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Notation

@: Addition dans un dioide.

&: Multiplication dans un dioide.
€: Elément neutre pour lalol ®.
¢ . Elément neutre pour laloi @.

: Soustraction a droite dans un dioide.

=N

% Soustraction & gauche dans un dioide.

Supp : Support d’'une série formelle.

A* : EtoiledekleenedelamatriceA (A* =e@ A @ A> D A3 D ..).
A* : Dérivéedel étoiledekleene A* (AT = A Q AY).
D : Dioide.

D™™ : Dioide matriciel.

L, : Produit agauchepar a, L,(x) = a @ x.

R, : Produit adroit par a, Ry(x) = x @ a.

L* : Division agauchepar a, (a * x).

R¥ : Division adroite par a, (a / x) .

A : Laborneinférieure.

: Laborne supérieure.

vV
<: L’ordredans R,,,,, coincide avec |’ ordre usuel <.

# . L’ordredans R,,,,,, coincide avec I’ ordre usuel >.

—

: Un plus grand & ément.

L :Unplus petit & ément.

A : Vaeur propre.

u : Vecteur propre.

R,,,qx: Dioide (R U{—x}, max, +) appelé aussi algebre (max, +).
R,,,ir: Dioide ( R U{+}, min, +) appel€ aussi algébre (min, +).

R jax: Dioide ( R U{ —o0,+00}, max, +) appelé aussi agebre (max, +).

R;in: Dioide ( R U{ —o0,+0}, min, +) appelé aussi algebre (min, +).



Notation

(RR ., ®,R) L’ ensemble des dioide de fonctions f.
R,qx[¥]: Dioide des séries formelle en y exposants dans R et a coefficients dansR,;, 4, -

R,,,in [81: Dioide des séries formelle en § exposants dans R et a coefficients dansR,,;, -
B{X[y, 3] : Dioide des sériesformelleeny et § aexposants dans R et a coefficient booléens,
M{X[y, 8] : Dioide des sériesformelleeny et § a exposants dans R.

M2&** [y, 8] : Dioide des él éments causaux de M3 [y, 8] .

P: EnsembledesplacesP ={P; P, ... P,}.

T : Ensemble des transitions T ={ Ty T,, ... Ty} -

W : Fonction poids aassociéeaux arcsW = (P x T) U (T X P).

x;(k) : Date de k™€ tir de latransition x;.

x;(t): Lenombre detir delatransition x; al’ instant t.

y . Vecteur de sortie.

x : Vecteur d état.

H : Matrice de transfert.

RdP : Un réseau de Petri.

RdPT : Un réseau de Petri temporisé.

STP : Systeme de transport publigue.

Sci: Semi-continue inférieurement.

Scs : Semi-continue supérieurement.

SED : Systeme a événements discrets.

GET : Graphes d' événements tempori ses.

SDED : Systéme dynamique a événement discret.

uy4r - Commande en juste-a-temps.
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Introduction générale

Les Systémes (Dynamiques) a Evénements Discrets (SED) désignent des systémes
généralement de conception humaine. Leur évolution obéit a I’ apparition d’ événements qui
ont lieu & des instants discrets. Les systemes de production (ateliers flexibles, lignes
d’assemblage) [Cohen et a., 1983, Cohen et a., 1985], les réseaux de transport (routier,
ferroviaire ou aérien) [Lotito et al., 2001, Houssin, 2003] et les systéemes informatiques sont,
des processus gque I'on peut considérer comme des systémes a événements discrets [Le
Boudec and Thiran, 2001].

De fagon informelle, les systemes a événements discrets peuvent étre définis comme des
systémes dans lesquels les variables d état changent sous |’ occurrence d' événements. |ls ne
peuvent genéralement pas étre décrits, par des équations différentielles en raison de la nature
des phénoménes qui entrent en jeu, notamment des phénomenes de synchronisation ou
d’ exclusion mutuelle. Ces systémes sont alors souvent représentés par des modeles états-
transitions. Les plus connus sont les automates a états finis qui servent a représenter les
systemes déterministes les plus simples, les chaines de Markov pour leurs analogues
stochastiques et les réseaux de Petri pour des systemes plus complexes qui comportent a la
fois des phénomenes de synchronisation et de concurrence.

Les systémes de transport public STP peuvent étre vus comme une classe de systémes
dynamiques a événements discrets SDED. La dynamique de cette classe est gouvernée par
I’ occurrence d’ événements dans un espace d’ état discret (par exemple I’ arrivée et le départ
d’'un bus dans un arrét). D’une fagcon similaire & d autres classes de SDED tels que les
systémes de production et les systemes informatiques, les STP ont une dynamique régie par
différents phénomenes dont la synchronisation, le parallélisme et la concurrence. La diversité
de ces phénomenes rend I’ é&ude des STP plus difficiles et nécessite I’ exploitation de plusieurs
théories complémentaires permettant de décrire les systémes d’ une fagon concréte.

La classe des SED que nous étudions ici est celle qui met en jeu des phénomeénes de
synchronisation. Pour de tel processus, on obtient des modeles mathématiques sous forme
d’ équations de récurrence qui utilisent des opérateurs max ou min, et qui sont donc non
lindaires. Quand celles-ci sont traduite dans une structure algébrique particuliére, appelée
dioide, cette représentation devient linéaire. La représentation est alors dite max-plus linéaire.
L’ algebre des dioides est donc apparue comme la structure mathématique adéquate pour
modéliser et étudier cette classe de systemes [Bac et al, 92] [Gaub, 92].

Toujours par analogie avec la théorie conventionnelle de I’ Automatique, de nombreux
travaux sur la commande des systemes max-plus linéaires ont également été développés. Les

résultats obtenus sont essentiellement appliqués aux systemes de production. En ce sens, ces
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études peuvent étre vues comme des contributions aux politiques de gestion de production. De

plus, les lois de commande proposeées jusgu’ici se basent principalement sur une approche

entrée-sortie des systemes.

Letravail présenté dans ce mémoire a donc pour objectif d’introduire les résultats proposés
au cours des vingt années passées et tout particuliérement les résultats relatifs a la commande
des systemes max-plus linéaires. Comme en automatique classique, par commande, il faut
comprendre le contréle des entrées afin d atteindre des performances spécifiées au préalable
[Cohen et al., 1989].

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres comme suit :

e Dans |le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires ala modélisation
et ala commande des graphes d’ événements temporisés discrets. Quelques résultats de base
sur | algebre des dioides sont rappelés. La théorie de larésiduation est ensuite présentée. La
derniére partie de ce chapitre est consacrée a un ensemble de rappels sur la théorie des
systémes utiles pour modéliser les graphes étudiés.

eLe second chapitre présente la modélisation des graphes d’ événements temporisés sur
différents dioides rencontrés dans la littérature. Nous insistons particulierement sur la
représentation dans la dioide M{X[y,8] . qui sera le dioide considéré pour toutes les
illustrations présentées dans ce mémoire. L’ avantage de cette structure concerne le transfert
entrée-sortie d'un GET qui se présente alors sous forme d’ une matrice rationnelle. Dés lors,
I’ étude des GET est liée al’ algébre des séries rationnelles de M:X [y, 5]

e Dans le troisieme chapitre, une étude sur les STP est effectuée. Un accent particulier a été
fait sur le systeme de gestion de tels systemes.

e Le quatrieme chapitre est consacré a la synthése de lois de commande des systémes max-
plus linéaires. Dans un premier temps, nous avons défini un critére a optimiser, le critere
choisi et connu sous le nom de critére juste-a-temps, la commande résultante permet de
trouver latragjectoire u(t) décrivant le déclenchement le plus tardif des ordres de production
en entrée du systeme. Dans un second temps, une commande optimale en boucle ouverte
dont I’ objectif est 1a poursuite d’ une tragjectoire ou un modéle de référence ou admettent une
solution optimale. Finalement une démarche de commande en boucle fermée par retour de

sortie ou par retour d’ état dont I’ objectif est de poursuivre un modéle de référence.
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Chapitres 1 : Outils Algébriques

Introduction
Ce premier chapitre a pour objectif d'introduire les définitions et les principaux outils
algébriques utilisés dans la suite de ce travail. Sans étre exhaustif, nous présentons, un

ensemble de définitions, de notations et de résultats relatifs al’ algebre des dioides.

1.1 Théoriedesdioides

Cette section rappelle certaines définitions et propriétés propres a la structure algébrique
d un dioide. Pour une présentation plus détaillée, le lecteur est invité a consulter |’ ouvrage
[Baccelli et al].

Définition 1.1 (Monoide). Un monoide (M,) est un ensemble M muni d’une loi de

composition interne notée @ , associative et qui possede un élément neutre ¢ tel que,
VmeM meoe=cspm=m.

Le monoide est commuitatif, i laloi @ est commutative, ¢ est-a-dire

Va,beM;, aesb=boa.

Exemple 1.1. L’ ensemble des entiers naturels N muni de |’ addition est un monoide. Il s agit

d’un monoide commutatif : Va,b E N;ae b = b @ a. L’éément neutrede N est 0.

Définition 1.2 (Semi-anneau). Est un ensemble D muni de deux loisinternes @et Q, tel que:
-(D,®) est un monoide commutatif dont I’éément neutre ¢ est appelé élément nul.
-(D,®) est un monoide, son éément neutre est appelé unité est noté e.
-Laloi multiplicative @ est distributive a droite et a gauche par rapport alaloi additive @
Cest —a-dire

Va,b,ceD;ae(baoc)=(aeb)o(axc)

(aeb)ec=(avc)e (b ® c)

-L’éément neutre ¢ est absorbant pour laloi Q C'est —a-dire

(WVa€ED;a®e =¢ @ a=¢).

Si laloi additive @ est idempotente, alors (D, ,®) est qualifié de semi-anneau idempotent

ou dioide.
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Remarque 1.1. Laloi @ estidempotentesiVa € D; ae® a = a.

Définition 1.3 (Dioide). Un dioide est un ensemble D muni de deux opérations internes, I’un
notée additivement @ , I’autre notée multiplicativement @, est un dioide s les conditions
suivantes sont vérifiées :
e Associativitéde ® et@® :
Va,b,c€D;a®(bec) = (a®b) oc,
(a®b) ® c = ae (b ® ).
e Commutativité @
Va,b EM;aeb=>b @ a.
e Distributivitéde @ sur @:
Va,b,c€D; (aeb)ec=(axc)a (bec).
e Elémentsneutresde @ « zéro» et de® « identité »:
Va€eD, ade=a,
VaeD, age = a.
e Propriétéd absorbation du zéro pour @
VaeD;, ape=c¢c.
e Idempotencedel addition

Va€eD:;awoa=a.

Remarque 1.2. Un dioide est commutatif si et seulement si la multiplication, notée Q est

commutative.

1.1.1 Structure ordonnée d’un dioide
Ces définitions d'ordre et de treillis ont un sens dans I’algebre des dioides gréce a

I"idempotence de laloi @ qui leur confére naturellement une structure ordonnée.

Définition 1.4 (Relation d’ordre d’un dioide). L’idempotence de la loi additive @ permet
de définir unerelation d’ ordre, notée < ou > dans un dioide.

En effet, soit (D,®,®) un dioide, aors lardation < définiepara<b < b=aeb et
unerelation d’ ordre. En effet :
e a @ a=a dufatdel’idempotentedelaloi @, d oua =< a (réflexivité),

e Sia<beth<adorsb=a@beta=>beoa,doua = b (antisymétrie),

————————————
2
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e Sia<betb=<cadorsb=aebetc=bac,
Douc=boc=(aeb)eccae (boc)=aac.
On déduit que a <X ¢ (transitivité).
Cetterelation d ordre (partielle) est compatible avec leslois @ et ®, c'est-a-dire :
e a<b>Vce€ED,avc=< boc,
e a<b>VceD,agc becetcoa=x cehb.
Larelation d ordre est totale si :
Va,b € D,a>=boub > a.
Une condition nécessaire et suffisante pour que I’ ordre d’un dioide soit total, s écrit de
facon évidente comme suit :
VYa,b € D,a® b=aoub.

Exemple 1.2. L’ordre tota > défini dans R,,,, coincide avec I’ordre usuel, par exemple,
5>4, en effet max (4,5)=5.par contre, I’ordre > défini dans R,,,;,, est total et est I'inverse de

I”ordre usuel >, par exemple, 5> 4, en effet min(4,5)=4.

Définition 1.5 (Théorie destreillis). Parmi les ensembles ordonnés, on distingue:

sup-demi treillis : ensemble ordonné P dans lequel tout couple d’ éléments (x, y) admet une
borne supérieure, soit un plus petit magjorant, notée x V y,

inf-demi treillis : ensemble ordonné Q@ dans lequel tout couple d’' éléments (x, y) admet une
borne inférieure, soit un plus grand minorant, notée x A y,

Treillis: ensemble ordonné S alafois sup-demi treillis et inf-demi treillis,

sup-demi treillis complet : un sup-demi treillis P est complet S'il existe une borne supérieure
Vu pour tout sous-ensemble fini ou infini c P,

inf-demi treillis complet : un inf-demi treillis Q est complet s'il existe une borne inférieure
A v pour tout sous-ensemble fini ou infini € Q.

Treillis complet : ensemble ordonné S a la fois sup-demi treillis complet et inf-demi, treillis

complet.

Définition 1.6 (Isotonie). Une application f d’un dioide(D,®,&) dans un dioide (C ,H,RQ)
est diteisotone Si :
VabeD,axb & f(a < f(b).
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Définition 1.7 (Antitone). Une application f d'un dioide(D,®,&®) dans un dioide (C ,H,&)
est dite Antitone
Si:vabeD,axb & f(@ > f(b).

Remarque 1.3. Un sup-demi treillis complet P a nécessairement un plus grand élément noté
T=V,ep x. De méme, un inf-demi treillis complet Q atoujours unplus petit € ément noté

leer X.

Théoréme 1.1 ([Blyth 2005, Th. 2:3]). Un ensemble ordonné S peut-ére muni d une
structure de treillis si, et seulement g, il peut étre doté de deux lois de composition internes v
et A tellesque:

() leslois V et A sont associatives, commutatives et idempotentes,

(i) Vx,yeS,x A(xVvy)=x=xV(xAy) Propriété d absorption).

Aing, lesloisV et A d'untreillis S sont dites isotones selon |’ ordre < soit

Vx,y,Z€S

<vo xVzZsyVz
YSYZ lxnz <yAz

Et lanotion d’ordrex < y peut étre remplacée par lesexpressionsx =x Ay < xV y=y.

Définition 1.8 (Dioide complet). Un dioide(D,®,&Q) est complet Sil est fermé pour les
sommes infinies et si laloi ® distribue (a gauche et a droite) sur les sommes infinies, ¢’ est-a-
dire s pour tout b € D et tout sous-ensembled c D,

be (@aea )=Buea(boa) e (Bgeq)eb=@Bqea(asb).

Il résulte de cette définition que, pour tout A c D et B D :
(Bgeaa) ® (Bpep b)=O g pycaxs(@ e b).

Exemple 1.3. Le dioideZ,,,, complété par I'édément +oo est un dioide complet noté
Lopmax=(Z U{ —o0, +0}, max, +). De méme on note R, =(R U{—o0, +}, max, +) le dioide
R,,,qx COMplété par I’ dément +oo.

Puisque un dioide D a une structure de treillis (D,<), S'il est complet, il admet un plus
grand éément. On notera T ce plus grand élément. L’@ément T correspond a la somme de

tous les déments de D,
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T=D,epX.
Notons que, d aprés la définition d'un dioide, I'éément z&o ¢ est absorbant pour la

multiplication pour tout éément de D, aussi, on a par hypothese : Te e = € ® T=¢.

Définition 1.9 (Dioide distributif). Un dioide (D, ®, ®) est distributif s'il est complet et s
V a € D et pour tout sous-ensemble C de D, on a:

(AcecC) @ a= (AeecC @ ),

(Acec)Na= (Aceccha).

Remarque 1.4. Les lois @ et A sont des lois de treillis, elles sont donc isotones pour
I’ordre <. Si le dioide n’est pas distributif, on vérifie toujours les inégalités suivantes :
a ® (bAc) < (ab)A(ac), aA(bec) < (aAb) @ (aA ).

1.1.2 Quelques exemples de dioides

Algebres (max, +) : le dioide commutatif (R U{-o}, max, +) pour lequel e = 0 et € = —0
est un dioide noté R,,,,, appelé auss algeébre (max, +) ou algebre max-plus. Dans ce
dioide(D,P,R), laloi @correspond a |’ application maximum (max) et laloi @ correspond a
lasomme usuelle.

e Va, b € RU{—}; a® b © max(a,b).

Exemple 1.4. (396) = max(3,6)=6.

e VabeRU{—»};a b & a+b.
Exemplel.5. (3 ® 6) = (3+6)=9.

Remarque 1.5.Pour le dioide R,,,,, |a relation d ordre < correspond a la relation d ordre
usuelle,
Va,b € RU{-©},a < b < max (a,b) =b

Algebres (min, +) : le dioide commutatif (R U{+}, min, +) pour lequel e = 0ete = +©
est noté R,,,;,,, appel€ aussi algebre (min, +) ou algébre min-plus. Dans ce dioide (D,H,Q), la

loi @ correspond al’ application minimum (min) et laloi @ correspond a la somme usuelle.
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eVa,b € RU{+x},a® b & min(a,b).
Exemple 1.6. (3@ 6)=min(3,6)=3.

eVa b e RU{+x},ae b ath.
Exemple 1.7. (3 ® 6)=(3+6) =9.

Remarque 1.6. Pour le dioide R,,;,,, larelation d’ordre < est le dual de I’ ordre naturel défini
dansR,,in, Ya,b € RU{-©},a < b < min(a,b) = a.

Définition 1.10 (Dioide matriciel). L’ensemble des matrices carrées de dimension n, a
coefficients dans un dioide (D,®,®) , est un dioide matriciel, noté (D™",H,Q),0u les
opérations sont définies, a partir des opérations du dioide (D,,®) de maniére analogue a
I” algébre classique, de lafacon suivante :
VA,B € D™

AoB:(AoB)j=4;j0 B

i Vij=1,...,n

A®B:(A®B)j=@)-1 Aix ® By;, Vi,j=1,...,n

L’ élément identité de D™*™ est la matrice notée Id,,, composée de e sur ladiagonae et de ¢
partout ailleurs. L’ éément zéro est |a matrice composée exclusivement de .
La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas nécessairement
carrées, peuvent étre définis de lafagon suivante :
e AED™P BeD™P;
AeB:(AeB)j=A4;j®B;, Vi=1,...n Vj=1..,n
e CED™P, DeDPX,;

CeD:(C®D)j=@rq Aix ® Byj, Yi=1,...,n,Vj=1,...,4q.

Pour que ces matrices puissent ére manipulées comme des éléments d’ un dioide matriciel,
il faut, en toute rigueur, considérer qu’' elles appartiennent au dioide de matrices carrées de
dimension max(n, p, g) x max(n, p, g), en les complétant, s nécessaire, pour cela de lignes

et/ou de colonnes constituées de |’ éément ¢.
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Exemple 1.8. Soit A et B deux matrices dans |’ agebre (max, +) tel que:

D R

Ona
_[max (3,2) max(7,8)] 3 8
A®B = 0% (59) max (6,4)] 15 6
2 B_'max(3+2,7+9) max (3+8,7+4) _[16 11
®P " max(5+2,6+9) max(5+8,6+4)] l15 13

Exemple 1.9. Soit A et B deux matrice dans |’ algébre (min, +) tel que:

D e
Ona

_[min (3,2) min(7,8)] 12 7
AeB _[min (5,9) min (6,4) [5 4]

A®

B_[min(3+2,7+9) min(3+8,7+4)]_[5 11]
- 7 10F

min(5+2,6+9) min(5+8,6+4)]

1.2. Propriétés spectrales des matrices définies dans un dioide

Les matrices carrées a coefficients dans un dioide présentent certaines propriétés spectrales
intéressantes qui permettent notamment d’ étudier le comportement asymptotique de certains
systemes dynamiques. Cette section est consacrée a la caractérisation du spectre des matrices
carrées a coefficients dans un dioide, ¢ est-a-dire |’ensemble des valeurs propres de ces
matrices. On entend par valeur propres et vecteurs propres d’ une matrice € D™, les scalaires

A €D et lesvecteurs u € D™ respectivement.

1.2.1 Valeur propre et vecteur propre
La détermination des valeurs propres et des vecteurs propres d’ une matrice A définie sur
un dioide, revient arésoudre I’ équation suivante :
A.u=2.u
Cette éguation posséde deux inconnues qui sont A et p (avec p#g). On appelle A valeur

propre et p vecteur propre associé alavaleur propre A.
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Définition 1.11 (Matrice irréductible). Une matrice Ae D™ ™ est dite irréductible si pour
toute paire (i, j), il existe un entier m tel que (A™);;# «.

Toute autre matrice carrée est considérée comme réductible.

Théorémel.2. Si la matrice A est irréductible, la solution A est unique, donnée par

I” expression suivante :

1
A= @I, (traceA¥)x

Avec trace A = @}_, (A¥); et n désignel’ ordre de lamatrice A.
dans le cas de dioide D = R, . le terme (4%)i , peut Sinterpréter comme le poids

maximum des circuits de longueur k qui passe par le neeud i du graphe associé a lamatrice A.
la puissance % quant a elle, est définie au sens (max,+). Dans I’ agebre usuelle, |’ expression
de lavaleur propre s écrit comme suit :
A =maxy_, E (maxy_, (Ak)ii]
Cette valeur propre correspond au maximum des poids moyens des circuits €lémentaires
du graphe de précédence G (4).
L e vecteur propre associe a cette unique valeur propre qui est solution de I’ éguation :
A.u = Au
Ne contient pas de €. Si une composante du vecteur p est égale a g, il faut que lamatrice A
contient au moins une ligne avec des €, qui vérifie l’équation A.u = A.u, qui correspond a

un graphe G (A4) non fortement connexe.
Lorsgue la matrice A n’est pas irréductible, on peut toujours la transformer en une matrice

équivalente sous laforme suivante:

_[A11 A12]
A_[E Az,

Ou A est une matrice irréductible.

Si A est la valeur propre de A et p le vecteur propre associe, on a :

A (=20,
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Exemple 1.10. Soit le graphe orienté est valué de lafigure (1.1) suivante :

1 2 3

Figure (1.1) : graphe orienté et value

La matrice de précédence associée au graphe de lafigure (1.1) est:A =

1 2 ¢
€ 3 e
e €& ¢

Le graphe de lafigure (1.1) est composé de trois neeuds et pour chaque paire de neeud, il
existe toujours un chemin orienté qui relie ses neeuds. Donc le graphe est fortement connexe,

par consequent samatrice de précédence A associée est irréductible.

Lavaleur propre est unique, elle est donnée par A = @3 _, (traceAk) V%

max(1+1,2+ge+e) max(1+22+3,e4+¢) max(l+¢2+ece+g)
A?=[max (e +13+¢ce+e) max(e+23+3,e+¢) max(e+¢3+ee+e)
max(e+ 1,e+¢e+e) max(e+2,e+3,e+¢) max(e+ege+ec+e)

2 5 2 3 8 5
A’=le 6 3|; A3=[3 9 6.
1 2 ¢ 2 5 2

A= (@ios An) @ 5 (D1 (D) @ - (B, (A
A=(1e3es) @%(2636638)69 %(3®9®2):(3®§€9§):3

Le vecteur propre, note y, associé alavaleur propre A vérifiel’ équation suivante :

Au=Ap
1 2 ][ Wy max (1 +py, 2 + pp, etps) | 34 py
e 3 e||M2|=3|H2| ® |max (e + ny, 3 + Hy,e+uz) [=]3 + 1y
e € ¢ellH3 H3 max (e + [y, € +p, e+3) | L3+ U3
20, = 301 3
=3
e R
el = 30U - tole
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Définition 1.12 (Dioide de fonctions). L’ ensemble des fonctions f définies sur R dans un

dioide D et muniesdeslois @ et tellesqueV a€ R:

feg:(feg)(a)2 /@) eg(a)
feg:(feg)(a) 2 f(@)eg(a)
forme | e dioide de fonctions noté (D}, @,R).

Si D est complet, alors DR I’ est également.

Exemple 1.11 (dioide de fonctions noté (RR ..., @, ®)). L’ ensemble des fonctionsf :

R—RR ... munies du maximum point & point comme somme @ :

vaeR: (f @ g)@ = max{f(d), g (a)}
Et de |’ addition point a point comme produit &:

vae R: (f ® g)(@) = f(a + ¢ (3.
forme le dioide de fonctions noté (RX .,..®, Q).

1.3. Dioide des séries formelles
Définition 1.13 (Dioide de séries formelles). Soit (D,,Q) un dioide, on définit une série
formelle en q variables, notées p; ap,, a coefficients dans D comme une application [] de Z4
dans D: Yk = (ky,, kg) € Z9, [](k) représente le coefficient de pi*..... pgq une autre
représentation équivalente de lasérie[] est :

[1=@®xeza [1ks, ., kg IPE"..pg".
L’ ensemble des séries formelles muni des opérations :

[Te¥:(ITe¥)X)=TIk) & ¥(k),

Mo ¥:(ITe¥)R=Bj [1(k) ® ¥(),
Est un dioide noté D[[p;, ,p, ]
On appelle support dela sérieformelle [ I’ ensemble :

Supp (ID={k € Z% 1 [1(k) # £}.
Une série formelle a support fini est appelée polynéme. Une série formelle dont le support

est un singleton (deZ9) est appel ée mondme.

10
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1.4 Applicationsdéfinies sur lesdioides
Dans cette section, on met on évidence certaines propriétés concernant les applications

définies sur des ensembles ordonnés et plus précisément sur des dioides [Houssin, 2006].

Définition 1.14 (Homomor phisme). Une application f d'un dioide(D,®,&) dans un dioide
(C,B,Q) est dite Homomorphismesi V a, b € D:

fla e b) = fla)e f(b) et fle) =g,
f@a® b) = f(a)® f(b) et fle) =e.

Définition 1.15 (Isomor phisme). Une application f est un homomorphisme et si en plus, f est
bijective (tout éément de C admet un et un seul antécédent dans D), alors fest un
isomorphisme.
VYa,b €D:
faeb)=f@)e f(b) e f(e)=¢ estditee-morphisme.
fla®b)=f(a)e f(b) e f(e) = e estdite @-morphisme.

Définition 1.16 (Continuité). Soient (D,D,Q) et (C,PH,Q) deux dioides complets. Une

application f de D dans C est dite semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé),

respectivement semi-continue supérieurement (s.c.s.) Si, pour tout sous-ensembleB < D,
f(Dxep X)=Dxes f (X).

Respectivement,

f (Axep X)=Axep f (%)
Remarque 1.7. Une application s.c.i. ou s.C.s est hécessairement isotone puisgue :

{a=a€‘ab=>f(a)= flaeb) =f(a) e f(b) & f(a) > f(b)
a =alAb = f(b) = f(aAb) = f(@)Af(b) & f(a) < f(b)

azb &

Définition 1.18 (Linéarité€). Une application f d’un dioide(D,®,®) dans un dioide (C,D,&)
est ditelinéaire si elle satisfait les propriétés d additivité et d’ homogénéité :
va, be D,Va € D, f(aob)=f(a)® f(b) (additivité),
f(aa)=af(a) (homogénéité).

11
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La combinaison des deux conditions mentionnées est connue sous le nom de principe de
superposition, soit :
Va,b € DVa,B €D, f(aa @ Bb)=af (a) ® Bf (b).

Remarque 1.8. En toute rigueur, on devrait plutot parler de(P,Q) linéarité du fait de la
structure algébrique particuliére d’un dioide. Dans I’ algebre (max; +), on parlera de (max; +)-

linéarité.

Exemplel. 12. Lamultiplication a gauche par A€ D™, définie par :
LA :ann - DnXTl
x>A®x

Est une application linéaire.

1.5 Résolution d’équations dansles dioides

Certaines équations définies dans des dioides complets admettent des solutions
particulieres extrémes, c'est-a-dire plus petites ou plus grandes que toute autre solution. Des
résultats genéraux concernant |’ étude d’'équations point fixe sur des dioides complets sont
fournis dans [Baccelli 1992]. Pour cela on introduit un nouvel opérateur: «|’étoile de
Kleene ».

Définition 1.19. On définit I'étoile de Kleene d’ une matrice A par:
A= A"

Théorémel.3. Soit D un dioide complet, | équation implicite
X=a. xeb
Admet x=a*b=@ ;> a*b comme plus petite solution. L’ operateur « * » est appelé étoile

de Kleene dans la littérature.

Preuvel.l. On vérifie que x=a*b est solution de x=a. x@b .on a

a(a*b)..eb=aleoae a’ @..)bab=(e@a® a’? @ a3...)b=a*b.

Notation 1.1. L’ opérateur « + », qui dérive de |’ étoile est défini par :

at =a'a =@+ a"

12
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Onadepluslareation: e at=a*.
Propriétésl.1. Soit D un dioide complet,a, S € D, et c un entier strictement positif. On a

1) (o) =a,

2) (at) = o,

3) a'=(ap @... @ a_1)(ac),
4) (a @)= (a"B) o,

5) (a ®B) = (aB),

6) o' =a*a*,

7) (@B =ala @B,

8) (ap)=eoald ®B),

9) S aetf commutent,ona:

(@ @ B)'=a’B".

1.5.1 Résolution del’équation implicite matriciellex = Ax @ b.
Lemme 1.1 [Baccelli 1992, lem.4.101]. Pour la matrice suivante, partitionnée en quatre blocs,
ona:
A*=[a b] _ [a* ® a*li(ca*b ? d)** ca* a*b(ia*b ® (1)*
c d (ca'b@d)*ca (ca'b e d)

1.6 Théoriedelarésiduation sur lesdioides
1.6.1 Applications Résiduables sur lesdioides

Les applications définies sur les dioides sont généralement non inversibles. D’un point de
vue pratique, il est souvent suffisant de disposer, a défaut de la solution d’ une éguation, de la
plus grande ou de la plus petite solution de I'inéquation correspondante. Ceci donne une
aternative a I'inversion d applications non bijectives. Dans la suite de cette section, nous

supposons que C et D sont deux dioides complets, et que f est une application de C dans D.

Définition 1.20 (Application résiduable et sa residuée). Une application isotone f :

(D,<) - (C,x)définie sur des dioides complets est dite résiduable, si I’équation f(x) <b

admet une plus grande solution dans D pour tout b € C. L’ application qui associe a b la plus

grande solution de f(x) <b est notéef *et est appelée application residuée def. ains :
ff=@{xeD|f(x)<b}L

————————————
13
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Remarquel.9. La théorie de la résiduation permet également de considérer les éguations du
type f(x) >b définies de D dans C.dans ce cas, |’ application f est dite dualement résiduable
siVb € C,f(x) > b admet une plus petite solution dans DL’ application qui associe a b la plus
petite solution de f(x) > b est notée f et est dite application residuée duale de f.

Théoremel.4 ([Baccelli 1992, Th. 4.50]). Soit une application isotone f : (D, <) - (C, <)

définie sur des dioides complets. Les points suivants sont équivalents:

(i) f est résiduable.

(i)  fest semi-continue inférieurement (s.c.i) et f(e) = ¢,

(iii) il existe une application isotone et semi-continue supérieurement f# : C—D telle que :
fof * <Ide,
fof# 3=Idp.

Ou Idc (respectivement Idp) est I’application identité de C (respectivement de D). Par

conséquent, f#est unique.

Théorémel.5. Soitf : (D, <) — (C,<) uneapplication résiduable, aors :
fof#of =f,

f#of 0 f# = f#.

1.6.2Résolutiondeax < betxa< b

On se propose maintenant d éudier le caractere résiduable de certaines applications de
référence définies sur des dioides complets.

Soient L, et R,, également appelée produit a gauche et produit a droite, lesapplications

suivantes définies sur un dioide complet D:

L, x +— a® x (Produit a gauche par a),

R, :x +— x @ a (Produit adroite par a).

D’ apres la définition (1.8) d’un dioide complet, le produit distribue a gauche comme a
droite sur les sommes infinies. Les applications L, et R, sont donc semi-continues
inférieurement. De plus, € est absorbant pour le produit, ainsi L, (¢) =a. &= ¢ et
R, (¢) =¢.a =¢. En appliquant le théoreme (1.4), L,et R, sont donc résiduables, et leurs

applications résiduées sont notées :

14
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L¥: x - a'x (Division agauche par a);

R¥: x - a#x (Division adroite par a).

Théorémel.6. Les applications L et R, vérifient les propriétés suivantes :

alaxx) < x

ax(ax) = x

a(ax(ax)) = ax
ax(xANy)=axx/Naxy
(a®b)xx=axxA\bxx
(ab) xx =bx(axx)
b(axx)<(a#b)xx
(axx)b < ax(xb)

(x#a)a<x

(xa)#a = x

((xa) #a)a=xa
(xA\Ny)7a=x%xa N\ yxa
x7(a®b)=x7aAx#b
x#(ba)=(x#a)#b
(x#a)b<x#(b#a)
b(x#a) < (bx)#a

Preuves 1.2. Les preuves de ces propriétés sont données dans [Baccelli et al., 1992, p.182-
185], [Gaubert, 1992].

1.6.3 Résiduation dansle cas matriciel
Il s'agit d’étendre I’ application residuée de la multiplication au cas des dioides matriciels,
sachant que les résultats decrits dans la partie précédente ont été développés sur des dioides
généraux (scalaires). Considérons a présent I'application L, définie sur le dioide matriciel
ann:
LA :Dan — Dan
X—L,(X)=A0X, Avec A € D™,
Théoremel.7. Soit Dun dioide complet et D™*™ |e dioide des matrices a valeurs dans D. Soit
B € D™™, la plus grande solution de AX < B est la matrice L% (B) € D™, notée également

A x B.Les éléments de cette matrice sont donnés par larelation :
(AxB);j=Al=1 A;i xBjjpouri,j =1,..,n

Le théoréme suivant exprime les applications résiduées de L,et R, dans le cas ou les

matricesconsidérées ne sont pas nécessairement de dimension carrée. Soient les applications :
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L, :DPX4 — D™X4R, :pIXP —; paxn

X — A(X) (A €D™P), X — XA'(A' € DP*M)

Les inéquations AX < B et XA < B'admettent L%(B) et R!,(B) comme plus grandes

solutionsrespectives. Les expressions de ces matrices s obtiennent via le théoréme suivant.

Théoréme 1.8 [Baccelli et al., 1992]

Soient B € D™4,B € D9*™, ona:
(Li(B))ij=(AxB);j = N=1A; 3By, i=1,.,p, j=1..q,
(RS, (B))ij=(B xA);j=N=1Bu#Aj, i=1,..,q j=1..p

Définition 1.21 (Fermeture). On appelle fermeture une applicationIl: D — D, qui a les
propriétés suivantes :

e Elleestextensive: Il > Id, ,

e Elleestidempotente: o IT =TI,

e Elleestisotone:Vx,x' € D,x < x' = II(x) < M(x").

Définition1.22 (Injection canonique d’un sous-ensemble). Soit U un sous-ensemble de
I’ensemble D. L’injection canonique de U dans D est |'application I,;: U — D, définie par

I,(u) = u pour tout u € U.

Conclusion

Ce chapitre introductif a permis de se familiariser avec les outils mathématiques utilisés
dans ce travail. Nous avons donné un ensemble de définitions sur la théorie des systémes
(max, plus) linéaires dans les dioides permettant la représentation du comportement des

systémes a événements discrets.
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Chapitres 2 : modélisation des systemes a événement discret

Introduction

La commande supervisée des systémes a événements discrets (SED) par les réseaux de Petri
(RdP) a éaboré des lois de commandes optimales et efficaces, qui garantissent le respect des
spécifications sur le marquage [Yamalidou et al., 1996].

Cependant, elle ne prend pas en compte explicitement I’ influence du temps, elle considere que les
événements peuvent avoir lieu & des moments arbitraires, ce qui est contraire a la rédité, le
fonctionnement de la plupart des processus industriels exige un certain nombre de contraintes
temporelles, telles que les durées opératoires et les dates de début et de fin des taches. D’ou I’ intérét
de la modélisation de ces processus par des graphes d’'événements temporisés (GET), dont le
comportement est représenté par des systémes d’ équations linéaires définies dans I'agebre des
dioides (Max-plus ou Min plus), ainsi que la possibilité d'évaluation des performances et

d’ optimisation.

2.1 Modédlisation des systémes a événements discrets par réseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) sont des modeles de représentation souvent utilisés pour les SED. lls
sont largement utilisés et permettent de modéliser, d’évaluer voire de piloter des systémes
dynamiques.

Certains systemes mettant uniquement en jeu des phénomenes de synchronisation et de saturation
peuvent étre modélisés par une classe des réseaux de Petri, appel ée classe des GET.

Ces derniers admettent une représentation linéaire sur |a structure algébrique des dioides.

Cette représentation est bien adaptée pour aborder, par exemple, les problémes de commande ou
d’ évaluation de performances. Lorsgue la taille du systeme est importante (systéme complexe,
nombre important d’identité), les techniques développées dans le cadre des SED atteignent leurs

limites.

2.1.1 Graphes d’ événementstemporisés
Un graphe d' événement est un réseau de Petri ordinaire ou chaque place posséde exactement une
transition d’'entré et une transition de sortie. Un graphe d’'évenement est dit temporisé si des

temporisations sont associées aux places et/ou transitions.

2.1.2 Réseaux de Petri
Les RdP sont des modeles graphiques principalement dédiés a la représentation du comportement
dynamique des SED. En raison de leur puissance de modélisation, ces modeles ont fait I’ objet de trés

nombreux travaux de recherche ces 50 derniéres années.
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2.1.3 Définitions et notations
Définition 2.1 (Réseaux de Petri). Un RdP est un graphe biparti orienté, composé de places et de
transitions, reliées par des arcs. Une place peut contenir un nombre entier de jetons ou marques. A
chague arc, on peut étre associé un poids (nombre entier) qui détermine la dynamique du réseau.

Un RdP est un graphe biparti défini par un quadruplet Q= (P, T, Pré, Post) ou :
Py} est un ensemblefini de places,

............

T={T,T, T,} est un ensemble fini de transitions.

Pré : PxT—N est I application d'incidence avant. Pré (P, T;) représente le poids de I’ arc reliant P a T;.
Post: PxT—N est I'application d'incidence arriere. Post (P, T;) représente le poids de I'arc
reliant T; a P,.
On définit lamatrice d’incidence du réseau par lamatrice W telle que :

W=w+ —-Ww-
Avec:
[Wi1=[Pré (P, T;)]  (lamatrice d’incidence avant),

[Wj; 1=[Post (P, Tj)]  (lamatrice d’incidence arriére).

Notation

°P, : I'ensemble des transitions d’ entrée de P,.
P.” : I'ensemble des transitions de sortie de P..
°T; : I’ensemble des places d’ entrée de T;.

P." : I'ensemble des places de sortie de T;.

Exemple 2.1.

P7

Figure (2.1) : Exemple d un réseau de Petri
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e LesmatricesW—, W* sont données comme suit

1 0 0 0 0 01~
0 1 0 0 0 O0|P
0 0 1 0 0 1|P;
Wil=lo 0o 0 1 0 O0|h
0 0 0 0 1 O0!lPs
0 0 0 0 1 OfP
o 0 0 0 0 1P
T, T, T3 T, Ts Ts
0 0 0 0 0 17~
1 0 0 0 0 0|
0 1 0 0 0 O0|Ps
Wil=lo 1 0 0 0 O0|h
0 0 1 0 0 O0!lPs
0 0 0 1 0 OfP
o 0 0 0 1 olp
La matrice d'incidence est donnée comme suit :
T, T, T3 T, Ts T
-1 0 0o 0 0 -11P
-1 1 0 0 0 0|P;
0 -1 1 0 0 1|Ps
Wylsf 0 -1 0 1 0 o|P,
0 0 -1 0 1 0lPs
0 0 0 -1 1 0|Ps
L 0 0 0 0 -1 1p,

Définition 2.2 (Marquage). Chague place contient un nombre entier positif ou nul de marques
(jetons). Le marquage M définit |’ état du systéme décrit par le réseau a un instant donné. C'est un
vecteur colonne de dimension m (le nombre de places dans le réseau). Lajé™e composante de ce
vecteur représente |e nombre de marques dans laj¢™¢ place du réseau.

Un RdP marqué est un couple #=(R,M,) tel que :
-R est un réseau de Petri.

-M,:P™ - N™ est lemarquage initial. N est I’ ensemble des entiers naturels.
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Chapitres 2 : modélisation des systemes a événement discret

Exemple 2.2
P, 1
AR
MO: P;1=11
2 1
Ps 2

P3 P4

Figure (2.2) : Un réseau de Petri et son marquage initiale

2.1.4 Franchissement d'unetransition

Une transition Tj est franchissable s les places P, en amont de Tj ont un marquage supérieur ou
éga au poidsdel’arc reliant Ba T :v P, € °Tj, M(P)) = Pr&(P,Tj).

Lors du franchissement deT;, |e marquage des places Py en aval de Tjest incrémenté de post (P, Tj )

marques.
P1 p2 P3
T1 T
P3 a4
P32 P4
Aprés
Franchissemen t i l
Pl P2
P1 PS P2
£ D &>
P33 Pa T1
D C RN

Figure (2.3) : Franchissement d’ une transition

2.1.5 Equation fondamentale
On appelle séquence S une suite ordonnée de franchissements. Le vecteur S dont les composantes
sont le nombre d’ occurrence de franchissement de chaque transition (indépendamment de I’ ordre de
franchissement), est appel € vecteur caractéristique de la séquence S.
Le passage d’ un marquage M, a un marquage M; s écrit sous forme matricielle suivante :
Mf = My+W- S (2.1)

s
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2.1.6 Propriétésd’un RdP

Définition 2.3 (Accessibilité). Un marquage My est accessible a partir du marquage initial M,, s'il
existe une séquence de franchissement S telle que : du franchissement de cette séquence a partir
de M,), résulte un nouveau marquage M;

Et on note : My[S> My.

Cette propriété permet de savoir si un état non désiré risque de se produire.

Définition 2.4 (Vivacité€). Un RdP est dit vivant pour un marquage initial M, Si pour tout marquage
M accessible a partir de Myet pour toute transitionT;, il existe une séquence de franchissement S qui
inclut latransitionT;.

Cette propriété permet de déduire si le systéme ne comporte pas de blocage.

Définition 2.5 (Bornitude). Une place P est dite bornée pour un marquage initial My s pour
tout marquage accessible a partir de M, le nombre de marquage dans P; est fini.

Un RdP est dit borné si toutes ses places sont bornées.

Définition 2.6 (Réversibilité). Un RdP est dit réversible ou renitialisable pour un marquage
initialeM,, S pour tout marquage M accessible a partir de M,, il existe une séquence de

franchissement S qui raméne a M,

2.1.7 Sous classes desréseaux des Petri
e Graphe d’événements: c'est un RdP dans lequel chaque place a exactement une transition
d’entrée et un une transition de sortie, un graphe d’ événements est parfois appelé graphe de
transition ou graphe de marquage, ainsi un graphe d’ événement ne présente jamais de conflits,
mais peut toutefois comporter des synchronisations.
e Graphed'éats: c'est un RdP dans lequel chaque transition a exactement une place d’ entrée

et une place de sortie, ¢'est le dual du graphe d’ événements, ainsi un graphe d’ état présente

des conflits, mais ne comporte jamais de synchronisations.

Graphe d’ états sans marquages Graphe d' états avec marquages.
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Figure (2.4) : Graphes d’ états

2.2 Graphes d’ événementstemporisés
Suite a cette breve présentation de RdP, notre intérét va maintenant se porte sur une structure
particuliere des RdP qui permet la modélisation des systemes ou interviennent des phénomenes de

synchronisation et de délai (Ies phénomenes de conflits éant supposés résolus au préalable).

Définition 2.7. Un graphe d événements temporise ordinaire GET est un RdP tel que chaque place
possede exactement une transition en amont et une transition en aval.

Pour illustrer ce type de modéles temporisés, nous proposons I’ exemple d’un GET représentant le
fonctionnement d'un atelier de coupe de bois.

Exemple 2.3 (atelier de coupe de bois)

Figure (2.5) : Modele GET d'un atelier de coupe de bois.

Le GET de la figure modélise un atelier constitué d’ une machine de coupe de bois. Quand une
piece arrive et que la machine de coupe est disponible, cette derniére est traitée (découpée).

Le nombre de jetons dans une place s interpréte comme le nombre de ressources disponibles. Par
exemple, le nombre de jetons dans la place pl correspond au nombre de piéces en attente d’ étre
traitées par |la machine de coupe, ¢’ est-a-dire le nombre de ressources qui vont étre consommees.

Un jeton dans la place p2 indique qu’ une piece est entrain d’ étre traité par |a machine de coupe.

Ladurée de ce traitement et de 2u.t (unités de temps). La fin de la coupe par la machine se traduit
par I’ événement d’un jeton dans la place p2 et par I'gjout d’'un jeton dans la place p3et dans la place
p4.

Le nombre de jetons dans la place p3 correspond au nombre de piéces qui ont été traitées. La

présence d' un jeton dans la place p4 indique que la machine est disponible.

2.2.1 Propriétés des graphes d’ événements temporisés

Nous rappel ons brievement quel ques caractéristiques des GET au travers des propositions suivantes :

e
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Proposition 2.1. Le nombre de jetons d’ un circuit est constant dans un GET [Murata., 1989].
Proposition 2.2. Un GET est vivant si, et seulement si, tout circuit € émentaire contient au moins une

place initialement marqué [Murata., 1989].

2.3 Représentation d’ état des graphes d’événements temporisés

A la différence du modéle d'état classiguement associé a un RdP (cf. égquation (2.1), |’ état
considéré est associé non plus aux places d'un GET mais a ses transitions. Les variables d’ état
considérées sont de type compteurs d événements. De telles variables permettent d aboutir a une

représentation linéaire de ces modeles dans les dioides.

2.3.1Equations aux dateurs

C'est au début des années 80 [Cohen et al, 1983], que I’équipe (max, plus) de I'INRIA s est
intéressée a la modélisation de GET dont chaque place n’admet qu’ une transition amont et qu’une
transition avale. lIs ont montré que ces systemes dynamiques, a priori non linéaire, pouvaient ére
représentés par des systemes d'équations linéaires et admettent une représentation sous forme

canonigue dans les algebres (max, plus), C'est-a-dire un modéle sous laforme :

x(k) = Ax(k—1) @ Bu(k)
{ y(k) = Cx(K) (22)

On associe & chaque transition du graphe considéré une fonction de la variable ke N,

correspondant ala date du ke franchissement de la transition, cette fonction est appel ée dateur.

Figure (2.6) : Graphe d’ évenement.

Pour le graphe d événement de la figure (2.6) on associe une fonction dateur x;(k) a chaque

transition. Pour un franchissement au plus tot, les fonctions dateurs vérifient les équations suivantes :
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x, (k) = max(xz(k —3), x3(k—2) ,u(k))
X,(K) = max(Z +x,(k), 1+ x3(k— 1))
x3(k) = (4 +x,(k))

Dans |’ agébre (max, +), ces équations son écrites comme suit :

XK =2Q0x(k)D1Qx3(k—1))

X1 (k) =x,(k—3) @ x3(k—2) ® u(k))
x3(k) = 4 @ x,(k)

Ce qui donne I’ éguation implicite suivante :

x(k) =[ - x(k) @l lx(k—l) @l sl x(k = 2) @l sl x(k = 3)

M N M
B mom
M M M

e
® sl u(k).

-E

*

Cette équation implicite peut étre remplacée par sa solution explicite. On vacalculer d’ abord Aj.

Ona AO:[

MmN m
B omom
Mm m
e—

Ap=Bien Aio= 1D Ay, D A% SY A%-
e £ ¢ € £ ¢ € £ ¢ € € & re € ¢
Ay= ls e sl (&) [2 € sl (&) [8 € 8] (a5 ls € l:[Z e sl :
€ € e e 4 ¢ 6 & ¢ € € ¢ e

Donc I’ équation explicite est:

€ € €

x(K)=|e ¢ lx(kl)@[ lx(kZ)@[ alx(kB)@llu(k)

€ ¢ 5
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e Misesousformed’ état

Il est toujours possible par des manipulations tout afait classiques, de ramener un systéme ARMA
a la forme suivante dite forme d’ état. Pour avoir la forme d’ état, nous avons étendu le GET initia
pour avoir un nouveau graphe équivalent avec des marquages égaux a 1 ou 0. Nous obtenons alors le

graphe delafigure (2.7).

Figure (2.7) : Graphe d’ événements temporisés étendu (dateur).

Le modee d' éat correspond a ce graphe d’ évenements temporisé étendu est :

E € € € e ¢ e

E € € € &€ & €

_ 6 6 6
XK=E & 5 2 2 2k @|2uk.

E € € e & ¢ S

E € e € & ¢ €

2.3.2 Les équations aux compteurs

De maniere duae, le comportement du systéme précédent peut se représenter a |’ aide d’ équations
compteur. C'est-a-dire qu’une fonction compteur est associée & chacune des transitions, elle sera
chargée de compter le nombre de franchissement des transitions a une date t a partir de I'instant
initial.

On considere un franchissement au plus tot, cest-a-dire que toute transition validée est

immédiatement franchie. Les fonctions compteurs sont les suivantes ;

X1 (t) = min(3 + x,(t) ,2 + x3(t) ,u(t))
X,(t) = min(x,(t—2),1 +x3(t—1))
x3(t) = x,(t—4)
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Dans|’agébre (min, +), ces équations son écrites comme sulit :

X)) =xt—-2)P1Rx;3(t—1))

{xl(t) =3®x,() D 2 ® x3(t) B u(v)
X3(t) = x(t—4)

Ce qui donne I’ éguation implicite suivante:

e 3 2 € € € € € € € € € e
X(@)=le = s] xt)P |e ¢ 1] X(t-1) b le € sl X(t-2) & lS € 8] X(t-4) & lslu(t).
€ £ € € € € € € € € e € 3

Cette équation implicite peut étre remplacée par sa solution explicite. On va calculer d' abord Ay, .

e 3 2
e &£ gl

€ € E€

Ona A=

e € g [e 3 2 £ £ ¢
Ay=@icy Ap=I D A D Aj = IS e 3] D [8 £ 8] @ IS € 5] = [
£

€ &€ e € €& & € &

L’ équation explicite est donne par :

€ ¢ 4 3 € ¢ e 2 ¢ e
X()=|e ¢ 1] X(t-1) b [e € e] X(t-2) b [e € s] X(t-4) D [slu(t).
€ € € € £ & € e ¢ €

e Laformed état
Pour avoir laforme d’ état, nous avons étendu |e graphe d’ événements temporisés initial pour avoir
un nouveau graphe équivalent avec des temporisations égales a 1 ou 0. Nous obtenons alors | e graphe
delafigure (2.8).

Figure (2.8) : Graphe d’ évenements temporisés étendul.
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Le modéle d’ éat correspond a ce graphe d’ événements temporisé étendu est :
4 3
X(t)=

X(t-1) D | & ju(t)

Mm mm oM m M
M md ;mMm M M
mmm mm

M mm mm o

m OMm MM M om
® oM mm o m oM
m mm ;n® 0 N
m mmm ;mm ©

2.4 Relation entrée-sortie d’un GET
2.4.1Réponseimpulsonnéle
On met ici en évidence larelation entrée-sortie d’ un systeme décrit sous saforme d’ état (2.2).
Le développement de larécurrence (2.2) donne :
y(k) = Cx(k)
= CAx(k — 1) CBu(K)
= CA*(k — 2) @CABu(k — 1) ®Bu(k)

= CAPx(k— p)@ DY, C A' Bu(k— i).
On pose maintenant

~_(€ Si <0
h(l)_{CAiB sinon.

Par ailleurs, en adoptant des conditions initiales canoniques, on a x(j) = ¢ et u(j) = ¢ pour j <O.
Aussi, pour un k donné, et en considérant un p assez grand, ¢’ est-a-dire p > k, on peut écrire
Y(K)=®jez h(Du(k — i) (2.3)

Dans I’ éguation (2.3), la sortie n’est plus dépendante de I’ éat du systeme mais uniquement de
son entrée. Cela s explique par le fait qu’on a considéré p=k a savoir que dans I’ équation (2.3), nous
considérons le systeme depuis le début de I’ établissement de la commande, pour les événements
antérieurs, on a x(k)=¢ et y(k)=¢.Cette equation peut etre percue comme la somme des effets de la
commande. De ce point de vue, le y(k) est le résultat de la k-iéme occurrence de la commande, i.€.
h(O)u(k),de la k-1-iéme occurrence de la commande, i.e. h(1)u(k-1),de la k-2-iéme occurrence de la
commande... et ce, jusqu’ au début de I’ établissement de la commande.

Lavariable h( k) est également appel ée réponse impersonnelle dans le sens ou elle correspond a la

sortie du systéme lorsqu’ on lui appligque une entrée du type :
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~_(E si i<O0
e(l)_{e sinon

Ce signa est considerée comme une impulsion (a I’evenement 0) dans la theorie des systemes
(max-plus lineaires. Dans le cadre des GET, cette entrée correspond a tirer une infinité de fois la

transition correspondante al’instant 0.

Remarque 2.1.
On se permet de remarquer la forte analogie de la réponse impulsionnelle donnée en (2.3) avec la
relation entrée-sortie des systemes continus échantillonnés.
Dans le cas d'un systeme multi-entrées ou multi-sorties, la réponse impulsionnelle h(k) est une
matrice. L’ éément hij(k) représente la réponse du k-iéme événement de la sortie yi a une impulsion
(al’événement 0) sur I’ entrée uj.
La réponse d’'un systéme (max; +)-linéaire invariant a une entrée quelcongue u(k) est la convolution
linéaire de u(k) avec la réponse impulsionnelle h(k) du systeme. On parle de sup-convolution pour
désigner |’ opération (2.3), notamment dans [Baccelli et al., 1992], a cause de la structure algébrique
dans laquelle on décrit les systemes (dans le dioide (min; +), on parle d inf-convolution).
Remarque 2.2.

L’ évolution du graphe d événement peut étre représentée dans le domaine temporel par les

fonctions compteurs, et dans le domaine événementiel par les fonctions dateurs.

2.5 Dioides de séries formelles
Il est également possible de modéliser les GET de maniére plus synthétique dans les dioides des
séries formelles, dont le dioide des séries formelles en deux variables commutatives, y €6, a

exposants dans Z, noté M [y, 8] [d’ apres cohen1993].

25.1Latransforméeeny

Les techniques de transformation jouent un réle primordial dans I’ é&ude des systémes linéaires
invariant. Le cas de la transformeées de la place pour |es systemes en temps continu ou la transformée
en z pour les systemes en temps discret (systémes échantillonnés). En effet, elle va permettre de
transformer |es sup-convolutions (présentées précédemment) en des produits des séries de formelles.
La structure algébrique a utiliser pour une telle représentation est celle d'un dioide des séries

formelles.
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Définition 2.8. Rappelons qu'un dateur est ici assimilé a une application croissante de Z dans le

dioide complet Z,,,,,.- Latransformée en y d’'un dateur {d (k)},cz est définie comme la série formelle

D(y) =®kez d(k)]’k (2.4)

Supposons deux dateurs reliés par I’ égalité x; (k)=x,(k-n,), ce qui correspond a deux transitions
Séparées par une place contenant n, jetons. Latransformée en y de chacun des dateurs est
X, () =@pez x1 (k)y*
=@rez x1(k — ng)y*
= Y™ @yez X1 (k — ngp)y *m0)
=y X, ().
|| apparait que multiplier une série en par y™° revient adécaler la sequence de nyunités. Il est donc
possibled’ interpréter I’ opérateur ycomme opérateur de décalage "événementiel”, ce que |I'on écrit
parfois :
yx (k)=x (k-1). (2.5)

Supposons le GET suivant :

x(k) x(k—1)

Figure (2.9): Opérateur de décalage "événementiel"

Remarque 2.3 (DioideZ,,.,[Y]). Ce type de transformée est I’ analogue de la transformée en z de

I’ automatique classique qui permet de coder une trgjectoire discrete sous laforme de série.

Définition 2.9 (DioideZpa,[y]). L'ensemble des séries formelles en y a exposant dans Z et a
coefficients dansZ,,,,, a une structure de dioide. L’ &ément neutre de |’ addition est |a série
£ = @rez ey<(0U e=-ocoest I'éément neutre de I'addition dansZ,,.). L’ éément neutre de la
multiplication est la série e(y) = ey® (ol e = 0 est I’éément neutre de la multiplication deZ,,,,). La
somme et le produit de séries formelles sont définis comme suit :

di(Y) @ da(y)= Orez(di(k) @ d(K)y"

di(Y) ® dz(v)= Djer(d1(i) ® da (k)"
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Le systéme d équations :
{x(k) = Ax(k — 1) & Bu(k)
y(k) = cx(k)

Correspond au modéle standard d’ un GET dansZ,,,, €t peut se transposer dans le dioide Z,

x(y) = vAx(y) © Bu(y)
{y(w = cx(y) (26)

Ona: I'équation implicite suivante: x = ax @ b

Cette équation admet x=a* b = (P, aX)b comme petite solution.

x(y) = yAx(y) @ Bu(y)
y(y) = cx(y)

On remplace x(y) dans la deuxiéme équation :
y(v) = c(yAx(y) @ Bu(y))
= c(yA")Bu(y))
= cyAx(y) @ cBu(y))
y(v) = cyA"Bu(y) = Hu(y)

On a.'{

De maniére équivalenteil est possible de considérer le modéle précédent dans le dioideZ, ., [Y] :

{X(v) =0, YAx(Y) ® ®, Y'Bju(y)
y(¥) =@i-, Y'Cix(y)

Qui conduit au modele précédent :

{X(v) = yAx(y) @ Bu(y)
y(k) = cx(y)

Avec: A=@®L, Y'Ai; B=@®}, Y'B;; C=@Bf_, y'C;. Les déments des matrices A, B, C sont des

polyndmes.
Cette formulation n’est pas standard. Le pouvoir de modélisation est cependant équivalent et les
composantes du vecteur d’ état représentent directement une transition du GET. Ce type de modele

sera systématiquement considéré par la suite.
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2.5.1.1Trajectoire monotones

Les trgectoires solutions des systémes d'équations précédents ne sont pas nécessairement
monotones ; pourtant, par définition une trajectoire issue d'un GET est nécessairement monotone
croissante (la date d’ occurrence de d(k) est nécessairement supérieure ad(k-1)).
Formellement,

Vv KeZ, d(k)=d(k-1) < d(k)=d(k) d(k-1)
Qui équivaent &
d(y)=d(y) @ vd(y) < d(y) = y*d(y)

Cest-a-dire la transformé en y d’une trajectoire monotone s écrit forcément y*d(y)et que la
multiplication par y* d’ une trajectoire non monotone donne une trajectoire monotone croissante.

Il S'agit d’ une sortie du filtre. L’ ensembl e des trgjectoires monotones (qui S écrivent y*d(y)) forment
une dioide noté y*Z, .« [y] pour s en persuader il faut noter que la somme et e produit d’ ééments de
cet ensemble sont fermés. il en découle que I’ égalité d’ é éments doit
S entendre «modulo y*». Par exemple :

3y ®ly’ ®5y°=3y B5y°.
De facon plus générale les regles de calcul suivantes doivent étre considérées :
YO @y = ymin (n)
L’ éément neutre pour la multiplication de y*Z .« [y] est donc e(y)=ePey @ ey? @ ... Dey*™.
L’ éément neutre pour I’ addition de y*Z,.,[y] est donce(y) =e D ey D ey? P ... D ey+™.

Avec £ = —oo |’ éément neutre de |’ addition deZ,, oy -

Exemple 2.4. Soit le graphe d’ événement de lafigure (2.10) suivant :

figure (2.10) : Graphe d’ événement temporise

Les fonctions dateurs x;(k) associées a chaque transition de la figure (2.10). Pour un

franchissement au plustot :
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x1 (k) = x3(k — 3) @ u(k)
X2(K) =3 @ x;(k) @ x3(k —2)
x3(k) =1 @ x,(k)

y(k) = x,(k)

L’ interprétation en y est donne par:

(X. () =v*X3(y) ® U(y)
X, (y) =3 ® X1 (v) @ v*X3(y)
X3(y) =1 ®Xa(y)
Y(y) = X2(v)
On obtient la représentation d’ état suivante :
e &g V3
X(y) = [3 e y?

e 1 ¢
Y(y)=1[e e €]X(y)

e
X(y) + H U(y)
€

252 Transforméeen &
Lasituation est completement duale.
Définition 2.10. Dans le domaine temporel. Une variable compteur {c(t)}:cz €St une application
croissante:
Z — Zmin- Sionnoted |’ operateur de décalage, on a
C(8) =Drez c(8)8". (2.7)

Supposons le GET suivant :

x(k) 5 a(k—1)
— -

Figure (2.11): Opérateur de décal age "temporel”

Définition 2.11 (DioideZy,;,[8]). L’ ensemble des séries formelles en § & exposant dans Z et
coefficients dansZ,,;,, a une structure de dioide. L’élément neutre de I’addition est la série €=
Diez €8 X (0U £ =+ 0 est I’'édément neutre de I'addition dansZ,,,). L'@ément neutre de la
multiplication est la série &(8) = €5 ° (ol e = 0 est I’éément neutre de la multiplication de Z,,;,). La

somme et e produit de séries formelles sont définis comme suit :

{01(5) @® c2(8) = Drez (c1() B c2(D)8"
1(8) ® ¢2(8) = Bjez (c1() @ c2(t—))) &
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Laforme d' éat : de méme fagon que pour latransforméey si on alaforme d’ état suivante :

{ x(t) = Ax(t — 1) @ Bu(t)
y(®) = cx(t)

Latransformation en § des dateurs u(t), x(t) et y(t) ; on aura
{x (8) = DL, 8'AX(3) ® B, FBU(S)
Y (8) =@, 8'CIX(5)
Qui conduit aun modele delaforme :

{x(&) = §AX(8) @ Bu(s)
y(8) = cx(6)

(2.8)
Avec A=, §'A;; B=@}., 8'B; ; C=Df_, 56'C;; les léments des matrices A, B et C sont alors des

polynémes.

2.5.2.1Trajectoires monotones
Tout comme dans le domaine événementiel |es trajectoires associées a un graphe d’ événements sont
monotones (le nombre d’ événements ayant eu lieu al’ instant(t+1), c(t+1), est nécessai rement supérieur
au nombre ayant eu lieu al’instant t, c(t)) formellement.
VteZ c(t) = c(t+1) = c(t)=c(t+1) D c(t).

Qui est équivaent a:
c(8) =51c(8)® c(8) = c(8)=(6"1)* ().
C'est-a-dire que la transformation en & d'une trajectoire monotone appartient au dioide (§71) =
Zmin[8].11 en découle les régles de calcul suivantes : 8t @ 8¢ = gmax (tt),
L’ éément neutre pour lamultiplication de(6™1)" Zmin[86] est la série :
8)=e@es D es? D ... es+™.
L’ éément neutre pour I’ addition de(§™1) Znin[8].est la sériee(8)=e D 6 P 82 D ... D 5,

avec £ = +oo |’éément neutre pour |’ addition Znn.

Exemple 2.5. Les fonctions compteur X; (t) a chaque transition de la figure (2.10). Pour un
franchissement au plustot est:

x1(1) = 3 ® x3(1) @ u(v)

X, (D) =x,(t=3) D 2 Q@ x3(1)

x3(0) = x(t— 1)

y (1) = x,(t)

s
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L’interprétation en § est donne par:

{X1(5) =3 ® X3(6) ® U(5)
{Xz(s) = 63X1(5) D2Q X3(5)
X3(8) = 8'X,(8)
Y(8) =X(8)

On obtient la représentation d’ état suivante :

e ¢ 3 e
X(y) = [83 e 2|X(y)+ H U(y)
e & ¢ €

Yi) =[e e €]X(y)

2.6 Représentation Bi dimensionnelleM;X [y, 8]
Au travers d'un exemple nous alons rappeler comment modédiser un GET dans un dioide de
séries formelles en deux variables commutatives y et §, a exposants dans Z et a coefficients bool éens.

Ce dioide sera systématiquement utilisé dans les illustrations de ce mémoire.

Exemple2.6. Une Représentation Bi dimensionnelle M{X [y, 8] :

| NS
2

Usg

Figure (2.12) : Exemple d’un GET (pour Gamma-delta).

L’interprétation en M{X[y, 8]: est donne par :

Xq € Y € € & ¢ ”X1] (o) 8]
|X2| 8 € & € & ¢ | X2 |[g e |

x| _|e € € v e e ||xg] e 82|
x|7le € 85 £ & & ||x|DPle e|[u2]
Xs e § ¢ &8 &£ vyllxs [s €

Xg € € €& g &2 gllxg € €
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2.7 Représentation en sériesformelles

Dans la théorie conventionnelle des systemes, face a un produit de convolution, il est classique
d’introduire la transformée de Fourier ou de Laplace des fonctions considérées. Les modeles discrets
ont aussi une représentation fréguentielle : la transformée en z. La classe de systemes considérés ici
disposent également d’une transformeée. Cette transformation, introduite par [Cohen et a., 1989],
permet de prendre en compte les deux aspects des représentations en dateurs ou en compteurs.

2.7.1LedioideB € [y, 8]

Dans la définition (1.13), on a présenté un dioide de séries formelles ainsi que la manipulation de
ses éléments au travers des lois @ et Q. Le dioide B € [y,6] est un dioide de séries formelles
particulierement bien adapté ala modélisation des GET. En effet, il permet de manipuler uniquement
des séries croissantes et comme on va le voir par la suite, ce sont ces séries qui permettent de coder
les tirs des transitions d'un GET. Dans ce dioide, on manipule des séries formelles en deux
indéterminées commutatives yet §a exposants dans Z et a coefficients bool éens.

x =@y pezz x(n, Y™ 8"

L’ensemble de ces séries formelles est un dioide distributif noté B € [y, o] doté des regles
d’ addition et de produit définies dans la définition (1.9). Cependant, toutes les sériesde B € [y, 3] ne
permettent pas de modéliser les transitions d’un GET. Etudions maintenant la forme d’ une série qui
code unetransition de GET.

La représentation des séquences detirs d’un GET induit les regles de simplification suivantes :

o YL@ yMSt = §tymin(an) (2.9)
° yn5t o) ynlatl =y gmax tth (2.10)
Puisque d'une part y™in 1§t domine y"5tet YV, et d'autre part ¥y §max &t) domine
y'otety™v st
On alarelation suivant :
x = yn5t

— ]/n5t @ yn+15t @ ]/n+26t @
=@y St Pyt Dy ST D ..
= "6 (Bien v) B Y6 (Bien 67

e
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= Yty D ynst(Ey’
=yt (y* @ (7).

Les éléments de B € [y, 3] qui sont en mesure de coder des trajectoires de tir de GET sont ceux
qui restent inchangés lorsgu'on les multiplie par (y* @ (67 1)*).Cet ensemble est un dioide,
notéMiy [y, 8] , dans lequel I'élément nul est notée =, 1yez2 ey™6°, I'élément unité est défini
commee = (y* @ (671)*). Ledioide M2X[y, 8] est complet et saborne supérieure est notée
=06

Remarque 2.4

e L'édlément neutre e peut présenter plusieurs notations. Tout  d'abord
e = (YD (5 H")=y*(671) puisque lorsque a et b sont des variables commutatives, on a
(a @ b)*=a"b*(une preuve est donnée dans [Baccelli et a., 1992, lemme 4.107]). Ensuite, s
I”on tient compte des propriétés (2.9) et (2.10), on peut également noter |’ él ément unité

e =y08% = y0 = §°.

e Puisgu’'un mondme y"&'de M3y, 8] est invariant par rapport au produit par y*(8~1)*, il
existe une multitude de notations qui représentent ce cone. Nous considérerons généralement
son représentant minimal, c'est-a-dire sa forme apres avoir appliqué les regles de
simplification (2.9) et (2.10).

2.7.2 Manipulation des sériesfor melles
Latransformée en v, 6 d'un dateur associé a une transition d'un GET permet de coder |’ ensemble
de sesttirs (on parle aors de trgjectoire). On peut s'interroger sur |’ influence de la multiplication par

Y ou & sur une trajectoire. Débutons avec le produit par y sur une série x € M{X[y, d]:

X =Y Bnpegz x(n, )y 8¢
=@ ezz x(n, )y"+16¢

=@ ezz x(n — 1, t)y"6"

Le résultat est un décalage d’ une unité des numéros d’ événements. Ce décalage est appel€” retard
événementiel".

On examine maintenant I’ effet du produit par dsur une série x de M [y, 8].
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0x =y Bp rerz x(n, )y"8°
=@ tez2 X(n, )y
=@, ez2 x(n, t — Dy"8*

Le produit par 6 induit un décalage temporel d'une unité de temps qui retarde toutes les
occurrences d' une trajectoire. Ce décalage est aussi appelé "retard temporel .

L’addition et le produit dans M{X[y,3] sont définis dans la définition (1.8) Puisque le
dioide M{X[[y, 5] est complet, tout couple x = @;e; y™iStietx’ =@ ;¢; y™i8", ot y™isti (resp.
y™is"1) désignent les monémes du représentant minimal de x (resp.x’), admet une borne inférieure
notée x A x't définie par

XA %' = (Dier Y8 ND ey ¥ 18™7)
=@ ie; PN D ey ¥ 65 7))  (Seconde égalité dela définition1.9)
=@ (Bje; (P85 A y™ist')))  (Seconde égalité dela définition 1.9)

Pour deux mondmesy™§tet y™ Y, on peut vérifier larégle de simplification suivante

yn(gt A ynr5tr: ymax (n,n')é*min (t,t').

Représentation graphique des opérations sur MixX[y, 8]

- 0 o
D A
't (n+n,t+1t" (n',t"
(. t) ' .t (n,t)
(n. 1)
~ Y /

yn6t @ ynl6tr yné't ® ynré'tl — yn+nl6t+tl yn6t/\yn'8t' — ymax (nnr )6min (t,tr)
Union de cones Somme vectoriel I ntersection de cones

Figure (2.13). Représentation graphique des opérations sur My, 3]

Nous représentons graphiquement I’ effet des lois @, et A sur deux mondmes x = y"Sletx =
yn ot sur lafigure (2.13) (le résultat de |’ opération est représenté en gris) :
(8) Lasomme de xet de x est I’ union de leur cone respectif.
(b) Le produit des deux mondmes est égal ay™*™' 5§t . La représentation graphique de ce produit se
traduit par une somme vectorielle des points (n, t) et (n',t).

(c) Laborneinférieure de xet de x est représentée par I’ intersection de leurs cones respectifs.

37



Chapitres 2 : modélisation des systemes a événement discret

Exemple 2.7. Nous considerons deux séries :
x; =y'6* @y*setx, =5 Dy 5t Dy s>
X, @ X, = 51 @ ]/162 @]/466,

On remarque que y*5¢ domine y 583 (y*6° > y°63).

x4 R X, = }/153 @D }/354 @D }/457 @D y658 @D }/959.
N\ x, = Y16t D y262 @ y°s3.

La résiduation s applique aussi dans le dioide M{X[y,8] . Les mondmes de M:X[y, 3] sont
inversibles : (y"8%) 1=y "§7t. Le résultat de la résiduation de deux séries x =, y™idk
et x'=@j¢ y"’cht'f peut étre évalué grace a I'inversibilité des monbémes e a la
formule(a & b) xx =axx A bxx duthéoreme (1.6) :

xxx’ = (B Y™ x’
= Ayt xx’

= Aigry ™6 tix’ (Les mondmes sont inversibles).

Exemple 2.8. En reprenant les séries x; et x, définies dans|’exemple (2.7), on obtient :
X xx, =y 5Tt Pyls3

Et
X, 5% =y @yist @yts?

2.8 Modélisation des graphes d’ événements temporisés de M{x [y, 8]
L’ objet de cette section est de rappeler que tout transfert de GET peut se représenter par une
matrice constituée de séries de M{* [y, 8].
L’ équation d' état (2.2) devient dans M [y, 3] :
{x = Ax @ Bu
y = Cx

Ou A, B et C sont des matrices a € éments dansM3* [y, 3].

Exemple 2.9.Nous formulons ici la représentation d' état du GET de la figure (2.5). On utilise la
méme notation pour désigner les transitions et les ééments de M [y, 3] codant leurs tirs. Les

trajectoires sont reliées par les égalités suivantes :
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X, =x, ®ydu
x, = y18%x,
y =v*x,
Ou encore sous forme matricielle
x=[ype cx@[]u
Y=[e y?lX

Pour le calcul de la matrice de transfert, on peut procéder tres simplement ; en effet on peut
reporter x; dans|’éguation x,, on obtient alors :
X, =y18%(x; @ yiu)
x, =y16%x, ® y*6%u
On appliquant I’ étoile de Kleene, on peut résoudre I’ équation implicite suivant :
x; = (y*6%)y*6%u
Finalement en reportant x, dans|’ éguation de sortie, on obtient comme matrice de transfert
H=CA*B =y85%(y162)*

Remarque 2.5. On souligneici le lien qui apparait entre les résultats fournis par |a théorie spectrale et
I’ expression du transfert du GET de lafigure (2.5).

Puisque les transitions internes (x,,x,) appartiennent & une méme composante fortement connexe,
il 'y aun temps de cycle unique pour I’ ensemble du graphe de lafigure (2.5). Le rayon spectra p(A)

fournitalors le temps de cycle de ce circuit critique (C'est ici le seul circuit), soit
p(A) =§ , ce qui correspond & un taux de production de 2 jetons toutes les 3 unités de temps.

On peut noter que I’expression du transfert donnée dans |’ exemple précédent met également en
évidence ce résultat. En effet, la forme du transfert du GET de la figure (2.5) fait apparaitre le

caractere ultimement périodique de la réponse impulsionnelle : cette période ultime est décrite par la

présence d’ une seule éoile de monéme, ici (y162)*.

2.9. Réalisabilité, rationalité et périodicite

Les définitions sont ici fournies dans le dioideM; X[y, 3] :

Définition 2.12 (Causalité). Une série x de M{X[y, 8] est dite causale si X = € ou S sonreprésentant
minimal possede tous ses exposants dans N. Une matrice est dite causale si toutes ses composantes

sont causales.
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L’ ensemble des séries causales est un sous-dioide noté M:3X[[y, 8] *Pour une série x de M [y, 8], il
est possible d’ obtenir le plus grand éément de MX[[y, 8] *qui soit plus petit que x. Cette opération

appel ée projection causale est notée Pr+.

Définition 2.13 (projection). On définit la projection causale d'un éément x € M3** [y, 5] comme

suit :
Pr,(x) = Pry(@er x(ny, t;)y"8") (2.12)
=(Bier x4 (ny, t;)y"18%)
Ou:
X, (ny t;) = {ng (n;, ti),si(n;,i:;-()mz (0.0); (2.12)

Graphiquement, la projection causale consiste a ne conserver que les monémes situés dans le
cadran nord-est du plan Z2.

x : Série non causale Pry (x): Plus grande série causale
inférieure ou égale a x

Figure (2.14): Représentation graphique de |’ opération de projection Pr,

Définition 2.14 (rationalité). Un élément s e M{X[y, 8] est diterationnel si I’un de ses représentants
au moins peut étre obtenu par un nombre fini dopéations G,Q e * a partir de
I’ensemble {¢, e,y, 6}. On dira qu une matrice a coefficients M X[y, 8] est rationnelle si tous ses

coefficients sont rationnels.
Remar que2.6. Par définition un élément rationnel est également causal.

Définition 2.15 (réalisabilité). Un dément se M{:[y, 8] est réaisable s'il existe un GET mono
entrée/mono sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou plus précisement s'il existe trois
matrices A, B et C detailles respectivement n X n,n X I,m X n a coefficients dans I’ensemble {¢, e}

tel que cet éément puisse s écrire CA™B.

e
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Définition2.16 (Périodicité).Un élément seM; X[y, 8] est périodique s'il existe deux polyndmes p et
q de My, 8]
p=@L,yHs" e q =@, y"1d"
et un mondme causal :
r=7y"8"":
s=p@aqr”
Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Remarque2.7. Cette définition de la périodicité n'impose pas la causalité de la série.

Théoréme 2.1. Soit s, H € M{X[[y, 8]. Les affirmations suivantes sont équivalentes
i. Hestrédisable
li. H estrationnelle
iii.  H est périodique et causale

Figure (2.15): Représentation graphique de la série
x=c¢e @ % (S @ ]/262 @]/463 @]/565 @ V756(]/252)*-

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit brievement les réseaux de Petri, leurs propriétés, les
différentes classes et quelques extensions, définition et principes de fonctionnement.

Nous avons introduit par la suite différents dioides permettant la représentation du comportement
des GET. Une grande partie a été consacrée a la représentation d’ état des systemes max-plus linéaires

ainsi que lareprésentation du dioideM;}* [y, 8]
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Chapitre 3: Etude des systémes detransport

Introduction

De tout temps, I'homme a voulu voyager, d'abord sur terre, puis par la mer et ensuite dans
I'espace. Mais c'est avec la révolution industrielle que le transport est devenu une activité
essentielle pour toutes les communautés, consistant a déplacer des gens d'un point a un autre.
Géné&ralement, dans les activités humaines, un systéme de transport comprend
des infrastructures, des ressources energeétiques, des véhicules et des systémes d'exploitation.

L’ étude et I'analyse de tels systemes sont ainsi devenues parmi les préoccupations
majeures des chercheurs dans le domaine des transports publics, dans le but de remédier aux
problémes identifiés et afin de satisfaire les clients en apportant des améiorations et des
changements. Ces derniers portent notamment sur I’infrastructure, les horaires, la quantité et
la qualité des ressources. L’ étude des systemes de transport s effectue en trois importantes

phases :

e |a premiere phase est celle de la collecte des informations qui a pour objectif d’acquérir
une bonne connaissance des systémes des réseaux de transport et de porter des améliorations,
cette phase joue un role trés important dans I’ évaluation et |’ étude des réseaux de transport et
facilite lamodélisation, |’ analyse et la commande.

¢ |a deuxiéme phase est celle de la modélisation : dans cette phase les chercheurs se basent
sur les informations collectées dans la premiéere phase afin de trouver un modéle simple et
fiable pour les systemes de transports publics (STP).

e |aphase finale concerne I’ analyse du systéme, dans cette phase, on prend un modéle bien
défini et on décrit son comportement, le premier objectif est I’évauation et I’analyse des
performances de ce modéle afin d’identifier ses forces et ses faiblesses. Le second objectif
consiste & améliorer ses performances et a fournir le maximum des services aux clienteles
comme la réduction de co(t de déplacement on optimisant par exemple les ressources, le

respect des horaires théorique, le confort, la rapidité de déplacement,... etc.

Dans ce chapitre nous rappelons quelques généralités sur les systémes de transport
considérés, mais avant cela nous allons définir la problématique que nous allons aborder dans

notre étude.

3.1 Généralités sur les systemes de transport public
Le principal objectif est de mettre a la disposition des usagers du transport un systeme de
transport public fiable et efficace qui puisse les offrir un maximum de service et rependre a

leur exigences quotidiennes. La question qui se pose est comment répondre de fagon optimale

e
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aux besoins des usagers tout en considérant I’ optimisation des ressources disponibles, la
mobilité et la sécurité des usagers. Pour répondre a cette question, il faut une bonne gestion
des infrastructures et des équipements affectés au transport. Deux composantes importantes
sont a considérer :

e Lesysteme physique.

e Lesysteme de gestion.

3.1.1 Lesysteme physique
Le systéme physique est représenté par deux ééments principaux : |’infrastructure (ou la

topologie qui représente la structure du systeme) et les entités de transport (bus, train, ...€etc).

3.1.1.1L"infrastructure

L’infrastructure de systeme de transport est une représentation de la structure et des
éléments qui composent les réseaux routiers dont on cite I'intégralité des voies carrossables
ouvertes aux véhicules. Pour comprendre cette structure on utilise les entités arréts et trongons
(ou éventuellement zones), lignes et itinéraires. Ces derniéres sont présentées par le schéma

suivant :
Ligne 1 Légende :
@
© arrét
@ : terminus

) e—e : (rongomn
Ligne 2 : <--» : itinéraire d’un

©) D passager

Ligne 3
Figure (3.1): Composition de I’ infrastructure d’un STP.

Arréts

Parmi les ééments de base de la représentation spatiale du réseau on ales arréts (stations)
gui sont présentées sous forme des neeuds, un arrét est caractérise par un espace ou le véhicule
effectuant une tournée s arréte pendant un certain temps afin de permettre aux voyageurs de
descendre ou monter dans les véhicules on a plusieurs type d’ arréts :
> les arréts simples: cas desservis par une seule ligne, ou il n'y-a pas d échange de

voyageur, autrement dit est un arrét de montée.

e
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» points d’échange des passagers: cas desservis au minimum par deux lignes, ou les
passagers peuvent descendre du véhicule ou monter pour la prochaine destination.

» points de retournement (demi-tour) :c’est un lieu ou le véhicule peu faire demi-tour,
cet endroit est appelé point de départ comme il peut étre aussi point d’'arrivé ou bien

terminus.

Grace a la distance parcourue par les véhicules entre les arréts, on peut définir la notion de
parcours d' une ligne, le temps de parcours d’un arrét a un autre est calculé on se basant sur

plusieurs factures, on a:

- les conditions de circulation (temps d’ attente aux feux, aux stops, temps d’ accélération et

décélération des véhicules, etc.) ;

- les temps d arrét incluant les temps d’ ouverture des portes, ainsi que les temps d’ attente

hors échange de passagers.

= Trongons (zone)

Le tancons est une liaison orientée (unidirectionnel ou bidirectionnel), il est limité par deux
arrét, appelés arrét extrémités ou terminus, certains trongon sont réservés aux transports
publics appelées voies propre ou site propre, les autres correspondent a des voies partagees
par plusieurs modes de transport (véhicules particuliers, transports collectifs, transport de
marchandises).

Un trongon est caractérisé par sa longueur, et la vitesse commerciae de déplacement de
I’entité de transport. Ceci permet de déterminer un temps de déplacement entre deux arréts

(temps du parcours).

= Ligne

Uneligne est un chemin prédéfini de transport en commun assuré par un ou plusieurs
véhicules. Elle comprend plusieurs arréts et de trongons aternés regroupés par I’ exploitant du
réseau en une entité d exploitation.

Les arréts extrémités de cette entité sont appel és terminus de laligne (' est adire les arréts
de début et defin).

La conception d’'une nouvelle ligne se fait souvent en concertation avec les instances
communales concernées et les différents utilisateurs (écoles, centres commerciaux, hopitaux,

etc.). Elle doit tenir compte de la demande et des contraintes liées a la circulation des
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véhicules et aux possibilités d’aménagement. Les véhicules se déplacent selon une

planification d' horaires et des lieux imposeés par les exploitants du systeme.

» |tinéraires
Est une représentation graphique du chemin parcouru par le voyageur (véhicule), il
constitue d’ une suite alternée d’ arréts et de troncon, d' une ligne ou de plusieurs lignes.

Un itinéraire peut contenir une partie d une ligne ou la ligne entiérement.

Une ligne peut étre un itinéraire d'un usager s ce dernier n'effectue pas de
correspondances au cours de son trget, c'est-a-dire: dans un voyage entransports en
commun, une étape nécessitant de changer de ligne. Le changement peut se faire soit au sein
du méme réseau, soit de maniére intermodale, c'est-a-dire en changeant également de mode de

transport.

Chaqgue itinéraire permet donc d’ assurer le transport en commun de passagers d’ un arrét

origine aun arrét destination.

Il existe deux types d’itinéraires : commercia et spécial. Dans un itinéraire commercial, la
montée et la descente des clients s effectuent aux différents arréts de cet itinéraire. Tandis que
dans un itinéraire spécial, la montée et la descente des clients s effectuent uniquement aux

terminus.

3.1.1.2 Entitésdetransport

L e deuxiéme éément composant e systeme physique des transports publics est représenté
par les entités ou ressources de transport : bus, trains, tramway, ...etc. Dans un systéme de
transport public, un exploitant dispose d’ une ensemble de véhicules caractérisée par :
- lenombre global de véhicules.
- le type de véhicule et ses caractéristiques. capacité, dimensions (longueur), caractéristiques
dynamiques (accél ération, décélération) et environnementales (mode d’ énergie, bruit, ...€etc).
Dans cet dément nous pouvons également considérer les personnes qui conduisent les
véhicules (conducteurs ou chauffeurs). Leur gestion doit prendre en compte des contraintes
légidlatives, tels que les temps de repos physiol ogiques.

Chaqgue ligne d'un STP est desservie par des entités de transport, selon son importance

(zones desservies, tranche horaire du déplacement considéré au cours dune journée,
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fréguence de passage souhaitée, niveau de la demande, ...€etc), de sorte a renforcer le service

sur leslieux ou la charge en usagers est importante.

3.1.2 Systeme de gestion

Le deuxiéme composant des STP est le systéme de gestion. Il pilote le systéme physique
pour gqu’il atteigne certains objectifs, en assurant entre autres la conception des horaires et
I’information des usagers.

Notons que méme si |les exploitants sont les principal es entités citées ici intervenant dans la
gestion d'un STP, il est utile de rappeler que d’autres acteurs sont également concernés, de
pres ou de loin, par cette gestion. En effet, les systemes de transport public sont souvent
exploités, en tenant compte de I’ ensemble des paramétres liés aux différents acteurs. Le but de
cette exploitation est d assurer la coordination des services et leur qualité et de résorber les

perturbations survenues sur une partie du systeme.

3.2. Réseau detransport public éudié

Nous considérons un STP composé de n lignes de bus. Chacune est desservie par un
nombre fixé de bus qui réalisent un circuit et passent au méme endroit avec une fréguence
donnée (fonction du temps de parcours du circuit et de la demande de transport).

Dans ce chapitre, nous considérons un systeme simplifié constitué de deux lignes de bus
(L; etL;;+, ) (Figure 1). Sur chacune d'elle, un seul bus est initialement en circulation. Nous
étudions le phénomene d attente des passagers a la station de correspondance Sc. Nous
considérons les passagers descendant d’'un bus de la ligne 1 venant de Sd1, et souhaitant

prendre un bus de laligne 2 versla station Sa2 (Figure 1).

T bt | SC'L‘.

Ta

Figure (3.2): Réseau de transport : 2 lignes de bus.
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Chague ligne Li est représentée par sa station de départ Sdi, une station de
correspondance notées Sc et une station d’ arrivée notée Sai. Et chaque bus Bi passe a un
arrét toutes les Ai unités du temps (i est appelée période de la ligne Li). C'est le temps
nécessaire a Bi pour effectuer une course. Enfin le réseau étudié est muni d’une planification
d horaires initiale : la premiere date de départ (depuis Sdi) de chaque bus Bi au cours d'une

journée est connue.

3.3. Modélisations de systéme de transport par réseaux de Petri

Notre objectif porte sur I’ utilisation de I’ a gébre des dioides pour la modélisation et ensuite
la commande des systemes de transport. Nous modélisons donc tout d’ abord un réseau de bus
par un graphe d’événement temporiseé (GET). Sur ce graphe, les transitions représentent
certains arréts de bus. Le franchissement d’ une transition correspond al’ arrivée d’ un bus aun
arrét. Les places du réseau sont associées. soit a |’ attente d’un groupe de passagers a une
station de correspondance; a ces places sont associées des temporisations nulles (cas idéal ou
un passager N’ attend pas, les temps de montée et de descente de bus étant négliges).

Ces places sont temporisées par le temps de déplacement minimum de bus entre les arréts
considérés.

Lesjetons circulant sur le réseau correspondent soit a des passagers attendant aux stations

de correspondance, soit a des bus.

Le probleme simplifié est modélisé par le GET de lafigure (3.3) :

A 4

u Py X1 X2 : V1 Uy Pg X3 : x4 O_"}’z

P1,T1 P3, T3

: j F‘2:1—2 Par T4

Figure (3.3): Le modéle GET desdeux lignesL1 et L2.

Les circuits (xq, Py, x5, P,) € (x5, P3, x4, P,) représentent respectivement les lignes L1 et

L2.x, et x; modélisent |es stations de départ Sd1 et Sd2 des deux lignes. x, et x,, représentent

e
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la méme station de correspondance Sc commune aux deux lignes. La place P modélise
I’ attente des passagers en Sc venant d’un bus B1 et prenant un bus B2.

Nous considérons un réseau de deux lignes dont les données sont :
Laligne L, est caractérisée par un temps de cycle :1,= 1, + t,= 60 min, avec t; = 25 min,
1, = 35 min. Le temps de cycle de laligne L, est: 1,= 1,4+ 1, = 67 min avec 13=32min;;
1,=35 min.

Nous initialisons le systeme par un vecteur arbitraire X (k). Si les bus B1 et B2 font leurs

premiers départs respectivement at1 = 0 et t2 = 0, le vecteur X (k) sera: X(k) = [0, 25, 0, 32]".

Donc:
¢ 35 & ¢ e €
le 60 ¢ ¢l . o_125 ¢
A= e ¢ ¢ 35 ; B= e e
e 60 ¢ 67 25 32

Le poids moyen de lamatrice est L,=67 qui représente la valeur propre de lamatrice A.
Si on veut minimiser la somme T, des temps d attente des passagers, il suffit ici de
minimiser la 14 atente de lajournée, la valeur minimale étant zéro. Pour que les bus B1 et
B2 arrivent en méme temps alastation Sc

pour le 1, tour, il faut donc : t; + ;= t,+ t,. La meilleure condition initiale correspond
aorsat, =7ett, =0, et permet de diminuer |e temps de correspondance de 7 min.

L es dates successives de passage des bus trouveées par |’ équation de récurrence sont :

0 60 120 180 240 300
o= 32] i, = [92] 1 = 152, = [212] o = [272] o, 2 [332]
0 67 134 201 268 335
32 99 166 233 300 367
360 420 480 540 600
_|392] .. _las2| .. _|s12| .. _|s72|.. _|e32
7= (102 78 T |a69| % T [536| 1 T [603]| M T |670
434 501 568 568 702

Letempsderetard associe achaque voyage est: T;=x, (i) —x, (i)
{ T,=0;T,=7 ;T;=14 ;T,=21;Ts=28 ;T;,=35 ;T,=42 ;T3=49 ;Ty=56 ;T,,=63 ; T,;;=70 ....}

Letempstotal de correspondance associe aces 10 voyagesest : T, =315 minutes.
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On peut chercher a borner la durée de certaines activités, ou taches, au sein d'un SED. S
on considére notre systeme de transport dans lequel les passagers passent dans une station de
correspondance, la durée d’ attente des passagers ne doit pas y dépasser une certaine valeur
sous peine de les retarder. Pour un systéme max-plus linéaire modélisé par un GET, cela
revient a souhaiter limiter le temps de présence des jetons dans certains chemins du graphe.

La commande de ces systemes avec une telle contrainte impose a synthétiser une
commande qui ralentit le moins possible le systeme. En d’ autres termes, on vise a établir une

commande de transfert minimal.

3.4. Modélisation dans |’ algébre des dioides
Pour synthétiser une commande pour ce systéme, il faut d’ abord disposer de son modele

mathématique.

3.4.1. Laformeimplicite

Nous considérons un réseau de deux lignes dont les données sont :
Laligne L, est caractériseée par un temps de cycle :1,= 1, + t,= 60 min, avec t; = 25 min,
1, = 35 min. Le temps de cycle de laligne L, est: 4,= 1+ 1, = 67 min avec t3=32min;
1,=35 min.

Nous initialisons le systeme par un vecteur arbitraire X(1). Si les bus B1 et B2 font leurs
premiers départs respectivement at1 = 0 et t2 = 0, le vecteur X(1) sera: X(1) = [0, 25, 0, 32]".
Le systéme d' équations linéaires dans |’ algébre usuelle est donné par :

(x1(K) =1, @ x,(k— 1) D uy(k)
x2(k) =171 ® %, (k)

) x3(k) =74 @ x4(k — 1) @ u, (k)
X4(k) = 73 ® x3(K) D x,(k)
y1(K) = x2(k)

\y2(K) = x4(k)

3.1)

Soit le vecteur détat X(K) = [x,(k),x,(k),x3(k),x,(k)]T, la vecteur de sortie
Y(k)=[y;(k),y,(k)]* et levecteur destransitions d'entrée U(K) =[u, (k), u,(k)]T.

Laformeimplicite du systéme (2.1) est donne par :
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( € €& g ¢ € T, & € e ¢
_1T1 & € ¢ € €& ¢ ¢ e ¢g|[W
JX(k) “|le & € ¢ X(k) © € € € Ty X(k—-1) & e e [uz] 3.2
| e e T3 € € &€ € ¢ € ¢ (3.2
€ e ¢ ¢
kY(k) “le ¢ ¢ e] X(k)

La solution de I’ équation (3.2) est donnée sous forme d’une équation récurrente d’ ordre 1,
c'est laforme explicitedu systéme : X(k) = A ® X(k—1) @ B U(k).

3.4.2. LaformeExplicite

Pour avoir laforme explicite en calculant d abord I’ étoile de Kleene de lamatrice A,

e &€ ¢ ¢ € €& g ¢ € € € g e & & &
A*_aess@ﬁ«ﬁaa@ssss_ﬁeﬁﬁ
0~ |e & e ¢ £ € € & € € g g|7le & e g
€ € ¢ e € e T3 ¢ T1 € € &€l |t; e 13 e
Avec:
e € & &€ € T, € ¢ € T2 € €
A:A*(X)A:Tl e € 8®8 e &£ ¢ € T1+17, ¢ €
0 1 e € e e € & € Ty € € € Ty
T4 e T3 e € &€ & & € T1+1T, ¢ T,+T7,
e € & ¢ e ¢ e ¢
T, € & ¢
— A% _ e €l _ 1T €
B=4, ® B € € e ¢ ® c el |eg e
T, € Tz e € &€ 71 T3
On obtient laforme explicite suivante :
€ T, € € e &
€ T,+17, ¢ T €
—-1) = 1
x(k—1) c c c T, X(k) & . U(k). (3.3)
€ T1+7, € T1+7, 71 T3

3.4.3. Moddisation en Gamma delta
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le comportement dynamique des GET peut étre représenté par des ééments du
dioideM X[y, 8], sont des séries formelles en deux variables commutativesy et §.
Pour la modédlisation de GET, y e & seavent a modéiser les décaages
évenementiel s/temporels induits par les temporisations et les marquages initiaux des places.
L'opérateur y correspond a un décalage dans le comptage d'événements et |'opérateur 6 a un

décalage temporel.

Modélisation des GET delafigure (2.4) dans M{X[y, 8]:
Le comportement dynamique du GET de la figure (3.3) est décrit par |a représentation
d état suivante :
(%17, 8] = ¥8"x,(v,8) @ uy(y,9)
X2 [[Yr 8]] = 8T1 X1 (Y: 8)
x3[ly, 8] = v8"%4(v,8) @® u,(v,8)
X4 [[Yl 6]] = €Xy (Yl 6) 69 6T3 X3 (YJ 8)

Y1 [[Y: 8]] = €Xp (Y! 8)
(yz [[Y! 8]] =€Xy (Y: 8)

N

(3.4)

Il est possible d'établir dans le dioideMX[y, 3], un modéle dynamique de ce graphe

d’ événements temporisé sous la forme matricielle suivante:

[ ¢ Y62 ¢ g e &
ot € € € € €
X(y,8) = X(y,0 U(y, o
(v,9) e & 5 U S| Vo) 9
I e &3 ¢ & &
€ € €
lY(y, 8) = K € e] X(1.9)
Qui correspond alaforme standard suivante:
{szxGBBu
y =Cx
Ou
e Y&z ¢ € e ¢
8 ¢ € € e ¢l ~_[€ € & €
A= € € e yd™+|’ e e’C_[s e € e]'
€ e &3 ¢ & &

A chague transition du GET est associée une composante des vecteurs x €

My, 8]™ (vecteur associéaux transitions internes, ici n = 4), u € M{X[y,8]™ (vecteur

e
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associé aux transitions d’entrée, ici m = 2) et y € M2 [y, 5] (vecteur associé aux transitions de
sortie, ici 1=2). Les matricesA € M2y, 8]™", B € M3 [y, §]™™, C € M2 [y, 5]"™
représentent |interaction entre ces transitions. La composante 4, , = 8™ , indique qu'une
temporisation de 7, unités de temps est attachée a la place séparant les transitions x; et x.
Ay, =y8" , traduit laprésence d’un jeton et une temporisation de 7, unités de temps dansla

place séparant les transitions x, et x; .

La résolution de |'équation au point fixe permet d éablir un modéle entrée-sortie du
systeme, qui traduit la dynamique de fonctionnement au plus tét du GET de notre exemple,

cette matrice de transfert H € M2*[[y, 5]"™ est:

257.,1 £60*
H = CA*B = 2258112673* 532(y€1667)*
Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les systémes de transport public comme une sous
classe des systemes dynamiques a événements discrets. La commande de ce type de systemes
représente la base des travaux que nous alons développer dans le chapitre suivant. Nous
avons brievement annoncé la problématique. Quelques généralités sur les systemes de
transport public. Et une partie a été consacrée aux deux formalismes de modélisation que nous

allons utiliser dans la suite : réseaux de Petri et algébre des dioides
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Chapitre 4: Synthése de correcteur max-pluslinéaire

Introduction

Classiquement, commander un systéme revient a agir sur ses entrées dans le but d obtenir en
sorties des performances spécifiées par un cahier des charges. Plus concrétement, il S agit ici de
fixer les dates d’ occurrences des événements d’ entrée pour les SED considérés, ou encore, de
fixer les dates de tir des transitions d’ entrées (transition sources) pour les GET correspondant.

4.1. Objectifs de commande
Les objectifs de commande qui ont é&é considérés pour les systémes max-plus linéaires sont
proches de ceux de lathéorie classique de la commande des systémes. On en recenseici deux:
eLa technique de commande par poursuite de trajectoire suppose une trgectoire de
consigne connue a priori. Il s'agit d’ éablir une commande du systéme (appelée également
trajectoire d’ entrée) telle que la réponse en sortie "suive au mieux" une trajectoire de consigne
(correspondant au comportement souhaité en sortie du systeme), ce qui pose un probleme
d’'inversion du modéle du systéme. L’ approche proposée dans [Cohen et al. 1989] permet
d établir la plus grande trgjectoire d entrée telle que la réponse, notée y, soit inférieure ou
égale a une trajectoire de consigne, notée z. Ce probleme de poursuite de trajectoire de sortie
(classique en automatique) est résolu de fagon optimale en utilisant lathéorie de la résiduation
dans le cas des GET [Cohen et al, 1989]. Plus précisement, pour un modéle du systeme M, il

S agit de calculer le plus grand é ément de I’ ensemble suivant :
fueD?|y=M(@u)< z}, (4.1)

Ou <est I’ ordre défini dans le dioideD.

Cet objectif particulier induit que la sortie obtenue ne dépasse jamais la trgjectoire de
référence.

Une telle commande est optimale vis-a-vis du critére de juste-a-temps lequel vise a satisfaire
la demande des clients tout en minimisant les en-cours de production. Etant donné un modéle
RAPT du systeme, I'objectif de commande peut se décrire ainsi: éant données les dates de
franchissement souhaitées des transitions de sortie, définies par 1a fonction dateur

Z ={z(k)}k=0,.k £ il s'agit de trouver les dates de franchissement au plus tard des transitions
dentrée U = {u(k)}k=0,.x ftelles gue les dates de franchissement des transitions de sortie
Y = {y(k)}k=o,..x  Seproduisent avant |es dates souhaitées.

Elleest notée w7 , et sedefinit par: ujar =@ py<z U- (4.2

e
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e a commande par poursuite de modéle a pour objectif le calcul d’un correcteur, notéF, tel
gue le comportement entrée-sortie du systéme corrigé, noté Gg, composé du modele du
systéme, noté M, et du correcteur F, soit aussi "proche" que possible de celui du modéle de
référence, noté G..r . Plusieurs études ont été menées. Une étude consiste a placer le
correcteur en amont du systéme nominal, autrement dit, & précompenser e systéme [Libeaut,
1996], [Libeaut and Loiseau, 1996], [Cottenceau, 1999, 83.2]. Une autre étude consiste a
placer le correcteur dans la boucle de retour [Cottenceau et al., 2000], [Cottenceau et al.,
2001], [Liders and Santos-Mendes, 2002]. La figure 4.1 présente les schémas-blocs du
modele M du systeme, du systéme en boucle fermée ou le correcteur est situé dans la boucle
de retour et du modéle de référence G,.qf.

e i

VvV M - d i m u M E > —.‘I Gn_'.r —

|-

Figure (4.1) : Commande par poursuite de modéle

e e T T L

Une structure de commande généralisant ces approches a été proposée dans [Maia et
al.2003]. Elle est basée sur I’ utilisation simultanée d’un précompensateur (situé dans la boucle
d action) et d’un bloc situé dans la boucle de retour de sortie.

Afin d’ appliquer ces structures de commande, nous choisissons un modéles de réseaux de
bus. Pour la structure, nous proposons des techniques de commande qui permet de respecter la

planification horaires du systéme étudié (préal ablement calcul ée).

4.2. Commande en juste-a-temps de systéme max-plus linéaires

Juste-a-temps est une traduction littérale du terme anglais "Just-in-time". On ne doit pas
interpréter ce terme comme "au dernier moment”, mais comme la "quantité juste" (égale au
besoin) au "temps voulu" (date du besoin).

La problématique du Juste-a-temps dans notre cas c'est d’ activer les événements d entrée
aux dates les plus tardives tout en satisfaisant certains objectifs de contréle. Plus précisément,
dans les études sur |la commande des GET, le principe du juste-a-temps vise a

> effectuer le nombre minimum de tirs des transitions d’ entrée,
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» retarder au maximum le tir de ces transitions, tout en satisfaisant des objectifs de

commande.

4.3. Commande d’un systéme max-plus linéaire en boucle ouverte
4.3.1 Poursuite detraj ectoire

Précisement, |le probléme de commande en boucle ouverte résolu est le suivant : On dispose
d un systeme (un GET avec p entrées et g sorties) dont on connait la matrice de transfert H
€ D™, On désire, al’aide des entrées u € D!, faire en sorte que les sorties du systéme suivent
au mieux des trgjectoires déterminées dites de consignes z € D™. Dans[Cohen et a, 1989], il a
€té montré que ce probléme a une solution optimale, ¢’ est-a-dire gu'’il existe une plus grande
commande d’entrée u,,e € D!, telle que la sortie résultant de cette entrée (Yopt= H ugpy) soit

inférieure ou égale alasortie desirée z (y,pc < z). Lacommande u,,,.est aors optimale).

entrée réonse imposée
Fonction de transfert

uopt H yopt =z

-

Figure (4.2): Problématique générale de la commande en boucle ouverte

Deéterminer la plus grande commande revient a sa borne supérieure (notée u,p,) qui nous
donnera la plus grande commande vérifiantla condition Ly (uopt) < z .0On peut d§a remarquer
que cet ensemble n'est pas vide puisque u = gest solution, ¢c.-a-d.Ly () = ¢ < z.

En fait, Lathéorie de larésiduation permet de résoudre ce probléme directement.

La commande optimale u,,.est donnée par :
Uopr = SUp{u eDP|Ly(u) < z}=L{(2) =H"z (4.3)

Remarque 4.1. La commande optimale (4.3) correspond a la commande faisant entrer les
jetons le plus tardivement possible dans le systeme, tout en garantissant qu’ils sortent avant les
dates désirées.

Considérons le graphe d’ événement temporisé de la figure (3.3) La matrice de transfert du

systéme est donnée parla fonction de transfert suivante :

_ ]/24(]/25536)* P
]/24(]/1567)* 532()/1567)*

e
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On souhaite avoir un vecteur de sortie y < z avec

K 0 1 2 3 4 5 6
z,(k) | O 67 134 201 268 335 402
Z,(k) | O 67 134 201 268 335 402

Laconsigne z peut étre exprimée par des séries formelles dansM[}* [y, §]comme suit

_ ]/1567(]/1567)*
]/1567(]/1567)*

Laplus grand commande s’ écrit dans M [y, 6] sous laforme u,,, = H" Z

B ]/1642 (]/1567)*
u'Opt_[y1535(y1567)*

Le vecteur de sortie est donnée par:
(r180y"
v

1867\*
(r=6°)
) )
400 T T T 450
uoptl z1
350 uopt2 J 400 y1
—* -z2
300l [ — 3508 — - ~y2
300 -
250 - ] 4
250 - B
200 i ‘
. 200 - T ¥
150 - B
150
R k ’L
100 - B 1001 ‘
50 1 50
|
0 : Ok———+ :
1 2 3 4 5 6 y (? 1 2 3 4 5 6 y
a b

Figure (4.3) : représentation de u,,,, z et y

Remarque 4.2. Dans lafigure (4.3-a) une représentation de la trgjectoire u,,, est donnée. On

remarque dans lafigure (4.3-b) que la sortie y ne satisfait pas latragjectoire désire z.
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Le vecteur de sortie optimale correspondant est:
Yopt = Huopt

_[@*8°7)"
yOPf_[(y1567)*

Cedernier est laplus grande sortie inférieure ou égale ala consigne z.

450 450
6 z1 ’ 6 z2
400 yoptl | 400 yopt2 A
| |
350 = 350 - =
300 = 300 - =
r — r —
250 = 250 - =
200 — ~ B 200 — - B
150 - = 150 =
100 - = 100 =
50 - = 50 - =
o - . . o - . .
o 2 4 6 y o 2 4 6 y
a b

Figure (4.4) : représentation de z et y,,,

Remarque 4.3. La sortie y,,,.satisfait bien la consigne désirée z dans les deux cas. On adonné
sur la figure (4.4). (a) une représentation de la sortie y,,.; €t la sortie désiréez1, et une
représentation de la sortie y,,,;, €t la sortie désirée z2 sur la figure (4.4). (b). on a abouté que

la sortie optimal e respecte la spécification y < z.

4.3.2 Poursuite de modéle

La démarche adoptée ici, empruntée a |’automatique classique, est de "compenser” la
dynamique du systéme nomina H par I’ action d’ un autre systeme (max,+) linéaire, noté P (un
correcteur), dont on sait safonction de transfert.

Le systéme H muni du correcteur P possede alors un transfert différent noté G, par la suite.
Structurellement, e correcteur P s'interpose entre la consigne d’entrée v, qui devient |’ entrée
du systéme corrigé Gp) et la commandeu du systeme nominal H (voir figure (3.3)): La
commande u est élaborée par le correcteur P a partir de la consigne v. De la relation de
transfert y = Hu (pour le systéme libre) on passe a une relation de transfert y = HPv = Gpv
pour le systéme corrigé. La synthese du correcteur est effectuée dans I’ objectif d’ atteindre pour

le systéme commandé G, un transfert aussi proche que possible du transfert de référence donné

par lamatrice G-
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4.3.2.1 Synthese d’un correcteur detype précompensateur :

La correction de la dynamique d'un systéme H € M3y, §]"*™ peut se faire auss par
I’action d’un précompensateur P € M [y, 3]™*™(situé entre la consigne v et la commande w).
Il s'agit de modifier de maniére structurelle le comportement du systéme.

Le probléme de commande consiste ssmplement a choisir la dynamique (le transfert) du
précompensateur P de telle sorte que le systéme controlé G, € MiX[y, 5]*™ posséde la
dynamique décrite par un modéele de référence G,.r € My [y, 5]™>™ spécifié sous forme de
matrice de transfert. v
Formellement, on cherche:

Pyt =SUp{P|HP < Gref}. (4.5)
La solution optimale est immédiate, puisque Ly est résiduable :

Pope=H 'E-Gref. (4.6)
Gp >
u ‘}? VvV i };' VvV - 4
— H |~ —| P H —t G,
Systeme Systeme Systéme de
Nominal précompense référence

Figure (4.5): Commande avec modéle de référence.

4.3.2.2 Correcteur Neutre: est intéressant d’'un point de vue pratique d avoir G..s = H,
I’ objectif est alors de maintenir les performances entrée/sortie du systeme. Cette stratégie
conduit au précompensateurP, .= HH, qualifié de neutre. Il exprime simplement le fait que
I’on peut toujours "filtrer" le flux d'entrée d'un systeme H par un précompensateur sans
dégrader les performances initiales.

[llustration (4.1)

_ 525(y1560)* s

H= 525(]/1567)* 532()/1567)* .

L’ objectif est de laisser le comportement entrée/sortie du systéme inchangé, tout en retardant
au plus les entrées dans le systeme.
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525()/1560)*

&
Gref:H = [625()/1567)* 632()/1667)*]'

Le correcteur Py = (H "Grep,) = H'H, est donné ci-dessous et une rédisation de ce

correcteur est donné sur lafigure (4.7):

_[ @t €
opt™ 5—7(]/1567)* (]/1567)* :
Le systeme P n’est pas causal, il suffit donc de projeter P dans le dioide des séries causales

M2** [y, 8], le projecteur noté P, Ainsi, le précompensateur est donné par :

_ B (V1560)* €
Prat —ir+ (Popt)_ ]/1560(]/1567)* (V1567)* .

Une réalisation de ce précompensateur est donnée figure (4. 7). Les équations récurrentes
fournissant I’ expression de la commande u en fonction de la consigne v sont les suivantes sur le
dioideZ

{ul(k) =60u;(k—1) @ vy(k)
u, (k) = 67u,(k—1) @ 60v,(k—1) @ v,(k)

Laréalisation du systeme précompensé est donnée sur lafigure (4.7)

Figure (4.6): Larédisation du précompensateur permettant d’ approcher G,.r = H
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257.,1 860 *
Onatrouvéque H = 2258;12673* 532(;667)* :
Il apparait clairement que les composantes n’ont pas le méme taux de production 1/60 pour
la composante reliant u;ay,, 0 pour cellerdiant u, ay,, 1/67 cellereliant u, ay, et 1/67 celle
reliant u, ay,. Le choix du modéle de référence peut se faire de maniere a homogénéiser le
comportement périodique de ces 4 composantes. Pour cela on choisit comme modele de
référence un transfert dont les 2 composantes ont un taux de production de 1/67, soit par

exemple le transfert suivant :

B 525(]/1567)* (V1567)*

Gref - 525()/1567)* 532()/1567)* :

Pour tout moddle de référence Gpor € M3¥[y,8]™™ et un matrice de transfert
H € MZ[y,8]™™ il existe un plus grand précompensateur P, périodique P, €
MX[y, 81" 'tel que GP,pt < Grer- € précompensateur P, et donné par le calcul

Popt = H'Gper
Le précompensateur est donné ci-dessous
B (]/1667)* 5_25(]/1667)*
Popt_ [6_7(]/1667)* (]/1567)*
La projection de P dans |e dioide des séries causales M2X* [y, 8] est donner par :

(]/1667)* ]/1542(]/1567)*

Prat :Pr+ ( Popt):[ylaﬁo(yl(seﬁ)* 0/1567)*

La réalisation de ce précompensateur est donnée sur figure (4.8). Les équations récurrentes

fournissant I’ expression de lacommande u en fonction de la consigne v sont :

{ul(k) =60u(k—1)Dvy(k) D42v,(k—1)
uz (k) = 67uy(k— 1) @ 60v(k— 1) D v, (k)
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Figure (4.7): Laréalisation du précompensateur permettant d’ approcher G,.r # H

4.4. Commande de systeme max-plus linéaires en boucle fermée

Comme en automatique classique, |'objectif de la commande en boucle fermée est de
prélever de I'information en sortie du systeme afin de piloter au mieux le systeme. Les
correcteurs sont calculés dans un objectif de poursuite de modele, ¢’ est a dire. Que le systéme

corrigé doit s approcher au mieux du comportement d’' un modéle de référence.

4.4.1Synthése d’un correcteur detyperetour de sortie

La structure considérée ici est représentée sur la figure (4.8). Il s'agit ici de modifier la
dynamique d' un systéme H M3 [y, §]'*™ par I’ gjout d’ un correcteur F eM2* [y, §]™!
(situé entre la sortie et I’ entrée de H). L’ objectif de commande est d’imposer au systeme bouclé
la dynamique décrite par un mod&e de référence G,.;€M3 [y, 8]™ spécifié sous forme de
matrice de transfert. En théorie des systémes linéaires, ce probléme de commande est similaire
au probleme classique de poursuite de modéle (model matching problem [Wang and Desoer,
1972]). Ce travail est détaillé dans la these de B. Cottenceau [Cottenceau, 1999] et dans les
articles [Cottenceau et al., 1999],[Cottenceau et al., 2001].

Figure (4.6): Présente la structure adoptée. Elle conduit au systéme d’ équations suivant :

{x=v€BFy

)= Hu 4.8)
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Larelation de transfert entre la consigne v et la commandeu, puis la sortie y sont données ci-
dessous :
u=(FH)v (4.9
y = H(FH )"v=Gpv. (4.10)

Nous avons montré, dans [Cottenceau et a., 2001], que I'inégdité Gp= H(FH )" <

Grer admet une plus grande solution

Fope=HGyrer MH (4.11)

Demonstration (4.1)

H(FH)* < Grop © (FH)* < Grop PH

© FH < Grof PH

& F < H'Gyop JH=F,,

g S
Systeme systeme en systeme de
Nominal boucle fermée référence

Figure (4.8): Commande avec modéle de référence : correction d'un systeme H par un

correcteur F de type retour de sortie.

L'inégalité H(FH )" < G,.r Signifie que le systeme corrigé sera plus rapide que le modele
de référence.
Le plus grand correcteur sera celui qui induira la plus grande commande pour atteindre cet

objectif, c'est adire., celui qui retarderale plus |’ entrée des jetons dans le systeme.

[llustration (4.2)

Nous rappelons le model e entrée/sortie de ce systeme :

B 525(]/1560)* £

H = 525(]/1567)* 532(]/1567)* :
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Nous choisissonsici |le modée de référence suivant :

c _ y25(y1667)* ()/1667)*
ref )/25(]/1567)* 532(]/1567)*

Le correcteur de type retour de sortie optimal est donné par le calcul de

Fopt: H‘E\Gref ﬁH (412)

B 5_25()/1667)* 6_57()/1567)*

Fopt_ 5—32(y1567)* 5—32(y1567)*'

On doit aors considérer |'opérateur de projection Pr,:M2*[y,8] —» M23X*[y, 8] .en
appliquant I’ opérateur de projection surF,,,,,on obtient F,,,,.,

Fopt+=Pry (H'Grep FH) (4.13)

F B ]/1542(]/1667)* )/1610()/1567)*
t+— * *|*
opt+ ]/1535(]/1567) ]/1535(]/1567)

OU F,,.+€st le plus grand retour de sortie causal. On peut voir laréalisation de ce correcteur

sur lafigure (4.9)

= e e e

Figure (4.9) : Réadlisation du correcteur retour de sortie F,;

e
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Il conduit au transfert suivant :

u = (Fope H)'v (4.14)

B ()/1667)* ]/1542()/1567)*
- ]/1560(]/1567)* ()/1667)*

La sortie est donnée par :

y = H(F,pe H)™ (4.15)

yl]_ 525()/1567)* ]/1567(]/1567)* [V1]
Vo - 525()/1567)* 532(]/1667)* vyl
Lafigure (4.10) représente le modele de référence G, ¢, le transfert nominal et le transfert en

boucle fermée
GFopt:H(FopH H)* (4-16)

525(]/1567)* ]/1567(]/1567)*
Fopt: 525(]/1567)* 532()/1667)*

500 ‘ ‘ ‘ 500
5 Grefll W S — - Grefl2
400\ — - - Gfoptil ] 400 — - - Gfopt12
H11 +  HI12 —
300 300 1
]
200 200 -
100 100 i
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 | ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 14 0 1 2 3 4 5 67
500 ‘ ‘ ‘ 500
k) Gref21 A ) o  Gref22
400 b 400
Gfopt21 | Gfopt22 1
300 = “HA 300 ~H22 R
SN
200 200 I
. J
100 100 S f
P S
0 I L L L L y 0 L L L L L y
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figure (4.10) représentation deG,.. £1GF,,, € H
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Remarque 4.4. Le comportement entrée-sortie du systeéme corrigé, not€ Gg,pe, COMposé du
modéle du systéme, noté M, et du correcteur F,,,,, est identique au comportement du modele

de référence, Noté G ¢

Remarque 4.5.11 est possible de synthétiser un correcteur neutre. Le modele de référence est

alors Grer = H, et le correcteur optimal estF,,,,.= HH H.

[llustration (4.3)
Le correcteur de type retour de sortie optimal est donné par le calcul de

Fngpe= H'H/H. (4.17)

B 5_25(]/1660)* €
FnOPt - 5_32(]/1667)* 5_32(]/1667)* :

OuU Fn,pe 4 €5t le plus grand retour de sortie causal (et réalisable).
Fgpe+=Pr+ (Frgpe) (4.18)

]/1535(]/1560)*

£
Donc Fngpes= L/1535(y1567)* y1535(y1567)*l'

On peut voir une réalisation de ce correcteur sur lafigure (4.11). 1l conduit au transfert suivant :

u = (Fope H)'v

(r'6%) e
= ]/1560(]/1567)* (]/1667)* V.
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Figure (4.11) : realisation de retour de sortie neutre Fn,,;

La sortie est donnée par :
y = H(F,p H)™ (4.19)

B 525(y1660)* €
- 525(Y1567)* 532(Y1567)* V.

500 w 500
Ky Grefll W 8 — — Grefl2
400 Gfoptn11 1 400( 4+ Gfoptnl2
s00| M1 ] 300 H12 T
200 1 200 J —_— (
100 ] 100 ]
0 ‘ 14 ol \ 14
0 2 4 6 0 2 4 6
500 500 w
) Gref21 W Gref22 l
400 Gfoptn21 ﬂ 400 — o — Gfoptn22 1
300| M2l 300 H22 o o
— -
200 200+
.- —o
100 100+ ' —o
0! Y 0 e 14
0 2 4 6 0 2 4 6

Figure (4.12) représentation de Gref G, € H
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Remarque 4.6. Le comportement du systeme H est identiqgue au comportement du modéle

Corrigé avec le correcteur neutre, noté Geopen. L'Objectif  de correcteur précompensateur

neutre est alors de maintenir les performances entrée/sortie du systeme.

4.4.2 Synthese d’un correcteur detyperetour d’ état

Ils ont proposé dans [Cottenceau et al. 2001] la synthese de correcteurs de type de retour
d état, la structure est donnée figure (4.13).

On rappelle qu'il est toujours possible d’ obtenir la représentation d’ état d’'un GET sous la
forme

{x = Ax 6@ Bu (4.20)

y =Cx

Avec A € ME [y, 51V, B € M3y, 8]™™ et C € MZ [y, §]"*™. La commande est donnée
par |’ expression suivante :
u= Kx ® (4.21)

Avec Ke M{X[y, 8]™ ™. Lareprésentation du systéme corrigé par K devient donc :

{szxGBB(KxGBv): {xz(AEBBK)xEB Bv
y =Cx y =Cx

Finalement, |e transfert entrée-sortie du systeme muni du correcteur K devient :
y=C(A @ BK)*Bv=Gv.
G,=CA*(A*BK)*A*B
= CA*B(KA*B)* .
L’utilisation d’un correcteur de type retour d'état améliore les performances, c.-a-d.
engendre une commande plus grande et un systéme corrigé plus proche du modéle de
référence.

Vv () X Y
@ A*B J C

L I%
AN Y

Figure (4.13): Commande avec modéle de référence : correction d’ un systeme par

un correcteur de type retour d’ état.

e
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[llustration (4.3)
Comme illustration on peut toujours reprendre |’exemple président (figure (3.3)) on rappelle

lafonction de transfert du systeme en boucle ouverte :

. 525(]/1560)* £
525(]/1567)* 532(]/1567)* b

On choisit ici, comme modél e de référence :

— ly25(y1567)* Gref(y1667)*
)/25(]/1567)* 532 ()/1567)*
Le calcul du retour d’ état nous donne :

Kope= Pr+ (H'Gpep PA'B) (4.23)

K _ (]/1567)* )/1542(]/1567)* ]/154-2(]/1567)* )/1510()/1567)* ’
opt )/1660(]/1567)* )/1635(]/1567)* (V1667)* ]/1535(]/1567)* '

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Fommm e m e e mm

Figure (4.14) : realisation de retour d' état K,

Remarque 4.7. Il est a noter que les correcteurs de type retour de sortie et de type retour d’ état

sont liés par larelation suivante :
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Fopt+= Koptfﬁc (4'24)

]/1542 (]/1567)* ]/1510(]/1567)*]
]/1535(]/1567)* ]/1535(]/1567)*

—lopt+

Kope PC = [

525()/1567)* ]/1567(]/1567)*

GFopt+:H(F0Pf+H)*:[625(y1667)* 532 ()/1567)* < Gref

525(]/1567)* ]/1567(]/1567)*

GKopt:H(KoptA*B)*=[625(y1667)* 532()/1567)*

< Gref

500 i i i 500
6

H11 ) e HI12
400 Grefll 1 400 Gref12
300l GKopt1l 300l GKopt12
200 200
100 100
0 14 0 Y
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
500 ; : : 1 500 1
S — e -H21 | 5 H22 4
400 Gref21 1 400 *  Gref22 ]
>
300 GKopt21 00l GKopt22
200 200
100 100
0 14 0! Y

Figure (4.15) représentation de G,.. Gy ELH

Remar que 4.8. Le comportement du modél e de référence est le méme que le comportement du

systeme de retour d’ état, c'est-a-dire on a abouti I’ objectif.

450 450
vyl l = y2 l
Sa00 yoptl 8400 yopt2
*+ ypl | i yp2 |
350 yrel et 350 yrz2 E o
— - -~ yrsl | — — - yrs2 |
300 - ’7 300 -
*— - — -
250 - B 250 -
200 - b 4 200 |- T——»
150 | B 150 | |
" -
100 | B 100 |
e = -
50 B 50
o . . . . o 4 . . . .
o 1 2 3 a 5 6y o 1 2 3 a 5 6 14

Figure (4.16) représentation de y, Yopt.Yp» Yre € Vs

e
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Remar que 4.9. Toutes |es sorties corrigés sont les méme avec les sorties désires

Conclusion :

Dans cette section, nous avons synthétisé des lois de commande qui permettent de respecter
latable horaire préal ablement défini pour notre systeme de transport.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthodologie de commande d’ un systéme de
transport public (STP) modélisé par un systéme d’ équation dans les algebres max-plus en vue
de respecter une table horaire préalablement calculée. L’ intérét d'un tel travail ne se démontre
pas. En effet, avoir un systéme de transport performant qui permet de palier aux aéas et qui
permet de remédier a certain problémes de fonctionnement est le réle de tout systéme de
gestion.

Le mémoire est devisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons donné des rappels fondamentaux concernant les
propriétés mathématiques des dioides, la théorie de la résiduation et un ensemble de

définitions sur lathéorie des systemes.

Le deuxiéme chapitre a porté sur la modélisation de systemes a événements discrets (SED)
par une sous-classe des réseaux de Petri (RdP) appelée les graphes d’ événements temporises
(GET) qui admettent une représentation linéaire dans I’ algebre max-plus. Ensuite, différentes
représentations pour les graphes d événements temporisés rencontrées dans la
littérature (représentation aux dateurs, aux compteurs, par des séries formelles) ont été

étudies.

Dans le troisiéme chapitre les systemes de transport publics ont été éudiés. |l consiste a
assurer, d'une part, une meilleure gestion des correspondances en minimisant les temps

d attente des passagers, et d’ autre part, une exploitation optimale des ressources matérielles.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons présenté des travaux portant sur la commande de
graphes d’événements temporisés (GET) dans I'algeébre des dioides M3 [y, §]. Les deux
structures considérées sont la commande optimale en boucle ouverte ou I’ objectif est de
poursuivre une trgjectoire ou un modéle de référence, dans un second lieu, une commande en
boucle fermée par retour de sortie ou par retour d’ état est synthétisé en vue de poursuivre un
modele de référence. Aingi, différents types de correcteurs ont été synthétisés et réalisés sous

forme de graphes de commande ce qui permet, de faciliter leur implémentation.
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La librairie MinMaxGD [Cottenceau et al. 2000] se présente comme un ensemble
d’instructions écrites en C++, liées au logiciel Scilab. Cette librairie permet de manipuler des
sériesrationnelles dans le dioide M X[y, 3]

Dans la suite de cette annexe, on trouvera |’ ensemble des scripts Scilab utilisés pour effectuer
les différents calculs.

Tout d'abord, nous alons découvrir I' utilisation de la MinMaxGD dans Scilab a travers un
exemple. L’ exemple traité dans la suite correspond a notre systéme de transport illustre a la
figure (3.3).

scilab-3.1.1
Copyright (c) 1989-2005
Consortium Scilab (INRIA, ENPC)

Startup execution:

loading initial environment
Commencons par charger lalibrairiedans|’environnement Scilab
-->scipad('C:\PROGRA~1\SCILAB~1.1\M INMAX~1.1\loader.sce);
-->shared archive |oaded

MACROS =

C:\Program Files\scilab-3.1.1\minmaxgd1.1\macros\

Lacommande A = smatrix(m, n) permet de déclarer une matrice (notée A) dem ligneset n
colonnes. Apres la déclaration, tous les termes de lamatrices sont initialisés a .
L’initialisation s effectue a I’aide de la commande series. Par exemple pour initialiser
I'&ément (1,2) delamatrice A aune série A(1,2) = y&*°
La syntaxe serait la suivante :
A(1,2) = series(eps,[135],e)
Le calcul de lafonction de transfert du systéme H = CA*B . Dans Scilab ce calcul est donné
par I’instruction suivante :
H = C = stargd(A) * B
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2 Syntaxe générale

MinMaxGD reconnait les types élémentaires suivants : type série (noté séries) et le type
matrice (noté smatrix) correspondant au dioide M{X[y,8] . MinMaxGD reconnait les

opérations al gébriques de base suivantes (soit deux éémentsa et b € M [y, 3])

opération syntaxe
D a+b
(somme)
X ax*b
(produit)
i a/b
(résiduation a droite)
y a\b
(résiduation a gauche)
* Stargd(a)
(étoile de Kleene)
Pry Parcaus(a)
(projection dans les causaux)

3. Exemple

On donne dans la suite le script Scilab de lacommande d’ un systeme de transport illustré par
lafigure (3.3)

clc

/linitialisation des matrices
A = smatrix(4,4);

B = smatrix(4,2);

C = smatrix(2,4);

Gref = smatrix(2,2);

[laffectation des valeurs des matrices
[llamatrice d'état:
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A(1,2)=series(eps[1 35].e);
A(2,1)=series(eps[0 25] e);
A(3,4)=series(eps|[1 35] €);
A(4,2)=series(eps,[0 0].€);
A(4,3)=series(eps,[0 32],e)

/lla matrice de commande:
B(1,1)=series(eps,[0 0].€);
B(3,2)=series(eps,[0 0].);
/llamatrice d'observation:
C(1,2)=series(eps,[0 0] €);
C(2,4)=series(eps,[0 0] €);

/I calcule du lafonction de transfert
At = stargd(A)

H=C*At*B
T
I lacommande en BO /1111111111
M

Illle trgjectoire désiré//

z(1,1) = (series(eps,[1 67],[1 67]));
z(2,1)= (series(eps,[1 67],[1 67]))
//Commande en boucle ouverte(commande par Poursuite de tragjectoire)
uopt =(H\2)

//la sortie optimale

//Le plus grand transfert Hsup
Hsup=(z/uopt)

yopt = H* uopt

ysup=Hsup* uopt

T % %% ks e [ ]]]] ]

Il par le modéle de référence
I % % %%k x sk [ ]]]] ]
////Détermination du modéle de référence
Gref(1,1)= series(eps,[0 25],[1 67]);
Gref(1,2)= series(eps,[0 0],[1 67]);
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Gref(2,1)= series(eps,[0 25 [1 67]);
Gref(2,2)= series(eps,[0 32],[1 67])

/[* un correcteur de type précompensateur*//
Pop=(H\Gref)

Popt=prcaus(Pop)

/Nla sortie du systéme avec le précompensateur
yp1l = Popt* H* uopt

/[correcteur neutre

Pn=(H\H)

Pnc=prcaus(Pn)

/lla sortie du systémeavec correcteur neutre
ynl = H* Pn*uopt

I s ssssaiatsesesck i )
/Il * lacommande en BF * ////
I %% x5 xxxs x5 [ []]]]]]

// retour de sortie

/[Calcul du correcteur optimal (noté Fopt) de type retour de sortie
/ltel que MH(Fopt) <= Gref.

Fopt=H\ Gref / H

/[Fopts = Hsup \ Gref /Hsup

/[Calcul du plus grands correcteurs causal Fopt+ et Fopts
Fopt_p = prcaus(Fopt)

/lles fonctions de transferts

Gfopt = H* stargd(Fopt_p* H)

/IHFs = stargd(Hsup * Fopt_p)*Hsup

/lles sorties de systémes en BF (RS)
uf=prcaus(stargd(Fopt* H))

yf=Gfopt* uf

/l[correcteur de sortie neutre///

Fnopt=H\H/H
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/ICacul du plus grand correcteur causal Fopt+
Fnopt_p = prcaus(Fnopt)

/e plus grand transfert Hsup est donné par
unf=stargd(Fnopt_p*H)

/e plus grand transfert Hsup est donné par
Gfoptn = H* stargd(Fnopt_p* H)

/Nlasortie est donné alors par

ynf=Gfoptn* unf

I %5 %%k x sk [ ]]]] ]

I retour d'état//iiinnnI

Kopt = H \ Gref / (At*B)

/[Calcul du plus grand correcteur causal Fopt+
Kopt_p = prcaus(Kopt)

yfe=C* At* B* stargd(K opt* At*B)

/ll/le correcteur neutre

Knopt = H \ H/ (At*B)

/ICacul du plus grand correcteur causal Fopt+
Knopt_p = prcaus(Knopt)

yfen=C* At* B* stargd(Knopt* At* B)
KC=Kopt_p/C

Gfop=H*stargd(Fopt_p*H)
Gkop=H*stargd(Kopt_p*At*B)
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