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Notation

⊕: Addition dans un dioїde.

⊗: Multiplication dans un dioïde.

e: Elément neutre pour la loi ⊗.

ε : Elément neutre pour la loi ⊕.

: Soustraction à droite dans un dioïde.

: Soustraction à gauche dans un dioïde.

Supp : Support d’une série formelle.

∗ܣ : Etoile de kleene de la matrice ܣ ∗ܣ) = e ⊕ ܣ ⊕ ⊕ଶܣ ⊕ଷܣ …).

ାܣ : Dérivée de l’étoile de kleene ∗ܣ ାܣ) = ⊗ܣ .(∗ܣ

ܦ : Dioïde.

௡×௡ܦ : Dioïde matriciel.

஺ܮ : Produit à gauche par ,ܽ (ݔ)஺ܮ = ܽ⊗ x.

஺ܴ : Produit à droit par ,ܽ ஺ܴ(ݔ) = ⊗ݔ a.

௔ܮ
# : Division à gauche par ,ܽ (ܽ .(ݔ

ܴ௔
# : Division à droite par ,ܽ (ܽ (ݔ .

⋀ : La borne inférieure.

⋁ : La borne supérieure.

≼: L’ordre dans ℝ௠ ௔௫ coïncide avec l’ordre usuel ≤.

≽ : L’ordre dans ℝ௠ ௔௫ coïncide avec l’ordre usuel ≥.

⊺ : Un plus grand élément.

⊥ : Un plus petit élément.

λ : Valeur propre.

μ : Vecteur propre.

ℝ௠ ௔௫: Dioïde (ℝ ∪{−∞}, max, +) appelé aussi algèbre (max, +).

ℝ௠ ௜௡: Dioïde (ℝ ∪{+∞}, min, +) appelé aussi algèbre (min, +).

ℝഥ௠ ௔௫: Dioïde (ℝ ∪{−∞,+∞}, max, +) appelé aussi algèbre (max, +).

ℝഥ௠ ௜௡: Dioïde (ℝ ∪{−∞,+∞}, min, +) appelé aussi algèbre (min, +).



Notation

(ℝഥ௠ ௔௫
ℝ , ⊕,⊗) L’ensemble des dioïde de fonctions f.

ℝഥ௠ ௔௫⟦ߛ⟧: Dioïde des séries formelle en ߛ exposants dans ℝ et à coefficients dansℝ௠ ௔௫ .

ℝഥ௠ ௜௡⟦ߜ⟧: Dioïde des séries formelle en ߜ exposants dans ℝ et à coefficients dansℝ௠ ௜௡.

९୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ : Dioïde des séries formelle en ߛ et ߜ à exposants dans ℝ et à coefficient booléens.

M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ : Dioïde des séries formelle en ߛ et ߜ à exposants dans ℝ.

M୧୬
ୟ୶ା⟦γ, δ⟧ : Dioïde des éléments causaux de M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧ .

P : Ensemble des places P = {Pଵ Pଶ, … P୬}.

T : Ensemble des transitions T ={Tଵ,Tଶ, … T୫ }.

W : Fonction poids a associée aux arcs ܹ = (ܲ × ܶ) ∪ (ܶ× ܲ).

)௜ݔ )݇ : Date de ݇è௠ ௘ tir de la transition .௜ݔ

:(ݐ)௜ݔ Le nombre de tir de la transition ௜àݔ l’ instant t.

ݕ : Vecteur de sortie.

ݔ : Vecteur d’état.

ܪ : Matrice de transfert.

RdP : Un réseau de Petri.

RdPT : Un réseau de Petri temporisé.

STP : Système de transport publique.

Sci: Semi-continue inférieurement.

Scs : Semi-continue supérieurement.

SED : Système à événements discrets.

GET : Graphes d’événements temporisés.

SDED : Système dynamique à événement discret.

௃஺்ݑ : Commande en juste-à-temps.
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Introduction générale

Les Systèmes (Dynamiques) à Événements Discrets (SED) désignent des systèmes

généralement de conception humaine. Leur évolution obéit à l’apparition d’événements qui

ont lieu à des instants discrets. Les systèmes de production (ateliers flexibles, lignes

d’assemblage) [Cohen et al., 1983, Cohen et al., 1985], les réseaux de transport (routier,

ferroviaire ou aérien) [Lotito et al., 2001, Houssin, 2003] et les systèmes informatiques sont,

des processus que l’on peut considérer comme des systèmes à événements discrets [Le

Boudec and Thiran, 2001].

De façon informelle, les systèmes à événements discrets peuvent être définis comme des

systèmes dans lesquels les variables d’état changent sous l’occurrence d’événements. Ils ne

peuvent généralement pas être décrits, par des équations différentielles en raison de la nature

des phénomènes qui entrent en jeu, notamment des phénomènes de synchronisation ou

d’exclusion mutuelle. Ces systèmes sont alors souvent représentés par des modèles états-

transitions. Les plus connus sont les automates à états finis qui servent à représenter les

systèmes déterministes les plus simples, les chaînes de Markov pour leurs analogues

stochastiques et les réseaux de Petri pour des systèmes plus complexes qui comportent à la

fois des phénomènes de synchronisation et de concurrence.

Les systèmes de transport public STP peuvent être vus comme une classe de systèmes

dynamiques à événements discrets SDED. La dynamique de cette classe est gouvernée par

l’occurrence d’événements dans un espace d’état discret (par exemple l’arrivée et le départ

d’un bus dans un arrêt). D’une façon similaire à d’autres classes de SDED tels que les

systèmes de production et les systèmes informatiques, les STP ont une dynamique régie par

différents phénomènes dont la synchronisation, le parallélisme et la concurrence. La diversité

de ces phénomènes rend l’étude des STP plus difficiles et nécessite l’exploitation de plusieurs

théories complémentaires permettant de décrire les systèmes d’une façon concrète.

La classe des SED que nous étudions ici est celle qui met en jeu des phénomènes de

synchronisation. Pour de tel processus, on obtient des modèles mathématiques sous forme

d’équations de récurrence qui utilisent des opérateurs max ou min, et qui sont donc non

linéaires. Quand celles-ci sont traduite dans une structure algébrique particulière, appelée

dioïde, cette représentation devient linéaire. La représentation est alors dite max-plus linéaire.

L’algèbre des dioïdes est donc apparue comme la structure mathématique adéquate pour

modéliser et étudier cette classe de systèmes [Bac et al, 92] [Gaub, 92].

Toujours par analogie avec la théorie conventionnelle de l’Automatique, de nombreux

travaux sur la commande des systèmes max-plus linéaires ont également été développés. Les

résultats obtenus sont essentiellement appliqués aux systèmes de production. En ce sens, ces
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études peuvent être vues comme des contributions aux politiques de gestion de production. De

plus, les lois de commande proposées jusqu’ici se basent principalement sur une approche

entrée-sortie des systèmes.

Le travail présenté dans ce mémoire a donc pour objectif d’introduire les résultats proposés

au cours des vingt années passées et tout particulièrement les résultats relatifs à la commande

des systèmes max-plus linéaires. Comme en automatique classique, par commande, il faut

comprendre le contrôle des entrées afin d’atteindre des performances spécifiées au préalable

[Cohen et al., 1989].

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires à la modélisation

et à la commande des graphes d’événements temporisés discrets. Quelques résultats de base

sur l’algèbre des dioïdes sont rappelés. La théorie de la résiduation est ensuite présentée. La

dernière partie de ce chapitre est consacrée à un ensemble de rappels sur la théorie des

systèmes utiles pour modéliser les graphes étudiés.

Le second chapitre présente la modélisation des graphes d’événements temporisés sur

différents dioïdes rencontrés dans la littérature. Nous insistons particulièrement sur la

représentation dans la dioïde M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ . qui sera le dioïde considéré pour toutes les

illustrations présentées dans ce mémoire. L’avantage de cette structure concerne le transfert

entrée-sortie d’un GET qui se présente alors sous forme d’une matrice rationnelle. Dès lors,

l’étude des GET est liée à l’algèbre des séries rationnelles de M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧.

Dans le troisième chapitre, une étude sur les STP est effectuée. Un accent particulier a été

fait sur le système de gestion de tels systèmes.

Le quatrième chapitre est consacré à la synthèse de lois de commande des systèmes max-

plus linéaires. Dans un premier temps, nous avons défini un critère à optimiser, le critère

choisi et connu sous le nom de critère juste-à-temps, la commande résultante permet de

trouver la trajectoire (ݐ)ݑ décrivant le déclenchement le plus tardif des ordres de production

en entrée du système. Dans un second temps, une commande optimale en boucle ouverte

dont l’objectif est la poursuite d’une trajectoire ou un modèle de référence ou admettent une

solution optimale. Finalement une démarche de commande en boucle fermée par retour de

sortie ou par retour d’état dont l’objectif est de poursuivre un modèle de référence.
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1

Introduction

Ce premier chapitre a pour objectif d’introduire les définitions et les principaux outils

algébriques utilisés dans la suite de ce travail. Sans être exhaustif, nous présentons, un

ensemble de définitions, de notations et de résultats relatifs à l’algèbre des dioïdes.

1.1 Théorie des dioïdes

Cette section rappelle certaines définitions et propriétés propres à la structure algébrique

d’un dioïde. Pour une présentation plus détaillée, le lecteur est invité à consulter l’ouvrage

[Baccelli et al].

Définition 1.1 (Monoïde). Un monoïde (M,⊕) est un ensemble M muni d’une loi de

composition interne notée ⊕ , associative et qui possède un élément neutre telߝ que,

∀݉ ∈ M ; ݉ ⊕ ε = ε ⊕ ݉ = ݉ .

Le monoïde est commutatif, si la loi ⊕ est commutative, c’est-à-dire

∀ ,ܾܽ∈ M; ܽ⊕ ܾ= ܾ⊕ ܽ .

Exemple 1.1. L’ensemble des entiers naturels N muni de l’addition est un monoïde. Il s’agit

d’un monoïde commutatif : ∀ ,ܾܽ∈ N; ܽ⊕ ܾ= ܾ⊕ .ܽ L’élément neutre de N est 0.

Définition 1.2 (Semi-anneau). Est un ensemble D muni de deux lois internes ⊕et ⊗, tel que:

ܦ)- ,⊕) est un monoїde commutatif dont l’élément neutre ε est appelé élément nul.

ܦ)- ,⊗) est un monoïde, son élément neutre est appelé unité est noté e.

-La loi multiplicative ⊗ est distributive à droite et à gauche par rapport à la loi additive ⊕

C’est –à-dire

∀ ,ܽ ,ܾܿ∈ ;ܦ ܽ⊗ (ܾ⊕ )ܿ = (ܽ⊗ )ܾ ⊕ (ܽ⊗ )ܿ

(ܽ⊕ )ܾ ⊗ ܿ= (ܽ⊗ )ܿ ⊕ (ܾ ⊗ )ܿ

-L’élément neutre ε est absorbant pour la loi ⊗ C’est –à-dire

(∀ ܽ ∈ ;ܦ ܽ⊗ ߝ = ߝ ⊗ ܽ= .(ߝ

Si la loi additive ⊕ est idempotente, alors ⊕,ܦ) ,⊗) est qualifié de semi-anneau idempotent

ou dioïde.
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Remarque 1.1. La loi ⊕ est idempotente si ∀ ܽ ∈ ;ܦ ܽ⊕ ܽ= .ܽ

Définition 1.3 (Dioïde). Un dioïde est un ensemble ܦ muni de deux opérations internes, l’un

notée additivement ⊕ , l’autre notée multiplicativement ⊗, est un dioïde si les conditions

suivantes sont vérifiées :

 Associativité de ⊗ et⊕ :

∀ ,ܽ ,ܾܿ∈ ;ܦ ܽ⊕ (ܾ⊕ )ܿ = (ܽ⊕ )ܾ ⊕ ܿ,

(ܽ⊗ )ܾ ⊗ ܿ = ܽ⊗ (ܾ ⊗ )ܿ.

 Commutativité ⊕ :

∀ ,ܾܽ ∈ M; ܽ⊕ ܾ= ܾ ⊕ .ܽ

 Distributivité de ⊗ sur ⊕:

∀ ,ܽ ,ܾܿ∈ ;ܦ (ܽ⊕ )ܾ ⊗ ܿ= (ܽ⊗ )ܿ ⊕ (ܾ⊗ )ܿ.

 Eléments neutres de ⊕ « zéro» et de⊗ « identité » :

∀ ܽ ∈ ;ܦ ܽ⊕ =ߝ ,ܽ

∀ ܽ ∈ ;ܦ ܽ⊗ ݁= .ܽ

 Propriété d’absorbation du zéro pour⊗

∀ ܽ ∈ ;ܦ ܽ⊗ =ߝ .ߝ

 Idempotence de l’addition

∀ܽ ∈ D; ܽ⊕ ܽ = .ܽ

Remarque 1.2. Un dioïde est commutatif si et seulement si la multiplication, notée ⊗ est

commutative.

1.1.1 Structure ordonnée d’un dioïde

Ces définitions d’ordre et de treillis ont un sens dans l’algèbre des dioïdes grâce à

l’idempotence de la loi ⊕ qui leur confère naturellement une structure ordonnée.

Définition 1.4 (Relation d’ordre d’un dioïde). L’idempotence de la loi additive ⊕ permet

de définir une relation d’ordre, notée ⪯ ou ⪰ dans un dioïde.

En effet, soit (D,⊕,⊗) un dioïde, alors la relation ⪯ définie par ܽ⪯ ܾ⇔ ܾ= ܽ⊕ ܾ est

une relation d’ordre. En effet :

 ܽ⊕ ܽ=ܽ du fait de l’idempotente de la loi ⊕, d’où ܽ⪯ ܽ (réflexivité),

 Si ܽ⪯ eܾt ܾ⪯ ܽ alors ܾ= ܽ⊕ eܾt ܽ= ܾ⊕ ,ܽ d’où ܽ= ܾ (antisymétrie),
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 Si ܽ⪯ ܾ et ܾ⪯ ܿ alors ܾ= ܽ⊕ ܾ et ܿ= ܾ⊕ ,ܿ

D’où ܿ= ܾ⊕ =ܿ( ܽ⊕ )ܾ ⊕ =ܿܽ⊕ (ܾ⊕ )ܿ=ܽ⊕ .ܿ

On déduit que ܽ⪯ ܿ(transitivité).

Cette relation d’ordre (partielle) est compatible avec les lois ⊕ et ⊗, c'est-à-dire :

 ܽ⪯ ܾ⇒ ∀ܿ∈ ,ܦ ܽ⊕ ܿ⪯ ܾ⊕ ,ܿ

 ܽ⪯ ܾ⇒ ∀ܿ∈ ,ܦ ܽ⊗ ܿ⪯ ܾ⊗ ܿet ܿ⊗ ܽ⪯ ܿ⊗ .ܾ

La relation d’ordre est totale si :

∀ ,ܾܽ∈ ,ܦ ܽ⪰ ܾ ou ܾ⪰ .ܽ

Une condition nécessaire et suffisante pour que l’ordre d’un dioïde soit total, s’écrit de

façon évidente comme suit :

∀ ,ܾܽ∈ ,ܦ ܽ⊕ =ܾ ܽ ou .ܾ

Exemple 1.2. L’ordre total ⪰ défini dans ℝ௠ ௔௫ coïncide avec l’ordre usuel, par exemple,

5⪰4, en effet ݔܽ݉ (4,5)=5.par contre, l’ordre ⪰ défini dans ℝ௠ ௜௡ est total et est l’inverse de

l’ordre usuel ≥, par exemple, 5⪰ 4, en effet ݉ ݅݊ (4,5)=4.

Définition 1.5 (Théorie des treillis). Parmi les ensembles ordonnés, on distingue:

sup-demi treillis : ensemble ordonné ࣪ dans lequel tout couple d’éléments (ݕ,ݔ) admet une

borne supérieure, soit un plus petit majorant, notée ⋁ݔ ,ݕ

inf-demi treillis : ensemble ordonné ࣫ dans lequel tout couple d’éléments (ݕ,ݔ) admet une

borne inférieure, soit un plus grand minorant, notée ݔ ⋀ ,ݕ

Treillis : ensemble ordonné S à la fois sup-demi treillis et inf-demi treillis,

sup-demi treillis complet : un sup-demi treillis ࣪ est complet s’il existe une borne supérieure

ݑ⋁ pour tout sous-ensemble fini ou infini ⊂ ࣪ ,

inf-demi treillis complet : un inf-demi treillis ࣫ est complet s’il existe une borne inférieure

ݒ⋀ pour tout sous-ensemble fini ou infini ⊂ ࣫.

Treillis complet : ensemble ordonné S à la fois sup-demi treillis complet et inf-demi, treillis

complet.

Définition 1.6 (Isotonie). Une application ƒ d’un dioïde(ܦ ,⊕,⊗) dans un dioide ܥ) ,⊕,⊗)

est dite isotone Si :

∀ a, b ∈ ,ܦ a ≼ b ⇔ ƒ(a) ≼ ƒ(b).
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Définition 1.7 (Antitone). Une application ƒ d’un dioïde(ܦ ,⊕,⊗) dans un dioide ܥ) ,⊕,⊗)

est dite Antitone

Si : ∀ a, b ∈ ,ܦ a ≼ b ⇔ ƒ(a) ≽ ƒ(b).

Remarque 1.3. Un sup-demi treillis complet ࣪ a nécessairement un plus grand élément noté

⊺=∨௫∈࣪ .ݔ De même, un inf-demi treillis complet ࣫ a toujours un plus petit élément noté

⊥=∧௫∈࣫ .ݔ

Théorème 1.1 ([Blyth 2005, Th. 2:3]). Un ensemble ordonné S peut-être muni d’une

structure de treillis si, et seulement si, il peut être doté de deux lois de composition internes ∨

et ∧ telles que :

(i) les lois ∨ et ∧ sont associatives, commutatives et idempotentes,

(ii) ݕ,ݔ∀ ∈ ∧ݔܵ, ∨ݔ) (ݕ = =ݔ ∨ݔ ∧ݔ) (ݕ Propriété d’absorption).

Ainsi, les lois ∨ et ∧ d’un treillis S sont dites isotones selon l’ordre ≼ soit

∋ݖ,ݕ,ݔ∀ ܵ

≽ݔ ⇒ݕ ൜
∨ݔ z ≼ ∨ݕ ݖ
∧ݔ z ≼ ∧ݕ ݖ

�

Et la notion d’ordre x ≼ ݕ peut être remplacée par les expressions =ݔ ∧ݔ y ⟺ ∨ݔ y = y .

Définition 1.8 (Dioïde complet). Un dioïde(ܦ ,⊕,⊗) est complet s’il est fermé pour les

sommes infinies et si la loi ⊗ distribue (à gauche et à droite) sur les sommes infinies, c’est-à-

dire si pour tout ܾ∈ ܦ et tout sous-ensembleܣ ⊂ ,ܦ

ܾ⊗ (⨁௔∈஺ )ܽ=⨁௔∈஺(ܾ⊗ )ܽ et (⨁௔∈஺ )ܽ⊗ܾ=⨁௔∈஺(ܽ⊗ )ܾ.

Il résulte de cette définition que, pour tout ܣ ⊂ ܦ ܤݐ݁ ⊂ ܦ :

(⨁௔∈஺ )ܽ ⊗ (⨁௕∈஻ )ܾ=⨁(௔,௕)∈஺×஻(ܽ⊗ )ܾ.

Exemple 1.3. Le dioïde ℤ௠ ௔௫ complété par l’élément +∞ est un dioïde complet noté

ℤഥ௠ ௔௫=(ℤ ∪{−∞, +∞}, max, +). De même on note ℝഥ௠ ௔௫=(ℝ ∪{−∞, +∞}, max, +) le dioïde

ℝ௠ ௔௫ complété par l’élément +∞.

Puisque un dioïde D a une structure de treillis (D,≼), s’il est complet, il admet un plus

grand élément. On notera T ce plus grand élément. L’élément T correspond à la somme de

tous les éléments de D,
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T=⨁௫∈஽ݔ.

Notons que, d’après la définition d’un dioïde, l’élément zéro ߝ est absorbant pour la

multiplication pour tout élément de D, aussi, on a par hypothèse : T⊗ߝ= ⊗ߝ T=ߝ.

Définition 1.9 (Dioïde distributif). Un dioïde (D, ⨁,⨂) est distributif s’il est complet et si

∀ ܽ ∈ ܦ et pour tout sous-ensemble C de D, on a :

(⋀ୡ∈஼ )ܿ ⊕ ܽ= (⋀ୡ∈஼ܿ⊕ )ܽ,

(⋀ୡ∈஼ )ܿ⋀ܽ= (⋀ୡ∈஼ ⋀ܿ )ܽ.

Remarque 1.4. Les lois ⊕ et ⋀ sont des lois de treillis, elles sont donc isotones pour

l’ordre ≼. Si le dioïde n’est pas distributif, on vérifie toujours les inégalités suivantes :

ܽ⊕ (b⋀c) ≼ (a b)⋀(a c), ܽ⋀(b ⊕ c) ≼ (a⋀ b) ⊕ (a⋀ c).

1.1.2 Quelques exemples de dioïdes

Algèbres (max, +) : le dioïde commutatif (ℝ ∪{-∞}, max, +) pour lequel ݁= 0 et =ߝ −∞

est un dioïde noté ℝ௠ ௔௫, appelé aussi algèbre (max, +) ou algèbre max-plus. Dans ce

dioïde(ܦ ,⊕,⊗), la loi ⊕correspond à l’application maximum (max) et la loi ⊗ correspond à

la somme usuelle.

 ∀ ,ܾܽ∈ ℝ⋃{−∞} ; ܽ⊕ ܾ⇔ max( ,ܽ )ܾ.

Exemple 1.4. (3⊕6) = max(3,6)=6.

 ∀ ,ܾܽ∈ ℝ⋃{−∞} ; ܽ ⊗ ܾ ⇔ ܽ+ .ܾ

Exemple1.5. (3 ⊗ 6) = (3+6)=9.

Remarque 1.5.Pour le dioïdeℝ௠ ௔௫, la relation d’ordre ≤ correspond à la relation d’ordre

usuelle,

∀ ,ܾܽ∈ ℝ⋃ {-∞}, ܽ≤ ܾ⇔ max ( ,ܽ )ܾ = ܾ

Algèbres (min, +) : le dioïde commutatif (ℝ ∪{+∞}, min, +) pour lequel ݁= 0 et =ߝ +∞

est notéℝ௠ ௜௡, appelé aussi algèbre (min, +) ou algèbre min-plus. Dans ce dioïde ܦ) ,⊕,⊗), la

loi ⊕ correspond à l’application minimum (min) et la loi ⊗ correspond à la somme usuelle.
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∀ ,ܾܽ∈ ℝ⋃{+∞}, ܽ⊕ ܾ⇔ min( ,ܽ )ܾ.

Exemple 1.6. (3⊕ 6)=min(3,6)=3.

∀a, b ∈ ℝ⋃{+∞}, a ⊗ b ⇔ a+b.

Exemple 1.7. (3 ⊗ 6)= (3+6) = 9.

Remarque 1.6. Pour le dioïdeℝ௠ ௜௡, la relation d’ordre ≤ est le dual de l’ordre naturel défini

dans ℝ௠ ௜௡, ∀ ,ܾܽ ∈ ℝ ⋃{-∞}, ܽ ≤ ܾ⇔ min ( ,ܽ )ܾ = .ܽ

Définition 1.10 (Dioïde matriciel). L’ensemble des matrices carrées de dimension n, à

coefficients dans un dioïde (⊗,⊕,ܦ) , est un dioïde matriciel, noté où,(⊗,⊕,௡×௡ܦ) les

opérations sont définies, à partir des opérations du dioïde (D,⊕,⊗) de manière analogue à

l’algèbre classique, de la façon suivante :

ܤ,ܣ∀ ∈ ௡×௡ܦ ;

ܣ ⊕ B : ܣ) ⊕ B)ij = ⊕௜௝ܣ ,௜௝ܤ ∀ ,݆݅= 1, … . , ,݊

ܣ ⊗ B : ܣ) ⊗ B)ij =⊕௞ୀଵ
௡ ௜௞ܣ ⊗ ,௞௝ܤ ∀ ,݆݅= 1, … . ,݊

L’élément identité de ௡×௡ܦ est la matrice notée Id୬, composée de e sur la diagonale et de ε

partout ailleurs. L’élément zéro est la matrice composée exclusivement de ε.

La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas nécessairement

carrées, peuvent être définis de la façon suivante :

 ܣ ∈ ௡×௣ܦ , ܤ ∈ ௡×௣ܦ ;

ܣ ⊕ B : ܣ) ⊕ ij(ܤ = ⊕௜௝ܣ ,௜௝ܤ ∀݅= 1, … . , ,݊ ∀݆= 1, … . , ,݊

 ܥ ∈ ௡×௣ܦ , ܦ ∈ ௣×௤ܦ ;

ܥ ⊗ D : ܥ) ⊗ ij(ܦ =⊕௞ୀଵ
௉ ௜௞ܣ ⊗ ,௞௝ܤ ∀݅= 1, … . ,݊ ,∀݆= 1, … . .ݍ,

Pour que ces matrices puissent être manipulées comme des éléments d’un dioïde matriciel,

il faut, en toute rigueur, considérer qu’elles appartiennent au dioïde de matrices carrées de

dimension max(n, p, q) × max(n, p, q), en les complétant, si nécessaire, pour cela de lignes

et/ou de colonnes constituées de l’élément ε.
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Exemple 1.8. Soit ܣ et ܤ deux matrices dans l’algèbre (max, +) tel que:

ܣ =ቂ
3 7
5 6

ቃ ܤ =ቂ
2 8
9 4

ቃ

On a:

ܣ ⊕ ܤ =൤
max (3,2) max (7,8)
max (5,9) max (6,4)

൨=ቂ
3 8
9 6

ቃ

ܣ ⊗ ܤ =൤
max (3 + 2, 7 + 9) max (3 + 8, 7 + 4)
max (5 + 2, 6 + 9) max (5 + 8, 6 + 4)

൨= ቂ
16 11
15 13

ቃ

Exemple 1.9. Soit ܣ et ܤ deux matrice dans l’algèbre (min, +) tel que:

ܣ =ቂ
3 7
5 6

ቃ ܤ =ቂ
2 8
9 4

ቃ

On a:

ܣ ⊕ ܤ =൤
min (3,2) min (7,8)
min (5,9) min (6,4)

൨=ቂ
2 7
5 4

ቃ

ܣ ⊗ ܤ =൤
min (3 + 2, 7 + 9) min (3 + 8, 7 + 4)
min (5 + 2, 6 + 9) min (5 + 8, 6 + 4)

൨= ቂ
5 11
7 10

ቃ.

1.2. Propriétés spectrales des matrices définies dans un dioïde

Les matrices carrées à coefficients dans un dioïde présentent certaines propriétés spectrales

intéressantes qui permettent notamment d’étudier le comportement asymptotique de certains

systèmes dynamiques. Cette section est consacrée à la caractérisation du spectre des matrices

carrées à coefficients dans un dioïde, c’est-à-dire l’ensemble des valeurs propres de ces

matrices. On entend par valeur propres et vecteurs propres d’une matrice ∈ ,௡×௡ܦ les scalaires

∋ߣ D et les vecteurs ߤ ∈ ௡ܦ respectivement.

1.2.1 Valeur propre et vecteur propre

La détermination des valeurs propres et des vecteurs propres d’une matrice A définie sur

un dioïde, revient à résoudre l’équation suivante :

ܣ ߤ. = ߣ ߤ.

Cette équation possède deux inconnues qui sont λ et μ (avec μ≠ε). On appelle λ valeur

propre et μ vecteur propre associé à la valeur propre λ.
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Définition 1.11 (Matrice irréductible). Une matrice A∈ ௡×௡ܦ est dite irréductible si pour

toute paire (i, j), il existe un entier m tel que (A୫ )ij≠ .ߝ

Toute autre matrice carrée est considérée comme réductible.

Théorème1.2. Si la matrice ܣ est irréductible, la solution λ est unique, donnée par

l’expression suivante :

=ߣ ⊕୩ୀଵ
୬ (traceA୩)

భ

ೖ

Avec trace ܣ = ⊕୩ୀଵ
୬ (A୩) ii et n désigne l’ordre de la matrice .ܣ

dans le cas de dioïde ܦ = ℝ௠ ௔௫le terme ii(kܣ) , peut s’interpréter comme le poids

maximum des circuits de longueur ݇ qui passe par le nœud i du graphe associé à la matrice A.

la puissance
ଵ

୩
, quant à elle, est définie au sens (max,+). Dans l’algèbre usuelle, l’expression

de la valeur propre s’écrit comme suit :

max୩ୀଵ=ߣ
୬ ቂ

ଵ

௞
(max୩ୀଵ

୬ (A୩)୧୧ቃ

Cette valeur propre correspond au maximum des poids moyens des circuits élémentaires

du graphe de précédence G .(ܣ)

Le vecteur propre associe à cette unique valeur propre qui est solution de l’équation :

ܣ ߤ. = ߤ.ߣ

Ne contient pas de ε. Si une composante du vecteur μ est égale à ε, il faut que la matrice A

contient au moins une ligne avec des ε, qui vérifie l’équation ܣ ߤ. = ,ߤ.ߣ qui correspond à

un graphe G (ܣ) non fortement connexe.

Lorsque la matrice A n’est pas irréductible, on peut toujours la transformer en une matrice

équivalente sous la forme suivante:

A=൤
Aଵଵ Aଵଶ

ε Aଶଶ
൨

Ou A est une matrice irréductible.

Si λ est la valeur propre de ܣ et μ le vecteur propre associe, on a :

A.ቀ
μ
ε
ቁ= λ.ቀ

μ
ε
ቁ .
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Exemple 1.10. Soit le graphe orienté est valué de la figure (1.1) suivante :

Figure (1.1) : graphe orienté et value

La matrice de précédence associée au graphe de la figure (1.1) est :A = ൥
1 2 ε
ε 3 e
e ε ε

൩

Le graphe de la figure (1.1) est composé de trois nœuds et pour chaque paire de nœud, il

existe toujours un chemin orienté qui relie ses nœuds. Donc le graphe est fortement connexe,

par conséquent sa matrice de précédence A associée est irréductible.

La valeur propre est unique, elle est donnée par λ = ⊕୩ୀଵ
ଷ (traceA୩) 1/k.

Aଶ =቎

max (1 + 1,2 + ε, ε + e) max (1 + 2,2 + 3, ε + ε) max (1 + ε, 2 + e, ε + ε)
max (ε + 1,3 + ε, e + e) max (ε + 2,3 + 3, e + ε) max (ε + ε, 3 + e, e + ε)
max (e + 1, ε + ε, ε + e) max (e + 2, ε + 3, ε + ε) max (e + ε, ε + e, ε + ε)

቏

Aଶ =൥
2 5 2
e 6 3
1 2 ε

൩; Aଷ =൥
3 8 5
3 9 6
2 5 2

൩.

λ = (⊕୩ୀଵ
ଷ A୧୧) ⊕

ଵ

ଶ
(⊕୩ୀଵ

ଷ (A୧୧
ଶ) ⊕

ଵ

ଷ
(⊕୩ୀଵ

ଷ (A୧୧
ଷ)

λ= (1 ⊕ 3 ⊕ ε) ⊕
ଵ

ଶ
(2 ⊕ 6 ⊕ ε) ⊕

ଵ

ଷ
(3 ⊕ 9 ⊕ 2) = (3 ⊕

଺

ଶ
⊕

ଽ

ଷ
)=3

Le vecteur propre, note μ, associé à la valeur propre λ vérifie l’équation suivante :

A. μ = λ. μ

൥
1 2 ε
ε 3 e
e ε ε

൩൥

μଵ
μଶ
μଷ
൩= 3൥

μଵ
μଶ
μଷ
൩⤇ ቎

max (1 + μଵ, 2 + μଶ, ε+μଷ)
max (ε + μଵ, 3 + μଶ, e+μଷ)
max (e + μଵ, ε +μଶ, ε+μଷ)

቏=൥
3 + μଵ
3 + μଶ
3 + μଷ

൩

⤇ ൝
2 ⊗ μଶ = 3 ⊗ μଵ
3 ⊗ μଶ = 3 ⊗ μଶ
e ⊗ μଵ = 3 ⊗ μଷ

�⤇ ൜
μଵ = 3 ⊗ μଷ
μଶ = 1 ⊗ μଵ

�⤇ ൥
3
4
e
൩
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Définition 1.12 (Dioïde de fonctions). L’ensemble des fonctions f définies sur ℝ dans un

dioïde D et munies des lois ⊕ et telles que ∀ a ∈ ℝ:

ƒ ⊕ ɡ : (ƒ ⊕ ɡ)( )ܽ ≜ ƒ(a) ⊕ ɡ ( )ܽ,

ƒ ⊗ ɡ : (ƒ ⊗ ɡ)( )ܽ ≜ ƒ(a) ⊗ ɡ ( )ܽ.

forme le dioïde de fonctions noté ,ℝܦ) ⊕,⊗).

Si D est complet, alors ℝܦ l’est également.

Exemple 1.11 (dioïde de fonctions noté (ℝഥ࢓ ࢞ࢇ
ℝ , ⊕, ⊗)). L’ensemble des fonctions f :

ℝ⟼ℝഥ௠ ௔௫
ℝ munies du maximum point à point comme somme ⊕ :

∀ a ∈ ℝ: (ƒ ⊕ ɡ)(a) = max{ƒ(a) , ɡ (a)}.

Et de l’addition point à point comme produit ⊗:

∀a ∈ ℝ: (ƒ ⊗ ɡ)(a) = ƒ(a) + ɡ (a).

forme le dioïde de fonctions noté (ℝഥ௠ ௔௫
ℝ ,⊕, ⊗).

1.3. Dioïde des séries formelles

Définition 1.13 (Dioïde de séries formelles). Soit (⊗,⊕,ܦ) un dioïde, on définit une série

formelle en q variables, notées ଵ݌ à ,௤݌ à coefficients dans ܦ comme une application ∏ de ℤ୯

dans ܦ : ∀݇= ( ଵ݇,…., ௤݇.) ∈ ℤ
୯, ∏( )݇ représente le coefficient de ଵ݌

୩ଵ…..݌௤
୩୯

une autre

représentation équivalente de la série ∏ est :

∏=⊕௞∈ℤ౧ ∏( ଵ݇,…, ௤݇.)݌ଵ
୩ଵ…݌௤

୩୯
.

L’ensemble des séries formelles muni des opérations :

∏ ⊕Ψ :(∏ ⊕Ψ )(k)= ∏( )݇ ⊕Ψ(k),

∏ ⊗Ψ :(∏ ⊗Ψ )(k)=⊕௜ା௝ୀ௞∏( )݇ ⊗Ψ(k),

Est un dioïde noté .௤.൷݌,…,ଵ݌൳ܦ

On appelle support de la série formelle ∏ l’ensemble :

Supp (∏)= {݇ ∈ ℤ୯ ∣ ∏( )݇ ≠ .{ߝ

Une série formelle à support fini est appelée polynôme. Une série formelle dont le support

est un singleton (deℤ୯) est appelée monôme.



Chapitres 1 : Outils Algébriques

11

1.4 Applications définies sur les dioïdes

Dans cette section, on met on évidence certaines propriétés concernant les applications

définies sur des ensembles ordonnés et plus précisément sur des dioïdes [Houssin, 2006].

Définition 1.14 (Homomorphisme). Une application ƒ d’un dioïde(ܦ ,⊕,⊗) dans un dioide

ܥ) ,⊕,⊗) est dite Homomorphisme si ∀ a, b ∈ :ܦ

ƒ(a ⊕ b) = ƒ(a) ⊕ ƒ (b) et ƒ(ε) = ε,

ƒ(a ⊗ b) = ƒ(a) ⊗ ƒ (b) et ƒ(e) = e.

Définition 1.15 (Isomorphisme). Une application ƒ est un homomorphisme et si en plus, ƒ est

bijective (tout élément de C admet un et un seul antécédent dans D), alors ƒ est un

isomorphisme.

∀ ,ܾܽ∈ D :

ƒ(a ⊕ b) = ƒ(a) ⊕ ƒ (b) et ƒ(ε) = ε est dite ⊕-morphisme.

ƒ(a ⊗ b) = ƒ(a) ⊗ ƒ (b) et ƒ(e) = e est dite ⊗-morphisme.

Définition 1.16 (Continuité). Soient ܦ) ,⊕,⊗) et ܥ) ,⊕,⊗) deux dioïdes complets. Une

application f de D dans C est dite semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé),

respectivement semi-continue supérieurement (s.c.s.) si, pour tout sous-ensembleܤ ⊆ ,ܦ

f (⊕௫∈஻ ௫∈஻⊕=(ݔ f (x).

Respectivement,

f (⋀ ௫∈஻ݔ )=⋀ ௫∈஻(ݔ݂) .

Remarque 1.7. Une application s.c.i. ou s.c.s est nécessairement isotone puisque :

a≽ b ⇔ ൜
ܽ= ܽ⊕ b ⇒ (݂ )ܽ = (݂ܽ⊕ b) = (݂ )ܽ ⊕ (݂ )ܾ ⇔ (݂ )ܽ ≽ (݂ )ܾ

ܽ= ܽ⋀b ⇒ (݂ )ܾ = (݂ܽ⋀b) = (݂ )ܽ⋀ (݂ )ܾ ⇔ (݂ )ܽ ≼ (݂ )ܾ
�

Définition 1.18 (Linéarité). Une application f d’un dioïde(ܦ ,⊕,⊗) dans un dioïde (⊗,⊕,ܥ)

est dite linéaire si elle satisfait les propriétés d’additivité et d’homogénéité :

∀a, b∈ ߙ∀,ܦ ∈ ,ܦ (݂ܽ⊕ b)= (݂ )ܽ ⊕ (݂ )ܾ (additivité),

ߙ݂) ߙ=ܽ( (݂ )ܽ (homogénéité).
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La combinaison des deux conditions mentionnées est connue sous le nom de principe de

superposition, soit :

∀ ,ܽ ܾ∈ ߚ,ߙ∀,ܦ ∈ ,ܦ ⊕ܽߙ݂) ߚ ߙ=ܾ( (݂ )ܽ ⊕ ߚ (݂ )ܾ.

Remarque 1.8. En toute rigueur, on devrait plutôt parler de(⊕,⊗) linéarité du fait de la

structure algébrique particulière d’un dioïde. Dans l’algèbre (max; +), on parlera de (max; +)-

linéarité.

Exemple1. 12. La multiplication à gauche par A∈ ,௡×௡ܦ définie par :

஺ܮ ௡×௡ܦ: → ௡×௡ܦ

→ݔ ܣ ⊗ ݔ

Est une application linéaire.

1.5 Résolution d’équations dans les dioïdes

Certaines équations définies dans des dioïdes complets admettent des solutions

particulières extrêmes, c'est-à-dire plus petites ou plus grandes que toute autre solution. Des

résultats généraux concernant l’étude d’équations point fixe sur des dioïdes complets sont

fournis dans [Baccelli 1992]. Pour cela on introduit un nouvel opérateur : « l’étoile de

Kleene ».

Définition 1.19. On définit l'étoile de Kleene d’une matrice A par:

A∗= nϵℕାܣ
݊

.

Théorème1.3. Soit D un dioïde complet, l’équation implicite

x=a. x⊕b

Admet x=ܽ∗b=⊕௞ஹ଴ ܽ
௞b comme plus petite solution. L’operateur « * » est appelé étoile

de Kleene dans la littérature.

Preuve1.1. On vérifie que x=ܽ∗b est solution de x=a. x⊕b .on a

(ܽܽ∗b)… ⊕b=a(e ⊕a ⊕ ܽଶ ⊕…)b⊕b=(e ⊕a ⊕ ܽଶ ⊕ ܽଷ…)b=ܽ∗b.

Notation 1.1. L’opérateur « + », qui dérive de l’étoile est défini par :

ܽା = ܽ∗ܽ = ⊕୬஫ℕశ ܽ
௡
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On a de plus la relation: e ⊕ ܽା=ܽ∗.

Propriétés1.1. Soit D un dioïde complet,ߙ, ,D߳ߚ et c un entier strictement positif. On a:

1) (α∗)* = α∗,

2) (αା)* = α∗,

3) α∗= (α଴ ⊕... ⊕αc−1)(ߙୡ)*,

4) (α ⊕ β)*= (α∗β)*α∗,

5) (α ⊕ β)*= (αβ∗)*,

6) α∗=α∗α∗,

7) (αβ∗)ା= α(α ⊕ β)*,

8) (αβ∗)*= e ⊕α(α ⊕ β)*,

9) Si α et β commutent, on a :

(α ⊕ β)*=α∗β∗.

1.5.1 Résolution de l’équation implicite matricielle ࢞ = ࢞࡭ ⊕ .࢈

Lemme 1.1 [Baccelli 1992, lem.4.101]. Pour la matrice suivante, partitionnée en quatre blocs,

on a :

A*=ቂ
a b
c d

ቃ= ൤
a∗ ⊕ a∗b(ca∗b ⊕ d)∗ ca∗ a∗b(ca∗b ⊕ d)∗

(ca∗b ⊕ d)∗ ca∗ (ca∗b ⊕ d)∗
൨

1.6 Théorie de la résiduation sur les dioïdes

1.6.1 Applications Résiduables sur les dioïdes

Les applications définies sur les dioïdes sont généralement non inversibles. D’un point de

vue pratique, il est souvent suffisant de disposer, à défaut de la solution d’une équation, de la

plus grande ou de la plus petite solution de l’inéquation correspondante. Ceci donne une

alternative à l’inversion d’applications non bijectives. Dans la suite de cette section, nous

supposons que C et D sont deux dioïdes complets, et que f est une application de C dans D.

Définition 1.20 (Application résiduable et sa residuée). Une application isotone f :

ܦ) ,≼) → définie(≽,ܥ) sur des dioïdes complets est dite résiduable, si l’équation f(x) ≼b

admet une plus grande solution dans D pour tout b ∈ C. L’application qui associe à b la plus

grande solution de f(x) ≼b est notée݂#et est appelée application residuée de f. ainsi :

݂# = ∋ݔ}⨁ ܦ ∣∣ (ݔ݂) ≼ b }.
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Remarque1.9. La théorie de la résiduation permet également de considérer les équations du

type f(x) ≽b définies de ܦ dans dans.ܥ ce cas, l’application f est dite dualement résiduable

si∀ܾ∈ ,ܥ f(x) ≽ b admet une plus petite solution dans L’applicationܦ qui associe à b la plus

petite solution de f(x) ≽ b est notée ݂௕et est dite application residuée duale de f.

Théorème1.4 ([Baccelli 1992, Th. 4.50]). Soit une application isotone f : ܦ) ,≼) → (≽,ܥ)

définie sur des dioïdes complets. Les points suivants sont équivalents :

(i) f est résiduable.

(ii) f est semi-continue inférieurement (s.c.i) et f(ߝ) = ,ߝ

(iii) il existe une application isotone et semi-continue supérieurement f # : C→D telle que :

f₀f # ≼IdC,

f₀f # ≽IdD.

Où IdC (respectivement IdD) est l’application identité de C (respectivement de D). Par

conséquent, f #est unique.

Théorème1.5. Soit f : (D,≼) → (C,≼) une application résiduable, alors :

f₀f #₀f =f,

f #₀f ₀ f # = f #.

1.6.2 Résolution de ≽࢞ࢇ ࢈ et ࢇ࢞ ≼ ࢈

On se propose maintenant d’étudier le caractère résiduable de certaines applications de

référence définies sur des dioïdes complets.

Soient ௔ܮ et ܴ௔, également appelée produit à gauche et produit à droite, lesapplications

suivantes définies sur un dioïde complet D:

௔ܮ : ݔ ⟼ ܽ⊗ ݔ (Produit à gauche par )ܽ,

ܴ௔ : ݔ ⟼ ⊗ݔ ܽ (Produit à droite par )ܽ.

D’après la définition (1.8) d’un dioïde complet, le produit distribue à gauche comme à

droite sur les sommes infinies. Les applications ௔ܮ et ܴ௔ sont donc semi-continues

inférieurement. De plus, estߝ absorbant pour le produit, ainsi ௔ܮ (ߝ) = =ߝܽ. etߝ

ܴ௔ (ߝ) .ߝ=ܽ.ߝ= En appliquant le théorème (1.4), ௔etܮ ܴ௔ sont donc résiduables, et leurs

applications résiduées sont notées :
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௔ܮ
# : →ݔ ܽ ݔ (Division à gauche par a);

ܴ௔
# : →ݔ ܽ ݔ (Division à droite par a).

Théorème1.6. Les applications ௔etܮ ܴ௔vérifient les propriétés suivantes :

(ܽܽ ݔ ) ≼ ݔ ݔ) ܽ )ܽ≼ ݔ

ܽ (ݔܽ) ≽ ݔ ݔܽ) ) ܽ≽ ݔ

(ܽ ܽ ((ݔܽ) = ݔܽ ݔܽ)) ) )ܽܽ= ݔܽ

ܽ ( ⋀ݔ (ݕ = ܽ ⋀ݔ ܽ ݕ ( ⋀ݔ (ݕ ܽ= ݔ ܽ ⋀ ݕ ܽ

( ܽ⨁ )ܾ =ݔ ܽ ⋀ݔ ܾ ݔ ݔ ( ܽ⨁ )ܾ = ݔ ܽ⋀ ݔ ܾ

(ܽ )ܾ =ݔ ܾ (ܽ (ݔ ݔ (ܾܽ ) = ݔ) )ܽ ܾ

(ܾܽ ݔ ) ≼ (ܽ )ܾ ݔ ݔ) ܽ )ܾ≼ ݔ (ܾ )ܽ

(ܽ ≽ܾ(ݔ ܽ ݔܾ) ) ݔܾ) ܽ ) ≼ ( (ݔܾ ܽ

Preuves 1.2. Les preuves de ces propriétés sont données dans [Baccelli et al., 1992, p.182-

185], [Gaubert, 1992].

1.6.3 Résiduation dans le cas matriciel

Il s’agit d’étendre l’application residuée de la multiplication au cas des dioïdes matriciels,

sachant que les résultats décrits dans la partie précédente ont été développés sur des dioïdes

généraux (scalaires). Considérons à présent l’application ஺ܮ définie sur le dioïde matriciel

:௡×௡ܦ

஺ܮ ௡×௡ܦ: ⟶ ௡×௡ܦ

ܺ⟼ (ܺ)஺ܮ = ܣ ⊗ ܺ, Avec ܣ ∈ ,௡×௡ܦ

Théorème1.7. Soit unܦ dioïde complet et ௡×௡ܦ le dioïde des matrices à valeurs dans .ܦ Soit

ܤ ∈ ,௡×௡ܦ la plus grande solution de ܺܣ ⪯ B est la matrice ஺ܮ
(ܤ)# ∈ ௡×௡,notéeܦ également

ܣ B.Les éléments de cette matrice sont donnés par la relation :

ܣ) B)௜௝=⋀ ௟௜ܣ ௟௝,pourܤ ,݆݅= 1, … , .݊௡
௟ୀଵ

Le théorème suivant exprime les applications résiduées de ஺etܮ ஺ܴ dans le cas où les

matricesconsidérées ne sont pas nécessairement de dimension carrée. Soient les applications :
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஺ܮ ௣×௤ܦ: ⟶ ௡×௤ܦ
஺ܴᇱ:ܦ௤×௣ ⟶ ௤×௡ܦ

ܺ⟼ (ܺ)ܣ ( ܣ ∈ ⟼ܺ,(௡×௉ܦ ∋ᇱܣ)ᇱܣܺ (௣×௡ܦ

Les inéquations ܺܣ ⪯ ܤ et 'ܣܺ ⪯ ᇱadmettentܤ ஺ܮ
(ܤ)# et ஺ܴᇲ

# (ܤ) comme plus grandes

solutionsrespectives. Les expressions de ces matrices s’obtiennent via le théorème suivant.

Théorème 1.8 [Baccelli et al., 1992,]

Soient ܤ ∈ 'ܤ,௡×௤ܦ ∈ ,௤×௡ܦ on a :

஺ܮ)
ܣ)=௜௝((ܤ)# ௜௝(ܤ = ⋀ ௟௜ܣ ,௟௝ܤ ݅= 1, … ,݌, ݆= 1 ௡,ݍ…

௟ୀଵ

( ஺ܴᇱ
# 'ܤ)=௜௝(('ܤ) ௜௝('ܣ = ⋀ ௜௟'ܤ ,௝௟'ܣ ݅= 1, … ,ݍ, ݆= 1 ௡,݌…

௟ୀଵ

Définition 1.21 (Fermeture). On appelle fermeture une application Π:ܦ → ,ܦ qui a les

propriétés suivantes :

 Elle est extensive : Π ⪰ Id஽ ,

 Elle est idempotente : Π ∘ Π = Π,

 Elle est isotone ∋ᇱݔ,ݔ∀: ܦ ⪰ݔ, ⇒ᇱݔ Π(ݔ) ⪯ Π(ݔᇱ).

Définition1.22 (Injection canonique d’un sous-ensemble). Soit ܷ un sous-ensemble de

l’ensemble .ܦ L’injection canonique de ܷ dans ܦ est l’application ܷ:௨ܫ → ,ܦ définie par

(ݑ)௨ܫ = ݑ pour tout ݑ ∈ ܷ.

Conclusion

Ce chapitre introductif a permis de se familiariser avec les outils mathématiques utilisés

dans ce travail. Nous avons donné un ensemble de définitions sur la théorie des systèmes

(max, plus) linéaires dans les dioïdes permettant la représentation du comportement des

systèmes a événements discrets.



Chapitre 2
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Introduction

La commande supervisée des systèmes à événements discrets (SED) par les réseaux de Petri

(RdP) a élaboré des lois de commandes optimales et efficaces, qui garantissent le respect des

spécifications sur le marquage [Yamalidou et al., 1996].

Cependant, elle ne prend pas en compte explicitement l’influence du temps, elle considère que les

événements peuvent avoir lieu à des moments arbitraires, ce qui est contraire à la réalité, le

fonctionnement de la plupart des processus industriels exige un certain nombre de contraintes

temporelles, telles que les durées opératoires et les dates de début et de fin des taches. D’où l’intérêt

de la modélisation de ces processus par des graphes d’événements temporisés (GET), dont le

comportement est représenté par des systèmes d’équations linéaires définies dans l’algèbre des

dioïdes (Max-plus ou Min plus), ainsi que la possibilité d’évaluation des performances et

d’optimisation.

2.1 Modélisation des systèmes a événements discrets par réseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) sont des modèles de représentation souvent utilisés pour les SED. Ils

sont largement utilisés et permettent de modéliser, d’évaluer voire de piloter des systèmes

dynamiques.

Certains systèmes mettant uniquement en jeu des phénomènes de synchronisation et de saturation

peuvent être modélisés par une classe des réseaux de Petri, appelée classe des GET.

Ces derniers admettent une représentation linéaire sur la structure algébrique des dioïdes.

Cette représentation est bien adaptée pour aborder, par exemple, les problèmes de commande ou

d’évaluation de performances. Lorsque la taille du système est importante (système complexe,

nombre important d’identité), les techniques développées dans le cadre des SED atteignent leurs

limites.

2.1.1 Graphes d’événements temporisés

Un graphe d’événement est un réseau de Petri ordinaire où chaque place possède exactement une

transition d’entré et une transition de sortie. Un graphe d’évènement est dit temporisé si des

temporisations sont associées aux places et/ou transitions.

2.1.2 Réseaux de Petri

Les RdP sont des modèles graphiques principalement dédiés à la représentation du comportement

dynamique des SED. En raison de leur puissance de modélisation, ces modèles ont fait l’objet de très

nombreux travaux de recherche ces 50 dernières années.
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2.1.3 Définitions et notations

Définition 2.1 (Réseaux de Petri). Un RdP est un graphe biparti orienté, composé de places et de

transitions, reliées par des arcs. Une place peut contenir un nombre entier de jetons ou marques. A

chaque arc, on peut être associé un poids (nombre entier) qui détermine la dynamique du réseau.

Un RdP est un graphe biparti défini par un quadruplet Q= (P, T, Pré, Post) où :

P= {Pଵ Pଶ,………..P୫ } est un ensemble fini de places,

T= {Tଵ,Tଶ,…………T୬} est un ensemble fini de transitions.

Pré : P×T→ℕ est l’application d’incidence avant. Pré (P୧,T୨) représente le poids de l’arc reliant P୧à T୨.

Post : P × T→ℕ est l’application d’incidence arrière. Post ( P୧, T୨) représente le poids de l’arc

reliant T୨à P୧.

On définit la matrice d’incidence du réseau par la matrice W telle que :

W=Wା − Wି

Avec :

[W୧୨
ା]=[Pré (P୧, T୨)] (la matrice d’incidence avant),

[W୧୨
ି]=[Post (P୧, T୨)] (la matrice d’incidence arrière).

Notation

P୧
° : l’ensemble des transitions d’entrée de P୧.

P୧
° : l’ensemble des transitions de sortie de P୧.

T୧
° : l’ensemble des places d’entrée de T୧.

P୧
° : l’ensemble des places de sortie de T୧.

Exemple 2.1.

Figure (2.1) : Exemple d’un réseau de Petri
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 Les matricesWି , Wା sont données comme suit

ଵܶ ଶܶ ଷܶ ସܶ ହܶ ଺ܶ

[W୧୨
ା]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ଵܲ

ଶܲ

ଷܲ

ସܲ

ହܲ

଺ܲ

଻ܲ

ଵܶ ଶܶ ଷܶ ସܶ ହܶ ଺ܶ

[W୧୨
ି]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ଵܲ

ଶܲ

ଷܲ

ସܲ

ହܲ

଺ܲ

଻ܲ

La matrice d’incidence est donnée comme suit :

ଵܶ ଶܶ ଷܶ ସܶ ହܶ ଺ܶ

[W୧୨]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 0 0 0 0 −1
−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 1
0 −1 0 1 0 0
0 0 −1 0 1 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ଵܲ

ଶܲ

ଷܲ

ସܲ

ହܲ

଺ܲ

଻ܲ

Définition 2.2 (Marquage). Chaque place contient un nombre entier positif ou nul de marques

(jetons). Le marquage M définit l’état du système décrit par le réseau à un instant donné. C’est un

vecteur colonne de dimension m (le nombre de places dans le réseau). La j±୫ ୣ composante de ce

vecteur représente le nombre de marques dans la j±୫ ୣ place du réseau.

Un RdP marqué est un couple N=(R,ܯ଴) tel que :

-R est un réseau de Petri.

-M଴:P୫ → ℕ୫ est le marquage initial. ℕ est l’ensemble des entiers naturels.
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Exemple 2.2

M଴=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵܲ

ଶܲ

ଷܲ

ସܲ

ହܲ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1
3
1
0
2⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

Figure (2.2) : Un réseau de Petri et son marquage initiale

2.1.4 Franchissement d’une transition

Une transition T୨est franchissable si les places P୧en amont de T୨ont un marquage supérieur ou

égal au poids de l’arc reliant P୧à T୨:∀ P୧∈ °T୨, M(P୧)≥ Pré(P୧,T୨).

Lors du franchissement deT୨, le marquage des places P୩ en aval de T୨est incrémenté de post (P୧, T୨)

marques.

Figure (2.3) : Franchissement d’une transition

2.1.5 Equation fondamentale

On appelle séquence S une suite ordonnée de franchissements. Le vecteur S dont les composantes

sont le nombre d’occurrence de franchissement de chaque transition (indépendamment de l’ordre de

franchissement), est appelé vecteur caractéristique de la séquence S.

Le passage d’un marquage M଴ à un marquage M୤s’écrit sous forme matricielle suivante :

M୤= M଴+W∙ S (2.1)
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2.1.6 Propriétés d’un RdP

Définition 2.3 (Accessibilité). Un marquage M୤est accessible à partir du marquage initial M଴ s’il

existe une séquence de franchissement S telle que : du franchissement de cette séquence à partir

de M଴, résulte un nouveau marquage M୤

Et on note : M଴[S> M୤.

Cette propriété permet de savoir si un état non désiré risque de se produire.

Définition 2.4 (Vivacité). Un RdP est dit vivant pour un marquage initial M଴ si pour tout marquage

M accessible à partir de M଴et pour toute transitionT୧, il existe une séquence de franchissement S qui

inclut la transitionT୧.

Cette propriété permet de déduire si le système ne comporte pas de blocage.

Définition 2.5 (Bornitude). Une place P୧est dite bornée pour un marquage initial M଴ si pour

tout marquage accessible à partir de M଴, le nombre de marquage dans P୧est fini.

Un RdP est dit borné si toutes ses places sont bornées.

Définition 2.6 (Réversibilité). Un RdP est dit réversible ou reinitialisable pour un marquage

initiale M଴ , si pour tout marquage M accessible à partir de M଴, il existe une séquence de

franchissement S qui ramène à M଴.

2.1.7 Sous classes des réseaux des Petri

 Graphe d’événements : c’est un RdP dans lequel chaque place a exactement une transition

d’entrée et un une transition de sortie, un graphe d’événements est parfois appelé graphe de

transition ou graphe de marquage, ainsi un graphe d’événement ne présente jamais de conflits,

mais peut toutefois comporter des synchronisations.

 Graphe d’états : c’est un RdP dans lequel chaque transition a exactement une place d’entrée

et une place de sortie, c’est le dual du graphe d’événements, ainsi un graphe d’état présente

des conflits, mais ne comporte jamais de synchronisations.

Graphe d’états sans marquages Graphe d’états avec marquages.
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Figure (2.4) : Graphes d’états

2.2 Graphes d’événements temporisés

Suite à cette brève présentation de RdP, notre intérêt va maintenant se porte sur une structure

particulière des RdP qui permet la modélisation des systèmes ou interviennent des phénomènes de

synchronisation et de délai (les phénomènes de conflits étant supposés résolus au préalable).

Définition 2.7. Un graphe d’événements temporisé ordinaire GET est un RdP tel que chaque place

possède exactement une transition en amont et une transition en aval.

Pour illustrer ce type de modèles temporisés, nous proposons l’exemple d’un GET représentant le

fonctionnement d’un atelier de coupe de bois.

Exemple 2.3 (atelier de coupe de bois)

Figure (2.5) : Modèle GET d’un atelier de coupe de bois.

Le GET de la figure modélise un atelier constitué d’une machine de coupe de bois. Quand une

pièce arrive et que la machine de coupe est disponible, cette dernière est traitée (découpée).

Le nombre de jetons dans une place s’interprète comme le nombre de ressources disponibles. Par

exemple, le nombre de jetons dans la place p1 correspond au nombre de pièces en attente d’être

traitées par la machine de coupe, c’est-à-dire le nombre de ressources qui vont être consommées.

Un jeton dans la place p2 indique qu’une pièce est entrain d’être traité par la machine de coupe.

La durée de ce traitement et de 2u.t (unités de temps). La fin de la coupe par la machine se traduit

par l’événement d’un jeton dans la place p2 et par l’ajout d’un jeton dans la place p3et dans la place

p4.

Le nombre de jetons dans la place p3 correspond au nombre de pièces qui ont été traitées. La

présence d’un jeton dans la place p4 indique que la machine est disponible.

2.2.1 Propriétés des graphes d’événements temporisés

Nous rappelons brièvement quelques caractéristiques des GET au travers des propositions suivantes :
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Proposition 2.1. Le nombre de jetons d’un circuit est constant dans un GET [Murata., 1989].

Proposition 2.2. Un GET est vivant si, et seulement si, tout circuit élémentaire contient au moins une

place initialement marqué [Murata., 1989].

2.3 Représentation d’état des graphes d’événements temporisés

A la différence du modèle d’état classiquement associé à un RdP (cf. équation (2.1), l’état

considéré est associé non plus aux places d’un GET mais à ses transitions. Les variables d’état

considérées sont de type compteurs d’événements. De telles variables permettent d’aboutir à une

représentation linéaire de ces modèles dans les dioïdes.

2.3.1Equations aux dateurs

C’est au début des années 80 [Cohen et al, 1983], que l’équipe (max, plus) de l’INRIA s’est

intéressée à la modélisation de GET dont chaque place n’admet qu’une transition amont et qu’une

transition avale. Ils ont montré que ces systèmes dynamiques, a priori non linéaire, pouvaient être

représentés par des systèmes d’équations linéaires et admettent une représentation sous forme

canonique dans les algèbres (max, plus), C'est-à-dire un modèle sous la forme :

൜
x(k) = Ax (k − 1) ⊕ Bu(k)

y(k) = Cx(k)
� (2.2)

On associe à chaque transition du graphe considéré une fonction de la variable k ∈ ℕ *,

correspondant à la date du kéme franchissement de la transition, cette fonction est appelée dateur.

Figure (2.6) : Graphe d’évènement.

Pour le graphe d’événement de la figure (2.6) on associe une fonction dateur x୧(k) à chaque

transition. Pour un franchissement au plus tôt, les fonctions dateurs vérifient les équations suivantes :
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൞

xଵ(k) = max൫xଶ(k − 3) , xଷ(k − 2) , u(k)൯

xଶ(k) = max൫2 + xଵ(k) , 1 + xଷ(k − 1)൯

xଷ(k) = (4 + xଶ(k))

�

Dans l’algèbre (max, +), ces équations son écrites comme suit :

ቐ

xଵ(k) = xଶ(k − 3) ⊕ xଷ(k − 2) ⊕ u(k))

xଶ(k) = 2 ⊗ xଵ(k) ⊕ 1 ⊗ xଷ(k − 1) )

xଷ(k) = 4 ⊗ xଶ(k)

�

Ce qui donne l’équation implicite suivante :

)ݔ )݇ = ቈ
ߝ ߝ ߝ
2 ߝ ߝ
ߝ 4 ߝ

቉ݔ( )݇ ⊕ ቈ
ߝ ߝ ߝ
ߝ ߝ 1
ߝ ߝ ߝ

቉ݔ(݇− 1) ⊕ ቈ
ߝ ߝ ݁
ߝ ߝ ߝ
ߝ ߝ ߝ

቉ݔ(݇− 2) ⊕ ቈ
ߝ ݁ ߝ
ߝ ߝ ߝ
ߝ ߝ ߝ

቉ݔ(݇− 3)

⊕ ቈ
݁
ߝ
ߝ
቉ݑ( )݇.

Cette équation implicite peut être remplacée par sa solution explicite. On va calculer d’abord A଴
∗ .

On a: A଴=ቈ
ε ε ε
2 ε ε
ε 4 ε

቉.

A଴
∗=⊕୧∈ℕ A଴

୧= I⊕ A଴⊕ A଴
ଶ ⊕ A଴

ଷ.

A଴
∗= ቈ

e ε ε
ε e ε
ε ε e

቉⊕ ቈ
ε ε ε
2 ε ε
ε 4 ε

቉⊕ ቈ
ε ε ε
ε ε ε
6 ε ε

቉⊕ ቈ
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε

቉=ቈ
e ε ε
2 e ε
6 4 e

቉.

Donc l’équation explicite est:

ݔ (k) =ቈ
ε ε ε
ε ε 1
ε ε 5

቉ݔ (k-1) ⊕ ቈ
ε ε e
ε ε 2
ε ε 6

቉ݔ (k-2) ⊕ ቈ
ε ε ε
ε e ε
ε 4 ε

቉ݔ (k-3) ⊕ ቈ
e
2
6
቉u( k).
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 Mise sous forme d’état

Il est toujours possible par des manipulations tout à fait classiques, de ramener un système ARMA

à la forme suivante dite forme d’état. Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le GET initial

pour avoir un nouveau graphe équivalent avec des marquages égaux à 1 ou 0. Nous obtenons alors le

graphe de la figure (2.7).

Figure (2.7) : Graphe d’évènements temporisés étendu (dateur).

Le modèle d’état correspond à ce graphe d’évènements temporisé étendu est :

X (k)=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε

ε e e
ε ε ε
ε 6 6

ε e ε
ε ε ε
ε ε e

ε ε ε
e ε ε
ε ε ε⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

x(k-1) ⊕

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
e
ε
6
ε
ε
ε⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

u(k).

2.3.2 Les équations aux compteurs

De manière duale, le comportement du système précédent peut se représenter à l’aide d’équations

compteur. C'est-à-dire qu’une fonction compteur est associée à chacune des transitions, elle sera

chargée de compter le nombre de franchissement des transitions à une date t à partir de l’instant

initial.

On considère un franchissement au plus tôt, c’est-a-dire que toute transition validée est

immédiatement franchie. Les fonctions compteurs sont les suivantes ;

ቐ

xଵ(t) = min(3 + xଶ(t) ,2 + xଷ(t) , u(t))

xଶ(t) = min(xଵ(t − 2) ,1 + xଷ(t − 1) )

xଷ(t) = xଶ(t − 4)

�
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Dans l’algèbre (min, +), ces équations son écrites comme suit :

ቐ

xଵ(t) = 3 ⊗ xଶ(t) ⊕ 2 ⊗ xଷ(t) ⊕ u(t))

xଶ(t) = xଵ(t − 2) ⊕ 1 ⊗ xଷ(t − 1) )

xଷ(t) = xଶ(t − 4)

�

Ce qui donne l’équation implicite suivante:

X(t)=൥
ε 3 2
ε ε ε
ε ε ε

൩x(t)⊕ ቈ
ε ε ε
ε ε 1
ε ε ε

቉x(t-1) ⊕ ቈ
ε ε ε
e ε ε
ε ε ε

቉x(t-2) ⊕ ቈ
ε ε ε
ε ε ε
ε e ε

቉x(t-4) ⊕ ቈ
e
ε
ε
቉u(t).

Cette équation implicite peut être remplacée par sa solution explicite. On va calculer d’abord A଴
∗ .

On a: A଴=൥
ε 3 2
ε ε ε
ε ε ε

൩.

A଴
∗=⊕୧∈ℕ A଴

୧=I ⊕ A଴⊕ A଴
ଶ = ቈ

e ε ε
ε e ε
ε ε e

቉⊕ ൥
ε 3 2
ε ε ε
ε ε ε

൩⊕ ቈ
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε

቉= ൥
e 3 2
ε e ε
ε ε e

൩.

L’équation explicite est donne par :

X(t)= ൥
ε ε 4
ε ε 1
ε ε ε

൩x(t-1) ⊕ ൥
3 ε ε
e ε ε
ε ε ε

൩x(t-2) ⊕ ൥
ε 2 ε
ε ε ε
ε e ε

൩x(t-4) ⊕ ቈ
e
ε
ε
቉u(t).

 La forme d’état

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le graphe d’événements temporisés initial pour avoir

un nouveau graphe équivalent avec des temporisations égales à 1 ou 0. Nous obtenons alors le graphe

de la figure (2.8).

Figure (2.8) : Graphe d’évènements temporisés étendu.
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Le modèle d’état correspond à ce graphe d’évènements temporisé étendu est :

X(t)=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ε ε 4
ε ε 1
ε ε ε

3 ε ε
e ε ε
ε ε ε

2
ε
e

e ε ε
ε e ε
ε
ε

ε
ε

ε
ε

ε ε ε
ε ε ε
ε
ε

e
ε

ε
e

ε
ε
ε
ε⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

X(t-1) ⊕

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
e
ε
ε
ε
ε
ε
ε⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

u(t)

2.4 Relation entrée-sortie d’un GET

2.4 .1Réponse impulsionnelle

On met ici en évidence la relation entrée-sortie d’un système décrit sous sa forme d’état (2.2).

Le développement de la récurrence (2.2) donne :

y ( k ) = C x ( k )

= CAx(k — 1)⊕CBu(k)

= CA2x(k — 2) ⊕CABu(k — 1) ⊕Bu(k)

⋮

= Cܣ௣x(k — p)⊕⊕௜ୀ଴
௣ିଵC Ai Bu(k — i).

On pose maintenant

h(i)=ቄ
ߝ ݏ݅ ݅< 0
ܤ௜ܣܥ ݊݋݊ݏ݅ .

�

Par ailleurs, en adoptant des conditions initiales canoniques, on a x(j) = ε et u(j) = ε pour j <0.

Aussi, pour un k donné, et en considérant un p assez grand, c’est-à-dire p ≥ k, on peut écrire

Y(k)=⊕ࡵ∈ℤ ℎ( −݇)ݑ݅( )݅ (2.3)

Dans l’équation (2.3), la sortie n’est plus dépendante de l’état du système mais uniquement de

son entrée. Cela s’explique par le fait qu’on a considéré p≥k à savoir que dans l’équation (2.3), nous

considérons le système depuis le début de l’établissement de la commande, pour les événements

antérieurs, on a x(k)=ߝet y(k)=ߝ.Cette equation peut etre perçue comme la somme des effets de la

commande. De ce point de vue, le y(k) est le résultat de la k-iéme occurrence de la commande, i.e.

h(0)u(k),de la k-1-iéme occurrence de la commande, i.e. h(1)u(k-1),de la k-2-iéme occurrence de la

commande… et ce, jusqu’au début de l’établissement de la commande.

La variable h( k) est également appelée réponse impersonnelle dans le sens où elle correspond à la

sortie du système lorsqu’on lui applique une entrée du type :
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e(i)=ቄ
ߝ ݏ݅ ݅< 0
݁ ݊݋݊ݏ݅ .

�

Ce signal est considerée comme une impulsion (à l’evenement 0) dans la theorie des systemes

(max-plus lineaires. Dans le cadre des GET, cette entrée correspond à tirer une infinité de fois la

transition correspondante a l’instant 0.

Remarque 2.1.

 On se permet de remarquer la forte analogie de la réponse impulsionnelle donnée en (2.3) avec la

relation entrée-sortie des systèmes continus échantillonnés.

 Dans le cas d’un système multi-entrées ou multi-sorties, la réponse impulsionnelle h(k) est une

matrice. L’élément hij(k) représente la réponse du k-iéme événement de la sortie yi à une impulsion

(à l’événement 0) sur l’entrée uj.

 La réponse d’un système (max; +)-linéaire invariant à une entrée quelconque u(k) est la convolution

linéaire de u(k) avec la réponse impulsionnelle h(k) du système. On parle de sup-convolution pour

désigner l’opération (2.3), notamment dans [Baccelli et al., 1992], à cause de la structure algébrique

dans laquelle on décrit les systèmes (dans le dioïde (min; +), on parle d’inf-convolution).

Remarque 2.2.

L’évolution du graphe d’événement peut être représentée dans le domaine temporel par les

fonctions compteurs, et dans le domaine événementiel par les fonctions dateurs.

2.5 Dioïdes de séries formelles

Il est également possible de modéliser les GET de manière plus synthétique dans les dioïdes des

séries formelles, dont le dioïde des séries formelles en deux variables commutatives, γ etδ , à

exposants dans ℤ, noté M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ [d’après cohen1993].

2.5.1La transformée en ઻

Les techniques de transformation jouent un rôle primordial dans l’étude des systèmes linéaires

invariant. Le cas de la transformées de la place pour les systèmes en temps continu ou la transformée

en z pour les systèmes en temps discret (systèmes échantillonnés). En effet, elle va permettre de

transformer les sup-convolutions (présentées précédemment) en des produits des séries de formelles.

La structure algébrique à utiliser pour une telle représentation est celle d’un dioïde des séries

formelles.
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Définition 2.8. Rappelons qu’un dateur est ici assimilé à une application croissante de ℤ dans le

dioïde complet ℤ௠ ௔௫. La transformée en d’unߛ dateur {݀( )݇}௞∈ℤ est définie comme la série formelle

(ߛ)ܦ =⊕௞∈ℤ ݀( ௞ߛ݇( (2.4)

Supposons deux dateurs reliés par l’égalité )ଵݔ )ଶݔ=݇( -݇ ଴݊), ce qui correspond à deux transitions

Séparées par une place contenant ଴݊ jetons. La transformée en deߛ chacun des dateurs est

ܺଵ(ߛ) =⊕௞∈ℤ )ଵݔ ௞ߛ݇(

=⊕௞∈ℤ −݇)ଵݔ ଴݊)ߛ௞

= ௡బߛ ⊕௞∈ℤ −݇)ଵݔ ଴݊)ߛ(௞ି௡బ)

.(ߛ)௡బܺଶߛ=

Il apparaît que multiplier une série en par ௡బߛ revient à décaler la séquence de ଴݊unités. Il est donc

possibled’interpréter l’opérateur commeߛ opérateur de décalage "événementiel", ce que l’on écrit

parfois :

)ݔߛ )ݔ=݇( -݇1). (2.5)

Supposons le GET suivant :

Figure (2.9): Opérateur de décalage "événementiel"

Remarque 2.3 (Dioïdeℤഥܕ .(⟦γ⟧ܠ܉ Ce type de transformée est l’analogue de la transformée en z de

l’automatique classique qui permet de coder une trajectoire discrète sous la forme de série.

Définition 2.9 (Dioïdeℤഥܕ (⟦઻⟧ܠ܉ . L’ensemble des séries formelles en γ à exposant dans ℤ et à

coefficients dansℤഥ୫ ୟ୶ a une structure de dioïde. L’élément neutre de l’addition est la série

ε = ⊕୩∈ℤ εγ
୩ (ou ε=-∞ est l’élément neutre de l’addition dansℤഥ୫ ୟ୶ ). L’élément neutre de la

multiplication est la série e(γ) = eγ଴ (où e = 0 est l’élément neutre de la multiplication deℤഥ୫ ୟ୶). La

somme et le produit de séries formelles sont définis comme suit :

dଵ(γ) ⊕ dଶ(γ )= ⊕୩∈ℤ(dଵ(k) ⊕ dଶ(k))γ୩

dଵ(γ) ⊗ dଶ(γ )= ⊕୨∈ℤ(dଵ(j)⊗ dଶ(k-j))γ୩
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Le système d’équations :

൜
x(k) = Ax(k − 1) ⊕ Bu(k)

y(k) = cx(k)
�

Correspond au modèle standard d’un GET dansℤഥ୫ ୟ୶ et peut se transposer dans le dioïde ℤഥ୫ ୟ୶

൜
x(γ) = γAx(γ) ⊕ Bu(γ)

y(γ) = cx(γ)
� (2.6)

On a : l’équation implicite suivante : =ݔ ⊕ݔܽ ܾ

Cette équation admet x=a* b = (⊕୩ஹ଴ a୩)b comme petite solution.

On a:൜
x(γ) = γAx(γ) ⊕ Bu(γ)

y(γ) = cx(γ)
�

On remplace x(γ) dans la deuxième équation :

y(γ) = c(γAx(γ) ⊕ Bu(γ))

= c(γA∗)Bu(γ))

= cγAx(γ) ⊕ cBu(γ))

y(γ) = cγA∗Bu(γ) = Hu(γ)

De manière équivalente il est possible de considérer le modèle précédent dans le dioïdeℤഥ୫ ୟ୶⟦γ⟧ :

ቊ
x(γ) =⊕୧ୀ଴

ୟ γ୧A୧x(γ) ⊕ ⊕୨ୀ଴
ୠ γ୧B୨u(γ)

y(γ) =⊕୪ୀ଴
ୡ γ୪C୪x(γ)

�

Qui conduit au modèle précédent :

൜
x(γ) = γAx(γ) ⊕ Bu(γ)

y(k) = cx(γ)
�

Avec : A=⊕୧ୀ଴
ୟ γ୧A୧; B=⊕୨ୀ଴

ୠ γ୧B୨; C=⊕୪ୀ଴
ୡ γ୪C୪. Les éléments des matrices A, B, C sont des

polynômes.

Cette formulation n’est pas standard. Le pouvoir de modélisation est cependant équivalent et les

composantes du vecteur d’état représentent directement une transition du GET. Ce type de modèle

sera systématiquement considéré par la suite.
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2.5.1.1Trajectoire monotones

Les trajectoires solutions des systèmes d’équations précédents ne sont pas nécessairement

monotones ; pourtant, par définition une trajectoire issue d’un GET est nécessairement monotone

croissante (la date d’occurrence de d(k) est nécessairement supérieure à d(k-1)).

Formellement,

∀ K∈ℤ, d(k)≥d(k-1) ⬄ d(k)=d(k)⊕d(k-1)

Qui équivalent à:

d(γ)=d(γ) ⊕γd(γ) ⬄ d(γ) = γ∗d(γ)

C'est-à-dire la transformé en γ d’une trajectoire monotone s’écrit forcément γ∗d(γ)et que la

multiplication par γ∗ d’une trajectoire non monotone donne une trajectoire monotone croissante.

Il s’agit d’une sortie du filtre. L’ensemble des trajectoires monotones (qui s’écrivent γ∗d(γ)) forment

une dioïde noté γ∗ℤഥ୫ ୟ୶⟦γ⟧ pour s’en persuader il faut noter que la somme et le produit d’éléments de

cet ensemble sont fermés. il en découle que l’égalité d’éléments doit

S’entendre «modulo γ∗». Par exemple :

3 γ⊕1γ଻⊕5γଽ= 3 γ⊕5γଽ.

De façon plus générale les règles de calcul suivantes doivent être considérées :

γ୬⊕γ୬ᇱ= γ୫ ୧୬ (୬,୬ᇲ)

L’élément neutre pour la multiplication de γ∗ℤ୫ ୟ୶⟦γ⟧ est donc e(γ)=e⊕eγ⊕ eγଶ⊕ …⊕eγାஶ .

L’élément neutre pour l’addition de γ∗ℤ୫ ୟ୶⟦γ⟧ est donc ε(γ) =ε⊕εγ⊕ εγଶ⊕ …⊕ εγାஶ .

Avec ε = −∞ l’élément neutre de l’addition deℤ୫ ୟ୶ .

Exemple 2.4. Soit le graphe d’événement de la figure (2.10) suivant :

figure (2.10) : Graphe d’événement temporisé

Les fonctions dateurs )௜ݔ )݇ associées à chaque transition de la figure (2.10). Pour un

franchissement au plus tôt :
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⎩
⎨

⎧
xଵ(k) = xଷ(k − 3) ⊕ u(k)

xଶ(k) = 3 ⊗ xଵ(k) ⊕ xଷ(k − 2)

xଷ(k) = 1 ⊗ xଶ(k)

y(k) = xଶ(k)

�

L’interprétation en γ est donne par:

⎩
⎨

⎧
Xଵ(γ) = γଷXଷ(γ) ⊕ U(γ)

Xଶ(γ) = 3 ⊗ Xଵ(γ) ⊕γଶXଷ(γ)

Xଷ(γ) = 1 ⊗ Xଶ(γ)

Y(γ) = Xଶ(γ)

�

On obtient la représentation d’état suivante :

൞
X(γ) = ൥

ε ε γଷ

3 ε γଶ

ε 1 ε

൩X(γ) + ቈ
e
ε
ε
቉U(γ)

Y(γ) = [ε e ε] X(γ)

�

2.5.2 Transformée en ઼

La situation est complètement duale.

Définition 2.10. Dans le domaine temporel. Une variable compteur { ௧∈ℤ{(ݐܿ) est une application

croissante:

ℤ → ℤ௠ ௜௡. Si on note δ l’operateur de décalage, on a

(δ)ܥ =⊕௞∈ℤ (ܿδ)δ௧. (2.7)

Supposons le GET suivant :

Figure (2.11): Opérateur de décalage "temporel"

Définition 2.11 (Dioïdeℤഥܕ ⟧ܖܑ ⟧઼) . L’ensemble des séries formelles en δ à exposant dans ℤ et

coefficients dansℤ୫ ୧୬ a une structure de dioïde. L’élément neutre de l’addition est la série ε =

⊕୧∈ℤ εδ
୩ (ou ε =+ ∞ est l’élément neutre de l’addition dans ℤഥ୫ ୧୬ ). L’élément neutre de la

multiplication est la série e(δ) = eδ ଴ (où e = 0 est l’élément neutre de la multiplication de ℤഥ୫ ୧୬). La

somme et le produit de séries formelles sont définis comme suit :

ቊ
cଵ(δ) ⊕ cଶ(δ ) = ⊕୲∈ℤ ൫cଵ(t) ⊕ cଶ(t)൯δ୲

cଵ(δ) ⊗ cଶ(δ ) = ⊕୨∈ℤ (cଵ(j) ⊗ cଶ(t − j)) δ୲
�
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La forme d’état : de même façon que pour la transformée γ si on a la forme d’état suivante :

൜
x(t) = Ax(t − 1) ⊕ Bu(t)

y(t) = cx(t)
�

La transformation en δ des dateurs u(t), x(t) et y(t) ; on aura

ቊ
X (δ) = ⊕୧ୀ଴

ୟ δ୧A୧X(δ) ⊕ ⊕୨ୀ଴
ୠ δ୨B୨U(δ )

Y (δ) =⊕୪ୀ଴
ୡ δ୪C୪X(δ)

�

Qui conduit à un modèle de la forme :

൜
x(δ) = δAx(δ) ⊕ Bu(δ)

y(δ) = cx(δ)
� (2.8)

Avec A=⊕୧ୀ଴
ୟ δ୧A୧; B=⊕୨ୀ଴

ୠ δ୨B୨; C=⊕୪ୀ଴
ୡ δ୪C୪; les éléments des matrices A, B et C sont alors des

polynômes.

2.5.2.1Trajectoires monotones

Tout comme dans le domaine événementiel les trajectoires associées à un graphe d’événements sont

monotones (le nombre d’événements ayant eu lieu à l’instant(t+1), c(t+1), est nécessairement supérieur

au nombre ayant eu lieu à l’instant t, c(t)) formellement.

∀t ϵℤ c(t) ≽ c(t+1)⬄c(t)=c(t+1) ⊕ c(t).

Qui est équivalent à :

c(δ) ≽δିଵc(δ)⊕ c(δ)⬄c(δ)=(δିଵ)*c(δ).

C'est-à-dire que la transformation en δ d’une trajectoire monotone appartient au dioïde (δିଵ) ∗

ℤmin⟦δ⟧. il en découle les règles de calcul suivantes : δ୲⊕ δ୲ᇱ= δ୫ ୟ୶(୲,୲ᇲ).

L’élément neutre pour la multiplication de(δିଵ)* ℤmin⟦δ⟧.est la série :

e(δ)= e ⊕ eδ⊕ eδଶ⊕ …⊕ eδାஶ .

L’élément neutre pour l’addition de(δିଵ)*ℤmin⟦δ⟧.est la série ε(δ)= ε⊕ εδ⊕ εδଶ⊕ …⊕ εδାஶ ,

avec ε = +∞ l’élément neutre pour l’addition ℤmin.

Exemple 2.5. Les fonctions compteur X୧(t) à chaque transition de la figure (2.10). Pour un

franchissement au plus tôt est:

⎩
⎨

⎧
xଵ(t) = 3 ⊗ xଷ(t) ⊕ u(t)

xଶ(t) = xଵ(t − 3) ⊕ 2 ⊗ xଷ(t)

xଷ(t) = xଶ(t − 1)

y(t) = xଶ(t)

�
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L’interprétation en δ est donne par:

⎩
⎨

⎧
Xଵ(δ) = 3 ⊗ Xଷ(δ) ⊕ U(δ)

Xଶ(δ) = δଷXଵ(δ) ⊕ 2 ⊗ Xଷ(δ)

Xଷ(δ) = δଵXଶ(δ)

Y(δ) = Xଶ(δ)

�

On obtient la représentation d’état suivante :

൞
X(γ) = ൥

ε ε 3
δଷ ε 2
ε δଵ ε

൩X(γ) + ቈ
e
ε
ε
቉U(γ)

Y(γ) = [ε e ε] X(γ)

�

2.6 Représentation Bi dimensionnelleۻ ܖܑ
,઻⟧ܠ܉ ⟧઼

Au travers d’un exemple nous allons rappeler comment modéliser un GET dans un dioïde de

séries formelles en deux variables commutatives γ et δ, à exposants dans ℤ et à coefficients booléens.

Ce dioïde sera systématiquement utilisé dans les illustrations de ce mémoire.

Exemple2.6. Une Représentation Bi dimensionnelle M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ :

Figure (2.12) : Exemple d’un GET (pour Gamma-delta).

L’interprétation en M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧: est donne par :

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
xଵ
xଶ
xଷ
xସ
xହ
x଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ε γ ε

δଶ ε ε
ε ε ε
ε ε ε

ε ε ε
ε ε δହ

γ ε ε
ε ε ε

ε δ ε
ε ε ε

δଷ ε γ

ε δଶ ε⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
xଵ
xଶ
xଷ
xସ
xହ
x଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⊕

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
δ
ε
ε

ε
ε
δଶ

ε
ε
ε

ε
ε
ε ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ቂ
uଵ
uଶ
ቃ
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Y=[ε ε ε ε ε e]

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
xଵ
xଶ
xଷ
xସ
xହ
x଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

2.7 Représentation en séries formelles

Dans la théorie conventionnelle des systèmes, face à un produit de convolution, il est classique

d’introduire la transformée de Fourier ou de Laplace des fonctions considérées. Les modèles discrets

ont aussi une représentation fréquentielle : la transformée en z. La classe de systèmes considérés ici

disposent également d’une transformée. Cette transformation, introduite par [Cohen et al., 1989],

permet de prendre en compte les deux aspects des représentations en dateurs ou en compteurs.

2.7.1Le dioïde९ ∈ ⟦઻, ⟧઼

Dans la définition (1.13), on a présenté un dioïde de séries formelles ainsi que la manipulation de

ses éléments au travers des lois ⊕et ⊗. Le dioïde ९ ∈ ⟦γ, δ⟧est un dioïde de séries formelles

particulièrement bien adapté à la modélisation des GET. En effet, il permet de manipuler uniquement

des séries croissantes et comme on va le voir par la suite, ce sont ces séries qui permettent de coder

les tirs des transitions d’un GET. Dans ce dioïde, on manipule des séries formelles en deux

indéterminées commutatives etߛ àߜ exposants dans ℤ et à coefficients booléens.

௡,௧∈ℤమ⊕=ݔ )ݔ .௧ߜ௡ߛ(ݐ݊,

L’ensemble de ces séries formelles est un dioïde distributif noté ९ ∈ ⟦γ, δ⟧ doté des règles

d’addition et de produit définies dans la définition (1.9). Cependant, toutes les séries de ९ ∈ ⟦γ, δ⟧ ne

permettent pas de modéliser les transitions d’un GET. Etudions maintenant la forme d’une série qui

code une transition de GET.

La représentation des séquences de tirs d’un GET induit les règles de simplification suivantes :

 ⊕௧ߜ௡ߛ ௧ߜ௡ᇱߛ = ୫ߛ௧ߜ ୧୬ (௡,௡ᇲ) (2.9)

 ⊕௧ߜ௡ߛ =௧ᇱߜ௡ᇱߛ ௡ߛ ୫ߜ ୟ୶(௧,௧ᇲ) (2.10)

Puisque d’une part ୫ߛ ୧୬ (௡,௡ᇲ)ߜ௧ domine ௧etߜ௡ߛ ,௧ߜ௡ᇱߛ et d’autre part ௡ߛ ୫ߜ ୟ୶(௧,௧ᇲ) domine

௧etߜ௡ߛ .௧ᇱߜ௡ᇱߛ

On a la relation suivant :

=ݔ ௧ߜ௡ߛ

= ⊕௧ߜ௡ߛ ⊕௧ߜ௡ାଵߛ ⊕௧ߜ௡ାଶߛ …

=⊕ ⊕௧ߜ௡ߛ ௧ିߜ௡ߛ ଵ⊕ ௧ିߜ௡ߛ ଶ⊕ …

= ௧(⊕௜∈ℕߜ௡ߛ ߛ
௜) ⊕ ௧(⊕௜∈ℕߜ௡ߛ ߜ

ି௜)
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= ⊕∗ߛ௧ߜ௡ߛ ∗(ଵିߜ)௧ߜ௡ߛ

= ⊕∗ߛ)௧ߜ௡ߛ .(∗(ଵିߜ)

Les éléments de ९ ∈ ⟦γ, δ⟧ qui sont en mesure de coder des trajectoires de tir de GET sont ceux

qui restent inchangés lorsqu’on les multiplie par ⊕∗ߛ) .(∗(ଵିߜ) Cet ensemble est un dioïde,

notéM୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ , dans lequel l’élément nul est notéߝ=⊕(௡,௧)∈ℤమ ߛߝ

௡ߜ௧, l’élément unité est défini

comme ݁ = ⊕∗ߛ) .(∗(ଵିߜ) Le dioïde M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧ est complet et sa borne supérieure est notée

⊺= ∗ߜ∗(ଵିߛ) .

Remarque 2.4

 L’élément neutre e peut présenter plusieurs notations. Tout d’abord

e = (γ∗⊕ (δିଵ)∗)=γ∗(δିଵ) puisque lorsque a et b sont des variables commutatives, on a

(a ⊕ b)∗= a∗b∗(une preuve est donnée dans [Baccelli et al., 1992, lemme 4.107]). Ensuite, si

l’on tient compte des propriétés (2.9) et (2.10), on peut également noter l’élément unité

e = γ଴δ଴ = γ଴ = δ଴.

 Puisqu’un monôme γ୬δ୲de M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧ est invariant par rapport au produit par γ∗(δିଵ)∗, il

existe une multitude de notations qui représentent ce cône. Nous considérerons généralement

son représentant minimal, c’est-à-dire sa forme après avoir appliqué les règles de

simplification (2.9) et (2.10).

2.7.2 Manipulation des séries formelles

La transformée en γ, δ d’un dateur associé à une transition d’un GET permet de coder l’ensemble

de ses tirs (on parle alors de trajectoire). On peut s’interroger sur l’influence de la multiplication par

γ ou δ sur une trajectoire. Débutons avec le produit par γ sur une série ∋ݔ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧:

γݔ= γ⊕௡,௧∈ℤమ )ݔ ௧ߜ௡ߛ(ݐ݊,

=⊕௡,௧∈ℤమ )ݔ ௧ߜ௡ାଵߛ(ݐ݊,

=⊕௡,௧∈ℤమ −݊)ݔ ௧ߜ௡ߛ(ݐ,1

Le résultat est un décalage d’une unité des numéros d’événements. Ce décalage est appelé" retard

événementiel".

On examine maintenant l’effet du produit par δsur une série x de M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧.
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δݔ= γ⊕௡,௧∈ℤమ )ݔ ௧ߜ௡ߛ(ݐ݊,

=⊕௡,௧∈ℤమ )ݔ ௧ାଵߜ௡ߛ(ݐ݊,

=⊕௡,௧∈ℤమ )ݔ −ݐ݊, ௧ߜ௡ߛ(1

Le produit par δ induit un décalage temporel d’une unité de temps qui retarde toutes les

occurrences d’une trajectoire. Ce décalage est aussi appelé "retard temporel".

L’addition et le produit dans M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ sont définis dans la définition (1.8) Puisque le

dioïde M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ est complet, tout couple x = ⊕௜∈ூߛ

௡೔ߜ௧೔et ߛᇱ=⊕௝∈௃ݔ
௡ᇱೕߜ௧ᇱೕ, où ௧೔ߜ௡೔ߛ (resp.

(௧ᇱೕߜ௡ᇱೕߛ désignent les monômes du représentant minimal de x (resp.ݔᇱ), admet une borne inférieure

notée x ⋀ ᇱtݔ définie par

x⋀ =ᇱݔ (⊕௜∈ூߛ
௡೔ߜ௧೔ )⋀(⊕௝∈௃ߛ

௡ᇲೕߜ௧
ᇲ
ೕ)

=⊕௜∈ூ(ߛ௡೔ߜ௧೔⋀(⊕௝∈௃ߛ
௡ᇲೕߜ௧

ᇲ
ೕ)) (Seconde égalité de la définition1.9)

=⊕௜∈ூ(⊕௝∈௃ ⋀௧೔ߜ௡೔ߛ) ௡ߛ
ᇲ
ೕߜ௧

ᇲ
ೕ)) (Seconde égalité de la définition 1.9)

Pour deux monômes ௧etߜ௡ߛ ,௧ᇱߜ௡ᇱߛ on peut vérifier la règle de simplification suivante

⋀௧ߜ௡ߛ =௧ᇱߜ௡ᇱߛ ୫ߛ ୟ୶(௡,௡ᇲ)ߜ୫ ୧୬ (௧,௧ᇲ).

Représentation graphique des opérations sur ۻ ܖܑ
,઻⟧ܠ܉ ⟧઼

⊕௧ߜ௡ߛ ௧ᇱߜ௡ᇱߛ ⊗௧ߜ௡ߛ =௧ᇱߜ௡ᇱߛ ௧ା௧ᇱߜ௡ା௡ᇱߛ '௧ߜ'௡ߛ⋀௧ߜ௡ߛ = ୫ߛ ୟ୶(௡,௡ᇱ)ߜ୫ ୧୬ (௧,௧ᇱ)

Union de cônes Somme vectoriel Intersection de cônes

Figure (2.13). Représentation graphique des opérations sur M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧

Nous représentons graphiquement l’effet des lois ⊕, ⊗et ⋀ sur deux monômes =ݔ 'ݔ௧etߜ௡ߛ =

ߛ݊ sur'ݐߜ' la figure (2.13) (le résultat de l’opération est représenté en gris) :

(a) La somme de etݔ de est'ݔ l’union de leur cône respectif.

(b) Le produit des deux monômes est égal à .௧ା௧ᇱߜ௡ା௡ᇱߛ La représentation graphique de ce produit se

traduit par une somme vectorielle des points ( (ݐ݊, et (݊ᇱ,ݐ').

(c) La borne inférieure de etݔ de est'ݔ représentée par l’intersection de leurs cônes respectifs.
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Exemple 2.7. Nous considèrons deux séries :

ଵݔ = ⊕ଶߜଵߛ ଺etߜସߛ ଶݔ = ⊕ଵߜ ⊕ଶߜଶߛ .ଷߜହߛ

⊕ଵݔ ଶݔ = ⊕ଵߜ ⊕ଶߜଵߛ ,଺ߜସߛ

On remarque que ଺ߜସߛ domine ଺ߜସߛ)ଷߜହߛ ⪰ .(ଷߜହߛ

⊗ଵݔ ଶݔ = ⊕ଷߜଵߛ ⊕ସߜଷߛ ⊕଻ߜସߛ ⊕଼ߜ଺ߛ .ଽߜଽߛ

⋀ଵݔ ଶݔ = ⊕ଵߜଵߛ ⊕ଶߜଶߛ .ଷߜହߛ

La résiduation s’applique aussi dans le dioïde M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ . Les monômes de M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧ sont

inversibles : ( =௧)ିଵߜ௡ߛ .௧ିߜ௡ିߛ Le résultat de la résiduation de deux séries ߛ௜∈ூ⊕=ݔ
௡೔ߜ௧೔

et ߛᇱ=⊕௝∈௃ݔ
௡ᇲೕߜ௧

ᇲ
ೕ peut être évalué grâce à l’inversibilité des monômes et à la

formule( ܽ ⨁ )ܾ =ݔ ܽ ݔ ⋀ ܾ duݔ théorème (1.6) :

ݔ =ᇱݔ (⊕௜∈ூߛ
௡೔ߜ௧೔) ᇱݔ

= ⋀௜∈ூߛ
௡೔ߜ௧೔ ᇱݔ

= ⋀௜∈ூߛ
ି௡೔ିߜ௧೔ݔᇱ(Les monômes sont inversibles).

Exemple 2.8. En reprenant les séries ଵetݔ ଶݔ définies dans l’exemple (2.7), on obtient :

ଵݔ ଶݔ = ⊕ସିߜଵିߛ ଷିߜଵߛ

Et

ଶݔ ଵݔ = ⊕ଵߛ ⊕ଵߜଶߛ ଷߜସߛ

2.8 Modélisation des graphes d’événements temporisés de ࡹ ࢔࢏
,઻⟧࢞ࢇ ⟧઼

L’objet de cette section est de rappeler que tout transfert de GET peut se représenter par une

matrice constituée de séries de ௜௡ܯ
௔௫⟦γ, δ⟧.

L’équation d’état (2.2) devient dans ௜௡ܯ
௔௫⟦γ, δ⟧ :

൜
=ݔ ݔܣ ⊕ ݑܤ
=ݕ ݔܥ

�

Où A, B et C sont des matrices à éléments dansܯ௜௡
௔௫⟦γ, δ⟧.

Exemple 2.9.Nous formulons ici la représentation d’état du GET de la figure (2.5). On utilise la

même notation pour désigner les transitions et les éléments de ௜௡ܯ
௔௫⟦γ, δ⟧ codant leurs tirs. Les

trajectoires sont reliées par les égalités suivantes :
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ቐ

ଵݔ = ⊕ଶݔ ݑଷߛ

ଶݔ = ଵݔଶߜଵߛ
=ݕ ଶݔଶߛ

�

Ou encore sous forme matricielle

൝
ܺ = ቂ

ߝ ݁
ଶߜଵߛ ⊕ݔቃߝ ቂߛ

ଷ

ߝ
ቃܷ

ܻ = ߝ] ܺ[ଶߛ

�

Pour le calcul de la matrice de transfert, on peut procéder très simplement ; en effet on peut

reporter ଵݔ dans l’équation ,ଶݔ on obtient alors :

ଶݔ = ⊕ଶݔ)ଶߜଵߛ (ݑଷߛ

ଶݔ = ⊕ଶݔଶߜଵߛ ݑଶߜସߛ

On appliquant l’étoile de Kleene, on peut résoudre l’équation implicite suivant :

ଶݔ = ݑଶߜସߛ∗(ଶߜଵߛ)

Finalement en reportant ଶݔ dans l’équation de sortie, on obtient comme matrice de transfert

ܪ = ܤ∗ܣܥ = ∗(ଶߜଵߛ)ଶߜ଼ߛ

Remarque 2.5. On souligne ici le lien qui apparaît entre les résultats fournis par la théorie spectrale et

l’expression du transfert du GET de la figure (2.5).

Puisque les transitions internes (ଶݔ,ଵݔ) appartiennent à une même composante fortement connexe,

il y a un temps de cycle unique pour l’ensemble du graphe de la figure (2.5). Le rayon spectral (A)ߩ

fournitalors le temps de cycle de ce circuit critique (c’est ici le seul circuit), soit

(A)ߩ =
ଵ

ଶ
, ce qui correspond à un taux de production de 2 jetons toutes les 3 unités de temps.

On peut noter que l’expression du transfert donnée dans l’exemple précédent met également en

évidence ce résultat. En effet, la forme du transfert du GET de la figure (2.5) fait apparaître le

caractère ultimement périodique de la réponse impulsionnelle : cette période ultime est décrite par la

présence d’une seule étoile de monôme, ici .∗(ଶߜଵߛ)

2.9. Réalisabilité, rationalité et périodicité

Les définitions sont ici fournies dans le dioïdeM୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ :

Définition 2.12 (Causalité). Une série x de M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧est dite causale si x = ouߝ si sonreprésentant

minimal possède tous ses exposants dansℕ. Une matrice est dite causale si toutes ses composantes

sont causales.
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L’ensemble des séries causales est un sous-dioïde noté M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ାPour une série x de M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧, il

est possible d’obtenir le plus grand élément de M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧ାqui soit plus petit que x. Cette opération

appelée projection causale est notée Pr+.

Définition 2.13 (projection). On définit la projection causale d’un élément ∋ݔ M୧୬
ୟ୶ା⟦γ, δ⟧ comme

suit :

(ݔ)ାݎܲ = )ݔା(⊕௜ఢூݎܲ ௜݊,ݐ௜)γ
௡೔δ௧೔) (2.11)

=൫⊕௜ఢூݔା( ௜݊,ݐ௜)γ
௡೔δ௧೔൯

Où :

)ାݔ ௜݊,ݐ௜) = ቄ
)ାݔ ௜݊,ݐ௜), ݏ݅ ( ௜݊,ݐ௜) ≥ (0.0);
ߝ ݊݋݊ݏ݅

� (2.12)

Graphiquement, la projection causale consiste à ne conserver que les monômes situés dans le

cadran nord-est du plan ℤଶ.

Figure (2.14): Représentation graphique de l’opération de projection ାݎܲ

Définition 2.14 (rationalité). Un élément s ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ est dite rationnel si l’un de ses représentants

au moins peut être obtenu par un nombre fini d’opérations ⊕,⊗ et * à partir de

l’ensemble ,ߝ} .{ߜ,ߛ݁, On dira qu’une matrice à coefficients M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ est rationnelle si tous ses

coefficients sont rationnels.

Remarque2.6. Par définition un élément rationnel est également causal.

Définition 2.15 (réalisabilité). Un élément s∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧est réalisable s’il existe un GET mono

entrée/mono sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou plus précisément s’il existe trois

matrices A, B et C de tailles respectivement ݊× ,݊݊× ,݈݉ × ݊ à coefficients dans l’ensemble ,ߝ} }݁

tel que cet élément puisse s’écrire .ܤ∗ܣܥ
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Définition2.16 (Périodicité).Un élément s M߳୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧ est périodique s’il existe deux polynômes ݌ et

ݍ de M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧

௜ୀ଴⊕=݌
ఈ γ௡೔δ௧೔ et ௝ୀ଴⊕=ݍ

ఉ
γே೔δே೔

et un monôme causal :

=ݎ γ௩δఛ :

=ݏ ⊕݌ ∗ݎݍ

Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Remarque2.7. Cette définition de la périodicité n’impose pas la causalité de la série.

Théorème 2.1. Soit s, ܪ ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧. Les affirmations suivantes sont équivalentes

i. estܪ réalisable

ii. ܪ est rationnelle

iii. ܪ est périodique et causale

Figure (2.15): Représentation graphique de la série

=ݔ ݁ ⊕ ߜߛ ⊕ ⊕ଶߜଶߛ ⊕ଷߜସߛ ⊕ହߜହߛ .∗(ଶߜଶߛ)଺ߜ଻ߛ

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit brièvement les réseaux de Petri, leurs propriétés, les

différentes classes et quelques extensions, définition et principes de fonctionnement.

Nous avons introduit par la suite différents dioïdes permettant la représentation du comportement

des GET. Une grande partie a été consacrée à la représentation d’état des systèmes max-plus linéaires

ainsi que la représentation du dioïdeܯ௜௡
௔௫⟦γ, δ⟧.
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Introduction

De tout temps, l'homme a voulu voyager, d'abord sur terre, puis par la mer et ensuite dans

l'espace. Mais c'est avec la révolution industrielle que le transport est devenu une activité

essentielle pour toutes les communautés, consistant à déplacer des gens d'un point à un autre.

Généralement, dans les activités humaines, un système de transport comprend

des infrastructures, des ressources énergétiques, des véhicules et des systèmes d'exploitation.

L’étude et l’analyse de tels systèmes sont ainsi devenues parmi les préoccupations

majeures des chercheurs dans le domaine des transports publics, dans le but de remédier aux

problèmes identifiés et afin de satisfaire les clients en apportant des améliorations et des

changements. Ces derniers portent notamment sur l’infrastructure, les horaires, la quantité et

la qualité des ressources. L’étude des systèmes de transport s’effectue en trois importantes

phases :

 la première phase est celle de la collecte des informations qui a pour objectif d’acquérir

une bonne connaissance des systèmes des réseaux de transport et de porter des améliorations,

cette phase joue un rôle très important dans l’évaluation et l’étude des réseaux de transport et

facilite la modélisation, l’analyse et la commande.

 la deuxième phase est celle de la modélisation : dans cette phase les chercheurs se basent

sur les informations collectées dans la première phase afin de trouver un modèle simple et

fiable pour les systèmes de transports publics (STP).

 la phase finale concerne l’analyse du système, dans cette phase, on prend un modèle bien

défini et on décrit son comportement, le premier objectif est l’évaluation et l’analyse des

performances de ce modèle afin d’identifier ses forces et ses faiblesses. Le second objectif

consiste à améliorer ses performances et à fournir le maximum des services aux clientèles

comme la réduction de coût de déplacement on optimisant par exemple les ressources, le

respect des horaires théorique, le confort, la rapidité de déplacement,... etc.

Dans ce chapitre nous rappelons quelques généralités sur les systèmes de transport

considérés, mais avant cela nous allons définir la problématique que nous allons aborder dans

notre étude.

3.1 Généralités sur les systèmes de transport public

Le principal objectif est de mettre à la disposition des usagers du transport un système de

transport public fiable et efficace qui puisse les offrir un maximum de service et rependre à

leur exigences quotidiennes. La question qui se pose est comment répondre de façon optimale

https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9volution_industrielle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transport
https://fr.wikipedia.org/wiki/Infrastructure_de_transport
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie
https://fr.wikipedia.org/wiki/V%C3%A9hicule
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aux besoins des usagers tout en considérant l’optimisation des ressources disponibles, la

mobilité et la sécurité des usagers. Pour répondre à cette question, il faut une bonne gestion

des infrastructures et des équipements affectés au transport. Deux composantes importantes

sont à considérer :

 Le système physique.

 Le système de gestion.

3.1.1 Le système physique

Le système physique est représenté par deux éléments principaux : l’infrastructure (ou la

topologie qui représente la structure du système) et les entités de transport (bus, train, …etc).

3.1.1.1 L’infrastructure

L’infrastructure de système de transport est une représentation de la structure et des

éléments qui composent les réseaux routiers dont on cite l’intégralité des voies carrossables

ouvertes aux véhicules. Pour comprendre cette structure on utilise les entités arrêts et tronçons

(ou éventuellement zones), lignes et itinéraires. Ces dernières sont présentées par le schéma

suivant :

Figure (3.1): Composition de l’infrastructure d’un STP.

Arrêts

Parmi les éléments de base de la représentation spatiale du réseau on a les arrêts (stations)

qui sont présentées sous forme des nœuds, un arrêt est caractérisé par un espace où le véhicule

effectuant une tournée s’arrête pendant un certain temps afin de permettre aux voyageurs de

descendre ou monter dans les véhicules on a plusieurs type d’arrêts :

 les arrêts simples : cas desservis par une seule ligne, où il n’y-a pas d’échange de

voyageur, autrement dit est un arrêt de montée.
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 points d’échange des passagers : cas desservis au minimum par deux lignes, ou les

passagers peuvent descendre du véhicule ou monter pour la prochaine destination.

 points de retournement (demi-tour) :c’est un lieu où le véhicule peu faire demi-tour,

cet endroit est appelé point de départ comme il peut être aussi point d’arrivé ou bien

terminus.

Grace à la distance parcourue par les véhicules entre les arrêts, on peut définir la notion de

parcours d’une ligne, le temps de parcours d’un arrêt à un autre est calculé on se basant sur

plusieurs factures, on a :

- les conditions de circulation (temps d’attente aux feux, aux stops, temps d’accélération et

décélération des véhicules, etc.) ;

- les temps d’arrêt incluant les temps d’ouverture des portes, ainsi que les temps d’attente

hors échange de passagers.

 Tronçons (zone)

Le tançons est une liaison orientée (unidirectionnel ou bidirectionnel), il est limité par deux

arrêt, appelés arrêt extrémités ou terminus, certains tronçon sont réservés aux transports

publics appelées voies propre ou site propre, les autres correspondent à des voies partagées

par plusieurs modes de transport (véhicules particuliers, transports collectifs, transport de

marchandises).

Un tronçon est caractérisé par sa longueur, et la vitesse commerciale de déplacement de

l’entité de transport. Ceci permet de déterminer un temps de déplacement entre deux arrêts

(temps du parcours).

 Ligne

Une ligne est un chemin prédéfini de transport en commun assuré par un ou plusieurs

véhicules. Elle comprend plusieurs arrêts et de tronçons alternés regroupés par l’exploitant du

réseau en une entité d’exploitation.

Les arrêts extrémités de cette entité sont appelés terminus de la ligne (c’est à dire les arrêts

de début et de fin).

La conception d’une nouvelle ligne se fait souvent en concertation avec les instances

communales concernées et les différents utilisateurs (écoles, centres commerciaux, hôpitaux,

etc.). Elle doit tenir compte de la demande et des contraintes liées à la circulation des

https://fr.wikipedia.org/wiki/Transport_en_commun
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arr%C3%AAt_de_bus
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véhicules et aux possibilités d’aménagement. Les véhicules se déplacent selon une

planification d’horaires et des lieux imposés par les exploitants du système.

 Itinéraires

Est une représentation graphique du chemin parcouru par le voyageur (véhicule), il

constitue d’une suite alternée d’arrêts et de tronçon, d’une ligne ou de plusieurs lignes.

Un itinéraire peut contenir une partie d’une ligne ou la ligne entièrement.

Une ligne peut être un itinéraire d’un usager si ce dernier n’effectue pas de

correspondances au cours de son trajet, c'est-à-dire : dans un voyage en transports en

commun, une étape nécessitant de changer de ligne. Le changement peut se faire soit au sein

du même réseau, soit de manière intermodale, c'est-à-dire en changeant également de mode de

transport.

Chaque itinéraire permet donc d’assurer le transport en commun de passagers d’un arrêt

origine à un arrêt destination.

Il existe deux types d’itinéraires : commercial et spécial. Dans un itinéraire commercial, la

montée et la descente des clients s’effectuent aux différents arrêts de cet itinéraire. Tandis que

dans un itinéraire spécial, la montée et la descente des clients s’effectuent uniquement aux

terminus.

3.1.1.2 Entités de transport

Le deuxième élément composant le système physique des transports publics est représenté

par les entités ou ressources de transport : bus, trains, tramway, …etc. Dans un système de

transport public, un exploitant dispose d’une ensemble de véhicules caractérisée par :

- le nombre global de véhicules.

- le type de véhicule et ses caractéristiques: capacité, dimensions (longueur), caractéristiques

dynamiques (accélération, décélération) et environnementales (mode d’énergie, bruit, …etc).

Dans cet élément nous pouvons également considérer les personnes qui conduisent les

véhicules (conducteurs ou chauffeurs). Leur gestion doit prendre en compte des contraintes

législatives, tels que les temps de repos physiologiques.

Chaque ligne d’un STP est desservie par des entités de transport, selon son importance

(zones desservies, tranche horaire du déplacement considéré au cours d’une journée,

https://fr.wikipedia.org/wiki/Transport_en_commun
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transport_en_commun
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intermodalit%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mode_de_transport
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mode_de_transport
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fréquence de passage souhaitée, niveau de la demande, …etc), de sorte à renforcer le service

sur les lieux où la charge en usagers est importante.

3.1.2 Système de gestion

Le deuxième composant des STP est le système de gestion. Il pilote le système physique

pour qu’il atteigne certains objectifs, en assurant entre autres la conception des horaires et

l’information des usagers.

Notons que même si les exploitants sont les principales entités citées ici intervenant dans la

gestion d’un STP, il est utile de rappeler que d’autres acteurs sont également concernés, de

près ou de loin, par cette gestion. En effet, les systèmes de transport public sont souvent

exploités, en tenant compte de l’ensemble des paramètres liés aux différents acteurs. Le but de

cette exploitation est d’assurer la coordination des services et leur qualité et de résorber les

perturbations survenues sur une partie du système.

3.2. Réseau de transport public étudié

Nous considérons un STP composé de n lignes de bus. Chacune est desservie par un

nombre fixé de bus qui réalisent un circuit et passent au même endroit avec une fréquence

donnée (fonction du temps de parcours du circuit et de la demande de transport).

Dans ce chapitre, nous considérons un système simplifié constitué de deux lignes de bus

(L୧ etL୧ାଵ ) (Figure 1). Sur chacune d’elle, un seul bus est initialement en circulation. Nous

étudions le phénomène d’attente des passagers à la station de correspondance Sc. Nous

considérons les passagers descendant d’un bus de la ligne 1 venant de Sd1, et souhaitant

prendre un bus de la ligne 2 vers la station Sa2 (Figure 1).

Figure (3.2): Réseau de transport : 2 lignes de bus.
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Chaque ligne Li est représentée par sa station de départ Sdi, une station de

correspondance notées Sc et une station d’arrivée notée Sai. Et chaque bus Bi passe à un

arrêt toutes les iߣ unités du temps iߣ) est appelée période de la ligne Li). C’est le temps

nécessaire à Bi pour effectuer une course. Enfin le réseau étudié est muni d’une planification

d’horaires initiale : la première date de départ (depuis Sdi) de chaque bus Bi au cours d’une

journée est connue.

3.3. Modélisations de système de transport par réseaux de Petri

Notre objectif porte sur l’utilisation de l’algèbre des dioïdes pour la modélisation et ensuite

la commande des systèmes de transport. Nous modélisons donc tout d’abord un réseau de bus

par un graphe d’événement temporisé (GET). Sur ce graphe, les transitions représentent

certains arrêts de bus. Le franchissement d’une transition correspond à l’arrivée d’un bus à un

arrêt. Les places du réseau sont associées: soit à l’attente d’un groupe de passagers à une

station de correspondance; à ces places sont associées des temporisations nulles (cas idéal où

un passager n’attend pas, les temps de montée et de descente de bus étant négligés).

Ces places sont temporisées par le temps de déplacement minimum de bus entre les arrêts

considérés.

Les jetons circulant sur le réseau correspondent soit à des passagers attendant aux stations

de correspondance, soit à des bus.

Le problème simplifié est modélisé par le GET de la figure (3.3) :

Figure (3.3): Le modèle GET des deux lignes L1 et L2.

Les circuits ,ଵݔ) ଵܲ, ,ଶݔ ଶܲ) et ,ଷݔ) ଷܲ, ,ସݔ ସܲ) représentent respectivement les lignes L1 et

L2.ݔଵ et ଷݔ modélisent les stations de départ Sd1 et Sd2 des deux lignes. ଶetݔ ,ସݔ représentent
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la même station de correspondance Sc commune aux deux lignes. La place ହܲ modélise

l’attente des passagers en Sc venant d’un bus B1 et prenant un bus B2.

Nous considérons un réseau de deux lignes dont les données sont :

La ligne Lଵ est caractérisée par un temps de cycle =ଵߣ: τଵ+ τଶ= 60 min, avec τଵ = 25 min,

τଶ = 35 min. Le temps de cycle de la ligne Lଶ est: =ଶߣ τଵ+ τସ = 67 min avec τଷ=32min ;

τସ=35 min.

Nous initialisons le système par un vecteur arbitraire X(k). Si les bus B1 et B2 font leurs

premiers départs respectivement à t1 = 0 et t2 = 0, le vecteur X(k) sera: X(k) = [0, 25, 0, 32]T.

Donc :

A=൦

ε 35 ε ε
ε 60 ε ε
ε ε ε 35
ε 60 ε 67

൪; B=቎

e
25
ε

ε
ε
e

25 32

቏.

Le poids moyen de la matrice est Lଶ=67 qui représente la valeur propre de la matrice A.

Si on veut minimiser la somme Tୡ୭୰୰ des temps d’attente des passagers, il suffit ici de

minimiser la 1è୰ୣ attente de la journée, la valeur minimale étant zéro. Pour que les bus B1 et

B2 arrivent en même temps à la station ܵܿ

pour le 1è୰ tour, il faut donc : tଵ + τଵ= tଶ+ τଵ. La meilleure condition initiale correspond

alors à tଵ = 7 et tଶ = 0, et permet de diminuer le temps de correspondance de 7 min.

Les dates successives de passage des bus trouvées par l’équation de récurrence sont :

xଵ = ቎

0
32
0

32

቏ ; xଶ = ቎

60
92
67
99

቏ ; xଷ = ቎

120
152
134
166

቏ ; xସ = ቎

180
212
201
233

቏ ;xହ = ቎

240
272
268
300

቏ ;x଺ = ቎

300
332
335
367

቏ ;

x଻ = ቎

360
392
102
434

቏ ;x଼ = ቎

420
452
469
501

቏ ;xଽ = ቎

480
512
536
568

቏ ;xଵ଴ = ቎

540
572
603
568

቏ ;xଵଵ = ቎

600
632
670
702

቏….

Le temps de retard associe à chaque voyage est: T୧= xସ (i) –xଶ (i)

{ �Tଵ=0 ;Tଶ=7 ;Tଷ=14 ;Tସ=21;Tହ=28 ;T଺ଵ=35 ;T଻=42 ;T଼ =49 ;Tଽ=56 ;Tଵ଴=63 ; Tଵଵ=70 …�. }

Le temps total de correspondance associe à ces 10 voyages est : Tୡ୭୰୰=315 minutes.
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On peut chercher à borner la durée de certaines activités, ou tâches, au sein d’un SED. Si

on considère notre système de transport dans lequel les passagers passent dans une station de

correspondance, la durée d’attente des passagers ne doit pas y dépasser une certaine valeur

sous peine de les retarder. Pour un système max-plus linéaire modélisé par un GET, cela

revient à souhaiter limiter le temps de présence des jetons dans certains chemins du graphe.

La commande de ces systèmes avec une telle contrainte impose à synthétiser une

commande qui ralentit le moins possible le système. En d’autres termes, on vise à établir une

commande de transfert minimal.

3.4. Modélisation dans l’algèbre des dioïdes

Pour synthétiser une commande pour ce système, il faut d’abord disposer de son modèle

mathématique.

3.4.1. La forme implicite

Nous considérons un réseau de deux lignes dont les données sont :

La ligne Lଵ est caractérisée par un temps de cycle =ଵߣ: τଵ+ τଶ= 60 min, avec τଵ = 25 min,

τଶ = 35 min. Le temps de cycle de la ligne Lଶ est: =ଶߣ τଵ+ τସ = 67 min avec τଷ=32min ;

τସ=35 min.

Nous initialisons le système par un vecteur arbitraire X(1). Si les bus B1 et B2 font leurs

premiers départs respectivement à t1 = 0 et t2 = 0, le vecteur X(1) sera : X(1) = [0, 25, 0, 32]T.

Le système d’équations linéaires dans l’algèbre usuelle est donné par :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

xଵ(k) = ଶ߬⊗ xଶ(k − 1) ⊕ uଵ(k)

xଶ(k) = ଵ߬⊗ xଵ(k)

xଷ(k) = ସ߬⊗ xସ(k − 1) ⊕ uଶ(k)

xସ(k) = ଷ߬⊗ xଷ(k) ⊕ xଶ(k)

yଵ(k) = xଶ(k)

yଶ(k) = xସ(k)

� (3.1)

Soit le vecteur d’état X(k) = [xଵ(k), xଶ(k) , xଷ(k) , xସ(k)]୘ , la vecteur de sortie

Y(k)=[yଵ(k), yଶ(k)]୘ et le vecteur des transitions d'entrée U(k) =[uଵ(k), uଶ(k)]୘.

La forme implicite du système (2.1) est donne par :
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

X(k) = ቎

ε ε

ଵ߬ ε
ε ε
ε ε

ε ε
ε ݁

ε ε

ଷ߬ ε

቏X(k) ⊕ ቎

ε ଶ߬

ε ε
ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

ε ସ߬

ε ε

቏ X(k − 1) ⊕ ቎

e
ε
ε

ε
ε
e

ε ε

቏ቂ
uଵ
uଶ
ቃ

Y(k) = ቂ
ε ݁ ε ε
ε ε ε ቃ݁X(k)

� (3.2)

La solution de l’équation (3.2) est donnée sous forme d’une équation récurrente d’ordre 1,

c’est la forme explicite du système : ܺ( )݇ = ܣ ⊗ ܺ(݇− 1) ⊕ ܤ ܷ( )݇.

3.4.2. La forme Explicite

Pour avoir la forme explicite en calculant d’abord l’étoile de Kleene de la matrice A଴

଴ܣ
∗ = ቎

e ε
ε e

ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

e ε
ε e

቏⊕ ቎

ε ε

ଵ߬ ε
ε ε
ε ε

ε ε
ε ݁

ε ε

ଷ߬ ε

቏⊕ ቎

ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

ε ε

ଵ߬ ε
ε ε
ε ε

቏=൦

e ε ε ε

ଵ߬ e ε ε
ε ε e ε

ଵ߬ e ଷ߬ e

൪

Avec:

A=ܣ଴
∗ ⊗ Aଵ=൦

e ε ε ε

ଵ߬ e ε ε
ε ε e ε

ଵ߬ e ଷ߬ e

൪⊗ ቎

ε ଶ߬

ε ε
ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

ε ସ߬

ε ε

቏ =൦

ε ଶ߬ ε ε
ε ଵ߬ + ଶ߬ ε ε
ε ε ε ସ߬

ε ଵ߬ + ଶ߬ ε ଵ߬ + ଶ߬

൪

B=ܣ଴
∗ ⊗ B=൦

e ε ε ε

ଵ߬ e ε ε
ε ε e ε

ଵ߬ e ଷ߬ e

൪⊗ ቎

e
ε
ε

ε
ε
e

ε ε

቏= ቎

e

ଵ߬

ε

ε
ε
e

ଵ߬ ଷ߬

቏.

On obtient la forme explicite suivante :

x(k − 1) = ൦

ε ଶ߬ ε ε
ε ଵ߬ + ଶ߬ ε ε
ε ε ε ସ߬

ε ଵ߬ + ଶ߬ ε ଵ߬ + ଶ߬

൪X(k) ⊕ ቎

e

ଵ߬

ε

ε
ε
e

ଵ߬ ଷ߬

቏U(k). (3.3)

3.4.3. Modélisation en Gamma delta
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le comportement dynamique des GET peut être représenté par des éléments du

dioïdeM୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧, sont des séries formelles en deux variables commutatives ߛ et .ߜ

Pour la modélisation de GET, ߛ et ߜ servent à modéliser les décalages

événementiels/temporels induits par les temporisations et les marquages initiaux des places.

L'opérateur ߛ correspond à un décalage dans le comptage d'événements et l'opérateur ߜ à un

décalage temporel.

Modélisation des GET de la figure (2.4) dans M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧:

Le comportement dynamique du GET de la figure (3.3) est décrit par la représentation

d’état suivante :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

xଵ⟦γ, δ⟧ = γδఛమxଶ(γ, δ) ⊕ uଵ(γ, δ)

xଶ⟦γ, δ⟧ = δఛభxଵ(γ, δ)

xଷ⟦γ, δ⟧ = γδఛరxସ(γ, δ) ⊕ uଶ(γ, δ)

xସ⟦γ, δ⟧ = x݁ଶ(γ, δ) ⊕ δ
ఛయxଷ(γ, δ)

yଵ⟦γ, δ⟧ = e xଶ(γ, δ)

yଶ⟦γ, δ⟧ = e xସ(γ, δ)

� (3.4)

Il est possible d’établir dans le dioïdeM୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧, un modèle dynamique de ce graphe

d’événements temporisé sous la forme matricielle suivante:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

X(γ, δ) = ൦

ε γδఛమ ε ε
δఛభ ε ε ε
ε ε ε γδఛర

ε ݁ δఛయ ε

൪X(γ, δ) ⊕ ቎

e
ε
ε

ε
ε
e

ε ε

቏U(γ, δ)

Y(γ, δ) = ቂ
ε e ε ε
ε ε ε eቃX(γ, δ)

� (3.5)

Qui correspond à la forme standard suivante:

൜
=ݔ ⊕ݔܣ ݑܤ
=ݕ ݔܥ

�

Où

ܣ = ൦

ε γδఛమ ε ε
δఛభ ε ε ε
ε ε ε γδఛర

ε ݁ δఛయ ε

൪, ܤ = ቎

e
ε
ε

ε
ε
e

ε ε

቏,ܥ = ቂ
ε e ε ε
ε ε ε eቃ.

A chaque transition du GET est associée une composante des vecteurs ∋ݔ

M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௡ (vecteur associéaux transitions internes, ici n = 4), ݑ ∈ M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧௠ (vecteur
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associé aux transitions d’entrée, ici m = 2) et ݕ ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௟(vecteur associé aux transitions de

sortie, ici l=2). Les matrices ܣ ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௡×௡, ܤ ∈ M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧௡×௠ , ܥ ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௟×௡

représentent l’interaction entre ces transitions. La composante ଶ,ଵܣ = δఛభ , indique qu’une

temporisation de ଵ߬ unités de temps est attachée à la place séparant les transitions ଵetݔ .ଶݔ

ଵ,ଶܣ = γδఛమ , traduit la présence d’un jeton et une temporisation de ଶ߬ unités de temps dans la

place séparant les transitions ଶetݔ .ଵݔ

La résolution de l’équation au point fixe permet d’établir un modèle entrée-sortie du

système, qui traduit la dynamique de fonctionnement au plus tôt du GET de notre exemple,

cette matrice de transfert H ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧୪∗୫ est:

H = CA∗B =ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les systèmes de transport public comme une sous

classe des systèmes dynamiques à événements discrets. La commande de ce type de systèmes

représente la base des travaux que nous allons développer dans le chapitre suivant. Nous

avons brièvement annoncé la problématique. Quelques généralités sur les systèmes de

transport public. Et une partie a été consacrée aux deux formalismes de modélisation que nous

allons utiliser dans la suite : réseaux de Petri et algèbre des dioïdes
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Introduction

Classiquement, commander un système revient à agir sur ses entrées dans le but d’obtenir en

sorties des performances spécifiées par un cahier des charges. Plus concrètement, il s’agit ici de

fixer les dates d’occurrences des événements d’entrée pour les SED considérés, ou encore, de

fixer les dates de tir des transitions d’entrées (transition sources) pour les GET correspondant.

4.1. Objectifs de commande

Les objectifs de commande qui ont été considérés pour les systèmes max-plus linéaires sont

proches de ceux de la théorie classique de la commande des systèmes. On en recense ici deux:

La technique de commande par poursuite de trajectoire suppose une trajectoire de

consigne connue a priori. Il s’agit d’établir une commande du système (appelée également

trajectoire d’entrée) telle que la réponse en sortie "suive au mieux" une trajectoire de consigne

(correspondant au comportement souhaité en sortie du système), ce qui pose un problème

d’inversion du modèle du système. L’approche proposée dans [Cohen et al. 1989] permet

d’établir la plus grande trajectoire d’entrée telle que la réponse, notée ,ݕ soit inférieure ou

égale à une trajectoire de consigne, notée z. Ce problème de poursuite de trajectoire de sortie

(classique en automatique) est résolu de façon optimale en utilisant la théorie de la résiduation

dans le cas des GET [Cohen et al, 1989]. Plus précisément, pour un modèle du système M, il

s’agit de calculer le plus grand élément de l’ensemble suivant :

ݑ} ∈ ℤܦ ∣ =ݕ ܯ (ݑ) ≼ ,{ݖ (4.1)

Où ≼est l’ordre défini dans le dioïdeܦ.

Cet objectif particulier induit que la sortie obtenue ne dépasse jamais la trajectoire de

référence.

Une telle commande est optimale vis-à-vis du critère de juste-à-temps lequel vise à satisfaire

la demande des clients tout en minimisant les en-cours de production. Étant donné un modèle

RdPT du système, l’objectif de commande peut se décrire ainsi: étant données les dates de

franchissement souhaitées des transitions de sortie, définies par la fonction dateur

ܼ = )ݖ} )݇},௞ୀ଴,…,௞೑, il s’agit de trouver les dates de franchissement au plus tard des transitions

d’entrée ܷ = )ݑ} )݇},௞ୀ଴,…,௞೑ telles que les dates de franchissement des transitions de sortie

ܻ = )ݕ} )݇},௞ୀ଴,…,௞೑ se produisent avant les dates souhaitées.

Elle est notée ௃஺்ݑ , et se définit par : ௃஺்ݑ =⊕ெ (௨)≼௭ u. (4.2)
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La commande par poursuite de modèle a pour objectif le calcul d’un correcteur, noté F, tel

que le comportement entrée-sortie du système corrigé, noté G୊ , composé du modèle du

système, noté M, et du correcteur F, soit aussi "proche" que possible de celui du modèle de

référence, noté G୰ୣ ୤ . Plusieurs études ont été menées. Une étude consiste à placer le

correcteur en amont du système nominal, autrement dit, à précompenser le système [Libeaut,

1996], [Libeaut and Loiseau, 1996], [Cottenceau, 1999, §3.2]. Une autre étude consiste à

placer le correcteur dans la boucle de retour [Cottenceau et al., 2000], [Cottenceau et al.,

2001], [Lüders and Santos-Mendes, 2002]. La figure 4.1 présente les schémas-blocs du

modèle M du système, du système en boucle fermée où le correcteur est situé dans la boucle

de retour et du modèle de référence G୰ୣ ୤.

Figure (4.1) : Commande par poursuite de modèle

Une structure de commande généralisant ces approches a été proposée dans [Maia et

al.2003]. Elle est basée sur l’utilisation simultanée d’un précompensateur (situé dans la boucle

d’action) et d’un bloc situé dans la boucle de retour de sortie.

Afin d’appliquer ces structures de commande, nous choisissons un modèles de réseaux de

bus. Pour la structure, nous proposons des techniques de commande qui permet de respecter la

planification horaires du système étudié (préalablement calculée).

4.2. Commande en juste-à-temps de système max-plus linéaires

Juste-à-temps est une traduction littérale du terme anglais "Just-in-time". On ne doit pas

interpréter ce terme comme "au dernier moment", mais comme la "quantité juste" (égale au

besoin) au "temps voulu" (date du besoin).

La problématique du Juste-à-temps dans notre cas c’est d’activer les événements d’entrée

aux dates les plus tardives tout en satisfaisant certains objectifs de contrôle. Plus précisément,

dans les études sur la commande des GET, le principe du juste-à-temps vise à

 effectuer le nombre minimum de tirs des transitions d’entrée,
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 retarder au maximum le tir de ces transitions, tout en satisfaisant des objectifs de

commande.

4.3. Commande d’un système max-plus linéaire en boucle ouverte

4.3.1 Poursuite de trajectoire

Précisément, le problème de commande en boucle ouverte résolu est le suivant : On dispose

d’un système (un GET avec ݌ entrées et ݍ sorties) dont on connaît la matrice de transfert H

∈ ௟×௠ܦ . On désire, à l’aide des entrées ݑ ∈ ,௟ܦ faire en sorte que les sorties du système suivent

au mieux des trajectoires déterminées dites de consignes z ∈ D୫ . Dans [Cohen et al, 1989], il a

été montré que ce problème a une solution optimale, c’est-à-dire qu’il existe une plus grande

commande d’entrée u୭୮୲∈ D୪, telle que la sortie résultant de cette entrée (y୭୮୲= H u୭୮୲) soit

inférieure ou égale à la sortie désirée z (y୭୮୲≼ z). La commande ௢௣௧estݑ alors optimale).

Figure (4.2): Problématique générale de la commande en boucle ouverte

Déterminer la plus grande commande revient à sa borne supérieure (notée u୭୮୲) qui nous

donnera la plus grande commande vérifiantla condition ≽ு൫u୭୮୲൯ܮ z .On peut déjà remarquer

que cet ensemble n’est pas vide puisque ݑ = estߝ solution, c.-à-d.ܮு (ߝ) = ≽ߝ z.

En fait, La théorie de la résiduation permet de résoudre ce problème directement.

La commande optimale u୭୮୲est donnée par :

=௢௣௧ݑ sup{ݑ� (ݑ)ுܮ|௉ܦ߳ ≼ ுܮ=�{�ݖ
# (z) = H z (4.3)

Remarque 4.1. La commande optimale (4.3) correspond à la commande faisant entrer les

jetons le plus tardivement possible dans le système, tout en garantissant qu’ils sortent avant les

dates désirées.

Considérons le graphe d’événement temporisé de la figure (3.3) La matrice de transfert du

système est donnée parla fonction de transfert suivante :

H = ൤
∗(ଷ଺ߜଶହߛ)ଶସߛ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶସߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
൨
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On souhaite avoir un vecteur de sortie ≽ݕ z avec

K 0 1 2 3 4 5 6

)ଵݖ )݇ 0 67 134 201 268 335 402

)ଶݖ )݇ 0 67 134 201 268 335 402

La consigne peutݖ être exprimée par des séries formelles dansܯ௜௡
௔௫⟦ߜ,ߛ⟧comme suit

Z= ൤
∗(଺଻ߜଵߛ)଺଻ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)଺଻ߜଵߛ
൨

La plus grand commande s’écrit dans ௜௡ܯ
௔௫⟦ߜ,ߛ⟧ sous la forme =௢௣௧ݑ H Z

௢௣௧=൤ݑ
∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ
൨

Le vecteur de sortie est donnée par:

൤=ݕ
∗(଺଴ߜଵߛ)

∗(଺଻ߜଵߛ)
൨

Figure (4.3) : représentation de etݖ,௢௣௧ݑ ݕ

Remarque 4.2. Dans la figure (4.3-a) une représentation de la trajectoire ௢௣௧estݑ donnée. On

remarque dans la figure (4.3-b) que la sortie ݕ ne satisfait pas la trajectoire désire .ݖ
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Le vecteur de sortie optimale correspondant est:

௢௣௧ݕ = ௢௣௧ݑܪ

௢௣௧=൤ݕ
∗(଺଻ߜଵߛ)

∗(଺଻ߜଵߛ)
൨

Ce dernier est la plus grande sortie inférieure ou égale à la consigne z.

Figure (4.4) : représentation de etݖ ௢௣௧ݕ

Remarque 4.3. La sortie ௢௣௧satisfaitݕ bien la consigne désirée dansݖ les deux cas. On a donné

sur la figure (4.4). (a) une représentation de la sortie ௢௣௧ଵݕ et la sortie désirée1ݖ , et une

représentation de la sortie ௢௣௧ଶݕ et la sortie désirée 2ݖ sur la figure (4.4). (b). on a abouté que

la sortie optimale respecte la spécification ≽ݕ z.

4.3.2 Poursuite de modèle

La démarche adoptée ici, empruntée à l’automatique classique, est de "compenser" la

dynamique du système nominal H par l’action d’un autre système (max,+) linéaire, noté P (un

correcteur), dont on sait sa fonction de transfert.

Le système H muni du correcteur P possède alors un transfert différent noté ௉parܩ la suite.

Structurellement, le correcteur P s’interpose entre la consigne d’entrée ,ݒ qui devient l’entrée

du système corrigé ௉ܩ ) et la commandeݑ du système nominal H (voir figure (3.3)): La

commande ݑ est élaborée par le correcteur P à partir de la consigne .ݒ De la relation de

transfert ݕ = Hݑ (pour le système libre) on passe à une relation de transfert ݕ = HPݒ = ݒ௉ܩ

pour le système corrigé. La synthèse du correcteur est effectuée dans l’objectif d’atteindre pour

le système commandé ௣unܩ transfert aussi proche que possible du transfert de référence donné

par la matrice .௥௘௙ܩ
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4.3.2.1 Synthèse d’un correcteur de type précompensateur :

La correction de la dynamique d’un système H ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௟×௠ peut se faire aussi par

l’action d’un précompensateur P ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௠ ×௠ (situé entre la consigne v et la commande .(ݑ

Il s’agit de modifier de manière structurelle le comportement du système.

Le problème de commande consiste simplement à choisir la dynamique (le transfert) du

précompensateur P de telle sorte que le système contrôlé ௣ܩ ∈M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧௟×௠ possède la

dynamique décrite par un modèle de référence ௥௘௙∈M୧୬ܩ
ୟ୶⟦γ, δ⟧௟×௠ spécifié sous forme de

matrice de transfert. ݒ

Formellement, on cherche :

௢ܲ௣௧= sup൛�ܲหܲܪ ≼ .�௥௘௙�ൟܩ (4.5)

La solution optimale est immédiate, puisque ுestܮ résiduable :

௢ܲ௣௧= H .௥௘௙ܩ (4.6)

Système Système Système de
Nominal précompensé référence

Figure (4.5): Commande avec modèle de référence.

4.3.2.2 Correcteur Neutre: est intéressant d’un point de vue pratique d’avoir G୰ୣ ୤ = H,

l’objectif est alors de maintenir les performances entrée/sortie du système. Cette stratégie

conduit au précompensateurP୭୮୲= H H, qualifié de neutre. Il exprime simplement le fait que

l’on peut toujours "filtrer" le flux d’entrée d’un système H par un précompensateur sans

dégrader les performances initiales.

Illustration (4.1)

ቈ=ܪ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

L’objectif est de laisser le comportement entrée/sortie du système inchangé, tout en retardant

au plus les entrées dans le système.
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ܪ=௥௘௙ܩ = ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

Le correcteur P୭୮୲= (H ௥௘௙ܩ ,) = H H, est donné ci-dessous et une réalisation de ce

correcteur est donné sur la figure (4.7):

P୭୮୲= ൤
∗(଺଴ߜଵߛ) ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)଻ିߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)
൨.

Le système P n’est pas causal, il suffit donc de projeter P dans le dioïde des séries causales

M୧୬
ୟ୶ା⟦γ, δ⟧, le projecteur noté P୰ା Ainsi, le précompensateur est donné par :

P୰ୟ୲=P୰ା ( P୭୮୲)= ൤
∗(଺଴ߜଵߛ) ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)଺଴ߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)
൨.

Une réalisation de ce précompensateur est donnée figure (4. 7). Les équations récurrentes

fournissant l’expression de la commande u en fonction de la consigne v sont les suivantes sur le

dioïdeℤ௠ ௔௫:

൜
uଵ(k) = 60uଵ(k − 1) ⊕ vଵ(k)

uଶ(k) = 67uଶ(k − 1) ⊕ 60vଵ(k − 1) ⊕ vଶ(k)
�

La réalisation du système précompensé est donnée sur la figure (4.7)

Figure (4.6): La réalisation du précompensateur permettant d’approcher ௥௘௙ܩ = ܪ
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On a trouvé que ܪ = ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

Il apparaît clairement que les composantes n’ont pas le même taux de production 1/60 pour

la composante reliant ଵàݑ ,ଵݕ 0 pour celle reliant ଶݑ à ,ଵݕ 1/67 celle reliant ଵݑ à ଶݕ et 1/67 celle

reliant ଶݑ à .ଶݕ Le choix du modèle de référence peut se faire de manière à homogénéiser le

comportement périodique de ces 4 composantes. Pour cela on choisit comme modèle de

référence un transfert dont les 2 composantes ont un taux de production de 1/67, soit par

exemple le transfert suivant :

௥௘௙ܩ = ቈ
∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

Pour tout modèle de référence G୰ୣ ୤∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧୪×୫ et un matrice de transfert

H ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧୪×୫ ,il existe un plus grand précompensateur P୭୮୲ périodique P୭୮୲∈

M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧୪×୪tel que GP୭୮୲≼ G୰ୣ ୤. le précompensateur P୭୮୲et donné par le calcul

P୭୮୲= H G୰ୣ ୤

Le précompensateur est donné ci-dessous

P୭୮୲= ൤
∗(଺଻ߜଵߛ) ∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହିߜ

∗(଺଻ߜଵߛ)଻ିߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)
൨.

La projection de P dans le dioïde des séries causales M୧୬
ୟ୶ା⟦γ, δ⟧ est donner par :

P୰ୟ୲=P୰ା ( P୭୮୲)=൤
∗(଺଻ߜଵߛ) ∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)଺଴ߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)
൨.

La réalisation de ce précompensateur est donnée sur figure (4.8). Les équations récurrentes

fournissant l’expression de la commande u en fonction de la consigne v sont :

൜
uଵ(k) = 60uଵ(k − 1) ⊕ vଵ(k) ⊕ 42 vଶ(k − 1)

uଶ(k) = 67uଶ(k − 1) ⊕ 60vଵ(k − 1) ⊕ vଶ(k)
�
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Figure (4.7): La réalisation du précompensateur permettant d’approcher ௥௘௙ܩ ≠ ܪ

4.4. Commande de système max-plus linéaires en boucle fermée

Comme en automatique classique, l’objectif de la commande en boucle fermée est de

prélever de l’information en sortie du système afin de piloter au mieux le système. Les

correcteurs sont calculés dans un objectif de poursuite de modèle, c’est à dire. Que le système

corrigé doit s’approcher au mieux du comportement d’un modèle de référence.

4.4.1Synthèse d’un correcteur de type retour de sortie

La structure considérée ici est représentée sur la figure (4.8). Il s’agit ici de modifier la

dynamique d’un système H ∈M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧୪×୫ par l’ajout d’un correcteur F ∈M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧୫ ×୪

(situé entre la sortie et l’entrée de H). L’objectif de commande est d’imposer au système bouclé

la dynamique décrite par un modèle de référence G୰ୣ ୤∈M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧୪×୫ spécifié sous forme de

matrice de transfert. En théorie des systèmes linéaires, ce problème de commande est similaire

au problème classique de poursuite de modèle (model matching problem [Wang and Desoer,

1972]). Ce travail est détaillé dans la thèse de B. Cottenceau [Cottenceau, 1999] et dans les

articles [Cottenceau et al., 1999],[Cottenceau et al., 2001].

Figure (4.6): Présente la structure adoptée. Elle conduit au système d’équations suivant :

൜
ݔ = ݒ ⊕ ݕܨ
=ݕ ݑܪ

� (4.8)
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La relation de transfert entre la consigne v et la commandeݑ, puis la sortie y sont données ci-

dessous :

ݑ = ( ܪܨ ݒ∗( (4.9)

=ݕ ܪܨ)ܪ .ݒிܩ=ݒ∗( (4.10)

Nous avons montré, dans [Cottenceau et al., 2001], que l’inégalité ிܩ = ܪܨ)ܪ )∗ ≼

௥௘௙ܩ admet une plus grande solution

=௢௣௧ܨ H ௥௘௙ܩ H (4.11)

Demonstration (4.1)

∗(ܪܨ)ܪ ≼ ௥௘௙ܩ ⇔ ∗(ܪܨ) ≼ ௥௘௙ܩ ܪ

⇔ ܪܨ ≼ ௥௘௙ܩ ܪ

⇔ ܨ ≼ ܪ ௥௘௙ܩ ௢௣௧ܨ=ܪ

Système système en système de
Nominal boucle fermée référence

Figure (4.8): Commande avec modèle de référence : correction d’un système H par un

correcteur F de type retour de sortie.

L’inégalité ܪܨ)ܪ )∗ ≼ ௥௘௙ܩ signifie que le système corrigé sera plus rapide que le modèle

de référence.

Le plus grand correcteur sera celui qui induira la plus grande commande pour atteindre cet

objectif, c’est à dire. , celui qui retardera le plus l’entrée des jetons dans le système.

Illustration (4.2)

Nous rappelons le modèle entrée/sortie de ce système :

ܪ = ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.
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Nous choisissons ici le modèle de référence suivant :

௥௘௙ܩ = ቈ
∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

Le correcteur de type retour de sortie optimal est donné par le calcul de

=௢௣௧ܨ H ௥௘௙ܩ H (4.12)

௢௣௧ܨ = ൤
∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହିߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ହ଻ିߜ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶିߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶିߜ
൨.

On doit alors considérer l’opérateur de projection Prା : M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ → M୧୬

ୟ୶ା⟦γ,δ⟧ .en

appliquant l’opérateur de projection surܨ௢௣௧,on obtient ௢௣௧ାܨ :

௢௣௧ା=Prାܨ (H ௥௘௙ܩ H) (4.13)

=௢௣௧ାܨ ൤
∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଵ଴ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ
൨.

Où ௢௣௧ାestܨ le plus grand retour de sortie causal. On peut voir la réalisation de ce correcteur

sur la figure (4.9)

Figure (4.9) : Réalisation du correcteur retour de sortie ௢௣௧ܨ
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Il conduit au transfert suivant :

ݑ = ݒ∗(ܪ௢௣௧ܨ) (4.14)

ݑ = ൤
∗(଺଻ߜଵߛ) ∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)଺଴ߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)
൨ݒ.

La sortie est donnée par :

=ݕ ݒ∗(ܪ௢௣௧ܨ)ܪ (4.15)

ቂ
ଵݕ
ଶݕ
ቃ=ቈ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)଺଻ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉ቂ
ଵݒ
ଶݒ
ቃ.

La figure (4.10) représente le modèle de référence ,௥௘௙ܩ le transfert nominal et le transfert en

boucle fermée

௢௣௧ାܨ)ܪ=ி೚೛೟ܩ ∗(ܪ (4.16)

ி೚೛೟=ቈܩ
∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)଺଻ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉

Figure (4.10) représentation deܩ௥௘௙,ܩி೚೛೟ et H
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Remarque 4.4. Le comportement entrée-sortie du système corrigé, noté G୊୭୮୲, composé du

modèle du système, noté M, et du correcteur ,௢௣௧ܨ est identique au comportement du modèle

de référence, noté G୰ୣ ୤

Remarque 4.5.Il est possible de synthétiser un correcteur neutre. Le modèle de référence est

alors G୰ୣ ୤ = H, et le correcteur optimal estܨ௢௣௧= H H H.

Illustration (4.3)

Le correcteur de type retour de sortie optimal est donné par le calcul de

ܨ ௢݊௣௧= H H H. (4.17)

ܨ ௢݊௣௧ = ൤
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହିߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶିߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶିߜ
൨.

Où ܨ ௢݊௣௧ାest le plus grand retour de sortie causal (et réalisable).

ܨ ௢݊௣௧ା=Pr+ ܨ) ௢݊௣௧) (4.18)

Donc ܨ ௢݊௣௧ା= ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ
቉.

On peut voir une réalisation de ce correcteur sur la figure (4.11). Il conduit au transfert suivant :

ݑ = ݒ∗(ܪ௢௣௧ܨ)

ݑ = ൤
∗(଺଴ߜଵߛ) ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)଺଴ߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)
൨ݒ.
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Figure (4.11) : réalisation de retour de sortie neutre ܨ ௢݊௣௧

La sortie est donnée par :

=ݕ ݒ∗(ܪ௢௣௧ܨ)ܪ (4.19)

=ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉ݒ.

Figure (4.12) représentation de ி೚೛೟೙ܩ,௥௘௙ܩ et H
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Remarque 4.6. Le comportement du système H est identique au comportement du modèle

Corrigé avec le correcteur neutre, noté G୤୭୮୲୬ . L’objectif de correcteur précompensateur

neutre est alors de maintenir les performances entrée/sortie du système.

4.4.2 Synthèse d’un correcteur de type retour d’état

Ils ont proposé dans [Cottenceau et al. 2001] la synthèse de correcteurs de type de retour

d’état, la structure est donnée figure (4.13).

On rappelle qu’il est toujours possible d’obtenir la représentation d’état d’un GET sous la

forme

൜
ݔ = ݔܣ ⊕ ݑܤ
=ݕ ݔܥ

� (4.20)

Avec ܣ ∈ ௜௡ܯ
௔௫⟦ߜ,ߛ⟧௡×௡ , ܤ ∈ M୧୬

ୟ୶⟦γ, δ⟧௡×௠ et ܥ ∈ ௜௡ܯ
௔௫⟦ߜ,ߛ⟧௟×௡ . La commande est donnée

par l’expression suivante :

ݑ = ݔܭ ⊕ (4.21)

Avec K∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ,δ⟧௠ ×௡. La représentation du système corrigé par ܭ devient donc :

൜
ݔ = ݔܣ ⊕ ݔܭ)ܤ ⊕ (ݒ
=ݕ ݔܥ

�⇒ ൜
ݔ = ܣ) ⊕ ܭܤ ⊕ݔ( ܤ ݒ
=ݕ ݔܥ

�

Finalement, le transfert entrée-sortie du système muni du correcteur K devient :

=ݕ ܣ)ܥ ⊕ ܭܤ )∗ ܤ ݒ = .ݒ௞ܩ

B∗ܣ∗(ܭܤ∗ܣ)∗ܣܥ=௞ܩ

= ∗(ܤ∗ܣܭ)B∗ܣܥ .

L’utilisation d’un correcteur de type retour d’état améliore les performances, c.-à-d.

engendre une commande plus grande et un système corrigé plus proche du modèle de

référence.

Figure (4.13): Commande avec modèle de référence : correction d’un système par

un correcteur de type retour d’état.
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Illustration (4.3)

Comme illustration on peut toujours reprendre l’exemple président (figure (3.3)) on rappelle

la fonction de transfert du système en boucle ouverte :

ܪ = ቈ
∗(଺଴ߜଵߛ)ଶହߜ ߝ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

On choisit ici, comme modèle de référence :

= ቈ
∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)௥௘௙ܩ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉.

Le calcul du retour d’état nous donne :

=௢௣௧ܭ Pr+ (H ௥௘௙ܩ B∗ܣ ) (4.23)

௢௣௧ܭ = ൤
∗(଺଻ߜଵߛ) ∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଵ଴ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)଺଴ߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ) ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ
൨ݒ.

Figure (4.14) : réalisation de retour d’état ௢௣௧ܭ

Remarque 4.7. Il est à noter que les correcteurs de type retour de sortie et de type retour d’état

sont liés par la relation suivante :
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=௢௣௧ାܨ ௢௣௧ܭ ܥ (4.24)

௢௣௧ܭ ܥ = ൤
∗(଺଻ߜଵߛ)ସଶߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଵ଴ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷହߜଵߛ
൨=ܨ௢௣௧ା

ቈ=∗(ܪ௢௣௧ାܨ)ܪ=ி೚೛೟శܩ
∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)଺଻ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉⋞ ௥௘௙ܩ

ܣ௢௣௧ܭ)ܪ=௄೚೛೟ܩ
ቈ=∗(ܤ∗

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)଺଻ߜଵߛ

∗(଺଻ߜଵߛ)ଶହߜ ∗(଺଻ߜଵߛ)ଷଶߜ
቉⋞ ௥௘௙ܩ

Figure (4.15) représentation de ௞೚೛೟ܩ,௥௘௙ܩ et H

Remarque 4.8. Le comportement du modèle de référence est le même que le comportement du

système de retour d’état, c'est-à-dire on a abouti l’objectif.

Figure (4.16) représentation de ,௣ݕ,௢௣௧ݕ,ݕ ௥௘ݕ et ௥௦ݕ
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Remarque 4.9. Toutes les sorties corrigés sont les même avec les sorties désires

Conclusion :

Dans cette section, nous avons synthétisé des lois de commande qui permettent de respecter

la table horaire préalablement défini pour notre système de transport.



Conclusion

Générale



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthodologie de commande d’un système de

transport public (STP) modélisé par un système d’équation dans les algèbres max-plus en vue

de respecter une table horaire préalablement calculée. L’intérêt d’un tel travail ne se démontre

pas. En effet, avoir un système de transport performant qui permet de palier aux aléas et qui

permet de remédier à certain problèmes de fonctionnement est le rôle de tout système de

gestion.

Le mémoire est devisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons donné des rappels fondamentaux concernant les

propriétés mathématiques des dioïdes, la théorie de la résiduation et un ensemble de

définitions sur la théorie des systèmes.

Le deuxième chapitre a porté sur la modélisation de systèmes à événements discrets (SED)

par une sous-classe des réseaux de Petri (RdP) appelée les graphes d’événements temporisés

(GET) qui admettent une représentation linéaire dans l’algèbre max-plus. Ensuite, différentes

représentations pour les graphes d’événements temporisés rencontrées dans la

littérature (représentation aux dateurs, aux compteurs, par des séries formelles) ont été

étudies.

Dans le troisième chapitre les systèmes de transport publics ont été étudiés. Il consiste à

assurer, d’une part, une meilleure gestion des correspondances en minimisant les temps

d’attente des passagers, et d’autre part, une exploitation optimale des ressources matérielles.

Dans le quatrième chapitre, nous avons présenté des travaux portant sur la commande de

graphes d’événements temporisés (GET) dans l’algèbre des dioïdes ୧୬ܯ
௔௫⟦ߜ,ߛ⟧. Les deux

structures considérées sont la commande optimale en boucle ouverte où l’objectif est de

poursuivre une trajectoire ou un modèle de référence, dans un second lieu, une commande en

boucle fermée par retour de sortie ou par retour d’état est synthétisé en vue de poursuivre un

modèle de référence. Ainsi, différents types de correcteurs ont été synthétisés et réalisés sous

forme de graphes de commande ce qui permet, de faciliter leur implémentation.
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La librairie MinMaxGD [Cottenceau et al. 2000] se présente comme un ensemble

d’instructions écrites en C++, liées au logiciel Scilab. Cette librairie permet de manipuler des

séries rationnelles dans le dioïde M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧

Dans la suite de cette annexe, on trouvera l’ensemble des scripts Scilab utilisés pour effectuer

les différents calculs.

Tout d’abord, nous allons découvrir l’utilisation de la MinMaxGD dans Scilab à travers un

exemple. L’exemple traité dans la suite correspond à notre système de transport illustre à la

figure (3.3).

==========

scilab-3.1.1

Copyright (c) 1989-2005

Consortium Scilab (INRIA, ENPC)

==========

Startup execution:

loading initial environment

Commençons par charger la librairie dans l’environnement Scilab

-->scipad('C:\PROGRA~1\SCILAB~1.1\MINMAX~1.1\loader.sce');

-->shared archive loaded

MACROS =

C:\Program Files\scilab-3.1.1\minmaxgd1.1\macros\

La commande ܣ = smatrix(݉ , )݊ permet de déclarer une matrice (notée (ܣ de ݉ lignes et ݊

colonnes. Après la déclaration, tous les termes de la matrices sont initialisés à .ߝ

L’initialisation s’effectue à l’aide de la commande series. Par exemple pour initialiser

l’élément (1,2) de la matrice ܣ à une série (1,2)ܣ = γδଷହ

La syntaxe serait la suivante :

(1,2)ܣ = ݏ݁ ݎ݅ )ݏ݁ ,ݏ݁݌ [1 35], )݁

Le calcul de la fonction de transfert du système ܪ = ܤ∗ܣܥ . Dans Scilab ce calcul est donné

par l’instruction suivante :

ܪ = ܥ ∗ ݐܽݏ ݎ݃ (ܣ)݀ ∗ ܤ



Annexe

2 Syntaxe générale

MinMaxGD reconnaît les types élémentaires suivants : type série (noté séries) et le type

matrice (noté smatrix) correspondant au dioïde M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧ . MinMaxGD reconnaît les

opérations algébriques de base suivantes (soit deux éléments ܽ et ܾ∈ M୧୬
ୟ୶⟦γ, δ⟧)

opération syntaxe

⊕

(somme)

ܽ+ ܾ

⊗

(produit)

ܽ∗ ܾ

(résiduation à droite)

ܽ/ܾ

(résiduation à gauche)

ܽ\ܾ

*

(étoile de Kleene)

Stargd( )ܽ

ାݎܲ

(projection dans les causaux)

Parcaus( )ܽ

3. Exemple

On donne dans la suite le script Scilab de la commande d’un système de transport illustré par

la figure (3.3)

clc

//initialisation des matrices

A = smatrix(4,4);

B = smatrix(4,2);

C = smatrix(2,4);

Gref = smatrix(2,2);

//affectation des valeurs des matrices

//la matrice d'état:
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A(1,2)=series(eps,[1 35],e);

A(2,1)=series(eps,[0 25],e);

A(3,4)=series(eps,[1 35],e);

A(4,2)=series(eps,[0 0],e);

A(4,3)=series(eps,[0 32],e)

//la matrice de commande:

B(1,1)=series(eps,[0 0],e);

B(3,2)=series(eps,[0 0],e);

//la matrice d'observation:

C(1,2)=series(eps,[0 0],e);

C(2,4)=series(eps,[0 0],e);

// calcule du la fonction de transfert

At = stargd(A)

H=C*At*B

///////////////////////////////////////////

//////// la commande en BO ////////////

///////////////////////////////////////////

//le trajectoire désiré//

z(1,1) = (series(eps,[1 67],[1 67]));

z(2,1)= (series(eps,[1 67],[1 67]))

//Commande en boucle ouverte(commande par Poursuite de trajectoire)

uopt =(H\z)

//la sortie optimale

//Le plus grand transfert Hsup

Hsup=(z/uopt)

yopt = H*uopt

ysup=Hsup*uopt

///////////*************////////

// par le modèle de référence

///////////*************////////

////Détermination du modèle de référence

Gref(1,1)= series(eps,[0 25],[1 67]);

Gref(1,2)= series(eps,[0 0],[1 67]);
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Gref(2,1)= series(eps,[0 25],[1 67]);

Gref(2,2)= series(eps,[0 32],[1 67])

//* un correcteur de type précompensateur*//

Pop=(H\Gref)

Popt=prcaus(Pop)

//la sortie du système avec le précompensateur

yp1 = Popt*H*uopt

//correcteur neutre

Pn=(H\H)

Pnc=prcaus(Pn)

//la sortie du systèmeavec correcteur neutre

yn1 = H*Pn*uopt

///////////*************////////

//// * la commande en BF * ////

///////////*************////////

// retour de sortie

//Calcul du correcteur optimal (noté Fopt) de type retour de sortie

//tel que MH(Fopt) <= Gref.

Fopt = H \ Gref / H

//Fopts = Hsup \ Gref /Hsup

//Calcul du plus grands correcteurs causal Fopt+ et Fopts

Fopt_p = prcaus(Fopt)

//les fonctions de transferts

Gfopt = H*stargd(Fopt_p*H)

//HFs = stargd(Hsup * Fopt_p)*Hsup

//les sorties de systèmes en BF (RS)

uf=prcaus(stargd(Fopt*H))

yf=Gfopt*uf

///correcteur de sortie neutre///

Fnopt = H \ H / H
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//Calcul du plus grand correcteur causal Fopt+

Fnopt_p = prcaus(Fnopt)

// le plus grand transfert Hsup est donné par

unf=stargd(Fnopt_p*H)

// le plus grand transfert Hsup est donné par

Gfoptn = H*stargd(Fnopt_p*H)

//la sortie est donné alors par

ynf=Gfoptn*unf

///////////*************////////

///////// retour d'état/////////

Kopt = H \ Gref / (At*B)

//Calcul du plus grand correcteur causal Fopt+

Kopt_p = prcaus(Kopt)

yfe=C*At*B*stargd(Kopt*At*B)

////le correcteur neutre

Knopt = H \ H/ (At*B)

//Calcul du plus grand correcteur causal Fopt+

Knopt_p = prcaus(Knopt)

yfen=C*At*B*stargd(Knopt*At*B)

KC=Kopt_p/C

Gfop=H*stargd(Fopt_p*H)

Gkop=H*stargd(Kopt_p*At*B)
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