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Introduction geénérale

Introduction générale:

Larecherche opérationnellepeut étre définie comme I'ensemble des méthodestatiques
rationnelles orientées vers la recherche de ldened facon d'opérer des choix en vue d'aboutir au
résultat visé ou au meilleur résultat possible.

Dés lexvii € siécle, des mathématiciens comBiaise Pascatentent de résoudre des
problemes de décision dans l'incertain avec I'espé mathématique. D'autres,
auxvii © etxix ® siecle, résolvent des problémes combinatoiresdéhut duxx® siécle, I'étude de
la gestion de stock peut étre considérée comme &tamigine de la recherche opérationnelle
moderne avec la formule du lot économique (ditenfde deWilson) proposée patarris en 1913.

Mais ce n'est qu'avec la Seconde Gueorgdiale que la pratique va s'organiser pour la
premiere fois et acquérir son nom. En 19B@trick Blackett est appelé par I'état-major anglais a
diriger la premiére équipe de recherche opératimmeur résoudre certains problemes tels que
l'implantation optimale de radars de surveillanadaogestion des convois d'approvisionnement. Le
qualificatif «opérationnelle» vient du fait que la premiére application d'voupe de travail organisé
dans cette discipline avait trait aux opérationktairies. La dénomination est restée par la sui@&me
si le domaine militaire n'est plus le principal cigad'application de cette discipline.

Apres la deuxiéme guerre mondiale, édhmde du simplexe s’est imposée comme la seule
méthode efficace pour la résolution des prograniméaires (PL).

EN 197%achian a découvert le premier algorithme de type poitériaur projectif de
complexité polynomiale, pour des instances desdgmdimensions I'algorithme s’avéra inefficace.
En 1984Karmarkar a crée un algorithme qui révolutionna toutes éehierches dans les domaines
des algorithmes de complexité polynomiale, gréseraalgorithme&armarkar a palie aux
insuffisances de I'algorithme diachian. L'apparition de 'algorithme d&armarkar a permis le
développement des méthodes de points intérieursegemnt réveélées comme une véritable alternative
a la méthode du simplexe.sur tout aprés la déectvmarKlee & Minty en 1972 d’un exemple
prouvant que le simplexe peut aller jusqu’a uneplerité exponentielle.

Les méthodes de points intérieurs padiem point intérieur au domaine des solutions
réalisables, puis au moyen d'une stratégie fixegedtoire centrale,...) déterminent une valeur
approchée de la solution optimale. Parmi les ages de ces méthodes par rapport & la méthode du
simplexe, on peut citer par exemple la complexitfnomiale, la convergence super linéaire et leur
bon comportement numérique.

En 1994)en Hertoga classé les méthodes de points intérieurs emegusatégories :

* Méthodes de chemin central.

« Meéthodes affines et mise a I'échelle.
e Méthodes projectives.

« Meéthodes affines avec potentiel.
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Depuis quelques années, les chercheurs eisdaigénéraliser le principe de ces méthodes,
d’abord pour la programmation quadratique, puis f@programmation non linéaire.

Notre travail est consacré a I'étadenérique de deux méthodes des points intériaurs |
méthode d&armarkar qui est de type projectif, et la trajectoire calgr avec et sans poids de type
chemin central, pour la programmation lin€aire, et leur extenslans le domaine de la
programmation quadratique, non linéaire sous ciomiés linéaires.

Le mémoire est organisé comme suit :

Les deux premiers chapitresomhiictifs serrent a une introduction généraleleGzal
contient un survol rapide : éléments d’analyse emnwet d’algebre, ensembles, vecteurs, matrices,
dérivées, suites, convergence des suites, la citétides fonctions, la convexité des ensembles et
fonction convexe, par la suite : la programmatimathématique, classification d’'un probléme
mathématique, conditions d’optimalité dans la paogmation linéaire, la programmation
guadratique, et la programmation non linéaire...et

Le troisiéme chapitre est rédaflabord pour la présentation et la résolutiorcdae
méthode du simplexe a la programmation linéaines @ la méthode d€armarkar , dont on a
présenté les principes et les résultats de coameegétudiés pa¢armarka r [2], on a ainsi montré la
convergence polynomiale de cet algorithme suigiedes tests numériques sur différents exemples.

Le quatrieme chapitre est résenudr pr méthode de trajectoire centrale sans et jpoies
appliquées a la programmation de la complémentaré&aire comme formulation unificatrice de la
programmation linéaire et la programmation quadueticonvexe. D’une part, on a présenté le
principe et les résultats de convergence étudiéd . geeraghel etZ. Kebbiche [3], et on a soulevé
les inconvénients de cette méthode dont le problaajeur est celui de l'initialisation. Pour celand
la deuxieme partie, en s’inspirant de 'algorithdeegy e-Lustig(annexe) on a pu calculer une solution
primale-duale strictement réalisable. On a aingitngola convergence polynomiale de I'algorithme en
question suivie par des tests numeériques sur différexemples.

Le cinquieme chapitre dans la pegmpartie, on s’est intéressé a I'extension aedthode
deKarmarka r pour la programmation non linéaire convexe areomies linéaires. Dés premier
temps, on a fait une synthése générale contengnnkgpe pour la méthode darmarkar , et les
techniques de linéarisation combinées avec I'agmrojective, puis des tests numeériques qu’'on a
exécutés sur différents exemples.

dans la deuxiéme partie, On a faét synthése générale contenant le principe surdthade
de trajectoire centrale (sans et avec poids),dbleme barriére perturbé (sans et avec poids) et sa
résolution via 'approche newtonienne. Signalons kppération la plus colteuse dans I'algorithme
obtenu réside dans la direction qui nécessitelteicde I'inverse de la matric&{f(x) + X~15), a
chaque itération. L'algorithme décrit est sanctépar des tests numériques qu’'on a exécutés sur
différents exemples.

A la fin, dans le dernier chapiwa,terminera par définir et implémenter le lodicie
programmatiorMATLAB , a fin de concrétiser notre étude.



Chapitre 01 : notions de bases

1.1. Introduction :

Dans ce chapitre introductif, on va présenter quedqotions de bases
essentielles d’analyse et d’algébre sur la progranom mathématique, qui nous
permettent de résoudre de nombreux probléftiem va introduire une notion qui
joue un réle tres important : celle de la conved#s fonctions et des ensembles:

1.2. Ensembles et fonctions :
1.2.1. Ensembles convexes :
Définition 1.2.1.1:(oint intérieuy

SoiD € R" et yeY .

On dit que est intérieur & s'il existe un voisinage dg contenu dans.
D’une maniere équivalentg,est intérieur & s’il existee > 0 tel que :

z€Y ,Vztelque ||z—y| <c¢.

L’ensemble des points intérieury &st appelés I'intérieur d@ et noté int(Y).
Exemple:
L’ensembled = {x/||x|| < 1} a pour intérieur la boule unitéB, (0) = {x/||x| < 1}.
Définition 1.2.1.2. : Sous ensembles ouveérts

Un sous ensemidlest dit ouvert s'il coincide avec son intérieurst-a-dire
Sl

S =int(S).
Exemple :
B,.(a) = {peR™ /||p — al| < r} estun ensemble ouvert.
Définition 1.2.1.3. : Sous ensembles feriné

Un sous-ensemifec R" est dit fermeé si son complémentaire est ouvert.
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Exemple:

B,.(a) = {peR"™ /||p — al|| < r} estun ensemble fermé.
Définition 1.2.1.4. : Ensemble compakt
On dit queD < R"est borné si :
Vx € D,3r > 0tel que : ||x|]| < r & x € B,.(0) .
Définition 1.2.1.5 :
Un ensemble compact && est un ensemble fermé borné Rifr.
Définition 1.2.1.6 : Convexité des ensemb)es
Un ensemble € R" est dit convexe si et seulement si :
Vx,yeD,(1—-2)x + AyeD, VAe[0,1].
Définition 1.2.1.7:
Un ensembl® < R" est dit affine si et seulement si :
Vx,yeD,(1—-2)x + AyeD, VAeR.
Définition 1.2.1.8
On appelle hyperplan d&sun ensemble de la forme :
m=1{X € R"/(C,X) = a}.(,) :est le produit cartésien.
OuC # 0. Dans I'espac®™; un hyperplan défini deux demi-espaces
{X e R"/(C,X) < a}. Et {X € R"/(C,X) = a}.
Définition 1.2.1.9:

Un ensembld® < R" est un polyedre si et seulement si :

D ={xeR"/ Ax < b,0uAeR™™,xeR",beR™}.
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Définition 1.2.1.10 : (a projection d’un point sur un ensemble convexe)

On appelle projection d’'un paintsur un ensemble convexe ferMméin
point p,  tel que :

”pxo - xO” = minxeD”x - xo”-

On dit quel|p,, — x| est la distance minimale entrg et sa projection em.

1.2.2. Fonctions convexes:
Définition 1.2.2.1 ;

On appelle une fonction de plusieunsaldes et a valeurs réelles une
fonction :

f:R® — Ripour x = (xq, ..., X))t € R, f(x) = f(xy, ..., x,,) € R.
Définition 1.2.2.2:

Une fonctiorf: R™ — R est continue au point = (x4, ..., x,,)* € R" si et
seulement si pour tout> 0, il existea > 0 tel que pour tout

Y =01 ) ER™:
ly —xll<a=Ify) - fl)] <e.
Définition 1.2.2.3 : fonctions convexgs

Une fonctiori : R"— R est dite convexe sur un ensembleconvexe si
elle vérifie :

VXx,yeD.
v Xe[0,1].

FA=-Dx+Ay) < 1-DfE® + AfY).
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Définition 1.2.2.4 : fonctions affinep
f est dite affine si elle vérifie :

Vx,yeD.
vV Ae R

FA=-Dx+2Ay)= 1-Df® + rAf{).

1.2.3. Matrices et vecteurs :

Une matrice & R™" est notée A=q;;) ,1<i<m, Ixj<n.

Le j*™ vecteur colonne de A esf = Ae; /A = (a4, a,, ... a,). e; :est le vecteur
unitaire.

Un systeme de vecteursu,, € R™ est noté sous forme matricielle :
U= (uy,...u,) € R™" Avecuy; le j*™vecteur colonneJ.
Définition 1.2.3.1 : Matrice transposée

La matrice transposée= A’ , d’'une matriced est la matrice obtenue en
inter-changeant les lignes et les colonnes agit= a;;

Remarques :
Soitd une matrice carrée, on a:
1)AtA et AAY sont symétriques.
2) On aAHt = A et(4B)' = BtA.
Définitions 1.2.3.2 :

Soitd une matrice carrée symétrique d’ordre n.
A est dite définie positive six!Ax >0,V x # 0,x € R".
A est dite semi définie positive stt4x > 0,x € R™.

A est dite définie négative siAx <0 ,Vx # 0,x € R™,

A\ .

A est dite semi définie négative sf4x < 0,x € R™.
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Définition 1.2.3.3 :

Une norme matricielle est une appioeall. || :M, (k) —» R, qui vérifie les
propriétés suivantes :
1. Al =0 = 4 = 0,et ||All = 0,VAeM,, (k)

2. ||aAll = |al||All, Vaek.

3. lA+ Bl < ||All + lIBIl, VA, BeM,, (k).

4. ||Ax B]| < [|All x [|IBIl, VA, BeM,, (k).

5. ||A. x|l < llA]l x ||x]|, VxeR™.
Exemple :

Les trois normes usuelles sont :

a. ||All; = max; 7 24| ay]

b. [|All, =/p(4?); avec:

p(A?) rayon spectral de AJ|Al|? = max;<i<, (14;1]).
A; - Valeur propre deA2.
c|lAll, = max; Z7=1|aij| .
Définition 1.2.3.4 (matrice gradient

Soitz = (g1, 97 - gm)': R® - R™ tel que g;: R"* - R est différentiable,
pouri = 1...m.dans ce ca%; est différentiable, et la fonctidfz (x): R™ —» R™™
est appelé matrice gradient et est définie par :

991, %9m
6x1 6x1
VG(x) =| . :
991 .. 99m
Oxn Oxn

Remarque:

La matrice gradient est souveniaééd dans sa forme transposée et est
appelée matrice Jacobéenne de
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Définition 1.2.3.5: (natrice Jacobéenpe

Soitz: R™ - R™ .la fonction/G (x): R™ - R™*" est appelée matrice
Jacobéenne et est définie par :

0x1 9x;, ... Oxp
Vg1 ()" 99, 0g: . 092

]G(X) =VG(x)t = : =\| ox1 0x; . Oxn |
Vgm ()" L

\agm 09m agm/
dx1 O0xy 0xy

Nous pouvons effectuer la méme analgsdifférentiabilité faite sur la
fonctionVG dans la section (1.3.4) pour chacune des fonclipnéx) de la définition
(2.3.4).

Définition 1.2.3.6:(e second ordie

L&°™ dérivée partielle d&;g(x) est la dérivée seconde gléx), par rapport
aViglx) 00 g(x)/ox;) _ 0% g(x)
6x]- o an o axiax]- ’

aux variablex; etx; car :

Définition 1.2.3.7: Matrice Hessienrje
Soit g: R®™ — R une fonction deux fois différentiable.

La fonction noté&?g(x): R® - R™ " est appelée matrice Hessiennegyds est
définie par :

[azg(x) 0%g(x) 0%g(x)

0x?  0x0x,  0x;0x,

Vig(x) = : : o
0%g(x) 0%g(x) 0%g(x)
0x,0x; Ox,0x, ~  0x2

Remarque:

La matrice Hessienne est toujours Skiquéd.

Notons que la Hessienne geest la matrice gradient de la matricg.
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1.2.4. Convergence des suites daR$ et dansR :
Définition 1.2.4.1 :

On définit une suite daf®* par: (p*) -, avec p* = (p¥,pk, ..., pk) et
pFeR telquei=12,...,n.

1 2k

Exemple: p* = (—

k+1’ 1+k2

) une suite daniR?.

Définition 1.2.4.2 :

Soifp, ) x>¢ Une suite de points (ou vecteurs)RIe. on dit que cette suite
converge vers une limige € R" si et seulement si pour togit> 0, il existek,tel que

Quel que soit: k >k, = |lpk—pll <e.

On note alotn,_,., p* = p ou encore parfoig® — p.dans le cas contraire
on dit que la suite diverge.

Dans le cas= 1, on a||p* — p|| = |p* — p| et on trouve la définition
usuelle de la convergence des suites reelles.

Remarque:
S(p*) converge, sa limite est unique.
Définition 1.2.4.3 :

Une suitép®),, est dite “"de Cauchy” si et seulement si pourttac> 0,
il existek, tel quek,l > k, = ||p* —p!|| < .

Remarque:

DansR”" , p* suite de Cauchg= (p*) convergente.

» Dans ce chapitre, on a donné quelques définitibpdesthéoremes généraux
des fonctions et des ensembles, qui vont nous ades étudier dans les

chapitres prochains.



Chapitre o2 : Programmation Mathématique

2.1. Introduction :

La programmation mathématique, et plus particutiemet I'optimisation vise a
résoudre des problemes ou I'on cherche a détermpareni un grand nombre de
solutions candidates celle qui donne le meillendegnent. Plus précisément, on
cherche a trouver une solution satisfaisant unrebede contraintes qui minimise ou
maximise la fonction objectif donnée. L’applicatide la programmation
mathématique est en expansion croissante et seivetdans plusieurs domaines.

Dans ce chapitre, nous allons prieseles problemes classiques
d’optimisation, et leurs conditions d’optimalitéd&finir quelques notions usuelles.
D’une facon générale un programmehémagtique danR™ est un probleme

d’optimisation sous la forme suivante :

(Min f(x) ou Max f(x)
sC

Qp]{ gix) < 0,i:1..m

| hy&®) = 0,j:1..p

n
xesC R

Ou f: R™ - R estune fonction continiment différentiableepp fonction
objectif, et I'ensemble des conditiong{x) < 0,i:1..m; h;(x) = 0,j:1..p,

xes € R" }sont les contraintes du probléme (P1) .L’ensiemb

D={xesS R"/gi(x) < 0,i:1..m;h(x) = 0,j:1..p} estappelé 'ensemble

des solutions réalisable du probléme (P1).

2.2. Notions de base :
Définition 2.2.1 :
On appelle solution réalisable du probleme (P1t point vérifiant les

contraintes de ce probleme (P1) (apparten@nt a

10
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Définition 2.2.2 :

Un point x*eD qui minimise la fonction objectif sub dit solution optimale
du probleme (P1) si et seulement si :

vxeD , fx*) <f(X).

On note pararg min,, f(x), 'ensemble des solutions optimales du probleme.
Définition 2.2.3 :

Un pointx* € D est une solution optimale locale de (P1), s’ikexiun voisinage
V de x, et un€ > 0 tel que :

fx") < f(x),vxeV (x7)
ou
V) ={xeD/[|x-x"|| < €}

(x appartient au voisinage #éx*)) et on note parlocmin , f(x)'ensemble
des solutions optimales locales de (P1).
Et de plus si f e sont convexes, le minimum local est global peysrobleme (P1).
Remarques
Le probleme d’optimisation précedent comsist
- soit a chercher un point optimal (locgobal).
-soit, si un tel point n'existe pas drerche une borne inférieure a la fonction f.
-soit, a établir quéest non borné inférieurement durauquel cas
on adopte la conventioninfy, f (x)= —o .
-lorsqueD est vide on pose par conventiorinf, f (x)= 4+
2.3. Classification d’un programme mathématique :
On classifie le probleme (P1) selon des proprifetedamentales, a savoir la
convexité, la différentiabilité et la continuitésd®nctions dyprobleme(P1).
Définition 2.3.1:
- Un programme mathématique est dit convexe sy; eth; sont lineaires
sur un ensemblB® des solutions réalisables convexe.
- Sif, g; eth; sont différentiable le probleme est dit différebtés .
Signalons que, les programmes non ca@s/ex non différentiables sont les

plus difficiles a traiter.

11



Chapitre o2 : Programmation Mathématique

2.4. Qualification des contraintes :[13]
Pour que la qualification des contrainf€&C) soit vérifiee en tout pointx
dansD, il suffit que l'une des conditiond)ou @) soit réalisee:
(1)-toutes les contraintes de (P1) somdires, affinesk@arlin 1959) ou convexe.
(2)-toutes les contraintes d’'inégalitgéx) (I = 1...m) sont convexes et il existe
x e R" vérifiant g;(x¥) < 0,Vieleth;(x) (j = 1...p) affines, Glater 195Q.
-Pour que (QC) soit vérifiée en un paih¢ D il suffit que I'on ait :
(3) Les gradient®g; (x°)(i = 1...m), Vh;(x), (j: 1 ...p) des contraintes saturées
enx® sont linéairement indépendantésacco et Mc Cornick 1968)
Remarques
La résolution complete de (PM) traite dbmiglre les points suivants :
- L’existence d’'une solution optimale.
- La caractérisation de la solution.
- L’élaboration d’algorithme pour calculer cette gauo.
2.5. Existence et unicité de la solution :[14]
Théoreme 2.5.1 (weierstrass)
SD I'ensemble des solutions, est compact non vidR'tet sif est
continue suD alors (PM) admet au moins une solution optimatdagle x* € D.
2.6. Conditions d’optimalité (sans contraintes) :[4](cas sanscotraintes)
Soit le programme non linéaire et non contrai(iC) :
(pl{ Min f(x)

xeD € R"

Ou la fonctionf(x) est au moins deux fois continlment différentiables
Définition 2.6.1:
Soit x* € D, on dit queye D une direction admissible s'’il existe > 0 tel que
x*+tyeD, Vte[0,a]
« Soi un minimum local dé¢f (x), on a alors nécessairement pour tout
t > 0 assez petit.
f(x*+ty) —f(x*) = 0, Vy admissible ceciimplique :

lim,_,o L2 g ey y > 0.

12
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En particulier, la directiony = —V f(x*) est admissible et on déduit
-NfEHIF=z0 = IVfx)IF <0 = Vfx") = 0.
Théoréme 2.6.1(condition nécessaire d{ brdre) (cas sans contraint§s)
Soitc* minimum local pour (P1), on a aldv§(x*) = 0.
Un point x satisfaisant cette condition est appel§oint stationnaire.

Au deuxieme ordre, on obtient :
fx) < flx" +ty) = f(x*) +tVf(x)'y +§ t? y* Hf(x")y + O(t?).

guand t tend vers.

Commex*est un minimum local on a :

* _ * 0] 2
lim, o LEETED = 2yt f(x) y +hmtqo>§(f) = 3 YHf@x)y 20.

Théoréme 2.6.4condition nécessaire di™¥ ordre)[14]

Soitc* un minimum local pour (P1) on a alors :

{ Vf(x*)= 0
y'Hf(x)y =0, VyeD

La matrice hessienne au paihest donc semi-définie positive. Ces conditions
ne sont pas suffisantes.
Théoréme 2.6.3conditions suffisantes dif? ordre)[14]

Soitx* un point tel que :

Vf(x*)= 0
{ytHf(x*)y >0, VyeD

Alors x* est un minimum local (strict).
2.7. Conditions d’optimalité : (avec contraintgs

Soit le programme mathématique (PM):

Min f(x)
gix) <0, i=1,...,m
. P1
hi(x) = 0, j=1,...,p (P1)
x e R"

Ou les fonctiong, g; eth; sont au moins deux fois continment différentiable

13
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Définition 2.7.1 Le lagrangien du programme mathématique (PlJéfsti par :
L LW = fe) + X%y A gi () + X8 wihy (x).
Théoreme?2.7.1(Karush-Kuhn-Tucker)[14](avec contraintes)
Soitx™ un minimum local régulier de (PM). Alors, il etes les
multiplicateurs 1* € R7'et u* € RP tels que
( V(") + Z A7 gi(x) + X0 w iV hi(x*) = 0
Avec

(7, L(x*; 2*,u*) = 0); (condition d’optimalité ).

AV g; (x*) =0,(i = 1...m); (condition de complémentarité).

4= 0,(j =1...m) (KKT).
gi(x)<0, i=1,..,m

A

\ hi(x*) = 0, j=1,..,p.
sont aussi les conditions nécessaires du preorlre.
Remarques

1- Si les contraintes netgmas qualifiées en” , les conditions de KKT
ne s’appliguent pasc{ peut étre optimal sans veérifier ces conditions).
2- Si (PM) est convexe,desditions de KKT sont a la fois nécessaires

et suffisantes pour gue soit un minimum global.

soit  K*)={i/i=1...m, gi(x*)=0}, 'ensembles des indices des contraintes

d’inégalités actives au point™ .
Définition 2.7.2

On définit un espace tangentT{au point x d’un probléme (PM) par :

Te)={y € R":Vg (x)'y<0,i€l(x?) etV h(x)y=0j=1.p}.
Théoréme 2.7.2.(Conditions nécessaires dti"2rdre)[14]
Soitc*un minimum local régulier de (PM). Alors, il existe

des multiplicateura® € R} etp* € R? tels que:

— les conditions de KKT sont saiisis

— YyHL(" A", ) y>0,VyeT (x),( Hessiennesemi définie positive).
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Théoréme 2.7.3(Conditions suffisantes di™® ordre)[14]
S'il existe des multiplicatedr € R™ ety € RP tels que:

— les conditions de KKT teatisfaites;
— WHL ;A W)y >0,V y e T(X).

T(X) est toujours un espace tangent du probléme (RNdpatx . Alors le pointx

est un minimum local strict de (PM).

15



Chapitre 03 Programmation [inéaire

3.1. Introduction :

La programmation linéaire est certainement I'un plas beaux succes de la
recherche opérationnelle. Il provient d'une mrtla puissance de modélisation
gu’elle offre et ce malgré la limite inhérente igquypose la linéarité des fonctions
impliquées, et d’autre part, de la richesse dbéarie qu’elle a initiée et qui a permis
le développement d’algorithmes extrémement effisgurir sa résolution.

D’une fagon générale, on définit un peagme linéaire primal (P) sous la
forme standard par :

Min ctx ou Max
)(P A xSi b
x =0
OuA est une matrice réelle de type (m; n) suppdsédein rang
(rang A=m<n),b € R™ et ceR". L'ensemble des solutions réalisahles-
{x e R":Ax = b;x = 0} estun polyédre convexe ferme.
3.2. Dualité [9]:
A chaque programme linéaire est associé un aubgrgmme linéaire appelé

dual. Le dual(DU) correspond au primal standard (P) est :

Max bty
(DU) { Aty < ¢
y € R™

Et Les solutions des programmes primal et dudl l#&es par les théorémes de la
dualité faible et forte.
Proposition 3.2.1 (Dualité faible): [9]
Six est primal réalisable gtest dual réalisable, alorshty < c'x.
Proposition 3.2.2 (Dualité forte) :[9]
Sk est fini et optimal pour le programme primal(Rdra le programme dual

(DU) a une solutiory optimale telle que bty = c'x.
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3.3. Autres définitions :
Définitions 3.3.1:

1)On dit quex est un point extréme dg s'’il ne peut pas s’écrire comme une
combinaison convexe stricte de deux point®de

Axy,x, € D,1€]0.1] pourlesquels (1 —A)x; + Ax, =x /X1 # Xs.

2)Une base dd est toute sous-matricl; (matrice de base) formée de m
colonnes linéairement indépendanteside

3)SoitAg une base dd. La solution de base associéggest le point :
X = (xp,xy)"t € R" tel que : Xz = Az'b.(composante de base).

Xy = 0.(hors base).

Proposition 3.3.1 [9]:

Si un programme linéaire possgmke solution optimale finie, alors au
moins un sommetu domaine réalisable est une solution optimale.
3.4. La résolution d’'un programme linéaire (PL):

Dans le cas de programmatiorgiirgg on dispose d’'une méthode efficace
de résolution : l'algorithme du simplexe, décert par Dantzig en 1947.

Cet algorithme a connu deplois de nombreuses améliorations, et il
est utilisé dans la majorité des logicielmaterciaux. Cependant, un nouveau
type de méthodes de résolution a fait sqaagon en 1984 : les méthodes des
points intérieurs. La plupart des idées fmowent du domaine de la
programmation non-linéaire. Parmi leurs avantagés)s :

1- Efficacité théorigueil est possible de prouver que ces nudhko

s’exécutent en temps polynomial (ce qui n'estlpass de l'algorithme du simplexe,
de nature exponentielle ,de moyenne polynomiale ).

2-Traitement de trés grands problemess méthodes permettent de résoudre des

problemes de tres grande taille qu’aucun autreriligoe connu ne pourrait traiter en
un temps acceptable.

On s’intéresse dans ce chapileerésolution par la méthode du simplexe
et puis par la méthode de Karmarkar.

3.4.1. La résolution des programmes linéaires paalméthode du simplexe :
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La méthode du simplexe itere d’'une base redaliksa une autre base
réalisable adjacente (seuls deux indices de ladm#emodifies). Le nombre de base
réalisable est clairement fini. Dans le cas noredége Kz > 0 ), ces deux bases
correspondent a deux points extrémes voisins daikabifférentes. Dans le cas
dégénéré (au moins une composante du veg&igast nulle), les deux bases peuvent
correspondre au méme point extréme, et donc de mélaer.

3.4.1.1.Algorithme du simplexe [9]

1-SoitX une solution de base réalisable

Ax =D

& Agxg+ Ayxy=0>
& xp=A3'b— Az'Ayxy
Et de valeur:
Z=C'X= chxg+ chxy
=cE(Az' b — Az*Ay xy) + ¢ xy
= c5 A5t b + (cf — LAz  A)xy.
De facon compacte, on associe a chaqueupagietionnaire (ou encore tableau) :

XB == Agl b - AElAH XH
Z=chAz' b  + (cf — cfAz*Ay)

On note:

Ay= —cf; + c;AgtAy. Le vecteur des couts réduits (des estimations)

des variables hors bases et on pose :

y = Ag'Ay est le vecteur des potentiels. Plutét on peut dire y

solution du systémedzy = c .
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2. changement de base

a) Choix de variable d’entrée :
Choisir %« tel queA;,= min;, {A; < 0};
S'’il n’existe pas un tel, la solution trouvée est optimale.
b) Choix de variable de sortie :
On cherche une composantal vecteur de basegXoour la quelle:

;. = Min % . {jejs et pour (&™g);> 0}

S'il n’existe pas un tel j le programme linéaire est non borné.

3. Le pivotage

(a) Mettre a jour la base: la varialale entre dans la base et la variablesort de la
base.

(b) Obtenir le nouveau dictionnaire par pivotadyéer en 2.

3.4.1.2. Critere d’optimalité [7]: on ditX = (xz,xy)" est optimale si seulement si :

Le vecteur des estimatioAg > 0 est positif (cas de maximisation).

3.4.1.3. Exemple numérique

Soit le probleme de maximisation suivant :

(Max X1 + 2%,
S.c
(P1) { X +X, <2
—x;+%x, <1
X1,X, =0

Apreés I'addition des variables d’écart, on obtilenprobleme canonique suivant :
( Max x; + 2%,
S.c
(PZ) X1+X2+X3:2

L_X1+X2 +X4 == 1
Xq1,X5,X3,X4 = 0
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3.4.1.3 La résolution du probleme (P2):
1) Dressons le premier tableau de simplexe suivant

C 1 2 0 0
B X1 | X, X3 X4 0
X3 2 1 1 1 0 2
X4 1 ‘1 1 0 1 TN
A -1 -2 0 0
+

Soit la solution de base réalisable donnée :
X'9=(x 5 ,x n) =(0,0,2,1) avec gXindice de base}={3,4}etXindice hors
base}={1,2}3 A,,A,< 0, donc X n’est pas optimale.

1- la recherche de la variable d’entrée :

on a pourie J; ={1,2}
A= {A;< 0}=A,, i =2 ce qui fait, xva entrerdans la base.

2- la recherche de la variable de sortante de la bhase

-1 .
6;. = Min ((:isi))]j = Min{2,1} = 6, {pour j¢jg et (AB'la)j strictement positifs
B

donc x qui va sortir de la base .Et on fait le pivotage.

2)Dressons le deuxieme tableau du simplexe

C 1 2 0 O
B X1 Xy X3 X4
X3 1 2 0 1 -1 |1/2
X5 1 -1 1 0 1 /
-3 0 0 2
4

D’aprées la premiére itération, on obtient alors :
X1=(0,0,1,1) avec £2 et 4 {indice de base}={2,3}et Jindice hors base}={1,4}.
ona A;,A,< 0, donc X n'est pas optimale.

On passe a une autre itération :
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1t a recherche de la variable d’entrée :

on a pourie J; ={1,4}
A= {A; < 0}=A,, donc 1 =1 ce qui fait, xva entrerdans la base.

2-La recherche de la variable de sortie :

6;. = Min % = Min{1/2,1} = 65 {pour jejg et (As™'a); strictement positifs
B a

donc % qui va sortir de la base .
Apreés le pivotage, on trouve le tableau suivant :

3) Dressons le troisieme tableau suivant :

C 1 2 0 O
solution B X X5 X3 Xa
X1 Yo 1 0 1/2 1/2
X5 3/2 0 1 -1 2

0 0 3/2 1/2

A;, A, sont positifs; parfois, on dit que le tableauagdtmale, donc

XZ:(1/2,3/2,O,0) est la solution optimale pour le probleme(@&)c une valeur
Z, = 7/2.ce gui nous donne :X%(z,3/2) la solution optimale pour le probleme

(P1)avec ZZ/Z.
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3.4.2. La résolution des programmes linéaires paalméthode des
points intérieurs :

La question de l'efficacité théorique (cdaxité) avec laquelle les
programmes linéaires peuvent étre résolus eser&si§gtemps ouverte,
jusqu’aux travaux khachian (1979) qui a proposalgorithme polynomial
utilisant la méthode dite des ellipsoide. Néanmoam dépit de I'intérét
théorique de cette méthode, son instabilité nurnériga jamais permis de
résoudre en pratique des programmes linéairesudedpiine ou des centaines de
variables.

Le progrés majeur pour conciliefficacité théorique
(polynomialité) et I'efficacité pratique a été aogali par Karmarkar (1984). La
capacité de I'algorithme de Karmarkar (ou de nombes variantes
développées depuis sous le nom <<méthodes despuoiétieurs >>) a
résoudre des problemes de taille considérablegufusles millions de
variables) a été un sujet controverse jusqu'anldds années 80, mais elle est
aujourd’hui couramment reconnue.
3.4.3.Méthode de Karmarkar (méthode de base):

Présentation de la méthode :

En 1984&Karmarkar a proposé un algorithme prometteur faour
programmation linéaire, il posséde des propridtésriques attractives et un bon
comportement numerique.

Considérant le probleme linéaire suivant :
( Min ctx
S.C
(PLS) 1 Ax =0

k?=1xi=1
x =0

Cette forme n’est pas restrictive puisgqoat programme linéaire peut se
ramener a cette forme (en classe).
Définition 3.4.3.1 :On définit le simplexe e dimension n-1 contenu daR5par :
S{x€eR": x>0,eix=1}.
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> Le probleme (PLS) supposé sous les hypothesesses/a
Karmarkar a proposé des hypotheses qui doivenvétigées pour la résolution du
probleme (PLS) précédent suivantes :
Hypothéses[3]:(dites hypothéses de Karmarkar)
(Hypothese 01) : La matrice A est de plein rangdrA = m< n).
(Hypothese 02) : On dispose d’un poigstrictement réalisable ¢ = 0;x, > 0):
(Hypothése 03) : La valeur optimalede I'objectif est connue au départ.
L’hypothese (1) est classique.yipbtheése(2) n’est pas du tout restrictive,
car on peut toujours obtenir une solution strictetméalisable ou prouver que le
probleme n’est pas réalisable moyennant une métsiatjde de variable artificielle.
Pour I'hypothése(3), n'est que technique, si l&uabptimale est non nulle I'égalité
el x = 1 permet de se ramener & un objectif nul. Eat,efoitx une solution optimale
du probléme et ‘zla valeur optimale de I'objectif. Alors:

Cx =z=zetx =>(d-zZet)x =0.

> L’algorithme démarre de la solution initial®= a, et construit une suite
de points intérieurs qui converge vers une solubimimale du probleme en un temps
polynémial. Dans le but de ramener facilement Balif a zéro, on le minimise
localement sur une sphére inscrite dans la régialmsable.
Donc, & chaque itération k, I'itér& > 0 est ramené au centre gepar :

la transformation projective [2] T, définie par la fonctio, (x): R} - S,, :

Tiy(x):x € S,= Tr(x) =y € S,

) Dx'x - Dyy N — k
Avec : Ty(x) = etn]‘;? =y, T M (x) = e}‘l[l)(ky Ou Dy =diag {x }.
Définition 3.4.3.2

D, estla matrice diagonale :

Xp 0
Dk = S S
0 Xy

23



Chapitre 03 Programmation [inéaire

La transformatio, applique le simplexg, en lui-méme, en méme temps
litéré x* > 0 est envoyé au centre §le le transformé du programme linéaire (PLS)

est le programme fractionnaire suivant :

( . ctbry
Min eh Dy
ADyry _
(PNL) Caey = 0 (1)
ely=1
.\ y =0

Les hypotheses (Hyp2) et (Hyp3) de Kamar permettent d’écrire le
programme (1) non linéaire comme le programme iieé&aiivant :
(Min c‘Dyy

(PLS) iAIe);‘yy:f e (2)

y=0
3.4.3.2. Le calcul de direction et de pas :
On a besoin du lemme pour simplifier la héson de ce dernier
probleme(2).
Lemme 3.4.3.1 [4] Si pour un programme linéaire donné on connagtsoiution

réalisabley’ tel que ¢° > 0;i=1...n + 1); alors I'ellipsoide :

02
E%y € R™*1; ?:11% <B%L0<pB< 1}

est a l'intérieur de I'orthant positif dR™*1.

Preuve:Supposons le contraire, c’'est a dire : il exjste{1 ... n + 1} telque: y<O0

2

—y03)?2  (vj-»°
alors : Y1t (3’(1 3');) 2( - i)

Yo ()

» D’apres le lemme (1), si on ajoute au problemdg®pntrainte :

1 .
n — . —

y € RY|ly —al|l < ar, Avec : O<a <1 etr Vo) Alors la contrainte de

positivité y=>0 devient redondante. On la remplace et on oblgeptobléme :

>1>p2,0<pB<1.
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Min c¢'D, y

ADyy=0
(PLS) i "ezy _ 1 RN ¢ )

ly — all® < (ar)?
Définition 3.4.3.3:0n définit la sphére par :
@, ar)={x eR"eix=1|ly—a| <ar }

Remarguel e probléme (3), c’est la minimisation d’'une folctilinéaire sur une

(04
Jnn-1)
Théoréme 3.4.3.1:[2] La solution optimale du probléme (3) est donnée

sphere de rayosar (inscrite

)centrée au centre du simplaxe

k
explicitementpar: y*=a—ard® Ou d* = IIZ_"II

avec : p* =pB,(D;0), Bk:(‘::l,f).
» A chaque itération, on revient a la variable ihiig, en appliquant
la transformation inversE; ! et ainsi de suite jusqu’a ce que le test d’optitéali
(ctx < ¢) se réalise ole > 0 est une précision donnée.

3.5. Algorithme de base[2] :
Début algorithme :

1-Initialisation: € > 0 est une précision donné&a 2% e, k= 0.

2-Itération :k = 1,2, ...

Pas1:
Construire : R= diag {¥},A = ADj, Bk:(‘;’f).

k
Calculer p= (1 — B{(BB)™ By D¢, d¥=-L—

A
wk — k . — 1
Calculer y* =a—ard® avec:0< a <letr T
Pas 2 .
w — -1 _ Dy*
Prendre %= T (v¥) —651’57.
La condition d’arrét : si (tox"+l <e¢) alors la solution trouvégx est optimale

Sinon : aller @ aved:: = k + 1 et retourner au pas 1.

Fin algorithme.
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3.5.1.Convergence de l'algorithme[18]on définit le potentiel de Karmarkar comme

suit: p(x) = ’]T‘zlln(cx—’;)). Le potentiel de Karmarkar intervient ici a la deume

étape(condition d’arrét). En effet Karmarkar momjoe si le potentiel évolué afi
assez petit, alors = c’x sera arbitrairement proche de 0.
Dans le théoreme suivant, Karmarkar montre quehaergence de son

algorithme est réalisée en O(nq + n In n) itéraipour :0 <o <1/4.

€n

3.5.1. Théoreme [2] Si 0 <a <1/4; alors en partant de= ; 'algorithme trouve

n
apres O(ng + n In n)itérations un point réalisablel que :
1-ctx = 0.

ctx

2)

. =€ =29 ou g est une précision fixée.
0

Remarque

Dans ce que précede, on a parlé destaution des programme linéaire par
Karmarkar de la classe de (PLS), dont les quelslieur optimale du probléme est
nulle, et le membre a droite des contraintes dblpme b est nul, ce qui nous pousse
a généraliser cette derniére sur la programmaitiéite dont la valeur optimale et
le membre a gauche des contrainte b quelconques.
3.6.Généralisation de I'algorithme de Karmarkar surla programmation linéaire :

Soit le programme linéaire sous formadsad :

Min ctx = z*
x=>0

A est une matrice de tyger,n),c € R™ et b € R™ .

Définition 3.6.1 :

On définit le simplexes,,,; de dimensiom contenu dan®&™ par :
Sp+1 = {xeR™1:x > 0,el,,x = 1}

On suppose les hypothéses suivaftgpothéses de Karmarkar):

(Hypothese 01): La matrice A est de plein rarfgg A = m < n)
(Hypothese 02): On dispose d'un point® strictement réalisabl¢Ax® = b, x° > 0) .

(Hypothese 03): La valeur optimale*de I'objectif est connue au départ.
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Remarque

A I'hypothese 2, pour le systeme detontes Ax = b, b # 0, on se raméne
facilement a un systeme homogeéne .il suffit d’&crir
Ax = bel ;x> (A—bel, Dx=0
De plus pour : z la valeur optimale de I'objectif. Alors, on petguver le systéme
précédent: ‘e =z=ze'x =>(¢-zet)x =éx =O0.
Soient la transformation projective notéeT, (x) une fonction [11][3]:

Ti(x): R} — S, définie par T,(x) =y, Avec:

L xl-/xlk
ATy R (2)
Yn+1 =1— Z?=1 Vi
Ona:
Xi .
YVi= %Y+l =1..,n
X

l
Ou encore y[n] = (D *x)y,+1 ,OlUy[n] désigne les premiére composantes de.

Remarque La transformatiofi, (x) est univoque, et donnant sa transformation

inversepar:  x =Ty (y) = D;y[n],Dk = diag(x").

n+1

» On applique la transformation, (x) au programmg ), on obtient :

t

_ctp
(inS D _
Yn+1
! Dyyln]_

ASEESh e, 3)

l Mlyi=1
Y[n]ZO:J/n+1>O
Son probleme équivalent :

Min c¢tDyy[n]—z*yp41=0

ADpy[n]-byn4+1=0 4
YT, 4)
i=1 Yi=1

y[n]z0,yn4+1>0

Ou encore :
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o :{E‘l = cl-xl-k,i =1,.ciien, Cy= [y[n]] ot 4 = [AD, —b].
= Yn+1
Notons que toute solution réalisatd€1) est transformée pdy, en une
solution réalisable d€>) et réciproquement, toute solution réalisablge (5) avec
ya+1 > 0 est transformée pdr;* en une solution réalisable dede(1).
3.7. Tests numériques :
Nos tests d’'applications sot réalisésrs®Q portable Acer sous Windows 7 en
utilisant le langage MATLAB.
Les exemples traités sont de la forme canoniquasteé :
Min ct x
(PL) xSC

La précision est comprise entie) 3 et 107°.

Exemple 01 Soit le programme linéaire :

( Min —4x,; — 5x,
sc
2x; +x, <8
X, +2x, <7
x, <3
\ X1,%X, =0

N

Apres 85 itérations, on obtient la solution optienat* = (3 , 2)* qui donne la
valeur optimale du problene = —22.

Exemple 02 Soit le probleme linéaire suivant :

Min 3x; — x, + x3
2%, +x, —x, <0
X3+ x5 —%x6 <0
X1+ Xy +x3+x, +x5+x, <1
k X1, X5, X3, X4, X5, X = 0
Apres 208 itérations, on obtient la solution optensuivante :

x*=(0,05, 0, 05,0, 0),avec lavaleur optimale z* = —0.5.
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Exemple 03:Soit le probleme linéaire suivant :
( Min x; + x,
SC
2% +x, +x3 =2
L —2x;+4x, +x,=0
X1, X9,X3,X4 =0

On obtient, apres 43 itérations, la solution optan

suivantex™* = (0.0000,0.0000,2.0000,0.0000) , avec : z* = 0. La valeur optimale
du probléme.

Exemple 04 : Soit le probleme linéaire suivant :

( Min 3x; + 2x, + x5 + 3x,
sc
X1 — X, +x3+x, =3
2X1 + Xy —xX3+x, =4
Xy + X, +x4+%x5=5
\ X1, X2, X4, X5 = 0

On obtient, apres 97 itérations la solution optaralivante :
x* =(2.3333 0.0000 0.6667 0.0000 2.6667),avec:z* = 7.6667.

Exemple 05 : Soit le probléme linéaire suivant :

( Min 4x, + x, + 2x3
sc
{ 2xqy +3x, +x3+2x, =2
31 —2x3+x,=0
k X1,X2,X3,X4 =0

La solution optimale trouvée est : x* = (0.0268 0.3679 0.0564 0.6553)¢,
obtenue en 8 itérations, et donné= 0.6666.
Exemple 06 Soit le probleme linéaire suivant :
( Min —x; — x,
SC
_le + xZ S 1

L X1 +x, <3
X1,%; =0

La solution optimale trouvée est :
x* = (1.3884,1.6112)" , obtenue en 17 itérations, et donzie= —3.
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Commentaire :
A travers les tests numériques effectuées, on rogrea

I'efficacité pratique de I’ algorithme en termémtériorité du nombre pratique

du nombre d’itération qui est tres réduit, etdduction de la durée d’exécution.
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4.1. Introduction :

La programmation quadratique est corpuug ses applications multiples dans
plusieurs domaines. son importance provient dugiaét plusieurs problémes réels sont
guadratiques c’est le cas de nombreux problemesiculiers ceux de la physique et
de I'économie.... et souvent, qui intervient commecgdures intermédiaires pour des
programmes non linéaires, c’est le cas entre aatsanéthodes de programmation
guadratique successives (SQP). En ramenant desaproges non linéaires avec de
transformation ou formulation adéquate aux prokeede programmations
guadratiques successives ou la fonction objectiframiser est quadratique sous des
contraintes linéaire.

Le probleme quadratique en générat pécrire comme suit :
Min F(x) = (lxth + ctx)
(PQ) Ax = b
x =0

Ou Q est une matrice symétrique d’ordré) € R™"), be R™, ¢ x € R"etAe R™"
de plein randrgA=m < n).
Remarque : 1) L’ensemble des contraintes:be{R", Ax = b,x = 0} estun
polyédre convexe et fermé, la fonction objectifieihiment différentiable.

2) (PQ) est convexe si elament siF est convexe auquel cas la
matrice Q est semi-définie positive, car les cantes sont linéaires (affines), donc
elles sont convexes.

4.2. Méthodes de résolution d’'un probléme quadratige:

On s’intéresse dans ce chapitre adaluéon par complémentarité linéaire qui
génere le domaine de la programmation linéaire dbmaine de la programmation
guadratique convexe avec une méthode des poigtseints de type barriere
logarithmique, trajectoire centrale avec ou sandgp@n définissant leurs propriétés
attractives, notamment la complexité polynomial@e&tonvergence super linéaire, ce

qui devrait donner lieu a comportement numériquenatteur.
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4.3. Complémentarité linéaire monotone :

L'importance de la complémentarigdipétre mesurée par le role crucial
gu’elle joue dans la résolution de plusieurs protde dans différents domaines:
programmation linéaire, programmation quadraticquevexe ....

Le probleme de complémentarité linéaire monotd&@osice comme suit :

Déterminer les pointsy € R"tels que :

y=Mx+q
(PLC) x'y =0
xy) =0

Ou : M est une matrice carré d’ordre n semi-défpusitive M € R"™") et g€ R".
4.4. Transformation d'un programme quadratique con¥exe en un

programme complémentaire linéaire :
Soit le programme quadratique convexe :
Min F(x) = (lxth + ctx)
2
(PQ) Ax < b
x =0

Q est une matrice symétrique d’ordaeet semi-définie positivdne R™, ¢ x € R" et
A € R™" de plein randgrang A=n< n).
Comme le probleme (PQC) est convexe et les cotsasont linéaires alors les
conditions de&KKT sont nécessaires et suffisantes et s’écrivent @suit :
x € R"est une solution optimale de (PQC) si et seulesierty € RT, 1 € R%

tels que [4] [3] :

(C+Qx + Ay — 1 =0

4 yi(b—Ax) =0

—Atx =0
l y>01=0x 320

u=>b—Ax
AMx=0,y'u=0
kaO,yZO,AZO,uZO

{ A=C+ Qx + Aty
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(()=C5, At)()+(b
016
L ©)=00)=
Enposantw() ()q()

e, %)

On obtient bien un PCL :

Trouver z € R™*" tel que:
w=Mz+q=0,z =0
wtz=0
Exemple soit le probléeme quadratique suivant :

(Min x? + x5 + 2%, + 3x,
sc

{ S5x1+3x, <=4 (1)
x1 - xz <= 5
k (x1,x,) =0

Qui est équivalent au probléme suivant :

(17 2 0\ [(* X1
s G 9)(2)+@n(2)
sc
* 5x, + 3%, < 4

X, —x, <5
\ (x%1,%,) =0

Son probleme équivalent en programmation de corgaiéamité linéaire est le

suivant :
Trouver z € R™*" tel que:
w=Mz+q=0,z =20
wlz=0
Avec :

, 1 0 5 1
_ 3 0 1 3 -1
o =(;) ()etq_<§> avecM={_5 3 0 o
-1 1 0 0
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4.4.1. Dans le cas du programme linéaire :
On a un programme linéaire dadsrme :
Min c* x
(PL) SC

Peut se transformer a un (PLC) de la forme :
Trouver z € R™*" tel que:
w=Mz+q=0,z =0
wtz=0
Ou:

o =(3)2=(;)a=C) et
0 At
M:(_A ; ).
Exemple soit le probleme linéaire suivant :

[ Min (2,3) (il)

2
SC

5x1 + 3x2 <= 4‘
xl - xz <= 5
\ (x,x3) =0

N

Son probleme de complémentarité linéaire suivant :

Trouver z € R™*" tel que:
w=Mz+q=0,z =0

wtz=0
Avec :
, 0 0 5 1
(A o (x (3 o o 3 -1
w_(u)’z_(y) etq‘(‘é) eM=\_" _3 o o
-1 1 0 0

4.5. Transformation d’'un programme complémentaire inéaire monotone
en un programme quadratique convexe :
En général, on ne peut pas transformdPCL) quelconque en (PQC) sauf si

la matrice M est semi-définie positive auquel @agparle de (PCL) monotone.

34



Chapitre o4 Programmation Quadratique

Soit le probleme complémentaire liraonotone suivant :

Trouver z € R™*" tel que:
w=Mz+q=0,z =20
wtz=0
4.5.1. Théoreme [3]:
Le (PCL) est équivalent au programme catéglie convexe suivant :

Min zt(Mz + q)
sc
Mz+q=0
z=0

Au sens que ( Mz +q) est une solution de (PCL) si et seulemeumt sst une

(PL)

solution optimale du programme quadratique avecvaleur optimale nulle de
I'objectif. En effet un programme quadratique cexw est un cas particulier du
probléme de complémentarité.
4.6. La résolution d'un probleme de complémentaritdinéaire par la méthode de
trajectoire centrale :
Présentation de la méthode :

Cette approche est proposée par Kojinsayhb et Yoshise, c’est une extension
de la méthode de trajectoire centrale appliquéepadgrammation linéaire.

Soit le probleme de complémentdni@&aire monotone suivant :

(Trouver x € R"tel que :
| s.C

(PCL) 4 y=Mx+q
L xty =0
(x,y)=0

Notons :

Ds = {(x,y) € D:y = Mx + q} 'ensemble des solutions strictement réalisabées d

(PCL).
Dpc, = {(x,y) € Dg:x'y = 0} L'ensemble des solutions @&CL).
e=(1....1tER™

X =diag(x):x > 0,Xe = x.
Y =diag(y):y >0,Ye=1y.
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Supposons les hypotheses suivantes :
(Hypothese 01): D # @ C’est-a-dire, un point strictement réalisable &xis
(Hypothése 02): M est semi -définie positive.

Le(PCL)monotone est équivalent au programme quadratigueese suivant :

min xty
s.c
y=Mx+q
(x,y) =0

On associe a ce dernier, le probléme pénalise siiva

(PQC)

minf, (x,y)
s.c
(PCL), y=Mx+gq

(x,y)>0
Ou f,(x,y) estla fonction pénalisée définie par :

fuley) = 2ty =1 ) In ()

Et u un paramétre barriere strictement positif.

L'idée générale des méthodes dedtaire centrale consiste a suivre un
chemin particulier (dit des centres ou chemin @)yten prenant comme direction de
déplacement celle de Newton. Autrement dit : I'alifone génére une suife”, y*)
strictement réalisable et une syifequi exprime la condition de complémentarité.
Cette derniére est vérifiée lorsqué tend vers zéro.

Proposition 4.6.1.1 :
La fonctiory, (x, y) est strictement convexe.
Preuve :

La fonctionf, (x, y) peut étre écrite sous la forme :

fu(x) = x*(Mx + q) — [Z In (x;) + Z In(Mx + q);
i=1 i=1

En effetf, (x) € C* et nous avons en particulier :

V() =M +M)x +q—puX e — uMtdiag(Mx + @), ... .. ,(Mx + q),,) e
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VAf,(x) = M+ M* + u[X~% + Mtdiag((Mx + q)4, ... .. ,(Mx + q),))"*M]
CommeM est une matrice semi-définie positi¥eZest définie positive pour tout
x>0etu>o alorsvzfﬂ(x) est une matrice deéfinie positive, dofj¢x) est convexe.
Théoreme 4.6.1.1: [5]

M Etant semi-définie positive & # @ non vide, le problemérCL),
admet une solution optimale unique pour tqut> o.
Proprietes d¢,(x) :1- Si Dg # @ est non vide, alors pour toyt > o le probleme
(PCL),admet une solution optimale unique qui est n@ig¢g) appelé point central.

2- Quandu » 0.f,(x*,y*) valeur optimale de (PCL).
Théoreme 4.6.1.2:[3]
Soitt > 0 etM une matrice semi définie positive.

(x,y) estune solution optimale 8CL), siet seulement i, y) satisfait le

systéme suivant :

Yy=Mx+q ... (1)
(x,y)>0

Donc, la solution de(PCL),, est équivalente a résoudre le systéie

[XYe—ue=0

Preuve :
(PCL), estconvexe et différentiable, les contraintex goalifiées car affines, alors
les conditions d& KT sont nécessaires et suffisantes et s’écrivent @suit :

{y —uXtle+Mtz=0

x—uY¥le—z=0
y=Mx+q

(x,y)>0
Ou z € R" est le multiplicateur de Lagrange associé a laraorieMx + q —y =0

du probleme&PCL),
Ou d’'une maniere équivalente :

(XMt+Y)z=O
y=Mx+q
(x,y)>0
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(XMt +Y) est définie positive alors inversible, dane= 0.0n substitut dans le

y—uX"le=0

{x—uY‘1e=0
y =Mx+q
(x,y)>0

systéme deKKT, on obtient :

Alors ;

y=Mx+q

{XYe—,ue =0
(x,y)>0

Définition 4.6.1.1:

En désignant péx,, y,) la solution du systeme non linéa{re) poury > 0
donné.L’ensemble de toutes les solutions du sys(@mé& = {(x,,y,):u > 0} est
appelé trajectoire centrale.

Résolution du systemé€1) :

Sur la fonction issue du systéeme (1)
E(,y)=0et(x,y,u) ERE*RY* Ry oo cev v e . (2)
Ou FE;:RY =R} - R} * R} est une fonction définie par :
fux,y) = [yX—Y ;/I; P—leq]
L’itération de newton est définie par :
(" y%) = (x,y) + (Ax,Ay).

Ou (Ax, Ay) est solution du systeme linéaire :

VE,(x,y) (Q;) S A CR) NN )

C'est-a-dire le systéme d’équations linéaires suiva

{YAx + XAy = —ue — XYe
Ay = MAx

(sl) s’écrit sous la forme matricielle comme suit :

G 2)() =)
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Par un simple calcul, on trouve la soluti@wx, Ay) donnée par :
{Ax =M+ X1Y)(uX"te—Ye)
Ay = MAx
4.6.1.3. Facteur de centralité :
La qualité de chaque solution trouvéeressurée par un facteur dit de

centralité :

. x'y
6(x,y,u) = min||XYe —puel|| = [|XYe — — e

(x,y) € Dg est un point de la trajectoire centrale H;XYe - (xT) e” = 0.

4.6.1.4. Concept de proximité:

Le poinfx, y) est a proximité de la trajectoire centrél@) s'il appartient a

t t
m_(ﬂ)e s<ﬂ>9:9>0}
n n

L’algorithme correspondant se présente comme suit :

'’ensemble suivant :

T(0) = {(x»J’) € Dg:

4.6.1.5.Algorithme de la trajectoire centrale pouta programmation
guadratique :[3]

Début algorithmique:

Donnéese > 0 un parametre de precision®ek 6 < 0.1 une constante donnée.
1-Initialisation : (x°,y°) € T(0)

2-Itération: pourk = 0,1,2........
Calculer :

5 (xk)tyk
Vn n
-la direction de Newt@Ax*, Ay*) solution du systéme linéaire :
{YkAx"" + X*kAyk = pke — Xkyke
Ay* = MAx*

-le nouvel itéré(x**1, y*+1) = (xk, y*) + (Ax*, Ay*) k= k + 1

-les paramétres = 1% etuk = (1 -

Condition d’arrét Si (x*)ty* < ¢ alorsla solution trouvée* est optimale

Sinon aller en 02 ;

Fin de I'algorithme.
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L’algorithme part d’'une sobut initiale (x°, y°) € D, dans le voisinage
de la trajectoire centrale avec= u°, génére une suite de poipt*, y*) solution de
systemd(2) par la méthode de Newton. Et on s’arréte lorsqolotient une valeur
suffisamment petite de parametrePour des choix convenables des constantes
positivess etd.du plus, I'algorithme génére une suix, y*) € T(6) (le nouveau
point reste dans le voisinage de la trajectoiréraés) en partant d'un point initial

(x°,y%) € T(8) , et a chaque itération le terfre)‘y* se reduit au moins

linéairement par un montant fi>( — %)

4.6.1.6. La convergence de la méthode: [3] a ét@aklie par Z.KEBICH
Si le point coura@t®, y*) est voisin de la trajectoire centrale et si on
choisit une valeur convenable du paramgtre 0; alors le nouveau poitt™, y™)

reste voisin de la trajectoire centrale, plus @mé&tient, on a le théoreme suivant :

Théoreme 4.6.1.6.10 <0 <0.1 § = ie et supposons que :

(xk,y*) e T(B) et "=(1—i)M alors le pointxk+1, y**1) défini :
Y U 7). poin{x"™+, y**) défini par :

(x*+1, y*+1) = (x%, %) + (Ax*, Ay*) Satisfait :
1- (Xk+1,yk+1) € T(Q)

k1Yt k1 8\ (MY
2- (D) = (1 6\/5) n

Remarque  Théoriguement, on suppose que la solutioralaiest strictement
réalisable qui soit proche de la trajectoire cdatmmais I'obtention de ce point est une
difficulté majeure. Nous présentons une autreratéese a la méthode de trajectoire
centrale avec poids , c’est dessus.

4.6.2. Méthode de trajectoire centrale avec poids :

Présentation de la méthode :

On associe au probléme (PCL) le probleme pertuéfi@idcomme suit :

minf, (x,y) = [x'y —u ¥ niln (xy)],u >0
(PCL),ur y=Mx+q
(x,y)>0
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Our = (1,13, o ... ,1,) € R}, sontles poids associés a la fonction barriére
logarithmique.
NotonsR = diag(r). la matrice diagonale dont ces éléments diagonaixies
r,i=1..n.
Remarques 1) pourr = (1,1, ... ... 1) € R", on trouve le systéme classique, c'est-
a-dire la méthode trajectoire centrale (sans poids)

2) la solution optiméileie de (PCL),.converge vers la solution de

(PCL) lorsqueyu tend vers 0.

> fu(x,y) eststrictement convexe et les contraintes soéaire (affines), alors
les conditions de KKT correspondantes sont lingatesuffisantes et s’écrivent
comme suit :
{y—,uX‘lr+Mtz =0

x—uY lr—z=0
y=Mx+q
(x,y)>0

Ou z € R™" est le multiplicateur de Lagrange associé a laraorie(Mx + q — y =0)

du problemegPCL),, .Ou d’'une maniere équivalente :

(XMt +Y)z=0
y=Mx+q
(x,y)>0
(XMt +Y) est définie positive alors inversible, done= 0 .on substitut dans le

systéme deKKT , on obtient :

(y—,uX‘lr= 0
ix—,uY‘lr =0
y=Mx+q
(x,y) >0

Qui donne, alors :

y=Mx+q
(x,y) >0

Donc, la solution d¢PCL),, est équivalente a résoudre le systémp

XYe—ur =0
(**) i

Définition 4.6.2.1.: L’ensemble de toutes les solutions du systémg
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T, = {(x, y,):u > 0} est appelé trajectoire centrale.

4.6.2.2. Facteur de centralité :[17]
La qualité de chaque solution trouvée esturée par un facteur dit de centralité :

. x'Ry
S(x,y,u) = min||XYe —ur|| = [|XYe — - r

t
(x,¥) € D, est un point de la trajectoire centrale H;XYe —~ (x Ry) r” =0.

n

4.6.2.3. Concept de proximité [17]:
Le poin{x, y) est a proximité de la trajectoire centrél@) s'il appartient a

‘R tR
XYe—(x y)?‘ S(x y>9:9>0}
n n

» Pour résoudre le systeme (**), on définit la foanti

'’ensemble suivant :

T(6) = {(X»J’) € Dg:

E.: R}« R} - R} + R} est une fonction définie par :
XYe — ur

E.(x,y) = [ ]

(6 Y) y—Mx—g

La résolution duf,,-(x,y) = 0 revient a résoudre le systeme linéaire :

{YAx + XAy = —ur — XYe
Ay = MAx

(SI) s’écrit sous la forme matricielle comme suit :

G 2)G)=("™)

Par un simple calcul, on trouve la soluti@wx, Ay) donnée par :

{Ax =M+ XY)(uXr—Ye)
Ay = MAx

(S1)

Le nouvel itéré est calculé comme suit :
(") = (xy) + (Ax,Ay).
4.6.2.4. Calcul du pas de déplacement :
Pour réduire le nombre d’itération etémps de calcul, on a introduit une
procédure pratique moins couteuse pour la recheethk calcul du pas de

déplacement.

42



Chapitre o4 Programmation Quadratique

Si(x, vy, s) est le point courant réalisable, alors le nouékit
(x*,y*,s*) = (x,y,s) + a(Ax,Ay,As) , doit étre réalisable. Aussi qu'ils

x+a x>0

veérifient : {y +a,Ay >0

On prendaa = fmin( ay, ay) tel qued < g < 1.
R min — =L aveci € I = {i: Ax; < 0}
Ou: a, = Ax;
1 si Ax; =0

min—L avec j € | = {j: Ay; < 0}
ay = Ay]
1 si Ay; =0
4.6.2.5. Algorithme de trajectoire centrale avec pds:

Début de 'algorithme:

Donnéese > 0 un parametre de précision.

e e 0 0 _|Ir°x%e||  v%xCe (4 _ V2
In|t|al|sat|on.(x,y)EDS,M——\E ,r——,6—(1 2)77.

u
X% =diag(x®),Y° = diag(y®),n = minr; etR = diag(r) pouri:1,...,n.
Itération : pourk = 0,1,2....
Calculer:

8 (@) Ryk
Vn n
-la direction de Newtoix*, Ay*) solution du systéme linéaire :
{Y"Axk + X*kAyk = pkr — Xkyke
Ay* = MAx*

-les parameétreg* = (1 —

-calcul du pagy tel quea, = (ay, ay)
-le nouvel itéré(x*+1, y**t1) = (x*, y*) + a, (Ax*, Ay*) ,k =k + 1
Test d'arrét (x*)!Ry* < e.

Fin algorithme.

> Donc I'algorithme Part d’un point initiét°, y°) € T,.(9) .
Pour des choix convenables destaates positives etn, I'algorithme
génére une suiteck, y*) € T..(8) (le nouveau point reste toujours dans le

voisinage de la trajectoire centrale) en partanh gioint initial (x°, y°) € T..(9),de
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plus ,a chaque itération le terrpe)tRy* se réduit au moins linéairement par un

montant fixe(l - 6’7%)

4.6.2.6. Convergence de l'algorithme :[5]
On a le théoreme suivant :
Théoreme 4.6.2.6.1..

. 0 .0 _|Ir°x%e||  v%xCe _n_ (1 V2
Soient(x”, y°) € Dg =TT = ,0=0= (1 2)77 et
n=min7r; pouri:1,..,n.
k\E bk
Supposons que(xk, y*) € T.(8) et u* = (1 — %)M , alors :

1) (1, y**) e T,.(0)
2) (x*+1)tRy 1 < (1 _ %) (x¥)ERy*
Ou: T.(0) ={(x,y) € Ds:||XYe — ur|| < ub:6 > 0}.
Remarque :L’inconvénient majeur de ce type des méthodedeatans
I'initialisation, c'est-a-dire la détermination dfypoint initial qui se trouve a l'intérieur
du domaine et proche de la trajectoire centraléofiuement, on suppose que point
est connu, pour cela, on integre la méthode de Kkkan pour le calcul de ce dernier
comme suit :
4.6.2.7. Le calcul d'une solution initiale stricterant réalisable :
Un point est strictement réalisadde(PCL) est la solution du probléme :
{y=Mx+q,(x,y)>0} ..o (**)

En utilisant la technique de variable artificiele probleme (**) est équivalent au
probleme suivant :

Min A
S.C
Az+/1(q —AZO) =g

z=>20,A=20
Tel que z° € R%, est choisi arbitrairement dans I'orthant positifie une variable
artificielle. Posons = (y, x, 1), le probleme (P1) est équivalent au probleme iieéa

suivant :
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Min ctw = z*
S.C
e P2
Aw =Db (P2)
w>0
Ou:ct=(0,..,1) ER*™™ 1 A=[ —M b— Aa] € R™mn+)
Le probleme (P2) vérifie les hypotheses de Karnrarka

1) z=0.

2; w = (a, 1) est une solution strictement realisable de (P2).

3) A est une matrice de pleinrang (rahgc m < m+n+ 1).

Plus précisément Karmarkar démonttedereme suivant :

Théoreme 4.6.2.7.1.
Je > 0, telle que les deux propositions suivantes sounivatentes :

1) (x,y) une solution de (P1).

2) (P2) admet une solution optimade = (y,x,1)/1 < ¢.
La résolution de (P1) se ramene donc a celle dolgmee (P2), auquel on appliquera
I'algorithme de Karmarkar, puisque connaissani@i@wr optimale et une solution
réalisable de ce dernier.
4.7. Tests numériques :

Nos tests d’applications sot réalisés su un P@pler Acer sous Windows

7 en utilisant le langage MATLAB.

Les exemples traités sont de la forme canoniquaste :
(PL)

La précision est comprise entie) 3 et 107°.

Pour la recherche des solutioitgalas, on présente un algorithme un
algorithme réduit de Karmarké\nnexel) qui va nous aider a résoudre ce dernier
avec la trajectoire centrale avec et sans poids.

1) L’application avec la méthode de TC sans poids :

a)cas linéaire :
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Exemple 01 :Soit le probleme linéaire suivant :

Min 3x; + 2x, + x5 + 3x,
X1 — X, +x3+x, =3
2x1 +x, —x3+2x, = 4
X1 +x3+2x, =05
X1,X5,X3,X4 =0

Prenons les solutions trouvées initiales suivantes:
x" = (0.341957 ,0.004313 ,0.670979 ,1.991376 )¢
y" = (=0.005320 ,0.274080,1.222858)¢

Apres une 63 itérations, On obtient les solutigoisnoales suivantes :
x*=(0.2972 0.0181 0.6486 2.0414)¢
y* = (1.4046 0.6134 0.1619)¢

Et la valeur optimalez™ = 7.8.

Exemple 02 Soit le probléme linéaire suivant :

( Min 4x, + x, + 2x3
sc
{ 2xqy +3x, +x3+2x, =2
31 —2x3+x4,=0
k X1,X2,X3,X4 =0

Soient les solutions initiales du probleme :
x’ = (0.001069,0.663691 ,0.002641,0.002074 )*
y’ = (0.270655,—0.546445)¢
Les solutions optimales trouvées sont :
x* = (0.0000 0.6666 0.0000 0.0000)¢
y* = (0.2707 — 0.5464)¢

Apres 54 itérations avec la valeur optimale= 0.6666.
b)_cas quadratique :

Exemple 03 : Soit le probléme quadratique suivant :

(Min f(x) = %xth +cx
sc
Ax=b
k x=0

Telque A=("; | )., Q= (§ % §) et CX—2,—4,0)" , b(3).
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Pour epsilon=0.00001 et les solutions initialgalés a :
x" = (0.012567 , 1.012567 , 0.974867 )t
y" = (=0.000000 , 0.001387 , 1.976253)¢
Apres 23 itérations, on obtient, les solutionsmates suivantes :
x* = (0.5000 1.5000 0)¢
y* = ( 0.0014 2.9525)¢

Qui donnent la valeur optimaig = —4.5;
Exemple 04: Soit le probleme quadratique suivant :

(Min (x; — 1)% + (x, — 2.5)?
sc

X1 — 2%y + x3 = —2

—X1 —2X; + x4 = 2

—x1 + 2x; + x5 = =2

\ X1, X9, X3, X4, X5 = 0

Les solutions initiales trouvees égales a :
x* = (2.000000 , 0.000001 , 4.000000 , 0.00001 , 0.000001)¢
y” = (0.000013 ,—2.271984 , 0.000788)*
On obtient, les solutions optimalesantes apres 123 itérations :
x* = (2.0000 0.0000 4.0000 0.0000 0.0000)¢
y* = (0.0000 —2.2720 0.0008)¢ , la valeur optimalez* = —4.25.
2) L’application de méthode de TC avec poids :

1) cas linéaire :

Exemple 05 : soit le probleme linéaire suivant :

( Min 4x, + x, + 2x3
sc
{ 2xqy +3x, +x3+2x, =2
31 —2x3+x4,=0
k X1,X2,X3,X4 =0

Soient les solutions initiales du probleme :
x’ = (0.001069,0.663691 ,0.002641,0.002074 )*
y’ = (0.270655,—0.546445)¢
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Les solutions optimales trouvées apres 49 itérstisont :
x* = (0.0000 0.6666 0.0000 0.0000)¢
y* = (0.2707 — 0.5464)¢

Qui donnent z* = 0.6666.

Exemple 06 Soit le probleme linéaire suivant :

( Min 3x; + 2x, + x3 + 3x,
sc
X1 — X, +x3+x, =3
2x1 + x5 —x3+2x, =4
Xy +x3+2x,=5
\ X1,X2,X3,X4, X5 = 0

Les solutions initiales trouvées sont:
x" = (0.341957 ,0.004313 ,0.670979 ,1.991376 )¢
y" = (=0.005320 ,0.274080,1.222858)¢
Les solutions optimales trouvées apres 46 itératisont :
x* =(0.3333 0.0000 0.6667 2.0000)¢
y* = (1.6646 0.6662 0.0015)¢
Avec la valeur optimale du problémez* = 7.6867.

Exemple 07 Soit le programme linéaire :
( Min —4x; — 5x,

sc
2x1 +x, +x3 =8
L X1+ 2x, + x4 =7
X1,%X9,X3,%X4 =0

Soient les solutions initiales trouvées suivantes :
x = (2.934176,2.023044 ,0.108604,0.019737 )*
y" = (—1.024282,-1.971814)¢
Qui donnent les solutions optimales :
x* = (3.0000 2.0000 0.0000 0.0000)¢
y* = (=1.0703 —1.8594).

Et la valeur optimale z* = —22 aprés 45 itérations.
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3) Cas quadratigue :

Exemple 08 :Soit le probleme quadratique suivant :

1 ,
Min f(x) = Exth +cx

Ax =Db
x=>0

0
0

Tel que: A=(t ! ! f),cg:(fé E ),etC=(—4,—6 0,0 )¢, b=(%)
0

oo oo
o oo

Les solutions initiales trouvées sont :
x" = (0.628088 , 0.872245 , 0.499667 , 0.010689 )¢
y" = (—3.097763 , —0.137088)t
Aprés 48 itérations, on trouve les solutions opkamaprés 19 itérations :
x*= (125, 0.75, 0, 0)t
y* = ( —=3.1256 —0.4749)¢
Et la valeur optimale du probléemez* = —6.5340.

Exemple 09 pour :
2 0 0

A=(_12 (1) (1’) Q=<8 (2) 8) et CX —4,-5,0)" , bz(i).

Les solutions initiales trouvées égales a :
x = (0.012567 , 1.012567 , 0.974867 )*
y° = (—0.000000 , 0.001387 , 1.976253)*
On obtient, les solutions optimales suivantes :
x*=(0.2098 1.4070 0.7777)*
y* = (0.7902 3.9525)¢

Qui donnent la valeur optimale™: = —6.67.

Commentaire : A travers les tests numériques effectuées, amrstate
I'efficacité pratique de I’ algorithmes de trajeicéocentrale en terme
d’infériorité du nombre pratique du nombre d’itésatqui est tres réduit, et de
la réduction de la durée d’exécution. Aussi le paise poids, joue un role tres
important a la réduction de ces derniers.
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5.1. Introduction :

Dans ce chapitre, on va présenter detthodes de points intérieurs, la
premier de type projectif celle de Karmarkar, &atre de type barriere logarithmique
(méthode de trajectoire centrale avec poids), foarinimisation de problemes de
fonction objectif non linéaire convexe différemiies sous contraintes linéaires,
c’est-a-dire minimiser cette derniére sur un potged

Considérons le probleme d’optimisation tin@aire convexe suivant :
Minf (x)
S, (PNLC)

Ou f:R™ — R est une fonction non linéaire, convexe et difféedale, A une matrice
de type(m,n) de plein ranrang A = m < n),b € R™.
D = {x € R}: Ax = b} : L’ensemble des solutions réalisable§RIeLC).
5.2. Méthode de Karmarkar:
5.2.1.Présentation de la méthode :
Considérons le probleme d’optimisatiom finéaire sous contraintes linéaire

suivant :
Min f(x)
Axsi ............................................. (1)
x>0
Ou f:R™ — R est une fonction non linéaire, convexe et difféedsie,A une matrice
de type(m, n).

Supposant les hypothéses suivantes (hgpethde Karmarkar) :
(Hypothése 01): La matrice A est de plein rarfgg A = m < n)
(Hypotheése 02): On dispose d’'un point® strictement réalisabl€¢Ax® = b,x° > 0) .
(Hypothése 03): La valeur optimale*de I'objectif est connue au départ.
Remarque
A I'hypothése 2, pour le systéme de contraindes= b, b # 0, on se ramene

facilement a un systeme homogeéne .il suffit d’'é&crir
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Ax = bel ;x> (A—bel, )x=0

Soit la transformation projective notég(x) une fonction définie paf2]

Ti(x):RY > S, définie par T, (x) =y

Avec :
_ xi/xlk
VEZ WS i/aE @)
Yn+1 =1 =21V

Ona:

Xi .

Vi= % Vn+vl =L .
X

l

Ou encore y[n] = (D *x)y,+1 ouy[n] désigne les premiére composantes de.

Remarque
La transformatiorT, (x) est univoque, et donnons sa transformation inverse

par : x =Ty (y) = D;:E];Dk = diag(x").
» Alors, On commence par ramener le probléme a rada@implifiée suivante :
Min g(y) =0
B;iO ............................... )
Y € Sp1

Oug: R™*! - R, est une fonction non linéaire, convexe et diffiéisble.

Sp+1 = {yeR™"1:el | =1,y > 0} estle simplexe de dimensiaret de centre tel
que a; = ﬁ,‘v’i €e{l,..n+1},e,,; ER"™ ol:ie; =1,Vie{l,..,n+1}.

» En appliquant la transformation projectiVg(x) sur le probleme (1), on trouve
le probléme suivant :

(. - «]_ (Drynly .
il (1707)-2 | (322
Dpyln] _
< yn+1 _b ......................... (3)
Z?=+11yi=1
\ y[n]z0,yn+1

Qui est équivalent a résoudre le probleme suivant
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Minyn+1[f(T,;1 (J/))—Z*]=J’n+1 [f(Dyknyfll])—Z*]

Dylnl=bynti=0 L (4)
Z?=+11 yl=1
y[n]z0,yn+1

Encore équivalent a :

Min g(y) = yna[f (T () — 2°]
SC
Aky — 0 ................................

y € Sn+1
Avec A, = [AD, — b,y = [Y["]].

Yn+1

Notons que toute solution réalisablg te est transformée pdr, (x) en une
solution réalisable d€>) et réciproquement, toute solution réalisablge (5) avec
ya+1 > 0 est transformée pdr;* en une solution réalisable de(1).et que la valeur
optimale deg(y) est 0 et que le centre du simplexe est réaligadle (5).

Lemme 5.2.1.1. 1 a fonctionf étant convexe sur 'ensemille= {x € R™: Ax =

5,220, il en est de méme poyrsur 'ensemblels=yeRn+1:ALy=0yESn+1.

Preuve: On ag est une fonction continue sy, il suffit de montrer que :

vAie[01], gy + (1 -DP) <Ag) + (1 —-Dg@), vy, Y € Ds
Nous avonsYy,y € D, ,3x,X € D telque : x = T, *(y) et £ = T, *(9), et alors :
Di(Ay[n] + (1 - l)ﬁ[ﬂ])) B Z*] _
Wns1 + (1= DIns1)
= [AYns1 + 1= DPpsa] *
A ey et RO S cuiravey i MR
Commef(x) est convexe, alors :

gy + (1 =D9) = Wns1 + (1 = DFns1) [f(

[ ( Yn+1 )
A — o) |+
gy + (1= DP) < Aynes + (1 - mnﬂ)l Wn+1+(1y Dn+1)
n+1 oy
(1 }L)((Ayn+1 - A)}A]nﬂ)f(x) z*)

S Wnialf) =21+ (A= DIpualf@ -2 1=2g(y) + 1 - 1Hg(®)
Donc:gay+ (1— 1)y) <1g(y) + (1 - 1)g(@) = g(y)est convexe sub;.
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» Aprés la formulation du probléme (4), En linéarisden fonction g(y) au
voisinage du centre du simplexe et en introduisartboule de centre (centre

du simplexe) et de rayanconsidérée comme voisinageale
g(¥) =g(a) +Vg(a)'(y —a) Poury € {y € R**:|ly — al| < a}.
On obtient le sous probléme suivant :

I(Ming(y) =g(a) +Vg(@)'(y — a)
SC

! Ay =0 e (6)
| en+1y = 1,}/ 2 0
\ ly — all? < a?

Qui équivalent au probleme suivant :

( MinVg(a)'y
I SC
Ay =0 R (7))

letiy=1y=0
ly —all* < a?

On sait que (lemme3.4.3.1 chapitre 03) peur 1, la contraintey > 0 est redondante
et donc :

MinVg(a)ty
sc

(
|
{ AY=0 i ®
I en+1y = 1

Uly - all? < a2

Lemme 5.2.2:[3]

La solution optimale du probléme (7) est donnédieigment par y* = a — ad*® ol

=1 kn etp* = pBi(Vg(@), B = [ ¢* |

Preuve On posex = y — a, alors on a:

ka B [en+1] (y Cl) B [en+1] Y- [en+1] a=0.

En remplacany — a) par x dans le probleme (7), on obtient le probleme suiva
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MinVg(a)tx
sc
PP 9)

Ixll? < a®
Le probleme (8) est convexgd(a)‘x est convexe et les contraintes sont convexes),

donc les conditions de KKT sont nécessaires eissuifes, elles s’écrivent comme

suit :
Vg(a) + By'A +ux =0.............(a)
Bux =0 oo (B) e, (10)
u(llxll?=a®>) =0 v (©)

Ou 31 € R™*! et 3u € R, sont les multiplicateurs de Lagrange associés a le
contraintesB,x = 0 et ||x||* < a? respectivement du probleme (8).
Alors x*est solution optimale si et seulement si:
31 € R™*1 et 3u € R, tels que :
Vg(a) + B,'A + ux* = 0.

D’aprés I'équation (a) du systeéme (Wg(a) + B,'A + ux* =0.......... *)
En multipliant (*) parB, on trouve:

B,Vg(a) + ByBy'A + uBpx* = 0. coevveennn . ()
De I'équation (b) du systéme (9), onBy;x* = 0, doncB,Vg(a) + B,B;'A = 0.
Alors : A = —(BxB,")~* B, Vg(a), en substituant dans (*) :

x" = =+ [1 = B (BeB) ™ BlVg(@) = —+pi.

N 1
x| = ;llpkll AR &

Et on a dans I'équation (c) du systéme (9): pow# 0, [|x*|| = a......... ... (++)

De (+) et (++), on trouvflx™|| = i”Pk” —ag=>u= @ donc:

* 1 * *
x*=—-p,=—a-Xetonay* =y =a+x" =a—-ak =qa-ad,.
u Dl Dl
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5.2.2. Algorithme:(Karmarkar pour la programmation non linéaire convexe):[3]

1) Initialisation : &> 0 est une précision donnéé, est un point strictement réalisable.

Tant que: f(x*) —z* > ¢ faire :

Pas1:
-construireD, = diag(x*),A, = [AD, — b], B, = [62]:1]
-calculer® = [I — B,'(B;B,") ™! Bx]Vg(a), d* = i Z”
-calculery* = a — ad,.
Pas 2 :
-prendre xk*1 = T/ 1(yk) = Dicy E‘ Jk =k + 1 et retourner au pas 1.
Fin tant que ;

Fin de l'algorithme.
> L’algorithme démarre d’'une solution strictementissblex®.et a

chaque itératiok, on applique la transformation projectilie pour
envoyer le point courant®au centre du simplexe, on calcyfe solution
optimale du probleme linéarisé (7), et on revielat @ariable initiale en
appliquant la transformation inverdg™ et ainsi de suite jusqu’a ce que
le test d’optimalité f(x*) — z* > ¢) se réalise ole> 0 est une
précision donnée.

5.2.3. Convergence de I'algorithme :

La preuve de la convergence de notre algorithmbasste sur 'analyse

de la fonction potentiel associée au problemequi)est définie par :

pE) = (n+ DI — 79— ) In(x),

SurD,={x€eR“:A,x=0,x €8S,}.
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Notre but est de montrer la réductionpler) la fonction potentielle, pour avoir la
réduction dans la fonctig¢iff (x) — z*) . Donc si la suit€p(x*)) tend vers-o alors
la suitef (x*) tend vers 0.

Théoreme 5.2.3.1 :[2]
A chaque itération de I'algorithme, la fonction @atiel se réduit d’'une valeur

a?

2(1-a)?’

constante’ telle que p(x**1) = p(x*) — 5,00 6 = a —

. f ke+1)_,* n £c+1
Preuve : p(x*1) —p(x¥)=(n+1) TP Gl A Z InZ 7

f(xk)-z* i=1 x]
n+1
g
=(m+1In —Zlnyl-k.
g(a) &

En utilisant les résultats démontrés par Karmarkar

Poury* la solution optimale du probléme (7), on a :
1) ¥ Inyf = 2(1(1_—“)2

2) g0 < (1--5) g(@.

2

Donc :p(x**1) —p(x*) < (n+ 1) In (1 - ) =

n+1 2(1-a)?

2

<a- Ce qui montre le résultat.

2(1-a)? ’
5.2.4. Test numériques :
Les exemples traités sont de la forme suivante :
Min f(x)
S, (PNLC)

Ou f:R™ — R est une fonction non linéaire, convexe et difféedsieé,A une matrice

de type(m, n).La précision est située entdd =3 et 1075,

Exemple 1 : Soit le probleme non linéaire convexe suivant :
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exp(x; — X3)
sc
2(X1 _xz) +x3 == 1
X1,%X2,X3 =0

Pour : epsilon=0 .001 etz* = 0, on trouve la solution optimale apres 19 itéradio
x* = (0.005 11.5994 22.3795)¢.
Qui donne la valeur optimalg (x*) = exp (—11.5989).
Exemple 02 : Soit le probleme non linéaire suivant :

( min x? + 2x3 — 2x,;X, — 2X; — X,

sc

{ X1 +x, =2
—x, +2x, = 2

k X1, %, =0

Pour z* = —7 et esp=0.0001 apres 26 itérations, on obtient :
La solution optimale gu’on obtientx*=(0.6546 , 1.3453)!
Exemple 03 : Soit le probleme non linéaire quadratique suivan

(min f(x) = %xth +ctx

SC
Ax =Db
k x=>b
Tel que : QE. D) et A{. )

avec :b=(}) et c=(-4 -6)
pour epsilon =0.0001z* = —4.5, on obtient :
x*=(0.5, 0.5)%.

Commentaire :
Les exemples testés montrent la fiabilité, etiteitité pratique de cet
algorithme en termes d’infériorité du nombre prad¢iql’itération, et la réduction de

temps d’exécution.
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5.3. La méthode de trajectoire centrale :
5 .3.1.Présentation de la méthode :
Considérons le probleme d’optimisation non linéawavexe suivant :
Minf (x)
S, (PNLC)

Ouf:R™ - R est une fonction non linéaire, convexe et difféedsle A une matrice
de type(m,n) de plein randrg A = m < n), b € R™.
On note pare = (1, ...........1)"F € R™
D = {x € R}: Ax = b} : L’ensemble des solutions réalisable§RIeLC).
Ds = {x € R%},:Ax = b} : L'ensemble des solutions strictement réalisatées
(PNLC) qui est supposé non vide.
On associe a ce dernier, le problpémalisé suivant :
Min £, (x)
S, (PNLC),

Ou : f, (x)est la fonction pénalisée définie par :

ful0) = fE) —p ) In x

Et u un paramétre barriere strictement positif.
Proposition 5.3.1.1:

La fonctionf, est strictement convexe.

Preuve il suffit de voir quevx € R% , f,(x) € C* et nous avons en particulier :
Vf,(x) = Vf(x) — uX~'e avecX = diag(x) etX'e = diag (%) ¢

V2f,(x) = V*f(x) + uX 2 est une matrice définie positive (CAr convexe).
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D’ou le probleme(PNLC), (les contraintes sont linéaires), donc les coniitide
KKT sont nécessaires et suffisantes, elles s’éatizemme suit :

Vilx) —uXle—Aty =0
b—Ax =20
x>0,y €eR™

Ou:x € R}, ety e R™ estle multiplicateur de Lagrange associé a la
contrainte (b — Ax = 0) du probleméPNLC),, .
On poses = uX~te € R%,, le systeme précédent devient :

Aty +s = Vf(x)
Ax =D
Xs—ue =0
(x,s) >0

Pour chaque valeur de on résout le systeme (1) par la méthode de newtonbtient
ainsi une suite de solution paramétrée qui conveegela solution du probléme
initiale lorsqueu tend vers 0.
Définitions 5.3.1.1:
On définit 'ensemble :
T ={(x,y,s) E Dg* R™ * R% : A'y + s = Vf(x)}

La trajectoire centrale est I'ensemble de toutestdutions{(x,, y,,s,)/u > 0} du

systeme :
(A +5=Vf(x) i (@)
P e @
k (x,s) >0
Elle est notée :
TC ={(x,y,s) €ET:XSe —pue =0}................. (3)

Avec S = diag(s).
Puisgu’on a une équatioon linéaire dans le systeme (1) de méme pouil (2),
est difficile d’obtenir une solution exacte @&VLC), . Nous allons donc nous

contenter d’'une solution approchée dont la quabtugée satisfaisante lorsqu’elle se
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trouve dans le voisinage de la trajectoire cen{fBl&). Ce voisinage correspond aux
conditions de KKT ou I'on remplace les contraimes linéaires par la contrainte :
| XSe — uell < Bu avec 0 < 6 < 1.
Définition 5.3.1.2 :
Un point est divoisin de trajectoire centrale s’il appartienténemble :

T(O) ={(x,y,s) €ET:||XSe —pe|| <Ou:0< 6 <1}.........c.... (4)

Les méthodes primales duales détermiesrgolutions du systeme (2) en
appliquant la méthode de Newton aux équations,(@d)) et (2.c) comme suit :
On définit la fonction non linéaire :

f;ﬁ R2n+m_, R2n+m -
Aty + s —Vf(x)

(x' ,S): Ax —b
Julxy XSe — ue

OuX = diag(x) et S =diag(s).

La direction de newtofAx, Ay, As) est solution du systéme linéaire :

Ax
Vi y, )| Ay | = —fu(x,y, ).
As

Ou:
Vif,(x) —At —1)

Vfu(x,y,5)=< A 0 0
S 0 X

> Le nouvel itéré est définie par :
(x*,yt,s*) =(x,y,5) + (Ax, Ay, As).
Ou (Ax, Ay, As)est solution du systéme linéaire (6), C'est-addigysteme
d’équations linéaires suivant :

VA, (x) =AY =1\ [Ax 0
A 0 0 J{Ay | = 0
S 0 X7/ Ms —XSe + pe
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5.3.2. Algorithme de trajectoire centrale pour la pogrammation convexe :[3]

Début de 'algorithme:

Donnéese > 0 un parametre de précision.

1-Initialisation: 8, 8 € [0,1] sont des constantes.

, (x0)s0
Soient (x°,y%,s°) e T(@),u = —— avec:
X% =diag(x®), S° = diag(s?).
2-Itération: pourk = 0,1,2....
Pas1:
Calculer:
-les paramétresik*tt = pu*

-résoudre le systeme :
VA, (x) =AY =1\ [Ax 0
A 0 o0]lay]= 0
S 0 X7/ Ms —XSe + pe
Pas 2:

Pour obtenir (Ax, Ay, As).
-le nouvel itéré (xk*1, y*+1 gk+1) = (xk, y*, s%) + (Ax,Ay,As),k =k +1
3-Jusqua (x*)tsk < ¢

Fin de I'algorithme.

Remargue :Si le point initial calculé n’est pas voisin @ettajectoire centrale, rien ne
garantie la convergence de cet algorithme méme gomt est strictement réalisable.
Nous introduisons le parametre poids associé @nletibn barriere afin que le point

initial reste au voisinage de la trajectoire cdetra
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5.3.3. Méthode de trajectoire centrale avec poids

5.3.3.1. Présentation de la méthode :
Considérons le probleme d’optimisation nogdire convexe suivant :
Minf (x)
........................ (PNLC)

Ouf: R™ - R est une fonction non linéaire, convexe et difféedrie A une matrice
de type(m,n) de plein randrg A = m < n), b € R™.

On associe &PNLC) le probléeme perturbé défini comme suit :

Minf,, (x)
AX =D coeeeeeeeeaaeeeaannnd (PNLC),,
x>0
Ou:
n
fur@ = F) = ) nin x
i=1
Avec iy > 0,7 = (1, 1y, cen oo , 1)t € R} sont les poids associés a la fonction barriére

logarithmique.
NotonsR = diag(r). La matrice diagonale dont ses éléments diagonanitx s
lesr;,i=1..n.
On &, (x) est strictement convexe et les contraintes dul@nad
(PNLC),, sont linéaire (affines), alors les conditions d€Tkcorrespondantes sont

nécessaires et suffisantes et s’écrivent comme suit

Vix) —uXr—Aty =0
b—Ax =0 (2)
x>0y€eR™

Ou: x € RT et y € R™ est le multiplicateur de Lagrange associé a laraorie
(b — Ax = 0) du problem&PNLC),, .
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On poses = uX~1r € R%,, le systeme précédent devient :

Aty + s =Vf(x)
Ax =b
Xs—ur=0
(x,5s) >0

Pour chaque valeur de on résout le systeme (2) par la méthode de newton
obtient ainsi une suite de solution paramétriséesanverge vers la solution du
probléme initiale lorsque tend vers O.
Remarques 1) pourr = (1,1, ...... 1)t € R™, on trouve le systéme classique,
c'est-a-dire la méthode trajectoire centrale (gands).

2) la solution optiradinie de (PNLC) ,.converge vers la solution
de(PNLC) lorsqueu tend vers 0.

» On applique la méthode de newton pbury,s) € T, on obtient le
systéme :

Vfu(x) =AY =1\ [px 0
A 0 0 Ay | = 0 TR (<))
S 0 X As —XSe + ur

> Le nouvel itéré est définie par :
(x*,yt,s*) =(x,v,5) + (Ax, Ay, As).

Ou (Ax, Ay, As)est solution du systeme linéaire (6).
Le point(x™, y*,s*) est ditvoisin de trajectoire centrale s'il appartienténkemble :

T,(8) = {(x,y,s) €T:||XSe —ur|| <O0u:0< 0 <1}..........c.... (4)
5.3.3.2. Le calcul de la direction de descerfitex, Ay, As) :

Le calcul de la direction nécessitedsotution du systeme linéaire (3) qui
s’écrit sous la forme :

—V2f,(x)Ax + A*Ay + IAs = 0
AAX = 0 e, (5)
SAx + XAs = —XSe + ur

On peut éliminer grace a la derniére équationgdgane :
As = X Y[-XSe + ur — SAx] = —s + uX"r — X" 1SAx
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Le systéme (5) se réduit au systéeme :
{[—X‘lS — V2f,(x0)]Ax + A'Ay = s —uX~'r
AMx =0
On peut poursuivre la réduction de laafsion du systeme linéaire (6) a
résoudre en éliminadtx grace a la premiere équation, on obtient :
Ax = [XT'S + V2f,(x0)] ' [A'Ay — s + uX"'r]
On remplaceAx dans la deuxiéme équation du systeme(6), on dtlatlers le
systemeAAx = A[X 'S + V2f, ()] [A*'Ay — s +uX"'r] =0
& AXTIS + VA, (0] A Ay = AIXTIS + VP, (0] s —uX ] ()
On résout le systeme (++), pour obtenir la direcfig unique, puis on dédulix
etAs.
Remarque Pour montrer unicité de la directidly, présentons le lemme suivant.
Lemme 5.3.3.1. La matriceA[X 'S + V?f,(x)]"*A* du systeme est symétrique,
définie positive.
Preuve: 1-La matriced[X 1S 4 V2f,(x)]'A" est symétrique :
[A[X71S + V2, ()] A1 = [A[(X2S)E + V2, (x)!] A1)
Ona: (X7'5),V3f,(x) sont symétriques, donc la somme des deux masice e
symétrique. Ce qui implique :
X1+ V[, (0 = (X718) + V2f, ().
Donc 'égalité est vraie.
2-la matric8[X 'S + V3£, (x)] ' A* est définie positive :
Il suffit de montrer que la matricé™'S + V£, (x) est définie positive :
Comme: S = Diag(s) ous > 0 ,X = Diag(x) oux > 0 sont deux matrices
diagonales a éléments positifs alors la matxickS est une matrice symetrique

diagonale a élément diagona(uié > 0) est définie positive. Mais po®¥ f, (x)

commef, (x) est supposée convexe, donc sa matrice hessiemnelé&hnie positive.
Par conséquentX™'S + V£, (x) une somme de deux matrices définies positives est

définie positive. D’ou le systéme (++) admet ungleaolution.
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5.3.3.4. Calcul d'une solution initiale strictementéalisable :
Un point est strictement réalisable BNLC) est la solution du probleme :
{Ax =b,x >0} ..ot (**
En utilisant la technique de variable artificiele probléme (**) est équivalent au

probleme suivant :

Min A
s.C
Ax + A(b — Ag) = b
x>01>0

Tel que :a € R%, est choisi arbitrairement dans 'orthant positifle une variable
artificielle. Posong = (x, 1), le probléme (P1) est équivalent au probleme iiréa
suivant :
Min ctw = z*
A{j-i e, (P2)
w>0

Ou:ct =(0,..,1) ER"™ A=[A,b—Aa] € RM*(n+1)
Le probleme (P2) vérifie les hypotheses de Karnrarka

1) zr=0.
2) w = (a,1) est une solution strictement réalisable de (P2).
3) A est une matrice de plein rang (rahg m < n + 1).

» Plus précisément Karmarkar démontre le théoremesui

Théoreme5.3.3.4.1. [2H e > 0, telle que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1) x une solution de (P1).
2) (P2) admet une solution optimade = (x,4)/A < .

La résolution de (P1) se raméne donc a celle diblgme (P2), auquel on
appliquera l'algorithme de Karmarkar, puisque cossant la valeur optimale et

une solution réalisable de ce dernier.

65



Chapitre o5 Programmation non [inéaire
convexe sous contraintes [inéaires

5.3.3.5. Calcul du pas de déplacement :

Pour réduire le nombre d’itération et Imps de calcul, on a introduit une
procédure pratigue moins couteuse que la rechepcie calculer le pas de
déplacement.

Si (x,y, s) est le point courant réalisable, alors le nouvégit
(xt,yt,s*) =(x,y,s) + a(Ax,Ay,As) doit étre réalisable. Aussi qu'ils
vérifient :

x+a,Ax >0

y+a,Ay >0
s+a;As >0

On prend o = fmin( ay, ay,af) tel qued < g < 1.
Ou :
{min — 2L queci €1 = {i: Ax; < 0}
ax — Axi
1 st Ax; =0

- i

[min—£ aveci € I = {i:Ay; < 0}
a, = Ay;
1 si Ay; =0

{min — = queci €1 = {i:As; < 0}
as, = As;
1 si As; >0
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5.3.3.6. Algorithme de trajectoire centrale avec gds pour la programmation
convexe sur un polyedre :[3]

Début algorithmique:

Donnéese > 0 un parametre de précision.

X9s0%¢
Vn

1-Initialisation : (x°,vy°,s%) € T.(8) ,u = | ,m =min7; pouri:1,..,n

X9s0%¢
T =

,5=(1—§)netﬂ=1—%.

X% =diag(x°),Y° = diag(y°), S° = diag(s°),
2-Itération: pourk = 0,1,2....
-si (x*)!Rs* < e.stop ! La solution trouvée est optimale.
Sinon :
Pas 1:

Calculer

(xk)tRsk
n

-les parameétreg” = eti = pu®

-la direction de Newt@Ax*, Ay*, As*) solution du systéme linéaire :
szu(x) —At -] Ax 0

A 0o o0 |lay]= 0
S 0 x/\as —XSe + fir

-calcul du pas de déplacemeptel que : a; = (ay, a,, as)

Pas 2 :

-le nouvel itérg(x*+1, yk+t sk+1) = (xk, y* k) + a,(Ax, Ay, As),

Posek:=k + 1

3-Fin de l'algorithme

5.3.3.7. Convergence de l'algorithme:[3]

Théoreme 5.3.3.7.1soit 6 = 6§ = (1 — g) n,suposons qudx,y,s) € T,.(6) ,

t

. _ _i __Xx'Rs
u = Putelques =1 ﬁetu—

1) (x*,y%,s7) €T.(6)

(xH)Rs* n | x'Rs
< _——_—
2) n = 6\/ﬁ) n

alors :
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Preuve1-On a Ax™ = A(x + Ax) = Ax + AAx , dans la deuxieme équation du
probleme(2) AAx = 0.Donc Ax™ = Ax = b.

De la premiére équation du probleme (2), on a:

AlyT + st = A'(y + Ay) + s + As

= Aly + s + (A*'Ay + As) = Vf(x) + (A*Ay + As)

=Vf(x) + Vif(x)Ax = Vf(x + Ax) = Vf(xt)

De plus, sous les conditions précédentes, on pentrar que I'on reste dans le
voisinage de la trajectoire centrale, c'est-a-dit&*S*e — ur|| < 6u™

Il reste a vérifier que(x™,s™) > 0.

Ona: |xf's} —u*r| <||X*S*te —ur| < Ou?

—Out <xf'st—utr, <out = (n—0)ut <x/'st < (r; +O)ut

xisf = —0ut=m-0)ut >0 carn > 6.

Doncx; et s;” sont de méme signe, on suppose gfie< 0,s; < 0 :
xt=x;+0x; = Ax; =x —x;, <0

|Ax;| = —Ax; = —xf + x; > —x =[x = [Ax;| > =% v v i e (D)

De méme ons;' =s; + As; = As; = s — 5, <0

|As;| = —As; = —=s;" + 5, > —s = |sf| = |As;| > =5 oo i vi e (2)
De (1) et (2), on trouvedx;As; = (—|Ax;|)(—|As;|)
= |Ax;||As;| > |—x]||—s}| = |x]s;| = x{s;fdonc: Ax;As; > x;F s}

En contradiction avecAx;As; = x; s} —utr; < xf's;} .
2
2-Onagg(6) =-(V2-1)n<-3
— 1 * S
c—1+ﬁg(9)<1 vt
De notre cote, nous avons montré la polynomiaktéacdconvergence de I'algorithme

obtenu que nous montrions dans le théoreme suivant
L , : _ vz . .
Théoreme: pous > 0, I'algorithme converge aprés= 0 (—(z—JZ)_nllog el)lteratlons,

Avec : 71 = min(r;).
PreuveVe > 0,30< 0 < 1,3 (x*,y*,s7) € T.(0)
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(xk)tRsk

n

On a:uk*t < puk < (1 — %) u* tel que: u* =

Alors: In (u**1) < kln (1 — \%) + u°.

On sait que :

In(x +1) < x,Vx > —1.donc:

In <£> < kln (1 — i) (mais:ﬁ < e).
1o Vn I

Ainsi ;

6
k (— —) <lne
Vn
) Vn Vo s
Alors : k > _Fm €. estle nombre d'itérations.

5.3.4. Tests numériques :

Les exemples traités sont de la forme canoniquaste :
Minf (x)

S, (PNLC)

Ouf:R™ - R est une fonction non linéaire, convexe et difféediie A une matrice
de type(m,n) de plein rang(rgA = m < n), b € R™.
La précision est comprise enti®~3 et 107°,

Pour la recherche delitems initiales, on présente un algorithme un
algorithme réduit de KarmarkéAnnexel) qui va nous aider a résoudre ce dernier
avec la trajectoire centrale avec et sans poids.

1- L’'application avec la méthode TC sans poids :

Exemple 01: Soit le programme non linéaire suivant:

Min x3+x3 + x;x,
sc
2x1 +x, +x3 =8
X1+ 2x, +x4=7
k X1,%X2,%X3 =0

Les solutions initiales trouvées :
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x* = (3.000000,1.00000,1.000000, 1.00000 )*

y" = (—1.024282,-1.971814)"

s = (0.020377,0.178774,1.024282,1.)¢
Qui donnent les solutions optimales aprés 48 itarat

x* = (29465 1.1071 0 0.8394)¢

y* = (6.1626 — 0.8987)t

s* = (0.0000 0.0000 —5.2555 0.3574)¢
Exemple 02 Soit le programme non linéaire suivant :
(Min (x; — 1)% + (x, — 2.5)?

sc
X, —2Xy — X3 = —2
< —X1 — 2x; + x4, = —2
—x1 + 2x; + x5 = —2
\ X1, X2,X3,X4 = 0

Pour epsilon=0.00001 et les solutions initialesvées égales a :

x" = (2.000000 ,0.0000001,4.000000 ,0.0000001 ,0.0000001)¢
y" = (0.000013 ,—2.271984 , 0.000788)¢

s = (0.000001 , 0.000001 ,0.001443 ,0.003172 , 0.000771)*
Aprés 39 itérations, on obtient les solutionsmptes suivantes :

x* = (2.0000 0.0000 4.0000 0.0000 0.0000)¢

y* = (0.0000 —2.2720 0.0008)¢

s*=(0.0000 0.0000 0.0014 0.0032 0.0008)"

Qui donnent la valeur optimalg(x*) = 2.5.

Exemple 03Soit le probleme non linéaire suivant :

( Min —x; * x5
sc
X1 +x, +x3 =2
Xy +5x,+x,=5
X1,X2,X3,%X4 =0

Pour epsilon=0.00001, et prenons les solutionmled trouvées :
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x = (0.628088,0.872245,0.499667,0.010689)"

y" = (=3.097763,—0.137088)"

s = (0.002716,0.016006,3.097763,0.137088)*

On obtient aprés 49 itérations, les solutions oplés suivantes :
x* = (1.2500 0.7500 0.0000 0.0000)¢
y* = (—2.3494 —0.6410)¢
s*=(0.0000 0.0000 2.3494 0.6410)!

Qui donnent la valeur optimalg(x*) = —0.5273.

2- L’application avec la méthode TC avec poids :

Exemple 04Soit le probléme non linéaire suivant :

Min (x; — x, + 1)? + exp(x; — x,)
sc
201 —x3) +x3 =1
X1,X2,%X3 =0

Pour epsilon =0.0001, et les solutions initialgalés a :
x" = (1.000000,1.000000,1.000000 )¢
y’ = 0.134424
s’ = (2.681628,0.012906,0.006471)¢
On obtient aprés 33 itérations, les solutions oplés suivantes :
x* = (0.0000 0.0000 1.0000)"
y* = 0.1409
s* = (2.6687 0.0258 0.0000)"
Pour lesquelles on trouy&x) = 2.
Exemple 05Soit le probleme non linéaire suivant :

( Min(log (x; + x))?
| sc
2x1 +3x; + x5+ 2x4 = 2
3x;1 —2x3+x, =0
k X1,X2,X3,X4 =0
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Pour epsilon =0.001 et les solutions initiadlagprobleme :
x = (0.001069,0.663691 ,0.002641,0.002074 )¢
y = (0.270655,—0.546445)¢
s = (5.098024,0.188035,0.636455,0.005135)*
Les solutions optimales obtenues apres 56 itérstsomt :
x*=(0.0011 0.6654 0.0016 0.0000)¢
y* = (0.3278 —0.8150)¢
s*=(0.2052 0.0075 0.0421 0.1593)¢
Qui donnent : f(x) = 0.1646.
Exemple 08 Soit le probléme non linéaire suivant :

( Min f(x) =x,3 — x,°
sc
X1 — Xy +x3+x,=3
21 +x, —x3+x4 =4
X1 +x3+2x, =05
\ X1, X2,X3,X4 =0

Pour epsilon=0.000001, et prenons les solutior$egart trouvées égales a :
x" = (0.341957 ,0.004313 ,0.670979 ,1.991376 )¢
y" = (=0.005320 ,0.274080,1.222858)¢
s = (1.234301, 0.497742,0.056542 ,0.011443)t
Les solutions optimales sont :
x* =(0.3333 0.0000 0.6667 2.0052)¢
y* = (1.6434 0.6608 0.0175)¢
s* = (0.0000 2.9650 0.0000 0.0000)"
Avec f(x) = 0.0370. La valeur optimale, obtenues aprés 36 itérations.
Exemple 07Soit le probléme non linéaire suivant :

Min 3x,x,° — x,x,3
sc
2xqy +3x, +x3+2x, =2
3x;1 —2x3+x, =0
k X1,X2,X3,X4 =0
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Pour epsilon =0.001. Et soient les solutionsaies trouvées du probleme :
x = (0.001069,0.663691 ,0.002641,0.002074 )¢
y = (0.270655,—0.546445)¢
s = (5.098024,0.188035,0.636455,0.005135)*
Les solutions optimales obtenues sont :
x* = (0.0000 0.66667 0.0000 0.0000)¢
y* = (0.3324 —0.7737)¢
s*=(5.6642 0.0000 0.1202 0.1089)¢

Avec la valeur optimale du problem@&x) = 0. aprés 19 itérations.

Complémentaire :
A travers les tests numériques efiees, on a remarqué I'efficacité

pratigue de I’ algorithmes de trajectoire centetgerme d’infériorité du
nombre pratique du nombre d’itération qui est téehiit, et la réduction de

la durée d’exécution (le temps d’exécution cokstst trés peu ).
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6.1. Définition :

Dans ce chapitre, nous allons explaspartie programmation des méthodes
de résolution présentées dans les chapitres préseee I'implémentation du logiciel
contenant des interfaces claires et accessiblass Bipliquerons aussi le
fonctionnement de ce logiciel afin de faciliter sditisation.

Le logiciel MATLAB (MATrix LABoratoy) est spécialisé dans le domaine
du calcul matriciel numérique. Tous les objetsmgfdans le MATLAB les sont donc
au moyen des vecteurs et des matrices/tableauardbres. Un ensemble important
d’opérateurs et de fonctions de MATLAB de baselitacit leur manipulation et des
opérations comme par exemple le produit et I'inigrsnatricielles (inv), la
transposition (*) ou encore le calcul des valeuoppes (eig) font partie de la
bibliotheque standard. D’autres fonctions servdat@éation et a la manipulation de
matrices et de tableaux (diag, rand, ones, zemepdce) sont également disponibles
en nombre.

L’environnement MATLAB se présentais la forme d’'un espace de travalil
(Workspace), ou un interpréteur de commandes exélas opérations et des fonctions
de MATLAB. Les sources de celles-ci sont disporsbtrites en “ langage ”
MATLAB, voir en C ou en Fortran. L'utilisateur pelés modifier, mais en s’en
inspirant, il peut surtout créer et rajouter sexppes fonctions.

Le "langage” MATLAB contient un minum de structures de
programmation (structure itérative, structure étoonelle, sous-routine) mais reste
tres rudimentaire. L’avantage est qu'il est trémpde et trés rapide a programmer,
offrant une grande tolérance (syntaxe simple, padédinition des types, etc.), ce qui
permet un gain appréciable en temps de mise at jpdimyeénieur peut par ce moyen
étre plus efficace dans I'analyse d’'un problémes@rcentrant ses efforts sur celui-ci
et non pas sur l'outil servant a le résoudre.

6.2. Description de la fenétre MATLAB :

6.2.1. La barre de titre :

La fenétre MATLAB est surmonggga une barre de titre, contenant a sa
gauche une icbne et a sa droit les trois boutomsise<en icone>>,
<<minimisation/maximisation>> et <<fermeture>>.
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Barre de titre Barre de men Barre d’outils fermeture

File' Edit Debug Parsllel Deskiop Window Help
Do ¢ BRBE9 ¢ @ E | @ | curentFolden| C\Program Files\MATLAB\R201 2a\bin [ @
Shortcuts (2] Howto Add 2] What's New
fe >
i
|
\
Ready [ovR

Barre d’état.

La fenétre principale de logiciel MATLAB.

6.2.2. La barre de menu:
La barre de menu ezontien 5 fenétres (en général) :

* File (fichier) permet d’obtenir I'éditeur de program ;

« Edit (Edition) permet de coug/ coller dans la ligne de commande et ¢
» Debug permet I'exécution d’'un programme et ai ;

* Window (fenétre) permet le passage aux différedtelogicie ;

« Help (aide) acceslau menu d’aid
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6.2.3. La barre d'outils :

La barre d'outils en 9, qui sont souvent des ramgsule fonctions contenues dans les
menus. De gauche a droit (entre autre) :

e Ouvrir un nouveau fichier dans I'éditeur ;
* Rappeler un ancien fichier dans I'éditeur ;
* Couper;

» Copier;

» Coller;

e Annuler;

* Appeler l'aide.

6.2.4. La fenétre de commande :

Elles se divisent en deux zones :

« La zone historique, qui ne peut étre modifiée, rdaist on peut copier des
pattiers ;
* La zone de commande éditable.

La zone de commande permet (comme le nom l'indigedaper une commande qui
sera accepté a I'aide de touche <return> ou <entrée

6.3. Méthode de travail :
6.3.1. Edition et sauvegarde des fichiers MATLAB :

Dans un premier temps, on peut se contenter ddotre ses commandes une a une au
niveau de I'espace de travail ou elles sont intdgas directement.

Cependant, par la suite, il est beaucoup plusquati écrire sa séquence de
commandes complété au moyen d’un éditeur, pusadeer le tout dans un fichier
avec l'extension « .m ». Cette séquence pourra adtre exécutée dans MATLAB
par simple introduction du nom du fichier.

6.3.2. Aide en ligne :

En plus de l'aide de Window, une aide en lignedegtonible pour chaque

commande de MATLAB. Il suffit d’introduire : « helpom de commande ».
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6.3.4. Création de fichiers de commandes de fonctions utilisateur :
6.3.4.1. Fichiers de commandg@script files”) :

Un fichier de commande (script file) est un fe@hASCII d’extension « .m »
contenant une suite de commandes MATLAB. Il étrécexé directement en tapant
simplement son nom dans I'espace de travail MATLAB.

6.3.4.2. Fonctions:

De nouvelles fonctions peuvent étre ajoutées ATIM\AB par I'utilisateur. Il suffit de
créer un fichier de nom

nom_ danction.m

contenant les commandes a exécuter et dont |'eatiétéormat :

function [liste des arguments de sortie] = nomaitecfion (liste des arguments
d’entrée). Contrairement aux fichiers de commalreteyariables intervenant dans les
fonctions sont locales.

Les commentaires documentant les fonctions peugaetinsérés en les faisant
précéder du symbole %.*

File Edit Oetbhug Parallel Desktop W el o Help
T ey M B B2 =0 o= | & = | @ || cousers\pciDocurments\hMATLAB - | ] I
Shortcuts (2] How to Add 2] What's lew

=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
s
-
=
=
=
=1
=

Command Window - ] .

Jx ==

La fenétre d’'édition de fichier.
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4\ Open O
Regarder dans ¢ | MATLAB j b= I:_.:.F -
e Mom Modifie le Type =
e 1=l
Em I'*-"‘f i ] antrax 09/05/2013 14:11 MATLAE
acements :
?—écents ] benin 03,/09,2003 23:10 MATLAE =
] exemchebah 07,/09,2003 21:20 MATLAE
!. r_] exemchebaharezki 08,/09,/2003 12:27 MATLAE
Bureau ] exemplen2 04,/09,/2003 00:34 MATLAE
* ] exemple2kar 07,/09/2003 20:08 MATLAE
= | ] gradieny 06,/09,/2003 0947 MMATLAE
iy —mpl o . n i "
Bibiiothéqiies [ | hessienmo 06,/09/2002 00:03 MATLAE
] hessiennyy 06,/09,/2003 00:023 MATLAE
" L f_] hessienx 05,/09/2003 17:53 MAATLAE
=5 ] hessienxy 05/09,/2003 17:56 MATLAE
Ordinateur ] hessienyy 05/09/2003 18:02 MATLAE
- ¥ | karmarkarexemnple - 07/09/2003 21:07 MATLAE ™
t‘; A 4 Ifr | 3
Réseau Momi du fichier : ]"gmdierry.rn" "hessienrocm"” "hessienrr_:J Curvrir ‘
Types de fichiers : ] MATLAE files LJ Annuler I

La boite de dialogue d’ouverture de fichiers.

6.3. Exemples d’'applications:
6.3.1. la programmation linéaire

Apres avoir exécuter le programme de karmarkansda fenétre de
commande « command window » avec la commande =, tarprogramme demande
des entrées telles qua matriceA,b, et cet la solution initiale du probleme, on aura

les solutions optimales des problémes illustréassdes fenétres suivantes :
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Exemple 01 :

File Edlit Debug Parallel Desktop Windoww Help

H:TH S| & EaEE = o~ | 3B 2 | @ I!C\_L;.l;er’sr\.__pc:\r_aocuments_ﬁ_MEfIV_E:Bi viE] =
Shortcuts [#] How to Add  [#] What's MNew

donner l= wecteur kb= [8:7:3]

donner la wal=sur optcimals pour le prolléms
donner la waleur optimale du problems == —2ZZ2

| Workspace  Command Window

1a taille de = 3t n=5
1= nombr= de contraintses m=3

donner la solution = Strictemsesnt positive realisakbhls de bass du prokhlsms: =
donner la condition d'arrétc eps=0.0001

donner la wval=sur © gul assurese la convegences rapide du 1"algor ithms

N donner la walsur sntre O =t 1 T= 0o.25

EE 4

x =
3 .000s
1.9995
o.oooo
o.oooa
1.0005

==

e
B85

Jx =

Command Histony

art

all — — [ e AR

La fenétre de commande MATLAB.

Exemple 02 :

Fite Edit Debug Parallel Desktop  Window Help
T ES | % Ba B =2 O | & 0 | & || causersipciDocuments\MATLAR =[] =
© Shortcuts (&) How ta Add  [F] What's Mews
=  Command Windaw
=
=
== 1la taille de = =st n=2
= l= nombre de contraintes m=—3
=
= donner la solution = Strictement posSitive realisable de bases du probleme ;
- donner la condition 4'arrSt =ps—0.000000000001
E; donner la walesur © oui assurese la conwveasgences rapids du 1"aldgorichms
g donner la waleur =sntr=s O =t 1 == o.z25
== =
S
o.011z
0.5552
o.o0z07
O.1011
oO.os10
O.1311
I B m B 2
Oo.43z0
o.ogg7
== =
Yo -
zo8
Jx ==
Command History
Start
w
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La fenétre de commande MATLAB
Exemple 03 :

File

Edit

Debug

Parallel

Desktop

Wi d ooew

Help

TN ES | % Ba B 2 o | @ B | @ || cwusersvpciDocuments\MATLAB

Shortcuts 2] How to Add (2] What's Mew

donnsr l=

donner la

donner la

la tcaille
1= mnombrs

| Warkspace | CommandWindomr

donner la
donner la
donner la

donner la

o

x =
o . o000
oO.o000
2 .oooag
o.0133

==

I =
a3

S s |

TreEcTeur = CLZ 0]

wralesur optimals pour
walsur optcimals

l= prokbléms=e

du probhlesms == 0O
de = =st n=4

de conctraintes m=2

solution = sStrictems=ent positiwve realisabkble de bhase
conditcion 4dA'arrsStc sps=0.0000001

walesur ©t ouil

waleur =sntre 0O =t 1 T= o.=25

FRE |

cdu pr

assure la convegence rapidses du 1"Talgorithme

Command Historne:

Start

Exemple 04 :

La fenétre de command¢éMATLAB.

donner 1=
donner la
donner la

wecteur b=

[2:494:5]

wwalsur optimale pour l=e problems
ralsur optimals

du problems=s == 7 .666661

Warkspace  Command Window

l1la cailles
1= nombre

donner la
s donner l1la
donner la

donner
== M

la

Z2.3333
o._.oooo
o.&8&87
o._.oooo
Z.8887

a7

S = |

de x est n=5
de contraintces m=3

sSolution x Stcrictemsent positive realisables d=e bass
condition d'arrét eps=0.00000001

ralsur © gui assurse la convegencos
O 25

rapids du 1"algorichms=

wal=sur =ntre O =t 1 =

du pro

File Edit Debug Paraliel Desktop Windoww Help
BP0 | % Ea @ o o | @ | @ || cowsersipiDocumentsumATLABR -] = |
: Shortcuts [#] How to Add  [#] What's Mew

Command Histony

Start

VR
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Exemple 05 :

La fenétre de commande MATLAB

File Edit Debug

Parallel Cresktop W o Help

G == e B B N =i

| = | ;, chse r’s’\p’c}l?io cume nts:‘;ﬁg.'l:lr_hrBi

Shartcuts (& How to Add (&) What's Meww

Wiarkepace | Command Window

donner
donner

donner
donnerc
== ox

la caills
1= nombor=

1=
1a

1=
1=

O.0Z&3s

L o.s&72
O.05&e4
O.&e553
== Ik
X
a2
B

Command Window = H] &
donner le wecteur o= CLZ:-0] -
donner la wvaleur optimale pour le probhléeme
donner la waleur optimale du problems == 0O.&85§&868&8&68&886

de x st n=4
cle contraintss m=2

solution = Strictement poSitiwve realisakbhle de bhase du pr

condition A'arréc eps=0.00000001

waleur t gui assure la convegence rapide du 1"algorithms
waleur =sntre O =t 1 == o.zs5

mn

|

[ovR_

Exemple 06 :

La fenétre de commande MATLAB

File Edit Debug

Parallel Desktop W in clonar Help

: ED Lﬁl a B R Y o= |h o =1 | L7 ii‘_E:_;L___.!ser-s-\_p-c-‘lléiocuments}_M.ﬂﬂ:l;ﬂ-h-B_ v|

Shortcuts [#] How to Add [B] What's MNew

=  Command Window + H] A
=1
__E Contraintes: membres de droite —
= donner le wecteur b= [1:3]
=
=
g Adonner la wal=sur optimals pour l= praoblems=
3 donner la wvaleur optimals du problem=s == —3
. L
= la taille de = =st n—4%
p=
A2 1l nombre de contraintes m=2
=
=
= donner la solution x sStrictemsnt positiwve realisable de bhass
AdAonner la condition d'arrét eps=0.00001
donner la wvalsur ©t cgui assurese la conwegencocs rapides du 17 alorx
donner la wvaleur =ntre O =t 1 ki ao.25 5
= =
x =
1.388&6
1.61143
2.1E657
i R o i i |
== k

<

Cammand Histony

| Start

[ove
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La fenétre de commande MATLAB
6.3.2. la programmation quadratique
6.3.2.1. L'application avec le méthode detrajectoire centrale sans poid :

Aprés exécution (programme de la trajectoire centrdbns la fenétre ¢
commande €ommand windo' » avec la commande « runle programme deman
des entrées telles quessolutiors initiales du problemebtenues par Karmarl, on

obtient les solutions optimales des problerillustrées dans les fenétrsuivante :

Exemple 01:

File Edit Brebug Parallel Dasktop WV Lrd oo Help
THE | & Sal@ 9 O & B | e | ~|[s] B
Shortcuts [#] How to Add  [F] What's MNew
= | Comimand Window 1+ H] A
s == =
=
e o.34z0 o.o043 ao.&71i0 1.8995665
=
=
=
=
e
Aa =
at
=
=
= 1 -1 1 1
A2
= 2 E £ = 2
= E & e E & 2
Jyee
3
g =
L=

donner la wvaleur de epsselon, eps=0.000000000000000000001

=
e
0o.z297=2 —0.0131 O.&843& 2.04149
>
v =
1.49404& O.&8134 0O.1&5819

Comimand Histony

[ Start |

Lfenétre de commande MATLAB
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Exemple 02 :

File Edit Bebug Parallet Besktop W ir dl o Help

TIeS |6 "> =2 o~ [ = | @ [[F ~ () G
Shortcuts [#] How to Add 2] What's Meww
= Camirmand Window - H] A
=
==
% e =
=
=
= = = B =
<5 = =} ) 1
B
bt
=
= b=
=
=
=2
a

donner la wvalesur de s=sps=selon, sps=0.00021

= =
x =
o.oo11 O.&8637 oO.00z& o.o0oz1
> T
- =
a.z=z7vo7 —0.54&54%
x>

Command History |

. Start OWR

La fenétre de commande MATLAB

Exemple 03:

File Edit Debug  Parabzl Desktop  “Windoww Help
T S| 46 B G2 =2 o | &= cf 2 | e |[Fa — | [
Shortcuts (@] How to &Sdd  [2] What's Mew
= | Command Window e Bl o=
= Ao — -
==
=
= -1 =+ o
= a1 1 1
=
H
&S
i == bbb
=
= Bk =
=
=
3 a
== =
=
o.sooo 1i.5S000 o
== =
——
— 0 oooo = 2525
== =
= =
—0O . Ooo0ao o 1.0000
I == =
Command Histony |
- Start OWR
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La fenétre de commande MATLAB

e ——————
Fil= Edit Bebug Parallet Besktop Wi o oo Help
15 | & B 53 =2 o | dcw = | @ || F - |[Ga] ==
Shortcuts [#] How to Add =] What's Mew
= | Command “Windoww ae——ERT. o
=
s
= A= =
=
1= ok = a a a
<5 1 = o o o
3 3 —= o o o
&
=
= bl =
—=
=2
donnexr la vale=eur de esepse=lon,=s=ps=0.0000000001
= o

= .oooo o.oooo 4 .oooo o.oooo o.oooo
=
-
oO.oooo —z.z7z0 o.ooos
dx ==

Sosapaabdiliscan

| s Start O

La fenétre de commande MATLAB

6.3.2.2. L’application avecla méthode derajectoire centrale avec poids :

Apres avoiexécutr le programmée programme de la trajectoire a\
poids dans la fenétre de commar« command window avec la comman: « run »,
le programme deande des entrées telles clessolutions initiales du problen
obtenues par Karmarkar, on aura les solutions @¢sndes problem montrées dans

les fenétres suivantes :
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Exemple 05:

File Edhit Debug Parallel Desktop Wi clowe Help

T ES | % Wa B D O (8ot = | e |[Fa ~ |[E] -
I Shortcuts (2] How to Add (2] What's Mew

= Command "Window (R = s 8
= = = i
=

= ==
E o.oo0o11 O.&see37 O.0oo0zZ e o.ooz=21

=

=

L
| . A= =

=

-

A2 = 3 1 =

=

= 3 (=] —= =1

o =
=
o

I

donner =sps=slon, =sps=0.0021

== 3
x =
o.oooao O.&s566 o.oooog o.oooog
e
- =
a.3331 —O.&6&677
. == e

Corrumand Histornye

[ ovre

La fenétre de commandeMATLAB.

Exemple 06 :

Fite Edit EBebug Parall=l Desktop Wind o He=lip
I eS| ¥ B o o (B B | @ [ ~ |[] o
t Shaoartcuts &l How to Add [FF What's Mewe
= Command Window LR o = |
=
_ = —- 7
= o.3azo o.oo043 o.&8710 1.9o14 il
=
=
S
~
- oo
=
= =¥ -2 = =¥
= = 1 —1 =
=
B B B =
p s
3 e
= =
s

donnesr =sps=lon, =psS=0.0001

B
= =
O.3333 oO.oo000 oO. 88687 Z .0ooo
==
B -
1.66685 O.&868688 O.0o001

Command History |

i Start | owr .
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La fenétre de commande MATLAB

Exemple 07 :

File Edit Debug Parallel Desktop Wil oo Help

-~ = : = = Tin =
CTIAI E3 | 8 T2 @ 2 o~ |8 coF = | e [P - | ]
I Shortcuts [#] How to Add 2] What's Mew
=  Command Window e = )
=
= o.Ez81 o.avz= a.agg7 o.o0107 =
=
=
=
=
EE Am = —
s
_a
1 = = o
= 1 5 o 1
=
=
=
| = =
—a — = o o
e
£

donn=er =pselon, eps—=0.0000001

==
ST
1i.=2s500 o. 7500 O.oooo —0 . oooo
S
P .

— Az 5E —.aTFas
Commandad Historny

. Start | owR

La fenétre de commande MATLAB

Exemple 08 :

File Edrt Debug Paraliel Desktop Wi o Help

= - I = = S -1
=Tl S5 | & EaE 2 o~ |8 B | @ ||[Foo ~ | [oc]
I Shortcuts [ How to &dd  [&] What's Mew

=  Cormmand Window LE =
=
= O.Ez281 o.87z= o.a997 o.o0107 2=
=
=
=
= A= -
=
a
1 1 1 o
= 1 5 = *
o
=
=
=
| - =
—a —& o o
i
5

donn=er =pselon, eps—=0.0000001

== 3
= =
i.=2500 o. 7500 o.o000 —0 .oo0o0oo
=
—_— .

— 1255 —.a7FaS

Cormmand Histong
. Start [owr
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La fenétre de command MATLAB.

6.3.1. L’application dansla programmation convexe

6.3.1.1. L’application avec le programme de Karmarkai :

Apres I'exécutiondu programme de Karmarkdans la fenétre de commar

« command window avec la comman: « run »le programme demande des enti

telles quela matriceA, le vecteulb, et f(x) la fonction objectif et la solution initial

du probléme strictement posit, on aura les solutions optimales des proble

illustrées dans les fenétregivanes :

Exemple 02 :

Contraintes : membres de gauche
donner le matrice du problemse A= [1 1 1 O0;-1 2 0O 1]

Warkspace | Command Window

Contraintes: membres de droite
donner le wecteur b= [2:2]

donner la walsur optimale pour l= probleme
donner la waleur optimale du problems z%= -7

donner la condition d'arrét eps=0.0001
donner la waleur entre 0 =t 1 L= 0.33
20X

w =

.E545

3061

.oooo
.oooo

oo+no

fx ==

donner la waleur t guil assure la convegence rapide du l1"algorithme

File Edit: Debug Parallel Desktop Window  Help
J | % Ba _‘:‘ ) “ :!F .=_"I € | Current Directory:| Fi\rafikrabah e E| =
Shortcuts (8] How to Add (2] What's New
Command Window L =
MU e 1 e D2 T
Frobeélms: minimiser f£(x) non linfaire,sous lss contraintes Ax <= b
avec contraintes sur x
la fonction objectif du probleme est £ix)=x(1)"24+2#*x(2)"2-2*x (1) *=x(Z)-Z2*x(1)-&*=x(2)) et

Command Histary

[ 4\ Start |

La fenétre de commande MATLAB
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Exemple 03 :

File Edit: Debug Parallel Desktop Window Help

Shorteuts (8] How to &Add  [2] ‘What's New

Command Window

TS| % RalB 9 ™~ @ rcf B | @ | current Directory: Fi\rafikrabah - D

g e
Probélms: minimiser £ (x) non linfaire,sous les contraintes Ax <= b
avec contraintes sur x

Contraintes : membres de gauche
donner le matrice du problems A= [1 1:1 5]

Contraintes: membres de droite

‘ifarkspace | Command Window

donner le wvecteur b= [2;3]

donner la wvaleur optimales pour le problems
donner la wvaleur optimale du problems =%= —4

donner la condition d'arr£t eps=0.0001

donner la wvaleur € gui assure la convegence rapide du l1"algorithme
donner la wvaleur entrce 0 =t 1 = 0.25

== W

x =

0.5000
0.5000

== F1(x)

la fonction ochjsctif du probléms =st £(x)=2*x (1) 242 *=2(2)"2-2*x (1) *=x{2)—2*=x (L) —E*=x(2)) =t

m

Command History |

[ 4\ Start

La fenétre de commande MATLAB

6.3.3. L’application avecla méthode dda trajectoire centrale :

6.3.3.1. La trajectoire centrale sans poid :

Aprés avoir exécutkr programmaele la trajectoire centrales sans p dans la

fenétre de commandecemmand windo\ » avec la commande rdn », le programme

demande des entrées telles lessolutions initiales du probleme obtenues

Karmarkar, on aura les solutions optimales deslenoéx illustrées dans les fenétre

suivantes:
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Exemple 01 :

File Edit Debug Parallel Desktop el EaR Healp
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= | Command Window = H] A
= =
e
=
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=
=
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n

donner spsslon, sps=0.000000001
=X

2.94965 1. EEFL (] 0.8394
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Command History

| -\ Start OVR

La fenétre de comnde MATLAB.
Exemple 02 :
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Exemple 03 :
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La fenétre de commande MATLAB

90




Chapitre 06 Implémentation de logiciel

6.3.3.2. L'application avec la méthode dérajectoire centrale avec poid: :

Apres I'exécution di programme dans la fenétre de comme« command
window » avec la comman: « run »le programme demande des entrées telle:
lessolutions initiales du probleme obtenues par Kakararon aura les solutiol

optimales des problémékistrées dans I« fenétres suivantes :

Exemple 01 :

File Edlit Debug arallel Desktap  “Windoww Help

TS| % mEm o o [Rod B [@ [[F ~ |[] @

Shortcuts (2] How to Sdd 2] What's MNew

Workspace  Command Window

O.oooo oO.oooo i.40000

2.658837 o.oz539 o.oooo

i

Ix == |
et n el R e iz |

ul . Start| [ovr

La fenétre de commande MATLAB
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Exemple 02 :
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La fenétre de commande MATLAB

Exemple 03 :
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La fenétre de command¢eMATLAB.
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Exemple 04 :
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Conclusion générale

-Conclusion :

Notre étude a porté essentiellement sur une @esl@roblemes convexes
sous contraintes linéaires, puis une implémentatologiciel menant a leurs
résolutions par des techniques numeériques modeDbmea exposeé les résultats
théoriques de I'optimisation convexe sous contegiinéaires, notamment au sujet
des conditions d’optimalité. Les méthodes des pairigrieurs sont connues par leurs
efficacité, rapidité de convergence pour résougseloblemes de grande talille,
I'inconvénient majeur de ce type de méthodes résahs l'initialisation, c’est-a-dire
la détermination d’'un point initial qui se trouvéiatérieur de domaine réalisable.
Théoriqguement, on suppose que ce point est conaig, numériguement I'obtention

de ce point initial présente un handicap majeur pes méthodes importantes.

La recherche de ce point injpiaur la méthode de trajectoire centrale
nécessite par exemple l'intégration des méthodegpdeprojectif, la forme réduit de
la méthode de Karmarkar[annexe], ce qui réduitdieitation de cette méthode grace

a 'augmentation énorme de cette méthode.

Dans I'étude numeérique, On ardbda méthode du simplexe pour la
résolution des problémes linéaires, puis la matdmlKarmarkar pour la résolution
de ce dernier.  Par la suite, la méthode dedtaife centrale (sans et avec poids) qui
couvre la programmation linéaire et quadratiquel@arobléme de complémentarité

linéaire.

A la fin, une généralisation de desix méthodes proposées des points
intérieurs pour la minimisation des fonctions cotesesous contraintes linéaires. Les
méthodes de résolutions issus caractérisemhdde de raisonnement sur la
complexité du probleme, leur variété entr@ctes et approchées est di a la
variété et la complexité des déroulements @@drations, l'implémentation nous
a permis d’approfondir nos connaissances dandomaine de la programmation
informatique et de découvrir la richesse damede I'environnement de

développement utilisé.
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Annexe

Annexe :
Algorithme (Ye-lustig)
Debut
Donner le paramétre de précision> 0 , x° = (x°, 19),é = (0, ..., 0, 1)
k=0

a) Si(]|Ax° — b|| < €) alors :

Stop, la solutionr® est une solution approximative et fin.
b) Sinon :
Si 2k > ¢ alors
Poser :
Dy = diag(x")

B = [A b — Ad]

. 1

r= J(m+1)(n+2)

BK = [BDK, _b]

Pr = [I — Bi,(BiBy) "By ][Dy¢, —¢ %]

d — Pk
k7 ikl
Prendre :
k+1 _ €n+2
y - n+2 akrdk
ck+1 _ 1 k+1
e T TR 4 [n+1].
Poser :

Ak = gk*1[n] et aller a b).
Fin si ;
Fin si ;
Fin.
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