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RESUME

Une approche proposée récemment par .J.R.Hughasgepede faire le lien
entre le D.A.O. (Dessin Assisté par Ordinateut)agtalyse par élément finis. Le nom
de l'analyse isogéométrique signifie que les méfoastions de base peuvent étre
employées dans le DAO et 'AEF (Analyse par Eléniams).

Le but principal de notre travail est de mesuredéiinir I'écart entre le modele
classique par éléments finis et le nouveau modsgéeiométrique dans le cas des
plaques.

L'idée directrice de l'analyse isogéométrique est rdpprocher l'analyse
eléments finis de la modélisation CAO en exploit@ntmodele géométrique comme
support pour le calcul. Cela peut se faire gracdéueloppement de nouveaux types
de modeles éléments finis utilisant les mémes fonstde base que celles utilisées
dans les modéles CAO définissant une géométrigexad'heure actuelle, la majorité
des outils de modélisation utilise les fonctions RBS (Non Uniform Rational B-
Splines) pour la description géométrique. Ces @eesi ont des propriétés
intéressantes et il existe des algorithmes stapéEmettant de les générer et les
manipuler de facon efficace. Cette approche semplbenetteuse et a fait I'objet de
nombreuses publications. Le fait d'utiliser unergétrie exacte ouvre des perspectives
intéressantes pour les probléemes de verrouillagede epropagation de singularités
dans le calcul numérique des coques élastiguesminc

Dans ce travail, nous détaillerons ces fonctionlewts propriétés ainsi que la
description des géométries a partir de ces demi®nais on expliquera le principe de
I'analyse élément finis et celui de I'analyse isogétrique en utilisant les fonctions de
base NURBS.

Dans une seconde partie nous développons un gai#a deux dimensions
gue nous allons étudier avec les deux méthodesndthode des éléments finis
classique et les éléments finis isogéométriques.

Pour conclure, nous comparons les résultats obtemas les fonctions de
corrélations en dynamique des structures.
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INTRODUCTION GENERALE

Historiquement, les approches principales damolaaine de la conception et
I'analyse en ingénierie ont été fondées sur lediniques expérimentales et
empirigues ainsi que les méthodes analytiques.Réemt, ces outils traditionnels on
eté complétés par les technologies d'assistancerdarateur. Connues sous divers
vocables tels que la CAO (Conceptidssisté par Ordinateur), IAO (Ingénierie
Assistée par Ordinateur), celles-ci reposent toatés base sur l'informatisation des
diverses techniques utilisées par les scientifiqgi@agénieurs. Les avancees les plus
importantes sont dans I'ordinateur pour simulerdeénoménes ou le comportement
de systemes complexes d'ingénierie. Cette nouveiéeipline, appelée calcul
scientifique ou simulation numeérique, est issuéadeombinaison des mathématiques
appliquées, de l'informatique et des sciencesmghieur.[1]

" - — —

" Mathématiques | Sciences | [ Sciences |
appliquées informatiques du génie

- < o B
LE CALCUL SCIENTIFIQUE

Figure (1.1) : Le calcul scientifique : Une nouvelle discipline

La résolution de problémes d'ingénierie par sinnutahumérique est une démarche
qui intégre rigoureusement différentes spéciaktédisciplines. L'application de cette

approche débute par la modélisation du phénomemel aysteme a étudier sur le plan
physique. Ce qui implique une représentation dgetanétrie ainsi que des hypothéses
simplificatrices qui déterminent la validité du dede. On appelle domaine de calcul
cette portion de lI'espace physique borné par tegiéres ou la géomeétrie ou a lieu le

phénoméne. Généralement ceci donne lieu a desmr®std'équations aux dérivées
partielles avec des conditions de frontiéres owlitimms aux limites. Cet ensemble

constitue la traduction mathématique plus ou mdidé&le de la physique selon les

hypothéses invoquées. Cette fidélité allant de g&dc le nombre de parametres ou la
complexité du modele qui sera plus lourdraiter mais qui prend en compte des
phénomeénes physiques qui se rapprochent de plpkierdu monde réel. On nomme

cette étape la formulation ou modélisation du protd.

Pour la grande majorité des problemes d'intérétique on ne peut obtenir des

solutions analytiqgues aux équations a cause dectsuplexité. Alors, des méthodes

numériques permettent d'obtenir une solution agy@eqour résoudre ces systémes

(1]
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d'équations. Ces méthodes développées depuis heée11950, sont basées sur une
discrétisation des équations. Ce passage du mdnaggpe, au monde numeérique de
I'ordinateur est devenu, a cause de sa spécialisatie discipline scientifique a part
entiére et constitue les fondements scientifiquesalcul ou simulation numérique.
Les équations différentielles sont discrétisées gi@erses meéthodes, telles les
différences finies, les volumes finis ou les élétadimis. La solution est recherchée en
certains points, appelés noeuds, puis elle espwitsr sur le reste du domaine. Pour
réaliser cette opération, le domaine étudié doét @téalablement découpé en éléments
simples dont les sommets sont les Nceuds de |aétsation : les éléments sont des
polyedres, petits volumes de l'espace ou polygendaces dans le plan. On souligne
gue cette étape, appelée discrétisation, comprena dolets : la discrétisation des
équations qui donne lieu aux schémas numeériqués;decrétisation des frontieres et
du domaine appelé maillage. Le maillage servasigport aux schémas.
Le résultat de I'étape de discrétisation est uterys d'équations algébriques qui est
I'équivalent discret des equations différentietestinues. Les inconnues de systéme
sont les valeurs des variables du probleme (press&mpérature, et...) en chacun
des nceuds de la discrétisation. La taille du syst@mésoudre dépend du nombre de
variables, du schéma de discrétisation et de las§@ (nombre déléments) du
maillage. La solution de la simulation sera la 8olu numérique de ce systéme
algébrique. Et est obtenue par diverses techniglgébriques appelées résoluteurs.[1]

La derniere étape de cette démarche est I'analgsk solution pour fins de
validation ou d’interprétation. L’outil privilégiést la visualisation qui permet grace a
des logiciels et des eéquipements spécialises dredfisur des consoles graphiques la
géométrie et la solution.

L’ensemble de cette démarche est illustrée phaglae 1.2.

Pheé . Modélisation Formulation de
ikt ' Physique : Probléme

Géometrie
et conditions
frontiéres

Equations
differentielles

Discrétisation I

Systéme
algébrigue

Analyse et Solution Résolution
Visualisation Numeérique des équations

Figure (1.2) : Le calcul scientifique : méthodologie

Maillage

(2]
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Processus de simulation numérique

Les développements et les progres réalisés as degrtrois derniéres décennies
ont conduit a I'application d’'une méthodologie st devenue standard. Comme
pour tout systeme complexe, la clef de maitrisedeéslans l'identification et la
modulation des taches. Actuellement, la méthodelsgandard découpe le processus
de simulation en quatre taches distinctes, qui sont

% Modélisation Géométrique
% Maillage

% Reésolution

% Analyse et visualisation

La figure (1.3) montre comment ces quatre modsiiesegrent dans le processus
de simulation numérique, et comment ils communitjesrire eux. La transmission
d’'information, c'est-a-dire la fagcon dont les objsbnt échangés entre modules, se fait
sous la forme de fichiers informatiques.

RESOLUTEUR
D'EQUATIONS

MODELEUR GENERATEUR ANALYSE ET

VISUALISATION

GEOMETRIQUE DE MAILLE

™~ I - ™~
»| Géométrie »| Mailage »| Solution
-~ A S S

Figure (1.3): Méthodologie de résolution d’'un probléme numérique

a) Modélisation géométrique

Le role du modeleur géométrique est de traduigetamétrie des objets en deux
ou en trois dimensions sous la forme d’'une reptétien informatique. Les entités
constituant la description compléte de la géomé&ioat des formes élémentaires
assemblées pour former la géométrie. La modélisatolide appelée CSG
(Construction Solid Geometry) est basée sur daswed élémentaires tels que cubes,
sphéres, cbnes, et autres volumes géométriguesde lba modele final est obtenu en
appliguant des opérations booléennes sur ces vel@iéenentaires. Les opérations
sont l'union, l'intersection, la soustraction, ete. modélisation B-rep (Boundary
representation) utilise, comme son nom l'indigless, frontieres pour construire le
modele. Cette modélisation définit un volume aipdes surfaces qui le bornent. Les
techniqgues de représentation des ces surfaces issumts des développements
mathématique sur les fonctions splinaires, de Bétigplus recemment les NURBS.

(3]
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Ces surfaces sont elles-mémes délimitées par debes Qui sont définies par des
points.[1]

b) Maillage

Un maillage est une partition de I'espace ou dleomaine en cellules appelées
éléments. Le mailleur prend en entrée la géométest-a-dire le fichier produit par le
modeleur géométrique, et fournit en sortie un ragdl Ceci comprend une
information géométrique sur les sous-volumes etinformation topologique sur la
connectivité entre les éléments. Les maillagesstaurcturés sont sous la forme d’'une
liste d’éléements interconnectés. Les formes sonivesat des triangles ou des
guadrilateres en deux dimensions, et des tétraédesscubes ou des hexaédres en
trois dimensions. La connectivité d'un élémentladiste de ses voisins. Un élément
possede un voisin par aréte ou par face, selon lquenaillage est bi ou
tridimensionnel. Dans le cas des maillages strastua connectivité est par définition
implicite, et donc le maillage se résume a une krigte de nceuds.

c) Reésolution
Au cours de cette étape, les équations différiéedialécrivant le phénomene
physique sont discrétisées et transformées en starag d’équations algébriques. Les
techniques utilisées sont les différences finies,Molumes finis ou bien les éléments
finis, et permettent d’exprimer les variables dolgdme sur le support géométrique
gue constitue le maillage. Des conditions aux fevas et/ou des conditions initiales
viennent compléter ces équations, rendant la solutu systeme unique. Le résolateur
prend donc en entrée un maillage et avec le scli@nthiscrétisation retenu, construit
le systeme d’équation. La solution de systéeme aigéd, c'est a dire la liste des
valeurs, pour chaque point du maillage, de la swéiables et obtenue par différents
schémas itératifs.

d) Analyse et visualisation

Les résultats fournis par la résolution des équaticonstituent une quantité
phénoménale des données qui dans leur forme bélitetoute analyse par humain.
Les outils d’analyse et de compréhension, utilishe® procédures de post-traitement,
les caractéristiqgues globales qui sont I'objedtiaf de la solution numérique, sont
calculées a partir des données ponctuelles deutiso Par exemple, lors de I'étude
d’'une aile d’avion, la trainée et la portance fpattie de ces caractéristigues obtenues
par l'intégration numérique des valeurs surfaciques

La visualisation regroupe I'ensemble des techriqupii permettent de
représenter les quantités physique (telles lessetg les températures etc....) sous une
forme graphique pour faciliter la compréhension rdssiltats.

(4]
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l. MODELISATION EN CAO

I.1. MODELE DE BEZIER
[.1.1. Introduction

L'interpolation n'est pas toujours trés adaptée peutaines utilisations telles
gue le dessin par ordinateur, la CAO (concepticistgee par ordinateur), etc.

C'est dans le domaine de la CAO que les courb&edier ont été inventées et
plus précisément dans l'industrie automobile. Dassannées 1960, les machines a
commandes numérigues sont apparues, il fallait di#ucire les formes (comme les
courbes de carrosserie) avec des équations maigéaesat

La premiére solution était d'interpoler linéairernen grand nombre de points.
Cette méthode a de nombreux inconveénients :

- Pour la machine, il y a beaucoup de parametres.

- Il est impossible d'agrandir (mais aussi de tedag de déformer, . . .) une partie
d'une piece sans rajouter de points supplémentaires

- Placer des points n'est pas intuitif pour lesgiess.

- Il est trés fastidieux de modifier la courbe.

Un autre procédé était donc nécessaire pour exptime courbe avec peu de
parametres et que ceux ci soient naturels.

L'idée révolutionnaire des courbes de Beézier estlidation de points de
controle et non de points d'interpolation. Celat\are que la courbe ne passe pas par
les points donnés mais les approche. Les courbd3édeer ne sont donc pas des
interpolations mais des approximations. Il y a jgluss avantages a cela :

- La courbe est stable, il est facile de déforraerdurbe sans résultats inattendus.

- Il est facile de modifier la courbe, il ne fautegmodifier les points de contrdle qui
sont peu nombreux.

- Le placement des points de contrdle est relatérgravident.

- Il est plus facile d'avoir une courbe naturdileide, non brusquée avec des points de
controle qu'avec des points d'interpolation.

Et tout cela en gardant les avantages du modeleemgume (agrandissement,
déeformation, etc.).[3]

1.1.2. Courbes de Bézier
Les courbes de Bézier ont entre autres été cr@edigrre Bézier chez Renault
en 1962. Bien que ce type de courbes porte son ihoafast pas certain que Bézier ait

été le premier a construire cette courbe. En étil De Casteljau chez Citroén, a
développé la méme courbe plus ou moins a la mémquépbien que son approche

(6]
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differe de celle de Bézier. L'approche de De Cpgmsteétant plus intuitive et plus
utilisée.

1.1.2.1.L'algorithme de De Casteljau
L'algorithme de De Casteljau est la maniére la plagple de dessiner une courbe de
Bézier. La conception est entierement géomeétri@ieious voulons une courbe de
Bézier avec quatre points de contrdle, nous depomsder de la maniere suivante. La
figure 1 montre le schéma de la construction (avecl/2). Aux extrémités et aux
cassures de la courbe bleue, il y a les points atdr@e. Le trait bleu forme le
polygone de contréle. Les points sont numérofgs/®;, P, P, . . .

Nous prenons un paramétre t entre 0 et 1. Nouwdrsule point B qui est défini
comme OB=0P, +t.P, P,.

P!, est le barycentre de’P et P, (affectés des poids t et 1-t). De la méme
maniérenous trouvons R (le barycentre de’Pet P,) et P, (le barycentre de%et
P%). Ensuite, nous trouvongfe barycentre de'R P'; puis P; celui de P, et P, .Et,
finalement, B, le barycentre de?Pet P, qui est le point de la courbe de Bézier avec
le parametrechoisi.

Nous prendrons pour O l'origine (0; 0) et pour difiep la notation B, = OP,.
Nous verrons plus tard que le choix de l'origireepas d'importance.

Si nous faisons varier t de 0 & 1 nous obtenonseutain nombre de points
appartenant a la courbe de Bézier. Le (a) de ladi@l,3) montre la construction d'une
courbe de Bézier a trois points de contrble ((0(%)0); (10; 5)) avec t variant par pas
de 0,1. Le (b) de la figure (I.3) montre la mémearrbe mais sans les constructions
barycentriques. [3]

A présent, nous allons voir comment calculer leatsal’'une courbe de Bézier.
Pour trouver le barycentréd®qx’ ; y'o) entre deux points®® (% : yo) et P1(x°1:y°%)
nous utilisons la formule suivante :

xto= 1. 50 + (1-1). %,
ylo=t. Y1+ (1-1). Yo
P oRE P B

_

{Pp

)l
L

I”“
Wt K
t.P°P

)0
! ]

Figure (I.1) : Schéma de la construction de De Casteljau aveiMspde
controle

(7]
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5

courbe de Bézier tracer avec I'algorithme de De Castejau

45— - ———— -

/) S

L

]
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]

iy e i e i e e —

e —

[ e i i e e T —

0

Figure (1.2) : Courbe de Bézier avec 4 point de contrble traeéd’ ggorithme de De

Casteljau
y y
)
1
3
2
1
2 4 6 8 10
(a) avec construction barycentrique (b) sans construction barycentrique

Figure (1.3) : Courbe de Bézier a 3 points de contrdle

“Sens” itéra ff'.f'>
50

0 T~ {1 — 1"}

<"5'rn.s T récursif

Figure (1.4) : Schéma pyramidal de De Casteljau avec 4 point®aede
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Ainsi le barycentre se déplace entfg & P1 sur la droite les reliant. Comme
nous l'avons vu, il faut répéter plusieurs foipdmtion pour obtenir le nivead.R.a
figure (1.4) montre le schéma de l'algorithme deQesteljau (connu aussi sous le nom
de schéma pyramidal de De Casteljau). Ce schémaadsble pour 4 points de
contréle. Comme nous le voyons le schéma disp@agatit de niveaux qu'il y a de
points de contréle. Donc, comme pour changer deaniwnous multiplions par t ou 1-t,
notre courbe a 4 points de contréle est de degRBied. slr ce type d'arbre est aussi
valable pour une courbe avec plus de 4 points dedle.

Le degré d'une courbe de Bézier est inférieur dimig au nombre de points
de controle.

Précisons que la courbe de Bézier de degré n avecpoints est unique.

Il est possible de trouver l'expression d'une ceutb Bézier. Nous allons le
Voir pour une courbe a 4 points de contréle magelmarche est généralisable. Le plus
simple est de prendre le schéma dans le sensifitdeatla figure (1.4). Pour le
deuxieme niveau, nous avons :

Plo: Fpo. @a-t+ |§1.t

Pllz Fpl. (1 - t) + |§2.t

P12: Fpl. (1 - t) + |§3.t
Pour le troisiéeme niveau :

Po=Po (1-1) + Pyt

PP =P (1-1)+Pst
Et pour le quatrieme :

P’ = P (1 -t) + Prt

En assemblant ces équations, nous pouvons obtgnémFonction des points
de contrdle. Nous avons alors I'expression suivdatia courbe de Bézier :

Fﬁo:(l-t)g-l:po"‘g.t(l-ti-P20+3.12(1-t)—|§2+t3. Fpg

Il est aussi possible de trouver cette expressipartr du sens récursif :
Poo= (1-1). ((1-1) ((1-1). By+ t. Py) + t ((1-1) .P; + t. Py))
+t((1-1) ((1-1). By + t. P,) + t ((1-1). Py + t. Py))
= (1-t)°. Pt 3.t (1t P +3. E(1-1) . P, + €. P

Cette maniere donne évidemment le méme résultat.

(9]
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courbe de bézier

Figure (1.5) : Courbe de Bézier a 4 points de contrble

Les courbes de Bézier sont toujours exprimées fmuge paramétrique car
pour une utilisation pratique (dessin, CAO, etcest nécessaire que la courbe puisse
avoir des points de rebroussement. La figure (hBntre une courbe de Bézier a 4
points de contrble et qui se croise. La courbeidess caractere. [3]

1.1.2.2. Forme de Bernstein

Bien que l'algorithme de De Casteljau soit tréspsemil est relativement long
de trouver I'expression de la courbe lorsqu'il jeaucoup de points de contrdle. La
forme de Bernstein permet d'exprimer plus simpldrmee courbe de Bézier. [3]

Définition: soitn un entier positif, on défini pourd {1,..., n} et t€ [0,1] les
polynémes de Bernstein par la formule :

Bin(t) :('l‘) XX (Lo )™ e (.1.1)
Tel '(n)—LC fficient du binbme de Newt 1.1.2
el que : i)~ ixme i)!( oefficient du bin6me de Newtan)........ (1.1.2)

Exemple : soit t€ [0,1] eth=4. On se donne de calculer les fonctions de Bernstein
Ni, 4 -

[10]
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(B, = (3) 0% (1—1)* = (1— 1)}

4
BM:(1)t1><(1—t)3=4><t><(1—t)3

A

4
Bz’4=(2)t2><(1_t)2=6Xt2><(1_t)2

4
B3,4=(3)t3><(1—t)1=4><t3><(1—t)1

4
kB4,‘4, = <4) t4 X (1 - t)o == t4

Ce qui donne graphiquement :

base bermnstein

1 | { | {
| | | | | | | I //
| | | | NoA| | | L
08F - St e NLA e
| | | M| | | /
‘ 1 1 Co N34 | 1 /
06F----- LN [J [ R 4 - L DT T L77,,/4 ,,,,, —
| | | B Vi | e
| | | | ‘ | | an
| I | | | IV
04p----- N e ittt oy 4 M
v I I I e U
7 | | Py | P | [N
02f - /1 L i e
/ I A = D = N
ST T T AR B N
o1 A L | |

Figure (1.6): Polyndmes de Bernstein de degreé 4.
1.1.2.2.1. Propriétés des polyndmes de Bernstein

(i).vi €{0,...,n} et vt € [0,1]; B;,(t) = 0.

n
(ii). partition de l'unité Z B (t) =1.

i=0

(iif).max B; , = B;,(t = i/n).
(iv).on a la récurence qui nons permet de calculer Bj(t) :

Bn,n(t) =1iX Bn—l,n—l(t)-
Bon(t) = (1 —t)Bgp-1(1).

[11]



0 VVIUNIAIVER | MODELISATION EN CAO]

Bin(@) =1 —=1t)B;_1(t) + tB;_1 1 (t). Avec I<i <n-1.

(v).symétrie: Vt € [0,1]; B;,(t) = B,_;(1 —t).
1

1
(vi).intégration: il est montré que: Vi € [0,n]; J-Bi‘n(t)dt =7
0
—NBj 1 (t) . .. (i=0).
(vll) dérivée: Bi,n(t) = Bi—l,n—l(t) — Bi,n—l(t) ...... (l = 1, e, 1 — 1)
nBi_l,n_l(t) ...... (l = 1)

Remarque: Les fonctions B,(t) sont aussi appelées fonctions mélanges ouitorct
pondérantes.[2]

|.1.3.Courbes de Bézier non rationnelles

Une courbe de Bézier de degré n est caractérisggaément par n+1 points,
appelés points de contrdle qui définissent le pmhggcaractéristique associé a cette
courbe. Le premier point et le dernier sont desdseles autres points de controle
permettent de définir la forme de la courbe, larbewne passant pas en général par ces
points. [3]

Définition : Pour n + 1 points du plan Pi =o(%q), . . . . . , (%, Y») € R?, on définit la
courbe de Bézier C associée a I'ensemble de cets pair :

X=Xt 0 Bin(D)-Xi oeveeiiiiiieenn, (1.1.3)
y(t):Z?zo B,n(t)y| ....................... (1.1.4)
Pour te [0,1]. En abrégé : Ct)=2XieoBin(®).Pi .............(1.1.5)

Bin(t) =(1:) xt'x (1- t)™: polynémes de Bernstein ol n est le degré deuebeo
P; : sont appelés points de contrdle.
i=[123...n]

Exemple :
Un exemple de courbe de Bézier avec 5 points de&@enrest donné sur la Figure

(1.7).
P={Py(0,0) ; P1(2,4) ; P2(4,6) 13(8,4) ; R(10,0)}
Donc :

[12]
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Sur I'axe des abscisses : x=[0 2 4 8 10].
Sur I'axe des ordonnés : y=[04 6 4 Q].
La courbe de Bézier est définie ainsi :

(C) _ x(t) = O'BOA- + 2. B1'4 + 4., BZA- + 8.B3,4 + 10.B4,4
B y(t) - O'B0,4 + 4. Bl,4 + 6. BZ,4 + 4‘. B3'4 + O. B4‘4,

courbe de bézier non rationnelle

6 T <
| | | /\r ~ | .
\ \ \ \ ~ courbe de Beézier
| | | / | ™ | — — polygone de contréle
e R SR Lo R SRS SEEEE e R
| | /\/ | | | | | |
| | | | | | ~ | |
I I / I I I I # | |
| | | | | | |
ap----- R S i SRR R SR R R
| S | | | | | . |
| Al | | | | [N |
| ! | | | | | N |
| ! ! | | | | | | ) |
3777777T77f77\ 777777 [ [ - [ N
o/ | | | | | | N
o/ | | | | | | | A
[ | | | | | | | |
)\/ I I I I I I I \\\
,,,,,,,,,, T N
2 | | | | | | | :r\
V4 | | | | | | | \
. | | | | | | | A
| | | | | | | | N\
| | | | | | | | | .
1---/f-- T~ T [ [ T~ T AT T T~ [ [N
| | | | | | | | | \
| | | | | | | | | \
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure (1.7) : Courbe de Bézier non rationnelle et son polyg@raatéristique.

1.1.3.1. Influence des sommets du polygone caracistique sur la forme d’'une
courbe de Bézier
Nous allons générer une courbe de Bézier aveoitdspde contréle :
Les coordonnées des sommets sont :
P={Po(0,0) ; P1(2,8) ; P2(4,2) ;38,8)}

Figure (1.8) : Courbe de Bézier non rationnelle avec 4 pointsaierodle

[13]
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Et en procédera au déplacement des sommets conitme su
Figure 9.1= P={Py(0,0) ; P1(2,8) ; P2(4,0) ; P3(8,8)}
Figure 9.2= P={Py(0,0) ; P1(2,15) ; P2(4,2) ; P3(8,8)}
Figure 9.3= P={Py(0,0) ; P1(2,2) ; P2(4,2) ; P3(8,8)}
Figure 9.4= P={Py(0,0) ; P1(8,4) ; P2(4,0) ; P3(8,2)}

T 7 T T T T T
| /1 | | | | |
| N _l______J___a1___1L_/
I | | I | | |
I I I I I I
I A T e e i A -
I I I I I I |
[Ny ]
I | \ I | | |
I I | I / I
e ~ T - = = A — — -
I | I\ I I I I
I | R I | 7/\ |
A A
| | [ | | | |
7 W A R
I I I I I I I
) I I I I I I I
2 i A St wl el Rttty it ity
I I I \\/ I I I
| | | \/ | | |
0 1 2 3 4 5 ] 1 8
Figure (1.9.1) figure (1.9.2)
e 8.1 foue 81
T T T T T T T o T T T i T T T
I I I | I I I I I | /1 I I I
O R BN R B B A ****\****\***7**47*\\*T***r***r***
I | | | I | | I I L, | I I
I I I I I I i L e i il Bl Gl Bl el e
e i E i S e e T I I A I I I
I I I I I \/\ e i i e e
| i _a___ AT I I v I I I I
I | | I I | | L e B e A e -
I I I I I /\ I I I Ya ! I I
e [T AV S -
I I I I I I I ) I I I I
I | | | | | [
e T ol e H I I I I I I \\
I I ) I I I I I . N
R R, 4%4/,7\777477fo77, | 1/ | I I I I
o | | | | | T T S
| | | I | | Voo I I I I I
L il Zetttin B M e A e 1
I I I I I I I s I I I I I I
| | | | | | | | | | | | | |
0 1 3 § 1 8 0 1 3 5 1 8
Figure (1.9.3) figure (1.9.4)

Figure (1.9) : Influence des sommets du polygone caractéristiguagorme d’'une
courbe de Bézier

L’ensemble de la courbe est affecté par le déplacému sommet hormis les deux
points extrémes Pet B lorsque le sommet déplacé n'est gir® P;. Si le sommet
déplacé est I'un des points extréme seul l'autiatpextréme qui reste inchangé de la
courbe et réciproquement.[5]

1.1.3.2.Propriétés des courbes non rationnelles

(). Controle local : le point de contrélg iRfluence la courbe au voisinage de t= i/n.
De plus C(0) = et C(1) = R.

(ii). Sion note @(Py, ..., R) la courbe associée aux points de contrélg (Ripn a la
définition récursive .

Cn(PO1 Xy Pn)(t) = (1_t) Ql—l(PO’ ey Pn—l)(t) +1 C1-1(Pl’ [ Pn) (t)

[14]
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(ii). La courbe est a l'intérieur de I'enveloppe conwde®points de contréle.

(iv). La droite ((%; Yo); (X3 Y1), ((%-1;Yn-0); (Xn; Yn)) €St tangente a la courbe en

(Xo; Yo), (% Yn)) respectivement.

(v). Une courbe de Bézier est infiniment dérivable.

(vi). Une ligne droite rencontre au plus autant de lfoisourbe de Bézier que la ligne
polygonale joignant les points de contrble (cegnsdie que la courbe suit assez
fidelement cette ligne sans osciller).

Remarque :

Le fait d'ajouter des points de contréle permetfidier sur la forme de la
courbe. Cependant il n'est pas judicieux d'élengr e degré d'une courbe. On préfere
donc utiliser le cas n = 3 (courbe de Bézier cubjai les relier entre elles de maniere
a garantir une continuité'ClLa courbe de Bézier cubique se trace en partapbiht
Po, en se dirigeant vers, et en arrivant au pointzelon la direction (2 Ps;). En
général, la courbe ne passe ni pamPpar B : ces points sont simplement la pour
donner une information de direction. La distanceesR et B, détermine la “longueur'
du déplacement dans la direction deafPant de tourner vers.p5]

[.1.4. Les courbes de Bézier rationnelles

Pour décrire trés exactement des courbes comneetekes, il faut des degrés
de liberté supplémentaires.

L’idée est d’'ajouter des poids aux points de cdetfesw; ).le dénominateur
n'est la que pour normaliser la somme des poidpléoentaires, afin que la courbe
soit correctement définie. Les modéles géométrigquamnnels font appel aux
concepts des cordonnées homogenes.[2]

1.1.4.1. Coordonnées homogenes

Le concept général des coordonnées homogéenesexgiridier des points de
l'espace R dans un espacé'R
Soit P un point de coordonnégsy, w)de R, sa projection est obtenue comme suit:

F:R » R
i) - ()

[15]
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W
Y

W3

Y3

Pl - d
=

— P~ _—— 7

[’J}( = iJ

Figure (1.12): Courbe obtenue sur le plan z en 2D

[16]
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1.1.4.2. Courbe de Bézier rationnelle, équation

Définition : On se donna+1 pointsP; et pour chaque point, un poids € R, on
définit alors :

c(t) = G (t). P, EE€[0,1]0ireeinnerain, (1.1.6)

Wi.B?(t)

i

Avec GI(t) =

?:0 WiB?(t).Pi
YicoWi-B} (1)

Donc C(t)=

* B}(t): polyndme de Bernstein étudié au début de ce trkapi

* G7(t) : Polynébme de Bernstein rationnel.

* P;: points de contrble de la courbe.

 W,;: sont appelées, poids des pdintet le vecteuw; est appelé, vecteur poids.

7 T T T T
| | / /:\ ~_ Courbe de Bézier
6b- - o R o 7\1\ . | —— — Polygone de Contréle | |
} 7 v TN ; ;
S | LN | |
5 T S L S ISR S S _
s | : N |
e | | | | I
M R PTG 7
| N | ™ | N
NV S Y S S S N S I
~ L | N 7
~n. o | | \ ! e
2o R R TR SR protttoAtes B
RSN A
1p—s IR RN S IR R IR B
| | N - |
0 | | N A |
0} 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure (1.13) : Courbe Bézier rationnelle avecijt 1 1 1 1]

1.1.4.3. Propriétés des courbes de Bézier rationnes

» Toute courbe de Bézier passe par les points dedtemxtrémes

* Invariance affine : la transformation affine d’'uc@urbe de Bézier est la courbe
passant par la transformée des points

* Enveloppe convexe : une courbe de Bézier apparéidignveloppe convexe
des points qui la contrdlent si les poidssant tous positifs.

[17]
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* La symétrie : la courbe de Bézier rationnelle agsoau polygone de contrdle
ne changera pas de forme lorsqu’on fait inverseptdes du ce polygone et les
vecteurs poids associés

La courbe de Bézier rationnelle présente deux swirepriétés par rapport au modele
de Bézier non rationnel [2]:

* La premiere propriété c’est I'invariance projeetivsi on veut transformer une
courbe de Bézier rationnelle par une transformatiajective, on n’a qu’'a agir
sur le polygone de contréle en écrivant les péidsen coordonné homogene

* La deuxieme est la précision linéaire.[3]

[.1.4.4. Influence des poids (Wsur la courbe de Bézier rationnelle

Les poidswi offrent une souplesse et une efficacité dans ldrglende la
courbe, en effet, la variation du poids d’'un paletcontrble s’exprime sur la courbe
telle une force d’attraction ou de répulsion.

* Sion augmente un poidsi\& courbe se rapproche du poini) @ssocié comme

le montre les figures (a, b, c, d)

* Si Wi =0 le point Passocié perd toute influence sur la forme de labmu
figure(e)
* Si on change le signe d’'un poids, f& courbe s’éloigne du pointifRassocié

comme le montrent les figures (f, g, h).

T T~ T . A\ T
N IS R U/ NG N S A IS IS N N R S S
l l/ NG l l/ l NG
N ————————,—, e
| | | | | \ | | | Y I~ | |
) S S R S N /f/x ﬂ\\
A N NG L] CN
G At 5 B S o w e o7
A U TR S R B R 2,,,>x,,‘,,\‘\,i,,,‘,,,,‘,, T —
A NN uUh
I S R C S R SR At
S i
Figure (l.14.a):w=[11111] Figure (1.14.b):w=[1121 1]

[18]
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Figure (1.14.h): w

[11-1/21 1]
[19]

Figure (1.14.9):w
Figure (1.14): Influence des poids (vsur la courbe de Bézier rationnelle.

Remarque : nous remarquons que la modification des poids Wina grande
influence sur la forme de la courbe méme si on pbténir cette modification par une
modification des points de contréle (Pi) mais ladifioation des poids est plus souple

et simple a mettre en ceuvre dans la pratique.
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[.1.5. Surfaces de Bézier
[.1.5.1. Surface de Bézier non rationnelle

Définition

Le raisonnement développé sur les courbes pepplijaer aux surfaces. Cette
fois-ci deux paramétres interviennent pour la défin d’'une surface et les surfaces
sont déterminées a partir de grilles (patchs) detpde controle.

S(u, V) = :-1=0 Z]n;o Bi’n(u)Bj,m('U)Pi'j ........................... (Ilg)
P.j: Les poles du reseau caracteristique (les pomtodtroles) avec :
e 0<i<n.
e 0<j<m.

B;n(W), Bj,»(v): Les polyndmes de Bernstein avec (g, 1]
Les points de contrdle associés a la surface deBgant aussi les points de
contréle correspondant & un ensemble de courbBgzer.

Surface de Bézier

| 45
K
el sSe
SIS
R

Q

%
S
y Q\“:

200

Figure (1.15) : Surface de Bézier non rationnelle et son résagactéristique

[20]
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[.1.6. Surface de Bézier rationnelle

La surface de Bézier rationnelle se construit d’'mamiere analogue a celle de
Bézier non rationnelle (polynémiale), mais en aotitdes poids W; comme le
montre la formule suivante :

i sm W..B. wB.. WP,
i=0<j=0""1] 7 ; jm ij

S (U, V)=—5 ! LU
Zi=0

T o (1.1.10)
520 WwBi,n(wB],m(v)

La figure illustrée si dessous est une surfaceésds rationnelle de vecteurs poids
Wi=[112511];W=[1110211]

surface Bézier rationnelle

ol R SO SOt U SN
I AN, e
o 7%4///////%?”&&%&\\\\&%\‘\\ el o
Y e
2.5 - " “‘\“\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ sl o

Figure (1.16): surface de Bézier rationnelle de vecteurs poigs 1251 1]; et
W2=[1110211]

[21]
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Le comportement de la surface vis-a-vis son résaaactéristique est le méme que
celui de la courbe de Bézier rationnelle en vens polygone de contréle. Si on
augmente le poids ou plusieurs points de réseactéaistique la surface se rapproche
de ces points et si on les diminue la surface igjpé

En changeant la valeur de poids W sur un pointaigréle, touts les points de
la surface se déplacent excepté les quatre poxiténees de la surface la ou elle
coincide avec le réseau caractéristique.

Les figures ci-dessous montrent le comportemelitd darface en changeant les
valeurs des vecteurs poids\éut en gardant le méme réseau caractéristique.

Surface de Bézier rationnelle

Surface de Bézier rationnelle

R
Sattipat
st RS
SRRSO,
““\\\“‘\\\\\\\\\\\\\
N \\\‘“‘\s“\
SIS

AR
ol

Figure (.L17.a):w;=[111111]; Figure (1.17.b): w;=[1110111];
Wj=[111111] W;=[1110111

Surface de Bézier rationnelle

Surface de Bézier rationnelle

Figure (1.17.c):W;=[1110011 1]; Figure (1.17.d): w;=[100001];
W;=[11100111] W;=[1 00 0 01]

Figure (1.17) : effet des poids Vysur la surface de Bézier rationnelle

[22]
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|.2. MODELE B-SPLINE

[.2.1. Motivation

Il s'agit de fabriquer une courbe qui présente tessavantages des courbes de
Bézier mais sans ses inconvénients. Ainsi, la audvra approximer les points de
contrble, étre simple a manipuler, présenter lesx@sepropriétés que les courbes de
Bézier, etc.

Le degré de la courbe ne devra pas étre propodicaun nombre de points de
contréle mais fixe. La modification d'un point naitdoas affecter toute la courbe.

Les B-Splines ont été développée chez Boeing demnarinées 70 et 80. Les B-
Splines existait déja avant mais n'était pas étléset le concept n’est pas finalisé.

L'idée principale des B-Splines est de remplaceptdynémes de Bernstein par
des fonctions. Ensuite, nous sommerons ces forscéivac les points de contrdles pour
obtenir la courbe. Une B-Spline ne dépend pas emgunt des points de contrble mais
aussi d'un vecteur nceud.[5]

[.2.2. Fonctions B-Splines

Les B-Splines sont des fonctions polynomiales parceaux possédant une
classe de continuité donnée. Elles sont construat@artir d’'un vecteur de nceuds, qui
est lui-méme constitué d'un ensemble de coordond@es I'espace parameétrique
E={& & - - & nepst}, OUE | ER est le§™nceud, i est lindice, i=1,2,...,n+p+1,
p est le degré polynomial et n est le nombre detions considérées. Les fonctions
d’'un ordre p donné quelconque sont définies réeansént a I'aide de la formule de
Cox-de Boor a partir du vecteur de naaldbs]
On commence par définir les fonctions constantesnmaiceaux (p=0)

1 §i<E<&i+1
Nio(&)= { D S (1.2.1)
Pour p> 1, la relation de récurrence est :
& = &) + N (D) (1.2.2)
'-p _ '-p 1 l+1p 1 TR . .

ft +p+ _fl
Le dénominateur de plusieurs de ces fonctions gianhuler en présence de nceuds
répétés, quand cela arrive, on adopte la conventﬁioﬂ 0.

[.2.2.1. Vecteur nodal

Il existe deux familles de vecteurs nodaux :

Vecteur uniforme
Un vecteur nodal est dit uniforme si 'espacemertiteeses nceuds est uniforme
=[00.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1]

[24]
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Vecteur non uniforme

Un vecteur est dit non uniforme si 'espacementeegés nceuds n’est pas régulier.
£=[0000.10.20.30.30.40.50.50.6 111].

1.2.2.2. Propriétés des fonctions de bases B-Spline

* N;p(¢) est un polyndome de degré p s@ir,[§ i[

* Nip(§) = 0 si§ € [&;, &ivpra] SUPPOIt compact

* 0 <Np($) <1si¢ €], &ipul

¢ Ni,p(fi) = 0 sauf SEi = fi+1 = :’fi+k < f i+k+1 alors Np(fl) =1

*Pouré €] &, € ispsal, Nip(§) =1sietseulement&ii =& =- - < i=¢

*Partition de l'unité
Yo, Nip(§) =1 Pouré & [§, & juul
};Bn_k_l Ni,p(§) = 1Pouré, <& <&m,
{Z2INi,p(¢) = 1 Pournsm-pet, <& <,
* N;pest C a droite de chaque point

* N;pest ™" au voisinage de chaque nceud de multiplicité r
v &, N, o(§) est dérivable a droite et

< _ Ni,p—1(¢§) Ni+1,p—1($)
N p(©)=p * | ) S (1.2.3)
1.2.2.3. Graphes de quelques fonctions B-Splines

[.2.2.3.1. B-Splines uniformes

Bapites de g 0

a. Dix fonctions B-splines de degré 0 beuf fonctions B-splines de degré 1

[25]
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wo | / . /‘ | | f‘
| !/ \\ / \ / \ \\ /
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’/ '/ \\ \x‘/ \ \X‘/
ur / A /\\ \‘ \\
c. Huit fonctions B-splines de degré 2 dhtSenctions B-splines de degré 3

Figure (1.2.1): Fonctions B-Splines uniformes de degré 0 a 3
[.2.2.3.2. B-Splines non uniformes

B-splines non uniformes de degré 0
1

09—

08— T

07 i

0.6— =

05— —

0.4— —

03— —

02— —

01— ‘ —

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure (1.2.2): B-Splines non uniformes de degré 0 et de vectedalno
u=[00.210.20.30.40.50.50.60.7 0.7 0.8 01911

B-splines non uniformes de degré 1

Figure (1.2.3): B-Splines non uniformes de degré 1 et de vectedalno
u=[00.10.20.30.40.50.50.60.7 0.7 0.8 01911

[26]
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B-Splines non uniformes de degré 2

B T T

0.9
0.8~ TN
//’ \\x
07k / \
06— / \ o \ VAR
/‘ ) \\‘« /
051 X \
/ A /
0.4~ /N \ I
/ /N \
03 / / N\ \ /
// \ \
0.2 / //

01—

/ e ~_ \/
0 L L — | —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figure (1.2.4):B-Splines non uniformes de degré 2 et de vecteualnod
u=[00.10.20.30.50.50.60.70.70.7 0.8 1;1 1]

B-Splines non uniformes de degré 3
1
T T T [}

09 ‘/‘\\\\ d
08 . ““ \ /7

0.7 [ \ ’/“ i

| /
0.6~ TN | \ /4
S \ | /

N / \
05— % N/ —
% \ X SN
J / \ // N\
/ \ X
L / /\ \ /\ \
0.4 / / \ ’/ \‘
L y \ / \
0.3 / ) / \ \ /

/ / \ /
02 / / X \ /

/ y 7\ \5/
L , Y 7N
01 . \ /N \/ p
A~ // . N - / \‘\ﬁ AN \ S
. L o Y .y AN
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figure (1.2.5): B-Splines non uniformes de degré 2 et de vectedalno
u=[00.10.20.30.50.50.60.70.70.7111;11]

1.2.2 .4. Dérivées des fonctions de bases b-Spline

Les dérivées des fonctions de base B-Spline peugtet représentées d'une
maniere efficace en terme de B-Spline d’ordre iefer Cela se déduit de la définition
récursive des fonctions de base B-Spline vues getugment. Pour un polynbme
donné d'ordre et de vecteur noda, la drivée de 1a°™ fonction de base est donnée
par :

d p

—=Nip@®) = —5Nj,1(]) -
dg P Sivp — &i vP

Cette relation peut étre généralisée pour les éésivdordre supérieur par

différenciation de chacun de ses termes pour abeuti

dk B p dk—l
d_kz Ni,p (E) - §i+p _ Ei (dk_lz Ni,p—l(i))

dk—l
- P (dk_lsz,p_l(z)) et et e e e (1.2.5)

§i+p+1 - Ei+1

p

Eirprt — Gir Nit1p-1(8) e (1. 2.4)

[27]
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Le dénominateur de plusieurs de ces fonctions ganhuler en présence de nceuds
répétés, quand cela arrive, on adopte la conven%i@n 0.

La figure (1.2.6) donne l'allure de la premiereseconde dérivées des fonctions de
bases d’ordre=3 définies par un vecteur nodaf {0, 0, 0, 0, 1/3,1/2, 2/3, 1, 1, 1, 1}.

fonctions de base NURBS

0] = ‘ —
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ler Dériveée
10 \ \
\ - . /
0 — e e ——
-10 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2er Dérivée
100 \
i e e
" - 7 ;/_/_H_,_H_/_ﬁ
-100 — | | | | | | | | |
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure (1.2.6): Allure de la premiere et seconde dérivées destitorec de bases B-
Spline d’ordre p=3 définies par un vecteur na={0, 0, 0, 0, 1/3, 1/2,2/3, 1, 1, 1, 1}.

1.2.3. Courbes B-Splines non rationnelles uniformes

Définition : On se donne un vecteur de nceuds, (.., ¢ ) et des points P ...., P,
dans R, appelés points de contréles et qui forment enketalpolygone de contréle.
La courbe B-Spline de degré p associée est :

C(t) =XiZ§ NLP(Pi oo, (1.2.6)

AvecN;, : Fonctions de base uniforme de degre p
Pour p=2 la courbe B-Spline est de degré 2

[28]
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courbe B-spline
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Figure (1.2.7): Courbe B-Spline non rationnelle uniforme
|.2.4.Courbes B-Splines non rationnelles non unifmes

Contrairement a la courbe précédente, ici on atilise fonction de base B-
Spline non uniforme (vecteur nceud non uniformeljeaud’une base uniforme.

Les figures ci-dessous montrent les courbes B-8plinon uniforme et
I'influence du vecteur nceud sur la forme de la beuB-Spline.

4 . - : : - : . 1
0.9
0.8
0.7r
0.6
05f
o.ar
0.3F
0.2

/
0.1 )

o

Figure (1.2.8): Courbe B-Spline et sa fonction de base de vecte2ud
§=[0000.10.20.30.405061111]
Maintenant on prend la méme courbe, mémes pointsnkedle mais en multipliant

les Nosuds sur le vecteur nceud.

8

Figure (1.2.9): Courbe B-Spline et sa fonction de base de vecie2ud
§=[0000.10.10.30.405061111]
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Figure (1.2.10): Courbe B-Spline et sa fonction de base de vecieaud
§=[0000.10.1040405061111]

Remarque: Dans le cas ou les fonctions B-Splines sont @gndmes de Bernstein
(deux nceuds de méme multiplicité) on parle alorsaebe de Bézier. Dans ce cas,
seuls les k + 1 premiers points de controle inggment.[4]

Ces courbes possedent des propriétés géeométrrgsanteressantes, proprietées
qui découlent presque immeédiatement des proprigg$onctions B-Splines

La courbe B-Spline G a les propriétés suivantes :
1. Les composantes de &(sont sur chaque intervallé;] &,,[ des polynGmes de
degré p,
2. en un nceud de multiplicité r la courbe est desela®”,
3. Si ¢ € [&; &yl alors C€) ne dépend que des points de contrGlg P. , Ret se
trouve dans lI'enveloppe convexe de ces points,
4.Si& = ... =& isp <& isps1 €St UN noeud de multiplicite p+1 alors on &)X R et
C(§) e (P P)

On dit qu'une courbe B-Spline est vissée aux extédmsi elle est de degré k et
si les nceuds extrémégeté,, sont de multiplicité p+1& =.... =& <éysp €tému=.....
= ¢m). Dans ce cas le nombre de points de contréletaféanent utiles est m-k-1. De
plus, il résulte des propriétés précédentes quamebe vissée aux extrémités est
tangente a son polygone de contrble aux extréniitéter que les courbes de Bézier
sont des courbes vissées aux extrémités.[4]
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[.2.4.1. Contrble local

Il est possible de contrbler localement une B-$pllra modification d'un point
de contréle ou d'un nceud ne modifie pas toute uabeo
Modification d'un nceud :

La modification d'un nceud n'influe que sur lgsc§ui sont autour. Pour k = 3,
la modification d'un nceud he touche que les courbes deg;Na N  (ceci n'est
evidemment pas valable aux extrémités). Cela nethfiB-Spline pour les t entrg t
et I3+4-[6]

Modification d'un point de contrdle :
La modification d'un point de contrdle Pi fait \v&ria courbe pour les t entreet {.4.

1.2.4.2. Autres propriétés
Les B-Splines ont beaucoup de propriétés, parms ell
» La différentiabilité, il est possible de dérivereuB-Spline.
* L'invariance par transformation affine.
» La périodicité d'une B-Spline, si nous avons desdset des points de contrdle
périodique alors la courbe l'est aussi.
» Siles points de contrble sont symétriques, lalm®llest également.
* Ajout d'un nceud sans modifier la courbe.
» Elévation du degré sans faire bouger la courbe.

1.2.4.3. Avantages et inconvenients

Les B-Splines résolvent les problemes que nous sawamstatés pour les
courbes de Bézier, il est possible de contréleBle3plines localement et I'ajout de
points n‘augmente pas le degré de la courbe. D& plest possible d'interpoler les
points de controle méme si ce n'est pas trés camniclu

Le principal inconvénient des B-Splines est leumptexité. En effet, il n'est
pas facile de calculer les fonctions de base. l@stp de contréle ne sont plus les
seuls parameétres des courbes, il y a aussi lewreateud. Il est difficile de gérer les
points et les nceuds en méme temps. C'est pourgusi me faisons que varier les
points de contréle, les nceuds sont généralememirisuaux extrémités et uniforme au
milieu.[6]

1.2.5. Courbes B-Splines rationnelles non uniforme@NURBS)
Excepté les paraboles, une Spline non rationnekle peut représenter

exactement une conique ; on peut considérer qt aredéfaut, bien qu’'une cubique
soit capable d’en fournir une acceptable approxonat

[31]
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C’est pourquoi on a étudié les formes rationneligs remeédient a cet
inconvénient.
Définition : Soité un vecteur de nceuds, soit P un polygone de centidits Ret w
des poids attachés a chaque point de contyb@rPsuppose que les poids ne sont pas
tous nuls. La courbe B-Spline rationnelle (NURBS8)d#gré p associée a ces donnees
est la courbe paramétrée par

CE) =X RV(OPceeiii i, (1.2.7)
NiW; N Wi
A RI-’= PR — L (128
R T W T I N, @ws (12.8)

Rf:Les fonctions de base NURBS
Ni, : fonctions de base B-Spline

Dans laquelle lesvi sont des poids attribués aux sommetsdu polygone
caractéristique, et cette forme se préte a la septation exacte des coniques (ellipse,
parabole, hyperbole). Comme illustré sur la figrirdessous.

courbe NURBS
18
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16

I e N -,
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08F - — - -
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N

i
| E
1 I I
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| | |

Figure (1.2.11): Courbes NURBS ave=[0 0011 1]; w=[1 w1];
P={(0,0),(1¥'3),(2,0)}

Lorsque le vecteur de nceuds prend la forme spdfia® ...,0,1,1,...,1),
on parle de courbe de Bézier rationnelle.

Autrement dit, la courbe B-Spline rationnelle estprojection centrale de la
courbe B-Spline dans"R associée au vecteur de naegdst aux points de controle
R = (W, wiP) € R™™. Noter que le polygone de controle P est la ptimeaentrale du
polygone R. D’autre part, multiplier tous les popl une méme constante non nulle
ne change rien.[5]

Exemple :

Construction d’'un cercle parfait par le modéele NUBR@-Spline rationnel).
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On prend les mémes points de contréles, le ménteweagoceud.
P ={(1,0) (0,0) ;(1/2/3/2) ;(1,v3) ;(3/2,¥'3/2)) ;(2,0) ;(1,0)}
§=[0000.10.10.20.2111]
Lafigure (@) :w=[10.510.510.51]
La figure(b) : on a multiplié le vecteur poids pagre constante non nulle qui est :2
Donc;w=[2121212]

Et le résultat on a deux cercles identiques

courbe NURBS courbe NURBS
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(a): w=[1 0.510.51 0.5 1] (b): w=[2121212]

Figure(l.2.12): Modélisation d’un cercle parfait par le modéle RRS

1.2.5.1. Effet des poids sur les courbes NURBS

On se limite au cas ou les poids sont positifsus.rClairement, si on décrit un
point Q de R comme barycentre de pointsa®ec poids positifs ou nuls orsque le
rapport wi}, wi tend vers l'infini, le point Q se rapproche de Par conséquent,
augmenter le poids d’'un point de contrble rapprothecourbe de ce point. Ce
phénoméne est illustré dans les figures ci-dessous.

courbe NURBS courbe NURBS
5 5

TATATA] TATA A
TR A
Rt A e A AR

S A A O A

8 10 12 o

(8:W=[1111111] (b): W=[1511111]

W

25— — — —
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courbe NURBS courbe NURBS
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(c):W=[1511151] (d:W=[105105151]
Figure(l.2.13) : Effet des poids sur les courbes NURBS
Remarque :

Contrairement aux courbes de Bézier les courbes B8JRe soufrent pas de
manque de contrble local, la modification d’'un paie fait pas varier toute la courbe.
Dans l'industrie automobile, par exemple, il estag& que toute la piece change de
forme lorsque nous voulons seulement faire vanmer partie de la piece. Au niveau
des calculs, il faudra calculer a nouveau toufadae.[5]

[.2.5.2. Propriétés géometriques des courbes NURBS

* Représentation des coniques : en choisissant temeat les points de contréle
toute forme conigque peut étre représentée exactggaenne NURBS.

* Invariance affine : la transformée affine d'une i@ NURBS est la courbe
passant par la transformée des points de contrdle.

» Invariance projective : contrairement aux courbeSpne l'image d'une
courbe NURBS par une projection est la courbe NURESsant par la
projection des points.(Les poids doivent étre @dék en fonction de la
matrice de projection)

» Dérivation et continuité : pour togtqui n’est pas une valeur nodae(¢) est
infiniment dérivable, st est égale a une valeur nodale de multiplikiors
C(¢) est(m-k)fois dérivable C(¢) n’est pas nécessairement continue).

 Les courbes NURBS peuvent représenter exactemanestoles formes
coniques usuelles de conception

* L’influence de la variation des poi##8i sur les pole®i est analogue a celle de
Bézier rationnelle sauf que la variation dans Ea@NURBS est locale.
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[.2.6. Surfaces B-Spline non rationnelles

Définition : On étend naivement a la dimension 2 l'idée desbasuB-splines. Le
domaine de variation des parametres est un reetapgbduit cartésien de deux
intervalles. On se donne deux vecteurs de N&YAS .,np+€t N0, « -, Nmigs1 ON SE
donne, a la place d'un polygone de contr6le, ueagesde controle , des pointg P

indexeés par les couples de nceuds i =0, . . ., htp=+0, . . ., m+g+1.

La surface B-Spline de bi-degré (p, q) associéevagkeurs de nceudsetn et

au réseau de controle P est la surface paramétrée :

S(E 1) = Z Z Ny p E)M; q(Byj v e (1.2.9)

i=1 j=1

Surface B-Spline

DK (YT \\\ \
RN

o‘

Figure (1.2.14): Surface B-Spline non rationnelle et son réseau taistque et de

vecteurs nodaux2=[0000.10.20.3040.50611111]
etH[0000.10.20.30.4050611111]
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1.2.6.1.Propriétés des surfaces B-Spline

Plusieurs des propriétés des surfaces B-Splindteésude leur nature de produit
tensoriel.

La base est non négative et forme une partitiofiuhité, puisque,v(é,n) €
[51» €n+p+1] X [Th» nm+q+1]:

n m p q
D Nep @My = (Z Ni,p(z)) > Mg | (1.2.10)
i=1 j=1

i=1 j=1

« Le nombre de dérivées partielles continues dans direetion paramétrique
donnée, peut étre déterminé a partir du vecteualnetdde I'ordre polynomial
associé a cette direction.

» La surface procéde les propriétés de covariandeeafit d’enveloppe convexe
(voir la figure 1.3.1).

» Le support local des fonctions de base découleteingent des fonctions de base
monodimensionnelles qui les forment. Le supportnd’ufonction donnée

Nija(€m) = Ny ()M 4 (n) est exaCtemem[fi»prﬂ] X [N, Njrq+1l-
[.2.7. Surfaces B-Spline rationnelles non uniforme NURBS

Comme pour les surfaces polynomiales, la surfacRB® est donnée par le
produit tensoriel suivant :

SEM = ) D Rip@®Tq(DPyj e (12.11)
i=1 j=1
R;, (%) et T, ,(n) sont des fonctions de bases NURBS.

Ni,p (f)Mj,q (n)wi,j
?=1 Zjn;1 Ni,p (E)Mj,q (n)wi,f

R} m) = e e (1.2.13)

Pi; est un réseau de points de controle; ¢t les poids des points de controle.

Ces fonctions de base rationnelles héritent deprigtés de leurs prédécesseurs
polynomiales, en particulier : la continuité desdtons et le support local qui
découlent directement du vecteur nodal, exacterm@mime avant. La base constitue
toujours une partition de l'unité et elle est pisiten tout point.
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surface NURBS
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Figure (1.2.15): Surface B-Spline rationnelle non uniforme et saeat
caractéristique et de vecteurs nod&xf0000.20.5111H=[0000.20.511 1]

Remarque :
Il faut noter que les poids jouent un rdle importdans la définition de la base,

mais ils ne sont associés a aucune interprétagomgtrique explicite dans ce cadre,
et nous sommes libres de choisir les points der@lenindépendamment de leur poids
associés. Aussi, il faut noter que si tous les padnt égaux, anrst}q(f, n) =

N; . q(&,m) et la courbe est de nouveau polynomiale, ainsi,BeSplines ne sont
gu’un cas particulier de NURBS [6].
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1.2.8. Construction des surfaces particulieres par les NUBS
1.2.8.1. Les surfaces de révolution

Soit une courbe Gj dans un plan donn@c’,o_z)) de l'espace, Une surface de
révolution est engendrée par la rotation d& @(tour d’'un axe de rotation défini, soit

0z. Le réseau caractéristique (points de contrblei, €re construit sur des plans
perpendiculaires @z (Voir la figure (1.2.16)).

by
i !(7
C'["' _ ) _i e I|I :
R
1
Z()} | /
o/
¥ /"
i F:.JI- sl 1’4
X0 s

Figure(l.2.16) : Schémas de construction d'une surface de révolutio

En pratique, 'une des méthodes pour la constraatione surface de révolution de
type NURBS, est la suivante :
La surface est donnée par I'équation :

8 q
S(E 1) = Z Z Ry2(E). Ryn (). By o oo (1.2.14)
i=1 j=1
Tel que :

> R etR;, sont des fonctions de base NURBS d’ordres resp&atitn.
» Afin d’assurer la révolution circulaire, on peutoiir les poids de la base

quadratiqueR; ,, comme suit :w; = {1\/2—E 1,?, 1,\/2—5, 1,?, 1}. et son vecteur
nodal : E = {0, 0, O,E,E,E,E,E,E,l, 1,1}, voir la figure (1.3.3) (construction

4°'4°4°4° 4 4
d’un cercle).

> Enfin, les points de contrdle doivent étre minudiment choisis afin que le
réseau caractéristique soit symétrique par ragplaike de révolution

L’exemple suivant (figure : (1.2.17)) illustre userface de révolution autour de l'axe
passant par le poirt (2, 2, 0) et parallele a I'ax@z.
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CHAPITRE(]) :

surface de réwlution NURBS

Réseau caractéristique

—

Figure (1.2.17) : Surface de révolution autour d’un axe parallefEzaet son réseaux

caractéristique.
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1.2.8.2. Les surfaces réglées

La surface réglée est engendrée a partir d’undedegipelée « regle » glissant le
long de deux courbes (figureZ118).

Figure (1.2.18) : Schémas de construction d'une surface réglée

En pratique, une surface réglée est donnée palatin (1.2.15) :

p 2
S(E 1) = Z Z Rip(®). Ry 1 (M) By oo oo oo (1. 2.15)

i=1 j=1

Telle que R;,($) et R;4 sont des fonctions de base NURBS, respectivement
d'ordre p et 1.

La figure (1.2.19) représente une surface réegl@eedrée par une génératrice droite
glissant le long de deux courbes (a) et (b) reptéss dans la figure (1.2.21).

surface réglé NURBS

oS
S S ST S ST TS S SN
SRR
S S NSNNNSC
SN
S

Figure (1.2.19) : Surface réglées NURBS
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Réseau caractéristique

—~

Figure (1.2.20): Réseau caractéristique de la surface régléefipula (1.2.17)

courbe NURBS

SN
2.5 B \\ // ! I
AN /
\\\ ,/"/
(a): courbe NURBS
1: [ o \\\\ i

(b): courbe NURBS
Figure (1.2.21) : Les deux courbes utilisées pour la surface régéee(1.2.19)
1.2.8.3. Les surfaces d’extrusion

Une surface d’extrusion est générée par une cayghéralement plane glissant le
long d’une trajectoire rectiligne ou non, la couibiiale reste parallele a elle-méme
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(translation pure), dans la figure (1.2.23), I'exdion d’une surface cylindrique se fait
par la translation d’'une esquisse génératrice sjuile cercle.

Exemple : construction d'une surface cylindrique.

1.2.8.3.a. Construction de la génératrice

Le cercle est 'une des géométries les plus coesaen dessin d’'ingénierie. Il
existe plusieurs manieres de construire un cemlaitdisant les NURBS. Dans la
figure (1.2.22), un cercle complet a été constiysartir de trois arcs de 120° mais en
n'utilisant qu'une seule courbe NURBS d'orgre2. La courbe (le cercle) est formée
de trois éléments, une continuité @8 est assurée par la multiplicité=p aux
frontieres des éléments, dans cet exemple, le weotalal esE=[0 00 0.1 0.1 0.2 0.2
1 1 1], il faut noter que le cercle a été fermépesitionnant le premier et dernier
points de contréles dans la méme position. Le #abl¢l.2.1) représente les

coordonnées des points de controles est leur mess@sctives.
1.8 T T T T T T T T

16F —— -~
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I
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l
14 ------- : ******
I I
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1 S D /
I
I
I
I
I
I
I
I
I

i Sp———

08F------- J

/
06F------~ L---
\

0.4f —— - - -

0.2F

0

Figure (1.2.22): Génératrice de la surface d’extrusion (Courbe NSRB

i Xi yi W
1 1 0 1
2 0 0 1/ 2
3 1/ 2 V312 1
4 1 1 1/ 2
5 2/ 3 V3l 2 1
6 2 0 1/ 2
7 1 0 1

Tableau (1.2.1): Coordonnées des points
de contréle et leurs poids respectifs.

1.2.8.3.b. L’extrusion : la surface B-Spline est extrudée en faisant glisse
generatrice dans la directiancela se fait en introduisant une deuxieme basBB®)

d’ordre 1, la base est ainsRy; (§,1) = S;2(&) x Tj1(m) , telle queS »(&) et Tj1(y)

J
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sont des fonctions de base NURBS, respectivementird p=2 et g=1. le reseau de
points de contrbles est donné par le tableau §I.2.1

5. e----

20 -

15 -

10 - ----

T A T T

0 o 0.5

Figure (1.2.23): Surface d’extrusion NURBS et son Réseau caradtprest
[.3. Conclusion

Les éléments géométriques utilisés en CAO ont ét&ldppées en présentant
les principaux avantages et inconveénients.

Ceci nous a permis de maitriser la programmatiokireplémentation de ces
modéles en vue de les utiliser en analyse isogémuét

La maitrise du modéle mathématique nous permetpdidgr des modifications
au modele d’analyse s'il a lieu.
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[I. METHODE DES ELEMENTS FINIS

[1.1. Introduction

Les codes éléments finis font maintenant partieadg#s couramment utilisés
lors de la conception et I'analyse des produitsugtidels. Les outils d’'aide a la
modélisation devenant de plus en plus perfectigniéidisation de la méthode des
éléments finis s’est largement développée et pentbier de moins en moins une
affaire de spécialistes. Si l'utilisation de la hede se démocratise de par la simplicité
croissante de mise en ceuvre, la fiabilité des glgoes et la robustesse de la méthode,
il reste néanmoins des questions essentielles aliggWingénieur devra répondre s'il
veut effectuer une analyse par éléments finis darfsonnes conditions :

« formaliser les non dits et les réflexions qui jfistit les choix explicites ou
implicites de son analyse du probleme ;

» évaluer la confiance qu’il accorde aux résultatslpits ;

* analyser les conséquences de ces résultats artrapx objectifs vises.

Il ne faut pas perdre de vue que l'analyse deslteésunécessite une bonne
compréhension des différentes étapes mathématidgiisées lors de I'approximation,
pour pouvoir estimer I'erreur du modeéle numérigae qapport a la solution exacte du
probleme mathématique. Sans oublier que le mod#teerique ne peut fournir que
des résultats relatifs aux informations contenusssde modéle mathématique qui
découle des hypothéses de modélisation.

L’'idée fondamentale de cette méthode est de diseréle probléeme en
décomposant le domaine matériel a étudier en élénaenforme géométrique simple.
Sur chacun de ces éléments il sera plus simpleéflaidune approximation nous
permettant d’appliquer les méthodes d’approximatidime reste alors qu'a assembler
les formes matricielles élémentaires pour obtersrdquations relatives a la structure a
etudier. C’est sous cette forme pragmatique quedieutilisée par les ingénieurs, et
gue nous allons maintenant I'aborder.[8]

[1.2. Démarche éléments finis

Les principales étapes de construction d'un moéddenents finis, qui sont
détaillées par la suite, sont les suivantes :

» discrétisation du milieu continu en sous domaines ;

» construction de I'approximation nodale par sous aiom;

» calcul des matrices élémentaires correspondaatfarine intégrale du
probleme ;
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» assemblage des matrices élémentaires; prise epteaias conditions
aux limites ;
* résolution du systeme d’équations.

[1.2.1. Discrétisation du milieu
[1.2.1.1. Discrétisation géométrique

Cette opération consiste a décomposer le domaim@acen un nombre fini de
sous domaines « éléments finis »

D =Y7¢, De telle que limyjie dese—so UeDE=D................. (1.2.1)

Il ne doit y avoir ni recouvrement ni trou entreugeéléments ayant une
frontiere commune. De plus lorsque la frontiereddmaine est complexe, une erreur
de discrétisation géomeétrique est inévitable. Cefteeur doit étre estimeée, et
éventuellement réduite en modifiant la forme oudeninuant la taille des éléments
concernés.[8]

'f’ Modifier la taille des
. _ \ ¢léments

Pi¢ce présentant des N

congés de raccordement -
(' Changer la géométrie

~p ¢léments a fronticre courbe
Pl
L Erreur de discrétisation ~
géométrique

Figure(ll.1) : Erreur de discrétisation géométrique.

Les problemes de [lingénieur sont généralement ¢exep, des hypotheses
simplificatrices sont donc nécessaire pour défieicadre de I'étude, sans avoir a
représenter la « réalité physique » dans toutesplexité.

Les DAO des pieces complexes devront étre simpliigant d’étre calculés par
éléments finis

[1.2.2. Approximation nodale

La méthode des éléments finis est basée sur ldraotisn systématique d'une
approximation u* du champ des variables u par slmnsaine. Cette approximation est
construite sur les valeurs approchées du chammeauds de I'élément. On parle de
représentation nodale de I'approximation ou plagpément d’approximation nodale.
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11.2.2.1.Définition de I'approximation nodale

L’approximation par éléments finis est une appration nodale par sous
domaines ne faisant intervenir que les variablemles du domaine élémentaire De :

VMeDe  {u* (M)}=[NM)]{Up}eoovren... (11.2.2)

u* valeur de la fonction approchée en tout poind®1'élément
[N] matrice des fonctions d'interpolation de I'é&rh
{Un} variables nodales relatives aux nceuds d'irdkion de I'élément

Waleurs approchées élément 1
A aux noeuds x,
' |
n >
F 3
élément 2
X |ﬂ
+

¥

Approximation linéaire
utilisant 3 éléments élément 3

—

Figure (11.2): Approximation nodale linéaire a une dimension

-
Lo

[1.2.2.2. Construction de I'approximation nodale
L’approximation nodale est construite a partir éslapproximation générale :

VM U g V=<®py>{a} ...................(1.2.3)
<d> est une base de fonctions connues indépendamteg(éral une base
polynomiale)
{a} est le vecteur des n parametres de I'approxionafparameétres généralisés)
Les n nceuds Msont des points de I'élément pour lesquels I'agpration u* est
identifiée a la valeur du champ de variables u.

{Un}= {U*(M p)} =<®uny > {a} ... (11.2.4)
Inversons ces relations pour exprimer les parameggaéralisés {a}en fonction des

variables nodales {}}}
-1

< ces >
{a}=[T{U .} avec [T]F|< @(Mi) >| ......... (11.2.5)
<L e >

En reportant ce résultat dans I'approximation, ralatenons la matrice des fonctions
d'interpolation.
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. e Osii#j
Qui satisfont la proprieté suivanteM; N;(M;)= 1sii=]
lllustration de la construction des fonctions cdiqtolation d’'un élément triangulaire
guelconque

Soit un élément triangulaire a trois noeuds, nousng&Murois variables nodales a
identifier. Nous cherchons donc une approximatiolyqpomiale linéaire de la forme :

al
u* (X,y)=[1 xy] [az } ............... (11.2.7)
a3
Y,
Vs :
¢lément réel
.}}2 2
3 \1
X
X, X X, ¢

Figure(ll.3) : EIément réel et ses coordonnés cartésiennes

Identifions les valeurs nodales :  u*(%) = u
Nous obtenons la relation matricielle suivante :

ul 1 x1 Y17 (a1
{u2}= [1 x2 y2 {aZ} .......................... (11.2.8)

u3 1 x3 y3lla3
Il est simple de vérifier que la relation inverse @e la forme :

al A23 A31 A12](ul A aire du triangle
{aZ } =1/2A(y23 y31 y12|iu2 }Avec {xij =xi—xjetyij =yi—yj.....(1.2.9)
a3 x32 x13 x211\u3 Aij = xiyi — xjyi

Reportons ce résultat dans I'approximation, nodsrams :

ul
u* (X,y)=[N1 N2 N3] {uz} ..................................... (11.2.10)
u3

Avec par permutation circulaire de i j k

N;=1/2A (Aik"‘ijk-ijk) ............................................. (”211)
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Remarque:

» Les calculs sont relativement longs du fait deolarnie quelconque de I'élément.
En pratique les fonctions d’interpolation seroahstruites pour des éléments
de référence possédant des propriétés géométpgueettant de simplifier ces
calculs.

* Un élément de référence est un élément de formenégtigue simple
(frontieres rectilignes, bords de longueur unitgy. passage de I'élément de
référence a I'élément reel sera réalisé par unsftranation géometrique. Pour
un élément de référence, l'approximation nodalecesstruite en suivant la
démarche analytique précédente.[9]

La majorité des éléments de référence sont cotsstsur une base polynomiale de
degré 1 ou 2. Le nombre de variables nodales difiéeretant égal a la dimension de
la base.

Bases polynomiales complétes:

1D: linéaire [1, X] 2 variables
Quadratique [1, x,2k 3riables

2D: linéaire [1, X, y] 3 variables
Quadratique [1, X, y2xxy, V] 6 variables

3D: linéaire [1, X, v, z] 4 variables

Quadratique [1, X, y, Z2xxy, Y, Xz, Z, yz] 10 variables
Bases polynomiales incomplétes:
2D: "bi - linéaire" [1, X, VY, XY] 4 variables
3D: "tri - linéaire" [1, X, Y, Z, XY, XZ, Yz, XyZ] 8 variables

Deux grandes familles d'éléments sont souvent prése
* Les éléments de type Lagrange
* Les éléments de type Hermite

Pour les éléments de type Lagrange les variabledale® concernent
uniquement le champ inconnu, alors que les vasabtalales des éléments de type
Hermite sont le champ et ses dérivées.[9]

11.2.2.3. Les éléments de type Lagrange

i) Eléments a une dimension
C'est un segment de droite de longueur unité. tiae de référence ese §0,1]

————}-S
0 1

[49]
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i.1) Approximation linéaire
La base polynomiale utilisée est (1, s) 2 nceuds
Les fonctions d'interpolation sont :

{Nl(s) =L1=1-s

N2(s) = Lz =5 e (11.2.12)

H"'——-____ 'I

L
o> 5

I 2

Figure (11.4): Elément de Lagrange linéaire
I.2) Approximation quadratique
Approximation (1, s,3 - 3 nceuds
Les fonctions d'interpolation sont :
Ny(s) = Li(2L4-1)
No(S) Z4LiLr  eeoeee e (11.2.13)
Na(s) = La(2L2-1)

L

"_'|_ ”

O o -
- % 1
3

Figure (I1.5): Elément de Lagrange quadratique
i.3) Approximation cubique
Approximation (1, s,5 )
Pour I'élément a 4 nceuds (1 variable par nceudjdregions d'interpolations sont :
N(s) = Li/2(3L1-1)(3L1-2)
N2(s) = 9/2(LL »(3L;1-1))
N3(S) = 92(LLL2(BL2-1)) e (1.2.14)
N4(s) = Lp/2(3L-1)(3L>-2)

Figure(ll.6): Elément de Lagrange cubique
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ii) Elément a deux dimensions
ii.1) Elément a deux dimensions triangulaires
Pour ce type d’élément, 'approximation utiliseblase polynomiale linéaire
(1, s, t). L’élément de référence, aussi dit paresit un triangle rectangle a trois nceuds
de type « T 3 ».

N|:1—S—t NZ:S szt
1 ’3/' t N2 3 / % |
1 | ///4/////%
2 ¢ V. 2 |

Figure(11.7) : Fonctions d’interpolation linéaires du triangle
L’approximation quadratique quant a elle utilisd#se (1, s, t sst, £). L'élément de
référence est un triangle rectangle a six nceudgpeex T6 ».

Posons k=1 -s-t, L=s etlh=1t. Pour:
— les trois nceuds sommeti =1, 2, 3, les fonctdmnforme s’écrivent :

Ni = L|(2L| - 1)
— les trois nceuds d’interface i=1, 2, 3:
Ni+s= 4L Ly

pourj # ik #i,
La figure (11.8) donne une représentation de deux des fonctionseddolation. Les
autres s’obtiennent par permutation des indices

;h'\'rl = .le{Ll - 1} 3 f"-,-r:—. = 'leLH-

[SN]

Figure (I1.8) : Fonctions d’interpolation quadratiques du triangles autres sont
obtenues par rotation

ii.2) Elément a deux dimensions rectangulaire

L’approximation bilinéaire est déduite de la baséypomiale (1, s, t, st) sur
(s,t) €[-1 1].L’élément de référence est un carré a quaterids de type « Q4 ». Les
fonctions d’interpolation sont :[8]

N1 =1/4*(1 — S)*(1 — t) ; N2 =1/4*(1 + s)*(1 - 1)
N3 =1/4%(1 + S)*(1 + 1) ; N4 =1/4*(L = S)* (L + -eevreriereeeeeennn., (11.2.15)
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Sur la figure 1.9, seule la fonction Nest représentée, les autres s’obtenant par
permutation.

t
LD % . i}

!
|
———————— Bt

(-1.-1) (1.-1) 1
Figure(11.9) : Fonction d’interpolation Ndu quadrangle. Les autres sont obtenues par
rotation

. - dNi dNi p: p: .
Et les premiéres derlv%ss—l; d—tl sont représentées dans le tableau ci-dessous:

ani an

ds dt
S=1/4%(1 -0 S8 =-1/4%(1-s);
E_1/44(1-v); 2 —1/4*(1+s);
2 —1/4%(1+ v); S8 —1/4*(1+s);
= —1/4x (1+10); 22 =1/4*(1-5);

Tableau (11.1) : Dérivées des fonctions de forme Q4

De la méme facon, on peut construire, a partir €'lbase polynomiale
complete, les fonctions d’interpolation des élérmarttangulaires a neuf nceuds type
« Q9 ». Les fonctions d’interpolation sont :[10]

Figure (11.10): Elément de Lagrange biquadratique de type Q9

Ni= * (s*t* (s - 1)* (t- 1)); Ne= A*(-2*t*(s + 1)* (s - 1) *(t + 1))
No= A (-2%t* (s + 1)* (s- 1)* (t- 1));  Ny= Y*(s*t* (s - 1)* (t + 1))
Na= YA*(s*t* (s + 1)* (t - 1)); Ng= Y4*(-2*s* (s - 1)* (t + 1) *(t - 1))

[52]
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Na= 14%(-2%s* (s +1)* (t+1)* (t-1));  No= %* (4* (s +1)* (s -1)* (t +1)* (t- 1))
Ns= %4*(s*t* (s + 1)* (t + 1))

N , . @dNi dNi 7 , .
Et les premiéres derlve(;sf; d—tl sont représentés dans le tableau ci-dessous:

dNi ani

ds dt
%:1/4*@*(2*5_1)*0_1)); % =1/4%(s*(s-1)*(2*t-1));
N 14 (A1) S —1/4%(-2¥(s+1)¥(s-1)*(2*-1));
% = 1/4*(t(2*s+1)*(t-1)); % =1/4*(s*(s+1)*(2*t-1));
To UML) | S SUAAST(sHD));
S 1/ (2*s LAt L), YA @D)
D (s () e =LA (24 (s )N (s 1) (2 )
% =1/4*(t(2*s-1)*(t+1)): %:1/4*(8*(8-1)*(2*“1));
%=1 [4%(-2%(2*s-1)*(t+1)*(t-1)); %:1/4*(-4*8’1*(5'1));
%21/4*(8*8*“’\2-1)); %=1/4*(8*t*(5/\2'1));

Tableau (11.2) : Dérivées des fonctions de forme Q9

Approximation quadratique "Q8" : (1,s .t, st, 5., St, £°s)
Pour éviter d’avoir des nceuds internes, on utdesebases polynomiales incomplétes
mais symeétriques contenant tous les monémes d’umenui2gré.[10]

[
A
Te f}# ° 5
L L ______ N S‘
8 .r4l-
[ - ®
2

| 3
Figure (11.11): Elément de Lagrange biquadratique de type Q8

Les fonctions d’interpolation sont :
Ni=-1/4*(1-s)*(1-t)*(1+s+t);
N2= 1/2*(1-s2)*(1-t);

N3= 1/4*(1+s)*(1-t)*(1-s+t);

Na= (1+4s)*(1-t2);

[53]
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Ns= -1/4*(1+s)*(1+t)*(1-s-t);
Ne= 1/2%(1-s2)*(1+t);

Ny= -1/4*(1-s)*(1+t)*(1+s-t);
Na= 1/2*(1-s)*(1-t2);

. , . dNi_ dNi - . .
Et les premiéres denve;sf; d—tl sont représentés dans le tableau ci-dessous:

dNi dNi

s : dt
%: V¥ (1-0)*(2*s+1); % =1/4*(1-5)*(s+2*t);
e (1 (2550 B = 1/4 (145 (520
W+ (1-02); S = ()
Z2 = YR A+ (245 +); TE=1/45(14)*(s+2%0);
ey prunys sy
W (L +)*(2¥5-); ST 1/4%(1-5)*(s-271);
%_ _ * - . %z- -s)*t
= 1/27(1-v); ar (196

Tableau (11.3) : Dérivées des fonctions de forme Q8

[1.2.3. Calcul des matrices élémentaires

Présentons maintenant les techniques numériqueseglaires (utilisées sur
chaque élément) permettant de calculer les formesriaelles déduites de la
formulation variationnelle (forme intégrale) d’'urropleme de physique. Dans un
premier temps nous rappelons I'écriture matrieiele la forme variationnelle d’'un
probleme de mécanique des structures, cette fotimulast une des plus complexe car
elle fait intervenir quatre champs «contraintegpagations, forces et déplacements»

[6]

[1.2.3.1. Formulation en mécanique des structures
La forme intégrale du PTV (Principe des Travauxiéts)est :[8]
VU [ pu.su dV=—[ g:8edV+ [ f.oudv+[ TéudS....(.3.1)
Pour chaque élément’M € De
L'approximation nodale des déplacements :
{u(M)} = [N(M)]{Ue} .................. (11.3.2)

Le champ des déformations

{e(M)} = [B(M)]{Ue} avec [B(M)]=[L][IN(M)] ....... (1.3.3)
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[B] : matrice d’opérateurs différentiels appliquesc fonctions d'interpolation
Le champ des contraintes

{o(M)} = [D(M)]{e(Me]{Ue} ............. (11.3.4)
D’ou le premier terme :
J,,pu.6u dV ={6Ue}" [Me]{Ue} ............ (11.3.5)

Avec[Me]= fDe[N(M)]Tp [N(M)] dV matrice de masse élémentaire.
Le second terme :
[, 08z dV={[8Ue]"[Kel{Ue} ............. (11.3.6)

[Ke] = fDe[B(M)]T [D][B(M)]dV matrice de raideur élémentaire

Le travail virtuel des champs de force donnés’élgrhent :
§Tde=[ f .6udV+[ Td&udS ................ (1.3.7)

STde={6Ue} {Fge} ..oevvieeiaeiiiiiiien, (11.3.8)
Avec{Fed=[ < NM) >T{f}dV + [ < NM) >T{Td}ds ....(1.3.9)

Le PTV :V De [Me]{i,}+ [Kel{u,}={F4e}t{Fic} --.... (11.3.10)

Les efforts inconnus représentent les actions niggeas extérieures a I'élément
considéré, on y trouve les efforts de liaison etgseéléments, et pour les éléments de
frontiére les efforts associés aux liaisons cinéqunat de la structure.

Lors de l'assemblage des éléments d'une structarsomme des actions
mécaniques « inter — élémentaire » est nulle. Heste donc aux nceuds internes que
les efforts donnés. Et aux nceuds de frontiereffeg®de liaisons inconnus.[11]

[1.2.3.2.Techniques de calcul au niveau €lémentaire

Ce paragraphe présente quelques aspects du calndrique, indispensables
pour comprendre, lors de l'analyse de résultats, dereurs numeériques liées au
maillage.
Transformation géométrique

Tout élément réel peut étre défini comme limage pne transformation
geométrique d'un élément parent dit de référencar dequel les fonctions
d'interpolation sont connues. La transformationngémique définit les coordonnées
(X, y, z) de tout point de I'élément réel & padis coordonnées (s, t, u) du point

[55]
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correspondant de I'élément de référence. Un méémegilt de référence permet donc
de générer toute une classe d'éléments réels. guehélément du domaine réel
correspond une transformation bijective unigue. qUieatransformation dépend des
coordonnées des nceuds geométriques de l'éeléménPore les éléments les plus
simples, la transformation utilise une base detfons polynomiales et sera identique
pour chaque coordonnée.[8]

i y (z3,y3)
=1, 1 | i -
{ b ) (4, y4)
1 3 —
g y |
(@2, y2)
1 9 (z1,91)
o O
(—1,-1) (1,—1) T
(a) élément parent (b) élément réel

Figure(ll.12) : Transformation géomeétrique linéaire d’'un carré

Exemples d'éléments de référence classiques
Eléments a une dimension

Référence Réel /
) t’

linéaire Te
quadratique

* - & L
cubique |

Figure(ll.13) : Transformations géométriques d'éléments a unmertsion

Eléments a deux dimensions
Pour ces éléments les transformations géométricpreduisent respectivement a des
frontiéres linéaires, quadratiques ou cubiques.
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e, O e, O o] o,

O——0—0
S S Q O S
0 o~
o] o
o, Q o, O Q e, O O O
T
(a) linéaires (b) quadratiques (c) cubiques

Figure (I1.14): Transformations géometriques d'éléments a deugrbons

Eléments a trois dimensions

Sur la figure suivante seuls les nceuds sommets repmésentés. Pour les
eléments quadratiques et cubiques les nceuds fHiceesont respectivement au milieu
et au tiers des cotés

i
ot
o Q\
5 [ ]
. K
\L‘L
\ ')

Figure(ll.15) : Eléments volumiques a transformation linéaire
Remarque
Ces transformations géomeétriques utilisent les tions d'interpolation linéaire,
guadratique et cubique définies plus haut.
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[1.2.3.3. Matrice jacobienne - transformation des pérateurs de dérivation
Nous connaissons les dérivées des fonctions gmitgron par rapport aux

coordonnées de I'élément de référence. (s, t, ujl faut calculer les dérivées des

fonctions d'interpolation par rapport aux coordamegelles (X, y, z).

Posons :

P % 6_3’ ﬂ & 8
% 8s 8s &8s 66x 66x
s |=1%% & sl5 =05 ] (11.3.11)
5 5t 5t ot|\ 5 s
‘u ox 8_y 0z oz 5z

Su ou Su
[ J] estla matrice jacobienne de la transfornmatio

Pour chaque élément, cette matrice s'exprime eantifondes dérivées des
fonctions de la transformation géomeétrique et demrdonnées des noeuds
géométriques de I'élément réel.

La relation inverse permet alors de calculer lesvéés premieres par rapport
aux coordonnées reelles des fonctions d'interpolati

8 é
ix ss
| =17 5 | (11.3.12)
Py )
5z Su

Une singularité de J peut apparaitre lorsque l'étdméel est trop "distordu” par
rapport a I'élément de référence « élément dit m&ge». De facon générale on évite
lors du maillage d'utiliser des éléments trop dipprtionnés, car ils nuisent a la
précision numérique du modele

[1.2.3.4. Calcul numérique d'une intégrale
Le jacobien de la transformation géométrique permheepasser de l'intégration
d'une fonction f définie sur I'élément réel a égtation sur I'élément de référence :

Jpe (v, 2) dxdydz = [, f(s,t,w)]|det[J]|dsdtdu....(1.3.13)

Cette derniére intégrale ne peut étre évaluée tadynent que dans des cas
extrémement simples. En général, la fonction agmetéest une fraction rationnelle
polynomiale compliquée. Le calcul de l'intégrale diglément de référence est donc
effectué numériguement
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[1.2.3.5. Organisation des calculs numériques
Nous avons trois calculs a effectuer au niveau éteaire (calcul des structures)
Matrice masse élémentaire[Me]= fDrefN(e)Tp N(e) |det [J]]| dv,ef -..... (11.3.14)

Matrice raideur élémentaire:[Ke]= fDrefB(s)TD B(¢) |det [J]| dv,es........ (11.3.15

Force généralisée : {Fad= fDrefN(e)Tﬁ det [J]] dVyes «oovnnn.. (11.3.16)

L'intégration numeérique exacte n'est possible qua fonction a intégrer est
polynomiale. La matrice jacobienne doit étre camstdl'élément réel garde la méme
forme que I'élément de référence).Nous connaissdois l'ordre de la fonction
polynomiale a intégrer, et nous pouvons choisicenségquence le nombre de points
d’intégration.

Dans le cas d'éléments réels de forme quelcongumratrice jacobienne est une
fonction polynomiale. Les termes a intégrer somtaddes fractions rationnelles, et la
précision de l'intégration numérigue diminue loes¢j@lément réel est mal conditionné
(disproportionné)

La précision de lintégration numeérique dépend iadisschoix du nombre de
points d'intégration, ce nombre est proposé paauddfffaire d'expérience) dans les
codes éléments finis. Pour les problémes non liegagn dynamique On utilise
souvent un nombre de points d'intégration plusldajiiour diminuer les temps de
calcul, mais attention si le nombre de points estiffisant cela peut conduire a des
résultats faux. [9]

pour chaque élément

pour chaque point d'intégration
N (& {matstvnt s l=a)

Calcul

du jacobien,

des fonctions d'interpolation,
et de leurs dérivées.

Somme sur les points
d'intégration
==> Matrices élémentaires

| Fin de l'intégration numérique

Assemblage dans les
matrices globales

Fin du calcul

Figure(ll.16) : Organisation des calculs
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[1.2.4. Assemblage et conditions aux limites
Les régles d'assemblage sont définies par lasalafb=YY¢, De

Ne {8Ud"[MJ{Ud ={6U}" [M]{U}.......... (1.4.1)
Ne {8UJT[KJ {UJ={6U}" [KI{U}............. (1.4.2)
Ne {8Ug {Faad={6U} {Fa}rviverirrinnaann. (1.4.3)

Cette opération traduit simplement que I'énergisoaege au domaine étudié est la
somme des énergies élémentaires des sous dom@elasconsiste a ranger dans une
matrice globale les termes des matrices eélémestdile programme définira I'ordre
des variables globales {U} pour optimiser la planémoire (disque) de la matrice
globale, mais aussi le temps de calcul en fonctiem algorithmes de résolution
utilisés.[8]

Apres assemblage, nous obtenons la forme matedellprincipe des travaux virtuels:

M HUMKKU Y ={F ¢} {Fitoroin, (11.4.4)

A cette étape on peut appliquer les conditionslianikes, en supprimant ligne colonne
sur la matrice globale de rigidité et de masseulées degrés de liberté son supprimés
et méme sur le vecteur force, on supprime les $igmomcerné et on ajoute des forces
extérieures si il y a lieu.

Remarque :

Ses développements mathématiques effectués dactzapére ont été utilisés
pour implémenter un programme informatique en Igegslatlab pour une structure
plaque et des éléments diidt 2 ordre
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[ll. ELEMENTS FINIS ISOGEOMETRIQUES

[11.1. Introduction

La grande majorité des développements numériquieielacen mécanique du
solide utilise la méthode des éléments finis, baseée des approximations
polynomiales par morceaux de champs de déplaceméet mode de discrétisation
introduit deux caractéristiques fortement contraiges dont il serait intéressant de
s’affranchir :

- la précision géométrique n’est pas exacte, eteesgénéral polynomiale par
morceaux comme les champs de déplacements lorgguél@mnents isoparamétriques
sont utilisés. Ce point peut étre limitant pourtaeis phénoménes comme par exemple
les instabilités géométriques (flambement) des esquinces qui sont trés sensibles
aux imperfections géometriques alors gu’elles $@guemment représentées par des
maillages a facettes planes,

- tout raffinement de la discrétisation se basgé@méral sur la description CAO de la
géometrie.

Une approche proposée récemment par .J.R.Hughasgpéde faire le lien
entre le D.A.O. et I'analyse par élément finis. h@m de l'analyse isogéométrique
signifie que les mémes fonctions de base peuveataployées dans le DAO et
I'AEF.[12]

Contrairement a la méthode des éléments finis iglassqui utilise comme
fonctions de forme, le polynbme de Lagrange oued'hite,... .Les éléments finis
isogéométrique utilise les fonctions polynémialesdine et NURBS qui sont une
extension des B-splines (définies dans le premlisapitre), ces dernieres nous
permette de représenter une géométrie exacte eedbmine solution plus précise,
comparant aux polynédmes de Lagrange qui nous dompueune approximation de la
géométrie. Le tableau suivant illustre quelques différencestreenl’analyse
isogéomeétrique en utilisant les NURBS et I'analgag éléments finis classiques :

Analyse isogéométrique Analyse aux éléments finifassiques
-description exacte de la géométrie - description approximative de la
-utilise les points de contrdles geométrie
-utilise les variables de contrdles -utilise les points nodaux

h-p-k raffinement -utilise les variables nodales
- Continuité élevee et facilement h-p raffinement
contrélée -continuité C, fixée

Tableau (111.1): Différences entre éléments finis isogéométriquées
eléments finis classiques
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l11.2. Principe des éléments finis isogéométriques

Les éléments finis isogéométrique sont basés pafaminent sur les fonctions
NURBS pour représenter la géométrie et comme fonstide forme. Un des avantages
principaux des ces fonctions est leur continuitéesti supérieure a celle utilisée dans
les éléments finis classiques.

La procédure du calcule des éléments finis isogéogqués est la méme que
dans les éléments finis classiques la difféerentedass la fagcon de représenter la
géomeétrie.

» Représentation de la géométpar des fonctions NURBS

¢ L’espace inter-nodal subdivise le domaine en élésnen

calcul des matrices élémentaires correspondaatf@rie intégrale du
probleme ;

e assemblage des matrices élémentaires

* prise en compte des conditions aux limites

e résolution du systeme d’équations.

l11.2.1. Représentation de la géométrie

La géométrie du model€(&) est exprimée par une combinaison linéaire des
fonctions de base NURBS et de points de control@&; (chapitre (1)), telle que :

c(§) = ?:1 Ri(f)Bi ................................ (1n.1)
_ Nipw; _ Nipw;
Avec R, , = — N @ (111.2)

R;,:Les fonctions de base NURBS

Ni, : fonctions de base B-Spline
Pour une géométrie bidimensionnelle on a besofomions de base NURBS, telles
que :

CEn) = Z z Ny (OM, (B oo (1L 3)

i=1 j=1

N.

ip» M q - Les fonctions de base NURBS.

La figure ci-dessous illustre une géométrie bidism@mnelle qui représente une plaque
mince, et ces points de controles.
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points de controles espace physique

0.4 T T T T T T T T
I
|
0.35 0.35 "
l
0.3 0.3 ‘,
f
0.25 0.25 {
T
T
> 0.2 > 02 j
015 0.15 j
T
i
0.1 4 0.1} :
[
0.05 f 0.05| L
[

ol . . . . . . 0 . . . | .

005 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 0 005 01 015 02 025 03 035 04

X X

Figure (lll.1): (a) Points de contrélegh) Géométrie représentant une plagque mince

[11.2.2. subdivision de domaine en éléments

Le maillage par les NURBS est défini par le prodi@s vecteurs nceuds. Pour
une structure unidimensionnelle par le vecteur h@&jaet par le produit vectoriel
ExH. pour une structure bidimensionnelle, et I'egpader-nodal définit le domaine
élémentaire.

[11.2.2.1. Cas unidimensionnel
Une poutre de longueur L représentée par une sirdpdde, la fonction
NURBS utilisée pour générer le maillage est d’ortlet de vecteur nceud :
5=[0000.20.40.60.8111]
L’espace entre les nceuds de vecEueprésente un élément de la poutre
La figure (lIl.2) représente la poutre subdivisée en en cing él&na fonction de
base NURBS associée.

a

" .
\ / "N 4 /j
SN SN
o.o - /
\ AN /N /N ,
o.8 \ \ / N B
: \ \ ‘ \ J AN /
o.7 N \\ / N\ / \ ) —
\ N/ W/ \
o.6 |- N \ / \ ; N\ -
S N/ V4 \
o /‘«\( X /( \ / h
\ \
\ AN SN N\, /
o.4a A / |
/ \ ‘\ / N\ /
0.3 // N \ / Y // B
/
o=zt / \\ \ y ’\ // m
\,
o .1 7/ \\ y \ /‘// \\ / |
o . N . N/ . N/
o o.1 o.= o.= o.a o.5 o.6 o.7 o.8 o.o ES

Figure(lll.2) : Poutre unidimensionnelle subdivisée en sous dasahla
fonction de base associée

Remarque
On a trois possibilités pour raffiner notre maiétag
1. p-raffinement: ['élévation de l'ordre des fonctions de bask,
figure(lll.3) représente la méme poutre subdivisée en en cingeéls mais la
fonction de base NURBS associéee est d'ordre 2
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1

osl
06| .
0.4 ]
0.2} .
0 . - . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
o o o o o 0

Figure (111.3) : Poutre unidimensionnelle subdivisée en sous doesaet la
fonction de base associée

2. h-raffinement : insertion des nceuds, plus le sous domaine est pastles
résultats se rapprochent des valeurs exactesguaefisuivante représente la méme
poutre que précédemment mais avec un nouveau vexsud, qui est :
H=[0000.10.20.30.405060.70.809711

WWe o4 b0

000000000

B s

o L L] @ L] e o e o @ 0
Figure (l11.4): Poutre unidimensionnelle subdivisée en sous dasahla
fonction de base associée

3. k-raffinement : I'élévation d’ordre de continuité a un point donné,genre de
raffinement ce réalise en doublant des nceuds swgclkeur nodal afin d’augmenter la
continuité a un point ou plusieurs. La figure saiveeprésente la méme poutre que
précéedemment mais cette fois on a augmenté |'atereontinuité aux nceuds 6et9
et le nouveau vecteur nceud associé est :

H=[0000.10.20.20.30.40.50.50.60.708M9 11 1]
1 . : . . .

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

o @ L] e o L] o L] o e L]
Figure(111.5) : Poutre unidimensionnelle subdivisé en sous donetife
fonction de base associée
Remarque : Le k-raffinement dans l'analyse isogéométrique @stavantage en

comparant aux éléments finis classiques.
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[11.2.2.2. Cas bidimensionnel

Dans ce cas le maillage sera défini par deux fonstde base NURBS la figure
(a) représente un maillage 2D par des fonction NBRBordre 1 et de vecteurs
noeuds Z=[0 00 1/32/3111]etH=[000 1/3 2/3 1 1 é&{,la figure(b) le méme
maillage mais les fonction sont d’ordre 2.

N

Tisd 5 5“ Domalne
(@) (b) élémentaire
Figure(lll.6) : Maillages en deux dimensions et les fonctions de lassociées

Pour ce qui concerne le raffinement le conceptleeshéme que dans le cas
unidimensionnel, sauf gu’ici nous manipulons dewecteurs nceuds, la figure ci-
dessous montre I'évolution de raffinement d’'un tagié en deux dimensions obtenu
par h-raffinement.

Maille 1 Maille 2

Maille 3 Maille 4

Figure (I11.7) : Evolution du raffinement d’un maillage en deux dimsiens par
insertion des noeuds (h-raffinement)
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[11.2.3. calcul des matrices élémentaires
[11.2.3.1. Matrice de raideur élémentaire

Dans le chapitre précédent on a déduit a partpréhcipe des travaux virtuels
que la matrice de raideur élémentaire est de radar

Ke= fDrefB(s. n)'D B(e.n) [det [J]| dv,s........... (111.4)

D : la matrice caractéristigue au comportement élastay matériau.
Pour le cas d’élasticité plane que nous utilisarsschotre travail

E 1 v 0
D=——1lv 1 O 1...... (111.5)
o O —
B: définissant I'operateur des déformations linéadest la notation matricielle est
donnée par :
dRy4 0 dRzs 0 dRn.m 0
dx dRyi;1 dx dRzq "7 dx dRn.m
B=l 0 a 0 “ay - 0 ay |..... (111.6)
R11 dRy; 9Rz21 dRp; ... 9Rnm dRym
dy dx dy dx dy dx

La transformation entre le systeme de coordonndssique et les coordonnées
parameétriques des NURBS est donnée par la mata@mbiEnne qui est définie comme

suit :

5 ox 8y oz s

8¢ Se Se S¢ 8x 5x

5 [5 sy &8 ] 8] = d

%5 :l_x oy _Zl 3y —[.]] 5y | e (|||.7)
5 on on on 5 5

5u [g Sy QJ 3z 57

su Su Su

[ J] estla matrice jacobienne de la transfornmatio
Pour le cas de deux dimensions :

5 ox &y | /s s
<§)= e <§>= [9] (3) ................ (111.8)
on —_ —_ oy Sy

on on

La relation inverse permet alors de calculer ledvdés premiéres par rapport
aux coordonnées reelles des fonctions d'interpolati

<§) —[9* <§> ................... (111.9)
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y

a b

i

X u
Figure (111.8): Transformation d’'un maillage dans I'espace parameét vers
I'espace physique
111.2.3.2. Matrice de masse élémentaire
La matrice de masse élémentaire est aussi dééing k& chapitre précédent.

Me= fDrefR(s, n)'p R(g,n) |det [J]| dv,es.......... (111.10)

Ou p : densité volumique de la structure.
R : estla matrice des fonctions de base dont la notatiatriorelle est donnée par :

R R
R= l 11 R 21 0o Rypm O ] ......... (I1.11)

11 0 Rz; ... 0 Run

Remarque :
Vu la complexité analytique des fonctions de bE&HRBS, une intégration

numeérique s'impose, pour cela plusieurs méthodesgre étre employées, telles que
la quadrature de Simpson, la méthode du point milee méthode des trapézes, et la
quadrature de gauss, cette derniére sera emplayéel’dpplication accompagnant ce
présent mémoire.

l11.2.4. assemblage et conditions aux limites

Cette étape consiste a ranger dans une matricalgltds termes des matrices
élémentaires, comme nous l'avons expliqué danshkpitre précédent et nous
obtenons la méme forme matricielle.

M HUMKKU Y =(F 4} {Fitoroii., (I11.12)

Avant la résolution du systeme d'équation, on dafpliquer les
conditions aux limites s’il y a lieu (encastremdatces extérieurs,...).

Remarque :

Un programme de simulation en langage Matlab &##¢€tué en utilisant
I'analyse isogéométrique développée dans ce clapotr I'ordre 1 et 2.
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IV. FONCTIONS DE CORRELATION EN DYNAMIQUE DES STRUC TURES
IV.1. Introduction

L’étape de corrélation vise a mettre en ceuvre usemble de méthodes
permettant dévaluer le niveau de correspondance datix grandeurs, que se soit des
grandeurs analytique et expérimentales ou des guasdi’'une méthode analytique et
une autre.

Si cette corrélation s’inscrit dans certaines lsidéfinies par l'utilisateur, il
peut étre décidé d’arréter la procédure de coro@laet de valider ainsi le modéle
constitué. Inversement, lorsque cette correspordaecdégrade, une correction du
modele s’avére nécessaire qui voit sa qualité psmivement évaluée au sens des
mémes methodes de corrélation. Lorsque la correlspme initiale entre les deux
grandeurs est trop pauvre, une redéfinition du heodst nécessaire, la correction
perdant rapidement tout sens physique.

Dans I'ensemble des cas, il est, par ailleurs, tigdede s’assurer que les
grandeurs comparées par la procédure correctigorie de maniere cohérente. Les
méthodes de corrélation permettent ainsi de pracaden appariement efficace de
celles d’entre elles destinées a constituer ladugsitiles.[14]

IV.2. Critere MAC

Le critere MAC (Modal Assurance Criterion) est urtible plus classiqguement
rencontré dans l'appariement et la comparaison rdedes. Il est défini comme
suit :[16]

Wi {w;h?
@™ . (). {w;h

MAC (i, j) =

Les valeurs du critere MAC sont comprises dangdfialle [0 1], une valeur de
0 indiquant une compléte dissociation des deux sammcernés, une valeur de 1
indiquant, au contraire, une parfaite corrélatiercds derniers.

Une représentation usuelle du critere est celleadmatrice prenant les modes
propres analytiques comme abscisses et les moagsepr expérimentaux comme
ordonnées. Selon cette représentation, une bonr@atmn entre les deux espace doit
matérialiser une diagonale a hautes valeurs de N#8(3).

Dans le cadre d'une utilisation en appariement,associe a chague mode
expérimental celui d’entre les modes analytiquaspgésente la plus haute valeur du
MAC.[14]
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IV.3. Critere MSF

Le critere MSF (Modal Scale Factor) se base suraameparaison directe des modes
propres par tracé des contributions analytiquesexérimentales, un parfait

appariement concourant a I'apparition dune lignatdrde pente unitaire, bissectrice
du plan de représentation.

En ce sens, tout point de cette droite, calculé@léonent pour chaque paire de
modes voit sa contribution déterminée selon :

" {v;
MSF (y;, 1I)]) - ﬁ ............ (IV.2)

La distance de chacun de ces points a la droitefbre donne une idée de la
corrélation locale entre les modes propres consefDétte opération peut réveler
I'absence de certains modes, voire des différelooates au sein de ces modes.[15]

IV.4. Critere COMAC

Le critere COMAC (Co-Ordinate Modal Assurance Crir) traduit la méme
information que le critere MAC en recentrant sur degré de liberté spécifique,
permettant ainsi d’analyser les imperfections deniéra locale. Pour un degré de
liberté j quelconque, on a :

(24 @a) - I(wb(i>>r|)2

COMAC (j) =
0 (Zm | @a®) - [Wa®) 1) (Emal@p®) - [Ws()) 1)

Cette derniére relation faisant I'hypothese de mdesocontenus dans l'espace
d’intérét.

Comme dans le cas précédent la qualité de la atimélest fonction de la proximité
des valeurs calculées de l'unité. Le critéere priesBavantage de ne nécessiter aucune
opération d’uniformisation des matrices struct@®lbu des modes propres mis en
ceuvre mais reste tres sensible aux différenceshellés pouvant apparaitre entre
ceux-ci et produit parfois, des résultats diffioilent interprétables.[14]

IV.5. Méthodes d’orthogonalité

Ces méthodes sont basées sur les relations d'orlabge liant les modes
propres aux matrices structurelles.

[P]". [M]. [®]=[m] oenenne . (1V.4)
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[P]". [K]. [W]=[k] = [@Z.m] ............ (IV.5)

Expression dans lesquelles Jmeprésente la matrice diagonale des masses
modales et [k la matrice diagonale des raideurs Modales.

Basées sur ces propriétés, deux relations exigteérgermettent de caractériser
le niveau de correspondance entres les modes desnaethodes ou entre le modele

analytique et les modes expérimentaux :
[P]". [Mo]. [Pel = [Med oovnvennenn. (1V.6)
» Orthogonalités croisées :
[W.]". [Ka] . [Phel= [Ked covvevnnnnn. (IV.7)
[P,]7. [M.]. [Pe]= [Mad «evvvveen (1V.8)
* Orthogonalités mixtes:
AL SR AN (1 — (1V.9)

Si les deux représentations sont corrélées, lescastmodales de masse et de
raideur présentent des termes non-diagonaux d'ardpb négligeables comparées a
celles des termes diagonaux. Pour une mise a llécties matrices, de sorte que les
termes diagonaux aient une amplitude unitaire,stl @mis que des termes non-
diagonaux n’excédant pas 0.1 indiquant une bonrrélation.

Ce type de méthodes nécessite la réduction desicesmtistructurelles
analytiques ou I'expression et la normalisation desdes propres expeérimentaux,
opérations qui peuvent affecter la qualité de kaé&ation. Des variations de type POC
(Pseudo Orthgonality check) sont proposées dafigdeature qui mettent en ceuvre
une uniformisation de type SEREP (System EquivaRetuction and Expansion
Proces) permettant, dans une certaine mesure nierlil'effet des condensations

matricielles.[14]

IV.6. Méthodes énergétique- Equilibre des forces

La méthode énergétique établit une comparaisoe éegrénergies cinétiques et
potentielles calculées au départ des parametreaurahalytiques et expérimentaux.
Pour un mode r quelconque on peut ainsi définimdiateurs résiduels :

£ =5 (W . Mol (W — > (Wa)T - Mol {Walr oo (IV.10)

£y =7 (W)l . [Ka] {We)r — %.{lpa}f. K] A% ceeeeeenn. (IV.11)
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Les énergies résiduelles donnent, mode par mode,idée de la corrélation
analytico-expérimentale

Par ailleurs, diverses méthodes simples sont pémsopour caractériser, en
termes de forces non équilibrées, les défauts délaton entre un modéle éléments
finis et la structure réelle qu'il représente. Grupainsi associer a chagque mode r une
force élastique résiduelle définie selon :

er = [Ky] {Pe)lr — [Ka]- {Walieeoevnnnnnn. (IV.12)
Ou encore, en se basant sur I'équation d’équilibre
{Fres}, = ([Ka] — @2 ,- [M,]. {Welr - oveevnnnn (IV.13)

Les degrés de liberté en déséquilibre indiquenztases ou le modéle présente une
faible corrélation.[14]

I\V.7. Corrélation des réceptances

Si I'on dispose d’'un modele d’amortissement cohgrensimple comparaison
des tracés de Bode associés aux réceptances deéfmeure bonne idée de la
corrélation entre les deux espaces.

Basé sur une philosophie identique a celle déjaemtée dans le cadre du critere
COMAC, un critere simple, le critere FRAC (FregugnResponse Assurance
Criterion), peut étre introduit qui mesure le talexcorrélation entre deux réceptances
analytique et expérimentale de maniere locale s§ldh

(e} Hes})
((Haj}, . (Haj} ) ((Hej}, . (Hes} )

Expression dans laquelle le vecteff;} représente, pour une excitation
w

FRAC () =

donnée, la réceptance générée au méme degré de ljbpour I'ensemble des
fréquences d’intérét considéreées.

Classiquement, les valeurs du FRAC indique unesfou faible corrélation
selon quelles tendent, ou non, vers 1. Néanmoanss tes cas ou le systéme présente
une simple imperfection générale de masse ou deuaiet, par extension, dans tous
les cas pratigues ou de telles imperfections pduegparaitre, éventuellement
couplées a d'autres), les fonctions de transfeligirent une correspondance certaine
gue ne décele pas le critere FRAC, interprétaecttment les décalages en fréquence
et en amplitude comme indices de non-corrélatidih.[1
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Dans cet ordre d’idées, on peut mettre en ceuvreitare du MAC, le critére
FDAC (Frequency Domain Assurance Criterion) peramgtt d’apparier des
réceptances de frequences différentes :

N {Ha(wa)}TJ:- {He(we)}j
FDAC (@a) e, 1) ={e T (e}

Expression dans laquelle les vectedid,(w,)}; {H.(w.)}; représentent

I'ensemble des réceptances (degrés de liberté ésc@aesurées, en ces fréquences,
pour une excitation quelconque.

Les valeurs de FDAC sont comprises dans [-1 1l]e waeur de O indiquant
I'absence de corrélation, une valeur de 1 une paréarrélation et une valeur de -1
une parfaite corrélation avec un déphasage de 180°.

Par ailleurs, comme le critere établi p@d¥.15) est insensible au facteur
d’échelle pouvant apparaitre entre les deux réoept un critere FRSF (Frequency
Response Scale Factor) peut étre constitué qutifjearette information.

On le définit ainsi :

{Ha(wa)}Tj' . {Ha(wa)}j
{Ho (@)1~ [(Ho(@r0)}

FRSF (g, ®'e,]) = ——————— e (IV.16)

Expression dans laquelle’, est la pulsation correspondantwg au sens de

(IV.15) si les grandeurs sont appariées en échelle, leuad-RSF tend vers
I'unité.[14]

IV.8. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis en eévidence |dé€ralites fonctions de
corrélations que nous pouvons utiliser. Le choixpesté sur le critere MAC qui est
trés utilisé. Pour nous, il sera utilisé pour corepdes modes des deux méthodes
d’analyse EF et isogéométriques. La programmatsbsienple a mettre en ceuvre mais
elle nécessite d’ordonner les modes de chaque oetlppur une comparaison
homogene.
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V. APPLIQUATION ET COMPARAISON DES DEUX METHODES
V.1. Introduction

Généralement, les fonctions de corrélation sofiséés pour comparer les modes
propres (ou fréquences) obtenus par une méthodgtigna avec celle obtenus
expérimentalement. Dans notre cas nous allons fiéisés pour voir le niveau de
correspondance des résultats obtenus entre deurodesdt analytiques, La méthode des
éléments finis classique et les éléments finis isowdriques.

Dans les chapitres précéedents, nous avons exgkgpencipe et la procédure de
calcul de chacune de ces méthodes analytiquesoeis allustré quelques criteres de
corrélation. Ce chapitre fera I'objet d’'une appioca de ces deux méthodes sur un méme
modele en deux dimensions qui est une plaque maette derniere sera étudiée dans le
cas de la dynamique. A la fin des calculs nousalfaire une comparaison des résultats
par le critere MAC expliqués dans le chapitre gdant.

V.2. définition du model

Les propriétés du matériau et les dimensions géalzue a étudier sont :

A

b

»
« »

<

Figure (V.1): Le modéle a étudier
On considére que le matériau de la plaque est tériaa isotrope
Le module d’élasticité E=21*f(Pa.
Masse volumique= 7890 Kg/n.
Epaisseur de la plague e=1 mm

Largeur et longueur de la plaque a=b=0.4 m
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V.3. Calcul du modéle par les deux méthodes
V.3.1. méthode des éléments finis classiques
V.3.1.1. Discrétisation de la géométrie

Les équations de formes utilisées pour la disa@tn sont celles de I'élément
rectangulaire, celles vue dans le chapitre (Ilhsdi@ premier cas on utilise I'élément de
Lagrange Q4 qui représente I'ordre 1 pour le patya@e Lagrange et dans le second cas
en utlise I'éléement de Lagrange Q9 qui représefwedre 2 de polyndme de
Lagrange.les figures ci-dessous illustrent la ptadjgcrétisée en 9 éléments.

maillage Element finis
2B

I 4F
=~ 3 L]

(=]

- ™ L -
- 12

Figure (V.2) : Plaque discrétisée en 9 éléments par Q4

maillage élement finis
7 - 24 : = - 49

3 6 9
5 13 oo 27 B4 41 4z
L 42 5 28 <o 45 7
2 5 8
< 1 Ha 25 G2 :} i
2 8 g d 28 5
r
o g He- 2 4 5o 7 44

T r=ay F=y

Figure (V.3): Plaque discrétisée en 9 éléments par Q9
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V.3.1.2. Calcul au niveau élémentaire
Les matrices de raideur et masse sont obtenuesiades formes intégrales suivantes :

K=", [, exB(en)D B(e.n) |det[J]| dedn ....... (V.1)

Me=[", [1, e*N(e.n)Tp N(e.n) |det [J]| dedn ......... (V.2)

Pour I'élément Q4:

o
= v 1
1-v"2 1-v

0 0 -
B:i*
(n-1 0 (1-n) O @a+m) 0 (-1-m O
0 (e-1 o (-1-¢ o @a+e o (1-e)
(e-1D (n=1 (-1-¢) (1-n) A+& A+n) (A-¢ (1-n)
_1, 1-n)*x(1-c¢ 0 1 +n=*(1-¢ 0
N=, [( )0( )(1—n)*(1—e) 0( )(1+n)*(1—e)
(1 +n)=*=1+ ¢ 0 (1-n=*(1+ ¢ 0 ]

0 A+n=*=1+ ¢ 0 1-n)=*1 +¢)
La matrice jacobienne pour un élément est obtenue comme suit :

X1 V1

= ((n—l) (1-n) (1+n) (—1—n)>* X2 Y2

(e-1) (-1-¢) A+&) (1-¢) X3 Y3

X4 Ya

Les matrices élémentaires Me et Ke seront de dimer{8,8), huit lignes et huit
colonnes. Pour le cas de Q9 la procédure est laem&mf que les dimensions des
matrices, apres répartition des équations de fatries dérivées de I'élément Q9 dans
ces derniéres seront comme suit :
B=(3,18)
N=(2,18)
J=(2,2)
Me et Ke de dimension (18,18).

Remarque :
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Vue la complexité des fonctions nous avons utilisé méthode numérique qui est
la quadrature de gauss pour calculer I'intégrale.
V.3.1.3. Assemblage et résolution

Apres avoir obtenu les matrices de raideur et desende chaque élément, on les
range dans des matrices de raideur et de massaagoBpres assemblage, on procéde a
la résolution.

Les valeurs et vecteurs propres du modéle sontnobt@ar la résolution de
I'équation :

(K-w’*M) P =0 ................ (V.3)

Les valeurs propres de notre modeéle pour le ca@4det de Q9 sont représentées
sur les figures ci-dessous :

Noceuds

Figure (V.4): Les valeurs propres aux nceuds du modele analysdgoas Q4

14

\ \ \ \ \
I I I I I I
I I I I I I
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I I I I I
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I I I I
I I I I
I I I I
sb- - - - 4o [ [ R
2 I I I I
I I I I
w I I I I
) 4o [ [ T
I I I I
I I I I
I I I I
a4l __ [ [ R L __
I I I I
I I I I
I I I
b ___ [ [ -
I I
I |
o]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 10(
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Noeuds
Figure (V.5): Les valeurs propres aux nceuds du modele analysdgpoas Q9

V.3.2. Méthode des éléments finis isogéométriques
V.3.2.1. Représentation de la géométrie et discraétion

La géométrie du modele est exprimée par une corsbindinéaire de fonctions
de base NURB®, et de points de control&s:

CEn) = Z Z Ny (EM; g (By oo (V. 4)

i=1 j=1

N.

ip» Mjq - Les fonctions de base NURBS.

Le produit de ces fonctions de base nous donspd&e paramétrique, subdivisé en sous
domaine appelé élément référence

Pour l'ordre 1, on utilise des fonctions de basardie 1 et de vecteurs nceuds :
E=[0001/32/3111]etH=[000 1/3 2/3 1 1 1¢s vecteurs nceuds utilisés ont trois
espaces inter-nodaux chacun afin de subdiviser ddéfe 9 élément, méme nombre
d’élément que dans cas précédent (élément finssiglaes), afin de pouvoir faire une
étude comparative avec les fonctions de corrélati@n figure ci-dessous illustre la
géométrie du modéle obtenu par les fonctions NUBBS®space paramétrique associé.

...........
TR

(a) (b)
Figure (V.6) : (a) Géométrie du modele obtenue par les fonctBBS d’ordrelet (b)
L’espace paramétrique associé
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V.3.2.2. Calcul au niveau élémentaire
Les matrices de raideur et masse sont obtenuasiades formes intégrales suivantes :

K[ [, exC(en)TD C(e.n) |det[J]| dedn ....... (V.5)
Me=[) J, e*M(en)"p M(e.n) [det []]| dedn ....... (V.6)
Pour l'ordre 1:
E 1 v ;
- 0
T 1-vh2 1(; (1) 1-v
. [(n=1D 0 (1-n) 0 n 0 -n 0
C:Z* 0 (e—1) 0 —& 0 & 0 1-9)
(e—=1) (n—-1) e (1—n) € n (1-¢ —n
M=1 « (1—n)*(1—e) 0 (1—n)=*¢ 0
4 0 (1—n)*(1—e) 0 (1—n)=xe
n*e 0 s*(1— ¢) 0 ]
0 n*e 0 s*(1— e)
La matrice jacobienne pour un élément est obtenue comme suit :

X1 ¥1
J= ((n—l) (1-n) n -n )* X2 V2
(e—1) - ¢ (1-¢) X3 V3
X4 Y4
Les matrices élémentaires Me et Ke seront de dimer{8,8), huit lignes et huit
colonnes, et nous avons utilisé la quadrature desggaomme dans le cas des éléments
finis classique pour le calcul de l'intégrale.

Pour l'ordre 2, on utilise des fonctions de basedie 2 et de méme vecteurs nceuds que
le précédentE=[0001/32/3111]etH=[0001/32/3111],
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(@)

=% E = & & = R A = 8

(b)

Figure (V.7): (&) Géométrie du modele obtenue par les fonctlbBBS d’ordre2et (b)

L’espace paramétrique associé

La procédure de calcul est la méme que dans oadrd’'1, la difféerence est dans
les fonctions de forme et le nombre de ddl. Damslte 1 le nombre de ddl par élément
est quatre comme I'élément Q4 dans Lagrange,reinteére de ddl dans I'ordre 2 est

neuf comme Q9 dans Lagrange.

Apreés calcul et assemblage des matrices raidauasse, la résolution de
I’équation matricielle (V.3), donne les valeurs gmes illustrées sur les figure suivant :

15

Noeuds

30 35

Figure (V.8) : Les valeurs propres aux nceuds du modéle anatys#ep fonctions

NURBS d’ordre 1
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T T T o T T o T
| | | | | | |
| | | | | | |

Bp-------t

12— -

0F-------

EN

Nceuds

o N
|
|
|
|
|
|
|
|

- ==l
|
|
|
|
|
|
|

—
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0 10 20 30 40 60 70 80 90 100

Figure (V.9): Les valeurs propres aux nceuds du modele analysiepdonctions de
base NURBS d’'ordre 2

V.4. Comparaison des deux méthodes

Les valeurs propres données par les deux méthaaase cas ou les fonctions de
forme sont d’ordre 1 sont les mémeg(re (V.4), figure (V.8)), cela est due aux
fonctions de forme qui sont les mémes.

Pour le cas du deuxiéme ordradure (V.5), figure (V.9)),les valeurs propres
sont trés proches, cette légere différence eshdieereur de discrétisation de la
géométrie dans la méthode des éléments finis glass,) alors que I'analyse
isogéométrique nous donne une géométrie exacte.

V.4.1. application du critere MAC

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédetrittre MAC est un outil qui
sert a comparer entre les modes propres. Les gafleuta matrice MAC sont comprises
dans lintervalle de [0 1], et une bonne corrélatmtre les deux espace doit matérialiser

une diagonale a hautes valeurs de MAC (>0.8).

Pour la comparaison entre Lagrange d'ordre 1 (Eddmede Lagrange Q4) et
NURBS d’ordre 1 la matrice MAC donnée est illustsée la figure qui suit.
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Figure (V.10) : Matrice MAC obtenue entre les modes propres dopages
Lagrange d’ordre 1 est NURBS d’ordre 1

Toutes les valeurs de la diagonale de la matric&CNdAnt égales a 1, ce qui veut
dire ; une parfaite corrélation entre les modepm® de Lagrange d’ordre 1 et ceux de
NURBS d’ordre 1. Il ne faut pas oublier que daneds de I'ordre 1 les fonctions de base
des deux polynémes (Lagrange et NURBS) sont lesenggt c’est pour cela que nous
avons obtenu une parfaite corrélation.

Et pour la comparaison entre Lagrange d’ordre |2njgnt de Lagrange Q9) et
NURBS d’ordre 2 la matrice MAC donnée est illustséie la figure ci-dessous :
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100 a0 &0 a0

Figure (V.11) : Matrice MAC obtenue entre les modes propres dopags
Lagrange d’ordre 2 est NURBS d’ordre 2

Les premiéeres valeurs de la diagonale de la matfii€ sont assez importantes,
ce qui veut dire gu’il ya une ressemblance entseplemiers modes des deux méthodes,
guelque valeurs atteints la valeur 0.98, I'écattecles premier modes est minime, mais il
reste un nombre important de valeurs inferieur8an@éme elles atteints des valeurs de
0.02, ces derniéeres valeurs indique un niveau dag#e ressemblance entre un mode est
un autre.

V.5. Conclusion

Pour l'ordre 1, une corrélation parfaite est exg@npar les résultats qui s’explique
par le fait que les NURBS d'ordre 1 et Lagrangerdfe 1 sont égales. Par contre la
corrélation pour l'ordre 2 montre une légére ddfgce qui met en évidence une
classification différente des deux méthodes. Tlyg@tinent I'analyse isogéométrique est
meilleure mais il reste a le prouver ou le monpar la comparaison avec des mesures
expérimentales qui fera I'objet d’un travail apmoadi ultérieurement.
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CONCLUSION GENERALE

Au début de ce travail, nous avons développé Eneéhts geometriques utilisés
dans la conception assistée par ordinateur. Noossamodeélisé deux modéles, le
modéle de Bézier en premier, ce dernier utilisédestions de base de Bernstein qui
sont simples a manipuler, et qui nous a permisptimer facilement les géométries
avec des points de controle. En seconde partie avoiss développé le modele B-
spline, il est plus complexe par rapport au preriarettre en ceuvre, mais il présente
touts les avantages de ce dernier sans ces indent®&nLe modele B-spline nous
donne des degrés de liberté en plus, il ne dépaadjpe des points de contrble mais
aussi du vecteur nceuds pour représenter les géesndélette partie du travail nous a
permis de maitriser ces modeles en vue de lasantillans comme fonctions de base
pour les éléments finis isogéométriques.

L’approche disciplinaire utilisée pour les deux hogtes analyse
isogéométrique et éléments finis afin d'étudier reaomodele est la méme. La
différence est dans les équations de forme utdisgens la méthode des eléments finis
les fonctions base utilisées (polyndmes de Lagnaimgerpolent aux points nodaux, et
elles sont de continuité°Gau niveau des points nodaux, par contre danslys@a
isogéométrique nous avons utilisé des fonctionsad® NURBS, ces derniére ont une
continuité élevée et n’interpolent pas au pointcdetrole. Pour I'étude comparative
des résultats des deux méthodes, nous avons deoisiitere MAC, un critére
classique qui est tres utilisé pour évaluer le aivele correspondance des modes
propres. En raison d’égalité des fonctions de fodmeLagrange et NURBS pour
I'ordre 1, la fonction de corrélation nous a donm& parfaite corrélation des modes
propres des deux meéthodes, par contre la corrélptar I'ordre 2 nous a montré une
leégere différence, ce qui met en évidence une ifitzeon différente des deux
méthodes.

Ce travail nous a permis de maitriser des outilménigues d’'une nouvelle
génération d’éléments finis tout en exploitant dethodes numériques classiques et
universelles. A titre d’'une conclusion généralernessures expérimentales seront d’'un
apport incontournable pour mettre en valeur ce ggehanalyse isogéométrique. Il
serait encore plus intéressant de voir le compatemumérique de ce genre
d’analyse dans le cas de I'analyse non linéaire.
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ANNEXES




A. Points d’intégration et coefficients de pondératiorde la quadrature Gauss
pour le polyndme de Lagrange dans l'intervalle de-[L 1].

Pts | Deux points Trois points quatre points cing points
d’intégration d’intégration d’intégration d’intégration
1 -0.5773502691896 -0.77459666924148| -0.86113631159405| -0.90617984593866
2 0.5773502691896 | 0 -0.33998104358485| -0.53846993101056
3 0.77459666924148 | 0.33998104358485 | O
4 0.86113631159405 | 0.53846993101056
5 0.90617984593866
Coef
1 1 0.555555555555556 0.347854845137454 0.23692688505618¢
2 1 0.888888888888889 0.652145154862546 0.478628670499366
3 0.555555555555556 0.652145154862546 0.56888888888888¢
4 0.347854845137454 0.47862867049936¢
5 0.23692688505618¢
B. Points d’intégration et coefficients de pondératiorde la quadrature Gauss
pour les fonctions bas NURBS dans l'intervalle [0]1
Pts | Trois points Quatre points Cing points Six points
d’intégration d’intégration d’intégration d’intégration
1 0.16666666666667 0.111111111111111 0.083333333333333 0.06666666666666 71
2 0.50000000000000 0.375774001250012 0.305555555555555 0.244444444444444
3 0.83333333333333 0.624225998749988 0.500000000000000 0.424121308936067
4 0.888888888888889 0.694444444444445 0.575878691063933
5 0.916666666666667 0.755555555555556
6 0.933333333333333
Coef

O, WN B

0.3750000000000(
0.2500000000000(
0.3750000000000(

) 0.25000000000000d
) 0.25000000000000d
0.25000000000000d
0.25000000000000d

0.18750000000000(
0.241071428571428
0.142857142857144
0.241071428571428
0.18750000000000(

0.15000000000000(0
0.192857142857143
1 0.157142857142857
0.157142857142857
0.192857142857143

0.15000000000000(




