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Introduction générale:

La programmation mathémathique se propose pour objet I’étude théorique

des problemes d’optimisation ainsi que la conception et la mise en ceuvre des
algorithmes de résolution. Ses applications sont extémement nombreuses et
variées que se soit dans les sciences de I'ingénieure ou dans d’autre domaines
des mathématiques appliquées, notamment en recherche opérationnelle, en
analyse numérique, en automatique,en ingénierie, en économie mathématique
etc...'impact économique des méthodes et des outils (logiciel) issue de la
programmation est aujourd’hui considérable. Des milliers d’entreprises les
utilisent quotidiennement pour résoudre des problemes liés a 1’optimisation
de leur rentabilité :des problémes de localisation,de gestion de production,
de logistique et de transport, de gestion de stocks, de tarification, d’optimi-
sation de flux dans les réseaux ...
Dans la programmation mathématique, on peut indiquer deux tendances .
La premiere, parfaitement constituée, est la programmation mathématique
elle-méme, elle traite des problemes dans lesquels toute 'information initiale
est completement définie. La deuxieme, dite programmation stochastique,
concerne les problemes dans lesquels I'information comporte des éléments
indéterminés, ou bien les problemes dont certains parametres sont aléatoires
mais définis par des caractéristiques probabilistes connues.

Tel est le cas, par exemple des programmes d’activité industrielle établis
souvent dans des conditions d’une information incomplete sur la situation
réelle de leur réalisation. Ou disons, celui d’un probleme d’extrémum qui
traduit le fonctionnement des instruments automatiques accompagnés de
perturbation aléatoire. Notons que 'une des plus grandes difficultés de la
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programmation stochastique réside dans la position de probleme, surtout
du fait que I’analyse de I'information initiale est tres compliquée.

Voici les sections principales de la programmation mathématique devenues
classiques.

Programmation linéaire: la fonction économique est linéair; I’ensemble
sur lequel on cherche I'extréemum de cette fonction et donné par un systeme
linéaire d’égalités et d’inégalités.

La programmation linéaire comporte des méthodes spéciales pour leur résolution,
bien plus avantageuses que celles relatives aux problemes de forme générale.
Ainsi on a vu apparaitre dans la programmation linéaire les problemes de
transport.

Programmation non linéaire: la fonction économique et /ou les contraintes
sont non linéaires . D’apres 'usage, la programmation non linéaire compte

les divisions suivantes :

Programmation convexe: la fonction économique (s'il sagit de la minimisa-
tion) et I’ensemble sur lequel on cherche a résoudre le probleme d’extrémum
sont convexes.

programmation quadratique: la fonction économique est quadratique, les
contraintes étant des égalités et des inégalités linéaires.

Problemes a extremums multiples: on releve d’ordinaire dans ce domaine
des classes spéciales des problémes tres fréquents dans les applications, par
exemple, les problemes relatifs a la minimisation des fonctions concaves sur
un ensemble convexe.

Programmation en nombres entiers: dans laquelle les variables sont sou-
mises a la contrainte d’intégrité .

Quel est le caractere particulier des probléemes de programmation mathématique?
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En premier lieu, il est en général impossible d’appliquer a ces probléemes
les méthodes de I’analyse classique portant sur la recherche des extrémums
liés; il en est ainsi du fait que méme dans le cas le plus simple, celui des
problemes linéaires, ces problemes admettent un extréemum aux point an-
guleux de la frontiere de ’ensemble des contraintes, c’est-a-dire aux point
ou la dérivabilité est violée.

Le mémoire est organisé comme suit:

On commence avec une introduction générale dans laquelle on a parlé
sur la programmation mathématique dont on a indiqué ces tendances et ces
sections principales.

Le premier chapitre contient un survol rapide: espace euclidien, la norme
euclidienne, inégalité de Cauchy-Schwarz, notion topologique, la convexité
(ensemble convexe, fonction convexe), programme convexe, les condition
nécessaire de K-K-T', extention a des problemes avec contraintes d’égalités
et d’inégalité.

Le deuxieme chapitre est réservé pour la présentation de la dualité la-
grangienne.

Le troisieme chapitre est réservé pour la méthode des moindres carrés.

Le quatrieme chapitre est réservé pour la méthode SVM.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Introduction:

Dans ce chapitre, on rappellera quelques notions de base sur la program-
mation mathématique, dont on a besoin dans les chapitres suivants.

1.2 Espace euclidien:

Une collection des points (vecteurs) x' = (z1,79,...,1,)" espace a n co-

ordonées réelles x1,xo, ... ,x, s’appelle espace euclidien de dimention n
noté E,, si les conditions suivantes sont vérifiées :
Soient x € E,, y € E, et a un nombre réel , alors:

) z+y=(v1+y1,22+v2,...,Tn+ Yn).

2) axr = (axy,0x9, . .. ,QTy) .

3)z.y = Z ZiYi-
i=1
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1.3 La norme euclidienne:

Dans un espace euclidien on introduit la notion de norme euclidienne
||| = V/x.z, qui vérifié les relations suivantes:

1)||z|| > 0, ou I'inégalité ||z| = 0 Siz=0.
2) lJoz]| = |al.[l].

3) llz +yll < =l + vl

Exemple:  Les trois normes usuelles pour les matrices sont :
VI[AllL = max;_15 >y |ag|
V||A|l2 = +/p(A2), avec:
p(A?): rayon spectral de A
[A]* = maxi <i<a (| Ai])-
\;: valeur propre de A2
VI[Alloo = max; Y77 |aij|
1.3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz:

Théoréme:

soit P = (x1,x2,...,Ty), Q@ = (Y1,Y2, - - - ,Yn), alors:

[P.QI < I PILQll
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1.4 Notions topologiques:

Définition 1:

y € S est un point intérieur de S §’il existe € > 0 tel que:
|le—yl|<e=x€S

autrement dit s’il existe une boule centrée en y et contenue dans S
L’ensemble des points intérieurs a S est appelé 'intérieur de S et est notés
int(S).

Exemple:

L’ensemble A = {x € R"/||z|]| < 1} a pour intérieur la boule unité
B1(0) = {o/|[x]| < 1}.

Définition 2:

une partie S est dite ouverte s’il coincide avec son intérieur c’est a dire:

S=int(S)

Exemple:

Soit 7 > 0, 'ensemble des points Br(A) = {P € R" |P — A| < r}
est une boule de centre A et de rayon r.

Définition 3:

S C R" est dit fermé si son complémentaire est ouvert.
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Exemple:
L’ensemble Sr(A) = {P € R"/||P — A|| = r} est appelé Sphére de centre

A et de rayon r.

Exemple:
Dans R? :

Br(A) est un disque de centre A et de rayon r,

Sr(A) est un cercle de centre A et de rayon r.

Remarque:

|P — A|| est la distance de P a A.
1) R" et O sont ouverts et fermés en méme temps.

2) On a des ensembles qui ne sont ni ouverts, ni fermés [a,b].

3) Br(A) est appelé voisinage de A.
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Définition 4:

Un ensemble S dans R" est dit compact s’il est fermé et borné en méme
temps dans [a,b].

1.4.1 Théoréme de Weierstrass:

Toute fonction continue sur un compact est bornée de plus elle atteint
ses bornes.

1.5 La convexité:

1.5.1 Ensemble convexe:

Un ensemble X C E, est dit convexe si pour tout couple de points x € X
et y € X, le segment [z,y] qui les relies lui appartient aussi.

La convexité de ’ensemble X signifie que:

Ve e X Vy € X,V € [0,1]:

Az + (1— Ny € X.

1.5.2 Fonction convexe:
Définition 1:

On dit qu'une fonction scalaire f est convexe sur un ensemble convexe
X si quels que soient z,y € X, A € [0,1], on a l'inégalité:

Az + (1 =Ny] < Af(x) + (1= A)f(y).
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Par contre, si

fAz+ (1 =Ny) = Af(z) + (1= A f(y),

la fonction f est dite concave.
Il est clair que si f est convexe, alors — f est concave .

Quelque fois, pour simplifier les calculs des démonstration, on
utilise la définition suivante:

Une fonction continue f(x) est convexe sur un ensemble convexe X si,
quelque que soient z,y € X, on a la condition:

1 1 1

f(§95 + 52/) = §f($) + %f(y)-

On voit sans peine que la somme des fonctions convexes (concaves)
est une fonction convexe (concave).

Resultat:

1) f est de classe ¢!, f est convexe sur X si:

flzh) — f(2?) > (22 — 2*)V f(2?), Valz? € X.
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Définition:

On défini la dérivé partielle premiere par rapport a x; de la fonction f(xq,z9,...,2,):

F(T1ye s iy ey )

lim
h—0 h
elle est noté par w on défini le gradient par:

8f(171,...,17n)

[“)xl
VE(x1,...,Xn) = :

8f(x1,...,xn)

0xy,

2) f est de classe C?, f est convexe sur R" si et seulement si:
Hy est semi definie positive sur R".

Définition:

La matrice Hassienne de f(x1,...,x,) est de la forme:

>f o f _Pf
0z3 0x10xy " 0x,0z, \
O*f 2f O*f
022021 0x3 “tt Oxelxg,
Hf(xl,...pcn) -
er o or
0x,0r; Ox,0xs ox?

Définition 2:

On appelle sous gradient de f au point z°, tout vecteur ¢ € R”
vérifiant:

fx) > f(z°) + o (z — 2°) Vr € R".
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Définition 3:

L’ensemble des sous gradients de f en x° est appelé

Sous défferentiel noté Jf(z°) tel que:

Of (x°) = conv{V fi(z°)}.

Définition:
On appelle enveloppe convexe d'un ensemble S, le plus petit ensemble
convexe contenant S et on noté conv(S).

1.6 Fonction d’appui:
Définition:

On appelle fonction d’appui pour la fonction f au point x°:

La fonction foppe)(z) = f(2°) + o' (z — 2°).

Tel que:

1) fapp(xo)(xo) - f(l'o)'

2) fapp(xo)(aj) < f(:l?), Vx € R".
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3) fupp(ao)(x) est lineaire.
Remarque:

Si f est différentiable en 2 alors 0f(z°) = {V f(x°)}.

1.7 Projection d’un point sur un ensemble convexe :
Définition :

On appelle projection d’un point v sur un ensemble convexe X, un point
p=p(v) de X tel que:

— || = inf [z —v]| =0
lp —vll = inf [z — ]|

On dit que ¢ est la distance de v a p .

Théoréme 1 :

Quels que soient ’ensemble convexe fermé X et le point v, il existe un
point unique p € X, projection de v sur X.

Théoréme 2:
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La projection, p,o de z° sur un convexe X fermé est unique, tel que

U:.’L‘O.

Proposition 1:

Pour que p,o, soit la projection de z° sur X convexe fermé, il faut et il
suffit que:

(2 — Poo) (° — ppo) <0,V € X.
Définition:
On définit un hyperplan par:

H={zxeR"/cx =a,ceR" acR}.
Remarque:
1) Dans R?:

(c1,02)(x1,m9) = a,c171 + o9 = v est une droite.

2) Dans R? c’est un plan.

Définition:

On définit un demi espace par E = {z € R*/cx < a}.

Proposition 2:

Soit x° ¢ X convexe fermé alors il existe un hyperplan :
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H ={z € R"/cx = a} Tel que:

cr, =aet cr < « Ve e X.

Définition:

H est appelé hyperplan d’appui au convexe X en un points z, si toutes
les points de X sont de méme coté de H.

Définition:

On appelle epigraphe de f : X C R” — R L’ensemble
epi(f) ={(z;r) € X XR/f(x) <r}.

Proposition:

Une fonction f est convexe si et seulement si son epi(f) est
convexe.

1.8 Programme convexe :

Définition 1:

Un probleme de programmation mathématique est convexe s il consiste
a minimiser une fonction convexe (resp maximiser une fonction concave)
sur un domaine convexe fermé.



chapitre 1 20

Soit :

([ minf(x)
reSCR, f, gi convexes
\

(P) est un probleme de programmation convexe (ou simplement:un pro-
gramme convexe).

La propriété fondamentale de programme convexe apparaitre alors

dans le résultat suivant :

Théoréeme :

Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum global.

Démonstration :

On peut toujours considérer un programme convexe de la forme:
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( minimiser f(x)

{ sous la contrainte:

AR

Ou f est une fonction convexe et S est un ensemble convexe.
Soit £ un optimum local,pour montrer que z°est un optimum global. Considérons
y € S(y # x°) quelconque et montrons que nécessairement: f(z°) < f(y) .

Raisonnons par l’absurde :

En supposont que f(z°) > f(y) .

En vertu de la convexité de f, ceci implique que:
VO €]0,1],f(z° + 0(y —2°)) < (1 = 0)f(2°) + 0f(y) < f(2°)
D’ot il résulte une contradiction avec le fait que x° est un optimum local .

Donc pour tout y € S,on a bien: f(z°) < f(y) ce qui assure que x° est
un optimum global .

Condition nécessaire d’optimalité :

On s’intéresse ici au probleme suivant:
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Minimiser f(z)
sous les contraintes:
gi(z) <0  iel={12,...,m}

r € R"

Qui n’est autre que le probleme (P) avec la condition S = R" .

Toutes les fonctions f et g;(x) (2 € I) sont supposées continues et
différentiables .

On notera X I’ensemble des solutions de (P') c’est & dire

X ={z eR"/gi(zx) <0, Viel} .

Nous supposerons que X est non vide, par contre X peut tres bien avoir
un intérieur vide, c’est le cas, en particulier si 'on impose que certaines
contraintes soient vérifiées 1’égalité de Lagrange suivante:

2

Vf(z)+ Z A Vgi(z) =0

1.9 Les conditions nécessaires de Karush-Kuhn-Tucher :

1.9.1 Qualification des contraintes:

Lemmel :
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* Pour que (QC') soit vérifiée en tout point € X il suffit que 'une des
conditions (a) ou (b) soit realisée:

a) Toutes les fonctions g; sont linéaires ou affines (Karlin 1959) .
b) Toutes les fonctions g; sont convexes différentiables et il existe 7 € R”

vérifiant :

g:(T) <0, Vi € I(Slater 1950) .

x Pour (QC) soit vérifiée en un point z° € X il suffit que l'on ait :

c) Les gradients Vg;(z°) (i € I°) des contraintes saturées en z° sont
lineairement indépendants (Fiacco et M. Cormick 1968 ).

x La reference suivante est fondamentale et donne, sous I'hypothese de
qualification des contraintes, une condition nécessaire d’optimalité local
pour un problemes d’optimisation avec contraintes du type P’ .

Réference 1: (Karush,Kuhn et Tucker 1951):

On suppose que les fonctions f et g; (i € I) sont contintiment différentiables
et que 'hypothese de qualification des contraintes est vérifiée en z° € X
avec :

X={reR"/g <0,Viel}.
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Alors une condition nécessaire pour que z° soit un optimum local de P’ et
qu’il existe des nombres A; > 0 (i € I) appelé:

Multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker tel que:

([ Vf(2)+ Z AiVgi(2°) = 0

KKT<{ et

)\igi(SUO) =0 (VZ c ])

1.10 Extention a des problemes avec contraintes d’égalités
et d’inégalités: Condition de Lagrange:

Les conditions de Karuch-Kuhn-Tucker s’étendent sans dificulté a des
problemes comportant a la fois des contraintes d’égalités et des contraintes
d’inégéalités de la forme:

p

Min f(z)

Sous contraintes :

: gi(x) <0iel={12,...,m}
h(x)=010l¢€ L={12,...p}

r e R"”
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Reference 2:

On suppose que les fonctions f,g; (¢ € I) et hy(l € L) sont contintiment
différentiables et que (QC') est vérifiée en z° solution de P, .

Alors une condition nécessaire pour que x° soit un optimum local de Pll
est qu’il existe des nombres \; > 0 (i € I) et 1 (I € L) (w; non contraintes
en signe) tel que:

([ Vf(a°) + Z AiVgi(z°) + Z,ugvhl(xo) =0

el lel

t:
KKT! °©

ANigi(z°) =0 (Vi e I)

| m%) =0 Vi€l

9)Conditions suffisantes d’optimalité :
< Points — cols > et Fonction de Lagrange :

Nous allons étudier maintenant des conditions suffisantes d’optimalité
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pour des problemes du type:
( Minf(x)
reSCR"

\

Remarquons que quand S = R" on retrouve probleme (P').

Neanmoins ce qui va dans ce paragraphe s’applique plus généralement
aux problemes du type (P) .S pourra étre par exemple un ensemble de
points & coordonneée entieres (programmation en nombres entiéres) .

Associons a chaque contraintes ¢ € I un nombre réel \; > 0 appelé mul-
tiplicateur de Lagrange . La fonction de Lagrange associe au probleme
(p), est par définition la fonction :

L(z,\) = f(z) + Z Aigi(x).
el
Dans toute la suite nous supposons que les fonctions f , g; , ainsi que
I’ensemble S ont toutes les propriétés requises pour que le probleme
Igleigl{l)(x,)\)} ait une solution optimale, VA > 0.
Définition :

Soit T € S et A > 0.

On dit que (Z,\) est un point-col pour la fonction de Lagrange si

L@EN < Lz N Vre S .
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LT\ < LEZ ) YA >0.

Reference 1 :(propriété caractéristique des points-cols)

Soit Z € Set A > 0; (F,\) est un point-col pour L(z,\) si et seulement si :

a)L(7.%) = min Lz });
b) g:(T) <0 (Vi € I);

c)Nigi(T) =0 (Viel) .
Reference 3: (suffisance de la condition de point-col)

A > 0 est un point-col de L(x,)\) alors: T est un optimum

1.11 Conclusion:

Ce chapitre constitue un exposé rapide et général des notions de base
qui sont indispensable pour la définition d’'un probléme de programmation
mathématique .



Chapitre 2

La dualité lagrangienne

2.1 Introduction:

Considérons un probleme de programmation mathématique de type:

( minimiser f(z) sous les contraintes:

(P) =< gi(x) <0 iel={1,..m}

lr€SCR"

En associant a chaque contrainte g;(x) < 0 un multiplicateur de lagrange
Ai > 0, la fonction de lagrange L(x,\) , s’écrit:

L(z,A) = f(x) + Z Aigi()

el

le probleme (P)peut étre résolu si 'on sait déterminer un point-col de la
fonction de lagrange c’est-a-dire un couple (z,\) vérifiant :
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Considérons maintenant la fonction W définie, pour tout A > 0, par:

W) = inf{L(z,\)}

€S

Dans la suite, nous supposerons que les fonctions f et g; et I’ensemble S
sont tels que, en tout point A ou W () a une valeur finie, il existe T € S tel
que:

W(X) = L(z,)\). on pourra donc écrire:

W(A) = min{L(Z,\)}

reSsS

Remarquons que cette condition est satisfaite, en particulier, si les fonc-
tions f et g; sont continues sur S, et que S est compact (Théoreme de
Weierstrass).

Un autre cas intéressant est celui ou S est un ensemble discret de cardi-
nalité finie.

Nous allons voir que la recherche d’un point — col, I'orsqu’il existe, peut
se faire précisément en résolvant le probleme:
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max W(A) = meX{ raflelg L(z,\)}
(D)

A e RY

(D) est appelé le probleme dual de (P). Par opposition (P) appelé le
probleme primal. W est la fonction dual.

Notons, et ¢’est un point important, que la fonction dual W et le probleme
dual (D) sont définis méme losqu’il n’existe pas de point-col.

2.2 Théoreme faible de dualité

Dans ce théoreme nous n’avons pas besoin d’hypothéses particuliere sur
x, ni sur les fonctions f et g;, © = 1,...,m.

Pour tout A € R, la valeur de la fonction dual W (\) est un minorant
de T'optimum global f(z*) de (P), autrement dit, si W(\*) est la valeur
optimal du probleme dual:

VA>0: W) <WO) < fz).

Démonstration: considérons A > 0 quelconque.
Par définition:

reS=WO) < flz)+ > Ngiz).

1€l
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pour z solution de (P) on a: g(x) < 0 donc A.g(x) < 0 et par suit:
W) < f(x) VA > 0.

En particulier pour z* solution optimal de (P) on a:

Wi(x) <W(x*) < f~.

2.3 Concavité de la fonction dual:

la fonction dual W est une fonction concave de .

Démonstration:

Prenons A! et A\? quelconques et pour 6 € [0,1] quelconque définissons
A= O\ 4 (1— O)N2
Alors, il existe z € S tel que:

)+ Nigi(@)
i=1
On a alors par définition de W (AL), W(A?):

W) < f(@) + 3 Nigi(@)
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multiplions la premiere inéquation par 6 > 0, la second par (1 — ) > 0
et additionnons, il vient:

oW + (1 — W) < f(z +Z[0>\1 (1 —6)A\?g:(Z)

= f(Z) + Z Aigi(T)

=)

Cette derniére propriété est absolument générale et ne suppose rien sur
la convexité des fonctions f et g;, ni sur la convexité de I’ensemble S.

Définition:

E3

une paire (z*,y*) de points satisfait les conditions d’optimalité pour le
probléme primal si:

v’ z*est un minimum global de: f(z) + Z Al fi(x) sur x .

/ZA*]@ -
\/fz( <0,i=1,..m
VAF>0,i=1,...m
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Pour les prochaines théoremes nous avons besoin de I’hypothése de convexité
des fonctions f et g;, pour ¢ = 1,...,m, sur x convexe.

2.4 Théoreme de dualité

(a) Si le probleme (P) admet un point-col (z*,\*) alors, on a:

max (D) = W(X*) = f(2") = min(P).

Autrement dit, la valeur optimal de probleme primal (P) est égale a
la valeur optimal de probleme dual (D). (b) Réciproquement, s’il existe
z*solution de (P) et A* > 0 tels que:

W) = f@).

alors (P)admet un point-col et (z*,A*) est un tel point-col.
Démonstration :

a) Comme (x*,A\*) est un point-col; on a:

L(z"A") = f(2") + Ag(a”) = f(27)

= min{L(z,\")} = W(\").

reS
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D’autre part en vertu de la propriété (01) (théoreme faible de dualité)
on a, pour tout A > 0:

On en déduit que:

f(@®) = W(A") = max W{(\)}

A>0

(b) Réciproquement , supposons qu’il existe x* solution de (P)et \* > 0
tels que:

Par définition de W (\*) on a:

Ve e S: W) < f(z) + Xg(x)

En particulier, en prenant x = z* on a:

W(A") = f(a") < f(a") + A".g(z")

d’ou on déduit A*.g(x*) > 0.
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comme \* et g(z*) < 0 on a aussi A*g(z*) < 0 et par suite:

ANg(x*) =0

Comme \*.g(z*) est une somme de termes tous négatifs ou nuls, on en
déduit que:

Vi Ngi(x*)=0

et par suite (z*,A*) est un point-col.

2.5 La dualité en programmation linéaire:

Dans ce cas, f et g; étant convexes, il existe un point-col et les conditions
de k-k-T sont nécessaires et suffisantes.
Considérons le probléme suivant:

min .z

(PL){ b— Az <0

( z € R"

c = (c1,c2,0,Cn)"

b= (br,ba,..sbn)
A(mxn) .



chapitre 2 36

La fonction de lagrange s’écrit:

L(z\) = .o + N(b — Az)

W(A) = min{(c" — N'A)x + \'.b}

On a donc: W(A) = A.b pour tout A tel que: ¢! — . A =0,
W(A) = —oo  pour les autres valeurs de A .

Le probleme dual:

max W (\)

A e RY

est alors le programme linéaire:

( max \'b sous les contraintes:

(DPL){ ¢ —ANA=0

L A>0

Cette propriété est absolument générale et ne suppose rien sur la convexité
des fonctions f et g; ni sur la convexité de I’ensemble S.

2.6 Saut de dualité:

Pour les programmes de type (P) qui n’admettent pas de point-col (c’est
le cas général, entre autre, pour les programmes discrets ou S est un en-



chapitre 2 37

semble discret) On a:

WA < f(a7)
et la différence f(2*) — W(A*) est appelée le saut de dualité.
D’autr part les conditions de k-k-T' qui sont ici nécessaires et suffisantes

montrent qu’a 'optimum:

2.7 Conclusion:

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation
linéaire et conduit a un résultat important d’un point de vue théorique

et pratique.



Chapitre 3

méthodes des moindres carrés

3.1 Introduction:

L’étude d’un phénomene peut , le plus souvent étre schématisé de la
maniére suivante:

on s’intéresse a une grandeur b, que nous appelerons par la suite réponse
ou variable expliquée, qui dépend d’'un certain nombre de variables vq,v9,...,0,
que nous appellerons facteurs ou variables explicatives.

3.2 Notion de modéle et de régression linéaire mul-
tiple:

On cherche a mettre en évidence la liaison (relation fonctionnelle) pou-
vant exister entre la variable expliqué b et les variables explicatives vy,v9,...,v,,.
On s’interesse aux modéles dits linéaires, i,e aux modéles du type:

n
b= ov; + agvy + ... + v, = g a;v;.
j=1

Les o sont des réels appelés ceefficients du modéle.
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:1 < n
- : | .V, - » )
Vu 4:’ j: ]
Fig. 3.1

On cherche a expliquer la variable b par n autres variables vy,v,...,0,
mais on n’est pas certain que b ne dépend que de ces variables, dans 1'idéal
b = b, mais le plus souvent b ~ b avec b # b.

3.3 Critére des moidres carrés:

On cherche donc un modéle qui nous permet d’obtenir un b le plus
< proche > possible de b pour cela, on effectue m mesures (m > n) des
variables vy,vs,...,0,, et de b on cherche alors aq,qs,...,a, tel que pour i=1...m,

~

n
bi = a1vi1 + Qovig + ... + Uy = E :O‘jviaj'
j=1

soit le plus proche de b;.

En utilisant les notations matricielles, le systéme:

/ ~
b = QU1 + QU292 + ... + QpUL .
bg = V21 + V2 9 + ...+ QU2 p .

~

by, = Q1Vm 1 + @2V 2 + ... + QU -

\
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S’ecrit:
U114 V12 ... Uipn a1
~ Ug1 V22 ... U2n a9
b = . . . =
Un1l Um2 --- Umn (679
A x
Ainsi on cherche x = (ag,qe,...,a)" tel que Az soit le plus <

proche > possible de b, on comprend alors que la notion de distance ap-
parait. On rappelle que la distance euclidienne usuelle est définie comme
suit:

Ve, € R™,  d(zy) = /|z —yl|*

Ot ||.|| est la norme euclidienne .
on souhaite que d(b = Az,b) soit minimale, ce qui s’écrit:
: 2
min || Az — bl|”.
LEGR”

3.4 La forme standard:

On appelle forme standard d’un probleme de moindes carrés la donnée de:
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V11 V12 ... Uin
UZl UQQ ... Uag

A = . . . € Hmn
UmJ vmg - Umn

A: c’est la matrice des données.

b: vecteur réponse.
X = e R"

réalisant: min || Az — b||%.
rcR?

x: I'expression du critére.

3.5 Recherche d’une solution:

On suppose que les variables explicatives sont linéairement indépendantes(i.e

rang(A)=n).
3.5.1 Solution géométrique:

On cherche a exprimer un vecteur comme combinaison linéaire de n vec-
teurs indépendants. Cette combinaison linéaire appartient, par définition
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d’un espace vectoriel, a I’espace vectoriel engendré par ces variables expli-
catives.

vect = (v1,v2,...,v,) = Im(A)

est un vecteur de R™ (m > n) . On cherche b € Im(A) Tel que: ||b— b]|?
soit minimal: ¢’est la définition de la projection orthogonale de b sur Im(A).

b =Ax

Im(A)

FiGc. 3.2

3.5.2 Solution analytique:

Notation : Soit F(r) = ||Ax — b||* la fonction erreur, on sait que:

E(z)= E(z)=0

3.5.3 Théoreme:

Si E est strictement convexe, alors:

E(z) < E(z) =0
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on cherche donc z € R" tel que E(x) = 0.
3.5.4 Dérivation matricielle:
On considére une forme linéaire f : R¥ — R

1

Z2
X = , e R”

T

Définition 1:

On appelle dérivée de f en = et on note % ou Vf(z) ou encore f(z) le
vecteur colonne des dérivées partielles de f par rapport aux x;:

of
ox
vi | 2
ox :
of
oxy,

Définition 2:
On appelle dérivée directionnelle en x dans la direction d et on note

Df(x,d), la limite quand elle existe:

D f(z.d) = lim f(x +ed) — f(x)

e—0 £
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3.5.5 Proposition:

Si f est dérivable en x alors quelque soit la direction d € RF:

Df(z.d) = (f'(z) \ d) = f'(x)'d.

Remarque:

On retrouve ce resultat via les dérivées partielles: soit d une direction
quelconque:

flx +ed) — [f(z)

Dsted) = i /2
— lim (x+ed\a)—(z\a)

e—0 g
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3.6 La forme quadratique:

Définition:
une forme quadratique est un polynome homogene de degre 2 avec un

nombre quelconque de variables:

f:R—=R

k
T = (T1,T2,...,Tp) — g QLT
ij=1

En notant A = (o ;) € prp(R),f s’écrit:

f:RF SR
v — 2'Az = (z\ Ar) = (Az \ 2).

Calcul de dérivée:
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= lim
e—0

Si A est

P (CR (00),

e—0 g

Alz +ed) +e(Av\d) +e(AdN2) | o0 iy (Ar\ )

€

= (Ax \ d) + (Ad\ 7) = (Az \ d) + (A'd \ 1)

— (A+ A2\ d)

— f(z)=(A+ Az

symétrique, si AT = A on a:

3.7 Calcul de solution:

On a:
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E(x) = Az — b |

=| Az | —2(Az \ b)+ || b ||

= 2T AT Az — 22T AT + bTh

Ainsi:
5 0xTATA 0xT ATY obTh
E= xaxx_QgC&c +8x
= 24T Ax —2ATh + 0
donc:

E=0c24TAz —2ATh =0
o AT Ax = AT,

3.8 Théoréeme:

Soit A € pmxnavec m > n, et b € R™ une condition nécessaire et suffi-
sante pour que x € R" réalise le minimum de E(z) =| Az — b ||* est que:

ATAz = ATh (%)

Les équations (%) sont appelées équations normales ce systeme admet
toujours, au moins une solution. Si la matrice ATA est régulieére i,e,si
rangA = n alors la solution est unique.
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3.9 Conclusion:

La méthode de moindres carrés est utilisée pour résoudre plusieurs problémes
dans différents domaines (statistique ,biologie ...) .

La résolution d’un probleme de moindes carrés via les équations normales
possede deux inconvénients majeures. d’une part, la pérturbation due aux
erreurs d’arrondi lorsque l'on passe par les équations normales peut étre
importante. En effet, si la matrice des données A est légerement perturbé:
A=A+6Ale passage aux équations normales va amplifier la pérturbation:

(A+0A) A+ 6A) = A'A+ SA'A+ AGA + SALA...

Alors qu’en passant par d’autres méthodes de résolution (on peut pas-
ser par la méthode de la décomposition LU pour résoudre le systeme), La
pérturbation des données sera moindre.



Chapitre 4
La méthode SVM

4.1 Introduction:

L’apprentissage machine basé sur la notion de généralisation a partir d’un
grand nombre de données couvre des domaines. Tels que la reconnaissance
de forme et de la regréssion ne cesse d’avoir un développement dans ses
méthodes et techniques, ceux-ci ne les a pas empéché de dévoiler des limites
qui reduisent leur efficacité face a la complexité des problemes du domaine.
En méme temps d’autre méthodes ou étaient misent en cecuvre et dés leur
premiere apparition elles ont surpassé les méthodes existantes au paravant.
Les SVMs sont une des nouvelles méthodes largement utilisés recemment.
Dans ce qui suit on va présenter ce paradigme .

4.2 Définition:

Les “Support Vector Machins” appelés aussi « maximum margin cla-
sifier » ( en frangais machine a vecteur de support ou séparateur a vaste
marge ) sont des techniques d’apperentissages supervisé basé sur la théorie
de lapprentissage statique ( généralement considérés comme la premiere
réalisation pratique de cette théorie[6] ) et respectant les principes du (SRM)
< Structural risk minimisation > (trouver un séparateur qui minimise la
somme de 'erreur de 'apprentissage [1]), un SVM repose sur les 2 notion
de vaste marge et fonction Kernel.
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Les SVMs sont considéré comme 1'un des modeles les plus important
parmi la famille des méthodes a Kernel. Ils ont gagné une forte popularité
grace a leur succes dans la reconnaissance des chiffres manuscrits avec un
taux d’erreur de 1.1 en phase de test ( le méme temps marqué par un résaux
de neurone soigneusement construit)[2].

4.3 Hyperplan séparateur linéaire :

Fi1G. 4.1 — hyperplan séparateur linéaire

4.4 Rappel de géométrie:
4.4.1 Equation d’un hyperplan:

ag+ a1x1 + ...+ aqzry = 0, ou encore ap+atx =0.

4.4.2 Distance a un hyperplan:

h(z),/|la|| ot h(x) = ap+ a1x1 + . .. + agxq

d
et laf* =Y a? .
=1
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4.5 Hyperplan de marge maximal:

On impose une marge en h(x) = 1 et h(x) = —1 (apres le réglage des
parametre ay, . .. ,a4) soit une marge de 2/||a||.

Marge maximale

all
fall

Fic. 4.2 — Hyperplan de marge mazimal

4.6 Probleme primal:

Etant donné un ensemble d’apprentissage ,{(x1,u1), ... ,(Tm,um)}, u; €
{1, — 1} representant la classe de chaque objet z; € R? on cherche a:

minimiser  3|lall®
Sous les contraintes: — u;h;(x) > 1 Sii=1...m

La resolution de ce probleme a d + 1 parameétres est possible par pro-
grammation quadratique. Si d est petit (< 103), mais défficile au deld de
quelques contraintes. Et si d > 10° on utilise la forme dual.Mais entre 103
et 10° en utilise le programme quadratique.
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4.7 Probléeme dual:

1 m
Lagrangien L(a,aq,a) = §Ha\|2 — Z%(Ui(a%’ +ag) — 1), ot les a; > 0
i=1
sont appelés multiplicateurs de Lagrange ou variables duales.

Le théoreme de Kuhn-Tuker montre que le probleme primal et sa formu-
lation duale ont la méme solution , qui correspond a un point-selle du La-
grange (il faut le minimiser par variables primaires a et ag et le maximiser
par rapport aux variables duales «;).
Au point -selle , la dérivée du lagrangien par rapport aux variables primaires
s’annule :
0L(a,ap,a)/0a =0 et  OL(a,ap,x)/ag =0

m m

On obtient : Z au; =0 et  a= Z QU
i=1 i=1
On peut ainsi éliminer les variables primaires et le probleme d’optimisa-

tion s’écrit alors sous la forme duale: trouver o maximisant

m 1 m
max E a — § E OGO UG T
1=1

1,7=1

4

{ sous contraintes a; >0 pour 1=1...m
m
et Z ou; = 0
\ 1=1

Le probleme ne depend plus de la dimention d de I’espace d’entrée mais de la
taille m de I’ensemble d’apprentissage, et méme d’un nombre tres inférieur

a m.

En effet le théoreme de Karuch-kuhn-Tucker montre que les multiplicateurs
a; sont non nuls uniquement pour les points qui sont sur les hyperplans
frontiere (h(x) = £1). Ces points sont appelés Vecteur Support.

On retrouve foremellement ce que 'on observe intuitivement: ’hyperplan
solution ne dépent que des vecteurs supports.

Les méthodes d’optimisation quadratiques standards suffisent donc en pra-
tique: Une fois que l'on dispose des vecteurs des variables duales «;, on
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m

obtient le vecteur normal de I’hyperplan a = Z Q;u;T; puis ag = u; — ax;
i=1

a partir d'un des vecteurs supports x;.

L’hyperplan séparateur a donc pour équation
h(z) =ax + ay = Z QU T+ ag.

Cas réel: (Exerriplle: bruités,exceptions)

Lorsque les exemples ne peuvent pas étre séparés par un hyperplan,on peut
rechercher I'hyperplan faisant le moins d’erreurs possible a 1’aide de va-
riables ressort.On impose alors : w;h(x;) > 1=¢,.

m
. 1
Et on minimise: §||a|]2 +C g & ou C est une constante, nouveau
i=1

parameétre du systeme, réglant le compromis entre la marge entre les exemples
et les erreurs, au sens de leur distance au "bon” co6té de ’hyperplan.
Le probleme dual revient alors a maximiser :

( m 1 m
maximiser Z o — < Z QO UU T
i=1 2 1,7=1
¢ 0L C pour 1=1,....m

m
et Z a;u; =0
i=1

Limité aux problemes linéairement séparables.

\

4.8 Avantages et inconvénients :

4.8.1 Avantages:

— Absence d’optimum local .

— Controle explicite du compromis entre la complexité du classifieur et
de 'erreur.

— Possibilité d’utilisation de structure de données comme les chaines de
caracteres et arbres comme des entrées .

— Traitement des données a grandes dimentions .
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4.8.2 Inconvénients:

— Demande des données négatives et positive en méme temps .
— Besoin d’une bonne fonction Kernel .

— Probleme de stabilité des calculs dans la resolution de certains pro-
gramme quadratique a contraintes .

4.9 Conclusion:

Les SVMs présentent un alternatif utile aux différentes méthodes de clas-
sification classique, leurs principes de vaste marge et fonction Kernel les
permettent des taux de classification et de minimisation tres importants.



Conclusion générale

Ce mémoire contient quatre chapitres: dans le premier chapitre on a rap-
pelé quelques notions de base .

Dans le deuxieme chapitre , on a étudié la dualité lagrangienne. et dans
le troixieme chapitre, on a étudie La méthode des moindre carrés. L’ob-
jet de cette méthode est de fournir un outil d’interprétation de données. Plus
précisément, lorsqu’on dispose de données dépendant de deux parametres
x et y, on peut les représenter dans le plan muni d’un repere, en marquant
x en abscisse et y en ordonnée; si le "nuage de points” qu’on obtient a
I’allure d’une droite, on veut savoir quelle est 1’équation de cette droite |,
c’est-a-dire quelle loi relie les deux parametres de la mesure. La méthode
des moindres carrés permet d’obtenir cette droite.

Dans le quatrieme chapitre, on a traité la méthode SVM, et on a donné
une vision générale et une vision parument mathématique des SVMs. Cette
méthode de classification est basée sur la recherche d’un meilleur hyperplan
qui permet de séparer au mieux des ensembles de données. On a exposé le cas
linéaire (hypeplan séparateur linéaire et ’hyperplan de marge maximal) qui
nécessitent 'utilisation d’une bonne fonction Kernel pour changer 1’espace.

Cette méthode est applicable pour des taches de classification a deux

classes, mais il existe des extensions pour la classification multi-classes.

Les méthodes SVMs représentent une méthode d’apprentissage statis-
tique caractérisée par un background théorique solide qui leur a permi I'ex-



tension vers plusieurs variantes. Les SVMs sont marquées par une grande
capacité de généralisation et une convergence assurée qui les placent au pre-
miers rang des outils d’analyse en data mining.

Le data mining, en pleine évolution, connait encore des difficultés pour la
manipulation de bases de données enregistrées dans ces bases, posent des
difficultés pour beaucoup de ces algorithme.
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