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u(t)
y(t)
x(t)

g(x)
f(x)
h(x)

dakr
duk

(Xe, Ue)

A

B
C
D

=

constante
constante

constante

vecteur d’entrée.

vecteur de sortie.

vecteur d’état.

dimension de vecteur d’entrée.
dimension de vecteur d’état.

fonction vectorielle.
fonction vectorielle.

fonction vectorielle.

dimension de la fonction vectorielle f(x).

dimension de la fonction vectorielle h(x).

la dérivée k*™e de la fonction vectorielle f par rapport & I’entrée u.

indice de la dériveée total.
indice de la dérivée partielle.
indice factoriel.

variation de I’entrée.
variation de sortie.

variation de I’état.

point de fonctionnement.

matrice d’état (d’évolution).

matrice de commande (d’entree).

matrice d’observation (de sortie).

matrice de transmission directe.
variable linguistique d’entrée.
variable vitesse.

univers de discours.

univers de discours.
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ensemble de référence.

ensemble flou.

fonction d’appartenance.

sous ensemble flou (antécédent) de la [°™¢ régle.
sous ensemble flou (conséquent) de la 1¢™¢ regle.
fonction d’appartenance.

1¥™me regle d’inférence.

fonction d’appartenance partielle (degré d’activation) de la 1€ régle.
poids d’appartenance (degré normalisé d’accomplissement) de la 1™¢
regle.

sortie de chaque régle (1™ sortie).

valeur maximum.

opérateur de fuzzification.

centre de gravité (moyenne) de la 1°™¢ regle.
indices.

nombre des regles d’inférences.

nombre des sous ensemble flous.

vecteur transposé des paramétres de la [°™¢ regle.
scalaire d’offset de la [°™¢ regle.

variance de la moyenne.

variable des fonctions non linéaires.

ensemble flou.

matrice d’état.

matrice de commande.

termes non linéaires.

fonction d’appartenance.

fonction d’appartenance.
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Introduction Générale

Introduction Générale

L’industrie, de nos jours fait face aux problemes de modélisation des systemes non
linéaires de plus en plus complexes. Ces modeles mathématiques généralement sont difficiles
a exploiter. Cependant des développements importants sur le plan pratique et théorique ont été

réalisés dans le domaine de la modelisation des systemes non linéaires.

Les méthodes traditionnelles utilisées pour la modélisation (modele linéaire) sont
parfois sans utilités en raison de la nécessité de posséder un modele mathématique précis du
procéde ; d’une autre part les modeles non linéaires garanties une représentation exacte du

comportement dynamique des systémes non linéaires.

Les recours aux modeéles non linéaires suscitent actuellement des intéréts primordiaux

dans la représentation exacte, et I’analyse de la dynamique des systémes non linéaires.

Dans le cas de la modélisation floue, sa propriété d’approximation parcimonieux ainsi
gue sa nature de découpage en ont fait des outils trés puissants pour la modélisation des
procédés non linéaires complexes. De méme, dans le cas des systemes d’inférences, leur
propriétés d’approximation universelle et surtout la possibilité de s’appuyer sur des
connaissances des experts sur les processus a piloter pour concevoir un modéle précis, ont
permis de les utiliser avec succés dans des nombreuses applications. Ces connaissances se

traduisent sous forme de regles de la forme Sl telle condition ALORS telle conclusion.

Par fois la connaissance d’un expert ne peut étre entierement verbalisée. Cette limitation
inhérente au systeme d’inférence floue a conduit a la conception des nouvelles stratégies de
modélisation a base de modéle mathématique « basée modele » intégrant les avantages
d’approximation local pour aboutir & une representation plus complete des connaissances du

systeme.

Le but de ce travail est I’étude de la modélisation floue des systémes dynamiques non
linéaires. Les aspects théoriques et pratiques de ce travail sont répartis sur quatre chapitres.
Le chapitre | présente les généralités sur les systéemes non linéaires, et leur linéarisation autour
du point de fonctionnement.

Le chapitre 1l présente les bases générales de la logique floue et ses applications.

-1-
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Le chapitre 111 est dédie a I’approximation et la modélisation des systéemes dynamiques non
linéaires par le modele floue de Takagi-Sugeno (modele TS flou).

Le chapitre IV illustre les résultats de simulation de la modélisation floue appliquée a un
systeme chaotique non linéaire.

Le mémoire se termine par une conclusion genérale sur le travail réalisé.



Chapitre |

Generalites sur les

systemes non lineaires.



Chapitre | Généralités sur les systemes non linéaires

1.1 Introduction

Dans I’analyse et la synthése des systemes, des difficultés sont souvent posées en ce
placant dans I’hypothése de linéarité. En raison de la complexité de modele mathématique
non linéaire régissant plus fidelement leur comportement dynamique. En effet, par définition
méme, sous la dénomination systéme non linéaire, se regroupent des systemes de nature tres

varies, qui nécessitent des approches de linéarisation.

Dans ce chapitre nous allons commencer par la définition des systémes non linéaires,
puis on va présenter un exemple pratique et simple de ses derniers, ensuite on va présenter
I’approche de linéarisation autour d’un point de fonctionnement pour un exemple d’un

systéeme non linéaire.

La fin du chapitre est consacrée a la simulation d’un modele d’un systéme non linéaire

et son modele linéairisé autour d’un point de fonctionnement.

1.2 Définition des systémes non linéaires [7, 11]

Un systeme est dit linéaire s’il est régi par des équations différentielles linéaires a
coefficients constants, pour lequel la plupart des outils utilisés en automatique linéaire
s’appliquent, est généralement annexée a cette definition de la linéarité cela implique la
validité a tout instant I’hypotheése de linéarité équivaut au principe de superposition qui peut
s’énoncer comme sulit :

a) si y,(t) et y,(t) sont les réponses respectivement aux entrées u, (t) et u,(t), la réponse a
I’entrée u,(t) +u,(t) est y,(t) + y,(t). Cette caractéristique constitue la propriété
d’additivité.

b) si la reponse d’un systeme linéaire mono variable a une entrée u(t) est y(t), saréponse a
I’entrée k u(t) (k étant constante) est k y(t). Cette caractéristique représente la propriété de

la proportionnalité des effets aux causes a I’hnomogeneité.

Les systemes non linaires, ne pouvant pas étre représentés par une équation
différentielle linéaire a ccefficients constants, c'est-a-dire pour lesquels le théoréme de

superposition ne s’applique pas.
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1.3 Principales caractéristiques non linéaires [1]

A partir du comportement dynamique qui est définit par le comportement des variables
de sorties du systeme au cours du temps relativement a I’évolution des variables d’entrées.
Celui-ci est a distinguer du comportement statique ou les variables de sorties reproduisent, a

un gain prés, il est représenté par des courbes caractéristiques (caractéristique statique).

Ainsi plusieurs types de courbes caractéristiques sont définis suivant les non linearités

rencontrées. Ces courbes sont illustrées par les figures 1.2 a 1.10.

Pour un systeme linéaire, la courbe caractéristique est rectiligne ce qui exprime la

propriété d’homogénéite, dont I’équation en régime statique est donnée par I’équation :

y(©) =ku(t) (1.1)

Ou k est le gain statique de I’organe. Sa courbe caractéristique est représentée par (Figure 1.1)

La caractéristique d’amplitude d’un organe réel n’est jamais parfaitement rectiligne
mais, il y a une courbure plus au moins marquée (Figure 1.2).
En outre, tout systeme physique méme réputé linéaire, possede un seuil de sensibilité ou zone
morte (Figure 1.3) et une saturation (Figure 1.4).
D’autre par, des phénomenes héréditaires a type d’hystérésis peuvent donner naissance a une
caractéristique en forme de boucle (Figure 1.5).
En fin, les organes travaillant par plus au moins ou tout ou rien possédent une

caracteristique représentée sur la (Figure 1.6) et défini par I’équation :

y(t) = M sign u(t) (1.2)

Ou la fonction y est égale a +1 pour u positif et a -1 pour u négatif (idéalisation d’un relais

a deux positons).

Les cing types du non linéarité représentés dans les figures 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 et 1.6 peuvent
s’associer d’une facon diverse en donnant les combinaisons possibles, notamment :

a) Seuil et saturation, définissant le domaine de linéarité du systeme (Figure 1.7).
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b) Courbure de caractéristique et hystérésis (Figure 1.8).
c) Tout ou rien et seuil : idéalisation d’un relais a trois positions (Figure 1.9).
e) Tout ou rien, seuil et hystérésis (Figure 1.10).

Ces combinaisons permettant de représenter a peu preés tous les non linéarités presentent
dans le systéme asservi.

Ar y A y
k
u u

Figure 1.1 : Linéaire idéal. Figure 1.2 : Courbure.

AY AY

b

-a R -a R
a u a 'y

-b

Figure 1.3 : Seuil. Figure 1.4 : Saturation.
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/ Vu Vu
/ — b
Figure 1.5 : Hystéresis. Figure 1.6 : Plus-ou-moins.
A y A y
bl
-a / > >
J ’ Vu ‘2 u
,,,,,,,,,,,, _b
Figure 1.7 : Seuil et saturation. Figure 1.8 : Courbure et hystérésis.
A y A y
bl — b
A A
-a - -(a+h/2) -(a-h/2)
a u ahi2 a+h2 U
A 4 \ 4
—_— -b -b
Figure 1.9 : Plus-ou-moins Figure 1.10 : Plus-ou-moins avec
avec zone morte zone morte et hystérésis
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1.4 Représentation des systémes non linéaires [15]

L’analyse des systémes est basée en général sur deux types de modeles :
e Un modele de connaissance ou apparaissent les équations de fonctionnement du
systeme ainsi que des variables internes.
e Un modele de comportement qui établit des relations entre les entrées et les sorties du
systeme a partir des expériences et du comportement observé du systeme en réponse a

des entrées fixées ou tout au moins connues.

Alors que I’obtention du premier type de modele reléve plutét de la modélisation,

I’obtention du deuxiéme type fait appel a I’identification.
Les systemes non linéaires sont représentés par un modele de connaissance, réalisé avec
I’utilisation des lois de la physique qui régissent ou décrivent leur comportement. Ainsi la

représentation des systémes non linéaires est formulée par un ensemble d’équations

différentielles non linéaires du premier ordre de type :
x(t) = f(x(t),u(t),t), équation d’état (1.3)
y(t) = h(x(t),u(t),t), équation de sortie (1.4)
Ou x(t), u(t) et y(t) sont respectivement, vecteur d’état, vecteur d’entrée et vecteur de
sortie & I’instant t. f, h sont des fonctions vectorielles de dimension m, p respectivement.

Dans le cas des systemes possédant la propriété d’affinité par rapport a I’entrée, leur

représentation d’état se réduit a la forme suivante :

x(®)=fx)+g)u (1.5)

y = h(x) (1.6)

Sont appelées les systémes non linéaires analytiques.
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1.5 Linéarisation des systémes non linéaires

Les systemes non linéaires se regroupent des systemes de natures tres différentes.
Actuellement un ensemble de méthodes trés différentes les unes des autres peut se présenter.
La methode la plus simple consiste a linéariser le systéme non linéaire, et en particulier a

réaliser cette linéarisation autour d’un point de fonctionnement.

La linéarisation des équations du modele autour d’un point de fonctionnement a été
longtemps la voie suivie par les automaticiens confrontés a un probleme non linéaire. C’est la
quasi-linéarisation bien connue de tous les ingénieurs et qui se préte bien a des problemes de
régulations, avec des excursions plus au moins grandes autour du point d’équilibre. Les

limitations de cette approche sont locales.

Les systemes physiques non linéaires peuvent étre representé par des modeles lineaires
qui approximent leurs comportements dynamiques au voisinage d’un point de fonctionnement

appelée point d’opération ou encore un point d’équilibre.

1.5.1 Approche graphique [1]

Si le modeéle d’un systéeme non-linéaire est donné sous forme graphique comme il est
représenté sur la figure 1.11, un choix possible de modéle linéaire consiste a approximer la

courbe en un point par la droite tangente en ce point.

La courbe de la figure 1.11 représente I’évolution de la grandeur de sortie y d’un
systéeme non linéaire en fonction de la grandeur d’entrée u. La représentation mathématique
de cette évolution est souvent traduite par y = f(u), dont la linéarisation de cette équation est
faite autour d’un point d’équilibre dit un point de fonctionnement ou d’opération.

En choisissant comme point de fonctionnement les coordonnées (u,, y.) dans le plan, c'est-a-

dire y, = f(u,) tel que représenté par la figure 1.11.
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y=f@

v

Figure 1.11 : Principe de linéarisation autour d’un point de fonctionnement.

La décomposition en série de Taylor de I’équation non linéaire y = f(u) est donnée par la

série suivante :

af 1 d?f X
Y= f0) = 0l + g, T A g a| @ muTE (D)
~ N (u B ue)k dkf

y=fw= Z T duk (1.8)

k=0 U=u,

. odkf "me A& % X .

ou — est la k™€ dérivée de f parrapporta u calculée en u = u,.
dutly=y,

et (u—u,)k estlak®™e variable d’écart.

Pour k > 1, tous les termes sont négligeables devant les deux premiers termes, on écrit alors :

y=f=f(u)+

T - (19)

d U=u,

En notant Ay et Au les variations de y et u autour du point de fonctionnement, c'est-a-dire :

Ayz=y-—y. (1.10)
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et

Au=u-—u,

En tenant compte de la relation (1.9), on obtient :

Ay = Af = il A

y - f - du u=u, u
avec .

df

— = ¢ = cste

du U=u,
on aura :

Af = Ay =cAu

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

On a recours a cette approche, lorsque la relation analytique entre les grandeurs d’entrées et

les grandeurs de sorties est difficile a obtenir.

Notant que cette approche peut se généralisée a des systemes multi variables.

» Remarque 1.1

Si u=u(t) et y=y(t) sontdes fonctions de temps, c'est-a-dire I’entrée et la sortie du

systeme non linéaire dépendent du paramétre temps, alors t pourra étre considérer comme un

parameétre fixe, quand on effectuera les calculs de la linéarisation.

1.5.2 Les séeries de Taylor appliquées aux vecteurs [1]

Les équations (1.8) a (1.14) sont facilement généralisables pour des vecteurs de n

variables et de m fonctions non linéaires.

~
Il

——————

——

3

-10 -
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m et n quelconques.

dans ce cas :
Ax = x —x, (1.15)
Af = f(x) = f(xe) (1.16)
et I’équation (1.12) devient :
Af = il A
f= . x (1.17)
.odf :
ou —— est la matrice telle que :
dx
[9h . Oh]
af _|%% 0%
d0xy 0x,

s Exemple I.1:
Pour m =1 et n = 3, la matrice précédente est réduite a :

df _[0fi Ofi Of;

dx lox;, 0x, 0x,

et I’équation (1.17), s’écrit alors :

Ax
ofi 0fy af1] 1 0fi of1 0f1
Af = A =—A —_— —— 1.1
f [6x1 dx, 0Oxs Aii dxy Tt dx, Axp + 0x3 Axs (1.18)

Cette équation représente le cas d’une fonction scalaire f linéarisée a trois variables x;, x,

et xs3.

-11 -
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1.5.3 Linéarisation d’équations différentielles non linéaires (approche analytique) [1]

Si un modéle d’un systéeme non linéaire est connu sous forme analytique, une deuxiéme
approche pourra étre utilisée, dite approche analytique, qu’on peut montrer son principe, en
considérant le cas d’un systeme non linéaire a plusieurs grandeurs d’entrées et plusieurs

grandeurs de sorties, dont le modele non linéaire est donné par la forme générale suivante :

x(t) = f(x(®),u®),t)
(1.19)

y(@) = h(x(t),u(t),t)

En supposant qu’on veut linéariser le systeme autour du point de fonctionnement
(xe, u,) tel que f(x,,u,) =0, et en notant par Ax et Au les variations des grandeurs des

états et des entrées respectivement, autour du point de fonctionnement (x,, u,).

En suivant la méme proceédure pour linéariser les équations différentielles d’un systeme

non linéaire autour d’un point de fonctionnement que celle présentée pour la fonction f(x).

En considérant les variations Ax et Au autour de point de fonctionnement (x =
x.(t), u = u,(t)), les expressions linéarisées des équations du systeme (1.19) seront

développées comme suit :

x(t) = x,(t) + Ax(t) (1.20)
u(t) = u(t) + Au(t) (1.21)
y(t) = y.(t) + Ay () (1.22)

Comme le temps t est considéré comme un parameétre constant dans le calcul de la

linéarisation, il sera plus pratique de le négliger pour alléger I’écriture, et on a donc :

X = x, + Ax (1.23)
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y =y, +Ay (1.24)
u=u,+Au (1.25)
La substitution de x, + Ax et u, + Au dans I’équation d’état du systéeme (1.19) nous donne :

dx _dx, 4 d(Ax)
dt  dt dt

= f(x, + Ax ,u, + Au) (1.26)

En développant cette équation comme une série de Taylor en (x,,u,), et en conservant

que les termes du premier ordre, on obtient :

dx, d(Ax) af of
= — —_— .27
dt + dt fxe,ue) + 0x x=x¢ x Jdu x=x¢ Au (1:27)
et comme
dx
g = fGeue) (.28)

I’équation d’état linéarisé du systéme (1.19) s’obtient immédiatement en soustrayant les
termes correspondants & chaque coté de I’équation (1.27).

d’ou ;

.. Of
Ax:a

0
Ax + —f
X=Xe oulx=xe
U=ue U=ue

Au (1.29)

De la méme fagon pour I’équation de sortie du systeme (1.19) :

y =y, +A4y (1.30)
et
u=u,+Au (1.31)
ona:
y =y, + Ay = h(x, + Ax, u, + Au) (1.32)
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Le développement en série de Taylor nous donne :

_ oh oh
Y. + Ay = h(x,, u,) + e - Ax + M - Au (1.33)
et comme :
Ye = h(xe, ue) (1.34)
onaura:
Ay = Oh Ax + oh A 1.35
y_axizﬁe x auizze u (1.35)

En fin, les expressions génerales, linéarisées des équations d’état et de sortie du systeme

(1.19) sont données par le systeme suivant :

(1.36)

Ce systeme, peut s’ecrire sous la forme suivante :

Ax = AAx+ B Au
(1.37)
Ay = CAx + D Au

avec A, B, C et D sont des matrices linéaires en Ax et Au, calculées en point de

fonctionnement (x,, u,), et elles sont définies comme suit :

oh 9%

d0x dx

af 1 n
Amxmy = 5| =8~ i (1.38)

0x; 0x,
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[% afl]
ou, ou
B(mxr) :Z_f =] Er (1.39)
=
Jduy ou,
dhy 6h1]
d0x 0x
dh 1 n
C = =] : : (1.40)
>xn) ~ 5y x=xe dh,, ahp‘
0x, dxy,
dhy dhy
D _ ok = 01'11 : al'ir (1.41)
(pxr) ou i:ﬁi ahp ahp .
ouy u,

» Remarque 1.2

. : oh . . :
Dans le cas ou la matrice D =0 (E = 0), le systeme d’équations (1.36) peut se

X=Xe
U=ue

ramener a la forme suivante :

(ae = A Y 4
X = 0x x=ze X+ ou x=ze u
¢ ¢ (1.42)
L _0h A
= ol X
on aura donc :
Ax =AAx+ B Au
{ (1.43)
Ay = C Ax
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» Remarque 1.3

Dans le cas ou le systeme est mono variable (une seule entrée (r = 1) et une seule sortie

(p = 1)), les deux matrices B et C seront réduites comme suit :

[911]
0 du
Bmx1) = % I B

e |9fm (1.44)

ou

dh dh dh

= = |— - 1.45
Caxmy Oxlx=xe  10x; T0x, (145)

Le systéeme d’équations (1.43) est interprété de la fagon suivante :

Si I’entrée est perturbée ou déviée légérement de son point de fonctionnement u,(t)
d’un écart Au(t) engendrant des écarts de leur point de fonctionnement suffisamment petits,
Ax pour I’état et Ay pour la sortie, alors les équations linéaires du ce systeme sont souvent
appelées petites équations de perturbation du systeme non linéaire.

Les équations du systéeme (1.43) sont de plus invariantes dans le temps si :

u, = u,(t) = cste.
X, = x.(t) = cste.
1.6 Exemple de simulation d’une équation d’état non linéaire

Soit I’équation d’état non linéaire décrite par :

x(t) = —x2(t) + u(t) (1.46)

posant :

x() = fx(@®),u®),t) = f(x,u) (1.47)
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t est considéré comme un paramétre constant dans le calcul de la linéarisation.

1.6.1 Conditions de simulation

On prend comme consigne u = 4.2.

On choisie u, = 4, et on calcule x, en remplacant u, dans I’équation (1.46) comme suit:

dx
dt X=Xe

U=ue

=—x2+u,=0 (1.48)

Le point de fonctionnement est alors (x,,u.) = (2,4), et la condition initiale de I’état

L’équation d’état linéarisée est calculée a partir de la relation (1.29), et on aura :

Ax = —4 Ax + Au (1.49)

Aprés la simulation, on a obtenu les courbes caracteristiques des deux équations d’états non

linéaire et linaire qui sont représentées sur la figure 1.12.

1.6.2 Interprétation des résultats

La figure 1.12 montre clairement que les deux équations d’états (non linéaire et linéaire)
représentées dans (1.46) et (1.49) répondent d’une maniere équivalente a I’entrée de référence
u. En comparant leur courbe (courbe de I’équation non linéaire et celle de I’équation linéaire),
on constate qu’il y a une superposition entre les deux courbes. On dit que I’équation non
linéaire est parfaitement linéarisée, grace au bon choix des conditions initiales.

Donc le principal intérét de la méthode réside dans le fait qu’elle s’appuie sur un théoreme
d’existence d’un point, dont lequel on peut obtenir une représentation mathématique linéaire

équivalente au systéeme physique, en utilisant des calculs simples et faciles.
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2.05

Réponse non
linéaire

Réponse a
linéarisée

2.04

2.03 e i

X(t)

2,02 ]

201 - ,

Temps [s]

Figure 1.12 : Courbe de I’éguation non linéaire et celle de I’équation linéarisée.

1.7 Les limites de la méthode [1]

Comme la méthode présente des avantages cités ci-dessus, elle est limitée par :
e La lourdeur des calculs auxquels elle conduit, dés qu’on désire dépasser les premiers
termes du développement ou, lorsqu’il s’agit de systéemes complexes.
e Le fait que la convergence n’est assurée que pour x petit (hypothese de quasi-
linéarité), ce qui exclut les systémes possédant une non linéarité forte.

1.8 Conclusion
Le comportement statique et dynamique d’un systéme physique peut étre défini par un
modeéle mathématique. Mais dans de nombreux cas on aboutit, alors a un modele non linéaire

généralement tres difficile & traiter, d’ou la nécessité des approches de linéarisation.

Dans ce chapitre, des notions de base sur les systemes non linéaires ont été présentées.
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Puis on a vu une approche de linéarisation autour d’un point de fonctionnement et qui sert a

ramener le systeme d’un état non linéaire a un autre dit «linéarisé»>.

Cependant, les résultats doivent étre interprétés avec prudence, car le modéle linéairisé
obtenu est une approximation, qui n’est valide que pour des perturbations suffisamment

petites autour d’un point de fonctionnement.

La linéarisation autour d’un point de fonctionnement reste une approche parmi d’autres
méthodes utiles pour la linéarisation des systemes non linéaires. Parmi ces méthodes, on
retrouve I’approximation par un modele flou qui consiste a représenter un systéeme non

linéaire par un ensemble de systemes linéaires liés par des régles.

Dans le chapitre suivant, on va s’intéresser aux notions de base sur la logique floue pour

aborder par la suite la modélisation floue.
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Chapitre 11 Geénéralités sur la logique floue

1.1 Introduction

La logique floue suscite actuellement un intérét général de la part des chercheurs, des
ingénieures et des industriels, mais plus généralement de la part de tous ceux qui éprouvent le
besoin de formaliser des méthodes empiriques, de généraliser des modes de raisonnement
naturels, d’automatisé la prise de décision dans leur domaine, de construire des systémes
artificiels effectuent des applications dans la plupart des domaines. Citons par exemple
I’économie, la médecine, la reconnaissance des formes, la classification, les systémes experts,

les bases de données, la conception industrielle.

Un domaine d’application de la logique floue qui devient de plus en plus important est
celui de la modélisation et de la commande des systémes dynamiques. En effet, une telle
logique posséde des bases de calcul précises permettant de combiner plusieurs fonctions
d’appartenances, et de tirer des conclusions pondérées. Le principe des systémes flous est de
remplacer les fonctions mathématiques par une série de régles linguistiques de la forme «si
antécédent alors conséquenty>. Ainsi, on obtient un algorithme heuristique permettant de

construire par apprentissage une trés large classe de modéle.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les notions relatives a la logique floue,

utilisées dans le domaine d’automatique.

11.2 Variables linguistiques [3, 9, 17]

Historiquement, L.A Zadeh a introduit la théorie des possibilités a propos de la
caractérisation des variables par des descriptions linguistiques imprécises, représentées par
des sous-ensembles flous. La fonction d’appartenance de ceux-ci, conduit a la définition
d’une de possibilit¢ qui permet de traiter les incertitudes engendrées au cours d’un

raisonnement fondés, sur les caractérisations flous des variables.
En physique, une variable V, telle que la température, prend ces valeurs dans un

ensemble des nombres réels. En logique flou, une variable linguistique sert & modéliser les

connaissances imprécises sur une variable, dont la valeur précise est inconnue.
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La variable linguistique est représentée par un triplet (x, F, E,), dans lequel X est une
variable (force, température, vitesse, pression, ...) définit sur un ensemble de référence F
(I’ensemble des nombres entiers, des réels, ...). Sa valeur pouvant étre n’importe quel élément
de F, sous un univers de discours représenté par un ensemble E, = {44, A,, ... } fini ou infini,
de sous-ensemble flous de E, dans F, qui sont utilisés pour caractériser la variable X
définissant des prédicats des valeurs qui prend X dans F, décrit un certain nombre de termes :
par exemple la température, ««chaud», «froid», «tiede»>, ou bien (trés chaud, assez chaud,
tiede, assez froid) selon les valeurs possibles que la variable température X peut prendre. Les
termes donnés aux sous ensembles flous A; sont donc choisis pour effectuer des descriptions
de la variable X, et pour chacun est associée a un sous-ensemble flou de E, dans F et une

fonction d’appartenance 14, (x), définit sur F et a valeur dans [0 1].

11.3 Ensembles flous (Sous ensembles flous) [3, 17]

La notion des sous-ensembles flous a pour but de permettre des gradations dans
I’appartenance d’un ¢lément a une classe, c'est-a-dire d’autoriser une variable a appartenir
plus ou moins fortement a cette classe. Cette notion permet de résoudre les problémes des
limites mal définies, et les situations intermédiaires (entre le tout ou rien), comme le passage
progressif d’une classe a une autre. Ces caractéristiques d’approximations évitent 1’utilisation

arbitraire des limites rigides a des classes.

Pour pouvoir décrire facilement un sous ensemble flou, et dans quelle mesure il défere
d’un sous ensemble classique, un sous-ensemble classique E de I’ensemble de référence F est
défini par une fonction caractéristique Fg, qui prend la valeur 0 pour les ¢léments de F

n’appartient pas a E et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent a E :
Fg:x — {0,1} (I1.1)
Un sous-ensemble flou E de F est défini par une fonction d’appartenance qui associe a

chaque élément X de F (ensemble de référence), le degré ug(x), compris entre 0 etl avec

lequel X appartient a E.
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Ug:x — [0 1] (I1.2)

Le sous ensemble flou E est un sous ensemble classique de F, dans le cas particulier ou ug (x)
ne prend que des valeurs égales a 0 ou 1.
Un sous-ensemble classique est donc un cas particulier de sous-ensemble flou. Notons dans ce

qu’il suit qu’on parle souvent d’ensemble flou et non pas de sous-ensemble flou.

11.4 Fuzzification [9, 10, 16]

Dans le but de traitement numérique des variables linguistiques, dans ce contexte une
attribution a chaque valeur de la variable linguistique une fonction d’appartenance u, dont la

valeur varie entre 0 et 1 avec une classification en un certain nombre d’ensembles flous.

En toute généralité, la fonction d’appartenance est désignée par pg(x). Ou I’argument X
se rapporte a la variable linguistique, tandis que 1’indice E indique I’ensemble concerné. Avec
une valeur précise pour la fonction d’appartenance liée a une valeur déterminée de la variable
X sera désignée par «facteur d’appartenance, degré d’appartenance, ou coefficient

d’appartenance»» de telle sorte que :

> ugCo =1 (IL3)

11.4.1 Les fonctions d’appartenances dans un univers de discours [9, 10, 16, 17]

Les fonctions d’appartenances servent a la modélisation et la quantification de la
crédibilité attribuée a des faits dans un univers dit univers de discours, formée par I’ensemble
des fonctions d’appartenances, tel que, un fait certain aura un coefficient d’appartenance égale
a 1 pour le point de fonctionnement considéré. Un fait incertain aura un coefficient

d’appartenance inférieur ou égal a 1 comme la montre les figures I1.1.b et II.1.c.
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Lorsque le fait est certain, il correspond a I’énoncé de la valeur d’une variable x = x,,
avec py (x) =1 et py (x) =0 pour x # x, : on a alors un singleton, comme le montre la
figure II.1.a. Ces divers prédicats sont représentés par des fonctions d’appartenances de
différentes formes (triangulaire, trapézoidale, gaussienne), selon le mod¢le flou congu. La
figure II.2 montre 1’univers de discours d’une variable (exemple : vitesse), qui couvrira
I’ensemble des prédicats (trés grande vitesse, grande vitesse, moyenne vitesse, petite vitesse,

faible vitesse) prises par cette variable.

L’intersection entre deux prédicats consécutifs est non nulle, de fagon a pouvoir exercer
une pondération sur la variable linguistique a modéliser. Il en résulte un chevauchement des
variables qui doit étre suffisant pour permettre une description continue des variables (figures
I1.2 et I1.3), mais pas trop important pour limiter I’imprécision figure I1.4.

e [l est notamment préférable d’éviter que les fonctions d’appartenances de deux
prédicats voisins soient simultanément égales a 1.

e La fonction d’appartenance peut étre choisit par rapport aux faits de la variable
(figure 11.1).

e Plusieurs formes de fonction d’appartenance peut représenter les prédicats,
(triangulaire, trapézoidale, gaussienne,...) (figure 1.2 a figure IL.5), telle que la forme
triangulaire est représentée sur la figure II.2 et la forme trapézoidale est représentée
sur la figure I1.4, ou les deux formes (triangulaire et trapézoidale) au méme univers de
discours, comme il est représenté sur la figure I1.3. Il existe d’autre formes a choisir

dans certain cas, comme la fonction gaussienne illustrée sur la figure 1.5, telle que :

u(v) = e@=?/20" (I1.4)

Avec, U est la moyenne, et ¢ est la variance de la moyenne, notamment ¥ est généralement
choisit, et o est une constant a sélectionner.

e Le calcul de degré d’appartenance de la variable vitesse v a I’ensemble flou (grande
vitesse, moyenne vitesse, faible vitesse) est réalis€¢ par la projection sur I’axe des
ordonnées (ug(vg)) du point d’intersection entre la valeur de la variable a modéliser
et la fonction d’appartenance de la variable vitesse v au méme ensemble flou. La

figure I1.3 représente I’estimation de degré d’appartenance.
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NZE), A1) A1)
1 1 1
0 Xo > x 0 X > x 0 X1 X2 "X
(a) (b) (c)

Figure 11.1 : Fonctions d’appartenances pour un fait certain et un fait incertain.

4 V)
faible petite moyenne grande treés grande
1 |—vitesse vitesse vitesse vitesse  vitesse

e

» Vitesse (V)

univers de discours

Figure 11.2 : Bonne répartition avec une forme triangulaire des fonctions d’appartenances.
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 1(v)
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»

0

URr

»

vitesse (V)

Figure 11.3 : Chevauchements suffisants.
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4 MOV
faible petite moyenne  grande trés grande
: vitesse vitesse vitesse vitesse Vvitesse
0 vitesse (V)

Figure 11.4 : Chevauchements excessifs.

. ue (v)

faible moyenne grande
vitesse vitesse vitesse

»

0 vitesse (V)

Figure 11.5 : Fonction d’appartenance avec une forme gaussienne.

1.5 L’inférence [9, 10, 17]

La stratégie de la logique floue dépend essentiellement des inférences adoptées. Elles
lient les grandeurs physiques, aux variables linguistiques, telle que I'inférence est décrite
d’une maniere explicite par la description linguistique a ’aide d’un certain nombre de régles.
Chaque régle posséde une condition, précédée du symbole «sSi»> et une conclusion, action ou
opération, décédée du symbole «alors)» selon le type du procédé physique étudié et du
modele flou adopté (Takagi-Sugeno, Mamdani). L’inférence, a titre d’exemple, peut étre
comme suit :

Si (x; est négatif grand et x, est environ zéro),

Alors (y égal positif grand), ou
Si (x, est négatif grand et x, est positif moyen),

Alors (y égal positif moyen), ou
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Si (x; est négatif moyen et x, est environ zéro),

Alors (y égal négatif moyen), ou...

L’inférence peut étre composée de plusieurs régles suivant le nombre de variables et des

sous ensembles flous qui forment I’univers de discours.

La description linguistique des inférences est généralement assez lourde, dont une
certaine simplification de 1’écriture par la description symbolique ; telle que les ensembles

sont alors désignés d’une manicre abrégée par leur symbole. Pour I’exemple précédent on a :

Si (x4 est NG et x, est EZ), alors (y est PG), ou
Si (x4 est NG et x, est PM), alors (y est PM), ou
Si (x; est NM et x, est EZ), alors (y est NM), ou ...

Avec x4, X, ety sont des variables physiques, et (grand positif, environ zéro, positif moyen,
négatif moyen, négatif grand) symboliser respectivement par (GP, EZ, PM, NM, NG) sont les

ensembles flous (prédicats).

11.6 Opérateurs flous [9]

Comme on I’a vu a la section précédente, les variables linguistiques sont liées entre
elles au niveau des inférences par des opérateurs «ET» et ««OU»». Il s’agit d’opérateurs de la
logique floue qui interviennent sur les fonctions d’appartenances représentant les variables
linguistiques. De plus, il existe un opérateur Non (complément a un, négatif, inverse). Les

régles de calcul pour ces opérateurs sont bien connues dans le cas de logique classique.

Cette section présente les régles de calcul pour la logique floue. Le plus souvent, les
opérateurs «ET» et «OU»> sont réalisé€s respectivement par les regles «aminy» et «max». Il 'y
a alors une certaine affinité avec les régles de la logique classique. Cependant, il existe un
grand nombre de régles pour la réalisation des opérateurs «ET» et «OU» qui tiennent
compte du caracteére particulier de la logique floue. Quelques unes de ces régles seront

présentées a la fin de la section.

-26 -



Chapitre 11 Geénéralités sur la logique floue

11.6.1 Opérateur «ET» [9]
L’opérateur «<ET»» correspond a I’intersection de deux ensembles a et b, et on écrit :
c=anb=aETh (IL.5)
Dans le cas de la logique floue, I’opérateur «ET»> est réalisé¢ dans la plupart des cas par la

formation de minimum ; appliqué aux fonctions d’appartenances p,(x) et y,(x), des deux

ensembles a et b, a savoir :

ta et b (X) = pc(x) = minfug (x), up (x)] (IL.6)

On parle alors, d’opérateur minimum. L’opération «ET»» est représentée sur la figure II.6.
La régle (I1.6) reste valable méme si les deux variables X et y appartiennent a des ensembles a

et b différentes. Elle s’exprime alors de maniére explicite.

te(x,y) = minfpg (x), pp (V)] (IL7)

On peut facilement vérifier que 1’opérateur minimum est commutatif, c'est-a-dire qu’il est

possible d’intervenir u, et y; différemment, sans que le résultat change.

e = minlug, up] = minfuy, ugl (IL.8)

Cet opérateur peut étre appliqué a plus de deux ensembles. Dans ce cas, s’applique alors le

théoréme d’associativité (I1.9).

ta = min[pq, pp, ] = min{minlug, up], uc}

= min{.ua; min[#bl :uc]}

= min{min[ug, ], up} (IL.9)
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11.6.2 Opérateur «OU>»> [9]
L’opérateur <««<OU»> correspond a 1’'union de deux ensembles a et b. On a alors :
c=aUb=a0Ub (I1.10)
La réalisation de 1’opérateur ««OU»> au niveau de la logique floue se fait en général par la

formation du maximum, appliqué aux fonctions d’appartenances p,(x) et u,(x) des deux

ensembles a et b. On a donc I’opérateur maximum :

e = max[pg (x), up (x)] (L11)

La figure I1.7 montre cette opération.

A noter qu’il est possible que la fonction d’appartenance résultante p.(x) atteint deux fois la
valeur 1 typique, d’une forme concave.

Dans ce cas aussi, les deux variables X et y peuvent appartenir a des ensembles a et b

différentes. On a alors :

te(x,y) = max[pg (x), up (¥)] (I1.12)

Evidemment, I’opérateur maximum est aussi commutatif.

pe = max|pg, pp] = max|up, ol (11.13)

L’associativité est applicable dans le cas de plusieurs ensembles, selon :

ta = max[pq, pp, el = max{max[ug, upl, e}

= max{ug,, max[uy, u:1}

= max{max[ug, pc], up} (I1.14)
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11.6.3 Opérateur «Non>> [9]
Non(a)=a=c (IL.15)
Non(a) représente les éléments de X qui n’appartiennent pas a ’ensemble a. dans la

logique floue, cette définition est exprimée par les fonctions d’appartenances de la maniére

suivante :

pe(x) =1 = pa(x) (I.16)

Cet opérateur est représenté sur la figure II.8.

Ua ()
A
1
0 > X
(%)
4
1
0 > X
pe(x)
A
1
0 > X

Figure 11.6 : Opérateur ET réalisé par la fonction minimum (min).
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Uqa ()
A
1
0 > X
U (x)
4
1
0 > x
pe(x)
4
1
0 > X

Figure 1.7 : Opérateur OU réalisé par la fonction maximum (max).

-30 -



Chapitre 11 Geénéralités sur la logique floue

Ug ()
A
1
0 'x
U (x)
A
1
0 'x

Figure 11.8 : Représentation de I’opérateur flou ««<Non».

11.6.4 Opérateurs «ET» et «OU>»> réalises par les opérations arithmétiques [9]

Dans I1.6.1 et 11.6.2, on a introduit la formation du minimum et du maximum pour
réaliser respectivement les opérateurs «<ET» et ««OU»>. Dans la plupart des cas, ces opérateurs
donnent des résultats convenables, surtout dans le modéle flou de Mamdani. Cependant, dans
certaines circonstances, il peut étre judicieux d’utiliser d’autres réalisations. Comme la
formation des opérateurs arithmétiques (somme, produit), introduite dans le mode¢le flou de
Takagi-Sugeno. Cela dépend du systéme physique a étudier et du modele flou utilisé, et du la

méthode d’inférence introduite.

Souvent, I’opérateur «ET»» est réalis¢ par la formation du produit appliqué aux

fonctions d’appartenances, selon la relation :
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te(x) = pq () pp(x) (11.17)

Il s’agit d’opérateur produit.

Le résultat de cette opération est représenté sur la figure I11.9. La fonction d’appartenance
résultante est toujours inférieure ou égale a 1. Elle reste donc a I’intérieur de ’intervalle
définie par: 0 < u < 1. La régle de calcul (II.17) peut étre étendue a plus de deux termes

dans le produit lorsqu’il faut combiner trois ou plusieurs ensembles.

Par analogie, on peut réaliser 1’opérateur ««OU»» par la formation de la somme des

fonctions d’appartenances ou plus précisément, par la valeur moyenne, a savoir :

(%) + pp (x)
2

pe(x) = (IL.18)

On parle alors de I’opérateur somme.

La figure I1.10, montre I’effet de cet opérateur. La somme est divisée par 2. En effet, il est fort
possible que la somme u,(x) + up(x) dépasse le domaine admissible (0 < u < 1). A fin que
cette somme reste dans le domaine défini, on peut la normaliser. Lors de la normalisation, on
multiplie la somme par un facteur inférieur a 1, de sorte que la fonction d’appartenance atteint
la valeur maximale 1. Une autre possibilité plus systématique consiste a diviser la somme par

2.

Les opérateurs produit et somme sont souvent appliqués dans les modéles flous, surtout

dans le mode¢le flou de Takagi-Sugeno (modele TS flou).
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Ha (X)
4
1
0 > x
up (x)
4
1
0 > X
pe(x)
4
1
0 > X

Figure 11.9 : Opérateur «<ET»» réalisé par la formation du produit.
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Ka(X)
A
1
0 > x
Up (x)
A
1
> x
0
He (x )
A
1
0 =x

Figure 11.10 : Opérateur ««<OU»» réalisé par la formation de la somme (valeur moyenne).
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11.7 Méthode d’inférence par les opérateurs flous [4, 9, 10]

Dans les inférences, comme citées précédemment, interviennent les opérateurs ««ET»» et
«OU». L’opérateur «ET»> s’applique aux variables a I’intérieur d’une régle, tandis que
I’opérateur «OU»y> lie les différentes regles. A cause de I’empie¢tement des fonctions
d’appartenances, en général deux ou plusieurs régles sont activées en méme temps. Se fait
doit étre prise en considération lors de la réalisation de I’opérateur ««OU>>. Une régle
d’inférence est activée lorsque le facteur d’appartenance li¢ a la condition de cette régle est

non nul.

Pour ces réalisations, il existe plusieurs possibilités pour combiner ces opérateurs qui
s’appliquent aux fonctions d’appartenances. La notion de «méthode d’inférence» est
introduite. Elle détermine la réalisation des différents opérateurs dans une inférence,
permettant ainsi un traitement numérique de cette derniére. A cet effet, plusieurs méthodes
d’inférences sont introduites. Citons a titre d’exemple :

e M:¢éthode d’inférence min-max, pour le modele de Mamdani.
e M¢éthode d’inférence somme-produit et min-produit, pour le modéle de Takagi-
Sugeno.
Comme on trouve la méthode d’inférence max-prod, et d’autres méthodes d’inférences

générées par les experts a partir du raisonnement flou utilisé.

Afin de mettre en évidence 1’application des méthodes d’inférences, on fera appel a un
exemple dont on décrira les deux méthodes utilisées pour le modele flou de Takagi-Sugeno
(somme-min, somme-prod), avec deux variables d’entrées x; et x, et deux variables de sorties
y; ety,, chacune est décomposée en trois ensembles (négatif grand, environ zéro, positif
grand), symbolisées respectivement (NG, EZ, PG), et définie par des fonctions
d’appartenances, comme le montre la figure II.11, avec I’inférence est composée de deux

régles :

Si(x; est PG et x, est EZ) alorsy, = EZ, ou
Si (x; est EZ et x, est NG) alors y, = NG

La deuxieme régle admet donc I’opérateur ««OU»> a I’intérieur de la condition.
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11.7.1 Application de la méthode «somme-produit>> dans le modeéle TS flou [4, 9, 10]

Cette méthode d’inférence est particulicrement utilisée dans le modele flou de Takagi-
Sugeno. Dans I’inférence somme-produit est réalisée en général, au niveau de la condition, en
remplacant 1’opérateur «OU»» par la formation du somme et I’opérateur «ET>» par la
formation du produit. Par contre, la conclusion dans chaque régle introduite par ««@lorsy», qui
lie le facteur d’appartenance de la variable de la condition avec la fonction d’appartenance de
la variable de sortie est réalisée par 1’opérateur de produit. D’ou la désignation de cette
méthode d’inférence par somme-produit. L’application de cette méthode est représentée sur la

figure I1.12 pour I’exemple précédent avec deux variables x4, x, et deux régles d’inférences.

La méthode d’inférence somme-produit peut étre décrite en toute généralité¢ de la
maniére suivante : a la condition de chaque régle R! (avec | = 1, 2, pour I’exemple de la figure
I1.12) est attribué un facteur d’appartenance uy, (x;), avec A; = {4, A,, A3} représente les
prédicats (ensembles flous) respectivement {PG,EZ,NG}. 1l dépend évidemment de la
condition elle-méme et des valeurs déterminées pour les variablesx; = {x;,x,}. Si la
condition n’est pas du tout vérifiée, on a évidemment ,uAl.(xj) = 0, a noter que I’opérateur
«ET» et ««OU»» sont réalisés respectivement par la formation du produit et de la somme pour
chaque régle. On obtient les degrés d’activations (fonctions d’appartenances partielles) par la

relation ;
RU:wy = g, (x1) pia,(2) (IL.19)

A partir des degrés d’activations, les poids d’appartenances (degrés normalisés

d’accomplissements) seront calculer par :

v == (I1.20)

k étant le nombre de régles.
La formation du produit pour la conclusion «alorsy», permet de calculer le résultat de chaque

régle, par la multiplication du poids d’appartenance par la sortie y; de celle-ci. On a alors :
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R: vy (I1.21)

Le résultat de I’information est réalisé par la formation somme pour I’opérateur ««<OU»> de

toutes les conséquences des regles. On a donc :

k
y=) w (11.22)
=1

11.7.2 Application de la méthode «somme-min>> dans le modele TS flou [4, 9, 10]

Par opposition aux méthodes d’inférences précédentes, la méthode d’inférence somme-
min est réalisée, au niveau de la condition, en remplagant 1’opérateur ««ET»» par la formation

de minimum (A), et I’opérateur <«<OU»» par la formation de la somme.

Le modele flou de Takagi-Sugeno utilise cette méthode d’inférence généralement,
lorsque ’antécédent contient une seule valeur d’entrée. Si on fait appel a I’exemple précédent

ou on rapproche la variable d’entrée a une seule valeur X, et avec trois régles données par :

Si(xest PG et x est NG), alors y; = EZ, ou
Si (xest EZ et X est PG), alors y, = NG, ou
Si (X est NG et X est EZ), alors y; = PG

L’interprétation de ces régles par la méthode d’inférence somme-min dans le modele de
Takagi-Sugeno est illustrée sur la figure I1.13.
La formalisation des régles d’inférences est réalisée dans le cas général comme suit :

En premier lieu, on calcule les fonctions d’appartenances partielles w;(x) pour chaque régle,

par la formation du minimum (A), pour I’opérateur «ET»», et on a donc :

Rh:w (x) = min [,uAl(x), Ua, (%), ..., Ha, (x)] = g, (X) Apg,(x) A A Ha, (%) (I1.23)
En suite, on calcul le poids d’appartenance de chaque régle par la formule suivante :
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R /1COB 11.24
v =S @ (129

Puis on calcul la conséquence, représentée par «alorsy> pour chaque régle, en introduisant la

formation du produit pour la sortie de chacune. Et on a alors :

Rl: Ur Vi (11.25)

Avec y; étant la sortie de chaque régle d’inférence, et v; est le poids d’appartenance calculé
précédemment, pour chaque regle.
En fin, la sortie résultante y de cette méthode d’inférence sera calculée par la formation de la

somme, pour 1’opérateur <«<OU»» qui lie les régles par la formule :

k
y= Z v Y (IL.26)
=1

Les méthodes d’inférences fournissent des résultats qui peuvent &tre numériques,
utilisés directement comme une valeur déterminée. Mais dans d’autre cas les résultats portent
des informations floues. En effet, ces résultats peuvent étre une fonction d’appartenance ou
une combinaison des sous-ensembles flous, dont ils nécessitent une transformation de ces
informations floues a des autres qui sont déterminées. Cette transformation est appelée :

«Défuzzificationy.

4 u(x1) 2 H0) 1L Y2)
NG EZ PG NG EZ PG NG EZ PG
0 T x T 0 I x, 10 T oy,

Figure 11.11 : Fonctions d’appartenances.
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V1

V2

Figure 11.12 : Méthode d’inférence somme-prod dans le mod¢le de Takagi-Sugeno.

»
»

<

) 4

\
!

»
>

Figure 11.13 : Méthode d’inférence somme-min dans le modéle de Takagi-Sugeno.

11.8 Défuzzification [9, 10, 16]
La défuzzification est une interface linguistique-numérique qui transforme la partie

floue, issue de raisonnement flou, en une valeur numérique directement exploitable par le

processus.
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En effet, le sous-ensemble flou de I'univers de discours ayant été calculé par le
mécanisme d’inférence, sera transformé en une valeur non floue par [’opérateur de

défuzzification permettant ainsi une valeur effective intégrée au processus.

Plusieurs méthodes de défuzzification sont envisagées. On peut citer : la méthode de

principe du maximum et la méthode du centre de gravité.

Afin de présenter ces deux méthodes, qui sont les plus utilisées. Considérons le sous-
ensemble flou «A» du I’univers de discours qui est représenté sur la figure I1.14.
La fonction d’appartenance de ce sous-ensemble flou, représente la pertinence de chaque

action y envisageable.

La premieére méthode correspond a I’utilisation du principe de maximum. Celui-ci
consiste a choisir comme sortie effective y, de I’interface de défuzzification, une des valeurs
possédant la plus grande appartenance au sous-ensemble flou «<A»».

Par cette méthode, on applique une des actions les plus pertinentes :

Dp: E, > E,
A={y €Ey,us)} - Dr(y) =y, (11.27)
avece .
wa(yo) = sgp{uA )} (I1.28)

Dy : défuzzification floue.

E, : univers de discours.

Ainsi pour le sous-ensemble flou «Ay» de la figure 11.14, la figure II.15 présente la sortie y,,

obtenue par cette méthode.
Il se peut dans la figure II.14, que la fonction d’appartenance du sous-ensemble flou

«A» possede plusieurs maximums identiques. Dans ce cas, et afin d’éviter un choix arbitraire

de la valeur y,, on choisit comme opérateur de défuzzification une transformation qui effectue
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la moyenne de ces maximums, c'est-a-dire, la moyenne des actions les plus pertinentes. On a
donc :

Dp:E, - Ey,

J;ydy
Jydy

A={y €E,uu()} - Dr(y) =y = (I11.29)

avee ©

11.30
s =13y €Ey,ua(yo) = Stytp{uA(y)} (11.39)

La figure I1.16 donne, pour cette méthode, la sortie «yy»> pour le sous-ensemble flou «<A» de

la figure I1.14.

Pour prendre en compte I'inférence de 1’ensemble des valeurs «y»> proposées par la
solution floue y (c'est-a-dire possédant une appartenance non-nulle a ces sous ensembles), on

utilise la deuxiéme méthode de défuzzification dit : ««centre de gravité»»>. On a alors :

Dp : E, = E,,
Jg, v ra() dy

.31
Jg, maGNdy (3h

A={y €E,us}->Dr(y) =y =

Cette méthode est tres utilisée, car elle effectue la moyenne des actions «y» pondérées par
leurs appartenances p4(y), ce qui implique que la valeur effective résultante est plus précise.
La figure II.17 présente I’application de cette méthode au sous-ensemble flou «Ay» de la

figure 11.14.
» Remarque Il1.1
Ces configurations et les méthodes de défuzzification, sont généralement utilisées dans
le modéle flou de Mamdani, [’un des premiers a appliquer la logique floue. Cependant, dans

une approche, introduite par Sugeno, la fuzzification seule est réalisée explicitement, tant que

les parties inférences et défuzzification sont confondues.
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L) L)

1 1

0 g y 0 Yo g y
Figure 11.14: La sortie des inférences comme Figure 11.15: Sortie numérique pour une

une fonction d’appartenance au sous-ensemble

A “ay)

défuzzification par le principe de maximum.

‘HA(}’)

v

Figure 11.16 : Défuzzification par le principe de
la moyenne de maximum.

11.9 Conclusion

v

Figure 11.17 : Calcul de sortie par la méthode de
défuzzification centre de gravité.

Dans ce chapitre, on a présenté quelques notions de base sur la logique floue qui se

résument dans les variables floues, les opérateurs flous, les fonctions d’appartenances, les

régles et les méthodes d’inférences.

L’¢tude d’un systétme physique par le raisonnement flou, dans le domaine

d’automatique, présente un intérét primordial, vue la facilit¢ d’introduire des variables

linguistiques qui servent a définir des fonctions mathématiques appelées fonctions
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d’appartenances qui sont ensuite utilisées pour fixer les régles d’inférences convenables quant

a la modélisation du systéme physique.
Il y a plusieurs modéles flous proposées pour la modélisation floue des systémes

dynamiques et parmi eux on trouve le modele de Takagi-Sugeno (modele TS flou), le plus

utilisé, qu’on va étudier, en détail, dans le chapitre suivant.
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Chapitre 111 Modélisation floue des systéemes dynamigques

I11.1 Introduction

Depuis plusieurs années, des travaux concernant la modé¢lisation des systémes non
linéaires, comprenant des approches basées sur les méthodes qualitatives, analytiques ou
graphiques, ont été ¢laborés. Ils utilisent, principalement, 1’espace d’état et permettent

d’obtenir des modeles sous formes linéaires exploitables.

Une méthode extrémement féconde a également vue le jour concernant des modeles
flous de type Takagi-Sugeno (modeles TS flous). Ces modeles sont constitués des régles, dont
la partie conclusion est mise sous la forme d’une représentation d’état linéaire. Ce type de
modele permet de représenter une large classe des systémes non linéaires. Notamment, il
utilise des critéres locaux ou globaux permettant ainsi I’obtention des modéles localement

linéaires avec des incertitudes de modélisation.

Ce chapitre est consacré a la modélisation floue des systemes dynamiques. Apres les
notions de base relatives a la modélisation floue, on s’intéresse a 1’approximation des

fonctions mathématiques, puis on aborde la modélisation floue des systémes dynamiques.

111.2 Structure genérale des modeles flous [6, 8, 12, 18]

Comme on a cité dans le chapitre précédent, les régles sont matérialisées par des
implications logiques de la forme Si «antécédent))» Alors ««conséquent)», chaque implication

est appelée regle, d’ou la nomination régle «Si - Alors) :

RY: Si xestAl, Alors y est B} (IIL.1)

i=12,..,p,l=12, .. k.

x dénote la variable linguistique d’entrée (antécédent).
Al sont des ensembles flous antécédents (prémisses).
y est la variable linguistique de sortie (conséquent).

B! sont des ensembles flous conséquents.
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Les variables x et y appartiennent respectivement aux ensembles flous A! et B! sont définis
sur leurs domaines respectifs :

X€EXCRP et y €Y c R
Les fonctions d’appartenances des ensembles flous, antécédents et conséquents, sont des

applications :

ux):x - [0 1] et  u(y):y - [0 1], respectivement.

Les termes linguistiques Al et B} sont généralement sélectionnés d’un ensemble des termes
prédéfinis, tel que petit, moyen, grand, etc. Notant par 4 et B ces ensembles, on a alors AL € A

et B! € B. La figure III.1 représente la structure générale des modéles flous.

Base de regles

Ent.ree. »| Fuzzificateur Défuzzificateur Sorjue=
ordinaire ordinaire
x€X yeY
v
»| Inférence
entrée ensemble sortie ensemble
flou flou

Figure 111.1 : Représentation de la structure générale des mod¢les flous.

En modélisation floue des systémes, la sélection de la structure implique habituellement les

choix suivants :

e Variables d’entrées et de sorties : Dans les systéemes dynamiques il n’est pas toujours

facile a déterminer. Pour cela plusieurs sources d’informations permettent de faciliter
ce choix, tel que la connaissance préalable de comportement dynamique du systéme.

Parfois des méthodes de sélection automatique de structure (I’ordre du systéme)
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basées sur des données, peuvent étre utilisées pour comparer les différents choix en

termes de critere de performance.

e Structure des régles : Ce choix dépend du type de modele flou utilisé (linguistique,

singleton, Takagi-Sugeno) et la forme de 1’antécédent (fonction d’appartenance multi

variable ou dans la forme composée).

e Nombre et type de fonction d’appartenance pour chaque variable : Ce choix détermine

le niveau de détail (granularité¢) du modele. De nouveau, le but de la modélisation ainsi
que la connaissance disponible vont influencer cette sélection.
Des méthodes automatiques basées sur des données peuvent étre utilisées pour ajouter

ou supprimer des fonctions d’appartenances dans le mode¢le.

Une fois que la structure est fixée, la performance de la méthode de modélisation peut
étre réglée avec précision en ajoutant les parametres des fonctions d’appartenances de

I’antécédent et du conséquent.

111.3 Différents types des modeéles flous [6, 8, 16]

En fonction de la forme B} de la conséquence d’une régle, trois types de modéles flous
peuvent étre distingués :
e Mod¢ele flou de Mamdani : ou I’antécédent et la conséquence sont des propositions
floues. Il est appelé aussi modele flou linguistique.
e Modele flou relationnel : qui peut €tre considéré comme une généralisation du modéle
linguistique, ou un seul terme antécédent peut étre associé a plusieurs termes de la

conséquence par une relation floue.

e Modele flou de type Takagi-Sugeno (modele TS flou) : ou la conséquence est une

fonction ordinaire des variables d’entrée (antécédent).

111.3.1 Modele flou de Mamdani (modéle linguistique) [6, 8, 16]

Dans les modéles linguistiques, les quantités floues sont décrites par des termes

linguistiques, et le modéle flou constitue une description du syst¢tme dans une langue
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naturelle. Ce type est caractérisé par des regles floues ayant des prémisses et des conclusions
floues. Elles permettent une description linguistique du systéme par une base de régles floues

de la forme :
RY: Si xestAl, Alors y est B! (I11.2)
ou x € X C R™ est la variable antécédent présentant la variable d’entrée du systéme flou.
y €Y c R est la variable conséquence représentant la sortie du systéme flou.
Al et B! sont des termes linguistiques définis par des ensembles :

ppa(x):x—>[01] et um(y):y - [0 1], respectivement.

L’algorithme suivant, résume I’inférence par la méthode min-max dans le modéle de

Mamdani.

Etape 1 : on va calculer pour chaque régle, la fonction d’appartenance partielle ou le degré

d’activation w! de I’antécédent :
wy = gt (en) A g () A g () A A g () (I11.3)

Etape 2 : on calcul I’ensemble flou total de sortie B! (résultant), en prenant le maximum des

conclusions individuelles B} de chaque régle :

upt(y) = Max(pzi(y)) (111.4)

Etape 3 : la défuzzification de ’ensemble de sortie B! sera représentée par une seule valeur

numérique effective.
I1 existe plusieurs méthodes de défuzzification. En citant a titre d’exemple, la forme la

plus courante et la plus simple a utiliser dite la moyenne floue pondérée (Fuzzy Weighted

Mean) donnée par :
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k Ju—
= Li=1 Wi I (I1L5)
K
Y= W
ot w; est le degré d’activation de la 1°™€ régle.
Pour I’inférence de produit, w; prend la forme suivante :
P
w; = 1_[ Kl (x;) (I11.6)
i=1

j=12,..,n
les y, sont les moyennes (les centres de gravités) des ensembles flous de sortie B! donné par :

g = 1Y s ) dy
Y Jue) dy

(111.7)
Ce mode¢le présente I’avantage d’étre facile interprétable, et bien adapté a I’utilisation des

entrées floues. En revanche, il a une capacité de présentation limitée.

111.3.2 Modele flou de Takagi-Sugeno (Modele TS flou) [6, 8, 17]

Un autre type de modele flou qui est souvent utilisé est celui de Takagi-Sugeno (mod¢le
TS flou). Ce type de modéle est comme celui de Mamdani, construit a partir d’une base de
reégle «Si ... Alors ...», dont laquelle, si la prémisse est toujours exprimée linguistiquement,
le conséquent utilise des variables numérique plutét que des variables linguistiques. Le
conséquent peut étre exprimer, par exemple, sous la forme d’une constante, d’un polynome
ou de maniére générale avec une fonction ou une équation différentielle dépendant des
variables associées a I’antécédent. La collection générale des régles R! de ce type du modele

sont représentées comme suit :

R:Si xest Al Alors y, = fi(x),1=1,2, ...,k (I11.8)
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ou R! dénote la [°™¢ régle du modeéle et k le nombre de régles qui contiennent la base de
régles.

X € R™ est la variable d’entrée (antécédent) et y € R? est la variable de sortie (conséquent).
Al est le sous ensemble de I’antécédent de la ™€ régle, définie par une fonction

d’appartenance de la forme :

uut (O R™ = [0 1] (111.9)

Les fonctions conséquences f; sont choisies sous la forme paramétrique, ou leurs
structures doivent étre égales pour toutes les régles, et seulement leurs parameétres qui

changent.

Parmi les formes paramétriques pratiques, on trouve la forme linéaire affine :

y, = a x + b (IIL.10)

T ’ \ . )
1" est le vecteur transposé des paramétres et b’ est un scalaire d’offset.

ou a
On appelle ce type de modéle ««modele TS affine»» ou ««modele TS linéairey>.

Lorsque le vecteur des paramétres at = 0, pour / = 1, 2, ..., k, les conséquences du modéle
deviennent des constantes, on obtient alors le modele singleton.

Puisque une constante peut étre considérée comme un ensemble flou singleton, on aura :

R': Sixest Al Alors y, = bt (II1.11)

111.3.2.1 Inférence et régression non linéaire dans le modele TS flou [6, 8, 17]

L’inférence debute par le calcul de degré d’activation w;(x) de I’antécédent. Ce degré
est simplement égal a une combinaison des fonctions d’appartenances des propositions
individuelles en utilisant les opérateures de la logique floue (produit, somme, minimum et
maximum).

Selon I’expression pour 1I’exemple du produit, on a :
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K
w;(x) = 1_[/114% (%) (I11.12)
=1

Le choix des opérateurs dépend du systéme ¢étudier et de ses données.

L’obtention de la sortie du modele est réalis€ a partir d’une combinaison des opérations

d’inférences et de défuzzification. La sortie finale est calculée par la moyenne pondérée des
. \ l Lox . , .

sorties y; correspondantes aux régles R°, pondérées par le degré d’accomplissement

normalisé, selon 1’expression suivante :

I w®@

= II1.13
Y Zf:l w(x) ( )

En notant que v; est le degré d’accomplissement normalisé conformément a 1’expression :

g, = ) (1. 14)
=Sy o < .
Vi wi(x)
et par ’analogie avec (I11.10) et (I11.13) la forme de défuzzification sera alors :
T
_ T (@ x+ b (IIL15)

Z;{=1 w(x)

Nous abordant par la suite ce type du modele dans le cas de la modélisation et la linéarisation

des systémes dynamiques non linéaires.

111.4 Approximation des fonctions non linéaires par le modele TS flou [5, 17]

Dans le contexte de I’approximation des fonctions non linéaires, le modele TS flou

prouve une approximation performante.
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Dans ce qu’il suit, on va réaliser une simple approximation d’une fonction non linéaire
(f (x) = x3), représentée sur la figure II1.2, a I’aide du modele TS flou sur l’intervalle

X € [—2 2], en utilisant des fonctions d’appartenances de types gausiennes.

L’approximation de cette fonction peut étre réalisée par trois fonctions linéaires mais
elles restent toujours rudimentaires d’une part, et d’autre part, I’extension a cinque fonctions
linéaires améliore cette approximation. A cet effet, cinque valeurs seront choisies comme des
points de linéarisation, données par : X; = [—1.75, —1.1, 0, 1.1, 1.75].

Les droites tengentes a la fonction non linéaire (f(x) = x3) en ces points, réalisent une
linéarisation de cette fonction autour de ces points.

Les droites de linéarisation sont données comme suit :

—-1.75:

Pour x;

y, = 11.87 + 10.05 x

Pourx, = —1.1:

y, = 2.07 +3.738 x

Pourx; =0:

vz = 0.9739 x

Pourx, = 1.1:

y, = —2.07 +3.738 x

Pour x; = 1.75:
ys = —11.87 + 10.05 x

Sur cette univers de discours, on va choisir les prédicats caractérisant les fonctions

d’appartenances par les termes linguistiques suivants :
Grand Négatif, pour (x; = —1.75), Petit Négatif, pour (X, = —1.1), Zéros pour, (X3 = 0),
Petit Positif, pour (X, = 1.1), Grand Positif, pour (X5 = 1.75), symbolisés respectivement

par (GN, PN, Z, PP, GP) = 4;.
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Pour cette illustration les fonctions d’appartenances Gaussiennes sont mieux a choisir, et on

a .
p(x) = e®-**/20° (111.16)

avec X;, i =1, ..., 5 est la moyenne et o est la variance de la moyenne.
X; sont choisis pour caractériser les prédicats et ¢ est une constante a sélectionner avec une
erreur éstimer a 0.424, le choix de ces constantes donne les fonctions d’appartenances

représentées sur la figure I11.3, noté comme suit :

pen (x) = e*=F1)?/20° (IL.17)
ppy (x) = e*~F2)*/20° (IIL.18)
py(x) = e@%3)?/20° (I11.19)
pipp(x) = e(x—%a)*/20” (111.20)
pop(x) = e*—%s)*/20° (IIL.21)

L’ensemble des régles construites du modele TS flou de cette approximation sera décritent :

Si x est GN, Alors f(x) est y;

Si x est PN, Alors f(x) est y,

Sixest Z, Alors f(x) est y3

Si x est PP, Alors f(x) est y,

Si x est GP, Alors f(x) est ys
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L’ensemble de ces inférences est réalisé par une entrée commune x, alors que les sorties sont

différentes ce qui implique une défuzzification globale réalisée par la moyenne pondérée,

donnée par la formule :

S (0 v,

111.22
5 1 () (HL22)

avec fy, (x) dénote le degre d’appartenance de I’antécédent a ’ensemble flou 4; et les y; sont

des conséquants de chaque regle.

Figure 111.2 : Représentation de la fonction f(x) = x3.

-53 -



Chapitre 111 Modélisation floue des systéemes dynamigques

Figure 111.3 : Fonction d’appartenances gaussiennes.

111.4.1 Conditions de simulation

On prend :
X € [—2 2] avec un pas de 0.01.
X; =[—1.75,—-1.1,0,1.1,1.75 ] qui sont les cinque points de linéarisation.

o = 0.424 qui est une erreur éstimée.

Aprés la simulation, on a obtenu les deux courbes caractéristiques de la fonction
f(x) = x3 (courbe de la fonction non linéaire et celle approximée par le modéle TS flou) qui

sont représentées sur la figure I11.4.
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[ [ [
Fonction linéarisé

Fonction non linéaire |7

Figure 111.4 : Courbes de la fonction non linéaire et la fonction approximée par le modeéle TS

flou.

111.4.2 Interprétation des résultats

Le résultat apparu sur la figure I11.4 présente une excellente approximation, dont on voit
clairement la superposition des deux courbes (courbe non linéaire et courbe non linéaire
approximée par le modele TS flou) ce que explique I’approximation de la fonction f(x) = x3
a des droites tengentes en toutes régions, caractérisées par les cinque fonctions
d’appartenances citées ci-dessus. Ces droites sont pondérées par le degré d’appartenance de

I’antécédent a ces régions.
» Remarque I11.1
Dans le cas ou I’antécédent contient plusieurs entrées x = [xq, X, X3, ..., xn]T, le calcul
de la fonction d’appartenance de chaque antécédent sera exprimé par les opérateurs flous.

Généralement, on utilise le produit donné par :

fa; () = pa; (1) X prg, (x2) X oo X g, (33) (1I1.23)
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Ou bien, le minimum (A) :

pa; () = pg; Cey) A gy, Cez) A A g, () (I11.24)

111.5 Modélisation des systemes dynamiques par le modele TS flou [12, 13, 18]

Le modele TS flou est considéré comme un outil de modélisation des systémes non
linéaires. Cette modélisation consiste a approximer les systémes non linéaires en multiples
modeles linéaires, établissent dans des domaines continus correspondants a chaque modéle
linéaire. Ces domaines sont spécifiés par une descritisation flou, décritent par des ensembles

flous.

Une collection des modeles linéaires est assurée par les régles d’inférences ««Si
antécédent Alors conséquenty reparties sur les modeles linéaires. Ainsi, une approximation
linéaires ¢élaborée aux systémes dynamiques non linéaires, par la modélisation floue de

Takagi-Sugeno est considérée universelle.

Les systémes dynamique non linéaires dits modélisés par le modele TS flou, si ils sont

décrites par les régles suivantes :

Regle /:
Si Vi(t) est My et, ..., et V,(t) est M, Alors x(t) = A; x(t) + B, u(t)
avec :
x(0) = 0.
dont Mj;, avec, (=1, ...,k)et(i=1, ..., p) sont des ensembles flous, s’ils sont caractérisés

par une fonction d’appartenance.

x(t) € R™ est le vecteur d’¢état, u(t) € R" est le vecteur d’entrée.

Les matrices A4; et B; ont des dimentions appropriées au systéme.

Vi(0), ..., V,(t), sont des termes non linéaires caractérisant les variables d’¢tats du systeme.

p est le nombre des fonctions d’appartenances de chaque prédicat dans ’'univers de discours,

et le nombre des termes non linéaires.
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La paire (x(t), u(t)) donne le systéme flou déduit comme suit :

k

£(0) = ) v (VO)A x(0) + B u(®)]

=1

Avec vl(V(t)) est le degré normalis¢ d’accomplissement formulé :

w (V (D))

(Vo) = S v o)

w(V(t)) est le degré d’activation calculé comme suit :

4
w(V©) = | w, (%®)
=1

et ,uM”(Vl-(t)) est la fonction d’appartenance de V;(t) dans I’ensemble flou M;.

Il est supposé pour tout ¢ :

w(V(©) =0

et

k
Z W (V(©) > 0
=1

avec,l =1, ..,k.

et comme on a :

i, (Vi) = 0

et

k
Z .uMzi(Vi(t)) =1
=1

(111.25)

(I11.26)

(I1L.27)

(111.28)

(111.29)

(111.30)

(IIL.31)

La formule (II1.25) peut étre simplifiée par le diagramme de la figure II1.5 pour montrer la

stucture générale de la modélisation TS floue.
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%, (t) = Ay x(t) + By u(t) 11

entrée

Xy () = Ay x(t) + By u(t) Vg

Bloc inférence et régression.

Figure 111.5 : Modélisation TS floue des systémes dynamiques.

111.5.1 Constuction du modéle TS flou des systémes dynamiques

Deux méthodes majeures peut étre utiliser dans la modélisation TS floue.
La premicre méthode consiste a ¢laborer le modele TS flou, a partir de 1’identification du
systéme, en utilisant les données entrées / sorties.
La deuxieme méthode consiste a réaliser le modele TS flou, par 1’idée ««approximation

localey» et <<approximation globaley> des systémes dynamiques non linéaires.

Dans ce qu’il suit, on focalisera sur la deuxiéme méthode pour la construction des
modeles TS flous a partir des systémes non linéaires.
111.5.1.1 Approximation locale et approximation globale dans le modéle TS flou [12, 14]

L’aproximation locale et I’approximation globale des fonctions non linéaires joue un

role primordial dans la construction des mode¢les flous.

Pour illustrer cette approche, considérant les deux cas des figures I11.6 et I11.7. La figure

I11.6 représente la fonction non linéaire :

%) = f1(x: () (I11.32)

avec f;(0) = 0.
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Les droites a; x;(t) et a, x;(t) réalisent ’approximation globale pour le cas du
systeme (II1.32), en choisissant a; et a, comme pentes des droites tengentes aux optimums

globaux, comme le montre la figure II1.6.

Parfois, il est difficile de distinguer les optimums globaux des systémes non linéaires.
D’ou la necessitée de faire appel a 1’approximation locale, pour faciliter 1’approche pour ces
systemes. La figure II1.7, montre la réalisation d’une approximation locale au systéme non

linéaire :

%, () = fo(x (1) (111.33)
avec f,(0) = 0.

Dans cette approche, la partie non linéaire du systéme est approximer sur une région, appelée

«région localeyy, limitée par les abscisses des optimums locaux, dont :
—-d <x,(t) <d (I11.34)

Sur cet intervalle, la dynamique du systéme est considéré non linéaire, a cet effet une

approximation locale sera réalisée.

A f1(x1(t))
a, x;(t)
Ve
/
//
g fi((®)
/
/// = A x1(t)
. -
, -
Py
//”/// 7 x1(t)

Figure 111.6 : Approximation globale.
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»

/2 (xz (t))
f2 (x2 (t))

\

|
SH

\

P N

Figure 111.7 : Approximation locale.

Ces approches garantissent une approximation exacte du modele flou. Car le modele TS
flou lui-méme procede a la subdivision du domaine de définition des systémes non linéaires,
en sous domaines, dont la partie non linéaire dans chaque sous domaines soit approximer par

un modele linéaire, en utilisant I’approximation locale et I’approximation globale.

Cette procédure est représentée dans le cas général suivant :
n T
£(©) = ) fiy (x®) 50 + ) gu (x©) ue(®) m.35)
j=1 k=1

avec n et r sont respectivement, le nombre de vecteur d’état x(t) = [x;(t), ..., x,(t)] et de
vecteur d’entrée u(t) = [u,(t), ..., u,.(t)].
fij (x(t)) et gy (x(t)) sont des fonctions non linéaires de la variable d’état x(t) (dynamique

non linéaire du systéme).
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Afin de construire le modele TS flou, on procede en premier lieu a la recherche des

minimums et des maximums des fonctions f;; (x(6)) et gy (x(£)) dans le but d’approximer

ces fonctions non linéaires dans leurs domaines de définition, on aura alors :

(@i, = max{fy(x(©)]

(I11.36)
aj, = min{fi;(x(0)}
bir, = r;l(ctl)x{gik(x(t))}

(11.37)

bik, = min{gu(x(D))}

Les fonctions d’appartenances approximent les fonctions non linéaires, limitées par le

minimum et le maximum, dans leurs domaines de définition, a des droites qui sont sous forme

des équations suivantes :

f;(x@®) = ayj,

My, (x(0)) = PR
b (I11.38)
ij, — Jij(x(
Mijz (x(t)) - a]aij f—]g}( ))
i t))— bi 2
Nl'kl (X(t)) — g kb(i( z)bk k
b (I11.39)

. ~ ik (x(t))

bix, = bix,

b
Ny, (x () = =

Les conditions imposées sur les degrés d’appartenances sont vérifiées sur un ensemble fini
[0 1], par conséquent les fonctions non linéaires du systéme peut étre représenter sous forme

d’un ensemble fini des fonctions linéaires comme suit :
2
fij(x(®) = Z M, (x(®) aj, (I11.40)
=1
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et

gu(x(®)) = Z Nig, (x(0)) by, (IIL41)
=1

En fin, le systéme global sera représenté par un ensemble du mode¢le linéaire sous la forme :

X(t) = z Z Ml]l(x(t)) al-jl X](t) + z Z Nikl(x(t)) bikl uk(t) (HI42)
j=11=1

k=11=1
Dans plusieurs cas pratiques de la mod¢lisation floue des systémes dynamiques non linéaires,
le modele TS flou est construit a base de I’approximation locale et globale. Cette réalisation

donne des résultats intéressants, car une reduction aux nombre des régles, peut étre effectuée

au modele flou résultant.

111.5.2 Application de la modélisation TS floue a un systeme dynamique non linéaire [12]

Consédirons le systeme dynamique non linéaire suivant :

x1(t) —x; + %1 (t) x3 (1)
= (I11.43)
x2(t) —1,() + (3 + x,(8)) x5 ()

Pour simplifier, on définit les états des systemes x4 (t) et x,(t) sur les intervalles suivants :

x.(t) € [-1 1]

(I11.44)
Le systéme d’équations (I11.43) peut étre écrire sous la forme d’un vecteur :
-1 x1 () X3 (t)
x(t) = x(t) (111.45)
(3 + x,(1)) ~1
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avec x(t) = [x1(t), x,(t)] 7, est le vecteur d’état, transposé du systéme et z; (t), z,(t) denote

les termes non linéaires qui sont définis comme suit :

7, () = x; () x5 (t)

(1I1.46)
2,(t) = (3 + x2(1)) % (t)
donc le systeme (I11.45) sera :
-1 z()
x(t) = x(t) (111.47)
z(t) -1

Par ailleurs, on calcul le minimum et le maximum des termes non linéaires z, (t) et z,(t) sous

la condition (II1.44), et on obtient :

max z;(t in z(t) =—

x1(), %, (£) 1) = 1 (B () 1(0)
max z,(t min z,(t) = 2

x1(), %, (£) 2(t) = x4 (1), x5 (£) 2(t)

A base des résultats du maximum et du minimum, on peut vérifier les résultats ci-desous :

z,(t) = x,(t) x2(8) = My (z, (1)) (1) + My(2z, (1)) (—1)
(I11.48)

z,(t) = (3 + x,(0)) x2(t) = Ny (z,(1)) (4) + No(2,()) (2)

avec My(z1(t)), My(21(2)), Ny(2z,(8)) et Ny(z,(t)) sont des fonctions d’appartenances des
termes non linéaires z, (t) et z,(t).

et:

M1(Z1(t)) + Mz(Z1(t)) =1
(IT1.49)
N1(Zz(t)) + Nz(Zz(t)) =1
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de la formule (II1.48), on peut tirer les fonctions d’appartenances des termes non linéaires

z,(t) et z,(t) dans leurs intervalles, respectivement [-1 1] et [2 4] comme suit :

M, (z, () = Zl(t)—“ (I11.50)
Mz(zl(t))— Zl(t) (IIL51)
Nyi(z,(0)) = ZZ(QT_Z (I11.52)
Nz(Zz(t))— ZZ(t) (I11.53)

Ces fonctions d’appartenances sont représentées sur les figures I11.8 et II1.9.
A ce stade on peut définir ['univers de discours pour les termes non linéaires, suivant les
quatres prédicats, (positif, négatif, grand et petit) qui représentent les fonctions

d’appartenances précédentes sur les intervalles des ensembles flous, respectivement
€[0 1],z, €[-10],z, € [3 4]etz, € [2 3].

Les régles d’inférences du modéle flou seront formées en quatre régles données comme suit :

Regle 1 :
Si z;(t) est positif et z,(t) est grand,
Alors x(t) = A; x(t) .

Regle 2 :
Si z;(t) est positif et z,(t) est petit,

Alors x(t) = A, x(t) .
Regle 3 :

Si z,(t) est négatif et z,(t) est grand,
Alors x(t) = A3 x(t) .
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Regle 4 :
Si z;(t) est négatif et z,(t) est petit,

Alors x(t) = A, x(t) .
Avec les conséquants A; sont tirer de la matrice d’état du systéme (I11.47), et en rempalcant

pour chaque régle i, les valeures de z,(t) et z,(t) par le maximum ou le minimum en

vérifiant les conditions indiquées sur les antécédents z; (t) et z,(t) dans chaque regle.

Mz(Z1 (t)) M, (Z1 (t))

Négatif Positif

z1(8)

Figure 111.8 : Fonctions d’appartenances M, (21 (t)) et M, (21 (t)).

Na(z,(1)) N, (z,(1))

[\
) —d o=
N

Figure 111.9 : Fonctions d’appartenances N; (21 (t)) et N, (21 (t)).

La sortie de défuzzification est donnée par :
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£(0) = ) wi (2(0)) A; x(0) (IIL.54)
ou:
W1(Z(t)) = M1(Z1(t)) X Nl(ZZ(t)) (II1.55)
wo(z(£)) = My (2,(2)) X N, (2,()) (I11.56)
ws(2(t)) = My(2,(1)) X Ny(2,(D)) (I11.57)
wy(z(1)) = My(2,(2)) X No(2,(1)) (I1L.58)

avec w; est le degré d’activation.

111.5.2.1 Conditions de simulation

Condition initiale des états (x;¢, X50) = (—0.5,— 0.5).

Le temps de simulation t = [0 10] avec un pas de 0.01.
Aprées la simulation, on a obtenu les deux figures II1.10 et III.11 qui représentent les

courbes caractéristiques des deux fonctions non linéaires x; (t) et x,(t) et celle linéarisé par

le modéle flou.

- 66 -



Chapitre 111 Modélisation floue des systéemes dynamigques

)
Réponse non
linéaire.

0.1 ---- ] Réponse du | |
; modg¢le flou.
T SR ——
- | | |
03F4 - I EEEEEEEEEEEEEE b Rty
oalf
-0.5% | | : :
2 4 6 8 10
Temps|[s]

Réponse non
linéaire.
Réponse du
modele flou.

-0.2 T T R P
= | |
-0.3 e BT
04r--- :L 7777777 J: 77777777 o o
o5t | | | |
0 2 4 6 8 10
Temps|[s]

Figure 111.11 : Courbe de I’équation dynamique non linéaire x, (t) et celle du mode¢le flou.
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111.5.2.2 Interprétation des résultats

En comparant les résultats de simulation pour les deux états x, (t) et x,(t) avec leurs
modeles flous résultant par la modélisation floue, on remarque qu’aucune différence pourra
apparaitre, car les courbes des fonctions non linéaires sont superposées avec celles obtenues
par la modélisation floue, ce que explique la représentation exacte de la dynamique du

systeme non linéaire par un mod¢le flou de type TS.

I111.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté d’une maniére détaillée la modélisation floue et illustrée par deux
applications concernant 1’approximation d’une fonction non linéaire et d’un systéme

dynamique non linéaire.

L’avantage principale de cette modélisation par rapport aux autres types de
modé¢lisation est la possibilité d’incorporé des connaissances symboliques d’une maniére
naturelle et flexible. Ainsi, les régles symboliques «Si - Alors)» remplacent les équations
différentielles, et le raisonnement exact, rigide, laisse la place a un raisonnement approximatif

flexible.

Dans le prochain chapitre, on s’interessera a la modélisation floue d’un systéme

chaotique qui est tres sensible a la condition initiale.
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Chapitre 1V Modélisation floue et simulation des systéemes chaotiques

1VV.1 Introduction

Aprés avoir présenté dans le chapitre précédent I’approche de développement d’un
modele floue pour les systemes dynamiques non linéaires. L’objectif de ce dernier chapitre
consiste a mettre en évidence les potentiels offert par les modeles flous pour la modélisation
du comportement dynamique des systémes non linéaires plus compliqués. Ainsi, on va
s’intéresser a la modélisation floue d’un systéeme chaotique. Ce type de systéeme est trés

sensible aux conditions initiales.

En premier lieu, on donne un apercu sur ce type de systéemes, ensuite on va aborder la
modélisation floue d’un modeéle chaotique de Lorenz, puis on termine par des tests de
simulation pour démontrer I’efficacité du modele flou dans I’approximation du comportement

dynamique du systéme chaotique.

IVV.2 Systemes chaotiques [2]

L’automatique ces derniéres années s’intéresse a une classe tres importante et

particuliére des systemes dynamiques. Elle s’agit de la classe des systemes chaotiques.

La dynamique chaotique est une conséquence directe de la sensibilité aux conditions
initiales. Cette sensibilité confere un comportement erratiqgue et imprévisible, est
rigoureusement non déterministe ou stochastique. Il peut étre produit, en fait, a partir d’un

petit nombre d’équations non linéaires a plus de deux variables.

1VV.2.1 Comportement asymptotique et attracteurs [2]

L’évolution spontanée d’un systéeme réel peut présenter plusieurs types de

comportement asymptotique. En partant d’une condition initiale donnée, le systéme évoluera

d’une et une seule maniére vers une solution unique. Lorsque le temps tend vers I’infini, les

orbites du systéeme convergent vers une limite qui est I’attracteur.
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Il existe plusieurs types d’attracteurs décrient en fait une situation de régime permanent

telle qu’elle peut apparaitre apres disparition des phénomenes transitoires.

On distingue alors quatre types d’attracteurs :

1VV.2.1.1 Point fixe [2]

Une trajectoire d’un systeme démarrant au point d’équilibre restera indéfiniment en ce
point, ainsi le point fixe correspondant a un état stationnaire du systeme (pas d’évolution).
Traditionnellement, on distingue plusieurs types d’état stationnaires par la maniére dont le

systeme tend vers le point fixe.

1VV.2.1.2 Cycle limite [2]

L’orbite périodique d’un systeme, encore appelée cycle limite, est une généralisation du
point fixe. Le cycle limite associé a un comportement périodique du systeme, ce dernier

présente des oscillations permanentes.

IV.2.1.3 Tore [2]

C’est un cas particulier du cycle limite. Le systéme présente au moins deux périodes

simultanées dont le rapport est irrationnel.

1VV.2.2 Notion de chaos

Afin d’illustrer le comportement chaotique d’un systeme non linéaire, considérons le
modele d’un systéeme chaotique tres simple, est celui bien connu, du météorologue Lorenz.
Celui-ci a établi un modele simple de climat et explora ses conséquences. Le systéeme
d’équation pouvait étre plus simple, comprenant en effet en tout et pour tous les trois

équations d’états par rapport a chaque variable d’état. Elles sont données comme suit :
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( 0xy
—=—-ax;tax
6t 1 2
dx
<—2—cx1 Xy — X1 X3 (IvV.1)
ot
0x3
\W:_b.Xé‘}'xlxz

1VV.2.2.1 Simulation

Dans la présente étude les valeurs considérées pour les parameétres sont:
a=10,b=28/3,c=28.

Pour montrer le comportement erratique d’un systeme chaotique, on considere deux cas

pour les conditions initiales.

Cas 1: (x1(0),x,(0),x3(0)) = (—1,3,5),
Cas 2: (x1(0),x,(0),x3(0)) = (—0.5,4,5.5),

Les résultats de simulation obtenus sont donnés par les figures IV.1, IV.2 et IV.3.
On constate effectivement que la variation des conditions initiales influe sur I’évolution des
variables d’états, c’est-a-dire sur le comportement dynamique du systeme. Cette

caractéristique est propre aux systémes chaotiques.
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Chapitre IV

X, (1) (casl).

X, (1) (cas2).

Temps [s]

dans les deux

Figure IV.1 : Evolution dynamique de x; (t) du systéme non linéaire chaotique,

cas des conditions initiales.

X,(t) (casl).

3.5

Temps [s]

Figure 1V.2 : Evolution dynamique de x, (t) du systeme non linéaire chaotique, dans les deux

cas des conditions initiales.
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| X4(1) (casl).
X4(t) (cas2).

X4(0)

Temps [s]

Figure 1V.3 : Evolution dynamique de x5 (t) du systeme non linéaire chaotique, dans les deux

cas des conditions initiales.

1V.2.2.2 Interprétation des résultats

On constate que le systéme décrit une trajectoire chaotique, et une sensibilité aux
conditions initiales, fait que deux trajectoires partant presque du méme point, finissent par
diverger. Comme aucun point de départ ne peut étre expérimentalement déterminé avec une

précision infinie, il s’ensuit qu’un phénomene physique simple déterminé par ces équations
déterministes est imprévisible.

I1VV.2.3 Caractéristique essentielle de chaos [2]

Bien qu’il n’existe pas de définition générale et universelle de chaos, on peut s’entendre
sur certaines caractéristiques d’un systéme révélant son caractere chaotique.

En automatique, une dynamique chaotique peut étre identifiée, en premiére analyse, par
la reconnaissance de propriétés caractéristiques :
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aspect aléatoire.

sensibilité aux conditions initiales.

dynamiques imprévisible.

désordonnées et apériodiques.

I1VV.3 Modélisation floue du systéme chaotique

L’objectif de cet exemple, est d’illustrer les performances de la modélisation floue de
Takagi-Sugeno, sur un type du systéme non linéaire d’une dynamique imprévisible qui est le
systeme chaotique. A cet effet, le modéle de systeme non linéaire de méetéorologue de Lorenz

sera modéelisé par un modeéle flou. Rappelons que le modeéle est le suivant :

X(t) = —ax,(t) +ax,(t) +u(t)
{xz(t) = ¢ x1(t) — x2(t) — x1(¢) x5(t) (IV.2)

L X3(t) = —b x3(t) + x1(¢) x,(t)

Qu’on peut mettre sous la forme matricielle suivante :

[551(0] —a x1(t) 1
) |=lc -1 xl(t)] lxz(t) +]0|u(® (1V.3)
x3(t) 0 x.(t) x3(t)

x1(t), x,(t) et x5(t) sont les états du systeme et u(t) est son entrée. On suppose que I’état
x,(t) €[—-d d]ld > 0.
Les termes non linéaires du systeme (1V.2) sont alors :

z1(t) = —x1(£) x3(t) (IV.4)

Zy(t) = x1(t) x,(t) (IV.5)
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Ces deux équations peuvent étre considérées dans les prémisses suivantes, en approximant

cette dynamique non linéaire dans I’univers de discours [-d d], on aura donc :

avec hy (x;(£)) et hy(x; (£)) sont des fonctions d’appartenances données comme suit :

z1(t) = —x1(8) x3(¢) = _h1(x1(t)) [-d x3(t)] — h, (x1(t)) [d x3(t)]

zy(t) = x,(8) x,(¢) = hl(xl(t)) [-d x,(t)] + hy (x1(t)) [d x,(8)]

—x;(t) +d
hi(x(t)) = ———
() =1
x,(t) +d
h,(x(t)) = —
(@) =22
Il sont représentées sur la figure 1V.4.
Grand Petit
900 ~_ T T T T T
600~ | )
| | | h,(x, (1)
» 700F-------- +7:\\7\ 7777777777777 N R 2271 -
8 1 S 1 1 1
| — b DN e e — .
8 1 TN 1 1 |
N e R e e EEEEE R .
g | | K 1 1
T 400 -------- T 1T e N e e T 7
g | | | g |
g 300F-------- e R \5\%\: ——————— o= —
§ 1 1 1 TN |
L 200F-------- Tmor T qmmmm - e R SR R .
‘ 1 1 1 N
100 R R EEESCEEE
| | | | | \\\\
0 1 1 1 1 1
-30 20 -10 0 10 20 30
X4 (t)

Figure 1V.4 : Fonctions d’appartenances.
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Maintenant on s’intéresse a la construction des regles de modele flou du systéeme (1V.2),
en considérant les deux prédicats Grand, Petit représentés par les ensembles flous caractérisés
par les fonctions d’appartenances (1V.8) et (IV.9) définies I'univers de discours x,(t) €
[—d d].

Le formalisme des regles est réaliseé en symbolisant les prédicats (Grand, Petit)

respectivement par (G, P), on aura :

Regle 1 :
Six;(t) est G,
Alors x(t) = A; x(t) + B, u(t).

Regle 2 :
Six;(t) est P,
Alors x(t) = A, x(t) + B, u(t).

La conséquence de chaque regle est déduite depuis le modéle mathématique du systeme,
en remplacant la condition exigée sur I’antécedent pour former le sous modele qui représente

localement le systeme, on aura donc :

—-a a 0 —a a 0 1
A1 = C _1 _d] AZ = C _1 d ] Bl = BZ = 0]
0 d -b 0 —-d -b 0

En défuzzifiant les regles d’inférences formées, pour construire le modele global, avec

I’application d’une pondération a chagque sous modele local, on obtient :

2 2
2 = Z hi(x () A; x(8) + Z hy(x () B; u(t) (IV.10)
i=1 i=1

Ce modele flou a deux régles, représente exactement le modéle du systeme non linéaire (1V.2)

pour x;(t) € [-d d].
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1VV.3.1 Simulation

Pour simuler le comportement de ce modele, on considére les conditions suivantes :

Entrée de commande : u = 1.
Premiére condition initiale : (xqq, Xg2, X03) = (—1,3,5).

Deuxieme condition initiale : (x4, X2, X93) = (—0.5,4,5.5).

Les résultats de simulation donnés par les figures IV.5, IV.6, IV.7, 1V.8, IV.9 et IV.10
montrent clairement que le modéle TS flou développé traduit fidelement le comportement

dynamique du systéeme malgré la variation des conditions initiales.

Pour la premiére condition initiale, on a obtenu les figures IV.5, 1V.6 et IV.7 et pour la

deuxiéme condition initiale, on a obtenu les figures 1V.8, IV.9 et I1V.10.

20 — :
B | Réponse non
; ‘ linéaire.
g Réponse de
‘(ﬂ modele flou. [

10

15

Temps [s]

Figure (IV.5) : Evolution de comportement dynamique de I’état x; (t) du systeme non

linéaire chaotique.
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30
¥ Réponse non
& linéaire.
20 E Réponse de
£ modéle flou.
10 4

15
Temps [s]

Figure (1V.6) :

Evolution de comportement dynamique de I’état x, (t) du systéme non
linéaire chaotique.

Réponse non
; linéaire.
e ———___—._STF.——————— Réponse de

7 N e
RN/ Ao

X5(t)

Figure (IV.7) : Evolution de comportement dynamique de I’état x5 (t) du systeme non

linéaire chaotique.
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20—

Réponse non
linéaire.
Réponse de
modele flou.

X, ()

-10

-20
0

15

Figure (1V.8) : Evolution de comportement dynamique de I’état x; (t) du systéme non

linéaire chaotique.

Réponse non
linéaire.
Réponse de

modele flou.
2

el
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X,()

-10

-20

-30
0
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Figure (1V.9) : Evolution de comportement dynamique de I’état x, (t) du systeme non

linéaire chaotique.

-79-



Chapitre 1V Modélisation floue et simulation des systéemes chaotiques

Réponse non
linéaire.

Réponse de
modéle flou.

23
03

X3()

15

Temps [s]

Figure (1V.10) : Evolution de comportement dynamique de I’état x5 (t) du systeme non

linéaire chaotique.

IV.3.2 Interpreétation des résultats

Considérons a présent les valeurs des conditions initiales(xl(O),xz(O),x3(O))=
(—1,3,5), on constate que I’évolution des états du systéme converge vers un cycle limite
d’un nombre de peériode infinie (voir les figures IV.5, 1V.6 et 1V.7). Ces évolutions sont
anarchiques et aléatoires. Malgré cette complexité portée par ce systéeme chaotique, le modele
flou élaboré produit exactement le méme comportement dynamique puisque I’évolution du

systeme non linéaire et celle du modele flou sont superposées.

Mémes remarques et conclusions sont faites pour le cas des conditions

initiales (x,(0), x,(0),x5(0)) = (—0.5,4,5.5) (voir les figures V.8, 1V.9 et IV.10).
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1VV.4 Conclusion

Rappelons que I’objectif de ce chapitre, était d’introduire les notions de base de la
théorie du chaos, puisque en souhaitant de mener une modélisation TS floue pour un cas d’un

systéeme non linéaire chaotique.

En résumé, il faut retenir que les phénomenes chaotiques peuvent étre obtenus a partir
des systemes, relativement simples, régis par un petit nombre de variables. Le systéeme est
déterministe bien que son comportement soit imprévisible. Le comportement d’un systéme
chaotique est complexe, apériodique, irrégulier, erratique et d’appartenance aléatoire. Celui-ci
est etroitement lié a I’extréme sensibilité aux conditions initiales. Une autre propriété

fondamentale, est que le systéme est caractérisé dans I’espace d’état par un attracteur étrange.

Toutes ces propriétes dynamiques portées par les systémes chaotiques peuvent étre
représentées par des modeles TS flous en extréme précision. L’obtention de ce modele peut se
faire d’une facon directe, a partir d’un modele non linéaire, en reportant les non linéarités

dans la partie des prémisses comme a été montré dans ce chapitre.
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Conclusion Générale

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur la modélisation floue des systemes
dynamiques non linéaires. L’objectif consiste a établir un modele globale non linéaire
constitue par des modeles localement linéaires liées par des régles d’inférences. Le principe

est basé sur la logique floue.

Deux importants types de modele flou existent. Le premier est le modéle flou de
Mamdani, dont la partie linguistique caractérise tout le modele qui est lié a une approche
heuristique. Le second type de modele qui a donné des développements trés riches, a été
proposé par Takagi-Sugeno. Elle repose aussi sur une représentation a base de regles.
Toutefois, a la différence des modéles de type Mamdani, la partie conclusion des régles
s’exprime d’une maniére numérique sous la forme d’une constante, d’un polynéme ou, de
maniere plus générale, par une fonction ou une équation différentielle dépendant des
variables associées aux prémisses des regles. Ce type de modeéle a été abordé dans ce travail

pour la modélisation des systémes non linéaire.

Ainsi, nous avons presenté une approche pour I’approximation des fonctions non
linéaires basées sur les modeles floues. Cette approche combine la propriété d’approximation
par les modeles locaux linéaires. Pour les systemes dynamiques, dans le modele flou du type
Takagi-Sugeno, qui préserve le caractere non linéaire du systéme, les conclusions sont des
sous-modeles localement linéaires. Ce modéle de Takagi-Sugeno représente d’une maniére

assez compléte le systéeme non linéaire.

Les exemples étudiés montrent clairement la puissance des modéles floue a traduire

fidelement la dynamique d’un systéeme non linéaire.

Dans ce mémoire on a intéressé a la modélisation floue par le modéle de Takagi-Sugeno
des systemes non linéaires mono variables. Aussi, d’autres méthodes plus intéressantes
peuvent étre abordées dans les travaux prochains comportant des méthodes fondees sur une
modélisation analytique, qui devient une nécessité dés lors que I’on cherche a prendre en
compte une expertise humaine. Par exemple en utilisant une modélisation hybride neuro-flou.
De plus, il est intéressant de généraliser cette modélisation a des systémes non linéaires multi

variables.
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