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Nomenclature

La nomenclature utilisée est la suivante :

t : Temps

to > Instant initial
ty > Instant final
T : Horizon

x(t) e R™ :Vecteur d état

Xo . Etat initial
Xf : Etat final
x*(t) : Trajectoire optimale

u(t) e R™ : Vecteur de commande

u*(t) : Commande optimale

U : Domaine admissible

k1 . Contraintes terminales

q : Contraintes instantanées

p . Contraintes intégrales

Ji : Critere de performance

I : CoUt optimal

B,RetQ : Matrices symétriques définies positives
H : Hamiltonien

A : Multiplicateur de Lagrange
F : Fonction de Lagrange

z : Perturbation admissible

F¢ : Fonction augmentée



INTRODUCTION
GENERALE




Un des traits plus typiques de notre époque est I'intérét croissant aux problémes de
commande, de contréle et de gestion lié & la nécessité d’ une gestion efficace des ressources
naturelles et humaines, des moyens matériels et techniques d’ ou la naissance de la commande

optimale qui afait I’ objet d un tres large dével oppement méthodol ogique.

La commande optimale consiste & synthétiser des lois de commandes optimales qui
minimisent un critere exprimant les objectifs désirés a optimiser, tout en respectant un

ensemble de contraintes et des conditions terminal es.

Lathéorie de la commande optimale s’ est dével oppée a pas de géant aprées les années 50
gréce aux travaux de Pontriaguine en formulant le principe du maximum qui permet de
ramener le probleme de la commande optimale a un probléme d équations différentielles
ordinaires, générdement a deux limites, tres difficile & résoudre analytiquement.
Numériquement, la résolution de ces systemes d’ équations nécessite une vitesse de calcul

importante est des méthodes numeériques sophistiquées.

Puis, la méthode de la programmation dynamique est élaborée pour les besoins de la
commande optimale. Elle consiste a fournir une loi de commande en boucle fermée, a la
différence du principe de Pontriaguine qui fournie une loi de commande en boucle ouverte.
Sa principale limitation est la taille des calcules relatifs a I’équation d’Hamilton-Jacobi-

Bellman qui nécessite d’ explorer tous les points de I’ espace d’ état.

Pour surmonter ces difficultés, d autre méthodes alternatives ont été proposées parmi
lesquelles on peut citer la méthode de paramétrisation du vecteur de commande (ramener le
probléme de commande optimale a un probléme d’ optimisation). Cette méthode bute aux
difficultésliées alarésolution d un probléme de programmation non linéaire.

L’ objectif de ce mémoire consiste a proposer une démarche pour la synthese d’une loi
de commande basée sur la méthode d’itération variationnelle. Cette technique permet de
résoudre des équations aux dérivés ordinaires de maniére itérative. L’idée consiste a exploiter
cette méthode pour la résolution de I’ équation d’ Euler-Lagrange, généralement non linéaire
difficile a résoudre analytiquement méme numeériquement pour une question de précision

indispensable.



Introduction générale

Ainsi, le travail réalisé est réparti en quatre chapitres:

Le premier chapitre expose et définit brievement les éléments essentiels contribuant a la

formulation d’ un probleme de la commande optimale.

Le second chapitre définit a son tour les bases du calcul des variations dans le cadre

mathématique et leurs applications a la commande optimale.

Le troisieme chapitre est consacré a exposer la méhode d'itération variationnelle,
introduite par He en 1996. Une méthode tres pratique et facile a programmer.

Le quatrieme chapitre a pour but I’ application de cette méthode pour |a synthése d’ une
loi de commande optimale d’un procédé physique. Il s agit d'un bac de stockage qu’ on doit

remplir avec une énergie minimale a un niveau désiré.

Enfin cetravail setermine par une conclusion générale et des perspectives de continuité.
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Chapitre 1 Formulation d’'un probléme de commande optimale

1.1 Introduction

La recherche d’ une commande permettant d’ atteindre un certain nombre d’ objectifs tout
en minimisant ou maximisant un critere donné, constitue le probleme fondamental de la
commande optimale : connaissant la fonction de co(t a optimiser, |’ état, le modele et méme
les paramétres du systeme, e probleme est de déterminer la meilleure stratégie de commande

qui minimise lafonction de colt donnée.

Dans ce chapitre, on présente d’'abord les concepts de base d'un probleme de la
commande optimale en mettant I’ accent sur sa formulation et les éléments qui e définissent.
On expose ensuite, les méthodes fondamentales de la synthése d’une loi de commande

optimale ainsi que leur classification et on termine par un exemple illustratif.

1.2 Probléme dela commande optimale

Le probleme général de |la détermination d’ une commande optimale d’ un processus peut

se résumer comme Ssuit :

Un processus éant donné et défini par son modéle, trouver parmi les commandes

admissibles celle qui permet alafois :

e Devérifier les conditions initiales et finales données ;
e Desatisfaire les diverses contraintes imposees ;

e D’optimiser un critére choisi.

Remarque 1.1

L’existence d’ une commande optimale satisfaisant un objectif donné suppose que le
processus soit commandable et observable, hypothese qui sera faite implicitement de fagon
systématique dans ce mémoire. De plus, le systeme étudié est continu et a un comportement

non linéaire.
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Le probléme éant posé, saformulation est définie par les éléments suivants :
1.2.1 Miseen équations(Lemodée)

Un processus doit étre décrit par un modéle dynamique suffisasmment représentatif de
son comportement, mais aussi d’une complexité raisonnable par rapport a la difficulté de la

résol ution mathématique et numérique.
Soit un systéme décrit par I’ équation d’ état :
x (8) = f(x(@),u(®), t) (1.1)

Oulevecteur d'état x(t) € R™ et laloi de commande u(t) € R™.
De plus, le vecteur de commande doit appartenir a un certain ensemble de commandes
admissibles

u(t) e U(t) (1.2)

1.2.2 Lesconditionsterminales

Le systéme est soumis a des conditions initiales et finales dites terminales, données
par :

k(x(t),t0) =0;  U(x(t),t;) =0 (1.3)

Elles caractérisent alafois I’ état du systeme a l’instant initial t, noté x, et son état a
I'instant fina t; noté xr . Ces conditions initiales et finales peuvent étre fixes ou traitées

comme variables de commande.
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1.2.3 Lescontraintes
En généra, tout point de I'espace d'éat n'est pas atteignable, et les contraintes

définissent |’ ensembl e des solutions admissibles du probléme. On distingue alors, deux types

de contraintes :
1.2.3.1 Lescontraintesinstantanées

Dans la plus part des cas, €lles caractérisent |es limitations physiques sur la commande

ou |’ état du systeme. Ce type de contraintes s exprime par des inégalités de laforme:
q(x(®),u(t),t) <0 ; q€ER™ (1.4)

Ces contraintes peuvent se ramener aux contraintes de type égalité par |I’gout d une
fonction auxiliaire selon la méthode de Valentine [3], delaforme:

q(x(®),u(t),t) +v?(t) =0 ; vVt (1.5)

1.2.3.2 Lescontraintesintégrales

Plus souvent, elles sont liées a une limitation de ressources ou a une limitation des
résultats de nos actions et ne dépendent que des instants initial et final. Elles S expriment sous

laforme:

ftfp(x(t),u(t),t)dt <0 ; peR™ (1.6)

0

Comme dans le cas des contraintes instantanées, ces derniéres peuvent étre transformées

en contraintes de type égalité de laforme :

tf[p(x(t),u(t), t) +w?()]dt =0 (1.7)

to
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La contrainte intégrale se transforme a son tour en contrainte instantanée en introdui sant

une variable y(t) qui doit vérifier les conditions terminales : y(to) =0 ; y(¢;) = 0

y(@) = f[P(x(t),u(t).t) +w?()]dt (1.8)

to

En prenant |a dérivée des deux membres de la relation (1.8), on aura la formule de la

contrainte instantanée correspondante :
y(@) —p@®),u(®), t) —w?(t) =0 (1.9)
En pratique, les contraintes peuvent intervenir sur :

e La commande, du fait que celle-ci est soumise a diverses contraintes liées a sa
réalisation (accélération limitée, vitesse de montée en puissance bornée, débit borne,
réservoir de capacité limitée...etc) et au matériel disponible pour samise en ceuvre ;

e Les variables caractéristiques du processus du fait qu’elles sont soumises a diverses
contraintes liées aux saturations, ala sécurité, au confort, au codt...etc ;

e Leséatsinitiaux et finaux qui peuvent étre également soumis a diverses contraintes de
départ et I’ objectif a atteindre (Par exemple, un hélicoptére décollant d’ un bateau pour

atterrir sur un autre, tous deux en déplacement).

1.2.4 Lecritérede performance

Le critére a optimiser doit correspondre a une expression d’un choix étudié avec soin, il
peut étre lié aux valeurs de |’état ou de la commande prises a des instants donnés, a une
intégrale d’ une fonction de ces variables sur un intervalle de temps fixe ou non, ou les deux a

lafois. Laformelaplus générale du critére est :

ty
J = ro(to,xo, tf,xf) +f r(x(t),u(t), t)dt (1.10)

to
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Ou le terme ro(to,xo, tf,xf) est appelé partie terminale, il permet la prise en compte

des états initiaux et finaux.

Selon laforme de ce critére, on distingue trois problemes :

Probléeme de Mayer

] = To(to;xo, tfpr) (1.11)
Probleme de Lagrange
ty
J=| rx@®),u®),t)dt (1.12)
to
Probleme de Bolza
ty
J = ro(to,xo, tf,xf) +f r(x(t), u(t), t)dt (1.13)

to

Remarques 1.2

L’ etat final x; peut éreimposésinonil doit étre défini par la fonction de colt J.

L’ existence de la partie terminale ro(to,xo, tf,xf) dans la formule (1.10) conduit a
des conditions dites de transversalité, sa prise en compte rend le critere plus
complexe, ¢’ est pourquoi il est préférable dela prendre égale a zéro.

Letemps t peut étre absent de la fonction f, dela commande u et de critere J.

Les instants initial et final peuvent étre laissés libres, c'est-a-dire traités comme des
variables de commande.

La duree totale (horizon) T = tf —t, du changement d’état peut étre imposée ou
non. On distingue alors, les quatre cas suivants :

e Horizon borné et impose : I'instant final t; est impose et la commande optimale

dépend du tempsrestant 6 =t —t;
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e Horizon borné, mais non imposé: I'instant final est imposé par une condition
supplémentaire intrinséque au probleme ;
e Horizon glissant : I'instant restant 6 conserve une valeur constante ;

e Horizoninfini : c'est un cas particulier de |’ horizon glissant.

1.3 Principaux critéres d’ optimisation

L’'intérét de la commande optimale découle de la nature méme de sa définition:
optimiser un critére de notre choix J, tout en satisfaisant des conditions de fonctionnement
données et des contraintes imposées. L’'indice de performance J dépend de types de

problémes. On cite quelques exemples :

1.3.1 Commandeen temps minimal (bang-bang)

Le but est de conduire le systéme d’ un état initial (x,) al'état final (x;) en minimisant

le temps. Le critére utilisé s écrit :

ty
dt =ty — to (1.12)

to

Remarque 1.3

On parle de la commande bang -bang quand la commande est toujours saturée,

alternativement a sa valeur minimale ou a sa valeur maximale.

Unin Su®) S Upax  ,  YEE [ty tf]
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1.3.2 Commandeterminale

Il s agit de minimiser al’instant final (t,) une certaine fonction des variables ' état. Le

critere utilisé s écrit :

J = [x(t) — x2(tp)] B[x(ty) — x2(tp)] (1.13)

AVeEC

1.3.3 Commande a énergie minimale

Elle consiste & conduire le systéme d' un état initial (x,) al’état final (x;) en minimisant

I’ effort de commande. Le critére utilisé se formule de lafagon suivante :

J= tf[u(t)]TR u(t)dt (1.14)

to
Avec:
Pour un systéme monovariable, il vient :

] = tf[u(t)]zdt ; R=1 (1.15)

to

1.3.4 Commande a consommation minimale

Elle concerne surtout les processus de production continue, dont on veut diminuer les

co(ts de fonctionnement. Le critére correspond s écrit :
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] = J;:f [; ,Bi|ui(t)|] dt ; Bi=0 (1.16)

Ou B; sont les coefficients de pondération positifs constants.
Pour un systéme monovariable, il vient :

t
J=[Tuwiae 5 p=1 (1.17)

to

1.3.5 Poursuite

Il s agit de maintenir I'état x(t) du systéme trés proche de I’ état désiré x(t) dans

"intervalle de temps [¢o, ;] . Le critére correspondant est :

J= ftf[x(t) —x4]"Q[x(V) — x4 (D)]dt (1.18)

0

AvVec :

1.3.6 Régulation

C'est un cas particulier de la poursuite, dansce casona x%(t) = 0 avect € [¢o, t7]. Le

critere est donné comme suit :

ty
1=f (O QLx(®]de (1.19)

0

AVEC :

10
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Remarque 1.4

A partir de ces critéres de base, on peut former d autres critéres selon les objectifs

désirés, Par exemple :

e Poursuite + commande a énergie minimale
J= ffof [x() — x4 (O] Q[x(t) — x¢(D)]dt + ffof [u(®)]"R u(t)dt

e Poursuite + commande a énergie minimale + commande terminale

t

J= tf[x(t) —x*®O]"Q[x(®) — x*(D)]dt + f[u(t)]TR u(t)de

to to

T
+ [x(tr) —x* )] Blx(ty) — x%(¢p)]

1.4 Réalisation d’une commande optimale

Il existe quatre méthodes fondamental es pour réaliser une loi de commande optimale.
1.4.1 Méthode 1

On cherche en premier lieu laloi de commande optimale u*(t) en fonction de temps et
on I'impose au systeme considéré. Ainsi, le systeme de commande résultant est en boucle
ouverte, donc sensible aux perturbations. Une telle commande est acceptable pour un systeme

a forte inertie fonctionnant pendant une durée relativement courte, de telle sorte que les
perturbations ne produisent pas d’ écarts supérieurs aux erreurs tol érées.

11
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M*(E} » | systeme y*(r)

x ()

>

Figure 1.1 Systéme en boucle ouverte

1.4.2 Méthode 2

Dans cette méthode on détermine la trgjectoire optimale x*(t) a partir de la loi de
commande optimae u*(t) , e on l'impose au systeme au moyen de boucle
d’ asservissement, ainsi |e systéme asservi obtenu est capable de s’ opposer aux perturbations

d’ une maniére efficace.
Cependant, apres une perturbation, et par le jeu des asservissements on rejoint la

trajectoire nominale au lieu de suivre latrajectoire optimale passant par le point perturbé. Cet
inconvénient constitue, dans le cas de perturbations importantes un motif d’annulation.

u (@) = f(x*(®) (1.20)

systetme

x ()

loi de commande 5 ()

Figure 1.2 Systéme en boucle fermée

12
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1.4.3 Méhode3

Dans cette méthode on construit un systeme de commande comprenant a la fois des

boucles de réaction et des chaines d’ action directe.

1.4.4 Méhode4

Cette méthode consiste a déterminer la commande optimale u*(t) en fonction de I’ état

mesurable présent x(t) (systeme observable), et dutempsrestant 6 =t — ¢t :

u (t) = f(x(t),0) (1.21)

On obtient ainsi un systeme asservi avec réaction a partir de toutes les variables d’ état et

horloge interne (6).

Remarque 1.5

e Dans certain cas, la loi de commande optimale peut étre indépendante du temps ;

comme pour les systemes invariants a horizon glissant ou infini on a :
u(t) = f(x(¥)
e Dans des cas simples la loi de commande optimale u*(t) = f(x(t),6) peut ére

engendrée au moyen des générateurs de fonctions, ou bien elle doit é&re mémorisée
sous forme des tables numériques constituant un catal ogue de trajectoires optimal es.

1.5 Méthodes derésolution du probléme de commande optimale

Il existe deux grandes classes de méthodes ; la programmation dynamique de Bellman

et le principe du maximum de Pontriaguine.
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Chapitre 1 Formulation d’'un probléme de commande optimale

1.5.1 Principede Bellman

Sous sa forme discréete, e principe de Bellman conduit a la programmation dynamique
(qui est une meéthode d optimisation dynamique adaptée aux problémes d’ optimisations
séquentielles) et a I’ éguation fonctionnelle de Bellman. Sous sa forme continue, il conduit a

I’ équation Hamilton- Jacobi et au principe du minimum (maximum) de Pontriaguine [1].

Le principe d'optimalité de Bellman sénonce comme suit: <« s (C) est point
intermédiaire de la trajectoire optimale alant de I’éat A al’état B, la portion terminale (CB
de cette trgjectoire congtitue la tragjectoire optimale reliant I’ état intermédiaire C al’ état final

B »>[2].

Figure 1.3 Trajectoire optimale- principe de Bellman

1.5.2 Principe du maximum de Pontriaguine

La résolution du probléme de commande optimale nécessite la résolution préalable d’un

probléme de maximum auxiliaire, d’ ou le terme principe de maximum.
Soit le systeme d’ équation d’ état :

x() = flx@®),u®),t) ; u(t)eU
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Chapitre 1 Formulation d’'un probléme de commande optimale

Et le critere de performance :

tr
J = 10(to, %0 tf,xf) +f r(x(t),u(t), t)dt

to
On définit le Hamiltonien du systéme :

H(x,u, A, t) = r(x(t),u(t), t) + ATF(x(t), u(t),t) (1.22)

ou A estappelé éat adjoint.

Le principe du minimum de Pontriaguine énonce que la trajectoire optimale minimise le
Hamiltonien du systeme :
H* = min, H (1.23)

Ce principe constitue une condition nécessaire d’ optimalité de laloi de commande.
Le long de la trgectoire optimae, on dispose d'un certain  nombre d équations
permettant de résoudre le probléme de commande optimale. Ces éguations sont généralement

établies en utilisant |es calculs des variations.

L’ éxtremalité de la solution conduit a un jeu d équations, appel ées éguations canoniques
d’Hamilton, qui régissent les dynamiques de I’ état d’ une part, et de |’ é&at adjoint d’ autre part :

o FEtat:
H _OH__ 1.24
2=52 T (1.24)
e Etat adjoint :
H _o yl 1.25
X_ax_ (' )
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Chapitre 1 Formulation d’'un probléme de commande optimale

La solution de ces éguations avec les conditions aux limites convenables, fournit la loi

de commande optimale.

Remarque 1.6

1. Le systeme différentiel de Hamilton -Pontriaguine est d’ordre 2n, les 2n conditions
aux limites nécessaires a sa résolution se partagent entre I’instant initial et I’instant
final :

e L’instantinitial t, = 0; deux cas sont possibles :
En boucle ouverte on a toujours x(0);

En boucle fermée, a chaque instant t, onax(t) qui représente |’ état initial.

e Llingtantfinal tf =T
Al’instant final et en présence de la partieterminale on a :
J*(x(T),T) =ry(x(T), T) =0

Quelque soit I'état final X(T) , on distingue deux cas possibles :
Etat final impose : x(T) = x ;

Etat final libre :

A(T) = Vx]*(x; t)lx:x(T),t:T = ero(x; t)lx:x(T),t:T

2. On peut transformer le minimum en un maximum en changeant le signe du

Hamiltonien.

3. Encequi concerne la recherche de minimum du Hamiltonien on peut avoir :
e Le domaine U des vecteurs de commande admissible contient un ou plusieurs
minimums en sens mathématique du terme: V,H =0,V2,H >0 ;
e Danslecascontraire, il convient d’ explorer la frontiére du domaine U pour

découvrir le minimum de H.
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1.6 Exempled’ application

Pour illustrer les différentes éapes de la formulation d'un probléme de commande

optimale, on considere I’ exemple suivant :

Soit le circuit électrique donné par lafigure (1.4). On désire maximiser latension vg(t)

entre les bornes de larésistance R al’instant final t; , en manipulant la tension positive v, (t)

dont lavaleur maximale instantanée est égale a 1 V. sachant que i(0) = 0 A.

L
MY

—

i)

N/t

V(1) C

R

T veo

Figure 1.4 Circuit électrique

La formulation de ce probléme est comme suiit :

1. Lemodéde:

di(t)y R, 1
— =TI+ T

2. Lesconditions terminales (ici condition initiale seule) :

i(0)=0

3. Lescontraintes:
0<v,(t)<1

17
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4. Lecritére:

(v (t))] = jtfR[di(t)]dt
el = e ), Rlae

Remarque 1.7

e L’éat final n'est pas specifie (libre ou non impose) ;
e L’horizon est impos¢ ;

e Lescontraintes sont de type instantané.
1.7 Conclusion
L’ objectif de ce chapitre éait de mettre en évidence les éléments nécessaires et la
démarche a suivre pour laformulation d’un probleme de commande optimale, et de présenter
les deux grandes méthodes contribuant a sa résolution ; a savoir le principe de Bellman et le

principe du maximum de Pontriaguine.

Le chapitre suivant sera consacré a une branche assez ancienne de la théorie de

I’ optimisation dite « calcul variationnel ».
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Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

2.1 Introduction

Le calcul des variations constitue une généralisation de probléme de I’ optimisation de
fonctions dépendant non seulement d’ une ou plusieurs variables réelles, mais aux fonctions de
fonctions ; on parle aors de fonctionnelles.

Dans ce chapitre on décrit assez rapidement les bases du calcul des variations sous une
forme mathématique afin de préciser les outils indépendamment du probléme de commande,
puis ce dernier seratraité par |’ approche de spécification de certaines variables.

2.2 Méthode variationnelle dansle cadre mathématique

2.2.1 Principedu calcul desvariations

Pour mettre en évidence le principe du calcul des variations on se place dans le cas du
probléme le plus simple, dit probléme éémentaire du calcul des variations :

Il s'agit donc de trouver I'argument du minimum d’'une fonctionnelle J: Y - R, ou Y

est un espace de courbes ou encore un espace vectoriel normé de fonctions a valeurs réelles

declasse C!.

Laformetypique deJ (probléme de Lagrange) est :

1= | "F(F @), 00, 0)dx @.1)

Xo

OU f estladérivéede f par rapport & x.

La fonction F: R X R X R - R appelée fonction de Lagrange et supposée au moins de

classe C2.
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Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

Lafonction f peut étre soumise a des contraintes dites de bords ; c'est-a-dire imposer a

f de prendre des val eurs données, au bord deI’intervalle D = [xo, xf] comme sulit :

fa) =a et f(x)=p

Ou encore :

f)—a=0 ; flx)-p=0 (2.2)

Remarque 2.1

Plus généralement, |es variables considérées peuvent étre des courbes paramétrées de
type :
filxoxp] € R = R™Mx v f(x) = (fi(x), .., (X))

La fonctionnelle F est alorsdéfiniesur R™ x R™ X R et lecritére vaut :

.X'f .
J() = f F(F (), f (), x)dx

X0

Le principe du calcul des variations consiste alors a:
— Exprimer les variations du critere / en fonction de perturbations d'une courbe
nominale satisfaisant les contraintes de bords (2.2) ;
— Caractériser la courbe optimale comme étant celle pour laguelle les perturbations

admi ssibles conduisent a une variation nulle du critére.
Lavariation d une fonction est définie comme suit :
Définition 2.1 [1] : Lorsque J est une fonctionnelle définie sur un ouvert 2 dun espace

vectoriel normé Y, on appelle variation de la fonction J en f dans la direction z € Y la

limite suivante lorsgu’ elle existe :
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Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

— d
o172 = i DI - L] 23)

De méme on appelle variation seconde de la fonction J en f dansla directionz €Y

la quantité suivante :

dZ
6%(f;2) = ) (f +&2) (24)

=0

Avec ¢ . Réel strictement positif

z : Perturbation admissible

En se limitant aux fonctions z telles que z(x,) = z(x;) = 0, un calcul formel montre

que lavariation (2.3) S écrit :

§](f;2) = j [Z(x)—(f(x) f (), x) +Z(x)—f(f(x) f G0, x)l x =0 (2.5)

Et une intégration par parties du terme en fonction de z conduit a:

| z(x)[ (F@.F ) = 722 (F .0, x)] dx =0 (26)

f

En remplacant larelation (2.6) dans (2.5) et en utilisant la version unidimensionnelle du

Lemme fondamental du calcul variationnel suivant :

Lemme 2.1 : Soit f une fonction continue sur I’ intervalle [xo, xf] telle que

fxff(x)h(x)dx =0

X0

21



Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

Pour toute fonction h € C* avec h(x,) = h(xf) =0, alors f est identiguement nulle

Sur [xo, Xf] .
On obtient le résultat principal suivant :

Théoréme 2.1 [1] On considére la fonctionnelle J définie en (2.1), et soit f € C?([xo, xf]) un
extremum de cette fonctionnelle avec les conditions aux bords fixées

f(xo) = a; f(xf) = B, alors f satisfait nécessairement I’ équation différentielle :

d oF

dxof (fC, f(x),x) =0 (2.7)

oF .
aF (fC, f (0, x) =

Cette équation constitue la condition d’ Euler-Lagrange nécessaire pour que J ait un

extremum local en f* avec f* = arg {min, ]} (condition nécessaire de stationnarité).

Remarque 2.2

e L’éguation d Euler-Lagrange est une équation différentielle du second ordre pour f .
Z—; est une fonction de x uniquement.

e Les variations peuvent étre faibles ou fortes suivant la norme considérée:

[flloo 0 = Supep|f GO + [f ()| 0ullflleo = supep|f COI.

La premiere nous permet d aboutir a des variations dites faibles car elle agit
sur la fonction comme sur sa dérivée (la perturbationz et sa dérivée z sont de
méme ordre de grandeur que la courbe nominale f et sa dérivée f), en revanche la

deuxiéme conduit a des variations dites fortes car elle n’agit que sur la fonction.
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Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

2.2.2 Variation du critére

Dans le cas générd, le critere de performance a minimiser par rapport au vecteur de

fonctions f de variables x est le suivant :

10D = 6 (0, fGeod 3 (i) + | FPGF G0, 000 28)

X0

Le vecteur de fonctions f doit satisfaire les conditions suivantes :

O;(f(X), f(x),x)=0 ; i=1, v Mg <M (2.9
kj(on f(xO) =0 5 j = 1, .., Ny (2.10)
L(xs, f(x)=0; j=ng+1,..,ng+n, <2n+2 (2.11)

L’ éude de I'influence des variations de f autour de f* en considérant que les limites

X, €t x¢ soient variables conduit alavariation du critere suivante:

6_xf6F daFTad % , . aF\" . s aG aFT(S
o) o ]

%6, . aF\" | s G OFT(S 212
— —a+ —<ﬁ> f O x()‘(‘ﬁ"‘a_f)o fo (2.12)

Comme cette variation est liée aux variations des limites 6x, , §x; €t aux variations aux
limites 6f,,8f; alors une variation des contraintes terminales (2.10) et (2.11) doivent étre

prises en compte :
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Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

(2.13)

Une condition nécessaire non suffisante pour que le critére soit minimal est :
5] =0 V&f,0f0,0fF,6x0,8xf
2.2.3 Problemevariationne avec contraintes, cas général

Soit le critere / donné par I’équation (2.8) ol les limites x, et x peuvent étre
variables ; le probléme consiste a trouver la trgjectoire optimale f* admissible minimisant le

critére J par rapporta f :
f*=arg {mfin ]} (2.14)

Lorsqu’il est soumis ades contraintes de type égalité :

O(f(x),f(x),x) =0 V=xE€E [xo,xf] (2.15)

q(f(x), f(x),x) +v2(x) =0 Vx € [x0, %] (2.16)
Xf .

f [p(f (%), f(x),x) + w?(x)]dx = 0 (2.17)

On définit la fonction augmentée F¢ comme suit :
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Chapitre 2 Calcul des variations appliqué ala commande optimale

FO(f (), f (x), %, y,w)
= F(f(x), (), x) + AT () D(f (%), f (%), x)
+u" @)[a(f (), f(0), x) + v2(x)]
+yTO[y — p(F G0, £ (1), x)—w? ()] (2.18)

Ou A: paramétre de Lagrange
w,vety : Paramétres de Kuhn-Tucker

Pour déterminer la solution f*, les conditions suivantes doivent étre satisfaites :

2.2.3.1 conditionsd’Euler

La condition d’Euler (2.7) appliquée a la fonction augmentée F* ne concerne que les

variables f, A, y, u, v,w et y . Sasolution permet de rendre le critére stationnaire.

e Parrapportaf :

=0

af dx af

OF (9¢\" dq\" op\"
d (0F (0¢
‘E<af (6f> ()+<6f> Hx )_(¥> ym)
e Parrapportav:

=0 = 24"Tv=0

e Parrapportaw :

=0 = 2YTw=0
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e Parrapportay:

oF¢ . d
5y (F0LF.2) - o

oF“® : .
5 F@f.x)=0 = y=0

e Parrapporta 4

dF¢ . d OF¢ . .
4 (fCO, (), x) = 4 (fG,f(),x) =0 = &(f(x),f(x),x) =0

oA dx 9
e Parrapporta u
oF“ . d 0F¢ X
o F00.f0.2) = 2 (FG0, f (), ) = 0

= q(f(x),f(x),x) +v2(x) =0

e Parrapporta y
JdF%
dy

: d 0F¢ .
(FG, £ G0, %) = 5 (FG,F (0. 2) = 0

=y —p(f(x), f (%), x)-w?(x) = 0

2.2.3.2 conditionsterminales

Les conditions terminales sont les contraintes données par les relations (2.10) et (2.11),
il faut les prendre en compte apres avoir appliqué les conditions d’ Euler-Lagrange. Elles

permettent d’ établir une relation entre les valeurs terminales des fonctions f (x).

2.2.3.3 conditionsdetransversalité

Les conditions de transversalité sont obtenues en tenant compte de la variation du
critere ] (2.12), de la condition de stationnarité d’ Euler-Lagrange (2.7) et des variations des
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contraintes terminales (2.13). Elles permettent de vérifier la stationnarité du critére aux limites

inférieure x, et superieure x; :

e Alalimiteinférieure x,

—a—G+F“—<aFa>T' 5 +<—aG+aFa>T5 =0
o oF f] 6% ar ") fo=

0

(2.19)
(6k> 5 +<6k> 5F =0
Ox 0 Xo af o fO -
e Alalimite supérieure x;
< 0G | a (aFa>Tf.) s +< aG+aFa>T5f
—_—— —_ - X —_—— T =
dx of , 4 of “af ),
(2.20)

2.2.3.4 conditions dediscontinuité

Les conditions de discontinuité sont portées sur les trgectoires extrémisantes
discontinues; c'est-a-dire, celle composées de sous-arcs joints par des cassures. Elles sont

données par |es équations suivantes :

(aF“> _(aF“> 291
of,)_ \of.), (221)
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S OF S OFe
(—F +Z o7 fi>_ - <—F +Z o7 ﬁ-)+ (2.22)

i=1

Leur objectif est de vérifier I’ égalité des dérivees partielles des deux arcs aux points de
discontinuité. Un cas pratique est celui de la commande Bang-Bang ou la commande ne prend

gue les valeurs minimale ou maximale.

Ces conditions (condition d’ Euler, de transversaité et de discontinuité) sont des
conditions nécessaires a la minimalité de la solution. Pour avoir la solution optimale, on doit

satisfaire d’ autres conditions dites conditions aux variations secondes, définies comme suit :

2.2.3.5 Conditionsde Weierstrass-Erdman

Elles sont relatives aux grandes variations Af; compatibles avec les contraintes ¢; . Pour

que le critére de performance soit minimal, lafonction de Welerstrass W doit étre positive.

oF¢

W = Fe(f*(x), £ (), x) = FA(f* (), f*(),x) = (F@) - F@))" ( oF ) =0 (223)

2.2.3.6 conditions de L egendre-Clebsch

Elles sont relatives aux petites variations § f; au voisinage de 5 f;” :

i=1 j=1

S 92FC

— 0fi6f; =0 (2.24)
Zzafiafj A
Remarque 2.3

Pour avoir un indice de performance maximal on doit changer les signes des relations
(2.23), (2.24).
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Une fois que les conditions relatives aux variations secondes sont appliquées, la solution

optimal e sera compl etement déterminée.

2.3 Calcul variationnel dansle cadre dela commande optimale

L’ application des outils du calcul des variations dans la commande optimale se fait par
la spécification des variables x, f et f . En effet, on associe & x la variable temps (t) et aux
variables f et f lesvariablesd' état x;(i = 1, ...,n) et les variables de commande

u;(j = 1,...,m) respectivement. Le probleme seformule ainsi :

2.3.1 Critérede performance

Jw) =1, (x(to),u(xo),x(tf),u(tf)) + f fr(x(t),u(t), t)dt (2.25)

to

Latragjectoire de lacommande optimale u*(t) minimisant J(u) est :

u*(t) = arg {muin](u)} (2.26)

2.3.2 Lescontraintes
O, =x— filx(®),ut),t)=0 ; i=1,..,n (2.27)
ki(x(to), u(to),te) =0 ; j=1,..,n (2.28)
L(x(tr)u(ts) tr) =0 j=ng+1,..,ng+n, <2n+2 (2.29)
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L’ équation (2.27) représente |e modél e dynamique du procédé.

2.3.3. Lafonction augmentée F?2

Fe(xe (@), 2(0), u(@®), ) = r(x(6), u(®), t) + Z Ai(£) ¢ (x(8), u(t), t) (2.30)

Remarque 2.4

La fonction r, n’'intervient dans la fonction augmentée F¢ que s les contraintes

terminales sont variables.

Pour déterminer la trgjectoire de la commande optimale, on doit satisfaire toutes les
conditions précédemment citées dans le cadre mathématique (condition d’ Euler, terminales,
de transversalité et de discontinuit€), ainsi que les conditions liées aux variations secondes.
2.4 Exemple
Soit le systéme définit par |’ éguation différentielle suivante :

X =ax + bu (2.31)

On cherche aminimiser par rapport alacommande u(t)le critere :
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T
J= %j (w? + x?)dt (2.32)
0

On définit la fonction augmenteée :

1
Fe = > (u? + x2) + A(x — ax — bu) (2.33)

Les conditions d’ extrémalité d' Euler donnent :

oFt _doFT_ .

ou dtou " -

OF  doF =0 234

ox dt ox ~ T (2.34)

OF% d 9F% b — o
————=x—ax—bu=

91 dioa

Ce systéme d'équations comprend deux égquations différentielles et une équation
algébrique. En remplacant A en fonction de u d apres la premiére équation, dans la deuxieme
et en diminant u en différentiant |a troisieme équation, on obtient une équation différentielle

unique portant sur I’ état :

i—(a*+bHx =0 (2.35)
D’ou lasolution générale :
x(t) = a e™Vai b2t 4 g pVa+b® ¢ (2.36)

e Application numérique

En prenant comme parameétres du systéme les valeurs suivantes :

a=-1 et b=2
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Et les conditions terminales sur I’ é&at les valeurs :

x(0)=0 et x(T)=1 Avec T=1

Les constantes a et f seront déterminées et la commande u se déduit de la troisieme

équation de (2.34). Les alures des courbes de I’ état et de la commande sont données par la
figure (2.1) et lafigure (2.2) respectivement.

1.4

1.2

'
_______________________________________________________________________________
'
'

0.8

'
____________________________________________________________________________
'
'

L'état x)

0.6

'
'
-----------------------------------------------------------
'

————————————————

0.4

'
________________________________________________
'

e S

0.2

I I I I
0.4 0.5 0.6 .
Le temps (t)

Figure 2.1 L’aluredelatrgectoire d’ état
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1.8

La commande uft)

Le temps (t)

Figure2.2 L’aluredelacommande
2.5 Conclusion
Consacré au calcul des variations, ce chapitre comprend les notions mathématiques de
base qui permettent la mise en ceuvre des conditions nécessaires et suffisantes d optimalité
d' une fonctionnelle ; ainsi que leurs applications ala résolution du probléme de la commande

optimale.

Pour la résolution de ce type de problemes, plusieurs méthodes sont proposees telles

que laméthode d'itération variationnelle qui feral’ objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3 Méthode d’itération variationnelle

3.1 Introduction

La résolution du probleme variationnel joue un réle important dans la science et
I’ingénierie ou une fonctionnelle doit ére minimisée. L’une des méthodes qui permet de
résoudre ce type de probléme analytiqguement est la Méthode d’ Itération Variationnelle. Elle
consiste a trouver une solution approchée des équations différentielles correspondantes qui

sont généralement non linéaires, par conséquent de résoudre |e probleme variationnel.

Dans ce chapitre, on présente le principe de la méthode d'itération variationnelle et on
termine par deux exemples illustratifs pour montrer |’ efficacité de cette technique.
3.2 Position du probléme

En se plagant dans le cas |e plus simple, |e probleme est donné comme suit :

Xf .
min () = f F(x, £ (), f(0) dx G.1)

X0

Ou J est lafonctionnelle pour la quelle ses extrema doivent étre déterminés.

Pour trouver la solution de ce probleme, les conditions de bord (3.2) ainsi que la

condition d’ Euler-Lagrange (3.3) suivantes doivent étre satisfaites. :

fix))=a et f(x)=p8 (3.2)
oF . d oF . B
ﬁ(f (), f (x),x) — Ea_f(f (), f(x),x) =0 (3.3)

Pour les problemes variationnels ayant une signification physique ou géomeétrique, la
solution existe. De plus s les conditions (3.2) et (3.3) sont satisfaites, cette solution est

unique.
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Remarque 3.1

Dans le cas général le probléme variationnel (3.1) s écrit -
m]jn](f1(x),fz(x),--,fn(x)) = L:fF (x,fl(x),fz(x),--fn(x),fl(x),fz(x),fn(x)) dx
Avec |es conditions au bord suivantes :

flx) =ar, falxo) = az,... ,fulxo) = an

Alg) =B, fla) =B fulxr) = Bn

Et la condition nécessaire d’'Euler-Lagrange est donnée sous la forme d'un systeme

d’eéquations différentielles de second ordre :

Générdement I'équation d Euler-Lagrange est une équation différentielle ordinaire
fortement non linéaire dont la résolution analytique est tres difficile, voire impossible. La
méthode d'itération variationnelle permet de trouver une solution analytique, mais approchée
pour une éguation différentielle ordinaire. La méthode d’ itération variationnelle sera adoptée

pour résoudre |’ équation d’ Euler-Lagrange.

3.3 Principedela méthoded’itération variationnelle
Dans cette technique, le probléeme est initiadlement approximé par des inconnues et la

fonctionnelle est définie par un multiplicateur de Lagrange identifié par la théorie des

variations. Le probleme considéré est donné comme suit :
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Avec L est lapartie linéaire, N est la partie non linéaire et g(x) est le terme non homogene de

I’ équation différentielle ordinaire.

La fonctionnelle considérée dans la méthode d’ itération variationnelle est la suivante :
x ~
Farn () = £u(0) + f AS)(LE(S) + NE(s) — g(s))ds (3.5)
0

Ou 2 est le multiplicateur de Lagrange, n désigne la niéme approximation, f,, est une petite
variationtelleque §f, = 0.

En prenant la variation des deux membres de I'équation (3.5), portée sur f,, et en

imposant §f;,,.;, = 0 (condition de stationnarité) lavaleur optimale de A sera obtenue.

Remarque 3.2
Dans le cas général, ou on am éguations ; larelation (3.4) s écrit :

Li(f) + N(f) =9:(x), i=1,..,m

La fonctionnelle donnée par (3.5) devient :
e = fin + | 2 (L(fn) + e (Fin() - 9(5)) ds
0

Et la condition de stationnarité sera :

6fi(n+1) =0, i=1,...m
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3.4 Exemplesillustratifs
Exemplel:

Pour tester la convergence de la méthode, on considére |I'exemple suivant, ou le

probléme est de résoudre une éguation différentielle non linéaire :

fO+f)=0 , f(0)=1 (3.6)

La solution anal ytique exacte de ce probléeme est :
(x) = : 3.7
fo) = 1+x (3.7)
En utilisant laméthode d’ itération variationnelle, laformule (3.5) s écrit :
x .
fan@) = i) + | 26 (fu5) + 7)) ds (38)
0

Ou A est le multiplicateur de Lagrange pour lequel 1a valeur optimale sera déterminée par la

théorie des variations comme suit :
a0 =8+ 6 | AG) () + £2(9)) ds (3.9)
0

En tenant compte de la condition de stationnarité 6f,,,;(x) = 0 et en utilisant une

intégration par parties du terme en fonction de £ (t) on aboutit au résultat suivant :

8fe1(0) = 8£,(x) + A()8, () lsmx — f “i(s) 8u(s)ds + f “A(s) 6£2(s)ds = 0 (3.10)
0 0
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En négligeant les petites variations relatives a la partie non linéaire (6,2 = 0) et pour

toute variation §f,,(x) ona:
1+A()s=x =0 , A(s)| _ =0
Larésolution de cette équation donne : A(s) = —1

Laformule d'itération correspondante devient :

fara () = fo@) — j (f) + £25)) ds (3.11)

En choisissant comme estimé de départ  f,(x) = 1 et en effectuant deux itérations, on aura :

fo(x) =1
fitx)=1-x

1
f2(x) = 1—x+x2—§x3

Si on continue les itérations, on aboutit au développement de Taylor de la solution

exacte au voisinage de zéro :

1 1 1
- —_1_ 2 4340 44 4.
f(x) T+ 1-x+x 3X +8x +
Exemple2:
Soit le probleme variationnel défini comme suit :
M+ 72 (x
min]=] &dx (3.12)
! o f2(x)
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Avec les conditions au bord suivantes :
f(0)=0 f(1)=0.5 (3.13)

Dans ce cas, lacondition d Euler-Lagrange donne I’ équation différentielle suivante :

FO+FOOf* () = FOf*(x) =0
La solution analytique correspondante est :
f(x) = sinh(0.48 x) (3.14)

En appliquant |la méthode d’ itération variationnelle correspondante a ce probleme, on aura :
X
far1(x) = fu(x) + f A (fa(8) + o () (5) = fu(8) £ (5))ds (3.15)
0

Pour trouver la valeur optimale de A, on prend la variation des deux membres de
I’ éguation (3.15) :

8fps1(x) = 8fu(x) + 6 f AS)(fa(8) + fo(fZ(5) = ()2 (5))ds (3.16)

En tenant compte de la condition de stationnarité 6f,,,,(x) = 0 et en utilisant une

intégration par parties du terme en fonction de f(x) tout en négligeant les variations portées

sur la partie non linéaire, on aboutit au résultat suivant :

8fna () = 6 (x) + 6 f 26 (F9) ds

= 0,0 + 2, ~ ARG, + [ 1©6f() =0
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Cequi donne :
A()=0, avec 1-A(s)|_ =0 e A(S)|s=x =0
D’ou As)=s—x

Laformule d'itération correspondante devient alors:

far1(x) = fu(x) + f (s = ) (fu(8) + o (D () = fu($)fE(5))ds
0

En choisissant comme estimé de départ  f,(x) = Ax + B detelle sorte qu'il vérifie les
conditions de bord (3.13), les autres termes seront calculés facilement en utilisant le logiciel

du calcul symbolique Maple 9.

En imposant les conditions aux limites (3.13) a la solution obtenue a la troisieme
itération, onaura: A = 0.4812127078 et B = 0.

Dans lafigure (3.1), les courbes de la solution analytique f, (x) et la solution trouvée a

la3°™ itération f; (x) sont représentéespour 0 < x < 1.

L erreur e(x) = |f,(x) — f3(x)| est donnée par lafigure3.2 pour 0 < x < 1.
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Figure3.1 Lasolution analytique f,(x) et lasolution f5(x) obtenue par la méthode

d'itération variationnelle

Figure3.2 L'ereur e(x) = |f,(x) — f3(x)]
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On remarque que pour 0 < x < 1, la méhode converge vers la solution en trois

itérations avec une erreur de !’ ordre 104,

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a exposé la méthode d’itération variationnelle qui est employée
pour résoudre de nombreux problémes non linéaires, en particulier les problémes

variationnels nécessitant la résolution d' une différentielle non linéaire.

Les deux exemples traités montre que la convergence de la méthode est reliée al’ estimé
du départ qui doit étre bien choisi. Le chapitre prochain aura pour objectif une application de
la méthode d’itération variationnelle ala synthése d’ une commande optimale pour un procédé

physique.
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Chapitre 4 Application alacommande d’ un procédé physique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on Sintéresse a la commande optimale d’un bac de stockage.
L’ objectif consiste a concevoir une loi de commande optimale en se basant sur une
formulation sous forme d’un calcul variationnel. En premier lieu, le modéle mathématique du
bac est élaboré, puis le probléme de remplissage optimal est formulé et résolu par la méthode
d’itération variationnelle appligquée a I’ équation d’ Euler-Lagrange associée. Des résultats de

simulation seront présentés.

4.2 Présentation du processus

Le bac de stockage ou réservoir est un dispositif a transfert de matieres (liquide).
Souvent fixe dans les grandes installations, il est destiné a divers usages. La plupart de temps,
il est incorporé dans des systemes de transfert, disposant généralement d’ une arrivée et d’'un
systeme d’ évacuation de matiéres (figure 4.1). En général, du point de vue physique, le bac de

stockage est un élément capacitif.

— ¢ (1)

— S

Figure 4.1 Schéma synoptique du bac de stockage.
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On note :
- T La section du bac - h(t) Leniveau du liquide dans |e bac
- v Le volume du bac - Q.(t) Ledébitdentré
— Q(t) Ledébit de vidange - p Lamasse volumique de liquide
- a L’ orifice du bac - g Accél ération de la pesanteur

4.3 Formulation du probléme

L e probléme posé consiste a trouver une commande Q. (t) qui permet un remplissage
du bac aun niveau désiré h avec une énergie minimale ; tout en respectant les conditions

terminal es suivantes :

h(te) =0;  h(tf)=h? (4.1)

4.3.1 Moddisation

Lavariation de volume du liquide pendant le temps dt , lorsgue les deux débits d’ entré

et de sortie du bac sont différents est :

dv(t)

BT Q. (1) — Qs(t)

D’ autre part, comme la section du bac de stockage est constante, cette variation s accompagne

d une variation dh(t) de niveau de liquide

dv(t) = T'dh(t)
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L’ équation différentielle du systéme s’ écriradonc :

dh(t)
dt

Qe(t) - Qs(t) =T

D’apreslaloi de Bernoulli, I’ expression du débit de sortie en fonction du niveau de liquide est

donnée comme suit :

Q.(t) = k+/h(t) avec k = a\/ﬁ

Onaura:

dn(t) K 1
It ——f\/h(t)‘Fer(t)

On note :

x() =h(®);  u®)=0Q.(t); y)=0Qs); x*=nh?
D’ou lemodélenon linéaire du bac :

k 1
x(t) = — Fw/x(t) + Fu(t) (4.2)

4.3.2 Choix du critére

Pour conduire le systeme de I'état initial x, = h(t,) a I'éat find x; = h(t) en
minimisant I’ effort de commande et maintenir I'état x(t) = h(t) du systéme trés proche de
I’état désiré x¢ = h? dans I’intervalle de temps [to, tf] ; on opte pour le critere qui combine

en méme temps la poursuite et lacommande a énergie minimale. Par conséquent :

=1 - 22 + w20 dt

to
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Pour se placer dans le cas d' un probléme variationnel on remplace la commande u(t)

par son expression tirée du modéle (4.2) :

u(t) = Tx(t) + kx(t)

En choisissant comme horizon [t,, t¢] = [0,1] , lecritere prend laforme :

mxin](x) = ,[01 [(xd —x(t))* + (F x(t) + km)z] dt

Sujet a:
x(0)=0; x(1)=x¢

4.4 Résolution du probleme
4.4.1 Condition d’Euler-Lagrange

Lacondition d' Euler-Lagrange est :

oF _d oF _
ax(t) dtax(t)

Pour |e probléme de commande optimale formulé, on a

F = (xd — x(t))z + (F X(t) + k\/x(t))z

Ce qui conduit aprés les calculs al’ équation différentielle ordinaire suivante :

) 1 1 (k2
X(t) - ﬁX(t) = ﬁ<7_ xd>

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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4.4.2 Solution analytique
L’ application des méthodes classiques de résolution des équations différentielles

ordinaires, conduit au résultat suivant :

-t
el

1 AN A%
xa(t)z ﬁ 7—3( el“—7 — X +7
e

1 k* o\ L kP
T |\ X )er T
eT —eT

Ou x,(t) désigne lasolution analytique de |’ équation (4.6).

elT + x4 — — (4.7)

4.4.3 Solution approchée par la méthode d’itération variationnelle

Laformule d'itérations variationnelles correspondante a |’ équation (4.5) est :

Xaa (E) = 1, (8) + f A(s) (x'n(s) _ %xn(s) _ % ("7 _ xa)) ds (4.8)

4.4.3.1 Déermination du multiplicateur de Lagrange :

Pour déterminer A(s), on applique des petites variations pour I’ équation (4.8) en
respectant la condition de stationnarité &x,,,,(t) = 0 quel que soit 6x,, , 6x,, , 6%, ce qui

donne :

1 (k?

5,01 (E) = 82, () + 8 j ) (x'n(s) _ %xn(s) -5 <7 _ xd>) ds =0
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Par intégration par parties, en imposant les conditions de minimisation rel atives aux
différentes variations, on aboutit & :

As) — %A(s) =0

Avec les conditions :

A(S)|s=c =0
{i(s)|s=t =1

Larésolution de ce systéme donne :

s—t

er (4.9

N| =

-1 t=s
A(s) =—eT +
2
En remplacant, I’ expression de A(s) danslaformule (4.8), on aura :

Xpi1(t) = x,(6) + fot (_71et;rs + %es_;t) (J’c'n(s) — %xn(s) — % (kz—z — xd)> ds (4.10)

4.4.3.2 Processusd’itérations

Pour résoudre I’ égquation (4.7) par laméthode d’itération variationnelle, on considére

comme solution de départ :
xo(t) = Ae™t + Bet
Et on propose d’ effectuer une seule itération.
Ainsi, en utilisant larelation de récurrence (4.10), le calcul de x; (t) donne :

k2

x,(t) = xo(t) + fot (%e? + %es%t) <5c'0(s) — rizxo(s) — riz(? — xd)> ds
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x,(t) = AeCY) + Be®

1 , . © © (t(1+2I‘))
2 (2BT —k* — 2AT — 2B + 2x% — 2A)e'" + 4e\T/ + 4Be\ T

t(1+I)

+ (2k2 — 4xd)e( ) + (24T — 24 + 2x% — 2BT — k2

~ 23)e<t(rr+2)>] e(—t(%m)

Unefois que I’ expression de la trgjectoire optimal e x(t) est obtenue, on impose les
conditions terminales pour détermine les valeurs de A et B. Puis on remplace |’ expression
finale de latragjectoire optimale x,(t) dans larelation (4.3) afin de déterminer lacommande

optimale recherchée. Par conséquent il vient :

uopt(t) = Fxl(t) + kv xl(t)
4.4.3.3. Application numérique :

Pour la simulation numérique les parameétres considérés pour le systeme sont :
['=1m?;
k =0.25;

Et on choisit x% = 2 m.

La simulation du systeme avec la commande optimale donne les résultats des figures
(4.2), (4.3) et (4.4). D’ apres la Figure 4.2, on constate que les courbes relatives a la solution
analytique x,(t) et a la solution approchée x,(t), obtenue par la méhode d'itérations
variationnelles, sont totalement confondues (superposées). Ce résultat est confirmeé par la
Figure 4.3 qui mesure |la distance entre |a solution analytique et approchée. Cette erreur est de

I’ ordre de 10716, une erreur insignifiante.

L’ étude présentée confirme la simplicité et la puissance de la méthode d'itération

variationnelle.
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Miv eau (m)

01 02 0.3 04 0.5 0.6
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Erreur (m)
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Figure 4.3 Evolution del’ erreur.
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L’ évolution de lacommande u(t) est illustrée par lafigure (4.4) :

Figure 4.4 Evolution de lacommande Q,(t).

45 Conclusion

Afin d'illustrer I’ utilisation de la méthode d’ itérations variationnelles pour la résolution
d un probléme de commande optimale, une application portant sur le remplissage optimal
d’'un bac de stockage, dont le modéle mathématique est non linéaire, a été présentée de
mani ére détaillée depuis la modéisation alarésolution du probléme de commande formulé.

Les résultats de simulation obtenus montrent la convergence de la méthode étudiée en

un nombre d’itérations faible.

En effet, I’ application de cette méthode a permis d’ aboutir au résultat recherché en une
seule itération, ce qui justifie son efficacité quant a sa convergence et sa commodité. Par
conséguent, elle permet de surmonter |es difficultés rencontrées dans les problemes de calculs
variationnels, ou d’ une maniére générale, les problémes de commande optimale.
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Conclusion générae

Dans le cadre de la résolution d’un probléme de commande optimale donné sous forme
d’un probléme variationnel, le travail présenté dans ce mémoire, en passant par des définitions
nécessaires al’ essentiel du travail, a exposé de maniére tres détaillée la procédure de synthese
d’ une commande optimale par la méthode d'itération variationnelle.

Ainsi, dans un premier temps, nous avons introduit les notions et concepts de base pour
la formulation d’un probléme de la commande optimale, notamment celles relatives au calcul
variationnel, qui permettent la mise en ceuvre des conditions nécessaires et suffisantes
d’ optimalité. Par la suite, on a exposg, et illustré par des exemples, la méhode d’itération
variationnelle dans le cadre de la résolution des équations aux dérivées ordinaires. A lafin,
nous avons exploité la méthode d'itération variationnelle pour la résolution de I’ équation
d Euler-Lagrange pour |’obtention de la loi de commande optimae. La démarche est

appliquée avec succes pour le probléme de remplissage optimal d’ un bac de stockage.

L es résultats obtenus démontrent la justesse de |’ approche proposée, I’ intérét et |’ apport
de la méthode d'itération variationnelle. En effet celle-ci a permis d' assurer une poursuite de
latrgectoire désirée, en présentant de bonnes performances. Notons aussi 1a simplicité de son

application et de la précision numérique liée au calcul itératif.

A ce niveay, il est trés important de remarquer que la méthode présente les intéréts
principaux suivants :
e Laconvergence versla solution exacte ;

e Ellefournit une solution en boucle ouverte.
Notre travail est loin d étre achevé et comme perspectives nous proposons d’ appliquer

la méthode a des systemes présentant des contraintes de types égalité ou inégalité sur la

commande et |’ état.

52



BIBLIOGRAPHIE




Bibliographie

[1]

[2]

[3]

[4]

J.C. CULIOLI, "Introduction a I’ optimisation”. Editions Ellipse, Mars 1994 ;

P.NASLIN, "Théorie de la commande et conduite optimale”. Edition DUNOD, Paris,
1969 ;

J.P. CURRIOU, "Commande des procédés". Paris, 1996 ;
J.P.BABARY & W.PELCZEWSKI, "Commande optimal e des systemes continus

déterministes”. Edition Masson, Paris, New Y ork, Barcelone, Milan, Mexico, Sao
Paulo, 1985.

53



Résumé

Dans le cadre de la résolution d’ un probléme de commande optimale donné sous forme
d un probleme variationnel, le travail présenté dans ce mémoire, en passant par des définitions
nécessaires al’ essentiel du travail, a exposé de maniére tres détaill ée la procédure de synthese

d’ une commande optimale par la méthode d’itération variationnelle.

Ainsi, dans un premier temps, nous avons introduit les notions et concepts de base pour
la formulation d’un probléme de la commande optimale, notamment celles relatives au calcul
variationnel, qui permettent la mise en ccuvre des conditions nécessaires et suffisantes
d’ optimalité. Par la suite, on a exposé, et illustré par des exemples, la méhode d’itération
variationnelle dans le cadre de la résolution des équations aux dérivées ordinaires. A lafin,
nous avons exploité la méthode d'itération variationnelle pour la résolution de I’ équation
d’ Euler-Lagrange pour |’obtention de la loi de commande optimale. La démarche est

appliquée avec succes pour le probléme de remplissage optimal d’ un bac de stockage.



