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Introduction

Ce polycope est le fruit de 14 années (2002-2016) d’enseignement du module
d’analyse en 1lére année universitaire pour les étudiants de 'INATAA Université de
Constantine et ST /SM de I’Université Mouloud Mammeri Tizi-ouzou enseigné en 1°
semestre. Il comporte un rappel du cours suivant le programme officiel de ’époque ;
plus une série de travaux dirigés avec solutions a la portée des étudiants. Le premier
chapitre est consacré a la théorie élémentaire des ensembles. Le deuxiéme chapitre
concerne les applications et 'image réciproque d’un ensemble. Dans le troisiéme cha-
pitre, on introduit les fonctions numériques. Et dans le quatriéme chapitre on revient
sur la notion de suite numérique et son lien avec les fonctions. Le 5iéme chapitre est
consacré a la notion de dérivabilité, et le 6iéme chapitre concerne les développements
limités. Enfin on termine ce travail par un cours sur le calcul intégral.

Mouloud Goubi
Tizi-ouzou le 15/11/2019



Chapitre 1
ENSEMBLES ET APPLICATIONS

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on revient sur les notions de base congernant les ensembles déja
vu en terminal.

Définition 1.1.
Un ensemble est une collection d’objets, chaque objet est un élément de l’ensemble.

Exemple 1.2. N = {1,2,3,4,---} ensemble des entiers naturels.
Z=A{-—2,-1,0,1,2,---} ensemble des entiers relatifs.

Remarque 1.3.
Un élément x est distinct de l’ensemble a un élément {x} et on a x # {x}.

1.2 Appartenance, inclusion

Soit £ un ensemble, si x est un élément de E, on dit aussi ’élément x appartient
a 'ensemble E et on écrit € E. La négation de cette relation est : x n’est pas un
éléement de F, 1’élément = n’appartient pas & F'; on écrit = ¢ E.

Définition 1.4.
Un ensemble A est inclu dans un ensemble E si et seulement si tout élément de A
est un élément de E. et on écrit

(ACE)& [(Vx)x € A= x € F]

Remarque 1.5.
On dit aussi que A est une partie de E, ou que A est un sous ensemble de E.

Exemple 1.6. L’ensemble des entiers naturels N est inclu dans [’ensemble des entiers

relatifs 7.
1



1.3. OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

Définition 1.7.
On appelle ensemble vide un ensemble sans éléments, on le note ¢.

Définition 1.8.
Deur ensembles A et B sont égauzx si et seulement si AC B et B C A.

1.3 Opérations sur les ensembles

Définition 1.9.
On appelle intersection de deur ensembles A et B ’ensemble de leurs éléments com-

muns et on écrit
ANB={x/r € Aetxec B}.

Ainsi deux ensembles A et B sont disjoints lorsque leur intersection est vide et on
écrit

ANB=¢.

Théoréme 1.10.
Lintersection des ensembles est commutative et associative.

Démonstration .
On rappelle déja la commutativité et [’associativité d’une loi de composition interne
notée par exemple * dans un monoide N :

* est commutive ssi Ya,b € N :axb=bxa

* est associative ssi Ya,b,c € N : (axb)xc=ax (bxc)

- Preuve de la commutativité : Par définition la commutativité signifie ANB = BN A.
Soit un élément x € ANDb cela signifiex € A ety € B c.a.dx € B et x € A ainsi
xr € BN A et vis vers ¢a.

- Preuve de l’associativité : L’associativité veut dire que (ANB)NC = AN (bNC).
Cette éqgalité equivaut a deuz inclusion.

Montrons Uinclusion (AN B)NC C AN(BNC) : Soit un élément v € (ANB)NC;
cela signifie v € ANB et v € C. Il entraine (x € A et x € B) et x € C, les éléments
n’étant pas ordonnés, on peut prendre v € B et x € C' qui donne x € BN C avec
x € A, on obtient z € AN (BNC).

Montrons linclusion AN(BNC) C (ANB)NC : Soitx € (AN B)NC' ; cela signifie
x€Aetxe BNC ce qui entraine x € A et (x € B et © € C). Les éléments n'étant

pas ordonnés, on prend x € A et x € B qui donne v € AN B avec x € C'; on obtient
re(ANB)NC.

Définition 1.11.
La réunion de deux ensembles A et B est I’ensemble de leurs éléments comptés une
seule fois et on écrit

AUB={z/ x € A oux € B}.
2



1.3. OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

Théoréme 1.12.
La réunion est commutative et associative

Etant donné x et o deux lois de composition interne d’un monoide N. % est dis-
tributive par rapport a o si on a

Va,b,c € N:ax*(boc)=(axb)o(axc).
Ainsi N et U vérifient cette propriété comme le montre le théoréme suivant

Théoréme 1.13.
a)- L’intersection est distributive par rapport & la réunion et on a

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

b)- La réunion est distributive par rapport & l'intersection et on a
Au(BNC)=(AUuB)N(AUC).
La preuve des deux théorémes 1.12 1.13 est traitée dans la série des travaux dirigés.

Définition 1.14.
Soit A une partie d’un ensemble E. On appelle complémentaire de A par rapport o E
I’ensemble des éléments de E n’appartenant pas a A. Cet ensemble est noté par

A=FE\A={z/2z2cEetxgA

Théoréme 1.15.

a)- Le complémentaire de la réunion de deuz ensembles A et B est égal a lintersection
de leurs complémentaires c.a.d. 0498 = 04 N CE

b)- Le complémentaire de l'intersection de deux ensembles A et B est égal a la réunion
de leurs complémentaires c.a.d. C2"8 = 04 UGB

Remarque 1.16.
Soient deuz parties A et B de E. On notera pas A\B, la différence de A et B,
l’ensemble des éléments de A n’appartenant pas a B. Cet ensemble est noté :

AB={rxe€FE/xcAetx¢ B}

Définition 1.17.
Etant donnée deux ensembles A et B, leur différence symétrique, noté AAB est l’en-

semble
AAB = (A\B)U(B\A).



1.4. PRODUIT D’ENSEMBLES

1.4 Produit d’ensembles

Le produit cartésien d’ensembles est donné par la définition suivante.

Définition 1.18.
On appelle produit des ensembles A et B I’ensemble des éléments (x,y),z € A,y € B,
ordonnés dans ['ordre de leur écriture. Et on écrit

Ax B={(z,y)/ x € Ay e B}.

Remarque 1.19.
- Le systéme ordonné (x,y) s’appelle un couple, x en est la premiére coordonnée ou
composante et y la seconde.
- Deuz couples sont égauz si et seulement si leurs composantes de méme rang sont
égales

(x,y) = (a,b) &z =aety=0.

1.5 Applications

En commencant par rappeler la notion d’application dans la définition suivante

Définition 1.20.

On appelle application d’un ensemble A dans un ensemble B toute correspondance f

qui, G tout élément de A associe un élément de B. Et on note f: A— B ou A ENY:
On note souvent f(x) I'élément de B associé & x € A; f(x) est 'image de x par

f; c’est aussi la valeur de f en x.

Il en résulte qu’'une application f de A dans B est un triplet (A, B, f) ou A est ’en-

semble de départ, B I’ensemble d’arrivée et f le moyen de passage d’un élément de
A a un élément de B.

Deux application (A, B, f) et (C, D, g) sont égales si et seulement si A = C, B = D
et f = g. L'égalité f = g signifie f(z) = g(x), Vo € A.

Exemple 1.21. L’application Ids : A — B définie par Ida(x) = x est appelée
application identique de A.

1.6 Image, image réciproque et graphe d’une appli-
cation

Soit f une application de ’ensemble A dans I’ensemble B.

Définition 1.22.
a)- L’image de f est l’ensemble

F(A4) = {f(w)iw € A}



1.7. RESTRICTION, PROLONGEMENT ET COMPOSITION

b)- L’image réciproque d’une élémenty € B est l'ensemble des éléments x € A d’image
f(z) =y, et on le note

[ y)={zeAly=f(z)}

¢)- Par extension, l'image réciproque d’une partie E € B est [’ensemble

fTUE)={z € A/f(x) € E}

d)- On appelle graphe de Uapplication f l’ensemble des couples (x, f(x)) € Ax B. Ce
graphe de f peut étre représenté dans un plan par une courbe.

1.7 Restriction, prolongement et composition

A partir d’une ou plusieurs applications, on peut construire d’autres applications
au moyen de restriction, de prolongement et de composition.

Définition 1.23.

Soit f : A — B une application.

a)- On appelle restriction de f a une partie Ay de A Uapplication g : Ay — B de
valeur g(x) = f(x) sur A;.

b)- On appelle prolongement de f a un sur-ensemble E D A lapplication h : E — B
qui prend les mémes valeurs que f sur A : h(x) = f(x) sur A.

Proposition 1.24.
a)- Une application f : A — B admet toujours une restriction unique & une partie

A1 de A.
b)- Une application f: A — B admet des prolongement a tout sur-ensemble E de A.

Définition 1.25.

Soit trois ensembles A, B et C et deuz applications f : A — B etg: B — C. On
appelle la composée des applications [ et g Uapplication h : A — C' qui prend la valeur
h(z) =g(y) ouy = f(x), et on note h=go f.

Théoréme 1.26.

a) La composition des applications est associative

b) Elle admet 'application identique comme élément neutre
¢) Elle n’est commutative.

1.8 Applications injective, surjective et bijectives

Définition 1.27.
Une application f : A — B est dite injective si et seulement si elle vérifie la propriété
sutvante :



1.9. APPLICATION RECIPROQUE D’UNE BIJECTION
Définition 1.28. Une application f : A — B est dite surjective ssi

Vy € B,3x € A tel que y = f(x)

Définition 1.29.
Une application f: A — B est dite bijective ssi elle est injective et surjective.

Théoréme 1.30.
Soit f: A — B une application strictement monotone. Alors f est injective.

1.9 Application réciproque d’une bijection

A toute bijection f on peut associe une unique application g bijective que 'on
détermine par la définition suivante

Définition 1.31. Soit une bijection f : A — B. On appelle Dapplication réciproque
de f, Uapplication g : B — A de valeur g(y) = x avec y = f(x) et on note

g=f1:B— A

Il ne faut pas confondre I'application réciproque f~! et ses valeurs f~'(z) et
f~YB) avec I'image réciproque f~'(x) qui est définie pour toute application f, bi-
jective ou non.

Remarque 1.32.
Si f: A— A une application bijective alors :

foft=fTof=idyet(f) =

1.10 Exercices et solutions

Exercice 1.33. Soient les ensembles A et B avec A = {x € Z,x divisible par 6} et
B ={y € Z,y multiple de 2 et 3} . Montrer I’égalité A = B.

Exercice 1.34. En utilisant une méthode autre que celle de cours, montrer que [’in-
tersection des ensembles est associative.

Exercice 1.35. Montrer que la réunion des ensembles est commutatitve et associa-
tive.

Exercice 1.36. Démontrer le théoréeme 1.13 de cours.

Exercice 1.37. Soient les ensembles E = {24x,x € Z} et F' = {6y,y € Z} . Montrer
que E C F et chercher Iensemble CE.

Exercice 1.38. Montrer que 03°? = (C£) n (C5) et 0472 = (C4) U (CE)
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1.10. EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 1.39. Soient A et B deux sous ensembles de E, on leurs associe leur
différence A\B. Etablir que A\B = A\ (AN B) = (AU B)\B. En déduire l’ensemble
A\ (A\B).

Exercice 1.40. Soit C' un troisiéme sous ensemble de E. Montrer les formules sui-
vantes :

A\ (BUC) = (A\B) N (A\C)
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
(A\B)\C = A\ (BUC(C)
Exercice 1.41. Montrer que AAB = (AU B)\ (AN B) = C47E et calculer AAA, AA.

Exercice 1.42. Soient A, B et C trois parties de E. Montrer que :
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC)
Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)

Exercice 1.43. Soit lapplication f :]0,1] — R de valeur f(x) = /.
1. Déterminer la restriction de f a0, 3].
2. Déterminer des prolongements de f a [—1,1].

Exercice 1.44. Démontrer le théoreme 1.26 de cours.

Exercice 1.45. Soient les applications f : R — R de valeurs

X

- et f3(z) =2° -1

filx) =3z =2, fo(z) =

Calculer les composées [, fi o fa, foo f1 et f3o fa0 fi.

Exercice 1.46. Soit une application injective f : A — B, montrer que [’équation
f(x) = a admet une ou zéro solution x pour tout a € B.

Exercice 1.47. Soit une application f : A — B. Montrer que f est surjectibe ssi
f(A) =B.

Exercice 1.48. Soit une application f : A — B, montrer que f est bijective $si
f~Ha) contient un seul élément pour tout a € B.

Exercice 1.49. Soient deux applications f : A — B et g: B — A. Démontrer que
a) Si go f = 1da, alors f est injective et g surjective.
b) Sigof=1Ida et fog=Idg, alors [ et g sont bijectives et g = f~"

Exercice 1.50. Soient deur ensembles finis A et B ayant le méme nombre d’éléments

et Uapplication f : A — B. Montrer que si f est injective alors [ est bijective.
7



1.10. EXERCICES ET SOLUTIONS
Solutions

Exercice 1.33.
On sait que x est multiple de 6 si et seuelement si x est multiple de 2 et de 3. Alors
A=B.

Exercice 1.34.
Soient A, B et C trois ensembles. z € (AN B)NC si et seulement si (v € A et x € B)
etz €C.Doncx € (ANB)NCssiz € Aet (€ Betx € C). Ainsiz € (ANB)NC
ssize AN(BNC),don (ANB)NC=AN(BNC).

Exercice 1.35.
Soient A, B et C' trois ensembles. La réunion est commutative, en effet v € AU B ssi
re€Aoux € B. Esuitex e AUBssiz € Bouxze A. Dot AUB=BUA.
La réunion est associative, en effet © € (AU B) U C si et seulement si (z € A ou
x € B)youx € C. Doncz € (AUB)UC ssix € Aou (z € Boux € (). Ainsi
re€(AUB)UCssiz e AU(BUC),dou (AUB)UC =AU (BUC).

Exercice 1.36.
Soient A, B et C trois ensembles. L’intersection est distributive par rapport a la
réunion : t € AN(BUC) ssiz e Aetx € BUC, douz € AN(BUC) ssiz € Aet
(x € Bour € C). Enfin x € AN(BUC) ssi (x € Aete € B) ou(z € AetC), c.ad
AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C).
La réunion est distributive par rapport a Uintersection : © € AU(BNC) ssixz € A ou
x e BNC,donz e AUBNC)ssix € Aou (z € Beter € C). Enfinz € AU(BNC)
ssi (x € Aour € B) et(x € AouC), c.ad AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Exercice 1.37.
Soit x € F alors x = 242’ = 6 (42'). Ainsi x = 6y avec y = 42’. D’ou E C F. Enfin le
complémentaire de E dans F' est CpE = {6y\y # 4z} .

Exercice 1.38.
Soient A et B deux parties de E. 2 € (3°% ssiz € E et # ¢ AU B. Ainsi x € CAYP
ssi(z€EetxgA)et (v€FEetardB). Enfin (4V8 =04 NCE.
v € 048 ssixr € Eetx ¢ ANB. Ainsi 2 € (4" ssi (r€ Feta ¢ A) ou
(x € E et x ¢ B). Enfin (4"% = 04 UCE.

Exercice 1.39.
Soient A et B deux parties de E. Soit x € E, € A\B ssi x € A et x ¢ B. Comme
BNACBalorsze A\Bssize Aet x ¢ AN B. Ainsi A\B = A\(ANDB).
re€(AUB)\Bssiz € AUBetx ¢ Bdoux e (AUB)\Bssiz € Aetx ¢ B et
alors (AU B)\B = A\B. Enfin AA\B=A\(ANB)=(AUB)\B.
Dans ces conditions A\ (A\B) = A\ (A\ (AN B))=ANBKB.

Exercice 1.40.

Soient A, B et C' trois parties de E. Soit z € E, x € A\(BUC) ssi x € A et
8



1.10. EXERCICES ET SOLUTIONS

x ¢ (BUC). Alors x € A\ (BUC) ssi (xt € Aetx ¢ B) et (x € Aet x ¢ C). Ainsi
A\ (BUC) = (A\B)N (A\C).
reA\(BNC)ssize Aetx ¢ (BNC). Alorsz € A\ (BNC)ssi (v € Aet x ¢ B)
ou (€ Aet x ¢ C). Ainsi A\ (BNC) = (A\B)U (A\C).

x € (A\B)\C ssix € AABetax ¢ C. Ainsi v € (A\B)\C ssiz € Aetx ¢ B et
r¢CcadreAet x ¢ BUC. Enfin (A\B)\C = A\ (BUC).

Exercice 1.41.
Soient A et B deux ensembles, on sait que AAB = (A\B)U (B\A).

re AAB & z e (A\B)U(A\B)

z € (A\B)ouzx € (B\A)

(x € Aetx ¢ B)ou (x € Betx ¢ A)

(x € Aou (x € Betx ¢ A)) ou(z ¢ B ou(x € Betx ¢ A))

(r€eAoureB) et(r € Aour ¢ A)) et ((r ¢ Boux € B)et(x ¢ Boux ¢ A))
re(AUB) etx¢ ANB

re(AUB)\(ANB)

S

Ainsi AAA = (A\A) U (A\A) = ¢ et AAG = (A\¢) U (4\A) = A.

Exercice 1.42.
Ona Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax () en effet

re€AXx (BUC) & ze€Aetyec BUC
& xe€Aet (yeBouyel)
< (reAetyeB)ou (ze€Aetyel)
& (r,y) € AxBou (z,y) e AxC
< (r,y) € (Ax B)U(AxCO).

Etona Ax (BNC)=(AxB)N(AxC) car

reAx (BNC) reAetye BNC

reAet (ye Betyel)
(reAetyeB) et (reAetyeC)
(x,y) € AX Bet (x,y) € AxC

(,y) e (AxB)N(Ax ().

(I

Exercice 1.43.

Par définition la restriction de f a ]0, %] est I'application g :]0, %] — R de valeur
g(x) = f(x) = \/x. Cette application est unique.
Par définition, un prolongement de f a [—1 1] est une application A : [-1 1] — R

telle que h(x) = f(z) sur A =]0 1]. Pour définir h, il faut préciser ses valeurs sur
B = [-10]. Il y a plusieurs valeurs possié)les, donc plusieurs prolongements de f a



1.10. EXERCICES ET SOLUTIONS

[—1 1]. Citons :

g1 de valeur g;(z) = \/z sur A et g;(x) = x sur B

go de valeur go(x) = /7 sur A et go(x) = 322 sur B

g3 de valeur g3(z) = \/z sur A et g3(x) = sinx sur B, etc...

Exercice 1.44.
a)-Soit quatre ensembles A; et trois applications f; : A; — A;1q1, i =1,---,4. La
condition de la composition des applications est remplie. Les composés f3 o (fa 0 f1)
et (f3 o fa)o f1 ont méme ensemble de départ A; et méme ensemble d’arrivée Ay ; com-
parons leurs valeurs. Posons fi(x) = vy, fo(y) = z et f3(z) = t. Alors (foo f1) (x) =
fo(fi(x)) = faly) = z, il en résulte que fyo (fao f1) () = fa(2) =t
La valeur fi(z) =y donne (f30 f2) o fi(z) = (fs0 f2) (v) = f3(fa(y)) = f3(2) =t et
alors fyo (fao fi) = (fso fa)o fi = fzo fao fi.
b)- Soit Id4 et Idg les applications identiques sur A et sur B respectivement. Pour
toute application f: A — Bona: f(zx) = f(Ida(z)) = folda(z), Idg(f(z)) = f(z)
dou: foldy=1Idgo f=Ff.
Si A# B, il y aun élément neutre a droite Id et un élément neutre a gauche Idg.
Si A= Bily aun seul élément neutre Idy,.
c)- Soient les applications f : A — B et g: B — A. Alors il existe deux composés
fog:B— Betgof:A— A Si A# B, cela entraine fog# go f. Si A= B, les
valeurs f o g(x) et g o f(z) peuvent ne pas étre égales donc fog # go f.

Exercice 1.45.
Par définition de la composition des applications, on a :

fi(x) = fi(fi(x)) = 3fi(z) —2 =9z — 8.

fi() = h(fi(z) = 3fi(x) — 2 =27z — 26
fi@) = [(fi(z) = 3f(x) — 2 =81z — 80

fro fa(x) = fi(fa(x)) = 3f2(x) —2 = xfj_ 5T %
fi(zx) 3r — 2 3r — 2

f2o hi(@) = L(fi() = (i)’ +5 (Br—272+5 922120 +9

3
oo fa0 i) = e fule) = (o o)’ —1 = (o 2s) -1

Exercice 1.46.
Supposons que I'équation f(z) = a admette deux solutions x; et z5. Alors f(z1) =
f(x2) implique x1 = 5. De fait que f est injective, il en résulte que 1’équation f(z) = a
admet une ou zéro sulution.

Exercice 1.47.
On a f: A — B, il est clair que f(A) C B, si f est surjective, pour y € B il existe
10



1.10. EXERCICES ET SOLUTIONS

x € Atel que y = f(x) € f(A). don B C f(A) et alors f(A) = B.

Si B = f(A) alors Vy € B = f(A) il existe x € A tel que y = f(x), don f est
surjective.

Exercice 1.48.
On a f: A— B.Si f est bijective alors f~'(a) contient au plus un élément, mais
a = f(b) pour un certain b € A car f est surjective, donc f~*(a) = b. D’ou f~!(a)
contient un seul élément pour tout a € B.
Si f~!(a) contient un seul élément pour tout a € B. f(x) = f(y) = a implique
z,yinf~!(a) alors z = y donc f injective. D’autre part Va € B, a = f(f'(a)) donc
Jdr = f7!(a) tel que a = f(x) et alors f est surjective.

Exercice 1.49.
Soit f: A— B,g: B— A.
a)- gof =1da:Sif(zx) = f(y) alors g(f(x)) = g(f(y)) et donc [dx(x) = Ida(y) d’on
x =y, et [ injective. D’autre part pour tout x € Aon a Ida(x) =z d'on go f(z) ==z
et alors = g(f(x)) donc g est surjective.
b)-Sigo f=1ds et fog=Idg, d’aprés la question (a) f, g sont bijectives et alors
f=9"

Exercice 1.50.
f A — B, d’aprés les hypothéses il suffit de montrer que f est surjective. On a
f(A) C B, mais f(A) et B ont méme nombre d’éléments alors f(A) = f(B), ainsi on
obtient la surjectivité.

11



Chapitre 2

FONCTIONS NUMERIQUES
CONTINUES

2.1 Introduction

Une fonction numérique d’une variable réelle, est une application d’'une partie D
de R a valeurs dans R. D est alors appelée domaine de définition de cette fonction.
Lorsque 'on rencontre une fonction numérique, la premiére précision a obtenir est
bien entendu, son domaine de définition D. Tout au long de ce chapitre, f est une
fonction définie sur un intervalle I (ouvert ou fermé) de R.

2.2 FEtude des variations d’une fonction

2.2.1 Fonction croissante, décroissante ou constante

Définition 2.1.
a)- f est dite croissante sur I si

Vo, oo €139 > 1 = f(22) > f(21).

b)- f est dite décroissante sur I, si

Vo, xo € 1wy > 21 = f(o) < fl27).

c)- f est dite constante sur I, si

Ve, g € 1 f(x2) = f(a1).

La croissance et la décroissance deviennent strictes si on remplace les symboles >
et < respectivement par > et <. Par conséquent on a :

12



2.2. ETUDE DES VARIATIONS D’UNE FONCTION

a)- f est dite strictement croissante sur [ si

Vo, xg € 1 w0 > 11 = f(22) > f(21).

b)- f est dite strictement décroissante sur I, si

Vay, g € 119 > 21 = f(19) < f(21)-

2.2.2 Accroissement de la variable et de la fonction, taux d’ac-
croissement et dérivabilité

Soit f une fonction sur un intervalle I et soit x; et x5 deux valeurs distinctes
appartenant a I prises successivement dans cet ordre par z. et soient y; = f(x) et
y2 = f(z2) leurs images respectives.

Définition 2.2.
a)- On appelle accroissement de la variable z, la différence

Ar = x9 — 17.

b)- On appelle laccroissement de la fonction f, la différence

Ay = f(x1) — f(x2)

¢)- On appelle le taux d’accroissement de la fonction f entre les valeurs xy et x5, le
quotient

% _ Y20

Ar  x9— a1

A la lumiére de cette définition on peut dire que :
a)- f est croissante sur [ si

flan) = S g0 B
To — T Ax

Vo, #x9 €1 :

b)- f est décroissante sur I si

- A
To — T Az
c)- f est constante sur [ si
- A

To 136‘1 Ax



2.2. ETUDE DES VARIATIONS D’UNE FONCTION

Le passage a la limite dans le rapport % conduit & la notion de dérivabilité ( On

reviendra sur cette notion, avec plus de détails dans le chapitre 4 ). Ainsi f est

dérivable au point zg si on a lim,_,,, %ﬂ)m) est finie. Dans ce cas on écrit
x)— f(x
o) — 1 £@) =G0

T—T0 T — X

2.2.3 Fonction monotone

Définition 2.3.

a)- La fonction f définie sur un intervalle I est dite monotone sur I si elle est soit
croissante, soit décroissante, soit constante sur I.

b)- La fonction f est dite strictement monotone si la croissance (ou la décroissance)
est prise au sens strict. Pour une telle fonction, on a 1 # xo < f(x1) # f(x2).

2.2.4 Extremum d’une fonction

Définition 2.4.
Soit xy un point de I. On dit que
a)- la fonction f admet un mazimum local, f(xy), s’il existe un ouvert |xo—e, xo+€[C I
tel que
Vo €|z — €, 20 + €] f(x) < f(xo).

b)- la fonction f admet un minimum local, f(xo), s’il existe un ouvert |xg—e, xo+€e[C I
tel que
Vb €lxg — €, 20 + €[: f(z) > f(z0).

Remarque 2.5.
Soit D le domaine de définition de f et xg un point de D.
a)- On dit que f admet un mazimum absolu, f(xg), si

Ve eD: f(z) < flxo).

b)-On dit que f admet un minimum absolu, f(xq), si

Ve eD: f(x) > f(xo)

2.2.5 fonction majorée, minorée

Définition 2.6.
a) f est dite majorée sur I, s’il existe un nombre « tel que

Veel: f(x) <a.

14



2.2. ETUDE DES VARIATIONS D’UNE FONCTION

b) f est dite minorée sur I, s’il existe un nombre [ tel que

Yz el: f(z)> 8.

¢) les nombres « et B sont recpectivement appelés magjorant et minorant de f sur I.

Remarque 2.7. Le majorant et le minorant ne sont pas uniques.

2.2.6 Borne supérieure, borne inférieure et fonction bornée

Définition 2.8.
L’ensemble des majorants de f sur I admet un élément plus petit que tous les autres.
Cet élément M est appelé borne supérieure de f sur I. Il est noté par

M = sup f(x).

zel

La propriété suivante découle :

Veel: f(x) <M, ou f(z) <sup f(x).

zel

Définition 2.9.
L’ensemble des minorants de f sur I admet un élément plus grand que tous les autres.
Cet élément, m, est appelé borne inférieure de f sur I. Il est noté par m = inf.c; f(z).

La propriété suivante découle :

Ve e l: f(x) >m, ou f(x) > inf f(x).

xel
Ainsi découle la définition d’une fonction bornée.

Définition 2.10.
Une fonction f définie sur I est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
Dans ce cas :

Ve e I: inf f(x) < f(z) <sup f(x)

zel zel

Remarque 2.11.
Une fonction définie et bornée sur I n’atteint pas néccessairement ses bornes.

2.2.7 Fonction périodique

Définition 2.12.
Une fonction f, dont le domaine de définition est D est dite périodique s’il existe un
nombre T # 0, tel que

VeeD: x+T et fle+T) = f(x).
15



2.3. LIMITE ET CONTINUITE D’UNE FONCTION

Exemple 2.13. Les fonctions trigonométriques sinx, cosx sont périodiques de pé-
riode 27, c’est a dire

sin (x + 27) = sinx et cos (z + 27) = cos .
Par contre la période de la fonction tangente est 7, et on a

tan (x 4+ 7) = tan .

2.3 Limite et continuité d’une fonction

2.3.1 limite d’une fonction

Définition 2.14.
On dit qu’une fonction f admet pour limite | au point xo si la condition suivante est
vérifiée :
Ve>0, In>0Vex eD,0< |z —x0| <n =|f(x) =1 <e
. Le nombre | est unique, et on écrit :

= lim f(z)=1.

T—T0

Définition 2.15.
Soit f une fonction numérique de domaine de définition D et xg € R.
a) l est la limite de f a droite au point xy si ona :

Ve>0, In>0VeeD, 0<x—zo<n =|f(z)—1 <e
b) U est la limite de f & gauche au point xy si ona :

Ve>0, Ip>0VeeD, 0<zg—xz<n = |f(z)-1'| <e
Souvent on écrit

[= lim f(z), I'= lim f(z).

+ —
$—)Z‘0 CC—)CEO

Par ailleur, on dit f tend vers plus l'infini a droite de xg si on a
Ve>0,In>0Vz €D, 0<z—x9<n = f(x)>c
On dit f tend vers plus l'infini & gauche de x si on a
Ve>0, In>0Vz €D, 0<zg—x<n = f(x) >c
Ainsi on écrit

lim+ f(z) = +o0, lim f(z) = +oc.

Z—}ZO Z—):EO

De la méme maniére on obtient la limite vers moins l'infini, il suffit de considérer — f
pour revenir sur le premier cas. Par Contre1 Elia limite a I'infini se présente comme suit :



2.3. LIMITE ET CONTINUITE D’UNE FONCTION
Soit [ un réel, en +o00, f tend vers [ si pour tout intervalle ouvert centré en [, il
existe un réel a tel que pour tout = > a, f(z) appartient a cet intervalle. On note :
li =1
Am /(@)
En —oo, f tend vers [ si pour tout intervalle ouvert centré en [, il existe un réel a tel
que pour tout x > a, f(x) appartient a cet intervalle. On note
li =1
e, 19)
Pour une valeur infinie de x, une fonction peut aussi prendre une valeur infinie, posi-
tive ou négative. Quand x tend vers +oo, f tend vers +o00o si pour tout réel A il existe
un réel a tel que, quel que soit = > a, f(x) > A (et f tend vers —oo si f(x) < —A).
Quand x tend vers —oo, f tend vers +oo si pour tout réel A il existe un réel a tel
que, quel que soit z < a, f(z) > A (et f tend vers —oo si f(x) < —A).

En général les fonctions sont données par la somme, le produit, le quoitient ou la
composition de fonctions. Soient g : D, = R, g : D, — R et x9,, 5 € R tels que
lim, ., g = l1 et lim, ,,, g = 3. Il est facile de montrer que ag(z) + Sh(x) admet,
pour limite en xg le nombre aly + Sl;. De plus si Iy # 0, on a

g) L

im —= = —.
a—zo h(z) o
Si maintenat g une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans un intervalle J
(veut dire que les valeurs prises par g ne se situent que dans l'intervalle .J, par exemple
des valeurs positives pour la fonction carré). Si h une fonction définie sur J. Soit zg € J
(en particulier aux bornes de son ensemble de définition) et soit lim,_,,, g(z) = f. Si
lim, 5 f(y) = d alors :
lim fog(x)=d.

T—T0

2.3.2 Continuité

Définition 2.16.

Soit f: R — R une fonction numérique et xo € Dy. On dit que f est continue en
st l'une des propriétés équivalentes sutvantes est vérifiée :

a)- f admet une limite finie en xy et im,_,,, f(x) = f(zo)

b)-Ve>0, In>0, VeEDy, |[x—ao| <n=|f(x)— flzo)] <e.

Continuité a gauche et continuité a droite

Définition 2.17.
Awvec les notations précédentes, on dit que f est continue a droite (respectivement
gauche) en xy si on a : f admet une limite a droite (resp. a gauche) en xq et

lim+ f(z) = f(xg) (resp. lim f(z) = f(xg))

LL’—>JZO JJ—>£E0
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2.3. LIMITE ET CONTINUITE D’UNE FONCTION

Remarque 2.18.
Une fonction f est continue en xq ssi f est continue & droite et a gauche en ce point.

Soit f : R — R et soit I un intervalle de R. On dit que f est continue sur I si
f est définie au moins sur I et continue en tout point de I. Nous noterons C(I,R)
I’ensemble des fonctions définies et continues sur I, et toute fonction continue sur un
intervalle fermé et borné; elle atteint ses bornes.

Exemple 2.19. La fonction f(x) =logz est continue sur R*.

Prolongement par continuité

Soit f : Dy — R, 29 € Ds\D (ce qui signifie : 7y & Dy et ¥y > 0,3z € D; tel
|z — 0| < 7). La fonction f posséde une limite en x, si et seulement si il existe un
prolongement de f & Dy U {xo} continu en xy. Lorsque ce prolongement existe, il est
unique et est appelé le prolongement par continuité de f en zy. Sa valeur en x( est
lim,_,,, f(z). Si la fonction f est continue en a € Dy alors il en est de méme pour
son prolongement par continuité en z.

Exemple 2.20. La fonction f(z) = % est définie sur R*. Comme on alim,_, Siix =

1, alors f admet un prolongement par continuité g a R qui coincide avec f sur R* et
vaut 1 en 0.

Comme conséquences de la définition 2.17, on donne quelques familles de fonctions
continues.
a)- Toute fonction polyndme est continue en tout point
b)- Toute fonction rationnelle est continue en tout point de sons ensemble de défini-
tion.
¢)- les fonction sinus et cosinus sont continues en tout point.
d)- Les fonctions tangente et cotangente sont continues en tout point o elles sont
définies.
e)- Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé [a; b] alors f est bornée et
atteint ses bornes.
f)- Soit g et h deux fonctions continues en xq. Les fonctions ag + Sh, «, B € R et gh
sont continues en xg. De plus, si g(xg) # 0 alors la fonction % est continue en x.
g)- Soit g une fonction continue en zy et h une fonction continue en g(xg). La fonction
h o g est continue au point x.
k) La fonction f : Dy — R est continue au point x si et seulement si pour toute suite
(xy,) de points de Dy qui converge vers xy, la suite (f(z,)) converge vers f(zo).

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 2.21.
Soit f une fonction continue d’un intervalle [a; b] dans R. On suppose que f(a) et
f(b) sont de signes contraires. Alors il existe ¢ € [a; b] tel que f(c) = 0.

18



2.3. LIMITE ET CONTINUITE D’UNE FONCTION

Démonstration . On suppose f(a) < f(a). Soit A le sous-ensemble de |a; b] formé
des points qui ont une image positive par f, 'ensemble A n'est pas vide car il contient
au moins b, aussi il est minoré par a. Alors A posséde une borne inférieure ¢ € [a; b].
Si f(c) > 0 alors ¢ # a et il existerait o > 0 tel que pour tout x dans [c— «; ¢|, on ait
lf(x) = flo)] < @, a fortiori f(x) > @ > 0. En particulier, on aurait c —a € A,
ce qui contredirait le fait que ¢ est un minorant de A. On a donc f(c) < 0, d’ou

£(c) = 0.
Si on avait f(c), alors ¢ # b et il existerait 5 > 0 tel que Yx € [c; ¢+ ], on ait

|f(z) — f(co)] < _2(6) , a fortiori f(x) < @ < 0. Il nSy aurait donc aucun élément

de A dans ISintervalle [e; ¢+ B]. Ce qui contredit avec le fait que c soit la borne
inférieure de A. On a donc f(c) >0, d’ou f(c) = 0.

On comprendra mieux le nom de ce théoréme en le formulant ainsi :

Corollaire 2.22. Pour toute fonction f définie et continue sur un intervalle I et a
valeurs réelles, l'image f(I) est un intervalle.

On peut dire aussi, Pour toute application continue f : [a,b] — R et tout réel u
compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que
f(¢) = w. On particulier si f prend au moins une valeur négative et au moins une
valeur positive, alors f prend la valeur 0.

2.3.3 Rapport entre monotonie et inversibilité

Théoréme 2.23.
Soit f une fonction numérique définie et continue sur un intervalle I, alors :
f bijective de I sur son image < f strictement monotone sur I.

Théoréme 2.24.
Soit f une fonction numérique réelle définie sur un intervalle I et strictement mono-
tone, alors g = f~1 est définie et continue sur f(I).

Synthése

Soit f une fonction définie, continue, strictement monotone sur un intervalle I,
alors f est bijective et sa bijection réciproque g est définie, continue, strictement mo-
notone sur f(I), de méme sens que f.

Pour montrer ce résultat, on suppose f est strivtement croissante sur I. Alors,
I'image J de I par f est un intervalle déaprés ce qui précéde. De plus, comme f
est strictement croissante, elle est forcément injective et donc bijective. On peut alors
considérer 1Sapplication réciproque f~* de J dans I. L’application f~! est strictement
croissante. En effet, si y; et y, sont dans J, avec y; < w9, et si x1 et x5 sont les
antécédants respectifs de y; et yo par f, alors on ne peut avoir x; > x5 car f est
croissante. On a donc f~(y1) = z1 < x5 = f~1(y2). 1l reste & prouver la continuité

de L.
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2.4. INVERSION DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES.

Soit y dans .J, x € I son image par f~! et considérons une suite ¥, de J qui converge
vers y, ainsi que x,, la suite de terme généeral f~1(y,). Soit € > 0, si x — e & I, alors
ce réel minore [ et on a x,, > x — € pour tout n. Sinon, comme f est strictement
croissante, on a f(x + €) > y, de plus la suite de terme général y, tend vers y, on
a, pour n assez grand, f(r —€) < y,, ce qui, en appliquant la fonction f~! qui est
strictement croissante, nous donne z, > x — €. Cette derniére inégalitée est donc
toujours vérifiée pour n assez grand. d’une maniére analogue, on a, pour n assez
grand, x, < x — €. Ainsi, pour n assez grand, on a ¢ — € < z,, < x + €. Cela prouve
que la suite de terme général z,, = f~'(y,) converge vers x = f~!(y). On en déduit
la continuité de f~1.

2.4 Inversion des fonctions trigonométriques.

Les fonctions trigonométriques fondamentales sinus, cosinus, tangente, cotangente
sont périodiques et continues sur leurs ensemble de définition. Il va de soi que pour
inverser ces fonctions il sera nécessaire de considérer leurs restrictions a un intervalle
ou elles sont monotones.

1) La testricition de la fonction sinus & l'intervalle I = [—%, 7] est continue,
strictement croissante, telle que sin(/) = [—1, 1]. Elle admet donc une bijection
réciproque, notée Arcsinus définie sur [—1, 1], d’iamge I, donnée par :

T
Vo e [-1, 1],y = arcsinz & y € [—5, 5] et siny = .
Cette fonction est continue, strictement croissante sur [—1, 1] et impaire.

2) La restriction de la fonction cosinus a lintervalle J = [0, 7] est continue,
strictement décroissante, telle que cos(J) = [—1, 1]. Elle admet donc une bijection
réciproque, notée Arcosinus, définie sur [—1, 1], d’image J donnée par :

Vo e [-1, 1],y = arccosx < y € [0, 7] et cosy = x.
Cette fonction est continue, strictement décroissante sur [—1, 1].

3) La restricition de la fonction tangente a lintervalle I =] — T, Z[ est continue,

, 2 9
strictement croissante telle que tan(/) = R. Elle admet donc une bijection réciproque,
notée Arctangente, définie sur R d’image I, donnée par

T T
Vr € R,y =arctanz < y €] — > 5[ et tany = .

Cette fonction est continue, strictement croissante, sur R et impaire.
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2.5. FONCTIONS HYPERBOLIQUES

2.5 Fonctions hyperboliques

La fonction x — e” est définie sur R et n’est ni paire ni impaire. Par conséquent
la fonction exponentielle s’écrit, de fagon non triviale, comme somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire a I'aide de la décomposition

I ez—i—e_’”Jrem—e_”:
e =
2 2

D’ou la définition suivante :

Définition 2.25.
On appelle fonction sinus hyperbolique, noté sinh, et fonction cosinus hyperbolique
cosh, les fonctions définies sur R par les relations :

. et —e " et +e”
sinhz = — et coshx = —

2.6 Exercices et solutions

Exercice 2.26. Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes :

f() 2?4+ 3x+2 () | 2?4+ 3x+2
)= ——"—— z)=log ————
x2+3x—4’g g:}c2+3x—4
Exercice 2.27. Calcuier les limites suivantes
o2 =2z4+1 1 _
lim ———— lim— et lim xcosz.
z—1 r—1 t—0 t =2

Exercice 2.28. Soit n € Z, montrer que la fonction partie entiere E est continue a
droite en n, mais pas a gauche en n.

Exercice 2.29. Montrer que si f est une fonction paire ou impaire qui est continue
en un point xqy, alors f est aussi continue au point —xg.

Exercice 2.30. Montrer que si f est une fonction T-périodique continue en un point
xo, alors pour tout entier relatif n, [ est également continue en xo + nT.

Exercice 2.31. Montrer que fonction partie fractionnaire {z} x — [z] est continue en
tout point de R\Z et continue & droite en tout point de R.

Exercice 2.32. Vérifier que
Vz € R : cosh? z — sinh? = 1.

Exercice 2.33. Etudier la fonction

2x
+ 22

f(x) = arcsin .
21



2.6. EXERCICES ET SOLUTIONS
Solutions

Exercice2.26.
Comme toute fonction rationnelle, f est définie sur R privé des poles de cette fonction.
Or 22+ 3z —4 = (r—1)(z+4), 1 et —4 ne sont pas racines du numérateur, d’oil
I'on déduit Dy =R — {—4,1}.
g apparait comme la composée de la fonction log et de la fonction f précédente. On
a donc

re€Dy s xeDyret f(c) €Dy & x € R—{—-4,1} etf(z) > 0.

Cherchons donc le signe de f. Or f(z) = %. D’ou et par conséquent

x |]—o0 —4[|]—4 —2[|]—-2 =1[|]=11[|]1 + o0

x+1 — — — + +

T+ 2 — — + + +

x—1 — — — — +

r+4 — + + + +

f(z) + - + - +
D,=|—o00 —4U] -2 —1[U]l + o0].

Exercice2.27.

22 1 —1)2
lim ol im =17 = lim(zx — 1) = 0.
x—1 x—1 z—1 x—1 x—1
1
lim — = —o0, lim — = +o0 et lim xcosz = 0.
=0~ T z—0t T z—Z

2

Exercice2.28.
E :R — Z. pour z € Ril existe n € Z unique tel que n < x < x+1 et ainsi E(x) = n.
On peut considérer + = n + € avec 0 < € < 1. Ainsi lim, ,,+ = lim.,0 E(n +¢) =
lim.,o £(n) = n. Donc E est continue a droite de n.
Ensuite pour lim, ,,- F(z), on peut considérer x = n — € avec toujours 0 < € < 1, et
onan—1<n—e=uxz<n.Alors lim,_,,- E(z) =lim._,g+(n—1) =n—1#n = E(n).
E n’est pas continue a gauche de n.

Exercice2.29.
Soit f une fonction numérique continue en xy. Si f est paire ou impaire alors f(z) =

+f(—x).
lim f(z)= lim f(x)==+ lim f(—2z)== lim f(z)==£f(z) = f(—x).

T——X0 —T—xQ —T—T0 T—T0
Alors si f est continue en g, alors f est continue en —z¢ lorsque —xg est dans def(f).
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2.6. EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice2.30.
f une fonction T-périodique veut dire f(x+7) = f(x). f est continue en xy, montrons
que f est également continue en xy + nT.

lim f(z)= lim f(x—nT)= lim f(z)= f(xo) = f(xo+nT).

z—xo+nT x—xo+nT T—x0

Autre méthode

lim f(z) = f(xo) © Ve > 0,30 > 0 tq |z —x0| <0 = |f(x) — f(xo)] <e.

T—T0

Alors
Ve> 0,30 >0tq |z +nT — (xg+nT)| <d=|f(x+nT)— f(xg+nT)| <e
Ainsi
Ve>0,30 >0tq |z — (zo+nT)| <d=|f(z) = flxo+nT)| <e.

d'ou lim f(z) = f(zo +nT).
x—xo+nT
Exercice2.31.

Pour z € R on a m(x) = x — E(z). Si x € R\Z, il existe n € Z unique tel que n
legr <n +1 et alors

lim m(x) = lim (x — E(z)) = lim  — lim E(z) = o — n = m(xo)

T—T0 T—T0 T—T0 T—T0
donc m est continue en tout point de z € R\Z.
En particulier m est continue a droite en tout point de z € R\Z, il reste & montrer
que m est continue a droite en tout point de Z,la chose qu’on a démontré dans I’exer-
cice 2.28 : lim, ,,+ E(z) = E(n) = n et alors lim,_,,+m(z) = lim, ,,+ (z — E(x)) =
n —lim, ,,+1 E(x) =n —n =0 =m(n). Ainsi m est continue & droite de tout point
de R.

Exercice2.32.
On a coshz = “Ef— et sinhz =

ef—e” T

2

N ' ) e + e T 2 et — e 2
cosh* x — sinh“z = _ - —
2 2

62;t + e—2x + 2 e?m + €—2$ -9
4 4

= ;=1L

alors

Exercice2.33.

f(z) = arcsin (1_2&2) est définie en tout point z tel que —1 < 225 < 1 (et dérivable en

tout point vérifiant les inégalité stricte), g% 1_2&2 <lew<lt+r?e (z-1)7°>0




2.6. EXERCICES ET SOLUTIONS

et de méme 1_2:;2 >-le (z+ 1)2 > 0. Le domaine de définition de f est donc R.
Puisque 2 parcourt R il est posible de poser = tanu, u parcourt I'intervalle | — 7 7.

Ce choix de u permet d’écrire u = arctan z. On a alors

2 2t
f(z) = arcsin ( 1 J:E ) = arcsin <ﬂ> = arcsin (sin 2u) .

22 1+ tan?u

Il convient maintenant de distinguer plusieurs cas suivant les valeurs de u, c’est a dire
de x.

cas 1. si u € [ 7] alors 2u € [—F 7] et arcsin (sin2u) = 2u. Soit si x € [~1 1],
arcsin (13_“;2) = 2arctan .

cas 2. Siu € [§ 7], 2u € [§ ] et 'angle compris entre —5 et T qui a méme sinus que
2u est m—2u, ie. arcsin 2u = 7m—2u. Soit, si x € [1 +o00], arcsin ( 2 ) = m—2arctan x.

1422
cas 3. Siu € [-m — 7], alors 2u € [~7 7] et dans ce cas on trouve arcsin (2u) =
—m — 2u. Soit, si x €] — oo — 1], arcsin (Zli”;ﬂ) = — 2arctan z.
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Chapitre 3

ETUDES DES SUITES
NUMERIQUES

3.1 Introduction

3.2 Suites numériques

Définition 3.1.
Soit X un ensemble quelconque, on appelle suite d’éléments de X toute application u
d’une partie A de N dans X.

Une suite numérique est une application u de N dans R, pour n € N on lui associé
u, € R. Soient u,, et v, deux suites numériques, alors w, = au, + fv,,a, 3 € R est
une suite numeérique. Si de plus pour tout n € N; v,, # 0. Le rapport Z—Z est aussi une
suite numeérique.

Définition 3.2.
Soit u, une suite numériques ;
1) On dit que u,, est majorée ( resp. minorée ) s’il existe un nombre M ( resp. m )

tel que :
VneN, u, <M, (resp. V/n € N, u, > M)

et on dit alors que M ( resp. m) est un majorant (resp. un minorant ) de cette suite.
2) Une suite a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Définition 3.3.
On dit que u, est une suite croissante ( resp. décroissante ) si l'on a

Vn €N, u,r1 <uy, (resp. Vn € N; uppg < uy)
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3.3. CONVERGENCE ET DIVERGENCE D’UNE SUITE NUMERIQUE
3.3 Convergence et divergence d’une suite numérique

3.3.1 Définitions

Définition 3.4.
On dit que u, est convergente s’il vérifie la condition suivante

A eR, Ve>0, Ing €N, VYn>mng; |u, — 1| <e

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. Le nombre [ dont la dé-
finition précédente (3.4) affirme que 'existence est unique. On Pappelle limite de la
suite u,, et on écrit

= lim wu,.
n—-4o00

Exemple 3.5.

On cite par exemple

a)- u, = = alors lim w, = 0.
n——+o0o

b)- u, = &2 alors lim u, = 0.

n n—-+oo
Plus généralement, on a ’équivalence forte utile :

lim u,=0<« lim |u,|=0.
n—+oo n—+oo

Proposition 3.6.

Toute suite numérique convergente est bornée.

Démonstration . Soit u,, une suite numérique convergente et | sa limite. On a alors :
pour € = 1, Ing € N, Vn > ng, |u, — 1| < 1lie l—1 < u, <+ 1. Posons
M = max {ug,uy, ++ ,Upy—1,l + 1} et m = min{ug, uy, - ,Up,—1,l — 1}. On a bien :
VneN, m<wu, <M, ce qui achéve la démonstration.

Définition 3.7.

Soit u, une suite numeérique et soit p : N — N une application strictement croissante.
La suite vy, définie par v, = uy,) est appelée suite extraite de la suite initiale.

v, n'est finalement rien d’autre que la composée u o .

Remarque 3.8.
Si la suite u, est convergente, toute suite extraite de la suite u, est convergente de
méme limite.

3.3.2 Opérations élémentaires sur les suite convergntes

Soient u,, et v, deux suites convergentes de limites respectives l; et l5. Alors u,+v,
est convergente, de limite [y + [, u, — v, est convergente, de limite [ — lo, u,v, est
convergente de limite [yl5. De plus si lo # 0 et la suite 2—: est définie a partir d'un
certain rang ng et convergente, de limite % SiVn € Nyu,, <w, alors [; <.

Si on suppose l; = 0 et v, une suite bornée. Alors u,v, est convergente de limite 0.
Soit A € R, alors la suite Au,, est converg%lte de limite A\u,,.



3.4. QUELQUES CRITERES DE CONVERGENCE
3.4 Quelques critéres de convergence

Critére de Cesaro
Soit v, une suite numérique, posons VYn € N* u,, = “t2tdn - Alors
v, est convergente = u,, est convergente.

D’autres critéres classiques sont donnés dans la liste suivantes :

a)- Soit u, une suite bornée et v,, une suite convergente de limite nulle, alors u,v,
est convergente de limite nulle.

b)- Soient u,, et v, deux suites numériques a termes positifs telles que, a partir
d’un certain rang, on ait u, < v,. Alors si v, est convergente on a de méme pour u,.

¢)- Soient u,,, v, et w, trois suites numériques telles que a partir d’un certain rang,
on ait u, < v, < w,. Alors si u, et w, sont convergentes de méme limite [/, la suite
v, est convergente de limite [.

3.5 Le cas des suites monotones

3.5.1 Théoréme de convergence monotone

Théoréme 3.9.

Soit u, une suite numérique.

a)- Si u, est croissante, alors u, est convergente si et seulement si elle est majorée.
b)- Siu, est décroissante, alors u, est convergente si et seulement si elle est minorée.
¢)- Si uy, croissante non majorée (resp. décroissante non minorée ) alors

limy, o0 Uy, = 400 ( resp. lim, o u, = —00.)

Définition 3.10.
On dit que deuz suites u, et v, sont adjacentes si elles vérifient les trois conditions
suivantes :
a)- u, est une suite croissante.
b)- v, est décroissante.
¢)- lim (v, — u,) = 0.
n—oo

Remarque 3.11. Soient u,, et v, deux suites adjacentes, ces deur suites sont conver-
gentes et admettent la méme limite.

3.5.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 3.12. De toute suite bornée on peut extraire une suite convergente.
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3.6. SUITES DE CAUCHY

3.6 Suites de Cauchy

Définition 3.13.
Soit u, une suite numérique. On dit que wu, est une suite de Cauchy si l'on a :

Ve > 0,3ng,Vp,q € N,p > ng, ¢ > ng = |u, — uy| < e

Remarque 3.14.
Toute suite numérique convergente est une suite de Cauchy. Et toute suite de Cauchy
est convergente.

3.7 Exemple fondamental : suites géométriques

Soit ¢ € R et considérons la suite u, de terme général u,, = ¢". Une telle suite
est définie sur N ( sauf pour ¢ = 0 ou elle n’est définie que sur N* ) est appelée suite
géométrique de raison q.

Théoréme 3.15.

Soit la suite géométrique u, = q" alors on a

a)-lgl <1=lim,,10q¢" =0

b)-q>1=lim, 1 q¢" =+

c)- ¢ < —1= la suite q" est divergente de second espéce.
d)- ¢ =1 = la suite est constante égale 1

3.8 Etude des suites de la forme wu,.; = f(u,)

On se donne le premier terme uy et une relation permettant de calculer u, 1 en
fonction de u,, pour tout entier naturel n.
Une suite réccurente simple u, 1 = f(u,) est parfaitement définie ssi, pour tout entier
n; u, € def(f). Il peut se faire que cela dépend de la valeur donnée au premier terme
Ug.

Exemple 3.16. La suite définie par ug = 1, u,i1 = /1 + u, est bien définie.

Si une suite u,, définie par u,1 = f(u,) converge vers [ situé dans le def(f) et si
f est continue au point [, alors nécessairement [ vérifie 'égalité [ = f(I). On dit que
[ est un point fixe de f. En conséquence il faudra faire une recherche de I’ensemble
des points fixes de f et pour cela étudier la fonction z — f(z) — .

3.8.1 Le cas f croissante

En particulier si f est croissante, on a la proposition suivante
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3.9. EXERCICES ET SOLUTIONS

Proposition 3.17.

Soit u, une suite définie par la relation de récurrence u,y1 = f(uy,). Si f est crois-
sante, alors la suite u, est monotone. Plus précisément

a)- Siug > uq, la suite u, est croissante.

b)- Siug > uy, la suite u, est décroissante.

Et donc dans le cas (a) la suite u, converge ssi elle est majorée, sinon elle tend
vers +00. De méme, dans le cas (b) la suite u,, converge ssi elle est minorée, sinon elle
tend vers —oo.

Exemple 3.18. Soit la suite numérique définie par uy = 1,u,11 = /1 +u2. La
fonction correspondante est ici f(x) = 1+ x2, son domaine de définition est R et
la suite est donc bien définie. Il est d’autre part quasi-evident que tous les termes uy,
sont strictement positifs. Le sens de variation de [ sur R, est donc suffisant. f etant
manifestement croissante sur Ry nous pouvons en conclure que u, est monotone.
Comme uy = /2 > ug la suite est croissante. Si la suite u, converge, sa limite | doit
vérifier | = /1 + (2. Or Uéquation 1> = 1+ 1 n’a pas de solutions dand R, et ainsi

u, ne converge pas. Comme elle est croissante, nous en déduisons que lim = +oo0.
n—-+0o

3.9 Exercices et solutions

Exercice 3.19. Quelle est la nature des suites suivantes :

1 1 1
U, =Vn+1—+/n, Un = o= o U, = n’ etun:log;;—:_l

Exercice 3.20. En utlisant la définition, montrer que

—1)n o + 1
TR S T PO e
n—oco N n—oo M 4+ 1

Exercice 3.21. Considérons la suite u, définie sur N* par

L, ]
n n+1 2n

Montrer que u,, est décroissante et conclure.

Exercice 3.22. Montrer que les suites u, et v, sont adjacentes dans les deux cas
suivant :
Dup =145+ -+ 5, Uy =1+ 5

__ Un+tv _
2) Upy1 = "5 Vg1 = \fUns10n, Y0 €N et uy < vp.

Exercice 3.23. Montrer que la suite

LTI
u?’L: — —_ o« 0. —
2 3 n

n’est pas de Cauchy. 29



3.9. EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 3.24. Vérifier ’égalité ﬁ =L —

1
— x”
En déduire une expression simple de u,, = % + 3—i2 +- 4+
lorsque n tend vers +o0.

Appliquer-la ¢ v = 2,3,
—n(nlq) et trouver sa lzmzte

Exercice 3.25. Retrouver vous-méme, ou a défaut relisez dans un livre de terminale,
quelle est la limite lorsque n tend vers +00 de u, =1 +a+a?>+---+a",a € R.

Exercice 3.26. Soit up = 1 et d’une maniére générale, u,r1 = /u2 + 2% En ad-
ditionnant membre a membre une tour d’égalité, exprimer U721+1 en fonction de n.

Déduire ensuite lim,,_, o u, grice a 'exercice précédent.
+

Exercice 3.27. Montrer que
1) Toute suite de Cauchy est bornée.
2) Toute suite de Cauchy est convergente.

Solutions

Exercice 3.19.
U,y = \/n +1—y/n= \/Z%:/ﬁ = \/r?h\/ﬁ' Alors lim,, , o, = 0 et u,, est convergente.

_ 1 _ ntl-n __ 1 : _
Uy = n T = n(ndD) = e et alors lim,, , . = 0 et u, est convergente.
Up = n?, limy,_, o u, = +o0o alors u, est divergente.
U, = In ";fl d’ou lim,,, 1o u, = —00, alors u,, est divergente.

Exercice 3.20.
(

Posons u,, = %)n Soit € > 0. Si |u,, — 0] < € alors = < € donc n > e. Alors il suffit
de prendre ng = [¢] I'inégalité de la définition est satisfaite.
_ 2n+1
Posons u, = S5,
2n+1 2n+1—-2n -2 1
jun — 2| = | -2/ = | =
n+1 n+1 n+1

et —5 < eveut dire n+1 > e et n > e— 1. Il suffit de prendre ng = E(e — 1) + 1
pour que I'inégalité sera satisfaite.

Exercice 3.21.
On a u, = 1+%+-~~+%et u, sera une suite de Cauchy si on a

Ve > 0,3ng € N,Vp,q € N,p > ng,q > ng tq. |u, —uy| <e.

Pour p=2netg=nona
1 1 n 1

|Up_uq|:|—+?Jr colzlg =5

D’ou Dexistence de € = % pour qui la définition n’est pas valable. Alors u,, n’est pas
de Cauchy.
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Exercice 3.22.
a)-Onau, = 1+ R L.+ 1L = et Up = U+ Il est clair que la suite u,, est crmssante
(Unt1 est obtenue en aJoutant i +1)' A Uy, ) et que hmn—>+oo (v — un) = lim,, o = =0

car 0 < -5 < . De plus on a v,41 — v, = (n+1)! + (n+1)! — 71! = (n+1), < 0. Par consé-
quent la su1te v, est décroissante, donc les suites u,, et v, sont adjacentes

b)- On a Uy = “”'2“’", Unt1 = /Unt1Un avec ug < vg. Effectuons I'hypotheése de
récurrence 0 < u, < v,. Alors u,,; est la moyenne arithmétique de u, et v,, par
conséquent u, < Up+1 < v,. De méme v, est la moyenne géométrique de 1,1
et v,, donc up11 < Vpye1 < u,. De ’hypothése u, < v, nous avons donc déduit :
Up < Upr1 < Vpy1 < Uy, ceci prouve que la suite wu, est strictement croissante et que
la suite v, est strictement décroissante. De plus ug < u, < v, < vy. Ces suites sont
donc bornées et par conséquent convergentes. Notons [ la limite de la suite wu, et I’
celle de la suite v,,. De la relation wu,; = “”“’" , on déduit que [ = l+l ie.l=1. Ces
deux suites sont donc adjacentes.

Exercice 3 23.
Comme Up = Ly L. —i—%alors pour n > 0 on a

ntl
1 1 1 3n + 2
Uit = = Y i T Tn@nt )@t "
Donc u, est strictement décroissante. Cette suite étant manifestement minorée par 0,

on en déduit quelle est convergente.

Exercice 3.24.
On a n(nl—l) = % + ﬁ Alors

! + ! + ! 1+1 + 1+1 +F 1+ !
un: RIS = _— _—— —_ _ _ e
2x1 3x2 n(n—1) 2 32 n n—1

et alors lim,, . u, = 1.

Exercice 3.25.
Comme u, = 1+a+ ---+ a” alors au, — u, = a + a® + a* + -+ a™ +a"t — u,,
d’ou au, — u, = a"" — 1 et alors pour a # 1 on a u, = 1—a” A1ns1
a=0,u, =1alors lim, ., cu, =1

-
. _gntl .
la| < 1, lim, 4 llafa = ﬁ et alors lim,, o u, =

la| > 1, lim,, oo u,, = +00.

1
l—a

Exercice 3.26.

_ _ 2 1 2 2 1 : :
On a uy =1 et u,1y = /u2 + 5 alors u; | —u; = 5. Ainsi

1 1
d’ou ] ]
(uf—ug)+(u§—u§)+---+§zfi+1—ui):1+§+~-+2—n.
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Alors u2,, —up = 1_12_% =2—-2"etui,, =3—2"et donc upy1 = V327",
2

enfin lim,, , o u, = V3.

Exercice 3.27.

Soit wu, une suite de Cauchy et choisissant par exemple ¢ = 1. Il existe donc un
rang ng tel que Vp,q € N;p > ng,q > ny = |u, — u,| < 1. En particulier cette
inégalité est vraie pour tout p > ng et ¢ = ng. On donc Vp > ng, |u, — u,,| < 1, ie.
Up, — 1 < up < up, + 1. La suite u, est donc bornée, puisque minorée par u,, — 1 et
majorée par u,, + 1. Il en est de méme pour la suite u,, les premiers termes peuvent
influer sur les bornes supérieure et inférieure, mais pas sur le caractére borné de la
suite, d’ou le résultat désiré.
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Chapitre 4
FONCTIONS DERIVABLES

4.1 Introduction

Aprés les notions de fonction, de limite et de continuité, on s’intéresse maintenant
a la dérivabilté d’une fonction.

Définition 4.1.
On dit que la fonction f: R — R est dérivable au point a € R, si le rapport

f(z) = f(a)

Tr—a

admet une limite finie lorsque x tend vers a. Cette limite s’appelle alors la dérivée de
f en a et se note traditionnellement f'(a).

Proposition 4.2.

Si une fonction [ définie sur un voisinage de a est dérivable en ce point. La représen-
tation graphique de f, dans un repére quelconque admet au point A de coordonnées
(a, f(a)) une tangente dont la pente est égale o f'(a). Cette droite a donc pour équa-
tion dans le repére considéré

y = fla) = f'(a)(z —a)

Nous allons maintenant donner quelques généralisations simple de ces définitions
afin de s’adapter aux diverse situations géométriques.

Définition 4.3.

Soit f:V — R ou V est un voisinage a droite ( resp. a gauche ) du point a. Si le
rapport F@=1@) g dmet une limite a droite ( resp. a gauche ) en a. Nous noterons

r—a

dans ce cas :

L f(rv)—f(a)(
fila) = tim H 1Y

z—at Tr—a
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4.2. PROPRIETES DE LA DERIVATION

Ces notions de gauche et de droite sont extrémement importantes pour étudier
des fonction f qui que ne sont pas définies que d’un c6té d’un point a, ou bien dans le
cas ou f(z) est définie par des formules différentes selon que z se trouve a gauche ou a
droite d’un certain point a. On parle alors de demi-tangente a droite ou a gauche pour
la représentation graphique de la fonction considérée. Le cas ou il existe une dérivée
a droite et une dérivée a gauche différentes en un point correspond géométriquement
a ce que I'on appelle un point anguleux sur la représentation graphique de f.

Proposition 4.4.
Soit f:V — R ouV est un voisinage de a € R. On a ’équivalence suivante :
f dérivable en a < [ est dérivable a gauche et a droite en a et

f'(a) = fala) = fala).

4.2 Propriétés de la dérivation

Théoréme 4.5.
Soit f:V — R oV est un voisinage de a € R. Si f est dérivable au point a, alors
f est continue en ce point.

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V' de a, a valeurs dans R.
On suppose que f et g sont dérivables en a alors :
a)- f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
b)- Pour tout A réel, Af est dérivable en a et (Af)'(a) = Af'(a).
¢)- fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
d)- Si g(a) # 0, on peut trouver un sous voisinage W de V sur lequel g ne s’annule
jamais et alors g : W — R est dérivable en a et

(i)’ (a) = f'la)g(a) — fla)g'(a)

En particulier

Dérivation des fonctions composées

Soit f:V — R ou V est un voisinage de a € R. Soit g : W — R ou W est un
voisinagae de f(a). On suppose en outre que f(V) C W pour que la composée g o f
ait un sens sur V. Alors dans le décor ci-dessus, si f est dérivable en a et g dérivable
en f(a), la compsée g o f est dérivable en a et

(9o f) (a) =g (f(a)) f'(a).
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Dérivation d’une fonction réciproque

Théoréme 4.6. Si f est une bijection et dérivable en a et si f'(a) # 0, alors la
fonction réciproque est dérivable en a et on a :

! ou
f'(a)

(S (f(a) =

ot b= f(a).
Démonstration . On a

F ) = ) <f_y .y ) _ (f <ff—11<(y>> - f(a))_l.

y—b Hy) —a “y)—a
Comme [~ est continue en b, alors lim,_, f~'(y) = f~1(b) = a. D’ou
- fUT ) — fla) o f(2) = fla)
o ) —a e z-a

On sait que f'(a) # 0 ; alors

fHy) — f71(b) 1

lim =

y—b y—b f'(a)

Ainsi =1 est dérivable en b et on a

1
) = ———r.
YO = o
Exemple 4.7. La fonction arcsin est dlerivable sur | — 1 1[; elle est la fonction
réciproque de la fonction sin de [—1 1] dans [-5 F]. On a
1 1

s ! _ f— .
arcsin (l’) = sin’ (arcsin :l:) CcoS (arcsin)

Mais cos? (arcsin) = 1 — sin? (arcsin) = 1 — 2. Enfin on obtient

1
V1—a22

arcsin’(z) =

4.2.1 Fonctions de classe C;

Définition 4.8.

Soit I un intervalle, on dit qu’une fonction f : I — R est de classe C* si on a
a)- f est dérivable sur I

b)- f" est continue sur I.
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Dérivation et ordre

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
a)- Si f est constante sur [ alors f' = 0.

b)- Si f est croissante sur [ alors f' > 0.

c¢)- Si f est décroissante sur [ alors ' < 0.

Formule de Leibniz

Une fonction f admet une dérivée d’ordre n (qu’on peut écrire f™ ) si elle est
dérivable n fois et on écrit

) = (f(n—l))’.

Soient u et v deux fonctions définies sur un intervalle I de R et n un entier naturel
quelconque. Si u et v sont n dérivables en un point a de I, le produit uv ’est également

et 'on a :

avec |

4.3 Propriétés globales

4.3.1 Théoréme de Rolle

Lemme 4.9.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I non vide. Si f passe par un
extremum en un point ¢ de I, alors f'(c) = 0.

Démonstration . On suppose que c est un mazimum local. Alors pour T au vomsznage
de ¢ on a f(x) < f(c); comme f est dérivable alors lim, .- ( f(c = f'lc) e

lim, .+ % = f'(¢). Mais on a lim,_,.- W <0 et limxﬁc+ (xiff(c > 0.

Dot 0 < f'(c) <0, et enfin f'(¢) = 0. De la méme maniére, on obtient le méme
résultat si c est un minimum local.

Théoréme 4.10. (Théoréme de Rolle)

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] avec a # b. Nous supposons vérifiées
les hypothése suivantes :

a)- f est continue sur [a, O]

b)- f est dérivable sur |a, b

o) Tla) = F(b).

Alors il existe au moins un point ¢ de la, b[ tel que f'(c) = 0.
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Démonstration . La continuité de la fonction f sur lintervalle |a; b] implique que
f est bornée et atteint ses bornes, autrement dit, il existe m < M € |a; b] tels que
Vo € [a; b], on m < f(x) < M. D’pares le lemme précédent il existe ¢ dans [a; b] tel
que f'(¢) = 0.

lére généralisation

Soit f une fonction continue sur [a, 4oo[ dérivable sur Ja, +oo[ vérifiant de plus
f(a) =lim, o f(z). Alors il existe au moins un point ¢ de Ja, o0 tel que f'(¢) = 0.
2 éme généralisation

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Si f s’annule en n

points distincts de [a, b], n > 2, alors f s’annule en au moins n — 1 points distincts
de ]a, b[.

4.3.2 Théoréme des accroissements finis et formule de Taylor

Théoréme 4.11.

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; b] avec a # b. Nous supposons vérifiées
les hypotheéses suivantes : f est continue sur a, b] et f dérivable sur ]a, bl. Alors il
existe au moins un point ¢ de |a, b tel que

f(b) = f(a) = (a=0)f'(c).

Démonstration . On a f continue sur [a; b], dérivable sur ]a; bl. On considére g la
fonction, définie aussi sur |a; b], pour tout x € [a; b,

b) —
o(@) = F@) — f(a) - LDz g
g est donc aussi continue sur [a; b] et dérivable sur la; b[ et ¢'(x) = f'(z) — W

De plus, on a g(a) = 0 et g(b) = 0. On peut donc appliquer le théoréeme de Rolle a
la fonction g, ce qui permet de déduire ['existence d’un éléement c de |a; b] tel que
g'(c) =0 et alors f'(c) = —f(bl)):i:(a).

Généralisation

Soient f et g deux fonctions vérifiant les hypothéses du Théoréme 4.11 sur 'intervalle
la, b]. Alors si Vx €]a, b[,¢'(z) # 0, il existe ¢ €]a, b] tel que
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Application
Montrons que
1 1
Ve >0, —— <log(x+1) —logx < —.
x+1 8l ) & x

Il est possible de démontrer ce résultat en étudiant les deux fonctions u et v définies par
u(z) = log(z+1)—logz—1 et v(x) = log(z+1)—log x— —15. Mais ceci est relativement
long et particulierement inélégant. Comme la fonction log est indifinement dérivable

et continue sur |0, +00], les hypothéses du Théoréme 4.11 sont vérifiées sur Uintervalle
[z,  + 1] et donc

1
Jde €]z, v+ 1], log(z +1) —logz = (x + 1 — z)(log)'(c) = -
c

mais —~ < < = ce qui acheéve la preuve.

La régle de ’Hopital

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage I de a. On suppose que
f et g sont continues sur I\ {a}. On suppose en outre que f(a) = g(a) = 0 et que
Ve € I\ {a}, ¢ (x) # 0. Alors

) S
Mg T e "

4.3.3 Formules de Taylor

Soit f une fonction définie sur [a, b], a # b, et n un entier naturel quelconque.
f est dite de classe C" sur [a, b] si elle est n fois dérivable et sa dérivée n-iéme est
continue.

Théoréme 4.12. On suppose que [ vérifie les hypothéses suivantes :
1) f est de classe C" sur [a, b].

2) f*Y) existe sur |a, b].

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

g0y = > L () + O L gioen

La quantité (b( - H,lf (1) (c) est appelée le reste de Lagrange. Comme pour la

formule des accrmssements finis, il est d’usage de poser b = a + h et ainsi ¢ €|a, b
permet d’écrire ¢ = a+ 6h avec 0 < 6 < 1. Par conséquent, le décor restant inchangé,
Ainsi on obtient la formule de Taylor-Mac Laurin :

prtl
30 €)0, 1], fla+h) = Z k' f(’“ (n+1) —— "V (a + 0h)



4.4. DERIVATIONS DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES ET HYPERBOLIQUES

Si f est de classe C" sur [0, x] on aura la formule de Mac Laurin suivante

n+

o ),

30 <o, 1], Z o f(’“

Ce résultat découle de la formule de Taylor-Mac Laurin ; en prenant a = 0 et h = .

4.4 Dérivations des fonctions trigonométriques et hy-
perboliques

La fonction sin est dérivable, et sa dérivée est la fonction cos. La fonction cos est
dérivable et sa dérivée est 1Sopposé de la fonction sin. La fonction tan est dérivable
1a ou elle est définie et sa dérivée est la fonction 1 + tan?.

—x

On rappelle que les fonctions sinh et cosh sont données par sinhz = £=¢= et

2
e’+e "
2

. . —r\/ —
T, ainsi (e7*) = —e *. Alors on montre

/
coshz = . Comme on a (e*) = e
facilement que

sinh’(z) = cosh et cosh’ z = sinh z.

La fonction tangente hyperbolique tanh est définie par tanh = % Alors

cosh? z — sinh? z
tanh’ x = 2 =1—tanhz.
cosh” z

) ) ) 6:1:_1_673: 2 et — g% 2
cosh” x — sinh® z = —5 ) 75— =1

Alors on aura aussi

Mais on a

1
cosh? z

tanh’ x =

Par ailleurs de la méme maniére on calcule la dérivée de la fonction cotangente hy-

: . : 4 _ 1 __ coshz
perbolique coth; qui donnée par cothr = —— = 292

sinh? z — cosh? x 1
coth’'z = — —1—coth’zx = —— 5
sinh” x sinh” x

4.5 Exercices et solutions

Exercices
f(@)—f(z0)

, calculer les dérivées en
T—T0

Exercice 4.13. En utilisant la notion de rapport
a € R, si elles existent des fonctions suivantes
1) f(x) = X constante
2) f(x) =
39
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3) f(x) = a?
4) f(x) = a"
5) fz) = 3.

Exercice 4.14. On suppose que f:V — R, ou V' est un voisinage de a est telle que
Ve €V, f(x) > f(a). Montrer que si f est dérivable au point a alors f'(a) = 0.

Exercice 4.15. Donner le domaine de définition des fonctions suivantes ainsi que
l’ensemble des points ou celles-ci sont dérivables. Calculer enfin les dérivées corres-
pondantes.

1) f(z )—:carcsmx—i-\/l — a?

2) f(z) = arccos Ly

( ) 2n+1
3) f(x) = arcsin 3%
4) f(z) =zlogr —x
5) f(ZL') - (1+112) —Hc'

zf(zo)—wof(x)
vf(@)-af()

r—a

Exercice 4.16. 1) Soit f une fonction dérivable sur R au point xq. Calculer lim,_,,,

2) Soit a € RY, trouver la dérivée de la fonction f(x) = v/x au point a et lim,_,,

Exercice 4.17. Considérons la fonction [ définie sur R
2

2?sin L | six#0,
f(x)'{O, stz =0.

1) Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2) Montrer que f' n’est pas continue en 0.

Exercice 4.18. Soit f : R — R définie par
sing st x # 0,
f(z) = { 5 7

st x = 0.
Montrer que f est de classe C*™°.

Exercice 4.19. Montrer que la dérivée n'™° de la fonction sinus au point x peut
s’écrire sin(z + ) et que la dérivée n™ de la fonction cosinus au point x peut
s’écrire cos(x + 7).

Exercice 4.20. Montrer que la fonction f(x) = z*sinx est de classe C* sur R et
calculer £, pour tout entier n (utiliser la formule de Leibniz.)

Exercice 4.21. Appliquer la régle de I’Hopital pour calculer les limites suivantes :
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Exercice 4.22. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] et dérivable sur
la, b[. On suppose que f ne s’annule pas sur [a, b]. Montrer qu’il existe ¢ €|a, b tel

que :
f@) T,
70 - p[( b)f’(c>]

Solutions

Exercice 4.13.
f(z) = X est bien définie sur R. On a lim
f(@)=f(a)

M:hmu:o, f'(a) =0

r—a r—aQa r—a T — @

(
f(z) =z, alors #=="% = 224 = ] et donc f'(a) =1
f(x) = z* alors f(xa);f:(a) = mi:ZQ = (z_z)_(zﬂ) =x +a,don f'(a) = lim (z + a) = 2a.
T—a
f(z) = 2™, comme
R Y NP
r—a r—a
Donc lim J) = fla) =a" '+ + " =na" = f(a).
r—a xr—aQa
1_1 a—x 1 1
f(x) = % et -2 = e = —ﬁ avec a,r € R* et alors f/(z) = glclg(lz (_E) ==

Exercice 4.14.
Onaf:V—oRaceVetVreV: f(x)> f(a). Comme f est dérivable en a alors
lim flz) = fla) = lim flz) =~ fla) = f'(a) hors que si = < a : W < 0 donc
T—a~ Tr—a z—a™t r—a
limMSOetsix>a:M>0donc limM
r—a—

— > 0. D’ou
Tr—a r—a z—at Tr—a
0 < f(a) <0 et alors f'(a) = 0.
Exercice 4.15.

1). On a f(z) = zarcsinz + /1 — 22. Comme arcsinz : [—-1 1] — Rsiz € [—1 1]
alors 22 — 1 <0<z € [-1 1] Doudef(f) =[-11].

Les fonctions x, arcsinz et +/1 — x? sont continues et dérivables en tout point de
]—11[. Alors f'(z) = arcsin 2+ (arcsin)’ (z)z— 2\/%. arcsin est la fonction réciproque
1

. . / . N
de sin alors (arcsinz) = avec y = arcsinz. D’ou

cosy
/ . xXr X
xr) = arcsinx + , —
J@) cos(arcsinz) /1 — 22
—_— x x
= arcsinz —
1 — sin®(arcsin z) 1 —a?
= arcsinz.
2). f(z) = arccosiii—jr}, pour x € Ron a —1 < ;322::1 < 1. Alors def(f) = R.

z2n—1
z2n+1

est continue dérivable sur R et arci:fsx est continue dérivable sur | — 1 1] et
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2 —1
2" +1

obtient f'(z) = 2%

= —1 pour x = 0 Alors f est dérivable en R* et aprés un simple calcul on
2n—1

@)
3). f(z) = arcsin 332211, Comme —1 < $22—_“;1 <1= —22-1<2r < 2?2+ 1 alors

(x — 1)2 >0et (z+1)>> 0 donc def(f) =
x — est dérivable sur R ainsi que « — arcsin x est dérivable sur | — 1 1[. Et on a

x2+1

vy GFE) 20 -a)(14a?)
fl) = 1_(952_11)2_ (24 1) |1 — 22|

d’ou f'(z) = |1 12|
4). f(z) = xlnz — z, f est définie, continue et dérivable sur R*. Et on a f'(z) =
Inz+1-1=Inuz.

5). f(z) = (1+1w2)1+x = exp (—(1 4+ z)In(1 + 2?)) . est définie, continue et dérivable
sur R et on a

fl(r) = —In(1+2?) — —2x1(—1i_—|:;2:c).

Exercice 4.16.
1). On a f'(xo) = lim,_4, Lfﬁ“}o) alors

r—x

xf(xo) — xo f(2) rf(ro) —af(x) +af(x) — 0 f(2)

lim = lim
T—T0 T — To T—T0 Tr— 1o
()~ @) + @)~ w)
T—T0 xr — xo

= lim (f(x) —x
= f(xo) — zof'(w0).
2). a € R, f(x) = \/x est dérivalbe sur R et

f(z) —f(xo))

r — Tg

lim M — lim M
r—a r—a r—a T — Q
= lim S
D0 (Vi Va)
= lim —— L

a:—)a\/_+\/_

d’on f'(a) = ﬁa et enfin lim,_,, w = a— % = va

Exercice 4.17.
1). Cas & # 0, il est clair que f est dérivable en x, comme cocktail de bonnes et braves
fonctions dérivables et & I'aide du théoréme du produit et de celui de la composition

des fonctions dérivables on obtient f/(z) = 2zsini — cos
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Casx=0,Vz #£0, r(x) = % = xsin%; of\sin%| < 1etdonc 0 < |r(x)] < |z|.
Par encadrement il vient donc lim,_,o7(x) = 0. f est bien dérivable en 0 et f'(0) = 0.
2). Si f’ avait une limite ! quand x tend vers 0, comme xsini tend vers 0 lorsque x

tend vers 0, on en déduirait lim,_,q cos% = —I[, ce qui est absurde.

Exercice 4.18.
Ona f(r)="3%siz#0et f(r) =1siz=0.1Ilest clair que f est continue sur R*.
Par contre en 0 on a lim,_, f(z) = lim,_o * SIE _ iy, SBe=sin0 — 690 = 1 et donc

z—0
f est aussi continue en 0.
D’autre part si @ # 0, f'(z) = ZBES0E Et si o = 0,

T

sz . sinz—2x x—%xS—x
hm = nm ——- = hm —_—
r—0 1 — O x—0 1‘2 x—0 :L‘2

=0.

Il reste & montrer que f’ est continue en 0, car pour x # 0, f’ est continue en z. A
'aide de la régle de ’'Hopital on montre que lim,_,o f'(z) = 0.

Exercice 4.19.
f(z) = sinz alors f'(z) = cosz, f”(x) = —sinz. Ainsi on a f(z) = sin (z + 03),
fllx + 3) et f@ = sin (:E—i—Zg). On suppose que f™(z) = sin (I—kng) et on
montre que [V (z) = sin(z+(n+1)%). On a O (z) = (f(”))/(x) et alors
ft(z) = cos (z 4+ n%) =sin(z+nf+3) =sin(z+ (n+1)F)
2). g(x) = cosz de la méme maniére on montre que g™ (z) = cos (z + n%)

Exercice 4.20.
Les fonction g(x) = z? et h(z) = sinx sont de classe C*, alors f(x) = z%sinx est
de classe C®. D’aprés la formule de Leibniz f™ = Y reo (Z)g(’“)h(”_k). Et comme
g9 (z) = 22, gP@ =22, ¢@(2) = 2 et g (2) = pour k > 3. Et d’aprés 'exercice
précédent 4.19 on a h*¥)(z) = sin (z 4+ k%) et ensuite on obtient

o) = Z() D)

=0

_ @A™ (@) + ng® (@)D (z) + D @) ()02 ()

2
= 2%sin <m+ng> + 2nx sin <x+ (n— 1)%) +n(n—1)sin (m—f— (n—2) g)
Exercice 4.21.

1)- Posons f(r) = & — sin et g(a) = " On a g} = e, L) = s e
@) s "(z) 1 ]
gz “5 5, d’ou lim, o T — . En remontant on obtient lim,_.q —”C e = 2. Ce

résultat est obtenu en appliquant tr01s fois la regle de I’'Hopital, modulo les vérifica-
tions triviales des hypothése.

2)- Posons f( = n [y t" tu(t)dt et g(x) = 2™, on obtient f'(x) = na"‘u(z) et
¢'(r) = nz" ' Les hypothése de la régle de ’Hopital sont vérifiées au voisinage de 0
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g:gz)) = u(0) car u est continue en 0, d’ott lim,_,o - fOI " Lu(t)dt = u(0).

et on a lim,_,g

Exercice 4.21.
f est continue sur [a, b, dérivable sur |a, b[ et Vo € [a, b], f(x) # 0. Alors la fonction
In f(z) (On suppose que f(z) > 0 sur [a, b]) est continue sur [a, b] et dérivable sur
la, b[. Alors le théoréme des accroissement finis est applicable, d’ou 3¢ €la, b[ tel que

In f(b) —In f(a) = (b—a) (In f)’ (c). Ainsi In f(b) —In f(a) = (b—a) 5 ou encore
f(a)

7o = exp(a—b) g
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Chapitre 5
DEVELOPPEMENTS LIMITES

5.1 Introduction aux développement limités

La théorie qui va suivre sera volontairement faite au voisinage de 0. En effet, dans
toute étude locale on peut toujours par des changements de variables simples se ra-
mener a ce cas. Indiquons ce qu’il ya lieu de faire si 'on se trouve pas au voisinagae
de 0.

a)- w est un réel, on pose h = x —w ou h = w — z et il est clair que si x décrit un
voisinage de w alors h parcourt un voisinage de 0.

b)- w = F00, on pose alors h = % et h parcourt alors encore un voisinage épointé de
0 (eventuellement un voisinage a droite ou a gauche de 0.)

Définition 5.1.

Soit V' un voisinage de 0 et f : V — R une fonction, soit enfin n un entier naturel. On
dit que f posséde au voisinage de 0 un développement limité a l'ordre n (en raccourci
un d.l.n) s’il est possible de trouver un polynome P, et une fonction ¢ : V. — R
vérifiant :

a)- d°P, <n et lim, ,0e(z) =0

b)-Vr eV, f(z) = P,(z) + z"e(z).

Nous noterons dl,,(V,R) I'ensemble des fonctions définies sur V' et admettant au
voisinage de 0 un d.L.n.

5.1.1 Commentaires

1) L’ordre d’un développement limité se voit sur le terme correctif 2"¢(x) et non pas
sur le degré du polyndéme P, qui peut trés bien étre strictement inférieur a n. Par
exemple f(z) = z' + 23¢(x) ne représente pas un d.l.4, mais on peut alors écrire
f(x) = 23(x + e(x)) = 23€,(z) avec lim, ,oe1(x) = 0. C'est a dire que f admet un
d.l.3, le polynome Pj associé étant le polynéme nul.

2) Il est clair qu'une fonction qui admet un d.l.n posséde nécessairement une li-
mite lorsque x tend vers zéro. En effet la4%artie 2 de la définition (5.1) entraine que
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lim, o f(x) = P,(0). Nous avons donc déja un critére permettant de déclarer qu'une
fonction n’a pas siirement de d.l au voisinage de 0.

Par exemple logx, %, sin% n’ont pas de d.l au voisinage de 0 puisque elles n’ad-
mettent pas de limite en 0.

3) Comme toujours, nous prolongerons € par continuité en 0, en posant €(0) = 0. Il
sera donc toujours supposé que € est définie sur V' et continue en 0. Nous ferons de
méme pour f en posant f(0) = P,(0) et par conséquent il pourra nous arriver de ne

pas épointer nos voisinages.

Dans I'analyse asymptotique, il est recommandé d’utiliser les notations de Landu
o et O. Elles sont utilisées de la maniére suivante. Soient f et g deux fonctions, alors
on a

f(z)=o0(g(x)) & g(z) # 0, pour z assez grand et lim UASTAN)

et
f(z) =0O(g(x)) & Je,z0 € R, tel que |f(z)] < c|g(z)| pour tout x > x.

f et g sont équivalente, et on écrit f ~ ¢g; cela veut dire que pour = assez grand

g(x) # 0 et lim, 1 % = 1. Ainsi la définition précédente peut aussi se formuler

ainsi : f admet un d.l.n §'il existe un polynoéme P, € R[z] tel que f(x)—P,(z) = o(z™).
5.1.2 Les cas simples

Soient V' un voisinage de 0 et f: V — R. On a alors :
1) fadmet un d.1.0& f admet une limite en 0.
2) f admet un d.l.1< f est dérivable en 0. Dans ce cas on a le d.1.1 qui est;

f(@) = f(0) + 2 f'(0) + o(x).

5.1.3 Unicité de développement limité

Si f admet un d.l.n, le couple (P,, €) dont la définition affirmant existence est unique.
On dit alors que P, est la partie réguliére du développement limité de f a 'ordre n.
Nous noterons P, = reg,(f).

Conséquence.

Soit f une fonction définie sur un voisinage V' de 0 centré en 0 qui admet un d.lL.n,
on peut donc écrire avec les notations standard :

Vo eV, f(z) :4é3n(x) + 2"e(x).



5.2. THEOREME DE TAYLOR-YOUNG
D’ou

, avec lim,_,on(x) = 0.

Si f est une fonction paire, on a pour tout x de V, f(—x) = f(x) et 'uncité de
d.Ln entraine que l'on a P,(—z) = P,(x). Le polynome P, est également pair, i.e ne
contient que des termes de degré pair.

Si f est une fonction impaire, le méme raisonnement permet de conclure que la partie
réguliére de son développement limité ne contient que des termes de degré impair.

5.2 Théoréme de Taylor-Young

lére vesrion.

Soit V' un voisianage de 0 et soit f une fonction de classe C" sur V. Alors f admet
un développement limité a 'ordre n donné par

n

Ve €V, f(r) = 3 S 0) + ola”)

k=0

2iéme version

Soit V' un voisianage de 0 et soit f une fonction définie sur V', on suppose seulement
I'existence de £ (0) pour n € N. Alors conclusion subsiste, i.e f admet un d.l.n donné
par

F(2) =32 S0 (0) + ofa”).
k=0
5.2.1 Quelques développement limités usuels

Si sur un voisinage de 0, f est une fonction de classe C*, les hypothése du théoréme
de Taylor-Young sont satisfaite a tout ordre. Cela permet de découvrir nos premiers
développement limités.

n
.lek

1) e* = ZE + o(z™)

k=0
n

9) In(1 + ) = Z(-gn—l% + o(z™)

k=0

n 2k+1 2n+1
& s oz
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b mer= 3w e {4

k=0
‘ n g2kl o(z2+1)
5) sinhz 2 k5 1) + o(z2+2)
n .Z'2k 0($2n)
6) coshx = Z k) + { o(z2+1)
k=0 '
. ~(a—k+1
7 (1 +2) :ZO‘(“ )/i? D L o), aeR.

k=0

Enfin a laide des dérivées successives

N { O(f)

_ 3 225
tanr = x + T T 5

5.3 Opérations sur les développements limités.

Soit f,g € DL,(V,R) alors pour tout entier naturel p tel que p < n, f admet
un d.l.p dont la partie réguliére s’obtient en enlevant les termes de la partie réguliére
du d.l.n de f dont le degré dépasse strictement p. On dit que reg,(f) s’obtient en
tronquant au degré p la partie réguliére reg, (f).

La fonction f + g admete un d.l.n dont la partie réguliére s’obtient en faisant la
somme des parties réguliéres des d.l de f et g;

Reg,(f + g) = Regn(f) + Regn(g)-

Si A€ R, alors A\f € DL,(V,R) et on a

Reg,(Af) = ARegn(f).

La fg admet un d.L.n dont la partie réguliére s’obtient en tronquant au degré n le
produit des parties réguliére de f et g.

Si de plus g(0) # 0, alors le quotient % admet un d.l.n dont la partie réguliére
est le quotient de la division de la partie réguliére de f par celle de g suivant les
puissances croissantes a ’ordre n.

Soient V' et W deux voisinage de 0. On suppose que g est une fonction de V' dans
W telle que :
a)- g(0) =0
b)- g € dl, (V,R)
On suppose enfin que f est une fonction appartenant a dl,(V,R). Alors la composée
f o g admet un d.l.n dont la partie réguliére s’obtient comme suit :
On compose la partie réguliére de f par la partie réguliére de g, ce qui donne un
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5.3. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES.

polynome de degrée inférieur ou égal a n? qu’il suffit alors de tronquer au degré n.

Enfinsi f:V — R ou V est un voisinage de 0. On suppose que f admet un d.l.n
et que f est continue sur V. Alors si

Ve eV, f(x) = Zakxk + o(z")
k=0

on a
Qg

Va € V,/ ft)dt = Z mxkﬂ + o(z" ).
0 o m T

5.3.1 Les différentes applications des développement limités

A T'aide des DL on peut calculer la limite d’une fonction, la position de la courbe
par rapport la tangente en un point et les branches infinies. Plus précisémment si f
admet en zg le DL, suivant

f(x) =ao+ ai(x — xo) + - - - + an(x — 20)" + o(z").

Alors

lim f(x) = aop.
T—TQ

Les développements limitées servent également a ’étude d’une fonction f définie au
voisinage d’un point xy. Si f admet le DL suivant

f(z) =ao+ ai(x —xo) + -+ + an(x — 29)" + o(z"),

avec f(xg) = ap, n > 2 et a, # 0. Ainsi I'équation de la tangente & la courbe
représentative de f au point A(xg,ag) est donnée par

Yy =aog+ay (z— ).

La position de la courbe f dépend de signe de a, (z — z0)". Cette courbe est au
dessus de la tangente ssi a, (z — z0)" > 0, elle au dessous dans le cas contraire. Pour
démontrer ce resultat on doit calculer f(z) —y et on a

f@) =y = f(x) —ao — a1 (x = x0) = an (x — x0)" + 0 ((x — 20)") .

En particulier si n est impair, la courbe de f admet un point d’inflexion.

La fonction f admet une droite asymptotique a l'infini d’équation y = ax + b si et
seuelement si la fonction x — f(z) — ax — b admet une limite nulle en +oo. Les
nombres a et b sont calculés de la maniére suivante :

a= lim /() et b= lim (f(z)—ax).

r—+oco X r——+00
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5.4 Exercices et solutions.

Exercices.

Exercice 5.2. Trouver le d.l.6 de la fonction tanx au voisinage de 0.

Exercice 5.3. Trouver le d.l.4 au voisinage de 0 de la fonction cosh x.In cos x.

Exercice 5.4. Trouver le d.l.4 au voisinage de 0 de la fonction e“*

Exercice 5.5. Trouver un d.l de la fonction tanx en utilisant ['intégration.

In(14sinz)—tanx

Exercice 5.6. Déterminer lim,_,q Sho—tons

Exercice 5.7. Etudier les branches infinies de la fonction f(x) = geso

Exercice 5.8. Determiner lim, = cos ze = et lim, g in <L,

Exercice 5.9. On suppose que [ et g admettent pour développement limités d’ordre 4
.. 2 4 .

a lorigine les polynomes v — & et 1 =5+ 52, Trouver le développement limité d’ordre

6
2
gof (@) -1+

4 de go f. En déduire la limite, lorsque x tend vers 0 de l’expression o

Exercice 5.10. Voici les développements limités d’ordre 5 des fonctions sin et cos
T . z3 z° 5N z2 z4
a lorigine x — %5 + {55 pour la premiere et 1 — % + 57 pour la seconde. Trouver le

développement limité d’ordre 5 de sinus au point xg = 7.

Solutions

Exercice 5.2.
Au voisinage de 0, sinz = = — %3 - % +o(2%) et cosz = 1 — L 4 2 4 o(z5),
Comme cosO = 1 # 0, on peut donc appliquer le dl de rapport et on obtient
tanz = + 2 + 2 4 o(z7),

Exercice 5.3.
Lorsque z est dans un voisinage de 0, cos x est dans un voisinage de 1, ie. cosz = 14w,
ou u est dans un voisinage de 0. Ainsi Incosx est alors de la forme In(1+u).

Onawu=cose —1 = -2 42 4 o!) et n(1+u) = u— 2 + o(u?) don
Incosz = —% — % +o(z"). Et comme coshz =1 = %2 +o(x?), alors coshx Incosz =

2

(5 +o6) (-5 5 +olah) = —F — 5 +ola").

Exercice 5.4.
Pour la fonction x — expcosz on peut appliquer le résultat de dl de la composée.
Puisque cosx est dans un voisinage de 1, lorsque x est dans un voisinage de 0. On
ruse alors en écrivant e“®* = ee“®*~! ce qui nous raméne au probléme précédent :

u=cosx—1= —%2 + % +o(zt) et e =14 u+ % + o(z?) (Uordre 2 suffit) d’ou
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5.4. EXERCICES ET SOLUTIONS.

2 4 . . 2 4
et =1 — & 4 L 4 o(z?) et ainsi €°®* = e — €= 4+ € 4 o(z?).

2 6
Exercice 5.5.

Pour * — tanx on utilise la propriété tan’(z) = 1 + tan*z. Nous savons que

tanz = x+o(x), d’ot tan® x = 2%+ o(z?). Par conséquent 1+ tan®x = 1+ 22 + o(x?)

et tana = [T (1 +tan®t)dt = z + & + o(2*). Rien nous empéche de recommencer :

1+tan® = 1+ 22 + 2 4 o(z?) et tana = 2 + & + 22 4 o(2). Et si on recommence

. . 3 5 7
une autre fois, on obtient tanz = x + - + 22 + L 4 o(27).

Exercice 5.6.

Pour calculer lim,_,q %, nous allons chercher un équivalent du numérateur
ainsi qu’un équivalent du dénominateur. Chacun d’eux étant une différence, il est né-
cessaire de passer par l'intermédiaire de leurs developpement limités. Nous savons que
siny =x — %3 +o(x?) et que tanx = z + I—; +o(x?). Dol sinz — tanx = —%3 +o(x?)
(ordre 3 étant donc suffisant et indispensable pour que la partie réguliére ne se ré-
duise pas au polynome nul).

Pour obtenir un équivalent du numérateur, nous écrivons sinz = x+o(z?) et In (1 + u) =
u— “32—1-0(112). Le théoréme de composition s’applique et donne In (1 + sinz) = x— %—F
o(x?). Comme tanz = z +o(22), on en déduit In (1 +sinz) —tanz = —% +o(2?) (ici

In(14sinz)—tanx

aussi l'ordre 2 était indispensable et suffisant). Alors lim,_,o e = Mg o %
In(1+sinz)—tanx

sinx—tanx

In(1+4sinz)—tanx

sinx—tanx = +oo.

et ainsi lim,_,q- = —o0 et lim,_,o+

Exercice 5,7.
On f(x) = ze**1. Posons X = 1 et étudiant X — X f(5) au voisinage de 0. On a

2

Xf(%) =exp(=5) = X7 A Tordre 2 on a 255 = 2X + o(X?) (car la fonction

o v =

est impaire) et e = 1+ u + “72 + o(u?). Le théoréme de composition s’applique et

2
donne exp(—*=) = 1 +2X + 2X? + o(X?), soit en revenant a la variable initiale :
X2
@ =1+ 24 2% +0(), ou encore f(z) =x+2+ 2 +o(1).
Par conséquent la droite y = x + 2 est asymptote oblique des deux branches infi-
nies(en +00 et —oo). La courbe étant au-dessus de 'asymptote au voisinage de 400

et au-dessous de l'asymptote au voisinage de —oo.

Exercice 5.8. )
1). Pour calculer limxﬁg cos X el=sinz | effectuons le changement de variable h = r—7

o1



5.4. EXERCICES ET SOLUTIONS.
ie. z = h+ 7, afin que h décrive un voisinage de 0

1
COST X eToT = oS (h + E) exp -
2 1 — sin (h + g)

= —sinhexp ] h)
— oS

= —sinhex
h 1 . h 1
— —sm—co —ex ~ —sin — ex )
9 P P 2 2 P\ 9gin?

Posons alors X = siih et séparons les deux cas r — §+ et x — Z7. On est alors
3

MI:‘

MI:‘
N>

amené a rechercher lim_, —%e 7 et lim_,_ —%e 2 et on déduit alors

. N . a1

lim,,_, 5+ cos weT=ns = —o0 et lim,,_, >~ coszeT=in = +00.
T __

2). -1 -1, par conséquent +ln <=t ~ L1 (<=L _1) ainsi
xX

316 In € ;1 ~ xl L. Pour obtenlr un équivalent du numerateur effectuons un dI2 de e”

cade® = 1+x+3—|—0( HYDone*—1+z = 74—0( 7). La limite cherchée est donc 3.

Exercice 5.9.

. « 3, T .
Puisque le polynome x — % s’annule a l'origine, nous avons bien f(0) = 0 et nous
pouvons appliquer le théoréme des fonctions composées. Le developpement cherché

2 4 2
est donc le polynome 1—% <x — %) —|—i (1: — %3) . Or nous avons <a: — %:) ==

4
1,.4 a3 _ 4 xt
T R (I — F) = 2"+ --- le developpement cherché est donc 1 — = <x - g) +

% =1- % + 2 x*. Nous pouvons écrire donc go f(z) =1—-% —i— Zat 4 a'e(z) avec

2
lim, o €(z) = €(0) = 0. 11 vient donc

gof(ilf>—1+z— 12 4 5ot pate(z) —1+2 5
x? x? 24

et finalement la limite est %

Exercice 5.10.
Posons f(x) = sin (m + %) Le developpement limité qu’on cherche est celui de f a

Porigine. f(x) = sinx cos § + cos z sin % = 1sinz+ “/75 cos x. Le developpement limité

est donc 2 (:v — % + %) + ‘[ (1 —Zyz ) que 'on ordonne pour mieux présenter
le résultat : ‘[+%—3TQCQ——+\[$ +2To
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Chapitre 6
CALCUL INTEGRAL

6.1 La primitivations des fonctions.

Définition 6.1.

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I. On dit que f est primitivable
sur I si l’on peut trouver une fonction F définie et dérivable sur I telle que Vx € I :
F'(x) = f(x). Une telle fonction F s’appelle alors une primitive de f sur I.

La primitivation apparait donc en quelque sorte comme 1’opération inverse de la
dérivation.
Une question facile : Si f posséde une primitive F sur I, cette primitive est-elle
unique ?
La réponse est bien évidemment non, car il est clair que toutes les fonctions G(z) =
F(x)4c¢, avec ¢ € R une constante sont encore des primitives de f et d’ailleurs si G est
une autre primitive de f sur I alors I’égalité G’ = f entraine que I'on a (G — F)' = 0,
comme GG — I est continue sur 'intervalle I, G — F' est une constante.
Bref, si la fonction f posséde sur l'intervalle I une primitive F', alors elle en posséde
une infinité qui se déduisent de F' par addition d’une fonction constante sur 1.
On admet le théoréme suivant :

Théoréme 6.2. (Théoréme de Darbouz(1875))
Toute fonction continue sur un intervalle I posséde au moins une primitive sur I.

6.2 Intégration des fonctions continues

Définition 6.3.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] avec a # b. Soit F' une primitive
quelconque de f sur cet intervalle. Alors le nombre F'(b) — F(a) est indépendant de
la primitive I choisie et s’appelle l'integrale de f sur [a, b]. et le note

b
/ F(t)dt
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6.2. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES
La différence F(b) — F(a) est souvent notée [F(¢)]° et on lit alors F'(¢) & prendre
entre a et b.

Remarque 6.4.

Vi, g€Ca, b)), VA ER, /()\f—i-g)(x)dx:)\/ f(x)dx—i—/ g(x)dx.

Mais il n’existe pas de formule général reliant I’intégrale fab f(x)g(x)dx aux intégrales

fab f(x)dx et f:g(x)dg;

6.2.1 La relation de Chasles

Soient a, b et ¢ trois nombres réels. On note m le plus petit (resp. M le plus grand)
de ces trois nombres. Soit f : [m, M| — R une fonction continue. On a alors

/f m_/f m+/f

6.2.2 Intégrale et ordre.

Soit une intégrale fab f(z)dz. Nous disons que les bornes sont dans le bon sens si
a < b et dans le mauvais sens si a > b.

Proposition 6.5.

Soit f : [a, b] = R une fonction continue sur [a, 0]

a)- Si f est positive et si les bornes sont dans le bon sens alors f; f(z)dz > 0.

b)- Si f est strictement positive et si les bornes sont strictement dans le bon sens,

alors ff f(z)dx > 0.

6.2.3 Conséquences

Soient f, g deux fonctions continues sur [a b).
Si f<geta<balors f;f(x)dx < fabg(x)da:
Si f < geta<balors ff f(x)dz < fabg(x)dx
Si a < b alors ]f;f(x)dx] < f; |f(x)|dx.
En particulier si on pose M = max, ¢ f on a

/ab f(z)dz

On termine cette section par le théoréme de la moyenne suivant : Soient a,b deux
nombres réels, f une fonction continue sur [a, b] et g une fonction continues et de
signe constant sur [a, b]. Alors :

b
1) 3c €la, b], [] f(x)g(z)dz = f(c f g(z
2) En particuliers 3d € [a b], fa f(z)dw =

< M(b—a).

5@ 1@



6.3. TECHNIQUES DE CALCUL DES PRIMITIVES
6.3 Techniques de calcul des primitives

Dans ce cette section expose les techniques de calcul des intégrales. En 'occur-
rence l'intégration par partie, le changement de variable et la méthode de calcul des
intégrales des fonctions rationnelles.

6.3.1 Intégration par parties et changement de variable

Le théoréme suivant donne la formule d’intégration par partie.

Théoréme 6.6.
Soient f et g deuzx fonctions de classe C* sur [a, b] et telles que f'g et fq' soient
continues sur [a, b]. Alors

/fwmmpvwmm—/mwvm

Si f et g sont classe C" sur [a, b] on a alors

/ f(x)g"™(z) = [Z_:(—l)’“f(’“’(x)g("’“)(x)

k=0

b

1 [ sy

a

La méthode de changement de variable est donnée par le théoréme qui suit.

Théoréme 6.7.
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et soit ¢ une fonction de classe
C! sur un intervalle o, f] telle que o([o, B]) C [a, b]. Alors

/ Flo(@)e (2)dz = [O Zf) Fu)du.

a)- Soit f € C(R) une application périodique, T étant sa période. On a
b+T b
Va,b € R, Vn € Z, f(z)dx = / f(z)dx
a+T a

b)- Soientt a € Ry et f € C[—a ] :
Si f est paire on a fi)a f(x)dz = fo z)dz dou [* f(x)dr = 2f0a f(z)dx.
Si f est impaire ona fi)a f(@)de = — [ f(x)dz don [° f dr = 0.

6.3.2 Intégration des développements limités

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R contenant le point xy. On
suppose que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de x,. Alors
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6.3. TECHNIQUES DE CALCUL DES PRIMITIVES
toute primitive F' de f sur I admet un développement d’ordre n + 1 au voisinage de

xg. Plus précisemment si f(z) = Z ar(r — 20)" 4 o((x — 20)") on a
k=0

F(z) = F(zo) + Y kf_‘f (@ — 20" + of(z — wo)"™*)

6.3.3 Notion de suite définie par une intégrale

Soit (f,), une suite de fonctions intégrables sur un segment [a, b], considérons la
suite fab fo(z)dz.
b

La faute la plus courante consiste & confondre lim fol(x)dz et fab lim f,(x)dx.
n—oo a n—oo

Exemple 6.8. Soit f, une suite de fonctions intégrables sur le segment [0, 1] définie

par fo(x) = 2nze™™ pour n € N. Ces fonctions sont de classe infinie sur [0, 1]

a)- Il est clair que pour tout x compris entre 0 et 1 on a : lim f,(x) =0 et donc
n—oo

1 1
/ lim f,(z)dt = / Odx =0
0 n—oo 0

b)- Il est clair aussi que x > —e "% est une primitive de la fonction a intégrer et
donc )
/ fo(z)dr = [—ne’"tQ](l) =1—-e",
0
1
par conséquent lim fo(z)dr = lim (1 —e™) =1

n—o0 0 n—o0

6.3.4 Formule de Taylor avec reste intégral et tableau des pri-
mitives usuelles
Soit f une fonction de classe C"*! sur un intervalle [a, b]. Alors

)n+1

) (g vy
Vz € [a, b],f(a:)zsz'( )(:p—a)k+/ Gl

- FOY (@) dt.
6.3.5 Primitives des fonctions rationnelles.
Position du probléme

La linéarisation des fonctions rationnelles se fait grace a la théorie de la décom-
position en éléments simples des fonctions rationnelles.
Nous rappelons qu’une décomposition en élément simples sur R fait, en général in-
tervenir trois types d’éléments.
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6.3. TECHNIQUES DE CALCUL DES PRIMITIVES
ler type : Partie entiére.

Celle ci est un polynome, son traitement ne pose donc aucun problem.

2éme type : Les éléments simples de premiére espéce.

Ils sont de la forme A
—— %, neN*
(z —a)
est mis sous la forme A (x —a)™" se traitent de maniére élémentaire. Nous rappelons
tout de méme les résultat.

T dt In|t —al, sin=1,
t_a" ) ="
(t—a) 7 tc,  n>1

3éme type : Les éléments simples de second espéce.

Il sont de la forme
Arz + B

(2% +px +q)"
avec n € N* et A = p? —4q < 0. Les rencontres du 3 éme type sont peu sympathiques,

et c’est 1a que se posait les problémes. Nous proposerons alors un traitement en trois
phases.

1) La dérivé de 2> = pz + ¢ est évidemment 2z + p. L’astuce consiste a écrire
Ar+B=4(2z+4p)+B-— ”2—/} La linéarisation donne alors

T A+ B A [T 24p A /m dt
T2 o p== = _gt+ (B-p= S —
/(t2+pt+Q) 2/ (t2+pt +q) ( p2> (82 + pt + q)

La premiére partie de second membre est de la forme [ “u"du et par conséquent se
traite sans difficultés, en séparant, comme pour les rencontre du 2éme type les cas
n=1etn>1.

L’intérét de ce premier temps est de ramener au cas d’'un numérateur constant
pour le traitement de la second primitive.

Le passage a la forme canonique.

. . . X LN ~
Nous devons traiter maintenant ’expression f Wsl—erq)n et la premiére chose a
faire est la canonisation du trinéme :

2

2 4g — 2 A
x2+px+q:<x+§) + q4p :<x+g> e
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6.3. TECHNIQUES DE CALCUL DES PRIMITIVES

Comme A < 0 on fait le changement de variable suivant ¢ + £ ¥==. En effet
(t+§) = U2TA et donc 22 + pr + q = ( :g) —% = —%(uz—l—l). D autre part

dt = —VgAdu. On peut donc écrire

2z+p
/ v dt / V=35 du
T T @ IR
(12 +pt +q) (u?2+1)
a désigne un certain coefficient réel qu’il n’est pas indispensable de connaitre par

coeur. L’intérét de ce second temps est de se ramener au trindme u? + 1 qui est le
plus simple des discriminant négatif.

Le temps de la réccurence

2z+4p

Il ne reste plus qu’a calculer f’\ @ ;ﬁ‘l)n avec \ = N Notons alors que si n =1

le résultat fait partie du formulaire de base

A
d
112/ uQil = arctan \ + ¢

ce . N , . . A du
Ce qui incite & procéder par induction pour calculer I, = [ (LR Nous propose-
rons gracieusement deux méthodes permettant de conduire la récurrence.

1). La voie algébrique

u? —u?
Soit n > 1, On écrit I, = IA%

A wldu
Li=I,,— | ———.
! / (W2 +1)

On fait alors subir a cette derniére intégrale une intégration parties judicieusement

choisie ; on pose f(u) = udonc f'(u) =1et ¢'(u) = @i done g(u) = W

du, ce qui donne par linéarité

u? +1)
il vient alors

A wddu 1 A 1
2 n T 5 n—1 In—l
(W +1)"  2(1—n)(a2+1) 2(1-n)

et alors
1 A

1
S ey (1 ’ M) ot

28



6.3. TECHNIQUES DE CALCUL DES PRIMITIVES

2). La voie trigonométrique

Celle-ci s’appuie sur la remarque suivante : Une expression telle que u? + 1 s’arrange
relativement bien si 'on pose u = tanf. En effet, 1 + tan?60 = et la fonction
cosinus a le bon gout du monter au numérateur.

cos? 6§

La voie trigonométrique consiste donc en effet a effectuer le changement de variable
0 = arctanu. Il vient dans ce cas u = tanf et du = Cods—qég et par conséquent

A d arctan A
In = / ﬁ = / COSQn?2 0do.
u

On est alors ramené a la determination d’une primitive dite de type Wallis qui se
traite encore a l'aide de l'intégrale par parties.

6.3.6 Tableau des primitives usuelles

Quelques primitives usuelles sont données dans le tableau 6.1.

TABLE 6.1 — Primitives usuelles

@ [ F)da

k kx

1 In ||

%, o —1 o

sin(az +b), a#0 | —%cos(ax +b)
cos(az +b), a#0 | Lsin(az+b)
sinh (az 4+ b), a # 0 | £ cosh (az + b)
cosh (ax 4+ b), a # 0 | *sinh (ax + b)
005121‘ tan

silem —cotx

tan x —In|cosz| + ¢
cot x In|sinz| + ¢

T In|coshz| + ¢
Zz}raQ, a>0 iarctanf
\/a;ﬁ, a>0 arcsin 7

N In |z + Va2 + hl
e’ e’

a®, a>0, a#1 %

sirliaz 111 | tan (% + g) |
COS T ln’tang‘

nx rlnr —x
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6.4. EXERCICES ET SOLUTIONS
6.4 Exercices et solutions

Exercices.

Exercice 6.9. Soit F' la fonction définie sur R* par

22 -1, siz <0,
F<x>_{x2—l—1, siz > 0.

Soit G la fonction sur R* par G(z) = 2%, et soit enfin [ la fonction définie sur R*
par f(x) = 2x. Vérifier que F et G sont deux primitives de f sur R*. Conclure.

Exercice 6.10. Calculer l’intégrale

jus

I = /2  sin xdx
0

Exercice 6.11. Calculer 'intégrale

s

23 9
I = cos’ rsin” xdx
0

Exercice 6.12. Soit f € C([a, b]) telle que
Ve € o, B, fla+b—1) = f(2).

A laide de changement de variable p : u — a + b — u montrer que l’on a

/abxf(x)dx _¢ ; b /abf(x)dx.

T grsinz 2
o l=cos?2zx 4

Exercice 6.13. Calculer une primitive de la fonction f(x) =

En déduire que l’ona

1

341
Exercice 6.14. Calculer une primitive de la fonction f(z) = (522;11)2
Exercice 6.15. Trouver les primitives de la fonction f(z) = ﬁ et de la fonction

f(ZL‘) = 2+Closz
Exercice 6.16. Calculer .
I(z) :/ costlntIntdt

Exercice 6.17. Calculer les intégrales suivantes

]n(x):/ (Int)"dt, Jn(x):/ e 't"dt, K,(z) :/ t" sin tdt, Ln(x):/ t" cos tdt

Exercice 6.18. Calculer les intégrales suivantes

T 2dt o dt x
I(:L'):/ T J(:c):/ \/ng[)\/l_t’ K(x):/ V(t—1)(3—t)dt
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Solutions.

Exercice 6.9.
Sur R* on F'(z) = 2z et G'(r) = 2z et comme f est aussi définie sur R* alors
= G' = f. De plus F(z) — G(z) est une fonction constante par morgeau, et sa
dérivée est nulle sur R*.

Exercice 6.10.
La fonction & intégrer se présente sous la forme f'(¢)g(t), en prenant g(t) = ¢ (d’ou
g'(t) =1) et f'(t) =sint (d’ou par exemple f(t)) = —cost). f et g sont bien de classe
C' sur [0, 5], d’ou

uy
2

z . 3 bl £
/ tsintdt = [—t cost]? _/ (—cost)dt = / costdt = [sint]§ =1
0 0 0

Exercice 6.11.
On peut sentir le bon changement de variable © = sin x en écrivant

us z 1
/2 cos® xsin® xdx = /2 (1 — sin®z) sin® z cos zdx = / u’ (1 —u?)du= [u——u—](l) =—
; ; ; 3 50715

Exercice 6.12.
1).0On pose u = a + b — x alors du = —dx. Ainsi

)
/xf(x)dx:/ba(a—i-b—u)f(a—l—b—u)(—du):(a—i-b) f(u)du—/ wf(u)du

et alors f;xf( dz = (a+0b) [, f(z)dz — [ xf(z)dx et on déduit que f;a:f(x)dm:

b rb

o Jo f@)de
2). On a f(x).: oy il est clair que f € C([0, ) et Va € 0, «]; f(x—w)lz f(z).
Alors foﬂ lf:;s“; dv = 3 Oﬂ IJ:;I;:Q dx et on obtient foﬂ 1:;‘;:2 dr = — fl 111:2 =
f L 1+u2 apres le changement de var12able u = cos et par la suite || 1_‘&# = arctan |'; =
2. et alors [ o2 —dr = 55 = T

Exercice 6.13.
Onat’+1=(t+1)(*—t+1). On écrit alors 75 = t+1 + Z3C et les méthodes
habituelles permettent de trouver A = %, B = —% et C'=%. D’ou

/l“ dt 1 [* dt 1/9” t—2 ot 1l 5+ 1] 1/”6 t—2 ot
= — _— — = _— = —In|x — = _—
tB3+1 3 t+1 3 t2—t+1 3 3 2—t+1

ot —=2 1 [* 2t—1 3 [ dt 1 3 [ dt
— " dt==] —V——dgt-2 | —— = —t+1)-2 [ ——
/t2—t+1 2/t2—t+1 2/t2—t+1 2 ( +1) 2/ 2—t+1
Comme t? —t +1 = (t — 1)2 + 3 3 on pose donc t — & = ‘/75 ce qui donne
v dt 2 2r — 1
/tQ—t—i—l ——arctanx——i-C.

1+1¢§ V3
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La condensation des résultats obtenus donne
20 — 1

Toodt 2
1 +1——1 —t+1) + —=arctan ——— + C.
/ e n|x+ 1| n (¢* ) 7 retan 7

Exercice 6.14.

ST -1 1
On pourrait écrire @)f = B (t2+1)2
(t2+11) = (t 2 + (tH L faisons comme si ¢ était un

la meilleure est de décomposer la fraction

rationnelle sur C, et on obtient

parameétre quelconque :

e | 1 [ dt 1 [* dt 1 1
/(t2+1)2:§/ (t—i)2+§/ Gr? - =9 2wty C

et aprés developpement on obtient [* (tt;;ll)Q = =5 +C.

Exercice 6.15.
1). On pose u = sint alors du = costdt. On écrit

/w . / costdt / du
cos3t costt (1—u2)®

Une décomposition élémentaire en éléments simples donne

1 1 1 1 1
= = + +
(1—u?)® (1-uw’(14wv)® 4(1-u) 4(1+uw)+ 4(11u)2 4(1 — u)?
et par conséquent [* (12)2 =[—iIn[1—u|+in|l+ul+ ﬁ — 4(1;)]51” et enfin
T du _ 1 1+sinx sin x
f (1-u)? —hl 1—sinz + 2cos?x”
2). Posons u = tan %, alors du = % (1 + u?)dt. Ainsi [* 2+‘é’;st = 2ftan7 5.z- On se

dispose de nouveau changement de variable u = v/3v, on obtient du = v/3dv et alors

tan £ d ton 3 d 1 t z
/ ’ u :/ v ﬂ:_arctan&_‘_cl.
3+ 2 31+ V3 NG]

z

x dt _ 2 tan 3
Enfin e = 3 arctan 7 + C.

Exercice 6.16.
On intégre par parties ; u = Intant alors v’ = — t1COSQ ;= tlcost et v/ = costd’ouv =
sint et donc [“costlntantdt = [sintIntant]* — [* -2 On calcule d’abord [* -

sint’

u = tani et alors ' = 1 (14 u?)dt et donc [* 2 = ftan? 9 — In|tanZ| 4+ C et

comme cost =sin (¢ + 5). Alors [* -2 = In|tan (£ + %) |[+C et enfin [ costIntantdt =
sinzlntanz —In|tan (£ + Z) [+ C
Exercice 6 17.

1).Onal,(z)= ["In"tdt. sin=0; y(z gz— x + C, alors supposons n > 0 et posons
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u=In"t doit v/ =n2 "t et o/ =1 d'oit v = ¢ et une intégration par partie donne

I(z) = [tIn"t]* —n [* Wt dt c.ad I(z) = xIn" x — nl,_1(z). Ce qui permet, de
proche en proche de ramener le calcul de I a celui de Ij.

2). On a J,(x) = [Te't"dt alors Jo(x) = f etdt = —e® + C. Pour n > 0
on pose u t” alors w = nt" et v = et don v = —e ! et par conséquent
( ) [—t"e " +n [* e‘tt”_ldt = —x”e‘”’ + ndp_1(x)
()= [* t” sintdt. On pose u = t" alors v/ = nt" !, v/ =sint d’oit v = — cost
alors K (z ) = [—t"cost]” + n [*t" L costdt. On fait une deuxiéme intégration par
parties et on obtient K, (x) = —2" cosx + nz" 'sinz — n(n — 1)K, _».

Exercice 6.18.
1). On pose u = v/t + 1 ou encore t* = v — 1, par conséquent dt = 2udu. Ce chan-

gement de variable donne [* \t/% [Vt 2uly 71) du =2 [V (02 = 2u® + 1)du =

% — % +2x+4+C

2).Ona (t—1)(3—t) = —t>+4 -3 =1— (t —2)% On pose alors u = t — 2,
d’otu du = dt et lintégrale devient fxiz V1 — u2du. Effectuons le changement de
variable ¢ = arcsinu, d’olt u = siny d’otll fme V1 —uldu = farcsm(gofm cos? cpdgo =
farcsm((p_m 1822 dp = [£4-1 sin 2] =2) Enfin [*/(t — 1)(3 — t)dt = L arcsin(z
2)+ 1 /(t—-1)(3-1t)+C.
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