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Première partie

En guise d’introduction





Introduction

L’écologie au sens large vise à décrire l’évolution dynamique de population
d’êtres vivants (animaux, végétaux, micro-organismes, ... etc) en intéraction entre
eux et avec leur environnement. Les premiers essais scientifiques visant à décrire
l’évolution temporelle d’une population d’individus restent cantonnés aux sciences
politico-sociales, particulièrement à l’étude de l’accroissement de la population hu-
maine et des problèmes induits par cet accroissement. Ainsi, le premier modèle
de l’évolution temporelle d’une population a été proposé par l’économiste T. R.
Malthus1. Ses travaux parus en 1798 (voir [23]) soutiennent le concept de la crois-
sance exponentielle du nombre d’individus, tant que les ressources du milieux sont
suffisament abondantes pour répondre aux besoins de la population.
Malthus en déduit qu’une population a toujours tendance à s’accroître jusqu’au
seuil où les ressources du milieu deviennent insuffisantes, mais cette observation
n’a pas été mathématiquement formalisée. Il suggère néanmoins que toutes les poli-
tiques visant à réduire les famines sont vouées à l’echec. La population s’accroissant
jusqu’au niveau où le manque de nourriture redevient inévitable.
Reprenant l’idée de Malthus, quelques dizaines d’années plus tard, le mathémati-
cien P. F. Verhulst2 propose en 1838 le modèle logistique [31]. Ce modèle prend
explicitement en considération l’épuisement des ressources lorsque la population
devient trop importante. Ce phénomène est modélisé par l’intermédiaire d’une dé-
croissance linéairement dépendante de la taille de la population et de la vitesse de
croissance exponentielle proposée par Malthus, nous reviendrons brièvement, sur
ces deux modèles au premier chapitre. Cependant, l’engoument pour les modèles
mathématiques pour les sciences de la vie ne vient que bien plus tard et les travaux
éffectués restent longtemps coupés des recherches entreprises en sciences de la vie.
Ce n’est qu’après la publication des travaux de C. Darwin intitulés L’origine des

1Thomas Robert Malthus, 1766-1834
2Pierre-François Verhulst, 1804-1849
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espèces en 1859, que la problématique écologique est placée au centre de la biologie.
C. Darwin propose le concept de la sélection naturelle, en décrivant le rôle déter-
minant des intéractions entre différentes populations dans l’évolution des espèces
à travers les générations. L’importance de l’écologie apparaît alors, d’une manière
évidente, et le besoin d’une théorisation se fait rapidement sentir. C’est ainsi que
bon nombre de mathématiciens se saisissent de la problématique écologique dès le
début du XXe siècle.
En effet, c’est à partir de 1924 avec le classique d’Alfred J. Lotka intitulé
Elements of physical biology [21], réédité en 1956 sous le titre Elements of mathe-
matical biology [22] que la biomathématique fait son apparaition. Quelques temps
après, les travaux fondamentaux de Vito Volterra [32] sont apparus sous le
titre La théorie mathématique de la lutte pour la vie. Cependant, l’intérêt du ma-
thématicien italien pour ce type d’arguments a commencé dès 1901 où il publia un
article [33], en réalité à caractère plus philosophique que mathématique, intitulé
sui tentativi di applicazione delle matematiche alle scienze biologiche e sociali3
Mais ce n’est que durant les années 1970 qu’on assiste à un réel développement de
la biomathématique avec l’apparition de journaux spécialisés comme par exemple
le journal international Mathematical Biosciences ou encore Theoritical Population
Biology.

A la fin de la Première Guerre Mondiale, les modèles mathématiques occu-
paient une position extrêmement importante dans le développement de la recherche
sur la théorie de l’évolution et l’écologie. A la même période et de manière indé-
pendante, Lotka4, aux Etats-Unis, et Volterra5, en Italie, concentrèrent leurs
efforts sur le problème des variations et des fluctuations du nombre d’individus
d’une espèce.
En 1925, D’Ancona attire l’attention de Volterra sur un étrange phénomène :
durant la guerre, la pêche ayant été moins intense, la proportion des espèces de
poissons prédateurs a nettement augmenté. Volterra rechercha donc des mo-
dèles afin de confirmer cette évolution, ce qui le conduit à la conclusion suivante :
la diminution de l’intensité de la destruction (la pêche) favorise les espèces les plus
voraces. En 1924, Lotka de son côté étudie brièvement un problème analogue
posé par l’agriculture, mais dans un contexte légèrement différent, et proposa un
modèle proies-prédateurs [21]. Les deux hommes poursuivent leurs recherches cha-
cun de leur côté, considérant plusieurs espèces en compétition, ou encore prenant

3Sur les tentatives d’application des mathématiques aux sciences biologiques et sociales
4Alfred James Lotka , 1880 - 1949, Etats-Unis
5Vito Volterra, 1860 - 1940, Italie
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en compte des perturbations extérieures. L’écologie théorique est alors née et bon
nombre de mathématiciens ont commencé à s’y intéresser. Les biologistes ne restent
pas insensibles à cette volonté de décrire quantitativement, par l’intermédiaire de
l’outil mathématique, les processus biologiques, et ce malgré le manque de données
quantitatives intervenant dans les modèles mathématiques.

La coexistence des espèces.

On trouve dans la litérature un nombre important de travaux visant a donner
des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour la coexistance stable de popula-
tions de n espèces en compétition. En particulier pour les modèles déterministes
une condition algébrique a été donnée par Curtis Strobeck dans son article
publié en 1973 dans la revue Ecology. Plus précisement, il donne des conditions
nécessaires et suffisantes de coexistence de n espèces liées par un rapport de com-
pétition modélisé par un système d’équations du type Lotka-Volterra. Dans
le cas de deux espèces, ces conditions ont un sens en biologie. Pour n > 2 elles
incluent non seulement la capacité du milieu et les coefficients de compétition mais
aussi les taux de croissance intrinsèques des différentes espèces. Les conditions pro-
posées par C. Strobeck sont, certes, des conditions mathématiquement valables
mais restent assez difficiles à traduire en pratique en une condition naturelle ayant
une signification biologique.

Il existe différents modèles et idées pour le maintient de la biodiversité.
Les plus importants sont ceux-là même qui peuvent être utiliser en pratique. Le
maintent de la biodiversité signifie la coexistence dans une même région géogra-
phique d’espèces ayant des caractéristiques écologiques similaires, c’est-à-dire des
espèces ayant des ressources communes. Une autre signification du maintient de
la biodiversité ne renvoit pas au maintient d’un ensemble d’espèces mais au main-
tient de la richesse et la régularité en termes d’espèces d’une région donnée, à long
terme.

Bon nombre de modèles pour la coexistence d’espèces sont des modèles de
coexistence d’espèces vivant dans une région délimitée. Cependant, pour que ceci
ait un sens, la région doit être assez large afin que la dynamique des populations
étudiée ne soit pas affectée par la migration à travers sa frontière, ce qui se traduit
en une condition aux bords de Neumann. Il est tentant d’étudier la coexistence
dans un domaine réduit et de considérer l’immigration comme l’une des raison de
la coexistence.



16 INTRODUCTION

Notre approche.

Pour la modélisation stochastique d’un système écologique l’existence d’une
mesure invariante constitue sans doute une des questions les plus importantes.
Dans [26] R. Rudnicki a démontré l’existence et l’unicité de la mesure invariante
pour l’équation stochastique du modèle proie-prédateur. Pour le modèle stochas-
tique de compétition entre deux espèces, dans [29] le comportement asymptotique
de la solution de l’équation stochastique, y compris le cas de convergence vers une
mesure invariante, a été classifié, en utilisant la méthode de Rudnicki et l’applica-
tion directe de la fonction de Khas’minskij (voir [15]). Or, si on considère aussi la
diffusion spatiale de la population dans un territoire, l’équation stochastique doit
être considérée dans le cadre des espaces de Sobolev (voir par exemple [8]). Dans ce
contexte E. Tornatore [28] a démontré que l’espérance mathématique des po-
pulations totales de n espèces en compétition dans un territoire est uniformément
bornée pour tout t ≥ 0. Notre intérêt porte sur l’existence d’une mesure invariante
pour des modèles de la dynamique de populations avec une diffusion spatiale.

On démontre que sous des conditions raisonables et naturelles, il est possible
d’avoir une coexistence à long terme d’espèces composant des systèmes écologiques
liées par un rapport de compétition ou de prédation. Ceci correspond à démon-
trer l’existence d’une mesure invariante pour les systèmes d’équations aux dérivées
partielles stochastiques modélisant les rapports de compétition et de prédation en
dynamique des populations. Mesure invariante pour laquelle aucune espèces n’est
vouées à l’extinction.

Dans le cas d’une compétition à effet limité entre les individus d’espèces diffé-
rentes, on montre qu’il existe une mesure invariante pour un nombre n quelconque
d’espèces. Dans le cas plus général du modèle usuel de compétition entre deux es-
pèces, nous avons démontré l’existence d’une mesure invariante sous une condition
naturelle qui constitue un prolongement de la condition de stabilité du modèle dé-
terministe. En effet, la stabilité asymptotique du système d’équations différentielles
du modèle déterministe de compétition est réalisée sous la condition

β21

β11

<
α2

α1

<
β22

β12

,

où αi (i = 1, 2) est le coefficient de croissance intrinsèque de l’espèce i, βij (i 6= j)
est le coefficient de l’effet sur l’espèce i, de la compétition interspécifiques entre les
deux espèces i et j. Tandis que βii (i = 1, 2) correspond à l’effet de la compétition
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intraspécifique sur l’espèce i. Dans notre étude, nous avons démontré l’existence
d’une mesure invariante pour le modèle stochastique de compétition avec diffusion
spatiale, ce qui correspond à la stabilité stochastique, sous la condition suivante

β21

β11

<
α2 −K0

%2
1+%2

2

2

α1

≤ α2

α1 −K0
%2
1+%2

2

2

<
β22

β12

,

il est clair que cette condition constitue un prolongement naturel de la condition
de stabilité asymptotique du modèle déterministe, étant donné que le coefficient
K0

%2
1+%2

2

2
est engendré par la prise en compte du caractère stochastique de l’évolution

du système dynamique. La démonstration de ce résultat est basée sur l’application
du théorème deKrylov-Bogoliubov [18] dans sa version complétée par le critère
de Prokhorov (voir [5]), des idées basées sur la fonction de Khas’minskii ont
été utiles pour l’obtention des estimations à priori de la solution.

La troisième partie est consacrée au modèle proie-prédateur. Dans ce cadre,
R. Rudincki a considéré le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra dans
sa version stochastique modélisé par le système d’équations





dN1(t) = (α− βN2(t)− µN1(t))N1(t)dt + %1N1(t)dW (t),

dN2(t) = (−γ + δN1(t)− νN2(t))N2(t)dt + %2N2(t)dW (t).

où α, β, γ, δ, µ, ν, %1 et %2 sont des constantes non négatives. Les processus stochas-
tiques N1(t) et N2(t) représentent respectivement, la densité de la population de
proies et de prédateurs, et les constantes %1, et %2 sont les coefficients de l’effet des
perturbations stochastiques des conditions environnementales sur les populations
de proies et de prédateurs repectivement. Pour ce modèle, Rudincki a démontré
dans [26] l’existence et l’unicité de la mesure invariante sous la condition

µ(γ +
%2

2

2
) < δ(α− %2

1

2
), avec α− %2

1

2
> 0

qui constitue un prolongement naturel de la condition de stabilité asymptotique du
modèle déterministe de Lotka-Volterra pour le rapport de prédation donnée
par

µ

δ
<

α

γ
.

En prenant en compte la diffusion spatiale des deux populations, en plus des pertur-
bations stochastiques des conditions environnementales on obtient alors le système
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d’équations aux dérivées partielles stochastiques étudié au quatrième chapitre de
cette thèse. Notre objectif était de donner une condition nécessaire et suffisante
pour la coexistence stable des deux espèces proie et prédatrice, nous avons démon-
tré l’existence d’une mesure invariante pour ce système sous une condition similaire
à la condition proposé par Rudnicki qui s’écrit sous la forme

µ(γ + K0
%2

2

2
) < δ(α−K0

%2
1

2
),

où K0
%2

i

2
(i = 1, 2) est un paramètre qui caractérise l’éffet des perturbation sto-

chastiques des conditions environnementales sur l’espèce i (i = 1, 2).
Pour obtenir ce résultat, nous avons élaboré des méthodes d’estimation assez com-
plexes.



Chapitre 1

Modélisation mathématique pour la
dynamique des populations

To begin, we must emphasize a statement which I am
sure you have heard before, but which must be repeated again
and again. It is that the sciences do not try to explain, they
hardly even try to interpret, they mainly make models. By a mo-
del is meant a mathematical construct which, with the addition
of certain verbal interpretations, describes observed phenomena.
The justification of such a mathematical construct is solely and
precisely that it is expected to work -that is, correctly to describe
phenomena from a reasonably wide area. Furthermore, it must
satisfy certain aesthetic criteria -that is, in relation to how much
it describes, it must be rather simple.

John von Neumann (Methods in the physical sciences)

1 Introduction

D’une manière générale, les modèles mathématiques constituent des outils de
compréhension du fonctionnement de systèmes naturels, et de prédiction de leurs
évolutions. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux modèles de la dynamique des
populations. Dans la première partie, nous introduisons les systèmes dynamiques
continus et déterministes, c’es-à-dire gouverni par des systèmes d’équations diffé-
rentielles ordinaires. Ces modèles sont essentiellement utilisés dans le cadre d’études
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de dynamiques des populations et des écosystèmes, mais les techniques sont éga-
lement applicables à des systèmes moléculaires, et en élargissant le champ à des
modèles spatio-tempotels épidémiologiques notamment.

D’un point de vue biologique, les modèles déterministes pour la dynamique
des populations sont naturellement discutables, malgré leur importance du point
de vue historique, d’une part du fait des difficultés liées à l’observation et à la
mesure des paramètres du système. D’autre part, ils ne tiennent pas compte du
caractère éminemment stochastique des processus biologiques.

La prise en compte des perturbations stochastiques des conditions environ-
nementales modélisées par un mouvement brownien, donne lieu aux modèles sto-
chastiques de la dynamique des populations qui correspondent d’avantage aux pro-
blèmes réels en intégrant la part de l’aléatoire qui caractérise les phénomènes d’évo-
lution en biologie.

2 Modèles mathématiques pour la croissance de la
population d’une espèce isolée

2.1 Le modèle de T.R. Malthuse

En 1798 T. R. Malthus1 proposa un modèle pour la dynamique de popula-
tion pour lequel le taux de croissance était proportionnel à la taille de la population.
Dans le modèle malthusien la fonction N(t), qui représente la population totale à
l’instant t satisfait l’équation différentielle suivante

dN(t)

dt
= λ1N(t) t ≥ 0 (1.1)

où λ1, supposé strictement positif, est le paramètre malthusien de la population
considérée. La solution de l’équation (1.1) est la fonction exponentielle

N(t) = N(0)eλ1t,

qui met en évidence le fameux taux de croissance exponentiel de Malthus. Il est
clair que le modèle de Malthus ne prend pas en considération les limitations des

1Travaux [23] parus en 1798
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ressourses. Il serait plus réaliste de considérer un taux de croissance dépendant de la
taille de la population elle même. Un tel modèle fut proposé par P. F. Verhulst
en 1838.

2.2 Le modèle de P. F. Verhulst

Dans le modèle de Verhulst il a été supposé que la fonction N(t) satisfait
à l’équation différentielle

dN(t)

dt
= λ1[1− N(t)

K
]N(t); t ≥ 0 (1.2)

L’équation (1.2) est connue comme l’équation logistique, le terme quadratique
1

K
N2(t) correspond à l’effet de la compétition entre les individus de la population

pour les ressources limitées du territoire. La constante λ1 est le taux de croissance
de la population considérée, tandis que K correspond à la Capacité du milieu.
La résolution de l’équation (1.2) peut se faire par la méthode de la la séparation
des variables et on obtient la solution

N(t) =
K

1 + [ K
N(0)

− 1]e−λ1t
, t ≥ 0 (1.3)

De là on remarque que la solution de l’équation (1.2) vérifie la propriété

lim
t→∞

N(t) = K

Ce qui diffère du modèle malthusien, car pour le modèle de Verhulst la popula-
tion tend vers un état d’équilibre non trivial lorsque le temps tend vers l’infini.

3 Présentation des modèles d’interaction entre es-
pèces

Les écosystèmes sont structurés à plusieurs points de vue, on essaie de les clas-
ser sur la base de leur composition végétale et/ou animale mais aussi par raport à
leur milieu terrestre ou aquatique. Les espèces qui constituent un écosystème inter-
agissent les unes avec les autres, ces interactions peuvent avoir des effets positifs,
négatifs ou neutres sur chaque espèce.
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Nous nous intéresserons dans un premier temps, aux systèmes dynamiques
continus et déterministes, c’est-à-dire régis par des systèmes d’équations différen-
tielles ordinaires. Ces modèles sont essentiellement utilisés dans le cadre d’études
de dynamiques des populations et des écosystèmes, mais les techniques sont éga-
lement applicables à des systèmes moléculaires, ou en élargissant le champ, à des
modèles spatio-temporels, d’épidémiologie notamment. On ne devra jamais perdre
de vue le caractère explicatif et le pouvoir prédictif du modèle étudié. En effet, les
objectifs visés par une telle modélisation sont de trois ordres :

1. palier à la simplicité des modèles à une seule espèce et se rapprocher d’un
modèle plus réaliste qui prend en compte la compléxité des écosystèmes ; ces
modèles offrent une meilleure balance entre le critère de simplicité du modèle
et le caractère explicatif que l’on en attend.

2. réaliser une étude qualitative de l’évolution du système modélisé. Il s’agit la
plupart du temps de déterminer les conditions d’existence d’une stabilité.

3. permettre une étude quantitative viable des populations étudiées. Il s’agit
de mettre au point des outils d’aide à la gestion ; le caractère prédictif du
modèle est alors mis à contribution.

3.1 Le modèle déterministe de Lotka-Volterra

Le cadre général est celui des modèles continus, en temps continu, déter-
ministes, construits à partir de systèmes d’équations différentielles ordinaires. De
plus, les modèles considérés ici sont tous des systèmes autonomes ; c’est-à-dire que
les paramètres d’évolution du système ne dépendent pas du temps t. Cela signifie
que les différents paramètres restent constants au cours du temps. On considère un
écosystème composé de plusieurs espèces et de leur milieu physique, pour lequel on
associe un système d’équations différentielles ordinaires qui modélise l’évolution du
système biologique dans le temps, évolution décrite à tout instant t par le vecteur
N(t) = (N1(t), N2(t), · · ·Nn(t)) dont les composantes représentent les densités des
différentes populations étudiées. La dynamique de l’évolution d’une espèce i est
une fonction de sa propre composition à l’instant considéré.

Les écosystèmes, ou systèmes écologiques ou encore les associatons biolo-
giques, comme l’introduit Vito Volterra dans sa célèbre œuvre intitulée Leçons
sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie [32] sont constitués par plu-
sieurs espèces vivant dans un même territoire. Lorsque ces espèces interagissent,
leur dynamique de population en est affectée. En effet, les individus constituant ces
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espèces se disputent la même nourriture, voire s’entre- dévorent, ou au contraire, la
présence de certaines espèces peut être profitable à d’autres. Tout cela appartient
au phénomène très général de la lutte pour la vie.

D’une manière générale, l’interaction entre n espèces sera définie au niveau
de chaque espèce par la juxtaposition d’un terme de dynamique intrinsèque et d’un
terme d’interaction avec les autres espèces, ce que l’on écrit comme suit :

dNi(t) =
(
αi + βiiNi(t)

)
Ni(t) +

∑

j 6=i

βijNi(t)Nj(t)dt pour i = 1, · · · , n, (1.4)

où βij pour i 6= j est le coefficient de l’effet de la présence de l’espèce j sur
l’espèce i effet proportionnel à la taille de la population j, et βiiN

2
i , avec βii < 0

représente l’effet logistique sur l’espèce i, c’est-à-dire la compétition intraspécifique
entre les individus de l’espèce i pour i = 1, 2, · · · , n. Le signe des paramètres
d’interaction βij représente l’effet de l’interaction entre les deux espèces i et j sur
la population de l’espèce i, et caractérise le type d’interaction étudié, Compétition,
prédation, ou symbiose. On distingue plusieurs type d’interrelation entre espèces,
dans la suite on donnera un petit aperçu des modèles proposées pour les trois type
d’interaction cités ci-dessus et considérés comme plus pertinants.

3.1.1 La compétition

Considérons un écosystème formé par deux espèces en compétition pour une
ressource limitée et pour laquelle ces deux espèces entrent en compétition (les
deux populations peuvent êtres deux prédateurs qui se disputent la même proie,
ou deux espèces végitales qui sont en compétition pour le territoire ou la lumière
dans une forêt tropicale,... ect) supposons que la coexistence entre les deux espèces
est soumise aux conditions suivantes :

1. En l’absence de la seconde espèce, la première croit de façon logistique (rap-
pelons qu’elle dispose d’une ressource limitée ) selon l’équation

dN1(t) =
(
α1N1(t)− β11N

2
1 (t)

)
dt (1.5)

où α1 > 0 et β11 > 0,

2. La présence de la seconde espèce provoque une diminution du taux de crois-
sance de la première espèce, proportionnellement à la population de la pre-
mière espèce, précisement supposons que l’équation (1.5) devient

dN1(t) =
(
α1 − β11N1(t)− β12N2(t)

)
N1(t)dt (1.6)
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où β12 ≥ 0.

Ainsi, la compétition entre les deux espèces est gouvernée par le système
d’équations différentielles suivant :





dN1(t) =
(
α1 − β11N1(t)− β12N2(t)

)
N1(t)dt,

dN2(t) =
(
α2 − β22N2(t)− β21N1(t)

)
N2(t)dt.

(1.7)

où β11, β22 sont les coefficients de compétition intraspécifique tandis que β12 et β21

sont les coefficients de compétition interspécifique.
Notre intérêt porte sur la coexistence à long terme des deux espèces en compétition.
Les point stationnaires du système d’équations (1.7) sont les point du plan E0(0, 0),
E1(α1/β11, 0), E2(0, α2/β22), et E3(H1/D, H2/D), où H1 = α1β22 − α2β12, H2 =
α2β11 − α1β21, et D = β11β22 − β12β21.

On remarque que seul le point E3 correspond à la coexistence des deux es-
pèces, à condition que les quantités H1, H2, et D soient non nulles et de même
signe, en ignorant les points E0, E1, E2, qui sont des points d’équilibres pour les-
quels au moins l’une des deux espèces est vouée à l’extinction, on va étudier la
nature de l’équilibre du point E3 qui nous intéresse.

Rappelons que
αi

βii

représente la capacité d’accueil du milieu, pour l’espèce

i, et qui correspond à la densité de la population de l’espèce i qui peuvent vivre
simultanement dans le territoire, sans nuire à la compétition intraspécifique.

Par linéarisation, on déduit facilement que lorsqu’on a H1 < 0, H2 < 0, et
D < 0 le point d’équilibre E3 est un point selle, par contre l’équilibre stable est
réalisé pour H1 > 0, H2 > 0, et D > 0.

De là, on déduit que pour la stabilité du système de deux espèces en com-
pétition il est nécessaire que la compétition intraspécifique soit plus importante
que la compétition interspécifique ce qui est équivalent à dire que le coefficient de

Bolker et Pacala [1], qui est égal à
αij

αjj

soit inférieur à 1 où αij =
βij

αi

.
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3.1.2 La prédation

Le modèle de la dynamique de populations pour un écosystème formé d’une
espèce proie et d’une espèce prédatrice suscite un grand intérêt aussi bien du point
de vue biologique que du point de vue mathématique. Le système d’équations diffé-
rentielles fondamental pour un tel modèle est connu comme équations de Lotka-
Volterra ; cependant la dénomination d’"équazions de Lotka-Volterra" est
utilisée aussi pour les modèles de la symbiose ou de la compétition, quand il est
question du rapport de prédation, on specifie qu’il s’agit d’équations de Lotka-
Volterra du type proie-prédateur.

Considérons les équations de Lotka-Volterra du type proie-prédateur
sans les termes de l’effet logistique. Désignons par N1(t) la densité à l’istant t de
la population de l’espèce proie et par N2(t) la densité à l’istant t de la population
de l’espèce prédatrice, nous obtenons alors le système d’équations différentielles
suivant 




dN1(t) =
(
α1 − β12N2(t)

)
N1(t)dt,

dN2(t) =
(− α2 + β21N1(t)N2(t)

)
dt.

(1.8)

où αi > 0, et βij > 0, pour i, j = 1, 2. avec i 6= j
Le choix des signes des coefficients du système d’équations (1.8) correspond à la ca-
ractérisation d’un système écologique constitué d’une espèce proie et d’une espèce
prédatrice. En effet il est supposé que le taux de croissance de la population de
l’espèce proie en l’absence de l’espèce prédatrice soit positif, tandis que si l’espèce
proie constitue un nutriment essentiel pour l’espèce prédatrice, on peut raisonna-
blement supposé que le taux de croissance de la population de l’espèce prédatrice
en l’absence de l’espèce proie soit négatif et que la prédation contribue substentiel-
lement à la croissance de la population de l’espèce prédatrice ; d’autre part il est
clair que la prédation est un facteur négatif pour la croissance de la population de
l’espèce proie.

Ce modèle d’interaction proie-prédateur, à été proposé par Volterra après
la première guerre mondiale. Il s’agissait alors d’expliciter la dynamique des popu-
lations de sardines et de requins en mer Adriatique ; expliquer notamment pourquoi
les quantités de sardines pêchées après l’interruption due à la guerre n’étaient plus
aussi importantes que précédemment et pourquoi à la reprise de la pêche la pro-
portion observée de requins avait augmenté. Ce modèle prend en compte deux
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types d’espèces, les poissons pêchés à valeur commerciale, les sardines N1 et leurs
prédateurs, les requins N2.

Pour l’étude du comportement asymptotique de ce système, commencons
par déterminer les points d’équilibre qui sont les solutions du système d’équations
suivant





α1N1(t)− β12N1(t)N2(t) = 0,

−α2N2(t) + β21N1(t)N2(t) = 0 .

Il est clair que le point E0(0, 0) est un point d’équilibre du système (1.8) d’autes
part, étant donné que les solutions qui nous intéressent sont les seuls point du
premier carré du plan c’est-à-dire (R+)2, il s’en suit que le système (1.8) admet
un seul équilibre non trivial représenté par le point E1(

α2

β21
, α1

β12
). Pour ces deux

points d’équilibre qu’on vient de déterminé, nous pouvons déduire, en utilisant le
même raisonnement que précèdement, que étant donné que les valeurs propres de
la matrice jacobienne associée au point E0(0, 0) sont λ1 = α1, et λ2 = −α2, le
point d’équilibre E0(0, 0) est un point selle.
Par contre pour le point d’équilibre E1 le jacobien est donné par

(
0 α2β12

β21
α1β21

β12
0

)

dont les valeurs propres sont données par λ1 =
√

α1α2i et λ2 = −√α1α2i. La
linéarisation ne nous permet pas de conclure sur la stabilité de ce point d’équilibre.
Cependant, on montre que ce point d’équilibre est stable au sens de Lianpunov.

Retour Historique

Avant de clore l’étude de ce modèle, un dernier retour sur l’histoire du modèle
deVolterra et au problème de la pêche. Considérons d’abord la densité moyenne,
au cours du temps, de chacune des espèces. Quelque soit la trajectoire considérée,
la valeur moyenne (sur un cycle de longueur T ) de la densité de chaque espèce est
constante, égale à la densité à l’équilibre





N̄1 = 1
T

∫ T

0
N1(t)dt,

N̄2 = 1
T

∫ T

0
N2(t)dt.
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En effet,
d

dt
ln N1 = α1 − β12N2,

d’où, par intégration
∫ T

0

d

dt
ln N1(t)dt =

∫ T

0

α1 − β12N2(t)dt

c’est-à-dire

α1T −
∫ T

0

β12N2(t)dt = 0

et finalement

1

T

∫ T

0

N2(t)dt =
α1

β12

= N̄2

Ce résultat permet de considérer en première approximation que les quantités
pêchées sont proportionnelles aux densitées à l’équilibre. Les relevés de pêches
fournissent une estimation des paramètres du modèle. Concernant la situation en
mer Adriatique : Avant la guerre, les relevés rendent compte d’une situation de
pêche avec des prises moyennes permettant de définir un équilibre du système
donné par le point Ep = (

αp
2

βp
21

,
αp

1

βp
12

).

Après la guerre, suite à une situation sans pêche (ou presque) pendant quatre ans,
les premières pêches reflètent les densités moyennes d’un système sans pêche, soit
un équilibre E = ( α2

β21
, α1

β12
), la pêche déplace l’équilibre. Or la pêche intervient dans

la détermination des paramètres α1 et α2 de croissance intrinsèque en augmentant
la mortalité : α1 → αp

1 = a−m, et α2 → αp
2 = α2 +n où m et n sont des constantes

positives. les paramètres d’interaction entre espèces n’étant pas modifiés : β12 →
βp

12 = β12, et β21 → βp
21 = β21

En conséquence




α2

β21
<

αp
2

βp
21

,

α1β21

α2β12
>

αp
1βp

21

αp
2βp

12

La pêche déplace donc l’équilibre vers une densité plus forte en sardines et une
proportion moindre de requins.
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3.1.3 La coopération

Un système écologique formé par deux espèces liées par le rapport de co-
opération ou de symbiose où chacune des deux espèces tire profit de la présence
de l’autre. Il existe dans la nature divers cas d’interaction de ce type, comme la
coopération entre insectes pollinisateurs (les abeilles par exemple ) et les plantes,
celle entre les bactéries fixatrices d’azote et les légumineuses, ou encore la symbiose
pouvant exister entre certaines espèces d’insectes et certaines plantes ... etc

Nous pouvons identifier deux types de coopération : la coorération obligatoire
sans laquelle les deux espèces sont vouées à l’extinction, et la coopération facultative
correspondant au cas où chacune des deux espèces est en mesure de se maintenir
même en l’absence de l’autre espèce, mais la présence de chacune favorise la crois-
sance de l’autre. Dans la suite nous donnerons les modèles associés aux deux types
d’interaction dans le cadre des modèles quadratique, dans le cas de la coopération
oblgatoire, le modèle ne fournit pas de résultats crédibles ( en effet il prédit soit
l’extinction ou l’explossion des deux populations, mais rappelons encore une fois,
que dans la nature, on ne peut pas isoler parfaitement les deux populations du
reste du système biologique et la compléxité de ce système pourait remplacer le
contrôle interne au système formé par les deux espèces).

a) Coopération obligatoire

Commençons avec le cas de la coopération obligatoire. Supposons que l’in-
teraction entre les deux espèces obéit aux hypothèses suivantes

1. En l’absence de la population j la population i décroit exponentiellement
selon l’équation

dNi(t) =
(− αi − βiiNi(t)

)
Ni(t) (1.9)

où αi > 0, i = 1, 2

2. La présence de l’espèce j augmente le taux de croissance de l’espèce i pro-
portionnellement à la population de l’espèce j, de manière que

dNi(t) =
(− αi − βiiNi(t) + βijNj(t)

)
Ni(t) (1.10)

Ainsi, la croissance de populations de deux espèces associées par une relation
de coopération obligatoire peut être déscrite, dans une première approximation,
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par le système d’équations différentielles suivant




dN1(t) =
(− α1 − β11N1(t) + β12N2(t)

)
N1(t)dt,

dN2(t) =
(− α2 − β22N2(t) + β21N1(t)

)
N2(t)dt.

(1.11)

où Ni = Ni(t) désigne la densité de population de l’espèce i (i = 1, 2). Comme
dans (1.7) et (1.8), −αi−βiiNi (i = 1, 2) représentent la différence entre le taux de
natalité et de mortalité de l’espèce i (i = 1, 2) en tenant compte de l’effet logistique,
les coefficients βii pour i = 1, 2 sont tels que

β11 ≥ 0, β22 ≥ 0. (1.12)

Nous allons étudier le système (1.11), avec l’hypothèse de l’absence de l’effet logis-
tique entre les individus d’une même espèce, c’est-à-dire en supposant que

βii = 0, i = 1, 2 (1.13)

Les points d’équilibre sont alors les deux points E0 = (0, 0), et E1 = ( α2

β21
, α1

β12
), et

la matrice jacobiènne associée est donnée par

J(N1, N2) =

( −α1 + β12N2 β12N1

β21N2 −α2 + β21N1

)

en particulier, pour le point d’équilibre E0 on a

J(E0) =

( −α1 0
0 −α2

)

matrice ayant comme valeurs propores

λ1 = −α1, λ2 = −α2

le points d’équilibre E0 est alors un nœud stable pour le sytème (1.11).

D’autre part, pour le point d’équilibre E1, on a

J(E1) =

(
0 α2

β12

β21

α1
β21

β12
0

)

matrice qui admet pour valeurs propres

λ1 =
√

α1α2, λ2 = −√α1α2

ce qui nous permet de conclure que le point d’équilibre E1 est un point selle pour
le système (1.11).
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b) Coopération facultative

Le rapport de symbiose ou de coopération est dit facultatif, si la présence
de l’une des espèce n’est pas nécessaire à la survie de l’autre. Ce qui peut étre
caratérisé par les conditions

β12, β12 ≥ 0, β12 + β21 > 0 (1.14)

où β12N2 avec β12 > 0 représente l’avantage que l’espèce 1 tire de la présence
de l’espèce 2 ( proportionnellement à la population de l’espèce 2 ) et de manière
analogue β21N1 avec β21 > 0 peut représenter l’avantage que l’espèce 2 tire de
la présence de l’espèce 1 (proportionnellement a la population de l’espèce 1). Le
système d’équations qui régi l’évolution de deux espèces liées par une coopération
facultative est similaire au système (1.11) en considérant les taux de croissances
αi > 0, on alors le système





dN1(t) =
(
α1 − β11N1(t) + β12N2(t)

)
N1(t)dt,

dN2(t) =
(
α2 − β22N2(t) + β21N1(t)

)
N2(t)dt.

(1.15)

Le comportement des solutions du système d’équations différentielles (1.15) avec
les conditions (1.12) et (1.13) dépend du signe des coefficients β12, β21.

4 Le modèle stochastique

Les modèles présentés dans les précidents paragraphes sont des modéles dé-
terministes qui ne considèrent pas le caractère aléatoire des fluctuations des effets
des variations de l’environnement sur la croisssance des différentes espèces. Rappe-
lons qu’un phénomène stochastique est par définition un phénomène qui ne se prète
qu’à une analyse statistique, par opposition à un phénomène déterministe. En bio-
logie, l’évolution est un exemple de phénomène stochastique, c’est donc important
de prendre en considération le caractère stochastique des phénomènes étudiés et le
passage aux modèles stochastiques devient alors, une nécessité.

Pour les modèles de la dynamique des populations il peut y avoir deux types
de stochasticité ou d’aléats. La stochasticité due à l’approximation du nombre
d’individus par des nombres réels, c’est-à-dire le passage des modèles discrets aux
modèles continus. Un autre type de stochasticité est engendré par la prise en compte
des variations imprévisibles des conditions environementales qui ont été suffisament
étudiées, voir [3] par exemple.
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4.1 La stochasticité démographique

Commençons par la stochasticité démographique, c’est-à-dire celle engendrée
par l’approximation réelle du nombre d’individus d’une population donnée. Dési-
gnons par N(t) le nombre d’individus d’une certaine espèce à l’instant t et avec
dN(t) le taux de croissance durant l’intervalle [t, t + ∆t]. Le taux de croissance
dN(t) n’est autre que la différence entre le nombre de naissances et le nombre
de morts durant l’intervalle de temps [t, t + ∆t]. En d’autre termes, si on note
par n(t, t + ∆t) et m(t, t + ∆t) le nombre de naissances et le nombres de morts
respectivement, on obtient alors

dN(t) = n(t, t + ∆t)−m(t, t + ∆t). (1.16)

Pour un intervalle [t, t + ∆t] suffisament petit de sorte qu’on puisse négliger
les éventuelles variations des conditions qui déterminent le taux de croissance, alors
le taux de natalité n(t, t + ∆t) et le taux de mortalité m(t, t + ∆t) pouraient être
représenter par les approximmations suivantes

n(t, t + ∆t) ≈ νN(t)∆t, m(t, t + ∆t) ≈ µN(t)∆t, (1.17)

où ν et µ sont les taux de naissance et de mort par unité de temps et par individu.
De la relation (1.17) on peut construire deux variables aléatoires A(N(t)∆t)

et Z(N(t)∆t) à valeurs dans N telles que l’espérance mathématique (c’est-à-dire la
valeur moyenne ) de ces variables aléatoire vérifient

EA(N(t)∆t) = νN(t)∆t, EZ(N(t)∆t) = µN(t)∆t.

En supposant qu’une naissance ou une mort soit indépendante d’une autre
naissance ou d’une autre mort, on est en mesure d’établir la loi de probabilité
des variables aléatoires A(N(t)∆t) et celle de Z(N(t)∆t) par la loi de Poisson de
paramètres νN(t)∆t = EA(N(t)∆t) et µN(t)∆t = EZ(N(t)∆t) respectivement. Ce qui
revient à dire que la loi de probabilité de A(N(t)∆t) et celle de Z(N(t)∆t) sont données
par

P({A(N(t)∆t)) = k}) = e−νN(t)∆t (νN(t)∆t)k

k!
(1.18)

P({Z(N(t)∆t)) = k}) = e−µN(t)∆t (νN(t)∆t)k

k!
(1.19)

pour k = 1, 2, ·.
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4.2 La stochasticité environnementale

4.2.1 Le mouvement brownien

Le mouvement désordonné de particules de pollen en suspension dans un li-
quide en équilibre fut observé et rigoureusement rapporté par le botaniste écossais
Robert Brown en 1827. Ce phénomène aléatoire lié à l’agitation moléculaire
reçut par la suite le nom de mouvement brownien. Sa description mathématique
comme un processus stochastique a captivé l’attention des physiciens et mathé-
maticiens depuis plus d’un siècle. Il intervient dans de très nombreux modèles en
physique, chimie, biologie, sciences économiques et mathématiques financières. Le
mouvement brownien est l’objet central du calcul des probabilités moderne : il est
à la fois une martingale, un processus gaussien, un processus à accroissements indé-
pendants et un processus de Markov. Plus précisement, on a la définition suivante

Définition 1.4.1. Un processus stochastique Wt défini sur une base stochastique
(Ω,=, (=)t,P) à valeurs dans R est dit mouvement brownien ou processus de Wie-
ner s’il vérifie les conditions suivantes

1. W0(ω) = 0, p.s. sur Ω,

2. pour tout 0 ≤ s < t < ∞, Wt−Ws est indépendant de =s,( Wt est à accrois-
sements indépendants

3. pour tout 0 ≤ s < t < ∞, l’accroissement Wt − Ws suit une loi normale
centrée de variance égale à t− s.

En ajoutant dans l’équation (1.4), le terme stochastique

%iNi(t)dWt

où Wt désigne un mouvement brownien à valeurs dans Rm correspondant à l’effet
des variations aléatoires des conditions environnementales, sur la croissance de
l’espèce i pour i = 1, 2, · · · , n on obtient le système d’équations différentielles
stochastique suivant

dNi(t) =
(
αi + βiiNi(t)

)
Ni(t) +

∑

j 6=i

βijNi(t)Nj(t)dt + %iNi(t)dWt (1.20)

i = 1, · · · , n,
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où %i est considéré ici constante et correspond à l’intensité du buit blanc c’est-à-dire
des fluctuations des conditions environnementales modélisées par le mouvement
brownien, sur la ie espèce.

5 La diffusion spatiale des populations

Des phénomènes observés dans des contextes très variés sont représentés par
des équations de type réaction-diffusion outre la dynamique des populations qui
constitue notre domaine d’intérêt pour ce travail, on peut citer entre autre l’éco-
logie, l’épidémiologie, l’invasion biologique, le comportement collectif, et aussi la
propagation de flammes, ou encore la transition de phases, et les ondes chimiques.

Considérons un système écologique composé de n espèces ainsi que le milieu
physique : terre, air, eau, chaleur, lumière...etc. Un tel système est localisé dans
un domaine dans lequel vivent les n espèces qui le compose et où sont réalisés
des échanges entre les différentes espèces et entre les espèces et le milieu physique.
Les frontières du domaine ne sont pas déterminées d’une façon nette ; d’autre part
rappelons qu’un système écologique est un système ouvert du fait des échanges de
chaleur, de lumière, d’air, d’eau ... etc.

Pour l’étude mathématique de systèmes écologiques il est nécessaire de consi-
dérer un domaine D ⊂ Rd avec d = 2, 3. Si le système écologique peut être consi-
dérer dans une surface terrestre (ou sur une surface d’une autre nature ), alors
on peut considérer un domaine D ⊂ R2. Par contre, si l’environnement doit être
considérer dans sa structure tridimentionnelle, alors on doit choisir le domaine D
comme partie de R3.

En effet, seul le flux d’entropie négative provenant de l’extérieur fait vivre
un système écologique. Considérons maintenant la distribution non nécessairement
homogène des populations dans un domaine D, et désignons par

Ni(t, x)

la densité de la population de l’espèce i à l’instant t et au point x ∈ D. Par analogie
à la densité d’un gaz en un point de l’espace comme concept de la physique sta-
tique, la densité Ni(t, x) est considérée comme la moyenne du nombre d’individus
par unité d’espace dans une région autour du point x.
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A l’intérieur du domaine D les individus des espèces présentes se déplacent conti-
nuellement, cependant la vitesse de déplacement varie d’une espèce à une autre.
Dans le cas d’espèces végétales, les individus ne peuvent pas se déplacer ; ce sont
donc des vecteurs extérieurs, comme le vent ou certaines espèces animales, qui sont
à l’ogigine des déplacements qui intervienent par le transport des pollens (support
de la demi-hérédité ) ou des graines (dissémination de l’espèce ).

Dans une première approche, nous supposons qu’en l’absence de sources d’at-
traction (comme la lumière, la chaleur, l’humidité...) les déplacements se font dans
toutes les directions avec la même probabilité du moins localement, car il n’y
a aucune raison pour qu’elles se déplacent suivant une direction donnée, de tels
déplacements seront de même nature que les mouvements microscopiques de par-
ticules dans un gaz qui se déplacent de façons continue mais caotique du fait des
chocs avec les particules qui composent le gaz. Comme il est connu en physique sta-
tique, de tels déplacements engendrent un flux moyen ~q d’individus proportionnel
au gradient de la densité. On a alors la relation suivante

~q = −εi∇Ni(t, x),

où εi est le coefficient vitesse de déplacement, tandis que ∇ est à considérer par
rapport aux variables spatiales xk (k = 1, ·, d). Le coefficient εi peut dépendre aussi
du point x ∈ D, représentant la difficulté ou la facilité de déplacement en ce point.
Toute fois il est à considérer comme coefficient non négatif

εi(x) ≥ 0.

La dépendance des εi du temps t n’est pas non plus à exclure. Cependant la dé-
pendance des coefficients εi du temps t peut rendre difficile l’étude mathématique
du problème de la dynamique de populations. Dans la suite nous considérerons
uniquement des coefficient εi constants.

Comme la diminution des densités pour une unité de temps due au flux ~q est
donnée par la divergence du champ vectoriel du flux, l’accroissement de la densité
est défini par l’expréssion suivante

−∇ · ~q = ∇ · εi∇Ni(t, ) = εi∆Ni(t, x) = εi

d∑

k=1

∂2

∂x2
k

Ni(t, x). (1.21)

Ainsi, au lieu du système d’équations différentielles ordinaires
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dNi(t) =
(
αi +

n∑
j=1

βij(Nj(t))
)
Ni(t)

)
dt pour i = 1, · · · , n,

nous allons considérer le système d’équations aux dérivées partielles

∂

∂t
Ni(t, x) =

(
αi +

n∑
j=1

βij(Nj(t, x))
)
Ni(t, x) + εi∆Ni(t, x) (1.22)

i = 1, · · · , n,

Il est utile de rappeler que le terme de diffusion (1.21) est, comme nous
l’avons dit plus haut, dû aux déplacements caotiques dans toutes les directions
comme dans le cas des molécules d’un gaz, et non pas à l’immigration stimulée à
distance par des informations sur la distribution des populations dans différentes
régions du domaine.

6 Conclusion

Du point de vue biologique, les modèles déterministes sont bien sûr discu-
tables, du fait des difficultés liées à l’observation et à la mesure des paramètres
du système. D’autre part, il ne tiennent pas compte du caractère éminemment
stochastique des processus biologiques.2

Le recours aux modèles stochastiques se présente alors comme une nécessité
afin de se rapprocher au mieux de la réalité et donner ainsi une meilleure modéli-
sation des phénomènes biologiques.

2stochasticité d’ordre individuelle, au sein de l’espèce, mais aussi environnementale
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Deuxième partie

Étude des systèmes d’équations
stochastiques du modèle de

compétition avec diffusion spatiale





Chapitre 2

Étude d’un modèle de compétition
limitée entre plusieurs espèces avec
diffusion spatiale

1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons l’évolution de population d’une espèce
ou de plusieurs espèces. Evolution soumise à une perturbation stochastique due
aux variations aléatoires des conditions environnementales, avec la diffusion de
population de chaque espèce dans un territoire. Le modèle considéré suppose que les
compétitions interspécifiques ont un effet limité sur l’évolution de chaque espèces.
Nous démontrons que l’équation stochastique pour ce modèle admet, sous une
condition convenable, une mesure invariante, pour laquelle aucune espèce n’est
vouée à l’extinction. Comme le cas d’une espèce peut être considéré comme cas
particulier d’un système de n espèces, dans la suite on ne considérera que le cas de
n espèces.

2 Résultat principal

Soit D un ensemble ouvert et borné de Rd, d = 2 ou 3, muni de la frontière
régulière ∂D. On désigne par Ni(t, x) la densité de la population de l’espèce i,
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i = 1, · · · , n, à l’instant t et au point x ∈ D. On considère dans D le système
d’équations

dNi(t, x) =
[(

αi −
n∑

j=1

βij(Nj(t, x))
)
Ni(t, x) + εi∆Ni(t, x)

]
dt + %iNi(t, x)dW (t),

(2.1)
i = 1, · · · , n

avec la condition aux limites de Neumann

∇Ni · ~n = 0 sur ∂D, i = 1, · · · , n, (2.2)

et la condition initiale

Ni(0, ·) = Ni0, i = 1, · · · , n. (2.3)

Les opérateurs ∆ et ∇ sont à considérer par rapport aux variables spatiales
x1, · · · , xd, les coefficients αi, εi et %i (i = 1, · · · , n) sont des constantes positives,
βij(·) (i, j = 1, · · · , n) sont des fonctions lipschitziennes non négatives, tandis que
W (t) est le mouvement brownien à valeurs dans L2(D) défini sur une base stochas-
tique (Ω,=, (=t)t≥0,P). Plus précisément, nous considérons W (t) ayant la forme

W (t) =
∞∑

m=1

λmemW (m)(t), (2.4)

où {em}∞m=1 est une base orthonormale de L2(D) avec em ∈ L∞(D) pour tout m ∈
N\{0} et W (m)(t) (m = 1, 2, · · · ), sont des mouvements browniens indépendants à
valeurs réelles, tandis que {λm}∞m=1 est une suite de nombres positifs telle que

∞∑
m=1

λ2
m = 1,

∞∑
m=1

λ2
m‖em‖2

L∞(D) = K0 < ∞. (2.5)

Pour les coefficients αi, εi, %i et les fonctions βij(·), on suppose

βii(s) = β̄iis ∀s ≥ 0, β̄ii > 0 i = 1, · · · , n, (2.6)

0 ≤ βij(s) ≤ γij < ∞ ∀s ≥ 0, i, j = 1, · · · , n, i 6= j, (2.7)
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K0
%2

i

2
+

n∑

j=1,j 6=i

γij < αi i = 1, · · · , n. (2.8)

La condition (2.7) signifie que les compétitions entre les espèces différentes ont un
effet limité. Il est évident que dans le cas n = 1, la condition (2.7) sera superflue
et la condition (2.8) se réduira à

K0
%2

i

2
< αi.

Pour le problème (2.1)–(2.3) considéré ci-dessus, en s’appuyant sur les tech-
niques développées dans [28], on peut démontrer l’existence et l’unicité de la solu-
tion N = (N1, N2, · · · , Nn) avec (Ni(t, ·) > 0 p.s., i = 1, · · · , n). Plus précisément
on a la
Proposition 2.2.1. Le problème (2.1)–(2.3) avec les conditions (2.4)–(2.7) et avec
la condition initiale N(0, ·) ∈ L2(D), Ni(0, ·) > 0 p.p. dans D, admet une solution
N(t, x) = (N1(t, x), · · · , Nn(t, x)) et une seule dans l’intervalle 0 ≤ t < ∞ et on a
Ni(t, ·) > 0 p.p dans D p.s. (i = 1, · · · , n) pour tout t ≥ 0.
Remarque 2.2.2. La condition (2.8), qui n’est pas utilisée pour la proposition
2.2.1, servira à démontrer l’existence d’une mesure invariante.

Pour exprimer de manière convenable l’existence d’une mesure invariante
pour l’équation 2.1, introduisons les notations

N(t, x) = (N1(t, x), · · · , Nn(t, x)),

L(N(t, x)) = (log N1(t, x), · · · , log Nn(t, x)),

H = L2(D;Rn)× L2(D;Rn).

On a alors le
Théorème 2.2.3. Si le mouvement brownien W (t), les coefficients αi et %i (i =
1, · · · , n) et les fonctions βij(·) (i, j = 1, · · · , n) satisfont aux conditions (2.4)–
(2.8), alors il existe une mesure invariante µ̄ dans H pour l’équation (2.1) avec la
condition aux limites (2.2), dont la solution est à considérer comme (N, L(N)) ∈
H. En outre on a

µ̄(H1(D;Rn)×H1(D;Rn)) = 1.

Comme dans la démonstration du théorème il n’est pas difficile de distinguer
les fonctions à valeurs réelles et celles à valeurs dans Rn, dans la suite on va écrire
simplement L2(D) et H1(D) au lieu de L2(D;Rn) et H1(D;Rn).
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3 Estimations à priori de la solution

3.1 Première estimation de la solution

De manière analogue aux lemmes 3.1 et 3.2 de [28], on démontre le

Lemme 2.3.1. Il existe une constante M telle que, si N est la solution obtenue
dans la proposition 2.2.1, alors on ait

E
1

t

∫ t

0

‖N‖2
H1(D)dt′ ≤ M ∀t ≥ 1. (2.9)

Démonstration. On pose

ϕ(N(t, ·)) = ‖N(t, ·)‖2
L2(D) =

n∑
i=1

∫

D

|Ni(t, x)|2dx. (2.10)

La formule d’Itô appliquée à ϕ(N(t, ·)) nous donne

ϕ(N(t, ·)) =ϕ(N(0, ·)) (2.11)

+2
n∑

i=1

∫ t

0

∫

D

(
αi|Ni(t, x)|2 −

n∑
j=1

βij(Nj(t, x))|Ni(t, x)|2
)
dxdt′

−2
n∑

i=1

εi

∫ t

0

∫

D

|∇Ni(t, x)|2dxdt′ + 2
n∑

i=1

%i

∫ t

0

〈N2
i , dW (t)〉

+
n∑

i=1

%2
i

∞∑
m=1

λ2
m

∫ t

0

∫

D

N2
i e2

mdxdt′

(pour la formule d’Itô pour un processus stochastique à valeurs hilbertiennes, voir
par exemple [25], [6]).

On remarque que

‖u‖3
L2(D) ≤ |D|1/2

∫

D

|u|3dx.

Donc, compte tenu des conditions (2.6)– (2.7), on a

−
n∑

i,j=1

∫

D

βij(Nj(t, x))|Ni(t, x)|2dx ≤ −
n∑

i=1

β̄ii|D|−1/2‖Ni‖3
L2(D).
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D’autre part, grâce à (2.5) on a

n∑
i=1

%2
i

∞∑
m=1

λ2
m

∫

D

N2
i e2

mdx ≤ %̄2‖N‖2
L2(D)

∞∑
m=1

λ2
m‖em‖2

L∞(D) ≤ C‖N‖2
L2(D)

avec %̄ = max{%i|i = 1, · · · , n}, C = %̄2K0. Cela étant, en considérant l’espérance
mathématique des deux membres de (2.11) et en rappelant la définition (2.10), on
obtient

E‖N(t, ·)‖2
L2(D) + 2

n∑
i=1

εiE

∫ t

0

‖∇Ni(t
′, ·)‖2

L2(D)dt′ (2.12)

≤ E‖N(0, ·)‖2
L2(D) + c1E

∫ t

0

‖N(t′, ·)‖2
L2(D)dt′

− 2
n∑

i=1

β̄ii|D|−1/2E

∫ t

0

‖Ni(t
′, ·)‖3

L2(D)dt′

avec une constante positive c1.

En posant y(t) = E‖N(t, ·)‖2
L2(D), de (2.12) on déduit en particulier

y(t) ≤ y(0) + c1

∫ t

0

y(t′)dt′ − c2

∫ t

0

y(t′)3/2dt′ (2.13)

avec des constantes positives c1, c2. Comme on le sait bien, (2.13) entraîne

y(t) = E‖N(t, ·)‖2
L2(D) ≤ c3 ∀t ≥ 0 (2.14)

avec une constante c3 < ∞.

Or, en substituant (2.14) dans le second membre de (2.12), on obtient

2
n∑

i=1

εiE

∫ t

0

‖∇Ni(t
′, ·)‖2

L2(D)dt′ ≤ E‖N(0, ·)‖2
L2(D) + c1c3t. (2.15)

De (2.14) et de (2.15) on obtient (2.9) avec une constante M .

3.2 Deuxième estimation de la solution

Maintenant on va démontrer une estimation contenant celle de (log N1, · · · , log Nn).
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Lemme 2.3.2. Outre les conditions supposées dans la proposition 2.2.1, on suppose
aussi (2.8). On pose

f(s) = s− log s− 1 (s > 0), f(N) = (f(N1), · · · , f(Nn)). (2.16)

Alors il existe une constante M1 et une fonction A(c) telles que, si N est la solution
obtenue dans la proposition 2.2.1, alors on a

E
1

t

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt′ ≤ M1

A(c)
∀t ≥ 1, (2.17)

A(c) → ∞ pour c →∞. (2.18)

Dans (2.17) χ{··· } désigne la fonction caractéristique de l’ensemble {· · · },
c’est-à-dire, χ{··· }(ω) = 1 si ω ∈ {· · · } et = 0 autrement.

Démonstration. On remarque d’abord que pour la fonction f(·) définie dans (2.16)
on a

f(s) ≥ 0,
df(s)

ds
= 1− 1

s
.

On pose

ψ(N) = ‖f(N)‖2
L2(D) =

n∑
i=1

∫

D

|f(Ni)|2dx. (2.19)

Pour appliquer la formule d’Itô à ψ(N), on remarque que

∂ψ(N)

∂Ni

(g) = 2

∫

D

f(Ni)(1− 1

Ni

)gdx,

∂2ψ(N)

∂N2
i

(g)(h) = 2

∫

D

[f(Ni)

N2
i

+ (1− 1

Ni

)2
]
ghdx,

∂2ψ(N)

∂N2
i

(Niem)(Niem) = 2

∫

D

[f(Ni) + (Ni − 1)2]e2
mdx,
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∫

D

f(Ni)(1− 1

Ni

)∆Nidx = −
∫

D

|∇f(Ni)|2dx−
∫

D

f(Ni)|∇ log Ni|2dx.

Donc en rappelant (2.5), de la formule d’Itô appliquée à ψ(N) on déduit

dψ(N) ≤2
n∑

i=1

[ ∫

D

f(Ni)
[
αi(Ni − 1)−

n∑
j=1

βij(Nj)(Ni − 1)
]
dx

−2εi

∫

D

|∇f(Ni)|2dx− 2εi

∫

D

f(Ni)|∇ log Ni|2dx
]
dt

+K0

n∑
i=1

%2
i

∫

D

(f(Ni) + N2
i + 1)dxdt

+
n∑

i=1

%i〈f(Ni)(Ni − 1), dW (t)〉.

Cette relation nous permet d’obtenir

E[ψ(N(t, ·))] ≤E[ψ(N(0, ·))] + E
[ ∫ t

0

( ∫

D

F (N(t, x))dx (2.20)

−2
n∑

i=1

εi

∫ t

0

∫

D

(|∇f(Ni)|2 + f(Ni)|∇ log Ni|2)dx
)
dt

]
,

où

F (N) =
n∑

i=1

Fi(N), (2.21)

Fi(N) =f(Ni)
[
2αi(Ni − 1)−

n∑
j=1

2βij(Nj)(Ni − 1) + K0%
2
i

]

+K0%
2
i (N

2
i + 1).

On va démontrer qu’il existe deux constantes positives ε0 et C0 telles que, si

n∑
i=1

|f(Ni)|2 ≥ C0, (2.22)
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alors on ait

F (N) ≤ −ε0

n∑
i=1

f(Ni). (2.23)

En effet, en vertu de la condition (2.8) et de la continuité de la fonction

gi(s) = 2αi(s− 1)− 2β̄iis(s− 1)−
n∑

j=1,j 6=i

γij(s− 1) + K0%
2
i , s ≥ 0,

il existe deux constantes δ1 > 0 et ε0 > 0 telles que, si 0 < Ni ≤ δ1, quelques soient
Nj, j = 1, · · · , n, j 6= i, on ait

2αi(Ni − 1)−
n∑

j=1

2βij(Nj)(Ni − 1) + K0%
2
i ≤ −3ε0.

Cette relation, jointe à la condition β̄ii > 0 (voir (2.6)), nous permet en
particulier de constater qu’il existe une constante C1 telle que, si

n∑
i=1

|Ni|2 ≥ C1,

alors on ait (2.23) avec ε0 = 1.

En outre, comme K0%
2
i (N

2
i + 1) est borné pour 0 < Ni ≤ δ1, il existe une

constante δ2 ∈ ]0, δ1] telle que, si 0 < Ni ≤ δ2, alors, quelques soient Nj, j =
1, · · · , n, j 6= i, on ait

Fi(N) ≤ −2ε0f(Ni).

Il est évident que, si
∑n

i=1 |Ni|2 ≤ C1, alors Fi(N) sont uniformément bornées
(voir (2.21), (2.7)). On en déduit qu’il existe une constante δ ∈ ]0, δ2] telle que, si∑n

i=1 |Ni|2 ≤ C1 et s’il y a au moins une composante Ni de N telle que 0 < Ni ≤ δ,
alors la relation (2.23) est vérifiée.

Il est clair qu’il existe une constante C0 telle que, si (2.22) est vérifiée, alors
ou on a

∑n
i=1 |Ni|2 ≥ C1 ou il y a au moins une composante Ni de N telle que

0 < Ni ≤ δ. Par conséquent, si (2.22) est vérifiée, alors on a (2.23). D’autre part,
si (2.22) n’est pas vérifiée, alors on a

n∑
i=1

f(Ni) ≤
√

n
√

C0.
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Donc, en posant

MF = sup
N∈(R+)n

F (N),

on a

F (N(t, x)) ≤ −ε0

n∑
i=1

f(Ni(t, x)) + ε0

√
n
√

C0 + MF . (2.24)

D’autre part, comme on a

‖f(Ni)‖L2(D) ≤‖f(Ni)‖1/4

L1(D)‖f(Ni)‖3/4

L3(D)

≤C‖f(Ni)‖1/4

L1(D)(‖f(Ni)‖3/4

L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3/4

L2(D))

avec une constante C, on a

−‖f(Ni)‖L1(D) ≤ − 1

C4

‖f(Ni)‖4
L2(D)

‖f(Ni)‖3
L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3

L2(D)

.

Donc, compte tenu de (2.24), on a
∫

D

F (N)dx ≤− ε0

C4

n∑
i=1

‖f(Ni)‖4
L2(D)

‖f(Ni)‖3
L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3

L2(D)

(2.25)

+(ε0

√
n
√

C0 + MF )|D|.
En posant

ε̄ = inf
i=1,··· ,n

εi, A(c) = inf
X2+Y 2≥c2

[ ε0

C4

X4

X3 + Y 3
+ 2ε̄Y 2

]
,

on déduit de (2.20) et de (2.25) que

E[ψ(N(t, ·))] ≤E[ψ(N(0, ·))]

−A(c)E

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt′ + (ε0

√
n
√

C0 + MF )|D|t,
ou encore

E
1

t

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt′ ≤ E[ψ(N(0, ·))] + (ε0

√
n
√

C0 + MF )|D|
A(c)

pour t ≥ 1. On remarque en outre que

A(c) = inf
X2+Y 2≥c2

[ ε0

C4

X4

X3 + Y 3
+ 2ε̄Y 2

]
→ ∞ pour c →∞.

En posant M1 = E[ψ(N(0, ·))]+ (ε0

√
n
√

C0 +MF )|D|, on a (2.17) avec (2.18).
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4 Démonstration du théorème 2.2.3

En adjoignant (2.9) et (2.17) on obtient

E
1

T

∫ T

0

χ{‖N(t,·)‖H1(D)+‖f(N(t′,·)))‖H1(D)≤c}dt ≥ 1− ε(c) ∀T ≥ 1 (2.26)

avec une fonction ε(c) telle que

ε(c) → 0 pour c →∞.

Or, on remarque que

‖ log Ni‖L2(D) =‖ log Ni −Ni + 1 + Ni − 1‖L2(D)

≤
√

3(‖f(Ni)‖L2(D) + ‖Ni‖L2(D) + |D|1/2),

‖∇ log Ni‖L2(D) =‖∇(log Ni −Ni + 1) +∇Ni‖L2(D)

≤
√

2(‖∇f(Ni)‖L2(D) + ‖∇Ni‖L2(D)).

En d’autres termes, il existe deux constantes C1 et C2 telles que

‖N‖H1(D) + ‖ log N‖H1(D) ≤ C1(‖N‖H1(D) + ‖f‖H1(D)) + C2.

Pour u = (u1, · · · , un) ∈ L2(D) avec ui > 0 p. p. (i = 1, · · · , n) et Γ un
ensemble borélien de H, on pose

Pt(u, Γ) = P( {(N(t, ·), L(N(t, ·))) ∈ Γ} ),

où N(t, ·) est la solution du problème (2.1)–(2.2) avec la condition initiale

Ni(0, x) = ui(x).

On définit alors

µT (Γ) =
1

T

∫ T

0

∫

L2(D)

Pt(u, Γ)ν0(du),

où ν0 est la mesure dans L2(D) de la donnée initiale N(0, ·).
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Alors de (2.26) on déduit que

µT ( {‖(N,L(N))‖2
H1(D) ≤ c} ) ≥ 1− ε(c) ∀T ≥ 1,

ε(c) → 0 pour c →∞.

Ça signifie que pour tout ε > 0 il existe un nombre C(ε) tel que

µT ( { (u, v) ∈ H | ‖u‖H1(D) + ‖v‖H1(D) ≤ C(ε)} ) ≥ 1− ε. (2.27)

On rappelle que l’ensemble

{ (u, v) ∈ H | ‖u‖H1(D) + ‖v‖H1(D) ≤ C(ε)}

est compact dans H = L2(D) × L2(D). Donc en vertu du théorème de Krylov-
Bogoliubov [18] dans sa version completée par le critère de Prokhorov (voir
[1], [2]), on déduit de (2.27) l’existence d’une mesure invariante µ̄ dans H pour
l’équation (2.1) avec la condition aux limites (2.2). En outre, il est évident que

µ̄(H1(D)×H1(D)) = 1.

Le théorème 2.2.3 est démontré.





Chapitre 3

Mesure invariante pour le système
d’équations stochastiques du modèle
de compétition avec diffusion
spatiale

1 Introduction

Depuis quelques années la question de la mesure invariante est devenue un des
thèmes centraux de la recherche sur les équations stochastiques de la dynamique de
populations. En particulier, Rudnicki [26] a démontré l’existence et l’unicité de la
mesure invariante pour l’équation stochastique du modèle proie- prédateur, en pré-
cisant les conditions sur les coefficients de l’équation pour l’existence de la mesure
invariante et l’extention de son support. D’autre part, pour le modèle stochastique
de compétition entre deux espèces, dans [29] le comportement asymptotique de la
solution de l’équation stochastique, y compris le cas de convergence vers une me-
sure invariante, a été classifié, en utilisant la méthode de Rudnicki et l’application
directe de la fonction de Khas’minskii (voir [15]). Or, dans le cas où on considère
aussi la diffusion spatiale de la population dans un territoire, Tornatore [28] a
démontré que pour n espèces en compétition l’espérance mathématique des popu-
lations totales, qui résultent de l’équation stochastique, est uniformément bornée
pour tout t ≥ 0. Dans [9] nous avons démontré l’existence d’une mesure invariante
pour un système d’équations analogue à celui de [28] mais avec une compétition
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limitée entre les espèces différentes.

Nous considérons le systèmes d’équations stochastiques du modèle de com-
pétition entre deux espèces dans la forme usuelle avec la diffusion spatiale, on
démontre dans ce chapitre qu’un tel système admet, sous une condition conve-
nable et naturelle, une mesure invariante, pour laquelle aucune des deux espèces
n’est destinée à l’extinction.

Pour les modèles de la dynamique de populations en général et ceux avec la
diffusion spatiale ou des perturbations stochastiques, voir aussi [32], [24], [25], [10],
[2], [3], [8] et d’autres.

2 Résultat principal

Considérons un système écologique formé par deux espèces végétales ou ani-
males dans un territoire D en compétition pour des ressources du territoire. Pour
formuler le problème dans une forme mathématique, admettons que D soit un
ensemble ouvert borné de Rd, d = 2 ou 3, muni de la frontière régulière ∂D et
désignons par N1(t, x) et N2(t, x) la densité de population au point x ∈ D et à
l’instant t ∈ R de la première et de la seconde espèce respectivement. Cela étant,
nous considérons le système d’équations stochastiques

dNi(t, ·) = [(αi −
2∑

j=1

βijNj(t, ·))Ni(t, ·) + εi∆Ni(t, ·)]dt + %iNi(t, ·)dW (t), (3.1)

i = 1, 2,
dans l’espace de Hilbert L2(D) avec la condition initiale

Ni(0, ·) = Ni0 i = 1, 2, (3.2)

et la condition aux limites de Neumann

∇Ni · ~n = 0 sur ∂D, i = 1, 2. (3.3)

Dans (3.1)–(3.3) l’opérateur de Laplace ∆ et l’opérateur ∇ sont à considérer par
rapport aux variables spatiales x1, · · · , xd, ~n désigne le vecteur normal à la frontière
∂D de D et les coefficients αi, βij, εi et %i (i, j = 1, 2) sont des constantes telles
que

αi > 0, εi > 0, %i > 0, βii > 0, i = 1, 2, βij ≥ 0, i, j = 1, 2 i 6= j, (3.4)



2 Résultat principal 53

tandis que W (t) est un mouvement brownien défini sur une base stochastique

(Ω,F , (Ft)t≥0,P)

à valeurs dans L2(D). On suppose que W (t) est de la forme

W (t) =
∞∑

m=1

λmem(·)W (m)(t), (3.5)

où {em}∞m=1 est une base orthonormale de L2(D) avec em(·) ∈ L∞(D) pour tout
m ∈ N\{0}, W (m)(t), m = 1, 2, · · · , sont des mouvements browniens indépendants
à valeurs réelles, et {λm}∞m=1 est une suite de nombres réels telle que

∥∥
∞∑

m=1

λ2
me2

m(·)
∥∥

L∞(D)
= K0 < ∞. (3.6)

2.1 Existence et unicité de la solution

Pour le problème (3.1)–(3.3) proposé ci-dessus, on connaît l’existence et l’uni-
cité ainsi que la positivité de la solution. Plus précisément, on a la

Proposition 3.2.1. Le problème (3.1)–(3.3) avec la condition initiale Ni(0, x) > 0
p.p. dans D, Ni(0, ·) ∈ L2(D), i = 1, 2, admet une solution N(t, x) = (N1(t, x), N2(t, x))
et une seule dans l’intervalle 0 ≤ t < ∞ et on a Ni(t, x) > 0 p.p. dans D p.s.
(i = 1, 2) pour tout t ≥ 0.

Démonstration. Pour la démonstration, voir [28] (dans [28] l’existence et l’unicité
de la solution sont démontrées pour un système de n espèces).

Pour démontrer l’existence d’une mesure invariante, nous supposons que, avec
K0 défini dans (3.5)–(3.6), on ait

β21

β11

<
α2 −K0

%2
1+%2

2

2

α1

≤ α2

α1 −K0
%2
1+%2

2

2

<
β22

β12

, (3.7)

où on entend β22

β12
= +∞ si β12 = 0. Comme β21

β11
≥ 0 et que αi > 0, i = 1, 2,

l’inégalité (3.7) implique que

αi −K0
%2

i

2
≥ αi −K0

%2
1 + %2

2

2
> 0, i = 1, 2, (3.8)
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2.2 Existence d’une mesure invarainte

Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 3.2.2. Si les coefficients αi, βij et %i (i, j = 1, 2) et le mouvement
brownien W (t) satisfont aux conditions (3.4)–(3.7), alors il existe une mesure in-
variante µ̄ dans L2(D;R2) pour l’équation (3.1) avec la condition aux limites (3.3),
telle que

µ̄({Ni ∈ H1(D), i = 1, 2}) = µ̄({Ni > 0 p.p. dans D, i = 1, 2}) (3.9)
= µ̄({log Ni ∈ L1(D), i = 1, 2}) = 1.

La population totale de l’espèce i sur le territoire D, qui est essentielle du
point de vue biologique, est exprimée exactement par la norme ‖Ni‖L1(D). Mais
pour les traitements mathématiques il nous est commode de considérer Ni comme
élément de L2(D) ; comme on voit facilement, la norme ‖Ni‖L1(D) est majorée par√

mes(D)‖Ni‖L2(D).

3 Démonstration de l’existence d’une mesure inva-
riante

La démonstration du théorème 3.2.2 se base sur l’application du théorème de
Krylov- Bogoliubov, qui, à son tour, s’appuie sur une estimation de la solution
du problème ex(2.1)–(3.3) avec les conditions initiales et utilise également les idées
du théorème de Khas’minskii (voir [15]). Comme l’estimation de la solution qu’on
va utiliser est assez complexe, en renvoyant sa démonstration au paragraphe sui-
vant, dans le présent paragraphe on va démontrer le théorème 3.2.2 en admettant
le résultat de l’estimation.

3.1 Estimation de la solution

Pour formuler ce résultat auxiliaire, on pose

Φ0(N) =
2∑

i=1

(‖Ni‖2
L2(D) + ‖ log Ni‖L1(D)

)
, (3.10)
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Φ1(N) =
2∑

i=1

(‖∇Ni‖2
L2(D) + ‖∇ log Ni‖2

L2(D)

)
, (3.11)

Ξ(D) = {N ∈ L2(D; (R+)2) | log Ni ∈ L1(D), i = 1, 2 }. (3.12)

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Il existe une fonction G : Ξ(D) → R ∪ {−∞} telle que, si on pose

A(c) = sup {G(N) |N ∈ Ξ(D), Φ0(N) ≥ c }, (3.13)

on ait
sup

N∈Ξ(D)

G(N) = A(0) < ∞ (3.14)

A(c) → −∞ pour c → +∞, (3.15)

et que de plus, si N(t, ·) est la solution du problème (3.1)–(3.3) avec la condition
initiale N(0, ·) = N0 ∈ Ξ(D), alors on ait

κ0EΦ0(N(t, ·)) + κ1

∫ t

0

EΦ1(N(t′, ·))dt′ ≤ κ2‖N0‖2
Ξ +

∫ t

0

EG(N(t′, ·))dt′, (3.16)

où κ0, κ1, κ2 sont des constantes positives et

‖N‖Ξ =
2∑

i=1

(‖Ni‖L2(D) + ‖ log Ni‖L1(D)). (3.17)

En renvoyant la démonstration de ce lemme au paragraphe 5, on expose ici
la démonstration du théorème 3.2.2.

3.2 Démonstration du théorème 3.2.2

Comme le premier membre de (3.16) est non-négatif, on a

0 ≤ κ2‖N0‖2
Ξ + tA(0) + A(c)

∫ t

0

P
({Φ0(N(t′, ·)) ≥ c})dt′;

en particulier pour c tel que A(c) < 0, on a

1

t

∫ t

0

P
({Φ0(N(t′, ·)) ≥ c})dt′ ≤ 1

−A(c)

(
A(0) +

κ2‖N0‖2
Ξ

t

)
. (3.18)
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D’autre part, de (3.16) on déduit immédiatement que

κ1
1

t

∫ t

0

EΦ1(N(t′, ·))dt′ ≤ A(0) +
κ2‖N0‖2

Ξ

t
. (3.19)

De (3.18)–(3.19) et de (3.15) on déduit

1

t

∫ t

0

P
({Φ0(N(t′, ·)) + Φ1(N(t′, ·)) ≤ c})dt′ ≥ 1− ε(c) ∀t ≥ 1 (3.20)

avec une fonction décroissante ε(c) telle que

ε(c) → 0 pour c →∞.

Pour N0 ∈ Ξ(D) et un ensemble borélien Γ de L2(D;R2) × L1(D;R2), on
pose

Pt(N0, Γ) = P
( {(N1(t, ·), N2(t, ·), log N1(t, ·), log N2(t, ·)) ∈ Γ} )

,

où N(t, ·) est la solution du problème (3.1)–(3.3) avec la condition initiale

Ni(0, x) = N0,i(x), i = 1, 2.

On définit alors

νT (Γ) =
1

T

∫ T

0

Pt(N0, Γ)dt.

Cela étant, de (3.20) et de la définition de Φ0(·) et Φ1(·) (voir(3.10) et (3.11)) on
déduit qu’on a

νT ( {N ∈ Ξ(D) | ‖N‖2
H1(D;R2) +

2∑
i=1

‖ log Ni‖2
H1(D;R) ≤ c} ) ≥ 1− ε̃(c) ∀T ≥ 1

avec une fonction décroissante ε̃(·) telle que

ε̃(c) → 0 pour c →∞.

C’est-à-dire, pour tout ε > 0 il existe un nombre C(ε) tel que

νT ( {N ∈ Ξ(D) | ‖N‖2
H1(D;R2) +

2∑
i=1

‖ log Ni‖2
H1(D;R) ≤ C(ε)} ) ≥ 1− ε, ∀T ≥ 1.

(3.21)
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On rappelle qu’un ensemble borné dans H1(D;R2) × H1(D;R2) est rela-
tivement compact dans L2(D;R2) × L1(D;R2). Donc en vertu du théorème de
sc Krylov-Bogoliubov [18] dans sa version complétée par le critère de Prokho-
rov (voir [5], [6]), on déduit de (3.21) l’existence d’une mesure invariante ν̄ dans
L2(D;R2) × L1(D;R2) pour l’équation (3.1) avec la condition aux limites (3.3).
Désignons par µT et λT les projections de νT sur L2(D;R2) et sur L1(D;R2) et
analoguement par µ̄ et λ̄ les projections de ν̄ sur L2(D;R2) et sur L1(D;R2) res-
pectivement. Or, comme ν̄ est obtenue comme limite faible d’une suite {νTk

}∞k=1

(voir [4] ; voir aussi le théorème 1 du §1, chap. IX de [28] et que

µTk

({Ni > 0 p.p. dans D, i = 1, 2}) = 1, λTk
= log ◦µTk

,

on a

µ̄({Ni > 0 p.p. dans D, i = 1, 2}) = 1, λ̄ = log ◦µ̄,

ce qui achève la démonstration du théorème 3.2.2

4 Démonstration du lemme 3.3.1

Pour démontrer le lemme 3.3.1, on va appliquer la formule d’Itô à une fonc-
tion convenable et en obtenir une estimation, en utilisant les idées de la fonction
de Khas’minskii et celles des estimations dans L2(D) de la solution de l’équation
(3.1) avec la condition (3.3) (voir [28]).

Commençons par remarquer une conséquence élémentaire de la condition
(3.7).

Remarque 3.4.1. Pour i = 1, 2, il existe ki > 0 tel que

(βii + βji + kiαi)
2 − 4kiβii(α1 + α2 −K0

%2
1 + %2

2

2
) < 0, j 6= i. (3.22)

Démonstration. En considérant (3.22) comme équation algébrique du second degré
en ki, on voit qu’il existe ki > 0 satisfaisant à (3.22), si et seulement si

αi(βii + βji)− 2βii(α1 + α2 −K0
%2

1 + %2
2

2
) < 0,
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(αi(βii + βji)− 2βii(α1 + α2 −K0
%2

1 + %2
2

2
))2 − α2

i (βii + βji)
2 > 0, j 6= i.

On voit aisément que, pour que ces deux inégalités soient vérifiées, il faut et il suffit
que

αi(βii + βji) < βii(α1 + α2 −K0
%2

1 + %2
2

2
), j 6= i.

Cette dernière inégalité pour i = 1 et 2 est équivalente à (3.7).

On pose maintenant

U(N) =
2∑

i=1

(kiNi − log Ni) + C, (3.23)

où k1 et k2 sont deux constantes positives satisfaisant à (3.22) et

C = 1− inf
N∈(R+)2

2∑
i=1

(kiNi − log Ni).

Grâce à ce choix de C, on a

U(N) ≥ 1 ∀N ∈ (R+)2 (3.24)

et il existe des constantes positives c̄1, c̄2, c̄3, c̄4 telles que

c̄1

2∑
i=1

| log Ni| ≤ U(N) ≤ c̄2 + c̄3

2∑
i=1

| log Ni|+ c̄4

2∑
i=1

|Ni|. (3.25)

On pose en outre

ϕ(N) =
1

2

2∑
i=1

∫

D

N2
i dx +

1

2

( ∫

D

U(N1, N2)dx
)2

. (3.26)

On va appliquer la formule d’Itô à la fonction ϕ(N). Pour cela, rappelons
que

∂ϕ(N)

∂Ni

(f) =

∫

D

Nifdx +

∫

D

U(N)dx

∫

D

∂U(N)

∂Ni

fdx,
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∂2ϕ(N)

∂Ni∂Nj

(f)(g) = δij

∫

D

fgdx +

∫

D

U(N)dx

∫

D

∂2U(N)

∂Ni∂Nj

fgdx

+

∫

D

∂U(N)

∂Nj

fdx

∫

D

∂U(N)

∂Ni

gdx,

∂U(N)

∂Ni

= ki − 1

Ni

,
∂2U(N)

∂Ni∂Nj

=
δij

N2
i

.

En appliquant la formule d’Itô à la fonction ϕ(N) (pour la formule d’Itô pour
les processus à valeurs dans un espace de Hilbert, voir par exemple [25]) et en
intégrant par parties sur D les termes contenant l’opérateur de Laplace ∆, on
obtient

ϕ(N(t, ·)) +

∫ t

0

F (N(t′, ·))dt′ = ϕ(N(0, ·)) (3.27)

+

∫ t

0

(G1(N(t′, ·)) + G2(N(t′, ·)) + G3(N(t′, ·)))dt′

+

∫ t

0

〈h(N(t′, ·)), dW (t′)〉,

où

F (N) =
2∑

i=1

εi(‖∇Ni‖2
L2(D) +

1

2
‖U(N)‖L1(D)‖∇ log Ni‖2

L2(D)), (3.28)

G1(N) =
2∑

i=1

∫

D

N2
i (αi +

%2
i

2

∞∑
m=1

λ2
me2

m −
2∑

j=1

βijNj)dx, (3.29)

G2(N) =

∫

D

U(N)dx
( ∫

D

AU(N)dx− 1

2

2∑
i=1

εi‖∇ log Ni‖2
L2(D)

)
, (3.30)

AU(N) =
2∑

i=1

∂U

∂Ni

(
αi −

2∑
j=1

βijNj)Ni +
2∑

i,j=1

%i%j

2
NiNj

∂2U

∂Ni∂Nj

∞∑
m=1

λ2
me2

m, (3.31)

G3(N) =
1

2

∞∑
m=1

2∑
i,j=1

∫

D

∂U

∂Ni

%iNiλmemdx

∫

D

∂U

∂Nj

%jNjλmemdx, (3.32)

h(N) =
2∑

i=1

%iN
2
i +

∫

D

Udx

2∑
i=1

∂U

∂Ni

%iNi. (3.33)
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Lemme 3.4.2. On a
sup

N∈Ξ(D)

G2(N) < ∞, (3.34)

sup {G2(N) |N ∈ Ξ(D),

∫

D

U(N)dx ≥ c } → −∞ pour c → +∞. (3.35)

Démonstration. En substituant les expressions de
∂U(N)

∂Ni

et de
∂2U(N)

∂Ni∂Nj

dans

(3.31), on obtient
AU(N) = γ(N), (3.36)

γ(N) =− (k1N1 − 1)β11N1 + (β21 + k1α1)N1 − (k1β12 + k2β21)N1N2 (3.37)
− (k2N2 − 1)β22N2 + (β12 + k2α2)N2 − α1 − α2

+
%2

1 + %2
2

2

∞∑
m=1

λ2
me2

m.

On remarque d’abord que

γ(N) → −∞ pour |N |2 = N2
1 + N2

2 →∞ (3.38)

et donc
sup

N∈(R+)2
γ(N) ≡ Γ̄ < ∞, (3.39)

d’où, compte tenu de (3.36), il résulte que

sup
N∈Ξ(D)

( ∫

D

AU(N)dx− 1

2

2∑
i=1

εi‖∇ log Ni‖2
L2(D)

)
< ∞. (3.40)

On va démonter qu’il existe deux constantes positives εG et LG telles que

γ(N) ≤ −εG pour
2∑

i=1

| log Ni| ≥ LG. (3.41)

Pour ce faire, étant donné qu’on a (3.38), il suffit de démontrer qu’il existe deux
constantes positives εG et δG telles que

γ(N) ≤ −εG pour min(N1, N2) ≤ δG,
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ou, compte tenu de la continuité de γ(N) en N1 et N2 (voir (4.11)), de démontrer
que

sup
Ni>0

ψi(Ni) < 0, i = 1, 2, ψi(Ni) = γ(N)
∣∣
Nj=0

, j 6= i.

En tenant compte de la condition (3.6), de l’expression (3.37) de γ(N) on déduit
que

ψi(Ni) = −βiikiN
2
i + (βii + βji + kiαi)Ni − α1 − α2 +

%2
1 + %2

2

2

∞∑
m=1

λ2
me2

m ≤ ψ̃i(Ni),

où

ψ̃i(Ni) = −βiikiN
2
i + (βii + βji + kiαi)Ni − α1 − α2 + K0

%2
1 + %2

2

2
.

Il est clair que pour avoir

sup
Ni>0

ψ̃i(Ni) < 0,

il faut et il suffit qu’on ait

∆ = (βii + βji + kiαi)
2 − 4βii(α1 + α2 −K0

%2
1 + %2

2

2
)ki < 0, j 6= i. (3.42)

Or, l’existence d’un ki > 0 satisfaisant à (3.42) a été démontrée dans la
remarque 4.1. Donc, il existe deux constantes positives εG et LG satisfaisant à
(3.41).

Etant établie (3.41), pour démontrer (3.35), on considère séparément les deux
cas suivants :

i)

∫

D

AU(N)dx =

∫

D

γ(N)dx ≤ −εG mes(D)

2
,

ii)

∫

D

AU(N)dx =

∫

D

γ(N)dx > −εG mes(D)

2
.

Dans le cas i), on a évidemment

G2(N) ≤
∫

D

U(N)dx

∫

D

AU(N)dx ≤ −εG mes(D)

2

∫

D

U(N)dx,
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d’où résultent (3.34)–(3.35).

Dans le cas ii), en utilisant la notation Γ̄ donnée dans (4.44), on obtient

−εG

2
mes(D) ≤

∫

{∑2
i=1 | log Ni|>LG}

γ(N)dx +

∫

{∑2
i=1 | log Ni|≤LG}

γ(N)dx

≤ −εG mes{
2∑

i=1

| log Ni| > LG}+ Γ̄ mes{
2∑

i=1

| log Ni| ≤ LG}

≤ −εG mes(D) +
(
Γ̄ + εG

)
mes{

2∑
i=1

| log Ni| ≤ LG},

d’où on obtient

mes{
2∑

i=1

| log Ni| ≤ LG} ≥ εG mes(D)

2(εG + Γ̄)
> 0.

En vertu de l’inégalité de Poincaré il existe une constante positive C ′, qui dépend

de D et de
εG mes(D)

2(εG + Γ̄)
et telle que

2∑
i=1

‖ log Ni‖L1(D)−mes(D) LG ≤
∫

D

( 2∑
i=1

| log Ni|−LG

)+
dx ≤ C ′

2∑
i=1

‖∇ log Ni‖L2(D).

Donc, compte tenu de
∫

D

AU(N)dx =

∫

D

γ(N)dx ≤ Γ̄ mes(D),

on a
∫

D

AU(N)dx− 1

2

2∑
i=1

εi‖∇ log Ni‖L2(D) → −∞ pour
2∑

i=1

‖ log Ni‖L1(D) →∞.

(3.43)
On remarque que dans le cas où

∑2
i=1 |Ni| est suffisamment grand, grâce à (3.38)

l’inégalité du cas i) est vérifiée. Donc, en rappelant (3.25) et (4.45), des considé-
rations sur le cas i) et de la relation (4.47) on déduit (3.34)–(3.35). Le lemme est
démontré.
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Lemme 3.4.3. Si on pose

G(N) = G1(N) + G2(N) + G3(N)

(Gi(N), i = 1, 2, 3, étant définies dans (3.29)–(3.32)), alors G(N) vérifie la condi-
tion (3.15).

Démonstration. On remarque que, comme

‖Ni‖3
L2(D) ≤ (mes(D))1/2

∫

D

N3
i dx,

on a

−
∫

D

2∑
i,j=1

βijN
2
i Njdx ≤ −c1

( 2∑
i=1

‖Ni‖2
L2(D)

)3/2 (3.44)

avec une constante positive c1.

En outre, on a
∫

D

∂U

∂Ni

%iNiλmemdx

∫

D

∂U

∂Nj

%jNjλmemdx

=

∫

D

%i(kiNi − 1)λmemdx

∫

D

%j(kjNj − 1)λmemdx

≤ 1

2

∫

D

λ2
me2

mdx
(
%2

i

∫

D

(kiNi − 1)2dx + %2
j

∫

D

(kjNj − 1)2dx
)
.

En rappelant (3.32) et en tenant compte de la condition (3.6), on obtient

G3(N) ≤ c2K0

[ ∫

D

(k1N1 − 1)2dx +

∫

D

(k2N2 − 1)2dx
]

avec une constante c2. Donc, en rappelant (3.29) on a

G1(N) + G3(N) +

∫

D

2∑
i,j=1

βijN
2
i Njdx ≤ c3

2∑
i=1

‖Ni‖2
L2(D) + c4

avec deux constantes c3 et c4. Par conséquent, compte tenu de (3.44), on a

sup
N∈Ξ(D)

(G1(N) + G3(N)) < ∞, (3.45)
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sup {G1(N) + G3(N) |N ∈ Ξ(D),
2∑

i=1

‖Ni‖2
L2(D) ≥ c} → −∞ pour c → +∞.

(3.46)
Du lemme 4.1 et des relations (3.10), (4.52), (4.53), on déduit (3.15).

Démonstration du lemme 3.3.1 On remarque que par la propriété des
martingales, on a

E

∫ t

0

〈h(N(t′, ·)), dW (t′)〉 = 0. (3.47)

On remarque d’autre part que les définitions de Φ0(N), Φ1(N), ϕ(N), U(N),
F (N) (voir aussi (3.17), (3.23), (3.24), (3.25)) impliquent qu’il existe des constantes
positives κ2, C0, C1 telles que

Φ0(N) ≤ C0ϕ(N) ∀N ∈ Ξ(D), (3.48)

Φ1(N) ≤ C1F (N) ∀N ∈ {N ∈ Ξ(D) |∇Ni,∇ log Ni ∈ L2(D), i = 1, 2 }, (3.49)

ϕ(N) ≤ κ2‖N‖2
Ξ. (3.50)

Compte tenu de (4.55), (3.49) et (3.50) et en posant κ0 =
1

C0

, κ1 =
1

C1

, le

lemme 3.3.1 résulte de (3.27) et du lemme 3.4.3.
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Chapitre 4

Mesure invariante pour le système
d’équations stochastiques du modèle
de proie-prédateur avec diffusion
spatiale

1 Introduction.

Dans sa célèbre œuvre [32], Vito Volterra a analysé de manière détaillée
le système d’équations ordinaires du modèle de proie-prédateur, connu sous le nom
d’équation de Lotka-Volterra. Negro et Gabutti ( [24], [10]) ont démon-
tré l’existence et l’unicité de la solution de ce système d’équations avec diffusion
spatiale dans un domaine borné de Rd, d ≤ 3. Or, l’existence et l’unicité de la
solution du système d’équations du modèle de proie-prédateur avec des perturba-
tions stochastiques ont été prouvées dans [3] et ce résultat a été généralisé au cas
avec diffusion spatiale (voir [8]). D’autre part, Rudnicki [26] a démontré l’exis-
tence et l’unicité de la mesure invariante pour l’équation stochastique du modèle
proie-prédateur, en précisant les conditions sur les coefficients de l’équation pour
l’existence de la mesure invariante et l’extention de son support.

Notre but dans le présent chapitre est de démontrer l’existence d’une mesure
invariante pour le système d’équations stochastiques du modèle de proie-prédateur
avec diffusion spatiale, mesure invariante pour laquelle aucune des deux espèces
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n’est destinée à l’extinction, sous une condition qui est une généralisation naturelle
de la condition avec laquelle Rudnicki a démontré son résultat cité ci-dessus.

Du point de vue technique, nous utilisons principalement les techniques dé-
veloppées dans [14], où on a démontré l’existence d’une mesure invariante pour
le système d’équations pour deux espèces en compétition avec diffusion spatiale.
Comme dans [14], la démonstration du résultat du présent travail s’appuie sur
le théorème de Krylov-Bogoliubov ainsi que sur les idées du théorème de
Khas’minskii (voir [15]). Pour les estimations des solutions ont été utiles des
idées de [28], [29], [3], [8], [9].

2 Résultat principal

Notre étude a pour objet la population de deux espèces, une proie et une
prédatrice, qui vivent dans un certain territoire D. Pour bien formuler le problème
du point de vue mathématique, nous admettons que D est un ensemble ouvert
borné de Rd, d = 2 ou 3, muni de la frontière régulière ∂D. La densité de population
au point x ∈ D et à l’instant t ∈ de l’espèce proie et de l’espèce prédatrice sera
désignée respectivement par N1(t, x) et par N2(t, x).

Nous allons considérer un modèle stochastique de populations de proie et
de prédateur avec diffusion spatiale, plus précisément nous envisageons le système
d’équations stochastiques dans l’espace de Hilbert L2(D;R2)

dN1(t, ·) = [(α− βN2(t, ·)− µN1(t, ·))N1(t, ·) + κ1∆N1(t, ·)]dt + %1N1(t, ·)dW (t),
(4.1)

dN2(t, ·) = [(−γ + δN1(t, ·)− νN2(t, ·))N2(t, ·) + κ2∆N2(t, ·)]dt + %2N2(t, ·)dW (t),
(4.2)

avec la condition initiale

Ni(0, ·) = Ni0 i = 1, 2, (4.3)

et la condition aux limites

∇Ni · ~n = 0 sur ∂D, i = 1, 2, (4.4)

où

∆ =
d∑

i=1

∂2

∂x2
i

, ∇ = (
∂

∂x1

, · · · ,
∂

∂xd

)T ,
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~n désigne le vecteur normal à la frontière ∂D de D et W (t) est un mouvement
brownien défini sur une base stochastique

(Ω,F , (Ft)t≥0,P)

à valeurs dans L2(D;R). On suppose que

α, β, γ, δ, µ, ν, κ1 et κ2 sont des constantes positives, (4.5)

%1 et %2 sont des constantes non-négatives, (4.6)

W (t) est de la forme W (t) =
∞∑

m=1

λmem(·)W (m)(t), (4.7)

où {em}∞m=1 est une base orthonormale de L2(D) avec em(·) ∈ L∞(D) et ∇em ·~n =
0 sur ∂D pour tout m ∈ N\{0}, W (m)(t), m = 1, 2, · · · , sont des mouvements
browniens indépendants à valeurs réelles, et {λm}∞m=1 est une suite de nombres
réels telle que

∥∥
∞∑

m=1

λ2
me2

m(·)
∥∥

L∞(D)
= K0 < ∞. (4.8)

2.1 Existence et unicité de la solution

Le problème (4.1)–(4.4) avec une condition initiale admet une solution et une
seule. Plus précisément, on a la

Proposition 4.2.1. Sous les conditions (4.5)–(4.8) le problème (4.1)–(4.4) avec
la condition initiale Ni(0, x) > 0 p.p. dans D, Ni(0, ·) ∈ L2(D), i = 1, 2, admet
une solution N(t, x) = (N1(t, x), N2(t, x)) et une seule dans l’intervalle 0 ≤ t < ∞
et on a Ni(t, x) > 0 p.p. dans D p.s. (i = 1, 2) pour tout t ≥ 0.

Démonstration. On rappelle que dans [8], avec une condition légèrement plus res-
treinte que celle de la proposition 4.2.1, on a démontré l’existence et l’unicité de la
solution appartenant à L∞(0, T ; W 1

d+h(D)) avec 0 < h < ∞ si d = 2 et 0 < h < 1 si
d = 3. En effet, dans [8] on a utilisé les solutions approchées (N (L)) = (N

(L)
1 , N

(L)
2 )
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obtenues à l’aide des équations (4.1)–(4.2) où l’on a substitué aux termes non
linéaires

g1(N) = αN1 − βN1N2 − µN2
1 , g2(N) = −γN2 + δN1N2 − νN2

2 ,

leur approximations ponctuelles dans D

g
(L)
i (N(x)) =

{
gi(N(x)), si |N(x)| ≤ L,

gi

(LN(x)
|N(x)|

)
, si |N(x)| > L i = 1, 2.

Comme dans [28], si on approche les termes non linéaires par rapport à la norme
‖N‖L2(D;R2) en posant (i = 1, 2)

g
(L)
i (N) =

{
gi(N), si ‖N‖L2(D;R2) ≤ L,
gi

(
LN

‖N‖L2(D;R2)

)
, si ‖N‖L2(D;R2) > L,

alors, sous les même conditions de la proposition 4.2.1, en s’appuyant sur les lemmes
3.1 et 3.2 de [8], on peut démontrer la convergence des solutions approchées d’où
résultera la proposition 4.2.1.

2.2 Existence d’une mesure invariante

Pour le système d’équations (4.1)-(4.2) on a le résultat suivant.

Théorème 4.2.2. Si les coefficients α, β, γ, δ, µ, ν, κi, %i (i = 1, 2) et W (t)
satisfont aux conditions (4.5)–(4.8) et si on a

µ(γ + K0
%2

2

2
) < δ(α−K0

%2
1

2
), (4.9)

alors le système d’équations (4.1)–(4.2) avec les conditions aux limites (4.4) admet
une mesure invariante µ̄ dans L2(D;R2) telle que

µ̄({Ni ∈ H1(D), i = 1, 2}) = µ̄({Ni > 0 p.p. dans D, i = 1, 2}) = (4.10)

= µ̄({log Ni ∈ L1(D), i = 1, 2}) = 1.

La population totale de l’espèce i sur le territoire D, qui est essentielle
du point de vue biologique, est exprimée exactement par la norme ‖Ni‖L1(D).
Mais pour les traitements mathématiques il nous est commode de considérer Ni

comme élément de L2(D) ; il est évident que la norme ‖Ni‖L1(D) est majorée par√
mes(D)‖Ni‖L2(D).
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3 Démonstration de l’existence d’une mesure inva-
riante

La démonstration du théorème 4.2.2 se base sur l’application du théorème de
Krylov-Bogoliubov, qui, à son tour, s’appuie sur une estimation de la solution
des équations (4.1)–(4.2) avec les conditions aux limites (4.4) et les conditions ini-
tiales et utilise également les idées du théorème de Khas’minskii (voir [15]).
Comme l’estimation de la solution qu’on va utiliser est assez complexe, en ren-
voyant sa démonstration au paragraphe suivant, dans le présent paragraphe on va
démontrer le théorème 4.2.2 en admettant le résultat de l’estimation.

4 Estimation de la solution

Pour formuler le résultat auxiliaire, on pose

Φ0(N) =
2∑

i=1

(‖Ni‖2
L2(D) + ‖ log Ni‖L1(D)

)
, (4.11)

Φ1(N) =
2∑

i=1

(‖∇Ni‖2
L2(D) + ‖∇ log Ni‖2

L2(D)

)
, (4.12)

Ξ(D) = {N ∈ L4(D;R2) |Ni > 0, log Ni ∈ L1(D), i = 1, 2 }. (4.13)

On a alors le lemme suivant.

Lemme 4.4.1. Il existe une fonction G : Ξ(D) → R telle que, en posant

A(c) = sup {G(N) |N ∈ Ξ(D), Φ0(N) ≥ c }, (4.14)

on ait
sup

N∈Ξ(D)

G(N) = A(0) < ∞, (4.15)

A(c) → −∞ pour c → +∞, (4.16)

et que, si N(t, ·) = (N1(t, ·), N2(t, ·)) est la solution du problème (4.1)–(4.4) avec
la condition initiale N(0, ·) = N0 ∈ Ξ(D), alors on a

C̄0EΦ0(N(t, ·)) + C̄1

∫ t

0

EΦ1(N(t′, ·))dt′ ≤ ϕ̄(N0) +

∫ t

0

EG(N(t′, ·))dt′ (4.17)
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avec deux constantes positives C̄0, C̄1 et une valeur réelle finie ϕ̄(N0) (dépendante
de N0 ∈ Ξ(D)).

En renvoyant la démonstration de ce lemme au paragraphe suivant, on expose
ici la démonstration du théorème 4.2.2.

4.1 Démonstration du théorème 4.2.2

Comme le premier membre de (4.17) est non-négatif, on a

0 ≤ ϕ̄(N0) + tA(0) + A(c)

∫ t

0

P
({Φ0(N(t′, ·)) ≥ c})dt′;

en particulier pour c tel que A(c) < 0, on a

1

t

∫ t

0

P
({Φ0(N(t′, ·)) ≥ c})dt′ ≤ 1

−A(c)

(
A(0) +

ϕ̄(N0)

t

)
. (4.18)

D’autre part, de (4.17) on déduit immédiatement que

C̄1
1

t

∫ t

0

EΦ1(N(t′, ·))dt′ ≤ A(0) +
ϕ̄(N0)

t
. (4.19)

De (4.18)–(4.19) et de ((4.16)) on déduit

1

t

∫ t

0

P
({Φ0(N(t′, ·)) + Φ1(N(t′, ·)) ≤ c})dt′ ≥ 1− ε(c) ∀t ≥ 1 (4.20)

avec une fonction décroissante ε(c) telle que

ε(c) → 0 pour c →∞.

Pour N0 ∈ Ξ(D) et un ensemble borélien Γ de L2(D;R2) × L1(D;R2), on
pose

Pt(N0; Γ) = P
( {(N1(t, ·), N2(t, ·), log N1(t, ·), log N2(t, ·)) ∈ Γ} )

,

où N(t, ·) est la solution du problème (4.1)–(4.4) avec la condition initiale

Ni(0, x) = N0,i(x), i = 1, 2.
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On définit alors

νT (Γ) =
1

T

∫ T

0

Pt(N0; Γ)dt.

De la définition de Φ0(·) et Φ1(·) (voir (4.11) et (4.12)) on déduit qu’on a

νT ( {N ∈ Ξ(D) | ‖N‖2
H1(D;R2) +

2∑
i=1

‖ log Ni‖2
H1(D;R) ≤ c} ) ≥ 1− ε̃(c) ∀T ≥ 1

avec une fonction décroissante ε̃(·) telle que

ε̃(c) → 0 pour c →∞.

C’est-à-dire, pour tout ε > 0 il existe un nombre C(ε) tel que

νT ( {N ∈ Ξ(D) | ‖N‖2
H1(D;R2) +

2∑
i=1

‖ log Ni‖2
H1(D;R) ≤ C(ε)} ) ≥ 1− ε, ∀T ≥ 1.

(4.21)

On rappelle qu’un ensemble borné dans H1(D;R2) × H1(D;R2) est rela-
tivement compact dans L2(D;R2) × L1(D;R2). Donc en vertu du théorème de
Krylov-Bogoliubov [18] dans sa version complétée par le critère de Prokho-
rov (voir [5], [6]), on déduit de (4.21) l’existence d’une mesure invariante ν̄ dans
L2(D;R2) × L1(D;R2) pour le système d’équations (4.1)–(4.2) avec la condition
aux limites (4.4). Désignons par µT et λT les projections de νT sur L2(D;R2) et
sur L1(D;R2) et analoguement par µ̄ et λ̄ les projections de ν̄ sur L2(D;R2) et
sur L1(D;R2) respectivement. Or, comme ν̄ est obtenue comme limite faible d’une
suite {νTk

}∞k=1 (voir [5] ; voir aussi le théorème 1 du §1, chap. IX de [11]) et que

νTk
({((N1, N2), (Λ1, Λ2)) ∈ L2(D,R2)× L1(D,R2)/Λ1 = log N1, Λ2 = log N2}) = 1

On a

ν̄({((N1, N2), (Λ1, Λ2)) ∈ L2(D,R2)× L1(D,R2)/Λ1 = log N1, Λ2 = log N2}) = 1

donc on déduit que

µ̄({Ni > 0p.p.dansD, i = 1, 2}) ≥ µ̄({(log N1, log N2) ∈ L1(D,R2)}) = λ̄(L1(D,R2)) = 1

ce qui achève la démonstration du théorème 4.2.2.
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5 Démonstration du lemme 4.4.1

Dans ce qui suit on va démontrer le lemme 4.4.1. Comme cette démonstration
est assez complexe, elle est divisées en plusieurs étapes.

On introduit d’abord la fonction U(N) pour N ∈ (R+)2 par

U(N) = U(k1, k2, k3, k4; N) = k1N1+k2N2− log N1−k3 log N2+k4N1
2+C, (4.22)

où ki, i = 1, · · · , 4, sont des constantes positives à déterminer et

C = Ck1,k2,k3,k4 = 1− inf
N∈(R+)2

(k1N1 + k2N2 − log N1 − k3 log N2 + k4N1
2). (4.23)

Il est évident que
U(N) ≥ 1 ∀N ∈ (R+)2 (4.24)

et que, une fois déterminées les constantes positives ki, i = 1, · · · , 4, on peut trouver
des constantes positives c̄i, i = 1, · · · , 5 telles que

c̄1

2∑
i=1

| log Ni| ≤ U(N) ≤ c̄2 + c̄3

2∑
i=1

| log Ni|+ c̄4

2∑
i=1

Ni + c̄5N1
2 (4.25)

∀(N1, N2) ∈ (R+)2.

On remarque en outre que
∫

D

U(N)dx = ‖U(N)‖L1(D).

On introduit en outre

ϕ(N) =
1

2

∫

D

[
(h0δN1 + βN2)

2 + h1N
2
1 + h2N

2
2

]
dx +

h3

3

∫

D

N3
1 dx +

1

2
‖U(N)‖2

L1(D)

(4.26)
avec des constantes hi > 1, i = 0, 1, 2, 3, à déterminer.

Pour appliquer la formule d’Itô à la fonction ϕ(N), rappelons que l’on a

∂ϕ(N)

∂Ni

(f) =

∫

D

[
ϑi(h0δN1 + βN2) + hiNi + δi1h3N

2
1

]
fdx

+

∫

D

U(N)dx

∫

D

∂U(N)

∂Ni

fdx,
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∂2ϕ(N)

∂Ni∂Nj

(f)(g) =

∫

D

(ϑiϑj + δij(hi + 2δi1h3N1))fgdx +

∫

D

U(N)dx

∫

D

∂2U(N)

∂Ni∂Nj

fgdx

+

∫

D

∂U(N)

∂Nj

fdx

∫

D

∂U(N)

∂Ni

gdx,

∂U(N)

∂N1

= k1 − 1

N1

+ 2k4N1,
∂U(N)

∂N2

= k2 − k3

N2

,

∂2U(N)

∂N2
1

=
1

N2
1

+ 2k4,
∂2U(N)

∂N2
2

=
k3

N2
2

,
∂2U(N)

∂N1∂N2

= 0,

où

ϑ1 = h0δ, ϑ2 = β. (4.27)

En appliquant la formule d’Itô à la fonction ϕ(N) (pour la formule d’Itô
pour les processus à valeurs dans un espace de Hilbert, voir par exemple [25]) et
en intégrant par parties sur D les termes contenant l’opérateur de Laplace ∆, on
obtient

ϕ(N(t, ·)) +

∫ t

0

F (N(t′, ·))dt′ = ϕ(N(0, ·)) (4.28)

+

∫ t

0

(G1(N(t′, ·)) + G2(N(t′, ·)) + G3(N(t′, ·)))dt′ (4.29)

+

∫ t

0

〈h(N(t′, ·)), dW (t′)〉,

où

F (N) =κ1(h
2
0δ

2 + h1)‖∇N1‖2
L2(D) + 2κ1h3‖

√
N1∇N1‖2

L2(D) (4.30)

+κ2(β
2 + h2)‖∇N2‖2

L2(D) + (κ1 + κ2)h0βδ

∫

D

∇N1 · ∇N2dx

+
1

2
‖U(N)‖L1(D)(κ1‖∇ log N1‖2

L2(D) + 2κ1k4‖∇N1‖2
L2(D)

+κ2k3‖∇ log N2‖2
L2(D)),
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G1(N) =

∫

D

[
[−(h0 − 1)βδN1N2 − h0δµN2

1 − βνN2
2 + h0αδN1 (4.31)

−γβN2](h0δN1 + βN2) + (h1 + h3N1)(α− βN2 − µN1)N
2
1

+h2(−γ + δN1 − νN2)N
2
2

+
1

2

2∑
i,j=1

(ϑiϑj + δij(hi + 2δ1ih3N1))%i%jNiNj

∞∑
m=1

λ2
me2

m

]
dx,

G2(N) =‖U(N)‖L1(D)

( ∫

D

AU(N)dx− 1

2
(κ1‖∇ log N1‖2

L2(D) (4.32)

+2κ1k4‖∇N1‖2
L2(D) + κ2k3‖∇ log N2‖2

L2(D))
)
,

AU(N) = AU(k1, k2, k3, k4; N) (4.33)

=
∂U(N)

∂N1

(
α− βN2 − µN1)N1 +

∂U(N)

∂N2

(− γ + δN1 − νN2)N2

+
2∑

i,j=1

%i%j

2
NiNj

∂2U(N)

∂Ni∂Nj

∞∑
m=1

λ2
me2

m,

G3(N) =
1

2

∞∑
m=1

2∑
i,j=1

∫

D

∂U(N)

∂Ni

%iNiλmemdx

∫

D

∂U(N)

∂Nj

%jNjλmemdx, (4.34)

h(N) =
2∑

i=1

[ϑi(h0δN1 + βN2) + hiNi + δi1h3N
2
1 ]%iNi +

∫

D

Udx

2∑
i=1

∂U(N)

∂Ni

%iNi.

(4.35)

Lemme 4.5.1. Il existe des constantes positives k1, k2, k3, k4, εA et δA telles que

AU(k1, k2, k3, k4; N) ≤ −εA pour min(N1, N2,
1

N1

,
1

N1

) ≤ δA. (4.36)

Démonstration. En substituant les expressions de
∂U(N)

∂Ni

et de
∂2U(N)

∂Ni∂Nj

dans
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(4.33), on a

AU(k1, k2, k3, k4; N) = −(2k4N
2
1 + k1N1 − 1)µN1 − (k1β − k2δ + 2k4βN1)N1N2

−(k2N2 − k3)νN2 + (k1α− k3δ)N1 + (β − k2γ)N2

+2k4

(
α +

%2
1

2

∞∑
m=1

λ2
me2

m

)
N2

1 − α + k3γ

+
%2

1 + k3%
2
2

2

∞∑
m=1

λ2
me2

m.

Donc en vertu de (4.8) on a

AU(k1, k2, k3, k4; N) ≤ ψk1,k2,k3,k4(N), (4.37)

où

ψk1,k2,k3,k4(N) = −(2k4N
2
1 + k1N1 − 1)µN1 − (k1β − k2δ + 2k4βN1)N1N2 (4.38)

−(k2N2 − k3)νN2 + (k1α− k3δ)N1 + (β − k2γ)N2

+2k4

(
α + K0

%2
1

2

)
N2

1 − (α−K0
%2

1

2
) + k3(γ + K0

%2
2

2
).

Comme les coefficients des termes de degré plus élevé du polynome ψk1,k2,k3,k4(N)
en N1, N2 sont négatifs,

ψk1,k2,k3,k4(N) → −∞ pour |N |2 = N2
1 + N2

2 →∞, (4.39)

en particulier, il existe deux constantes positives Ck1,k2,k3,k4 et ε
(0)
A telles que

ψk1,k2,k3,k4(N) ≤ −ε
(0)
A si max(N1, N2) ≥ Ck1,k2,k3,k4 . (4.40)

D’autre part, on considère les fonctions

Ψ1(N1) = ψk1,k2,k3,k4(N1, 0), Ψ2(N2) = ψk1,k2,k3,k4(0, N2),

dont l’expression explicite est donnée par

Ψ1(N1) =− 2k4µN3
1 −

(
µk1 − 2k4α− 2k4K0

%2
1

2

)
N2

1

+(µ− k3δ + k1α)N1 − α + K0
%2

1

2
+ k3(γ + K0

%2
2

2
),
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Ψ2(N2) = −νk2N
2
2 + (k3ν + β − k2γ)N2 − α + K0

%2
1

2
+ k3(γ + K0

%2
2

2
).

Pour la fonction Ψ1(N1) on a le lemme suivant.

Lemme 4.5.2. Il existe des constantes positives k1, k3, k4 telles que

sup
N1>0

Ψ1(N1) < 0. (4.41)

Démonstration. Posons

Qk4(N1) = −2k4µN3
1 +

(
2k4α + 2k4K0

%2
1

2

)
N2

1 ,

Qk1,k3(N1) = Ψ1(N1)−Qk4(N1).

On remarque que

sup
N1>0

Qk4(N1) = 2k4 sup
N1>0

[− µN3
1 +

(
α + K0

%2
1

2

)
N2

1

]
.

Donc pour que (4.41) soit vérifiée, il suffit que

sup
N1>0

Qk1,k3(N1) < 0

et que k4 soit choisie suffisamment petite. Or, de l’expression de Qk1,k3(N1) on
déduit que cette condition soit vérifiée si

0 < k3 <
α−K0

%2
1

2

γ + K0
%2
2

2

, k3δ > k1α + µ.

En vertu de (4.9), on peut choisir deux constantes positives k3 et k1, qui satisfassent
à cette condition. Le lemme 4.5.2 est démontré.
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5.1 Suite de la démonstration du lemme 4.4.1

Compte tenu de la continuité de la fonction ψk1,k2,k3,k4(N) et de la relation

lim
N1→∞

Ψ1(N1) = −∞,

du lemme 4.5.2 et de la définition de Ψ1(N1) on déduit qu’il existe deux constantes
positives ε

(1)
A et δ

(1)
A telles qu’avec les constantes positives k1, k3, k4 choisies dans

le lemme 4.5.2 on ait

ψk1,k2,k3,k4(N1, N2) ≤ −ε
(1)
A pour N2 ≤ δ

(1)
A .

En ce qui concerne Ψ2(N2), de son expression on déduit qu’en choisissant k2

de sorte que

k2 >
k3ν + β

γ
,

on a
Ψ2(N2) ≤ −α + K0

%2
1

2
+ k3(γ + K0

%2
2

2
) < 0;

ici la dernière inégalité est due au choix de k3 fait dans le lemme 4.5.2.

En adjoignat les inégalités obtenues, on obtient (4.36).

Lemme 4.5.3. Avec les constantes positives k1, k2, k3, k4 choisies dans le lemme
4.4.1, on a

sup
N∈Ξ(D)

G2(N) < ∞, (4.42)

sup {G2(N) |N ∈ Ξ(D),

∫

D

U(N)dx ≥ c } → −∞ pour c → +∞. (4.43)

Démonstration. De l’expression de ψk1,k2,k3,k4(N) et du lemme 6.5.1 on déduit que

sup
N∈(R+)2

ψk1,k2,k3,k4(N) ≡ Γ̄ < ∞, (4.44)

d’où, compte tenu de (4.37), il résulte que

sup
N∈Ξ(D)

ãk1,k2,k3,k4(N) < ∞, (4.45)
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où

ãk1,k2,k3,k4(N) =

∫

D

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx +
−1

2
(κ1‖∇ log N1‖2

L2(D) (4.46)

+2κ1k4‖∇N1‖2
L2(D) + κ2k3‖∇ log N2‖2

L2(D)).

Etant établie (4.45), pour démontrer (4.42) et (4.43), on considère séparément
les deux cas

i)

∫

D

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx ≤ −εA mes(D)

2
,

ii)

∫

D

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx > −εA mes(D)

2
.

Dans le cas i), de la définition de G2(N) on déduit que

G2(N) ≤
∫

D

U(k1, k2, k3, k4; N)dx

∫

D

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx

≤− εA mes(D)

2

∫

D

U(k1, k2, k3, k4; N)dx,

ce qui entraîne (4.42)–(4.43).

Dans le cas ii), en utilisant la notation Γ̄ donnée dans (4.44) et en posant
LA = 2| log δA|, grâce à (4.36) on obtient

−εA

2
mes(D) ≤

∫

{∑2
i=1 | log Ni|>LA}

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx

+

∫

{∑2
i=1 | log Ni|≤LA}

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx

≤− εA mes{
2∑

i=1

| log Ni| > LA}+ Γ̄ mes{
2∑

i=1

| log Ni| ≤ LA}

≤ − εA mes(D) +
(
Γ̄ + εA

)
mes{

2∑
i=1

| log Ni| ≤ LA},

d’où on déduit l’inégalité

mes{
2∑

i=1

| log Ni| ≤ LA} ≥ εA mes(D)

2(εA + Γ̄)
> 0.
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En vertu de l’inégalité de Poincaré il existe une constante positive C ′ qui dépend

de D et de
εA mes(D)

2(εA + Γ̄)
et satisfait à l’inégalité

2∑
i=1

‖ log Ni‖L1(D)−mes(D) LA ≤
∫

D

( 2∑
i=1

| log Ni|−LA

)+
dx ≤ C ′

2∑
i=1

‖∇ log Ni‖L2(D).

Donc, compte tenu de l’inégalité
∫

D

AU(k1, k2, k3, k4; N)dx ≤ Γ̄ mes(D),

on a

ãk1,k2,k3,k4(N) → −∞ pour
2∑

i=1

‖ log Ni‖L1(D) →∞ (4.47)

(pour ãk1,k2,k3,k4(N) voir (4.46)).

On remarque que dans le cas où
∑2

i=1 |Ni| est suffisamment grand, grâce à
(4.39) l’inégalité du cas i) est vérifiée. Donc, en rappelant (4.25) et (4.45), des
considérations sur le cas i) et de la relation (4.47) on déduit (4.42) et (4.43). Le
lemme est démontré.

Lemme 4.5.4. Il est possible de choisir hi > 0, i = 0, 1, 2, 3 de telle sorte que

G1(N) + G3(N) ≤ c1 + c2

2∑
i=1

‖Ni‖2
L2(D) − c3‖N2‖3

L2(D) − c4‖N1‖4
L2(D), (4.48)

Φ1(N) ≤ c5F (N) (4.49)

avec des constantes positives ci, i = 1, · · · , 5.

Démonstration. Pour démontrer (4.48), prenons h0 > 1 et h2 = (h0 − 1)β2. On a
alors

h2δN1N
2
2 ≤ (h0 − 1)βδN1N2(βN2 + h0δN1).
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D’autre part

1

2

2∑
i,j=1

∫

D

(ϑiϑj + δij(hi + 2δ1ih3N1))%i%jNiNj

∞∑
m=1

λ2
me2

mdx

≤ K0

2
(h2

0δ
2 + h1)%

2
1

∫

D

N2
1 dx + K0h3%

2
1

∫

D

N3
1 dx

+
K0

2
(β2 + h2)%

2
2

∫

D

N2
2 dx + K0h0δβ%1%2

∫

D

N1N2dx,

où ϑi, i = 1, 2, sont comme dans (4.27). Donc on a

G1(N) ≤(K0

2
(h2

0δ
2 + h1)%

2
1 + h2

0δ
2α + h1α

) ∫

D

N2
1 dx (4.50)

+(K0h0δβ%1%2 + h0αβδ)

∫

D

N1N2dx

+
K0

2
(β2 + h2)%

2
2

∫

D

N2
2 dx

+(K0h3%
2
1 + h3α− h2

0δ
2µ)

∫

D

N3
1 dx

−(β2ν + h2ν)

∫

D

N3
2 dx− h3µ

∫

D

N4
1 dx.

D’autre part, on a

∫

D

∂U

∂Ni

%iNiλmemdx

∫

D

∂U

∂Nj

%jNjλmemdx

≤ 1

2

∫

D

λ2
me2

mdx
[
%2

i

∫

D

( ∂U

∂Ni

)2
N2

i dx + %2
j

∫

D

( ∂U

∂Nj

)2
N2

j dx
]
,

ou

2∑
i,j=1

∫

D

∂U

∂Ni

%iNiλmemdx

∫

D

∂U

∂Nj

%jNjλmemdx

≤ 2

∫

D

λ2
me2

mdx
[
%2

1

∫

D

(2k4N
2
1 + k1N1 − 1)2dx + %2

2

∫

D

(k2N2 − k3)
2dx

]
.
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En rappelant (4.34), on obtient

G3(N) ≤2 mes(D)K0

[
4k2

4%
2
1

∫

D

N4
1 dx + 4k1k4%

2
1

∫

D

N3
1 dx (4.51)

+(k2
1 − 4k4)%

2
1

∫

D

N2
1 dx− 2k1%

2
1

∫

D

N1dx + %2
1 mes(D)

+k2
2%

2
2

∫

D

N2
2 dx− 2k2k3%

2
2

∫

D

N2dx + k2
3%

2
2 mes(D)

]
.

En utlisant l’inégalité de Young ab ≤ 1
2c

a2 + c
2
b2 à plusieurs reprises avec des

coefficients convenables c ainsi que les inégalités

‖Ni‖3
L2(D) ≤ (mes(D))1/2

∫

D

N3
i dx, ‖Ni‖4

L2(D) ≤ mes(D)

∫

D

N4
i dx

et en choisissant un nombre h3 suffisamment grand, de (4.50) et (4.51) on déduit
(4.48).

On remarque que dans la démonstration de (4.48) on n’a pas déterminé la
constante positive h1. Donc on peut choisir un nombre h1 suffisamment grand de
telle sorte que

(κ1 + κ2)h0βδ < 2
√

κ1(h2
0δ

2 + h1)κ2(β2 + h2),

ce qui, en rappelant la définition de Φ1(N) et de F (N) et de la relation (4.24),
implique (4.49).

Lemme 4.5.5. Si on pose

G(N) = G1(N) + G2(N) + G3(N)

(Gi(N), i = 1, 2, 3, étant définies dans (4.31), (4.32), et (4.34)), alors G(N) vérifie
les conditions (4.15)–(4.16).

Démonstration. De (4.48) on déduit que

sup
N∈Ξ(D)

(G1(N) + G3(N)) < ∞, (4.52)
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sup {G1(N) + G3(N) |N ∈ Ξ(D),
2∑

i=1

‖Ni‖2
L2(D) ≥ c} → −∞ pour c → +∞.

(4.53)

Du lemme 4.5.4 et des relations (4.11), (4.52), (4.53), on déduit (4.15) et
(4.16).

5.2 Démonstration du lemme 4.4.1.

On remarque que par la propriété des martingales, on a

E

∫ t

0

〈h(N(t′, ·)), dW (t′)〉 = 0. (4.54)

D’autre part, les définitions de Φ0(N), ϕ(N), U(N) (voir aussi (4.24), (4.25))
impliquent qu’il existe une constante strictement positive C̄0 telle que

C̄0Φ0(N) ≤ ϕ(N) ∀N ∈ Ξ(D). (4.55)

Donc, en posant ϕ̄(N0) = ϕ(N0) et C̄1 = 1
c5

( avec c5 figurant dans (4.49)), des
relations (4.28), (4.49), (4.55) on déduit (4.17).

Cela étant, le lemme 4.4.1 résulte du lemme 4.5.5.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié la stabilité de systèmes d’équations sto-
chastique modélisant l’évolution de populations en interaction. Nous avons établi,
en utilisant le théorème de Krylov-Bogoliubov, l’existence d’une mesure inva-
riante sous des conditions naturelles pour les modèles stochastiques de compétition
et de prédation avec diffusion spatiale des populations.

L’étude du modèle stochastique de compétition entre plusieurs espèces consti-
tue une génèralisation du résultat obtenu dans le cas de compétition entre deux
espèces. En effet, nous avons démontré dans [14] que, sous une condition natu-
relle, il existe une mesure invariante pour le système d’équations stochastique du
modèle de compétition entre deux espèces avec diffusion spatiale. En considérant
un modèle particulier de compétition entre n espèces pour lequel on a considéré
une compétition interspécifique à effet limitée, nous avons montré l’existence d’une
mesure invariante.

Cependant, pour le modèle usuel de compétition entre plusieurs espèces, il
n’est pas facile de donner une condition convenable pour une coexistence stable des
espèces. Bon nombre de mathématiciens et autres scientifiques se sont penché sur
l’existence d’une telle condition. Outre l’article [27] de Strobeck parru en 1973,
on peut citer entre autres les travaux de Zeemann qui donne dans son article [34],
une condition d’extinction de n−1 espèces parmi les n espèces en compétition, sans
pour autant donner une condition de coexistence. Dans [30], le cas de trois espèces
en compétition, est considéré et une condition de stabilité asymptotique est donnée.

D’autre part, l’étude de l’unicité de la mesure invariante peut être envisager,
en suivant la méthode de [12] qui fait appel à la condition asymptotique forte de
Feller.
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