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Premiére partie

En guise d’introduction






Introduction

L’écologie au sens large vise a décrire 1’évolution dynamique de population
d’étres vivants (animaux, végétaux, micro-organismes, ... etc) en intéraction entre
eux et avec leur environnement. Les premiers essais scientifiques visant & décrire
I’évolution temporelle d’une population d’individus restent cantonnés aux sciences
politico-sociales, particulierement a 1’étude de I’accroissement de la population hu-
maine et des problémes induits par cet accroissement. Ainsi, le premier modéle
de I’évolution temporelle d'une population a été proposé par I’économiste T. R.
MALTHUS!. Ses travaux parus en 1798 (voir [23]) soutiennent le concept de la crois-
sance exponentielle du nombre d’individus, tant que les ressources du milieux sont
suffisament abondantes pour répondre aux besoins de la population.

MALTHUS en déduit qu’une population a toujours tendance a s’accroitre jusqu’au
seuil ot les ressources du milieu deviennent insuffisantes, mais cette observation
n’a pas été mathématiquement formalisée. Il suggére néanmoins que toutes les poli-
tiques visant a réduire les famines sont vouées a 1’echec. La population s’accroissant
jusqu’au niveau ou le manque de nourriture redevient inévitable.

Reprenant I'idée de MALTHUS, quelques dizaines d’années plus tard, le mathémati-
cien P. F. VERHULST? propose en 1838 le modéle logistique [31]. Ce modéle prend
explicitement en considération I’épuisement des ressources lorsque la population
devient trop importante. Ce phénoméne est modélisé par I'intermédiaire d’une dé-
croissance linéairement dépendante de la taille de la population et de la vitesse de
croissance exponentielle proposée par MALTHUS, nous reviendrons briévement, sur
ces deux modeéles au premier chapitre. Cependant, I’engoument pour les modéles
mathématiques pour les sciences de la vie ne vient que bien plus tard et les travaux
éffectués restent longtemps coupés des recherches entreprises en sciences de la vie.
Ce n’est qu’apreés la publication des travaux de C. DARWIN intitulés L’origine des

'Thomas Robert Malthus, 1766-1834
2Pierre-Francois Verhulst, 1804-1849
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espéces en 1859, que la problématique écologique est placée au centre de la biologie.
C. DARWIN propose le concept de la sélection naturelle, en décrivant le role déter-
minant des intéractions entre différentes populations dans I’évolution des espéces
a travers les générations. L’importance de 1’écologie apparait alors, d'une maniére
évidente, et le besoin d’une théorisation se fait rapidement sentir. C’est ainsi que
bon nombre de mathématiciens se saisissent de la problématique écologique dés le
début du X X¢ siecle.

En effet, c’est a partir de 1924 avec le classique d’ALFRED J. LOTKA intitulé
FElements of physical biology [21], réédité en 1956 sous le titre Elements of mathe-
matical biology [22| que la biomathématique fait son apparaition. Quelques temps
apreés, les travaux fondamentaux de VITO VOLTERRA [32]| sont apparus sous le
titre La théorie mathématique de la lutte pour la vie. Cependant, 'intérét du ma-
thématicien italien pour ce type d’arguments a commencé dés 1901 ou il publia un
article [33|, en réalité a caractére plus philosophique que mathématique, intitulé
sui tentativi di applicazione delle matematiche alle scienze biologiche e sociali®
Mais ce n’est que durant les années 1970 qu’on assiste a un réel développement de
la biomathématique avec ’apparition de journaux spécialisés comme par exemple
le journal international Mathematical Biosciences ou encore Theoritical Population
Biology.

A la fin de la Premiére Guerre Mondiale, les modéles mathématiques occu-
paient une position extrémement importante dans le développement de la recherche
sur la théorie de I’évolution et 1’écologie. A la méme période et de maniére indé-
pendante, LOTKA?, aux Etats-Unis, et VOLTERRA®, en Italie, concentrérent leurs
efforts sur le probléme des variations et des fluctuations du nombre d’individus
d’une espéce.

En 1925, D’ANCONA attire I'attention de VOLTERRA sur un étrange phénomeéne :
durant la guerre, la péche ayant été moins intense, la proportion des espéces de
poissons prédateurs a nettement augmenté. VOLTERRA rechercha donc des mo-
déles afin de confirmer cette évolution, ce qui le conduit a la conclusion suivante :
la diminution de l'intensité de la destruction (la péche) favorise les espéces les plus
voraces. En 1924, LOTKA de son coté étudie briévement un probléme analogue
posé par l'agriculture, mais dans un contexte légérement différent, et proposa un
modeéle proies-prédateurs [21]. Les deux hommes poursuivent leurs recherches cha-
cun de leur coté, considérant plusieurs espéces en compétition, ou encore prenant

3Sur les tentatives d’application des mathématiques aux sciences biologiques et sociales
4ALFRED JAMES LOTKA , 1880 - 1949, Etats-Unis
5VITO VOLTERRA, 1860 - 1940, Italie
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en compte des perturbations extérieures. L.’écologie théorique est alors née et bon
nombre de mathématiciens ont commencé a s’y intéresser. Les biologistes ne restent
pas insensibles a cette volonté de décrire quantitativement, par I'intermédiaire de
I'outil mathématique, les processus biologiques, et ce malgré le manque de données
quantitatives intervenant dans les modéles mathématiques.

La coexistence des espéces.

On trouve dans la litérature un nombre important de travaux visant a donner
des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour la coexistance stable de popula-
tions de n espéces en compétition. En particulier pour les modeles déterministes
une condition algébrique a été donnée par CURTIS STROBECK dans son article
publié en 1973 dans la revue Fcology. Plus précisement, il donne des conditions
nécessaires et suffisantes de coexistence de n espéces liées par un rapport de com-
pétition modélisé par un systéme d’équations du type LOTKA-VOLTERRA. Dans
le cas de deux espéces, ces conditions ont un sens en biologie. Pour n > 2 elles
incluent non seulement la capacité du milieu et les coefficients de compétition mais
aussi les taux de croissance intrinséques des différentes espéces. Les conditions pro-
posées par C. STROBECK sont, certes, des conditions mathématiquement valables
mais restent assez difficiles a traduire en pratique en une condition naturelle ayant
une signification biologique.

Il existe différents modéles et idées pour le maintient de la biodiversité.
Les plus importants sont ceux-la méme qui peuvent étre utiliser en pratique. Le
maintent de la biodiversité signifie la coexistence dans une méme région géogra-
phique d’espéces ayant des caractéristiques écologiques similaires, c’est-a-dire des
espéces ayant des ressources communes. Une autre signification du maintient de
la biodiversité ne renvoit pas au maintient d’un ensemble d’espéces mais au main-
tient de la richesse et la régularité en termes d’espéces d’une région donnée, a long
terme.

Bon nombre de modéles pour la coexistence d’espéces sont des modeéles de
coexistence d’espéces vivant dans une région délimitée. Cependant, pour que ceci
ait un sens, la région doit étre assez large afin que la dynamique des populations
étudiée ne soit pas affectée par la migration a travers sa frontiére, ce qui se traduit
en une condition aux bords de NEUMANN. Il est tentant d’étudier la coexistence
dans un domaine réduit et de considérer 'immigration comme 1'une des raison de
la coexistence.
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Notre approche.

Pour la modélisation stochastique d'un systéme écologique ’existence d’une
mesure invariante constitue sans doute une des questions les plus importantes.
Dans [26] R. RUDNICKI a démontré l'existence et 1'unicité de la mesure invariante
pour I’équation stochastique du modeéle proie-prédateur. Pour le modéle stochas-
tique de compétition entre deux espéces, dans [29] le comportement asymptotique
de la solution de I’équation stochastique, y compris le cas de convergence vers une
mesure invariante, a été classifié, en utilisant la méthode de RUDNICKI et ’applica-
tion directe de la fonction de KHAS’MINSK1J (voir [15]). Or, si on considére aussi la
diffusion spatiale de la population dans un territoire, I’équation stochastique doit
étre considérée dans le cadre des espaces de Sobolev (voir par exemple [8]). Dans ce
contexte E. TORNATORE [28] a démontré que I'espérance mathématique des po-
pulations totales de n espéces en compétition dans un territoire est uniformément
bornée pour tout ¢ > 0. Notre intérét porte sur l'existence d’une mesure invariante
pour des modeéles de la dynamique de populations avec une diffusion spatiale.

On démontre que sous des conditions raisonables et naturelles, il est possible
d’avoir une coexistence a long terme d’espéces composant des systémes écologiques
liées par un rapport de compétition ou de prédation. Ceci correspond a démon-
trer I'existence d’une mesure invariante pour les systémes d’équations aux dérivées
partielles stochastiques modélisant les rapports de compétition et de prédation en
dynamique des populations. Mesure invariante pour laquelle aucune espéces n’est
vouées a l'extinction.

Dans le cas d'une compétition a effet limité entre les individus d’espéces diffé-
rentes, on montre qu’il existe une mesure invariante pour un nombre n quelconque
d’espéces. Dans le cas plus général du modeéle usuel de compétition entre deux es-
péces, nous avons démontré 'existence d’une mesure invariante sous une condition
naturelle qui constitue un prolongement de la condition de stabilité du modéle dé-
terministe. En effet, la stabilité asymptotique du systéme d’équations différentielles
du modéle déterministe de compétition est réalisée sous la condition

ol oy (i = 1,2) est le coefficient de croissance intrinséque de 'espéce 4, §;; (i # j)
est le coefficient de 'effet sur I'espéce 7, de la compétition interspécifiques entre les
deux espéces i et j. Tandis que f3; (i = 1,2) correspond a effet de la compétition
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intraspécifique sur l'espéce i. Dans notre étude, nous avons démontré 1’existence
d’une mesure invariante pour le modéle stochastique de compétition avec diffusion
spatiale, ce qui correspond a la stabilité stochastique, sous la condition suivante

< < =
— 2 2 9
B oy oy — KO% Bi2

2 2
01+035
Ba1 < Qo — K0—2 Q9 B22

il est clair que cette condition constitue un prolongement naturel de la condition
de stabilité asymptotique du modéle déterministe, étant donné que le coefficient
K Og%Lf% est engendré par la prise en compte du caractére stochastique de 1’évolution
du systéme dynamique. La démonstration de ce résultat est basée sur I’application
du théoréme de KRYLOV-BOGOLIUBOV 18| dans sa version complétée par le critére
de PROKHOROV (voir [5]), des idées basées sur la fonction de KHAS’MINSKII ont
été utiles pour 'obtention des estimations & priori de la solution.

La troisiéme partie est consacrée au modeéle proie-prédateur. Dans ce cadre,
R. RUDINCKI a considéré le modéle proie-prédateur de LOTKA-VOLTERRA dans
sa version stochastique modélisé par le systéme d’équations

AN (£) = (o — BN (t) — Ny (£)) Na (£)dE + 01 N (£)dW (1),

dNy(t) = (= + dN1(t) — vNa(t)) Nao(t)dl + 0o Na(t)dW (2).

ou a, 3,7,0, i, v, 01 et oo sont des constantes non négatives. Les processus stochas-
tiques Ni(t) et No(t) représentent respectivement, la densité de la population de
proies et de prédateurs, et les constantes o1, et go sont les coefficients de 'effet des
perturbations stochastiques des conditions environnementales sur les populations
de proies et de prédateurs repectivement. Pour ce modéle, RUDINCKI a démontré
dans [26] l'existence et I'unicité de la mesure invariante sous la condition

5 of oF
p(y+ 2)<dla—2), avec a— = >0
2 2 2
qui constitue un prolongement naturel de la condition de stabilité asymptotique du
modeéle déterministe de LOTKA-VOLTERRA pour le rapport de prédation donnée
par

p_oa

b v

En prenant en compte la diffusion spatiale des deux populations, en plus des pertur-
bations stochastiques des conditions environnementales on obtient alors le systéme
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d’équations aux dérivées partielles stochastiques étudié au quatrieme chapitre de
cette theése. Notre objectif était de donner une condition nécessaire et suffisante
pour la coexistence stable des deux espéces proie et prédatrice, nous avons démon-
tré 'existence d’une mesure invariante pour ce systéme sous une condition similaire
a la condition proposé par RUDNICKI qui s’écrit sous la forme

2 2

uy+ Ko2) < 8o = Ko,

ol KO%2 (1 = 1,2) est un paramétre qui caractérise I'éffet des perturbation sto-
chastiques des conditions environnementales sur l'espéce i (i = 1, 2).

Pour obtenir ce résultat, nous avons élaboré des méthodes d’estimation assez com-
plexes.



Chapitre 1

Modélisation mathématique pour la
dynamique des populations

To begin, we must emphasize a statement which | am
sure you have heard before, but which must be repeated again
and again. It is that the sciences do not try to explain, they
hardly even try to interpret, they mainly make models. By a mo-
del is meant a mathematical construct which, with the addition
of certain verbal interpretations, describes observed phenomena.
The justification of such a mathematical construct is solely and
precisely that it is expected to work -that is, correctly to describe
phenomena from a reasonably wide area. Furthermore, it must
satisfy certain aesthetic criteria -that is, in relation to how much
it describes, it must be rather simple.

— JOHN VON NEUMANN (Methods in the physical sciences)

1 Introduction

D’une maniére générale, les modéles mathématiques constituent des outils de
compréhension du fonctionnement de systémes naturels, et de prédiction de leurs
évolutions. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux modéles de la dynamique des
populations. Dans la premiére partie, nous introduisons les systémes dynamiques
continus et déterministes, c¢’es-a-dire gouverni par des systémes d’équations diffé-
rentielles ordinaires. Ces modéles sont essentiellement utilisés dans le cadre d’études
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de dynamiques des populations et des écosystémes, mais les techniques sont éga-
lement applicables & des systémes moléculaires, et en élargissant le champ a des
modeéles spatio-tempotels épidémiologiques notamment.

D’un point de vue biologique, les modéles déterministes pour la dynamique
des populations sont naturellement discutables, malgré leur importance du point
de vue historique, d'une part du fait des difficultés liées a ’observation et a la
mesure des parameétres du systéme. D’autre part, ils ne tiennent pas compte du
caractére éminemment stochastique des processus biologiques.

La prise en compte des perturbations stochastiques des conditions environ-
nementales modélisées par un mouvement brownien, donne lieu aux modeéles sto-
chastiques de la dynamique des populations qui correspondent d’avantage aux pro-
blémes réels en intégrant la part de ’aléatoire qui caractérise les phénomeénes d’évo-
lution en biologie.

2 Modéles mathématiques pour la croissance de la
population d’une espéce isolée

2.1 Le modéle de T.R. Malthuse

En 1798 T. R. MALTHUS! proposa un modéle pour la dynamique de popula-
tion pour lequel le taux de croissance était proportionnel a la taille de la population.
Dans le modéle malthusien la fonction N(t), qui représente la population totale &
I'instant ¢ satisfait ’équation différentielle suivante

AN (t)

S =MNE) >0 (1.1)

ol A1, supposé strictement positif, est le paramétre malthusien de la population
considérée. La solution de I’équation (1.1) est la fonction exponentielle

N(t) = N(0)e™,

qui met en évidence le fameux taux de croissance exponentiel de MALTHUS. Il est
clair que le modéle de MALTHUS ne prend pas en considération les limitations des

ITravaux [23] parus en 1798
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ressourses. Il serait plus réaliste de considérer un taux de croissance dépendant de la
taille de la population elle méme. Un tel modéle fut proposé par P. F. VERHULST
en 1838.

2.2 Le modéle de P. F. Verhulst
Dans le modeéle de VERHULST il a été supposé que la fonction N (t) satisfait
a I’équation différentielle

dN (%)
dt

~ [l - %]N(t); £>0 (12)

L’équation (1.2) est connue comme l'équation logistique, le terme quadratique

— N?(t) correspond & l'effet de la compétition entre les individus de la population

K

pour les ressources limitées du territoire. La constante \; est le taux de croissance
de la population considérée, tandis que K correspond a la Capacité du milieu.

La résolution de l'équation (1.2) peut se faire par la méthode de la la séparation
des variables et on obtient la solution

K
NO = o g 120 (1.3)

De 1a on remarque que la solution de 1'équation (1.2) vérifie la propriété

tlim N(it)=K
Ce qui difféere du modéle malthusien, car pour le modéle de VERHULST la popula-
tion tend vers un état d’équilibre non trivial lorsque le temps tend vers l'infini.

3 Présentation des modéles d’interaction entre es-
péces

Les écosystémes sont structurés a plusieurs points de vue, on essaie de les clas-
ser sur la base de leur composition végétale et/ou animale mais aussi par raport a
leur milieu terrestre ou aquatique. Les espéces qui constituent un écosystéme inter-
agissent les unes avec les autres, ces interactions peuvent avoir des effets positifs,
négatifs ou neutres sur chaque espéce.
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Nous nous intéresserons dans un premier temps, aux systémes dynamiques
continus et déterministes, c’est-a-dire régis par des systémes d’équations différen-
tielles ordinaires. Ces modéles sont essentiellement utilisés dans le cadre d’études
de dynamiques des populations et des écosystémes, mais les techniques sont éga-
lement applicables a des systémes moléculaires, ou en élargissant le champ, a des
modeéles spatio-temporels, d’épidémiologie notamment. On ne devra jamais perdre
de vue le caractére explicatif et le pouvoir prédictif du modeéle étudié. En effet, les
objectifs visés par une telle modélisation sont de trois ordres :

1. palier a la simplicité des modéles a une seule espéce et se rapprocher d’un
modeéle plus réaliste qui prend en compte la compléxité des écosystémes ; ces
modéles offrent une meilleure balance entre le critére de simplicité du modéele
et le caractére explicatif que 'on en attend.

2. réaliser une étude qualitative de I’évolution du systéme modélisé. Il s’agit la
plupart du temps de déterminer les conditions d’existence d’une stabilité.

3. permettre une étude quantitative viable des populations étudiées. Il s’agit
de mettre au point des outils d’aide a la gestion; le caractére prédictif du
modele est alors mis a contribution.

3.1 Le modéle déterministe de Lotka-Volterra

Le cadre général est celui des modéles continus, en temps continu, déter-
ministes, construits a partir de systémes d’équations différentielles ordinaires. De
plus, les modéles considérés ici sont tous des systémes autonomes ; c¢’est-a-dire que
les parameétres d’évolution du systéme ne dépendent pas du temps t. Cela signifie
que les différents paramétres restent constants au cours du temps. On considére un
écosystéme composé de plusieurs espéces et de leur milieu physique, pour lequel on
associe un systéme d’équations différentielles ordinaires qui modélise I’évolution du
systéme biologique dans le temps, évolution décrite a tout instant ¢ par le vecteur
N(t) = (N1(t), No(t),--- N,(t)) dont les composantes représentent les densités des
différentes populations étudiées. La dynamique de I’évolution d’une espéce i est
une fonction de sa propre composition & l'instant considéré.

Les écosystémes, ou systémes écologiques ou encore les associatons biolo-
giques, comme l'introduit VITO VOLTERRA dans sa célébre ceuvre intitulée Legons
sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie [32] sont constitués par plu-
sieurs espéces vivant dans un méme territoire. Lorsque ces espéces interagissent,
leur dynamique de population en est affectée. En effet, les individus constituant ces
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espéces se disputent la méme nourriture, voire s’entre- dévorent, ou au contraire, la
présence de certaines espéces peut étre profitable & d’autres. Tout cela appartient
au phénomeéne tres général de la lutte pour la vie.

D’une maniére générale, I'interaction entre n espéces sera définie au niveau
de chaque espéce par la juxtaposition d'un terme de dynamique intrinséque et d’un
terme d’interaction avec les autres espéces, ce que 1'on écrit comme suit :

N, () = (ai n ﬁ,-,-NZ-(t)>NZ~(t) + 3 ByNi(ON,(8)dt pour i=1,---,n, (14)
J#

ou 3;; pour i # j est le coefficient de l'effet de la présence de 'espéce j sur
'espéce i effet proportionnel a la taille de la population j, et 3;N?, avec 3; < 0
représente effet logistique sur I'espéce i, c’est-a-dire la compétition intraspécifique
entre les individus de l'espéce ¢ pour ¢+ = 1,2,--- ,n. Le signe des paramétres
d’interaction 3;; représente l'effet de I'interaction entre les deux especes @ et j sur
la population de I'espéce i, et caractérise le type d’interaction étudié, Compétition,
prédation, ou symbiose. On distingue plusieurs type d’interrelation entre espéces,
dans la suite on donnera un petit apergu des modéles proposées pour les trois type
d’interaction cités ci-dessus et considérés comme plus pertinants.

3.1.1 La compétition

Considérons un écosystéme formé par deux espéces en compétition pour une
ressource limitée et pour laquelle ces deux espéces entrent en compétition (les
deux populations peuvent étres deux prédateurs qui se disputent la méme proie,
ou deux espéces végitales qui sont en compétition pour le territoire ou la lumiére
dans une forét tropicale,... ect) supposons que la coexistence entre les deux espéces
est soumise aux conditions suivantes :

1. En I'absence de la seconde espéce, la premiére croit de fagon logistique (rap-
pelons qu’elle dispose d’une ressource limitée ) selon I’équation

ANy (t) = (a1 Ni(t) — BN (1)) dt (1.5)

0f1041>Oet511>0,

2. La présence de la seconde espéce provoque une diminution du taux de crois-
sance de la premiére espéce, proportionnellement a la population de la pre-
miére espéce, précisement supposons que 1’équation (1.5) devient

le(t) = (061 — 511N1(t) — ﬁlgNQ(t))N1<t)dt (16)
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ou [z > 0.

Ainsi, la compétition entre les deux espéces est gouvernée par le systéme
d’équations différentielles suivant :

le(t) = (Oél — ﬁllNl(t) — 512N2(t))N1<t)dt, ( )
1.7
dNQ(t) = (CYQ — ﬁQQNQ(t) — ﬁglNl(t))Ng(t)dt

ou (311, Pao sont les coefficients de compétition intraspécifique tandis que (312 et (B9
sont les coefficients de compétition interspécifique.

Notre intérét porte sur la coexistence a long terme des deux espéces en compétition.
Les point stationnaires du systéme d’équations (1.7) sont les point du plan E(0,0),
E1(041/511,0)7 E2(0,Oé2/522), et Es(H1/D,H2/D)7 ol Hy = a1 — asBiz, Hy =
a1 — 11, et D = G122 — Pr2far-

On remarque que seul le point E3 correspond a la coexistence des deux es-
péces, a condition que les quantités Hy, Hs, et D soient non nulles et de méme
signe, en ignorant les points Fy, Fy, Fs, qui sont des points d’équilibres pour les-
quels au moins 'une des deux espéces est vouée a l'extinction, on va étudier la
nature de 1’équilibre du point E3 qui nous intéresse.

a.
Rappelons que — représente la capacité d’accueil du milieu, pour l'espéce

(23
i, et qui correspond & la densité de la population de I'espéce i qui peuvent vivre
simultanement dans le territoire, sans nuire a la compétition intraspécifique.

Par linéarisation, on déduit facilement que lorsqu’on a H; < 0, Hy < 0, et
D < 0 le point d’équilibre F5 est un point selle, par contre I'équilibre stable est
réalisé pour H; > 0, Hy, > 0, et D > 0.

De 1a, on déduit que pour la stabilité du systéme de deux espéces en com-
pétition il est nécessaire que la compétition intraspécifique soit plus importante
que la compétition interspécifique ce qui est équivalent a dire que le coefficient de

. z N a‘ j . . z . ~ N L]

BOLKER et PACALA [1], qui est égal & — soit inférieur a 1 on ; = &
.. a.
) 7
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3.1.2 La prédation

Le modéle de la dynamique de populations pour un écosystéme formé d’une
espéce proie et d'une espéce prédatrice suscite un grand intérét aussi bien du point
de vue biologique que du point de vue mathématique. Le systéme d’équations diffé-
rentielles fondamental pour un tel modéle est connu comme équations de LOTKA-
VOLTERRA ; cependant la dénomination d’"équazions de LOTKA-VOLTERRA" est
utilisée aussi pour les modéles de la symbiose ou de la compétition, quand il est
question du rapport de prédation, on specifie qu’il s’agit d’équations de LOTKA-
VOLTERRA du type proie-prédateur.

Considérons les équations de LOTKA-VOLTERRA du type proie-prédateur
sans les termes de leffet logistique. Désignons par N;(t) la densité a l'istant ¢ de
la population de ’espéce proie et par Ny(t) la densité a listant ¢ de la population
de l'espéce prédatrice, nous obtenons alors le systéme d’équations différentielles
suivant

le(t) = (Oél — 512N2(t))N1<t>dt,
(1.8)
AN (t) = (= as + Ba1 N1 (t) No(t)) dt.

ol a; >0, et B;; >0, pour 7,5 = 1,2. avec i # j

Le choix des signes des coefficients du systéme d’équations (1.8) correspond a la ca-
ractérisation d’'un systéme écologique constitué d’une espéce proie et d’une espéce
prédatrice. En effet il est supposé que le taux de croissance de la population de
I’espéce proie en I'absence de 1'espéce prédatrice soit positif, tandis que si I'espéce
proie constitue un nutriment essentiel pour I'espéce prédatrice, on peut raisonna-
blement supposé que le taux de croissance de la population de I’espéce prédatrice
en ’absence de I'espéce proie soit négatif et que la prédation contribue substentiel-
lement & la croissance de la population de ’espéce prédatrice; d’autre part il est
clair que la prédation est un facteur négatif pour la croissance de la population de
I’espéce proie.

Ce modéle d’interaction proie-prédateur, a été proposé par VOLTERRA apres
la premiére guerre mondiale. Il s’agissait alors d’expliciter la dynamique des popu-
lations de sardines et de requins en mer Adriatique ; expliquer notamment pourquoi
les quantités de sardines péchées apres l'interruption due a la guerre n’étaient plus
aussi importantes que précédemment et pourquoi a la reprise de la péche la pro-
portion observée de requins avait augmenté. Ce modeéle prend en compte deux
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types d’espéces, les poissons péchés a valeur commerciale, les sardines N; et leurs
prédateurs, les requins N,.

Pour I'étude du comportement asymptotique de ce systéme, commencons
par déterminer les points d’équilibre qui sont les solutions du systéme d’équations
suivant

OélNl(t) — 612N1(t)N2(t> = 0,

_OéQNQ(t) + ﬂglNl(t)NQ(t) = O

Il est clair que le point Ey(0, 0) est un point d’équilibre du systéme (1.8) d’autes
part, étant donné que les solutions qui nous intéressent sont les seuls point du
premier carré du plan c’est-a~dire (R, )?, il s’en suit que le systéme (1.8) admet
un seul équilibre non trivial représenté par le point El(%, %) Pour ces deux
points d’équilibre qu’on vient de déterminé, nous pouvons déduire, en utilisant le
méme raisonnement que précédement, que étant donné que les valeurs propres de
la matrice jacobienne associée au point Ey(0, 0) sont A\ = aq, et Ay = —aw, le
point d’équilibre Ey(0, 0) est un point selle.

Par contre pour le point d’équilibre F; le jacobien est donné par

a2f12
( 0 B21 )
1821 0
B12

dont les valeurs propres sont données par \; = /ajasi et \y = —/ajasi. La
linéarisation ne nous permet pas de conclure sur la stabilité de ce point d’équilibre.
Cependant, on montre que ce point d’équilibre est stable au sens de LIANPUNOV.

Retour Historique

Avant de clore I’étude de ce modéle, un dernier retour sur I’histoire du modéle
de VOLTERRA et au probléme de la péche. Considérons d’abord la densité moyenne,
au cours du temps, de chacune des espéces. Quelque soit la trajectoire considérée,
la valeur moyenne (sur un cycle de longueur T) de la densité de chaque espéce est
constante, égale a la densité a 1’équilibre

Nl - %fOT Nl(t)dta

NQ - %fOT Ng(t)dt
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En effet,

d
EIHNI =01 — 512]\[27

d’ou, par intégration

T d T
/ —In Nl(t)dt = / a1 — ﬁlQNQ(t)dt
0 dt 0

c’est-a-dire
T
OélT - / BlgNg(t)dt =0
0

et finalement
1 (T _
— No(t)dt = — = N.
7 ), Nl =50 =N

Ce résultat permet de considérer en premiére approximation que les quantités
péchées sont proportionnelles aux densitées a 1’équilibre. Les relevés de péches
fournissent une estimation des paramétres du modéle. Concernant la situation en
mer Adriatique : Avant la guerre, les relevés rendent compte d’une situation de

péche avec des prises moyennes permettant de définir un équilibre du systéme
o o)
B’ Bra’”

Apreés la guerre, suite & une situation sans péche (ou presque) pendant quatre ans,

donné par le point E, = (

les premiéres péches reflétent les densités moyennes d’un systéme sans péche, soit
un équilibre £ = <g_221’ 5—112), la péche déplace I’équilibre. Or la péche intervient dans
la détermination des parameétres a; et ap de croissance intrinséque en augmentant
la mortalité : a; — o = a—m, et ay — ah = as+n ot m et n sont des constantes
positives. les paramétres d’interaction entre espéces n’étant pas modifiés : F15 —
P __ P __
By = Pra, et Ba1 — [ = B
En conséquence

P
Qg o~ 99
P
1821 21

P qp
1821 > 18y,
azf12 ab gl

La péche déplace donc I’équilibre vers une densité plus forte en sardines et une
proportion moindre de requins.
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3.1.3 La coopération

Un systeme écologique formé par deux espéces liées par le rapport de co-
opération ou de symbiose ol chacune des deux espéces tire profit de la présence
de l'autre. Il existe dans la nature divers cas d’interaction de ce type, comme la
coopération entre insectes pollinisateurs (les abeilles par exemple ) et les plantes,
celle entre les bactéries fixatrices d’azote et les légumineuses, ou encore la symbiose
pouvant exister entre certaines espéces d’insectes et certaines plantes ... etc

Nous pouvons identifier deux types de coopération : la coorération obligatoire
sans laquelle les deux espéces sont vouées a ’extinction, et la coopération facultative
correspondant au cas ou chacune des deux espéces est en mesure de se maintenir
méme en ’absence de I'autre espéce, mais la présence de chacune favorise la crois-
sance de l'autre. Dans la suite nous donnerons les modéles associés aux deux types
d’interaction dans le cadre des modéles quadratique, dans le cas de la coopération
oblgatoire, le modéle ne fournit pas de résultats crédibles ( en effet il prédit soit
I'extinction ou 'explossion des deux populations, mais rappelons encore une fois,
que dans la nature, on ne peut pas isoler parfaitement les deux populations du
reste du systéme biologique et la compléxité de ce systéme pourait remplacer le
controle interne au systéme formé par les deux espéces).

a) Coopération obligatoire

Commencons avec le cas de la coopération obligatoire. Supposons que l'in-
teraction entre les deux espéces obéit aux hypothéses suivantes

1. En I'absence de la population j la population ¢ décroit exponentiellement
selon ’équation

oua; >0,2=1,2

2. La présence de l'espéce j augmente le taux de croissance de 1’espéce i pro-
portionnellement & la population de 1’espéce j, de maniére que

Ainsi, la croissance de populations de deux espéces associées par une relation
de coopération obligatoire peut étre déscrite, dans une premiére approximation,
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par le systéme d’équations différentielles suivant

le(t) = ( — ] — ﬁuNl(t) + 612N2<t))N1(t)dt,
(1.11)
dNQ(t) = ( — Qg — ﬁggNg(t) + ﬁQlNl(t))Ng(t)dt

ou N; = N;(t) désigne la densité de population de I'espéce i (i = 1,2). Comme
dans (1.7) et (1.8), —a; — B N; (i = 1,2) représentent la différence entre le taux de
natalité et de mortalité de 'espéce i (i = 1,2) en tenant compte de U'effet logistique,
les coefficients (; pour ¢ = 1,2 sont tels que

b1 >0, PBar > 0. (1.12)

Nous allons étudier le systéme (1.11), avec ’hypothése de I’absence de leffet logis-
tique entre les individus d’une méme espéce, c¢’est-a-dire en supposant que

Bi=0, i=1,2 (1.13)

Les points d’équilibre sont alors les deux points Ey = (0,0), et E; = (%, %), et
la matrice jacobiénne associée est donnée par

—o + B12lNy B12N4
B21No —a + B N1

en particulier, pour le point d’équilibre Ey on a

- (3 2,)

matrice ayant comme valeurs propores

J(Ny, Ny) = (

Al =—a1, A= -
le points d’équilibre Ej est alors un neeud stable pour le sytéme (1.11).
D’autre part, pour le point d’équilibre £, on a
0 ag@
J(E) = B21
( 1) ( Ojl% 0 )

matrice qui admet pour valeurs propres

AL = V010, Ay = —V Q109

ce qui nous permet de conclure que le point d’équilibre F; est un point selle pour
le systéme (1.11).
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b) Coopération facultative

Le rapport de symbiose ou de coopération est dit facultatif, si la présence
de T'une des espéce n’est pas nécessaire a la survie de 'autre. Ce qui peut étre
caratérisé par les conditions

Gr2, b2 20, Pia+ P21 >0 (1.14)

ou [19Ny avec (12 > 0 représente 'avantage que 'espéce 1 tire de la présence
de l'espéce 2 ( proportionnellement & la population de 'espéce 2 ) et de maniére
analogue (351 N7 avec fB3; > 0 peut représenter 'avantage que l'espéce 2 tire de
la présence de 'espéce 1 (proportionnellement a la population de l'espéce 1). Le
systéme d’équations qui régi ’évolution de deux espéces liées par une coopération
facultative est similaire au systéme (1.11) en considérant les taux de croissances
a; > 0, on alors le systéme

dNy(t) = (041 — BuNi(t) + 512N2(75))N1(t)dt;
(1.15)
dN5(t) = (o2 — PoaNa(t) + Par N1 (t)) Na(t)dt.

Le comportement des solutions du systéme d’équations différentielles (1.15) avec
les conditions (1.12) et (1.13) dépend du signe des coefficients (312, fo1.

4 Le modéle stochastique

Les modéles présentés dans les précidents paragraphes sont des modéles dé-
terministes qui ne considérent pas le caractére aléatoire des fluctuations des effets
des variations de ’environnement sur la croisssance des différentes espéces. Rappe-
lons qu’un phénoméne stochastique est par définition un phénoméne qui ne se préte
qu’a une analyse statistique, par opposition & un phénomeéne déterministe. En bio-
logie, I’évolution est un exemple de phénoméne stochastique, ¢’est donc important
de prendre en considération le caractére stochastique des phénomenes étudiés et le
passage aux modéles stochastiques devient alors, une nécessité.

Pour les modéles de la dynamique des populations il peut y avoir deux types
de stochasticité ou d’aléats. La stochasticité due a 'approximation du nombre
d’individus par des nombres réels, c¢’est-a-dire le passage des modéles discrets aux
modeéles continus. Un autre type de stochasticité est engendré par la prise en compte
des variations imprévisibles des conditions environementales qui ont été suffisament
étudiées, voir [3| par exemple.
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4.1 La stochasticité démographique

Commencons par la stochasticité démographique, c¢’est-a-dire celle engendrée
par 'approximation réelle du nombre d’individus d’une population donnée. Dési-
gnons par N(t) le nombre d’individus d’une certaine espéce a U'instant ¢ et avec
dN(t) le taux de croissance durant l'intervalle [t,¢ 4+ At]. Le taux de croissance
dN(t) n’est autre que la différence entre le nombre de naissances et le nombre
de morts durant Uintervalle de temps [t,t + At]. En d’autre termes, si on note
par n(t,t + At) et m(t,t + At) le nombre de naissances et le nombres de morts
respectivement, on obtient alors

dN(t) = n(t, t + At) — m(t, t + At). (1.16)

Pour un intervalle [t, ¢ + At] suffisament petit de sorte qu’on puisse négliger
les éventuelles variations des conditions qui déterminent le taux de croissance, alors
le taux de natalité n(t,t + At) et le taux de mortalité m(t,t + At) pouraient étre
représenter par les approximmations suivantes

n(t,t + At) = vN(t)At, m(t,t + At) = puN(t)At, (1.17)
ol v et u sont les taux de naissance et de mort par unité de temps et par individu.

De la relation (1.17) on peut construire deux variables aléatoires Ay an
et Z(nvwar & valeurs dans N telles que l'espérance mathématique (c’est-a-dire la
valeur moyenne ) de ces variables aléatoire vérifient

EAwman = vNAL,  EZwarn = pN(t)AL.

En supposant qu’une naissance ou une mort soit indépendante d’une autre
naissance ou d’une autre mort, on est en mesure d’établir la loi de probabilité
des variables aléatoires Anaey et celle de Zyay par la loi de POISSON de
paramétres VN (£) At = EA(npar et uN(t)At = EZ(n@)ar) respectivement. Ce qui
revient a dire que la loi de probabilité de Ay a¢) et celle de Z(na¢) sont données
par

v k
P{Awwan) = k}) = e”N“)At% (1.18)
P({Zovsa) = k) = ¥ A0 (1.19)

pour k=1,2,-.
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4.2 La stochasticité environnementale
4.2.1 Le mouvement brownien

Le mouvement désordonné de particules de pollen en suspension dans un li-
quide en équilibre fut observé et rigoureusement rapporté par le botaniste écossais
ROBERT BROWN en 1827. Ce phénomeéne aléatoire lié a l'agitation moléculaire
regut par la suite le nom de mouvement brownien. Sa description mathématique
comme un processus stochastique a captivé 'attention des physiciens et mathé-
maticiens depuis plus d’un siécle. Il intervient dans de trés nombreux modéles en
physique, chimie, biologie, sciences économiques et mathématiques financiéres. Le
mouvement brownien est ’objet central du calcul des probabilités moderne : il est
a la fois une martingale, un processus gaussien, un processus a accroissements indé-
pendants et un processus de Markov. Plus précisement, on a la définition suivante

DEFINITION 1.4.1. Un processus stochastique Wy défini sur une base stochastique
(2,3, (3),P) @ valeurs dans R est dit mouvement brownien ou processus de WIE-
NER s’il vérifie les conditions suivantes

1. Wy(w) =0, p.s. sur §,

2. pour tout 0 < s < t < oo, W, — Wy est indépendant de S, ( Wy est a accrois-
sements indépendants

3. pour tout 0 < s < t < oo, l'accroissement Wy — W suit une loi normale
centrée de variance égale a t — s.

En ajoutant dans I’équation (1.4), le terme stochastique
0:N;(t)dW,

ou W, désigne un mouvement brownien a valeurs dans R™ correspondant a l’effet
des variations aléatoires des conditions environnementales, sur la croissance de
I'espéce ¢ pour ¢ = 1,2,---,n on obtient le systéme d’équations différentielles
stochastique suivant

dN; (t) :(ozi + ﬁiiNi(t)) Ni(t) + 3 ByNi(&)N;()dt + o N,(8)dWs  (1.20)

J#i
i=1,---,n,
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ou p; est considéré ici constante et correspond a I'intensité du buit blanc c¢’est-a-dire
des fluctuations des conditions environnementales modélisées par le mouvement
brownien, sur la ¢ espéce.

5 La diffusion spatiale des populations

Des phénoménes observés dans des contextes trés variés sont représentés par
des équations de type réaction-diffusion outre la dynamique des populations qui
constitue notre domaine d’intérét pour ce travail, on peut citer entre autre 1’éco-
logie, I’épidémiologie, I'invasion biologique, le comportement collectif, et aussi la
propagation de flammes, ou encore la transition de phases, et les ondes chimiques.

Considérons un systéme écologique composé de n espéces ainsi que le milieu
physique : terre, air, eau, chaleur, lumieére...etc. Un tel systéme est localisé¢ dans
un domaine dans lequel vivent les n espéces qui le compose et ou sont réalisés
des échanges entre les différentes espéces et entre les espéces et le milieu physique.
Les frontiéres du domaine ne sont pas déterminées d’une fagon nette ; d’autre part
rappelons qu'un systéme écologique est un systéme ouvert du fait des échanges de
chaleur, de lumiére, d’air, d’eau ... etc.

Pour I'étude mathématique de systémes écologiques il est nécessaire de consi-
dérer un domaine D C R? avec d = 2, 3. Si le systéme écologique peut étre consi-
dérer dans une surface terrestre (ou sur une surface d’une autre nature ), alors
on peut considérer un domaine D C R2. Par contre, si 'environnement doit étre
considérer dans sa structure tridimentionnelle, alors on doit choisir le domaine D
comme partie de R3.

En effet, seul le flux d’entropie négative provenant de 'extérieur fait vivre
un systéme écologique. Considérons maintenant la distribution non nécessairement
homogéne des populations dans un domaine D, et désignons par

Ni(t, x)

la densité de la population de ’espéce 7 a I'instant ¢ et au point x € D. Par analogie
a la densité d’un gaz en un point de ’espace comme concept de la physique sta-
tique, la densité N;(¢, x) est considérée comme la moyenne du nombre d’individus
par unité d’espace dans une région autour du point x.
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A Tintérieur du domaine D les individus des espéces présentes se déplacent conti-
nuellement, cependant la vitesse de déplacement varie d’'une espéce a une autre.
Dans le cas d’espéces végétales, les individus ne peuvent pas se déplacer; ce sont
donc des vecteurs extérieurs, comme le vent ou certaines espéces animales, qui sont
a l'ogigine des déplacements qui intervienent par le transport des pollens (support
de la demi-hérédité ) ou des graines (dissémination de l'espéce ).

Dans une premiére approche, nous supposons qu’en ’absence de sources d’at-
traction (comme la lumiére, la chaleur, 'humidité...) les déplacements se font dans
toutes les directions avec la méme probabilité du moins localement, car il n’y
a aucune raison pour qu’elles se déplacent suivant une direction donnée, de tels
déplacements seront de méme nature que les mouvements microscopiques de par-
ticules dans un gaz qui se déplacent de fagons continue mais caotique du fait des
chocs avec les particules qui composent le gaz. Comme il est connu en physique sta-
tique, de tels déplacements engendrent un flux moyen ¢ d’individus proportionnel
au gradient de la densité. On a alors la relation suivante

J: —€Z'VNi<t, ZL’),

ol ¢; est le coefficient vitesse de déplacement, tandis que V est a considérer par
rapport aux variables spatiales x (k = 1,-,d). Le coefficient ¢; peut dépendre aussi
du point x € D, représentant la difficulté ou la facilité de déplacement en ce point.
Toute fois il est a considérer comme coefficient non négatif

La dépendance des ¢; du temps ¢ n’est pas non plus a exclure. Cependant la dé-
pendance des coefficients ¢; du temps ¢ peut rendre difficile I’étude mathématique
du probléme de la dynamique de populations. Dans la suite nous considérerons
uniquement des coefficient €; constants.

Comme la diminution des densités pour une unité de temps due au flux ¢ est
donnée par la divergence du champ vectoriel du flux, 'accroissement de la densité
est défini par ’expréssion suivante

d 92
k=1 "k

Ainsi, au lieu du systéme d’équations différentielles ordinaires
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AN(e) = (o + 32 BN (0)) N0}t pour i =1,

nous allons considérer le systéme d’équations aux dérivées partielles

%Ni(t, ) = (ai v ; B (N, (¢, :r;)))Ni(t, o) AN (L) (1.22)
i=1,---,n,

Il est utile de rappeler que le terme de diffusion (1.21) est, comme nous
I’avons dit plus haut, di aux déplacements caotiques dans toutes les directions
comme dans le cas des molécules d'un gaz, et non pas a 'immigration stimulée a
distance par des informations sur la distribution des populations dans différentes
régions du domaine.

6 Conclusion

Du point de vue biologique, les modéles déterministes sont bien str discu-
tables, du fait des difficultés liées a 1'observation et a la mesure des paramétres
du systéme. D’autre part, il ne tiennent pas compte du caractére éminemment
stochastique des processus biologiques.?

Le recours aux modéles stochastiques se présente alors comme une nécessité
afin de se rapprocher au mieux de la réalité et donner ainsi une meilleure modéli-
sation des phénoménes biologiques.

2stochasticité d’ordre individuelle, au sein de I’espéce, mais aussi environnementale
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Deuxiéme partie

Etude des systémes d’équations
stochastiques du modeéle de
compétition avec diffusion spatiale






Chapitre 2

Etude d’un modéle de compétition
limitée entre plusieurs espéces avec
diffusion spatiale

1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons l’évolution de population d’une espéce
ou de plusieurs espéces. Evolution soumise & une perturbation stochastique due
aux variations aléatoires des conditions environnementales, avec la diffusion de
population de chaque espéce dans un territoire. Le modéle considéré suppose que les
compétitions interspécifiques ont un effet limité sur 1’évolution de chaque espéces.
Nous démontrons que 1’équation stochastique pour ce modéle admet, sous une
condition convenable, une mesure invariante, pour laquelle aucune espéce n’est
vouée a l'extinction. Comme le cas d'une espéce peut étre considéré comme cas
particulier d’un systéme de n espéces, dans la suite on ne considérera que le cas de
N especes.

2 Reésultat principal

Soit D un ensemble ouvert et borné de R?, d = 2 ou 3, muni de la frontiére
réguliere 0D. On désigne par N;(t,z) la densité de la population de I'espéce i,
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i =1,---,n, a l'instant ¢ et au point x € D. On considére dans D le systéme
d’équations

AN(t,z) = [( Zﬁ” ) (@) + S ANt 2)| dt + 0iNi(t, 2)dW (),

(2.1)

1=1,---.,n
avec la condition aux limites de NEUMANN
VN;-11=0 sur 0D, i=1,---,n, (2.2)
et la condition initiale

Nl(0,> :Ni07 1= 1, , n. (23)

Les opérateurs A et V sont & considérer par rapport aux variables spatiales

Ty, , g, les coefficients «y, €; et g; (i = 1,--- ,n) sont des constantes positives,
Bi;j(-) (4,7 =1,---,n) sont des fonctions lipschitziennes non négatives, tandis que

W (t) est le mouvement brownien & valeurs dans L?*(D) défini sur une base stochas-
tique (2, (S¢)e>0, P). Plus précisément, nous considérons W (t) ayant la forme

= AmenWM(1), (2.4)
m=1

ol {e,, }>°_; est une base orthonormale de L?(D) avec e,, € L*(D) pour tout m €
N\{0} et W™ (¢) (m =1,2,---), sont des mouvements browniens indépendants a
valeurs réelles, tandis que {\,,}°°_; est une suite de nombres positifs telle que

Z A =1, Z A HemHLOO (p) = Ko < 00. (2.5)
m=1

Pour les coefficients «, €;, o; et les fonctions 3;;(+), on suppose

Bii(s) = Bus Vs >0, Bii >0 1=1,---,n, (2.6)

0§5ij(£)§7ij<oo VSZO, i7j:17"'7n7 17&.]7 (27)
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2 n
g .
K05+,Z,7ij<&i 1=1,---,n. (28)
J=1,37#i
La condition (2.7) signifie que les compétitions entre les espéces différentes ont un
effet limité. Il est évident que dans le cas n = 1, la condition (2.7) sera superflue
et la condition (2.8) se réduira a
2
9
KOE < Oy.

Pour le probléme (2.1)—(2.3) considéré ci-dessus, en s’appuyant sur les tech-
niques développées dans [28], on peut démontrer I'existence et 1'unicité de la solu-
tion N = (Ny, No,--- , N,,) avec (N;(t,-) > 0 p.s., i = 1,--- ,n). Plus précisément
on a la
PROPOSITION 2.2.1. Le probléme (2.1)—(2.3) avec les conditions (2.4)—(2.7) et avec
la condition initiale N(0,-) € L*(D), N;(0,-) > 0 p.p. dans D, admet une solution
N(t,x) = (Ny(t,z), -, No(t,z)) et une seule dans lintervalle 0 <t < 0o et on a
N;(t,-) >0 p.p dans D p.s. (i=1,--- ,n) pour tout t > 0.

REMARQUE 2.2.2. La condition (2.8), qui n’est pas utilisée pour la proposition
2.2.1, servira a démontrer 'existence d’une mesure invariante.

Pour exprimer de maniére convenable 'existence d’une mesure invariante
pour I’équation 2.1, introduisons les notations

N(t’ :L‘) = (Nl(t7x)a e 7Nn(tax>>7
L(N(t,z)) = (log Ni(t,z),--- ,log N,(t,x)),
H = L*(D;R") x L*(D;R").
On a alors le
THEOREME 2.2.3. Si le mouvement brownien W (t), les coefficients a; et o; (i =
L,---,n) et les fonctions Bi;(-) (i,j = 1,---,n) satisfont aux conditions (2.4)-
(2.8), alors il existe une mesure invariante i dans H pour ’équation (2.1) avec la

condition aux limites (2.2), dont la solution est a considérer comme (N, L(N)) €
H. En outre on a

a(H'(D;R™) x H'(D;R")) = 1.

Comme dans la démonstration du théoréme il n’est pas difficile de distinguer
les fonctions a valeurs réelles et celles & valeurs dans R", dans la suite on va écrire
simplement L?(D) et H'(D) au lieu de L?(D;R") et H'(D;R"™).
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3 Estimations a priori de la solution

3.1 Premiére estimation de la solution

De maniére analogue aux lemmes 3.1 et 3.2 de [28], on démontre le

LEMME 2.3.1. Il existe une constante M telle que, si N est la solution obtenue
dans la proposition 2.2.1, alors on ait

1 t
E;/ IN |2t < M ¥E> 1. (2.9)
0
Démonstration. On pose
(N (1,9) = [N () ) = /mem (210)

La formule d'ITO appliquée a ¢(N(t,-)) nous donne

—|—2i/0t/D(ai|Ni(t,x)|2 Z@U( (b )Nt ) et
—2251/ / IV N;(t, z)|2dzdt’ +2Zgl/ (N2, dW (t
+iZIQ?mZ:1)\$n /D /D NZe2 dudt’

(pour la formule d’ITO pour un processus stochastique a valeurs hilbertiennes, voir
par exemple [25], [6]).

On remarque que
Julleqoy < 1D [ Juf'a,

Donc, compte tenu des conditions (2.6)— (2.7), on a

—Z/% (1) | it )P < — memem

i,7=1
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D’autre part, grace a (2.5) on a

Sy /D N2 dz < PN |2aoy 3 Aillem 2oy < CINI 2o,
1=1 m=1 m=1

avec ¢ = max{g;li = 1,--- ,n}, C = g°Ky. Cela étant, en considérant I'espérance
mathématique des deux membres de (2.11) et en rappelant la définition (2.10), on
obtient

BN ()| +2§:a /HVN M2yt (2.12)

<EIN(0, )220 + i / NG, oyt

—2Zﬁ“!DI Y NI A

avec une constante positive c;.

En posant y(t) = E|N(t,-)||Z2(py, de (2.12) on déduit en particulier

t t
y(t) < y(0) + cl/ y(tdt' — 02/ y(t"32adt' (2.13)
0 0
avec des constantes positives ¢, ¢o. Comme on le sait bien, (2.13) entraine
y(t) =B[N iz <5 VE=0 (2.14)

avec une constante cz < 00.

Or, en substituant (2.14) dans le second membre de (2.12), on obtient

2}2@ /HVN Vot < BIN(O,)2ap) + crcst. (2.15)

De (2.14) et de (2.15) on obtient (2.9) avec une constante M. O

3.2 Deuxiéme estimation de la solution

Maintenant on va démontrer une estimation contenant celle de (log Ny, - - - ,log N,,).
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LEMME 2.3.2. Qutre les conditions supposées dans la proposition 2.2.1, on suppose
aussi (2.8). On pose

fls)=s—logs—=1  (s>0),  f(N)=(f(N1), -, f(Nn)). (216

Alors il existe une constante M, et une fonction A(c) telles que, si N est la solution
obtenue dans la proposition 2.2.1, alors on a

El/t ar < Mo s (2.17)
£ ), XUl 2@ < 2o = '

Alc) — oo pour ¢ — Q. (2.18)

Dans (2.17) xy..} désigne la fonction caractéristique de l’ensemble {---},
c¢’est-a-dire, xq..}(w) =1 siw e {---} et =0 autrement.

Démonstration. On remarque d’abord que pour la fonction f(-) définie dans (2.16)
on a

On pose

o) = Ll = Y [ 1500 (2.19)

Pour appliquer la formule d’ITO & ¢ (N), on remarque que

—2/f o

0? i
—gﬁiv)(g)(h):z/D[f%H(l—%

K3 K3

)2} ghdx,

PY(N)
CONE

7

(Niew) (Niey) = 2 /D FN) + (N — 1) de,
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/f )ANda;_—/D|Vf(Ni)|2dx—/Df(Ni)Nlog N,Pde.

Donc en rappelant (2.5), de la formule d’ITO appliquée a 1(N) on déduit
Ny <230 [ [ AN~ 1) = 30 By (N (N = 1)]da
i=1 j=1
—2¢; | |Vf(N)Pdx — 2, N;)|V log N;|*dx|d
6/|f( ede =22 [ SOOIV log N o]t
+KOZQZ / N;) + N? 4 1)dzdt
+ZQZ Ni)(N; = 1), dW(1)).
Cette relation nous permet d’obtenir
E[(N(t,-))] <E[(N(0,))] + E F(N d 2.20
V)] <BV 0+ B [ ([ FOvVta)as (220)
-2 ; VF(N;)[? N;)|V log N;|*)dz )dt|,
Z//Du POV + F(N) |V dog Ny?)de)dt

| S

F(N) = Zn:Fi(N), (2.21)
Fz(N> :f(N)[QO‘z i Z 25@] ) + Kon]

+Koo? (N +1).

On va démontrer qu’il existe deux constantes positives ¢y et Cy telles que, si

Z [F(N:)? > Co, (2.22)
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alors on ait

F(N) < —¢0 Z f(NG). (2.23)

En effet, en vertu de la condition (2.8) et de la continuité de la fonction
gi(s) = 2a;(s — 1) — 2Bus(s — 1) — Z vij(s — 1) + Koo7, s>0,
=1,
il existe deux constantes §; > 0 et g > 0 telles que, si 0 < N; < 1, quelques soient
Nj,j=1,---,n,j#1, on ait

7j=1

Cette relation, jointe & la condition 3; > 0 (voir (2.6)), nous permet en
particulier de constater qu’il existe une constante C' telle que, si
n
Z IN;|> > Oy,
i=1
alors on ait (2.23) avec g9 = 1.

En outre, comme Kyo?(N? + 1) est borné pour 0 < N; < 4y, il existe une
constante dy €]0,01] telle que, si 0 < N; < dy, alors, quelques soient N, j =
1,--+-,n, j #1i, on ait

Fi(N) < —2zf(Ny).

Il est évident que, si Y ., |N;|* < Cy, alors F;(N) sont uniformément bornées
(voir (2.21), (2.7)). On en déduit qu’il existe une constante § € |0, ds] telle que, si
o INi? < C) et 8'il y a au moins une composante N; de N telle que 0 < N; < 6,
alors la relation (2.23) est vérifiée.

Il est clair qu’il existe une constante Cy telle que, si (2.22) est vérifiée, alors
ouona y . |NjJ*> Cjouilyaau moins une composante N; de N telle que
0 < N; < 4. Par conséquent, si (2.22) est vérifiée, alors on a (2.23). D’autre part,
si (2.22) n’est pas vérifiée, alors on a

if(Ni> < \/ﬁ\/ao
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Donc, en posant
MF = Ssup F(N)7
Ne®y)™
on a

F(N —gOZf (t, ) + e0v/n\/Co + Mp. (2.24)

D’autre part, comme on a

1LF (N 2oy <IF NI oy ILF (N 351,
<CIFN oy IF N Fei oy + IV F (N[ 1y)

avec une constante C', on a

1 1F (NI 72
CHIF N2y + IV SN

Donc, compte tenu de (2.24), on a

=NFN) Loy < =

Hf s,
PV < - Z||f ooy IV (229)

Eo\/ﬁ\/ CO + MF ’D‘

£= 1:111,1f n &is A<C) - XQ—&i-Ii}chQ [@ X3 + Y3

on déduit de (2.20) et de (2.25) que
E[{(N(t, )] <E[(N(0,))]

t
_A(C)E/ X{IIf(N(t’,-))HHl(D)Zc}dt/ + (80\/5\/ Co + MF)’D‘t,
0
ou encore

o[ s < BV, )] + (oviy/Co+ M)| D)
7 ), XUl )2} A(C)

pour t > 1. On remarque en outre que
4

€0

Ale) = L [04 X3+ Y3

+ 2§Y2} — 00 pour c¢ — oo.

En posant M; = E[)(N(0, )] + (g0v/7v/Co + Mp)| D], on a (2.17) avec (2.18).
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4 Démonstration du théoréme 2.2.3

En adjoignant (2.9) et (2.17) on obtient

1

T
E— /0 XUNE g1 oy N E ) g1 py <yt = 1 —€(c) VI > 1 (2.26)

avec une fonction £(c) telle que

g(c) -0 pour c¢— oc.

Or, on remarque que

<VB(lF(N) |22y + [ Nill 2oy + | D[V?),

[V1og Nillz2(p) =[[V(log N; — N; +1) + VNi[|r2(p)
<V2(|VF (Nl 20y + IV Nill 2())-
En d’autres termes, il existe deux constantes C; et Cs telles que
IN1[m(py + 1log Nllmpy < CLrlIN oy + [ f 72 (m)) + Coa.

Pour u = (uy, -+ ,u,) € L*(D) avec u; > 0 p. p. (i = 1,---,n) et [ un
ensemble borélien de H, on pose

Fy(u,T) = P({(N(t,-), L(N(t,-))) € I'}),
ou N(t,-) est la solution du probléme (2.1)-(2.2) avec la condition initiale

On définit alors

w =1 [ [ o P TI0(a)

ol vy est la mesure dans L?*(D) de la donnée initiale N(0, ).
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Alors de (2.26) on déduit que

pr({I(N, LN py < ¢}) 2 1—¢(e) VT > 1,

e(c) >0 pour c¢— 0.
Ga signifie que pour tout € > 0 il existe un nombre C{.) tel que
pr({ (u,v) € H | [[ullzro) + vl < Ce}) 21 —¢ (2.27)
On rappelle que I'’ensemble
{ (w,v) € H|ullm o) + vllm o) < Cio}

est compact dans H = L?(D) x L?(D). Donc en vertu du théoréme de KRYLOV-
BoGOLIUBOV 18] dans sa version completée par le critére de PROKHOROV (voir
[1], [2]), on déduit de (2.27) l'existence d’une mesure invariante i dans H pour
I'équation (2.1) avec la condition aux limites (2.2). En outre, il est évident que

a(H'(D) x H'(D)) = 1.

Le théoréme 2.2.3 est démontré. O






Chapitre 3

Mesure invariante pour le systéme
d’équations stochastiques du modeéle
de compétition avec diffusion
spatiale

1 Introduction

Depuis quelques années la question de la mesure invariante est devenue un des
thémes centraux de la recherche sur les équations stochastiques de la dynamique de
populations. En particulier, RUDNICKI [26] a démontré I'existence et 'unicité de la
mesure invariante pour I’équation stochastique du modeéle proie- prédateur, en pré-
cisant les conditions sur les coefficients de I’équation pour 'existence de la mesure
invariante et I’extention de son support. D’autre part, pour le modéle stochastique
de compétition entre deux espéces, dans [29] le comportement asymptotique de la
solution de I’équation stochastique, y compris le cas de convergence vers une me-
sure invariante, a été classifié, en utilisant la méthode de RUDNICKI et I'application
directe de la fonction de KHAS’MINSKII (voir [15]). Or, dans le cas ot on considére
aussi la diffusion spatiale de la population dans un territoire, TORNATORE [28] a
démontré que pour n espeéces en compétition I'espérance mathématique des popu-
lations totales, qui résultent de 1’équation stochastique, est uniformément bornée
pour tout ¢ > 0. Dans [9] nous avons démontré 'existence d’une mesure invariante
pour un systéme d’équations analogue a celui de [28] mais avec une compétition
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limitée entre les espéces différentes.

Nous considérons le systéemes d’équations stochastiques du modéle de com-
pétition entre deux espéces dans la forme usuelle avec la diffusion spatiale, on
démontre dans ce chapitre qu’un tel systéme admet, sous une condition conve-
nable et naturelle, une mesure invariante, pour laquelle aucune des deux espéces
n’est destinée a ’extinction.

Pour les modéles de la dynamique de populations en général et ceux avec la
diffusion spatiale ou des perturbations stochastiques, voir aussi [32], [24], [25], [10],
[2], [3], [8] et d’autres.

2 Reésultat principal

Considérons un systéme écologique formé par deux espéces végétales ou ani-
males dans un territoire D en compétition pour des ressources du territoire. Pour
formuler le probléme dans une forme mathématique, admettons que D soit un
ensemble ouvert borné de R, d = 2 ou 3, muni de la frontiére réguliére 9D et
désignons par Ni(t,x) et No(t,x) la densité de population au point x € D et a
I'instant ¢ € R de la premiére et de la seconde espéce respectivement. Cela étant,
nous considérons le systéme d’équations stochastiques

dNi(t, ) = [(Oéz - Zﬁiij(t, ~))N¢(t, ) + &ANi(t, -)]dt + QiNi(t, -)dW(t), (3.1)

1=1,2,
dans l'espace de HILBERT L?(D) avec la condition initiale
et la condition aux limites de NEUMANN
VN;-1=0 sur 0D, i =1,2. (3.3)

Dans (3.1)—(3.3) l'opérateur de LAPLACE A et 'opérateur V sont a considérer par
rapport aux variables spatiales x1, - - - , x4, 1 désigne le vecteur normal a la frontiére
0D de D et les coefficients o, G, €; et o; (1,7 = 1,2) sont des constantes telles
que

ai>07 €i>07 QZ>O, B’L’L>O7 221727 ﬁl]zov Zaj:]-aZ 17&]7 (34)
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tandis que W (¢) est un mouvement brownien défini sur une base stochastique
(Q7 Fﬂ (E)tZ()v ]P)
a valeurs dans L?*(D). On suppose que W (t) est de la forme

W(t) = i Amem (YW (1), (3.5)

ol {e,}°_, est une base orthonormale de L?(D) avec e,,(-) € L>®(D) pour tout
m € N\{0}, W™ (¢), m = 1,2,---, sont des mouvements browniens indépendants
a valeurs réelles, et {\,;,}°°_; est une suite de nombres réels telle que

| Z A (M| ooy = Ko < 0. (3.6)

2.1 Existence et unicité de la solution

Pour le probléme (3.1)—(3.3) proposé ci-dessus, on connait 'existence et 1'uni-
cité ainsi que la positivité de la solution. Plus précisément, on a la

PROPOSITION 3.2.1. Le probléme (3.1)~(3.3) avec la condition initiale N;(0,z) > 0
p.p. dans D, N;(0,-) € L*(D), i = 1,2, admet une solution N(t,z) = (Ny(t, ), No(t, ))
et une seule dans lintervalle 0 < t < oo et on a Ny(t,z) > 0 p.p. dans D p.s.

(i =1,2) pour tout t > 0.

Démonstration. Pour la démonstration, voir [28] (dans [28] l'existence et I'unicité
de la solution sont démontrées pour un systéme de n espéces). Il

Pour démontrer I'existence d'une mesure invariante, nous supposons que, avec
K, défini dans (3.5)—(3.6), on ait

2 2
o1+035
B21 < Qo — K0—2 < Q2 Ba2

— 2 2 9
B Qq oy — KO% B2

(3.7)

ou on entend % = 400 si f12 = 0. Comme % > 0et que o > 0,7 =1,2,
I'inégalité (3.7) implique que

2 2 2
» +
Oéi—K()Qé ZOZZ'—KOQIQQQ

>0, =12, (3.8)
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2.2 Existence d’une mesure invarainte

Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME 3.2.2. Si les coefficients oy, Bi; et 0; (i,j = 1,2) et le mouvement
brownien W (t) satisfont auzx conditions (3.4)—(3.7), alors il existe une mesure in-
variante i dans L*(D;R?) pour léquation (3.1) avec la condition aux limites (3.3),
telle que

a({N; € H'(D),i=1,2}) = p({N; > 0 p.p. dans D, i =1,2})  (3.9)
= i({log N; € L'(D), i =1,2}) = 1.

La population totale de ’espéece ¢ sur le territoire D, qui est essentielle du
point de vue biologique, est exprimée exactement par la norme [|N;||z1(p). Mais
pour les traitements mathématiques il nous est commode de considérer N; comme
élément de L?(D); comme on voit facilement, la norme ||N;||11(p) est majorée par

\ mes(D) HNZHLQ(D)

3 Démonstration de I’existence d’une mesure inva-
riante

La démonstration du théoréme 3.2.2 se base sur I’application du théoréme de
KRYLOV- BOGOLIUBOV, qui, a son tour, s’appuie sur une estimation de la solution
du probléme ex(2.1)—(3.3) avec les conditions initiales et utilise également les idées
du théoréme de KHAS’MINSKII (voir [15]). Comme estimation de la solution qu’on
va utiliser est assez complexe, en renvoyant sa démonstration au paragraphe sui-
vant, dans le présent paragraphe on va démontrer le théoréme 3.2.2 en admettant
le résultat de ’estimation.

3.1 Estimation de la solution

Pour formuler ce résultat auxiliaire, on pose

2

Oo(N) = (IINill72p) + 1 1og Nill 1)) (3.10)

=1



3 Démonstration de ’existence d’une mesure invariante 55

2

®1(N) =Y (IVNillZ(p) + 1V 1og Nill72(1)), (3.11)
=1
Z(D)={N € L*(D;(R.)*) | log N; € L*(D), i =1,2}. (3.12)

On a alors le lemme suivant.

LEMME 3.3.1. Il existe une fonction G : (D) — R U {—o0} telle que, si on pose

A(c) =sup{G(N)|N € Z(D), ®o(N) > c}, (3.13)
on ait
sup G(N)=A(0) < © (3.14)
NeZ(D)
A(c) = —© pour ¢ — 400, (3.15)

et que de plus, si N(t,-) est la solution du probleme (3.1)—(3.3) avec la condition
initiale N(0,-) = Ny € Z(D), alors on ait

koEQo(N(Z,-)) + k1 /t E®, (N(t',-))dt" < kol Nol|2 + /t EG(N(t',-))dt’, (3.16)

ol Ko, K1, Ko sont des constantes positives et

2

INll= = (INillz2o) + 110g Nill 21 (py)- (3.17)

i=1

En renvoyant la démonstration de ce lemme au paragraphe 5, on expose ici
la démonstration du théoréeme 3.2.2.

3.2 Démonstration du théoréme 3.2.2

Comme le premier membre de (3.16) est non-négatif, on a
t
0 < kol Noll2 + £4(0) + A(e) | PBN(E.) 2 e}t
0

en particulier pour ¢ tel que A(c) < 0, on a

%/0 P({@o(N (¥, ) Z e})dt' < —

K| No||Z
t

). (3.18)
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D’autre part, de (3.16) on déduit immédiatement que

m% / "B, (N(1 )t < A(0) + M (3.19)
De (3.18)—(3.19) et de (3.15) on déduit
%/tIF’({(I)O(N(t’, D))+ P(N(,) <ch)dt' >1—e(c) VE>1 (3.20)

avec une fonction décroissante €(c) telle que

g(c) = 0 pour c¢— oc.

Pour Ny € Z(D) et un ensemble borélien I' de L?(D;R?) x L'(D;R?), on
pose
Pt(N(h F) = P( {<N1(ta ')) NQ(ta ')7 IOg Nl(ta ')7 IOg Ng(t, )) € F})a
ou N(t,-) est la solution du probléme (3.1)—(3.3) avec la condition initiale

NZ<O,1‘) = ]\/voyi(l')7 1= ]_72

On définit alors
1 /7
vp(T) = —/ P,(Ny, I')dt.
T J

Cela étant, de (3.20) et de la définition de ®y(-) et ®4(+) (voir(3.10) et (3.11)) on
déduit qu’on a

2
vr({N € E(D) | N[} pgey + O [log Nillip gy < ¢}) > 1—&(c) VT > 1
i=1
avec une fonction décroissante £(+) telle que
£(c) = 0 pour c¢— oc.
C’est-a-dire, pour tout € > 0 il existe un nombre C|.) tel que
2
vr({ N € Z(D) [ [IN |12y + Z log Nill#(pgy < Ci} ) =1 —¢, VT >1.

=1

(3.21)
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On rappelle qu'un ensemble borné dans H'(D;R?) x H'(D;R?) est rela-
tivement compact dans L?(D;R?) x L'(D;R?). Donc en vertu du théoréme de
sc Krylov-Bogoliubov [18] dans sa version complétée par le critére de PROKHO-
ROV (voir [5], [6]), on déduit de (3.21) 'existence d’une mesure invariante v dans
L*(D;R?) x L'Y(D;R?) pour l'équation (3.1) avec la condition aux limites (3.3).
Désignons par pr et A les projections de vy sur L?(D;R?) et sur L'(D;R?) et
analoguement par fi et \ les projections de 7 sur L?(D;R?) et sur L'(D;R?) res-
pectivement. Or, comme 7 est obtenue comme limite faible d’une suite {vg, }3°,
(voir [4] ; voir aussi le théoréme 1 du §1, chap. IX de [28] et que

U, ({Nl >0 p.p. dans D, i =1, 2}) =1, Ar, = logoug,

on a

p({N; >0 p.p.dans D, i =1,2}) =1, A =logop,

ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.2.2 Il

4 Démonstration du lemme 3.3.1

Pour démontrer le lemme 3.3.1, on va appliquer la formule d’'ITO & une fonc-
tion convenable et en obtenir une estimation, en utilisant les idées de la fonction
de KHAS’MINSKII et celles des estimations dans L?(D) de la solution de I’équation
(3.1) avec la condition (3.3) (voir [28]).

Commencons par remarquer une conséquence élémentaire de la condition
(3.7).
REMARQUE 3.4.1. Pour i = 1,2, il existe k; > 0 tel que

@?Jr@%)

(Bii + Bji + kiai)2 — 4k;Bii(a1 + as — Ky 5

<0, j#i. (3.22)

Démonstration. En considérant (3.22) comme équation algébrique du second degré
en k;, on voit qu’il existe k; > 0 satisfaisant a (3.22), si et seulement si

01 + 03
2

i (Bii + Bji) — 2Bii(on + ag — Ky ) <0,
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01 + 05
2

(05 (Bii + Bji) — 2Bii(c1 + e — Ko ))2 — Oé?(ﬁu‘ + ﬁji)Z >0, j#i.

On voit aisément que, pour que ces deux inégalités soient vérifiées, il faut et il suffit
que

2 2
o1t o .
a; (B + Bji) < Piilon + g — KO%)? J# i
Cette derniére inégalité pour i = 1 et 2 est équivalente a (3.7). O
On pose maintenant
2
UN)=> (kiN; —log N;) + C, (3.23)

i=1
ou k; et ko sont deux constantes positives satisfaisant a (3.22) et
2

Ne®4)? =
Grace a ce choix de C, on a
UN)>1 VN e (Ry)? (3.24)

et il existe des constantes positives ¢, ¢o, 3, ¢4 telles que

2 2

2
&Y |logNi| SU(N) <+ Y [log Ni| + Y |Nil. (3.25)

i=1 =1 i=1

On pose en outre

o(N) = %i/l)NiQdaz—l—%(/DU(Nl,N2)d:I;)2. (3.26)

On va appliquer la formule d'ITO a la fonction ¢(N). Pour cela, rappelons
que

dp(N) B OU(N)
N, (f)—/DNifd:E—l—/DU(N)dx D—aNi fdx,
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Po(N) o U (N)
e = 8 [ petr+ [ vena [ S raas
D Y
oUW 1 QPUN) 6y

ON, N, 0NN, N2

En appliquant la formule d’ITO a la fonction ¢(N) (pour la formule d’ITO pour
les processus a valeurs dans un espace de HILBERT, voir par exemple [25]) et en
intégrant par parties sur D les termes contenant 'opérateur de Laplace A, on
obtient

SO(N(t,-))Jr/O F(N(t,-))dt" = p(N(0,-)) (3.27)

ou

F(N) = iﬁ;&(IIVMIIiz(D) + %”U(N)HU(D)HVk)g NillZ2(py), (3.28)
/ N2(a; + o Z)\ Z@j (3.29)

Ga(N) _/DU(N)dx(/DAU(N)da:— %Z@vagmug(m), (3.30)
AU(N):; Z@] N+”ZIQ1Q’NN]8N8N i)\m e, (3.31)
G3(N) = %g; / g]{\i 0N Amemd / gﬁ 0;N;Amemdz, (3.32)

2 2
=> ol + / Udzx a—UQiNZ-. (3.33)
i=1 D i=1 ON;
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LEMME 3.4.2. On a

sup Go(N) < oo, (3.34)
Ne=(D)

sup{G2(N)| N € Z(D), / U(N)dx > c¢} — —o0  pour ¢ — +o0o.  (3.35)
D

UN) g PU)

N, INON, Jams

Démonstration. En substituant les expressions de

(3.31), on obtient
AU(N) = ~(N), (3.36)

Y(N) == (k1N1 — 1) 811 N1 + (Bo1 + k1) Ny — (k112 + k2 fe1) N1 Ny (3.37)
— (kaNg — 1)B29Nay + (P12 + ko) No — aq — g

2 2 o
01 + 03 2 2
—i——E A\ ez .
2 — m - m

On remarque d’abord que
Y(N) — —o0 pour |N|* = N{+ Nj — oo (3.38)
et donc

sup y(N) =T < o0, (3.39)
Ne(R4)?

d’otl, compte tenu de (3.36), il résulte que

2
1
sup </DAU(N)dx— §Z€i\|V10gN,-||%2(D)) < 0. (3.40)
i=1

Ne=(D)

On va démonter qu’il existe deux constantes positives g et Lg telles que

2
v(N) < —e¢  pour Z |log N;| > L. (3.41)

i=1

Pour ce faire, étant donné qu’on a (3.38), il suffit de démontrer qu'il existe deux
constantes positives g et dg telles que

v(N) < —¢¢ pour min(Ny, No) < g,
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ou, compte tenu de la continuité de v(N) en Ny et Ny (voir (4.11)), de démontrer
que

N;>0 J

En tenant compte de la condition (3.6), de I'expression (3.37) de (V) on déduit
que

Vi(N;) = =BukiN} + (Bii + Bji + ki) Ny — o — o + £ Z A e < 0i(Ny),

ou

2 2
) +
Gi(N;) = —BikiN? + (Bis + Bji + ki) Ni — oy — ag + Ko 2L 2 =

Il est clair que pour avoir

sup sz(Nz) <0,

N; >0

il faut et il suffit qu’on ait

A= (B + Bji + k?z‘Oéz‘)2 —46ii(0q + as — K il

2 | 2
;QQ)k,- <0, j#i (342
Or, lexistence d’'un k; > 0 satisfaisant a (3.42) a été démontrée dans la

remarque 4.1. Dongc, il existe deux constantes positives e et L satisfaisant a
(3.41).

Etant établie (3.41), pour démontrer (3.35), on considére séparément les deux
cas sulvants :

i) /DAU(N)d:v - /D'y(N)d:Jc < _%‘(D),
i) /DAU(N)d:c - /DV(N)dx > —%‘“D).

Dans le cas i), on a évidemment

GQ(N)g/U(N)dx/ AU(N)de—gGmTeS(D)/ U(N)dz,

D
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d’ou résultent (3.34)-(3.35).

Dans le cas i), en utilisant la notation I' donnée dans (4.44), on obtient

—6—Gmes(D) < / ~v(N)dx +/ ~v(N)dx
2 (T2, logNil>La) (S5, llog Nil<La}

2 2
< —egmes{ Z |log N;| > La} + fmes{z |log N;| < Lg}
i=1 =1
2
< —egmes(D) + (T +eq) mes{z |log N;| < Lg},

i=1

d’ott on obtient

2 eqgmes(D)
mes{z |[log N;| < Lg} > ——==-

== > ().
i1 - 2(€G+F)

En vertu de I'inégalité de POINCARE il existe une constante positive C’, qui dépend

D
de D et de w et telle que
2(6@ + F)

2 2 2
> " [log Nill 1 (py—mes(D) La < / (> " log Ni|—L¢) "dz < " " ||V log Nil| 2(p).
i=1 D

i=1 =1

Donc, compte tenu de

/D AU(N)dz = /D ~(N)dz < Tmes(D),

on a

2 2
/DAU(N)dx — %Zz—:iHVlog Nillr2(py = —o0 pour Z | log Nj|| £1(py — o0.
i=1 i=1

(3.43)
On remarque que dans le cas o Z?:l |N;| est suffisamment grand, grace a (3.38)
I'inégalité du cas i) est vérifiee. Donc, en rappelant (3.25) et (4.45), des considé-
rations sur le cas ¢) et de la relation (4.47) on déduit (3.34)—(3.35). Le lemme est
démontré. O
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LEMME 3.4.3. Si on pose
G(N) = G1(N)+ Go(N) + G3(N)

(Gi(N), i =1,2,3, étant définies dans (3.29)—(3.32) ), alors G(N) vérifie la condi-
tion (3.15).

Démonstration. On remarque que, comme
INil|72(py < (mes(D )2 / Nldzx,

on a

/ Z By N2N;dz < —cy Z IN:l[22y) > (3.44)

i,j=1
avec une constante positive c;.

En outre, on a

oU oU
ON, —0;NiA\pendx AN,

:/ 0i(kiN; — 1))\m€md£€/ 0j(k;N; — D) Apepdx
D D

1
< -/ A;e;dx(gf/(kizvi—1)2dx+g§/(k;j1vj - 1)2dx>.
2 D D D

En rappelant (3.32) et en tenant compte de la condition (3.6), on obtient

——0;NjAmendr

Ga(N) < CQKO[/D(klNl - 1)2dx+/

(k?QNQ — 1)2dl}
D

avec une constante co. Donc, en rappelant (3.29) on a

G, ( +G3 / ZB%Q*NQN dr < C3Z”NHL2 ta

i,7=1
avec deux constantes c3 et ¢4. Par conséquent, compte tenu de (3.44), on a

sup (G1(N) + G3(N)) < o0, (3.45)

Ne=Z(D)
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sup {G1(N) + G(N) | N € = Z |Nillapy > e} = —00  pour ¢— +oo.
(3.46)

Du lemme 4.1 et des relations (3.10), (4.52), (4.53), on déduit (3.15). O

DEMONSTRATION DU LEMME 3.3.1 On remarque que par la propriété des
martingales, on a

E /0 (), AW () = 0. (3.47)

On remarque d’autre part que les définitions de ®o(N), 1(N), p(N), U(N),
F(N) (voir aussi (3.17), (3.23), (3.24), (3.25)) impliquent qu’il existe des constantes
positives ko, Cp, C telles que

®o(N) < Cop(N) VN € Z(D), (3.48)

®,(N) < CF(N) VN e€{N €Z(D)|VN;,VlogN; € L*(D),i=1,2}, (3.49)

p(N) < o [N2. (3.50)
1 1

Compte tenu de (4.55), (3.49) et (3.50) et en posant kg = o= oo le
0 1

lemme 3.3.1 résulte de (3.27) et du lemme 3.4.3.
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Chapitre 4

Mesure invariante pour le systéme
d’équations stochastiques du modéle
de proie-prédateur avec diffusion
spatiale

1 Introduction.

Dans sa célébre ceuvre [32], VITO VOLTERRA a analysé de maniére détaillée
le systeme d’équations ordinaires du modéle de proie-prédateur, connu sous le nom
d’équation de LOTKA-VOLTERRA. NEGRO et GABUTTI ( [24], [10]) ont démon-
tré 'existence et 'unicité de la solution de ce systéme d’équations avec diffusion
spatiale dans un domaine borné de R? d < 3. Or, l'existence et I'unicité de la
solution du systéme d’équations du modéle de proie-prédateur avec des perturba-
tions stochastiques ont été prouvées dans [3| et ce résultat a été généralisé au cas
avec diffusion spatiale (voir [8]). D’autre part, RUDNICKI [26] a démontré 1'exis-
tence et I'unicité de la mesure invariante pour 1’équation stochastique du modéle
proie-prédateur, en précisant les conditions sur les coefficients de 1’équation pour
I'existence de la mesure invariante et ’extention de son support.

Notre but dans le présent chapitre est de démontrer 1’existence d'une mesure
invariante pour le systéme d’équations stochastiques du modéle de proie-prédateur
avec diffusion spatiale, mesure invariante pour laquelle aucune des deux espéces
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n’est destinée a ’extinction, sous une condition qui est une généralisation naturelle
de la condition avec laquelle RUDNICKI a démontré son résultat cité ci-dessus.

Du point de vue technique, nous utilisons principalement les techniques dé-
veloppées dans [14], ot on a démontré 'existence d’une mesure invariante pour
le systéme d’équations pour deux espéces en compétition avec diffusion spatiale.
Comme dans [14], la démonstration du résultat du présent travail s’appuie sur
le théoreme de KRYLOV-BOGOLIUBOV ainsi que sur les idées du théoréme de
KHAS'MINSKII (voir [15]). Pour les estimations des solutions ont été utiles des
idées de 28], [29], [3], [8], [9]-

2 Reésultat principal

Notre étude a pour objet la population de deux espéces, une proie et une
prédatrice, qui vivent dans un certain territoire D. Pour bien formuler le probléme
du point de vue mathématique, nous admettons que D est un ensemble ouvert
borné de R?, d = 2 ou 3, muni de la frontiére réguliére D. La densité de population
au point € D et a l'instant £ € de 'espéce proie et de 'espéce prédatrice sera
désignée respectivement par Ny (¢, x) et par No(t,x).

Nous allons considérer un modele stochastique de populations de proie et
de prédateur avec diffusion spatiale, plus précisément nous envisageons le systéme
d’équations stochastiques dans I'espace de HILBERT L?(D;R?)

le(tv ) = [(Oé - ﬁNQ(t7 ) - NNl(tv '))Nl(tv ) + KllAN1<t7 )]dt + QlNl(tv )dW(t)a

4.1
dNs(t,-) = [(=y + INy(t, ) — vNao(t, ) No(t, -) + ke ANy(t, -)|dt + 0o Na(t, )dﬂ(/(t)?
avec la condition initiale -

N;(0,) = Ny 1=1,2, (4.3)
et la condition aux limites
VN;-n=0 sur 0D, 1=1,2, (4.4)

ou

al’d

d
0? 0 9,
A:E — = (— ... T
=1 8(%12’ v (8'1'1’ ’ ) ’
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i désigne le vecteur normal a la fronticre 0D de D et W (t) est un mouvement
brownien défini sur une base stochastique

(Qv f’ ("T;f)tz()? ]P))

a valeurs dans L?(D;R). On suppose que

a, 3,7, 0, i, v, k1 et ko sont des constantes positives, (4.5)

01 et oy sont des constantes non-négatives, (4.6)

W(t) est de la forme  W(t) = > Apem ()W (1), (4.7)
m=1

ol {e,, }%°_, est une base orthonormale de L*(D) avec e,,(-) € L>(D) et Ve,, -7l =
0 sur dD pour tout m € N\{0}, W™ (¢), m = 1,2,---, sont des mouvements
browniens indépendants a valeurs réelles, et {\,,}°°_; est une suite de nombres
réels telle que

32 Ol ey = Ko < o (15)

2.1 Existence et unicité de la solution

Le probléme (4.1)—(4.4) avec une condition initiale admet une solution et une
seule. Plus précisément, on a la

PROPOSITION 4.2.1. Sous les conditions (4.5)—(4.8) le probléeme (4.1)—(4.4) avec
la condition initiale N;(0,z) > 0 p.p. dans D, N;(0,-) € L*(D), i = 1,2, admet
une solution N (t,z) = (Ni(t,x), Na(t,z)) et une seule dans lintervalle 0 < t < oo
et on a Ni(t,x) >0 p.p. dans D p.s. (i =1,2) pour tout t > 0.

Démonstration. On rappelle que dans [8], avec une condition légérement plus res-
treinte que celle de la proposition 4.2.1, on a démontré 'existence et 'unicité de la
solution appartenant a L>(0,T; W, ,(D)) avec 0 < h < cosid =2et 0 < h < 1si

d = 3. En effet, dans [8] on a utilisé les solutions approchées (N")) = (Nl(L), NQ(L))
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obtenues a l'aide des équations (4.1)—(4.2) oi l'on a substitué aux termes non
linéaires
gl(N) :OéNl—ﬁNlNQ—ILLle, g2<N):—"}/N2+(SN1N2—I/N22,
leur approximations ponctuelles dans D
(N(z)), si|N(z)|<L
(L) N(z)) = gz( ) = 4
i - LN (x . .
g9; " (N(z)) { g (B, siN(@)| >L i=12

Comme dans [28], si on approche les termes non linéaires par rapport a la norme
|N||£2(p;r2y en posant (i = 1,2)

(BN = gz‘(N),LN si [|N||z2prey < L,
Yi ) 9(mri—), si|Nlopz2 > L,

”N”LQ(D;R?)

alors, sous les méme conditions de la proposition 4.2.1, en s’appuyant sur les lemmes
3.1 et 3.2 de [§8], on peut démontrer la convergence des solutions approchées d’ou
résultera la proposition 4.2.1. Il

2.2 Existence d’une mesure invariante

Pour le systéme d’équations (4.1)-(4.2) on a le résultat suivant.

THEOREME 4.2.2. Si les coefficients o, B, 7, §, u, v, ki, 0; (1 = 1,2) et W(t)
satisfont auzx conditions (4.5)—(4.8) et si on a

03 0
p(y + Kof) < 6(a— Kogl)a (4.9)

alors le systéme d’équations (4.1)—(4.2) avec les conditions aux limites (4.4) admet
une mesure invariante ji dans L*(D;R?) telle que

a({N; € HY(D),i=1,2}) = p({N; > 0 p.p. dans D, i =1,2}) = (4.10)
= i({log N; € L'(D), i =1,2}) = 1.

La population totale de I'espéce ¢ sur le territoire D, qui est essentielle
du point de vue biologique, est exprimée exactement par la norme ||N;|[z1(p).
Mais pour les traitements mathématiques il nous est commode de considérer N;
comme ¢lément de L*(D); il est évident que la norme || N;||11(py est majorée par

\ mes(D) ||Nz|lL2(D)
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3 Démonstration de I'existence d’une mesure inva-
riante

La démonstration du théoréme 4.2.2 se base sur ’application du théoréme de
KRYLOV-BOGOLIUBOV, qui, & son tour, s’appuie sur une estimation de la solution
des équations (4.1)—(4.2) avec les conditions aux limites (4.4) et les conditions ini-
tiales et utilise également les idées du théoréme de KHAS'MINSKII (voir [15]).
Comme l'estimation de la solution qu’on va utiliser est assez complexe, en ren-
voyant sa démonstration au paragraphe suivant, dans le présent paragraphe on va
démontrer le théoréme 4.2.2 en admettant le résultat de I'estimation.

4 Estimation de la solution

Pour formuler le résultat auxiliaire, on pose

2
Oo(N) =D (INill72() + 1 log Nill 1)) (4.11)
=1
2
D1N) = >~ (IVNillFp) + 1V 1og Nill32 ), (4.12)
=1
E(D)={N e LYD;R*)|N; >0, log N; € L*(D),i=1,2}. (4.13)

On a alors le lemme suivant.

LEMME 4.4.1. Il existe une fonction G : Z(D) — R telle que, en posant

A(c) =sup{G(N)|N € Z(D), ®o(N) > c}, (4.14)
on ait
sup G(N) = A(0) < oo, (4.15)
Ne=Z(D)
Ac) = —o0 pour ¢ — +00, (4.16)

et que, si N(t,-) = (Ny(t,-), Na(t,+)) est la solution du probléeme (4.1)—(4.4) avec
la condition initiale N(0,-) = Ny € Z(D), alors on a

CoE®y(N(t,-)) + Cy /tECIn(N(t’,-))dt’ < @(N0)+/t EG(N#,))dt'  (4.17)
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avec deuz constantes positives Cy, Cy et une valeur réelle finie ¢(No) (dépendante

de Ny € 2(D)).

En renvoyant la démonstration de ce lemme au paragraphe suivant, on expose
ici la démonstration du théoréme 4.2.2.

4.1 Démonstration du théoréme 4.2.2

Comme le premier membre de (4.17) est non-négatif, on a
t
0 < @(Ng) +tA(0) + A(C)/ P({®o(N(t',-)) > c})at’;
0

en particulier pour ¢ tel que A(c) < 0, on a

%/0 P({®o(N(t',-)) > c})dt’ < _2(0) (A(0) + Wt%)) (4.18)
D’autre part, de (4.17) on déduit immédiatement que
X /O By (N (¢, )at < ) + 27, (4.19)
De (4.18)-(4.19) et de ((4.16)) on déduit
%/tIP’({CDO(N(t’, D))+ PN(,) <ch)dt' >1—e(c) VE>1 (4.20)

avec une fonction décroissante (c) telle que

g(c) - 0 pour c¢— oo.

Pour Ny € Z(D) et un ensemble borélien I' de L?(D;R?) x L'(D;R?), on
pose

P,(Ny;T) = }P’( {(N1(t,-), Na(t,-),log Ni(t,-),log Nao(t,-)) € F}),

ou N(t,-) est la solution du probléme (4.1)-(4.4) avec la condition initiale

NZ<O,ZL‘) = Noyi(l'), 1= ]_,2
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On définit alors

1 T
(@) =7 [ RNT)r

De la définition de ®y(-) et ®1(-) (voir (4.11) et (4.12)) on déduit qu’on a

2
vr({N € (D) | |Nlinpze) + Y og Nilltnpg) < ¢}) > 1-&(c) VT >1

i=1
avec une fonction décroissante £(-) telle que
£(c) >0 pour c¢— 0.

C’est-a-dire, pour tout € > 0 il existe un nombre C(.) tel que

2
vr({N € Z(D) [N paey + 3 1og Nilldn oy < Cio}) 21— 2, VT > 1.
=1

(4.21)

On rappelle qu'un ensemble borné dans H'(D;R?*) x H'(D;R?) est rela-
tivement compact dans L?*(D;R?) x L'(D;R?). Donc en vertu du théoréme de
KRYLOV-BOGOLIUBOV |[18| dans sa version complétée par le critére de PROKHO-
ROV (voir [5], [6]), on déduit de (4.21) 'existence d’une mesure invariante v dans
L*(D;R?) x LY(D;R?) pour le systéme d’équations (4.1)—(4.2) avec la condition
aux limites (4.4). Désignons par pr et Ap les projections de vy sur L2(D;R?) et
sur L'(D;R?) et analoguement par ji et A les projections de 7 sur L*(D;R?) et
sur L'(D;R?) respectivement. Or, comme 7 est obtenue comme limite faible d'une
suite {vp, }52, (voir [5]; voir aussi le théoréme 1 du §1, chap. IX de [11]) et que

vr, {((N1, Na), (A1, Ay)) € L2(D,R?) x L*(D,R?)/A; = log Ny, Ay = log Ny }) = 1
On a
7({((Ny, Na), (A1, Ay)) € L*(D,R?) x L*(D,R?*)/A; = log Ny, Ay = log N»}) =1
donc on déduit que
A({N; > Op.p.dansD,i = 1,2}) > f({(log N1,log No) € L'(D,R?)}) = AN(L*(D,R?)) = 1

ce qui achéve la démonstration du théoréeme 4.2.2.
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5 Démonstration du lemme 4.4.1

Dans ce qui suit on va démontrer le lemme 4.4.1. Comme cette démonstration
est assez complexe, elle est divisées en plusieurs étapes.

On introduit d’abord la fonction U(N) pour N € (R, )? par
U(N) = U(kl, kg, kg, k4, N) = klNl +k2N2—10g N1 —/{,'3 lOg N2—|—]€4N12—|—C, (422)
ou k;, 1 =1,---,4, sont des constantes positives & déterminer et

C = Chysoksis =1 — inf (k1 Ny + kaNy — log Ny — kzlog Ny + kyNi?). (4.23)

Ne(R4)?
Il est évident que
UN)>1 VN e (Ry)? (4.24)
et que, une fois déterminées les constantes positives k;, ¢ = 1, - -+ , 4, on peut trouver
des constantes positives ¢;, ¢ = 1,--- , 5 telles que
2 2 2
i=1 i=1 i=1

V(N1 Vo) € (Ry)2.

On remarque en outre que
[ 0z = [0 o

On introduit en outre

1 h 1
o(N) = _/ [(hod N1 + BN2)? + hi N7 + ho N3 | dz + 33/ Nidx + §||U(N)||%1(D)
D D

2
(4.26)
avec des constantes h; > 1,1 = 0,1, 2,3, & déterminer.

Pour appliquer la formule d’IT6 & la fonction ¢(NN), rappelons que 'on a

dp(N)
ON,

(f) :/D [0:(hod N1 + BN3) + hiN; + 01 hs N7 fda

+ [ oo [ 2250

fdz,
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820(N O2U (N
Oj\i(aNi (f)lg) = /D (0:0; + 03 (hi + 261 hsNy)) fgda + /D U(N)dx : aN,-(gNj.

fgdx

OU(N) OU(N)
+ fdx/ gdzx,
OU(N) 1 U(N) ks
aN, =k E+2k4Nh N, = ko Ny’
PPUN) 1 o OPPU(N) ks PUN) _,
ONZ N2 T ONZ — N2 ON,ON,

ou

91 = hod, Uy = (4.27)

En appliquant la formule d’ITO & la fonction ¢(N) (pour la formule d’ITO
pour les processus a valeurs dans un espace de HILBERT, voir par exemple [25]) et
en intégrant par parties sur D les termes contenant 'opérateur de Laplace A, on
obtient

@(N(t,-)) +/0 F(N(t',-))dt" = p(N(0,)) (4.28)
+ /t(Gl(N(t’, )+ Ga(N(t, ) + Ga(N (¥, -)))dt’ (4.29)
n / (B(N(E, ), dW (),
F(N) =r1(h30* + hy) IV N |32y + 261k ][V N1V N 32, (4.30)
+/12(52 + hg)HVNQH%Q(D) + (k1 + Iig)hoﬁ&/ V N; - VNydx

1
+§\|U(N)||L1(D)('€1||V10g NillZ2(py + 261 kal [V N |72 )
+Ii2k3|’v IOg NQ“%Q(D)),
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Ch(N) = / (= (o — V)86 NNy — hoduN? — BUNZ + hoad Ny (4.31)
D

—VﬂNQ](hole + ﬁNg) + (hl + thl)(Oé — ﬁNQ — uNl)le
—f—hg(—’}/ + 5N1 — VNQ)NQQ
2

1 (o)
Z (995 + 6;5(hi + 281;h3N71)) 0i0; N N Z )‘gnein} dr,

3

i,j=1 m=1

1
Go(N) =V (M) |2 ( /D AU(N)dz — & (]| V Tog Ny 325, (4.32)

+2H1]€4||VN1H%2(D) + K2k3”V10g NQH%P(D)))?

AU(N) = AU(kl,kQ,]fg,l@l;N) (433)
AU(N) OU(N)
- aN (a — BNy — uN7)Ny + N, (=7 + 0Ny — vNy)Ny
Qng o U( ) 2 2
N; N
= TON;ON; ZAm Em>
Z Z / QZNi)\memda: AU N) 0iNjA\pemdz, (4.34)
m=11,7=1 D 8N]

2

h(N) = [0i(hod Ny + BNy) + hiN; + 61 hs N7 0; N; +/ Udz Z

=1

5U( )

0:IN;.
(4.35)

LEMME 4.5.1. [l existe des constantes positives ky, ko, ks, ks, €4 €t 04 telles que

1 1
AU (ky, ko, ks, ka; N) < —eg pour min(Ny, N, —, —) < d4. (4.36)
N Ny
OU(N PU(N
Démonstration. En substituant les expressions de L t de (V) dans

oN;  © ° aNoN,
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(4.33), on a

AU(kﬁh kg, k‘g, k4; N) = —(2]{34N12 + k‘lNl — 1)[1,]\71 — (klﬂ — ]{?25 + 2]€4ﬂN1)N1N2
—(k'QNQ — ]{33)VN2 + (k’lOé — kgé)Nl + (ﬁ — kQ’)/)NQ

+2k4 ( a+—ZA 2 )N} — o+ kzy

01 + k303 2 9
+T Z )\mem.

m=1

Donc en vertu de (4.8) on a
AU (K, ko, kg, kas N) < gy o s s (IV), (4.37)
ou

Uy ko keabs (N) = —(2kaNT + ki Ny — DNy — (k13 — ko8 + 2k BN,) N1 Ny (4.38)
— (ko Ny — k3)VN2 + (kia — k30) Ny + (B — kay) Ny

2

2
+2]€4(Q+K0 2)N2 ( —Ko%)+k3(’7+Kg%)

Comme les coefficients des termes de degré plus élevé du polynome ¢k, g, ks, (V)
en Ny, Ny sont négatifs,

¢k17k2,k37k4(N) — — OO pour |N’2 = N12 + N22 — 00O, (439)

. . . . iy 0
en particulier, il existe deux constantes positives Ch, x, kg5, €t E(A) telles que

wkl,k2,k3,k4<N) < _554?) si maX(NhN?) > Ck17k2,k3,k4' (44())

D’autre part, on considére les fonctions

\Ijl(Nl) = wkl,kz,kg,lm (Nla O), \Il2(N2) = wkl,kg,kg,lm (07 N2>7

dont I’expression explicite est donnée par

‘Ifl(Nl) = — 2]{}4#]\713 (,ukil — 2]{?40[ — 2]€4K0 9 )N2

2 2
+(/L — /{335 + kloz)Nl — o+ Ko% + k‘g(’y + Ko%),
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2 2
\Ijz(NQ) = —Vk‘gNg + (]{33V + ﬁ — ]’CQ’}/)NQ — o+ KO% + kj3(fy + KO%)

Pour la fonction Wy (N7) on a le lemme suivant.

LEMME 4.5.2. [l existe des constantes positives k1, ks, ky telles que

sup \IJI(N1> < 0. (441)

N1>0

Démonstration. Posons

2
Qk4(N1) = —2]{4,&]\[? + (2]{'4@ -+ 2]{34K0%)N12,

Qry ks (N1) = W1 (N1) — Qiy (N1).
On remarque que

2

sup Qk,(N1) = 2ky sup [— uNy + (a + Kg%)Nf].
N1>0 N1>0

Donc pour que (4.41) soit vérifiée, il suffit que

sup Qk1,k3 (Nl) <0
N1>0

et que ky soit choisie suffisamment petite. Or, de 'expression de Qp, i, (V1) on
déduit que cette condition soit vérifiée si

o — KOQ—;
0<by3< ——=, k3(5>k1a—|—,u.
v+ Ko%
En vertu de (4.9), on peut choisir deux constantes positives k3 et kp, qui satisfassent
a cette condition. Le lemme 4.5.2 est démontré. ]
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5.1 Suite de la démonstration du lemme 4.4.1

Compte tenu de la continuité de la fonction vy, k, ksk, (V) et de la relation

lim \Ifl(N1> = —0Q,

N1—o0

du lemme 4.5.2 et de la définition de W, (V1) on déduit qu’il existe deux constantes
positives 5541) et 51(41) telles qu’avec les constantes positives kq, k3, k4 choisies dans

le lemme 4.5.2 on ait

¢k1,k‘2,k3,k‘4(N17 NQ) S _€E41) pour N2 S 5,(41)

En ce qui concerne Wy (N,), de son expression on déduit qu’en choisissant ks
de sorte que

k
ky > 31/4'57
Y
on a \ ,
Uy(Ny) < —ar + Ko% + ks(y + Ko%) < 0;

ici la derniére inégalité est due au choix de k3 fait dans le lemme 4.5.2.

En adjoignat les inégalités obtenues, on obtient (4.36). O

LEMME 4.5.3. Avec les constantes positives ki, ko, k3, ks choisies dans le lemme
4.4.1, on a
sup Ga(N) < oo, (4.42)
Ne=(D)
sup{G2(N) | N € =Z(D), / U(N)de > c¢} — —00  pour ¢ — +0o0. (4.43)
D

Démonstration. De expression de g, ky.ks.k,(IN) €t du lemme 6.5.1 on déduit que

SUD  Wky ko kg ka (V) = [ < o0, (4.44)
Ne(R4)?

d’on, compte tenu de (4.37), il résulte que

sup dkl,kQ,kg,k4<N) < 00, (445)
Nez(D)
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ou

- —1
QU kg ks s (V) Z/ AU (kv ko, ki3, ka; N)da + —= (k1| V log NillZ2py  (4.46)
D

+2/£1/€4||VN1||%2(D) + Koks||V log N2||%2(D)>-

Etant établie (4.45), pour démontrer (4.42) et (4.43), on considére séparément
les deux cas

D
i) / AU (ky, ks, k3, ka; N)dw < —%G()’
D
D
Z/L) / AU(kla k:27 k:37 k:4’ N)dl‘ > _%ﬂ()
D

Dans le cas i), de la définition de G5(IN) on déduit que

GQ(N) S/ U(kl,kfg,kfg,/{i4;N)dlL' AU(k’l,k’Q,kg,/’Q;N)dl’
D D

eames(D)

<_ —/ U ks, ko, kg, b N)de,
> )

ce qui entraine (4.42)—(4.43).
Dans le cas ii), en utilisant la notation I' donnée dans (4.44) et en posant

La =2|log 04], grace a (4.36) on obtient

—%‘ mes(D) <

/{22 o N oL }AU(kl,k’g,k‘g,lﬁl;N)diE
i=1 [ og N4 |>L 4

+/ AU(le,kfg,kﬁg,kﬁ4;N)d£L‘

{371 llog N4|<La}
2 2

< —cames{ Y [logNi| > La}+Tmes{> |logN;| < La}
=1 =1

2
< —eames(D) + (T +¢€a) mes{z |log N;| < La},

i=1

d’ott on déduit 'inégalité

2
eames(D)

log N;| < Ls} > ———==>0.
mes{;| og N;| < La} = 2ea it D)
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En vertu de I'inégalité de Poincaré il existe une constante positive C’ qui dépend

D
de D et de w et satisfait a I'inégalité
2(8A + F)

2 2 2
> " |[og Nil| 1 (py—mes(D) La < / (D" log Ni|—La) "dz < " ||V log Nil| 2(p).
i=1 D=

i=1

Donc, compte tenu de I'inégalité

/ AU(kl,kg,kg,k4;N)d$ < fm&S(D),
D

on a
2
Giky o s (N) — =00 pour Y | log Ni[|1(py — o0 (4.47)
=1
(pour a’k‘1,k2,k3,k4<N) voir (446))

On remarque que dans le cas ou E?:l |N;| est suffisamment grand, grace a
(4.39) T'inégalité du cas i) est vérifiee. Donc, en rappelant (4.25) et (4.45), des
considérations sur le cas i) et de la relation (4.47) on déduit (4.42) et (4.43). Le
lemme est démontré. O

LEMME 4.5.4. I est possible de choisir h; > 0, 1 = 0,1,2,3 de telle sorte que

2
Gi(N)+ G3(N) < i+ Y INill ey — sl Vel o) — call Nill 2y, (4.48)

i=1

&1 (N) < ¢sF(N) (4.49)

avec des constantes positives ¢;, i =1,--+ 5.

Démonstration. Pour démontrer (4.48), prenons hg > 1 et hy = (hg — 1)3%. On a
alors

hoS Ny N3 < (hg — 1)B6 Ny No(BNy + hoSNy).



Mesure invariante pour le systéme d’équations stochastiques du modéle
82 de proie-prédateur avec diffusion spatiale

D’autre part

- Z/ (950, + 85 (hs + 261:hsNy)) 0;0; NiN; ZAQ e2 du

z]l m=1

Ky
< S0+ h)et [ Nido o+ Kuhog? [ N
D D
K
+ =5 (0 + h2) 3 / Nydz + KohadBer02 / NiNydz,
D D

ou v;, i = 1,2, sont comme dans (4.27). Donc on a

vy < (52

<h052 + hl)@l + h2520¢ + h1Oé / N2d:1:
+(Kohod 80102 + hoa36) / Ny Nodx
D
K,
By nye / N2di
2 D
+(Kohso? + hyor — h20%p) / Nda
D

—(B*v + hgu)/ Nydx — hg,u/ N}dz.
D D

D’autre part, on a

oU oU
/ ON, —o0;N; )\memd:c/ IN, o 0iNjAmendr
oU

1 2 2 2 ou 2 2/ OU 2. 5
< Q/D)\memdac[gi/[)(a]vi) Nidw g | (53)"Nida)

ou

Z/ QzN )\memd'x/ 8]\7 Q]N )\memdx

3,0=1

<9 / A2 2 [93 / (2ksN? + ki Ny — 1)2da + 02 / (ks Ny — k3)?dz].
D D D

(4.50)



5 Démonstration du lemme 4.4.1 83

En rappelant (4.34), on obtient
G3(N) <2mes(D)K, [41@%@3 / Nidz + 4k ky07 / N}dzx (4.51)
D D
+(k} — 4/{4)93/ Nidx — 21{:1@%/ Nydx + o} mes(D)
D D

+k§9§/DN22dl’ - 2k2/€3Q3/DN2d:U + k305 mes(D)]

En utlisant I'inégalité de Young ab < iaQ + §b2 a plusieurs reprises avec des
coefficients convenables ¢ ainsi que les inégalités

Nl < (mes(D) [ Nedo, [Nl < mes(D) [ Nida
et en choisissant un nombre hj suffisamment grand, de (4.50) et (4.51) on déduit

(4.48).

On remarque que dans la démonstration de (4.48) on n’a pas déterminé la
constante positive hy;. Donc on peut choisir un nombre h; suffisamment grand de
telle sorte que

(i + ma)hoB6 < 24/ 2 (R362 + ha) a5 + Do),
ce qui, en rappelant la définition de ®;(N) et de F(N) et de la relation (4.24),
implique (4.49). O
LEMME 4.5.5. Si on pose
G(N) =G1(N) + Go(N) + G3(N)
(Gi(N),i=1,2,3, étant définies dans (4.31), (4.32), et (4.34) ), alors G(N) vérifie

les conditions (4.15)—(4.16).

Démonstration. De (4.48) on déduit que

sup (G1(N)+ G3(N)) < oo, (4.52)

Ne=Z(D)
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sup {G1(V) + G3(N) | N € = ZHNHL2 >} oo pour ¢ too.
(4.53)

Du lemme 4.5.4 et des relations (4.11), (4.52), (4.53), on déduit (4.15) et
(4.16). O]

5.2 Démonstration du lemme 4.4.1.

On remarque que par la propriété des martingales, on a
t
E / (h(N(',-)),dW (t")) = 0. (4.54)
0

D’autre part, les définitions de ®o(N), p(N), U(N) (voir aussi (4.24), (4.25))
impliquent qu’il existe une constante strictement positive Cj telle que

Co®o(N) < o(N) VYN € (D). (4.55)

Donc, en posant @(Ny) = p(Ng) et C) = C— (avec ¢; figurant dans (4.49)), des
relations (4.28), (4.49), (4.55) on déduit (4. 17)

Cela étant, le lemme 4.4.1 résulte du lemme 4.5.5. O



5 Démonstration du lemme 4.4.1

85







Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié la stabilité de systémes d’équations sto-
chastique modélisant I’évolution de populations en interaction. Nous avons établi,
en utilisant le théoreme de KRYLOV-BOGOLIUBOV, l'existence d’une mesure inva-
riante sous des conditions naturelles pour les modéles stochastiques de compétition
et de prédation avec diffusion spatiale des populations.

L’étude du modéle stochastique de compétition entre plusieurs espéces consti-
tue une généralisation du résultat obtenu dans le cas de compétition entre deux
espéces. En effet, nous avons démontré dans [14] que, sous une condition natu-
relle, il existe une mesure invariante pour le systéme d’équations stochastique du
modeéle de compétition entre deux espéces avec diffusion spatiale. En considérant
un modeéle particulier de compétition entre n espéces pour lequel on a considéré
une compétition interspécifique a effet limitée, nous avons montré ’existence d’une
mesure invariante.

Cependant, pour le modeéle usuel de compétition entre plusieurs espéces, il
n’est pas facile de donner une condition convenable pour une coexistence stable des
espéces. Bon nombre de mathématiciens et autres scientifiques se sont penché sur
I'existence d’une telle condition. Outre I'article [27] de STROBECK parru en 1973,
on peut citer entre autres les travaux de ZEEMANN qui donne dans son article [34],
une condition d’extinction de n—1 espéces parmi les n espéces en compétition, sans
pour autant donner une condition de coexistence. Dans [30], le cas de trois espéces
en compétition, est considéré et une condition de stabilité asymptotique est donnée.

D’autre part, ’étude de 'unicité de la mesure invariante peut étre envisager,
en suivant la méthode de [12] qui fait appel a la condition asymptotique forte de
FELLER.
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