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Introduction générale

L’optimisation globale est de nos jours un sujet d’actualité par excellence, elle est une branche

des mathématiques appliquées et de l'analyse numérique qui exhibe les minimas ou maximas
globaux d’une fonction ou d’un ensemble de fonctions sur un ensemble donné avec multiplicité.
Cette discipline partie intégrante de la recherche opérationnelle.
La recherche opérationnelle (R.O) [100, 81, 17] peut étre définie comme I’ensemble des méthodes et
techniques rationnelles orientées vers la recherche du meilleur choix dans la fagon d’opérer en vue
d’aboutir au résultat visé ou au meilleur résultat possible. Elle fait partie des < aides a la décision
>. Dans la mesure ou elle propose des modeles conceptuels en vue d’analyser et de maitriser
des situations complexes pour permettre aux décideurs de comprendre, d’évaluer les enjeux et
d’arbitrer ou de faire les choix les plus efficaces. Ce domaine fait largement appel au raisonnement
mathématique (logique, probabilités, analyse des données,...etc.) et a la modélisation des processus.
Il est fortement lié a I'ingénierie des systemes, ainsi qu’au management du systeme d’information
entre autres.

L’optimisation [100, 81, 17, 16, 34] est une branche des mathématiques (branche de la recherche
opérationnelle) cherchant & modéliser, & analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement
les probléemes qui consistent a minimiser ou maximiser par exemple une fonction sur un ensemble
(98, 72, 87, 23, 8, 62]. L’optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine
a la frontiere entre I'informatique, les mathématiques et 1’économie). L’optimisation est dans les
mathématiques appliquées (fondamentales pour I'industrie et I'ingénierie), en analyse et en analyse
numérique, en statistique pour ’estimation du maximum de vraisemblance d'une distribution, pour
la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des jeux, ou encore en théorie du controle et
de la commande. Beaucoup de systemes susceptibles d’étre décrits par un modele mathématique
sont optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du modele, de
I'efficacité de I'algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

L’optimisation globale a connu de nos jours, une avancée fulgurante en ce sens que beaucoup de
papiers ont vu le jour dans ce contexte. Il n’ y a pas si longtemps que ce domaine (I’optimisation
globale) était a peine connu, d’ailleurs on peinait a trouver la meilleure solution dans le cadre
de loptimisation (programmation mathématique) en général. Donc pour chercher des solutions,
les méthodes étaient le lagrangien augmenté, la méthode SQP, méthodes type Newton avec ses
variantes, gradient réduit,...etc. Alors que la recherche de la multiplicité des solutions optimales
paraissaient utopiques en général, cela occasionnant en outre des apports considérables en res-

sources (temps d’exécution, quantité de mémoires utilisées).



L’optimisation globale dans ce sens a ramené un nouveau souffle, de nouvelles orientations et
surtout de nouvelles méthodes et a permis en meéme temps de résoudre les problemes liés a 1’opti-
misation citée plus haut.

Les travaux de 1’équipe de PHAM DINH Tao et LE THI Hoai An (Metz France) [101], celle
de Floudas (USA) [51], celle de Frédéric Messine et Jordan Ninin (Toulouse France) [78, 86] et
d’autres [55, 99, 54] ont poussé la barre plus haut.

Dans le domaine de I'optimisation globale, on peut recenser deux types de méthodes.

Les méthodes de 'optimisation globale déterministes

Ces méthodes lorsque les problemes d’optimisation sont bien définis, nous offrent la meilleure

solution avec sa multiplicité. Les algorithmes utilisés sont tres performants.

Les méthodes de 'optimisation globale non déterministes ou stochastiques
On peut citer par exemple : Branch and Bound stochastiques combinant : Colonies de fourmis,
méthode Tabou, Essaim, méthode génétique,...etc.

Ces méthodes sont certes simples mais véhiculent des inconvénients a savoir, qu’on manipule
des concepts qui ne cernent pas toute I'information du probleme a résoudre.

Dans le cadre de I'élaboration de notre travail, on a érigé le plan des chapitres comme suit :
L’annexe est consacré aux généralités sur les fonctions a plusieurs variables, des espaces normés en
survolant la topologie vers la continuité et différentiabilité, deux éléments caractérisant les classes
de fonctions. Les formules de Taylor proposant des approximations pour les fonctions. Enfin I’étude
des extremas étroitement liée avec le critere de Sylvester.

Le premier chapitre est consacré aux propriétés des ensembles convexes vu leur importance dans
la théorie de I'optimisation.

Ainsi sont abordées les enveloppes convexes, affines et coniques.

Les propriétés des fonctions convexes/concaves vu leur apport aussi dans la théorie de I'optimisa-
tion, ainsi nous évoquons les lemmes de Farkas et lemme de Motzkin.

Le deuxieme chapitre évoque l'optimisation et sa théorie. Les programmes mathématiques
sont classés.

Les programmes linéaires ont un impact direct et tres significatif en matiere de 1'optimisation
globale. L’algorithme de Karmarkar est présenté avec des extensions.

Les programmes quadratiques parmi les outils les plus privilégiés en matiere de 'optimisation en
général. Dualité et algorithmes de résolution évoqués cas contraint ou pas.

Le troisieme chapitre présente 'optimisation globale et nos apports dans ce contexte.

Des exemples pratiques de la vie représentés ou modélisés par des problemes en optimisation
globale. Nous décelons les techniques de résolution en optimisation globale dans R ou R™ avec des
algorithmes de résolution importants.

Notre premiere contribution publiée dans (A.I.P) [24], puis notre deuxiéme contribution dans le
journal RAIRO [90] figurent aussi.

Dans le quatrieme chapitre nous présentons une étude de cas sous forme d'un logiciel sur



le controle optimal et la technique de discrétisation (tres utile en semi-infini), présentée et
sélectionnée en deux reprises aux conférences internationales de Marakech 2013 / Algerian-
Turkish day Annaba 2012. Ce logiciel trouve sa place apres les techniques de linéarisation et
convexification afin d’élaborer des méthodes simples possédant des atouts d’'un bon comportement

numérique, dans le cadre de I'optimisation globale.



CHAPITRE 1

Convexité et Analyses Convexes

1.1 Introduction

Le nombre de publications qui apparaissent chaque année dans le cadre de cette thématique
est énorme. La convexité est tres utilisée et en développement constant, vu qu’elle occupe des
places de choix, comme par exemple en algebre, analyse mathématique ou 'optimisation globale.
Le mot convexe désignant dans la réalité plusieurs concepts selon son utilisation. En optique
géométrique, spécialement pour désigner des miroirs ou des lentilles. Dans la langue courante
en société le mot < convexité > est rattaché au concept mathématique d’ensemble convexe,
pour ainsi la convexité d'un objet désignant la partie de ce dernier qui a une forme bombée. En
économie, la convexité est un indicateur économique de risque de taux directement lié au concept

mathématique de fonction convexe.

En mathématiques, le mot < convexe > est usé dans le but de désigner deux notions bien

distinctes en général :

rm Sométriqu utrement-dit ensem nvexes.
* / Formes géomét, es, autrement-dit ensembles convexes
*/ Fonctions, au quel cas cela nous renvoie au concept de fonctions convexes.
Nous introduisons dans ce chapitre par exemple les principaux outils mathématiques nécessaires
pour mener a bien le développement de notre étude. L’étude de la programmation convexe
pour notre cas, est plus que primordiale. Nous nous intéressons dans le cadre de notre travail a
I'optimisation globale ; et dans ce contexte bien précis beaucoup de méthodes tentent de reformuler
les problemes en optimisation globale en des problemes d’optimisation convexe. Se dire que la
programmation convexe est une plaque tournante dans le domaine de I'optimisation globale entre
autres.
Notre domaine d’intérét est donc entre autres :

— Les ensembles convexes et fonctions convexes [17].

— Les notions sur I'invéxité et fonctions invéxes [95].

— Les notions sur 'anti-convexité et ensembles anti-convexes [101].

— Les outils de la programmation convexe [101].

4



Théories et Analyses convexes ([34, 17] ) 5

— Les conditions d’optimalité en programmation non linéaire [34].
— Les conditions d’optimalité type K.K.T et conséquences [17, 104].
— Les résultats de la dualité lagrangienne [34].
— Les utilisations de l'optimisation locale dans I'optimisation globale [101, 95, 57].
— Passages optimisation globale vers optimisation convexe, notions et techniques de convexifi-
cation, reformulation et applications [16, 101, 95, 57].
1.2  Propriétés sur la convexité

La convexité est le noyau de l'optimisation, outil pour la recherche des conditions nécessaires

et suffisantes ainsi que c¢’est un élément phare dans 'optimisation globale.

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.2.1. Un ensemble E de R" est dit convexe, si VA € [0,1], Az + (1 — N\)y € E
Vo, y € E.

Cela est illustré comme suit :

911

COIVEXE 1101 CONvexe CONVEXE 1011 CONVeXe

FIGURE 1.1 — Ensembles convexes et ensembles non convexes.

Remarque 1.2.1. En général, étant donné p points 1,29, ..., x, de R", on dit que = € R" est

P
une combinaison convexe de ces p points, s’il existe des Ai, Ag,..., A, tel que v = E A\ix; avec
=1

p
D Ni=letA>0i=12..p

=1
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Et donc E est convexe, si pour toute combinaison convexe d’éléments de FE, celle ci (com-

binaison convexe) est toujours dans FE.

1.2.2 Propriétés des ensembles convexes

Soient E) et Fy deux ensembles convexes de R™ alors C' = E; N E; est convexe et K = {z|r =
Ty + X9, 71 € Ey et x9 € Fy} est aussi un ensemble convexe.

Si E ensemble convexe de R"™ et A € R alors C' = {z|x = Az, z. € E} est convexe.

1.2.3 Polytopes et polyedres convexes
Définition 1.2.2. Soit A € R™ non nul. Un hyperplan de R" de dimensions n — 1, est I’ensemble
H={zxeR"'\Nex=a},aeR.
L’hyperplan H divise I'espace R™ en deux demi-espaces fermés comme suit :
Ht ={z e R"\Nz >a} et H ={x € R*"|Nz < a}. Avec H" et H™ convexes.
Définition 1.2.3. L’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés est un polyedre convexe.

Un polyedre borné est un polytope.

Définition 1.2.4. Soit E un ensemble convexe de R™ non vide, x de E est un point extréme
(sommet), s’il ne peut pas s’écrire comme combinaison convexe de deux points quelconques de FE.

Autrement-dit
Ve, 29 € EVA€[0,1] iz =Ar1+ (1 — Ny = =21 = 29.
Définition 1.2.5. Soit E un ensemble de R™ non vide, est appelé cone de sommet zéro si :
Vre E = Mx € E,VA>0.
Une classe des cones convexes est les cones polaires.

Définition 1.2.6. Soit £ un ensemble de R™ non vide, le cone polaire de E est noté E* défini
comme suit :
E* ={ald'z <0,z € E}.
Définition 1.2.7. Soit £ un ensemble fermé et convexe, le cone normal de E en a est défini comme
suit :
N(a) = {z € R"|2'(y —a) < 0,Vy € E}.
Définition 1.2.8. Le cone tangent a E (fermé et convexe) en a, est le polaire du cone normal en

a et qui est :
T(a) = N*(a) = {aja =lim A(y —a), A > 0,y € E}.
y—a

Définition 1.2.9. On appelle simplexe unité de R™ I’ensemble défini par S :

S ={xeR"e'x =12 > 0}.
e’ = (1,...,1) de R™. C’est un convexe (5) (intersection de deux convexes : un sous espace affine et

I'orthant positif). La dimension de S est n — 1.



Théories et Analyses convexes ([34, 17] ) 7

1.3 Enveloppe convexe

Soit P une partie de E (espace vectoriel). L'intersection de convexes étant convexe, on peut
parler du plus petit convexe contenant P, qui est donc I'intersection de tous les convexes contenant

P. C’est ce que I'on appelle 'enveloppe convexe de P. On la note
conv P =n{C|C est un convexe contenant P}.

Proposition 1.3.1. 1/ Un ensemble est convezxe, si et seulement si il contient toutes les combi-
naisons convezes de ses éléments.

2) Si P C E, alors conv P est l'ensemble des combinaisons convezes des éléments de P.

m m
conv P = {Ztixi,ti > O,Zti =1,m e N* z; € P}.
i=1 i=1

1.4 Enveloppe affine

Soit P une partie d’un espace vectoriel E. L’intersection de sous-espaces affines étant un sous-
espace affine, on peut parler du plus petit sous-espace affine contenant P, qui est donc l'intersection
de tous les sous-espaces affines contenant P. C’est ce que 'on appelle I’enveloppe affine de P. On
la note

af f P =nN{A|A est un sous — espace af fine contenant P}.

Proposition 1.4.1. 1) Un ensemble est un sous-espace affine si et seulement si il contient toutes
les combinaisons affines de ses éléments.

2) Si P C E, alors af f P est 'ensemble des combinaisons affines des éléments de P :

aff P={3 tiwit; €RY ti=1,m €N,z € P}
i=1 i=1

1.5 Enveloppe conique

On dit qu'une partie K d’un espace vectoriel E est un cone si tK C K, pour tout t > 0,
autrement dit si tx € K deés que x € K et t > 0. Soit P une partie de E. L’intersection de cones
convexes étant un cone convexe, on peut parler du plus petit cone convexe contenant P, qui est
donc l'intersection de tous les cones convexes contenant P. C’est ce que 1'on appelle 'enveloppe

conique de P (on devrait dire son enveloppe conique convexe). On la note
cone P = N{K|K est un cone convexe contenant P}.

Proposition 1.5.1. 1) Un ensemble est un cone conveze, si et seulement si il contient toutes les
combinaisons coniques de ses €léments.

2) Si P C E, alors cone P est l'ensemble des combinaisons coniques des éléments de P :
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m
cone P = {thxz,tz GR,ti ZO,mEN*,xi € P}

=1

1.6 Les fonctions convexes

Définition 1.6.1. Une fonction réelle f sur un convexe C' de R", est dite convexe, si pour tout

point x; et xo de C' et pour tout A € [0, 1], on a :

fQOz1+ (1= Nxg) < Af(21) + (1= A) f(22).

f est dite strictement convexe si 'inégalité est stricte pour x; # x5 et A €]0, 1].
f est dite affine si :
fOAz1+ (1= Nag) = Af(x1) + (1 — AN f(xe), VA € R.

Propriété 1.6.1. Soit f une fonction réelle conveze sur un convere C' C R™ alors
& La fonction - [ est concave.
& La somme d’un nombre fini de fonctions convexes (comme f) est conveze.

& La fonction f est dite concave si —f est convere.

Définition 1.6.2. Une fonction réelle f sur un convexe C' de R", est dite quasi convexe, si et

seulement si I’ensemble

{r e, f(r) < a,Va € R}

est convexe.

Propriété 1.6.2. Soit f une fonction réelle convexe sur un convere C' C R™, alors la fonction f

est ausst quast conveze.

Propriété 1.6.3. Soit f une fonction réelle sur C C R* — R, de classe C!.
Si f est fortement conveze de rapport A > 0 [34] alors

Viey € € fly) > [(@)+ (v 2)'VI() + Slle — Il

Si f est a gradient lipschitzien de constante L > 0 [3/] alors

Viy € C i) — () < (v~ )V F (@) + lly —x]*

Remarque 1.6.1. A Noter aussi Uexistence des définitions de fonctions pseudo convexes, quasi

convexes a l'instar de pseudo concaves et quasi concaves et entre autres quasi linéaires.



Théories et Analyses convexes ([34, 17] ) 9

Lftx) + (1 — ) f(y)
ftx +(L—1)v)

fix) -

Y

x tx+ (1—0)y ¥

FIGURE 1.2 — Représentation fonction f convexe.

Propriété 1.6.4. Soit f une fonction réelle sur un convere C C R™, alors la fonction f est
convezxe si et seulement si son épigraphe epi(f) = {(z,r) : x € C,r > f(x)} C R” x R est aussi

convexe.

f(x)

T ]

FIGURE 1.3 — Représentation épigraphe f convexe.

Propriété 1.6.5. Soit f une fonction réelle sur un conveze C C R", de classe C1, alors la fonction

f est convexe si et seulement si

fx2) = f(w1) > (22 — 21)' V f(21),Vay, 25 € C.
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Propriété 1.6.6. Soit f une fonction réelle sur un convexe C C R™, de classe C?, alors la fonction
f est conveze si et seulement si (xo — x1) H(x1)(x2 — x1) > 0,Vay, 20 € C,

avec H(x1) le Hessien au point ;.

Propriété 1.6.7. Soit f une fonction réelle sur un convere C C R"™ ouvert, de classe C?, alors

la fonction f est convexe si et seulement si

H(z)>0,Vz € C.

Propriété 1.6.8. Soit f une fonction réelle sur un conveze C C R", de classe C*t, alors tout
x* € C tel que :

Ve e O, (x —z*)Vf(z*) >0,

est minimiseur global de f et réciproquement.

Exemple 1.6.1. La fonction f suivante est convexe de RY" — R.

flz) = Z rilogr; — (Z fBz’)log(Z ;).

Définition 1.6.3. Une forme généralisée de la convexité est la notion de I'invéxité, en ce sens que
beaucoup de papiers ont vu le jour autour de cette notion.
(Hanson 1981) [95].

Soit D un ouvert non vide de R, i une fonction vectorielle et f une fonction réelle.
n:D* = R" f:D—R.

La fonction f est dite invéxe au point zy de D par rapport a n si f est différentiable au point x

et de plus, pour tout x € D

f(@) = f(wo) > n(z,20)"V f(20).

Si I'inégalité ci-dessus est stricte (z # x¢), alors on parlera de I'invéxité stricte.

Si on se place dans les probléemes invéxes, il y a l'impératif a considérer une fonction n ou
plusieurs, pour les fonctions objectifs et contraintes. Pour cela des difficultés apparaissent dans
les applications des conditions d’optimalité, a la dualité des problemes de programmation
non linéaire et multi-objectifs. En considérant I'invéxité généralisée ou de ses extensions, a ce
moment de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes de type Kuhn-Tucker (Fritz-John), des
caractérisations des solutions et plusieurs résultats de dualité sont déduits pour des problemes

non-linéaires et multi-objectifs différentiables ou non différentiables avec contraintes d’inégalité
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par exemples. L’étude de l'invéxité est importante dans les domaines de la R.O, I'optimisation,

les mathématiques appliquées, l'ingénierie, etc.

Le théoreme de Farkas joue un role important dans le cadre de l'obtention des conditions
d’optimalité du premier ordre en optimisation linéaire et non linéaire, c’est aussi le cas pour le

lemme de Motzkin utilisé en optimisation non linéaire par exemple.

Théoréeme 1.6.1. (Lemme de Farkas )
Soit A une matrice de type (m,n) et ¢ € R". Alors exactement un des systemes suivants admet

une solution.

Sy Az <0,z > 0.
Sy Aly=c,y > 0.
Un lemme analogue, dans le méme style.

Théoreme 1.6.2. (Lemme de Motzkin )
Soit Ay une matrice de type (my,n), As une matrice de type (mq,n) et ¢ € R™. Alors exactement

un des systemes suivants admet une solution.

Ss: Az =0,A2 <0,z >0.

Sy Ay + Ayya = ¢, 2 2 0.

1.6.1 Criteres de Sylvester

Le critere de Sylvester présente un intérét important, il permet de caractériser une forme
quadratique.

Soit la matrice symétrique suivante :

dll d12 e dln
D— d21 ' d22 e d2n
dnl an T dnn

Le mineur de la matrice D, formé des lignes iy, 4s.....,7, et des colonnes ji, jo....., j, est donné

comme suit :

diyjy -+ diyj,

Do (zﬁl,@'?,...,@'.p) _ | G digg,
J1s 925 s Jp S

dipjy -+ diy,

Ce mineur est dit principal si on satisfait que i; = ji, 42 = Ja,...,%, = Jp, c’est a dire formé de

lignes et de colonnes portant les mémes numéros.
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Les mineurs suivants :

dll dln
din d doy -+ dop

Dl:dll 7D2:‘ d;i d;z PARERE} Dn: : :
dnl dnn

Sont appelés des mineurs principaux successifs. Et donc le critere de Sylvester se présente

comme suit :

Théoréeme 1.6.3. (Critére de Sylvester)
I / Pour qu’une matrice D soit définie positive (D > 0), il est nécessaire et suffisant que les

mineurs principaur successifs de D soient positifs.

Dy >0,Dy>0,...,D, >0.

II / Pour qu’une matrice D soit semi - définie positive (D > 0), il est nécessaire et suffisant

que les mineurs principaux de D soient non négatifs.

D=("""2") 5 01<i<iy<..<ipp=12 ..n.
11,22, ..., 1p
Remarque 1.6.2. La condition
D1 >0,Dy>0,....,D, > 0.
N’est pas suffisante pour que la matrice D soit semi-définie positive.

1.6.2 Exemple

Soit la matrice D tel que :
- dll d12 - 00
b= (d21 dzz) - (o -3) |

Dy, =0, Dy = 0.

Et donc

Cela ne suffit pas car la forme quadratique F' associée a la matrice a la forme suivante (par

exemple) :

F(x) = dllx% + 2d12$1.§(}2 —+ d22x§ — —31'3

Remarque 1.6.3. A noter que :

L’existence d’'un théoreme équivalent (un générique) a celui du ("critere de Sylvester”), en

usant des valeurs propres. Consulter [70, 34, 17].
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Exemple 1.6.2. Soit le probleme suivant :
TY — min
4o +yt =4
(z,y) € R2

(1.1)

Le probleme est assez intéressant a résoudre car celui-ci n’est pas convexe.
Par application du théoréme (condition nécessaire) d’analyse mathématique donné plus bas

(annexe). C’est a dire les facteurs de lagrange, vont aboutir aux résultats :

La premiere ligne représentant les points critiques par les facteurs de Lagrange.

(2,y)  (0,2)](0,-2) (Z.V2) [ (2 V2 (—2V2)[(-£2 -2
f(x,y) 0 0 1 -1 -1 1

Nous avons par exemples deux minimums globaux, on peut facilement le vérifier. Cela

géometriquement ou par utilisation de logiciels comme : Lingo, Matlab,...etc.



CHAPITRE 2

Optimisation et Théories

Remarque 2.0.4. Pour le probleme ci-dessous :

7x%+5x1 —2x122+6x0—4x123+723 790% —4xoxs3 790% —6 7z%+5x1 —2x122+6x0—4x1T34+ 723 7117%74932333 795%76

a1l oo, + 622172 +1+823 — min
—2? + 5xy — 21109 + 629 — 4x123 + Tz — 23 — dwows — 23 < 15
—22 4 511 — 22179 + 629 — 4103 + Twz — 23 — dwgzy — 22 > 1
0<r <2
0< 2y <2
0<z3<?2
(z1, 22, 23) € R3.

(2.1)

Pour cet exemple :
- Le probleme est non convexe, car au moins une fonction composant ce probleme est non convexe,
de ce fait ce probleme fait partie de 'optimisation non convexe.
- Difficile a résoudre car probleme difficile.

- Peut étre pris en charge par l'optimisation globale pour résolution.

Dans ce chapitre, nous évoquerons les éléments mathématiques nécessaires afin de développer
succinctement notre travail. En rappel, nous présentons une classification des programmes
(problemes d’optimisation) passant des programmes linéaires jusqu’aux programmes non linéaires
sans pour autant négliger les programmes quadratiques (les formes quadratiques et en particulier
les formes quadratiques définies et semi-définies positives) qui ont un role crucial au niveau de
I'optimisation non linéaire. On exposera en outre entre autres.

- Les principaux résultats de la programmation non linéaire.

- Les principaux résultats concernant les conditions d’optimalité pour les problemes de program-
mation non linéaire avec contraintes.

- Les éléments de la programmation convexe et de la dualité lagrangienne.

Nous pouvons affirmer 'existence entre autres des classifications suivantes pour les probléemes

14
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d’optimisation et puis nous développerons une certaine classe.

1. Classification par type de décision d’optimalité.

(a) Optimisation continue.
(b) Optimisation discrete.
(c¢) Optimisation mixte.
2. Classification respectant le type de la fonction objectif et contraintes.

a) Optimisation sans contraintes.

(c
(d
(e
(f)
g) Optimisation D.C (Difference convex).
(h)

Optimisation linéaire.
) Optimisation non linéaire.
)

Optimisation convexe.

—h

(a)
(b) Optimisation avec contraintes.
)
Optimisation concave.

(

Optimisation non convexe.
3. Classification qui respecte le type de solution a obtenir.

(a) Optimisation locale.

(b) Optimisation globale.

2.1 Classification des programmes mathématiques

La classification d’un probleme mathématique (d’optimisation) (PM) se fait en général
a travers les propriétés qui sont : la convexité, la continuité, le lipschitzien (Holderien), la
différentiabilité des fonctions du probleme, (...etc). Dans ce sens, un (PM) est convexe si toutes
les fonctions et domaines sont convexes. Si toutes les fonctions induites différentiables, on dit alors
que le (PM) est différentiable. La classe de programmes mathématiques convexes différentiables
est le modele le mieux riche en théories et algorithmes, les programmes non convexes ou non
différentiables sont difficiles mais ont fait 'objet de grandes attentions aupres des chercheurs en
recherche opérationnelle, si bien que de nouveaux modeles et schémas de résolutions ont vu le
jour, essentiellement en optimisation globale [100, 17, 16]. La programmation linéaire ol toutes
les fonctions induites sont linéaires sont simples a appréhender. Afin de bien clarifier la vue, nous

présentons quelques programmes mathématiques.
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2.1.1 Les programmes linéaires
(la programmation linéaire) [16, 17]

Considérons le probleme linéaire suivant :

(P){ Az =1 (2.2)

ou A est une matrice réelle de type (m x n) supposée de plein rang (rang(A)=m < n), b € R™,
ceR" etz € R".

L’es solutions réalisables définissent un polyedre convexe fermé.
Le dual de (P) est :

(D) Ay<ec (2.3)
y € R™.

Remarque 2.1.1. & En général, on appelle le probleme (P) le primal et le probleme (D) son
dual et vice versa.

& Trois cas a signaler pour les problemes (P) et (D) : soient (P) et (D) possédant chacun une
solution optimale & valeurs égales ou (P) non borné et (D) non réalisable et vice versa ou (P) et
(D) non réalisables.

Les principaux théoremes de la programmation linéaire sont :

Théoréme 2.1.1. Soient x et y des solutions réalisables des problémes (P) et (D) respectivement
alors

dax > y.

Théoreme 2.1.2. Soient x et y des solutions réalisables des problémes (P) et (D) respectivement

et si dx =y alors x ety sont les solutions optimales des probléemes (P) et (D) respectivement.

Théoréme 2.1.3. Soient x ety des solutions réalisables des probléemes (P) et (D) respectivement,

x ety sont optimales ssi x et y satisfont les conditions de complémentarité [100)].

2.1.2 Meéthodes de résolution en programmation
linéaire [100, 81, 16, 34, 17]

Pour la résolution des problémes de programmation linéaire (PL), on peut citer la méthode
géométrique, méthode d’élimination de Fourrier ou 1'utilisation des conditions de KHUN TUCKER
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ou encore les méthodes combinatoires [100, 16, 17].

A / Méthode du Simplexe [100]

Depuis le modele russe de Kantorovitch en 1939, les choses ont ainsi évoluées, si bien que
George Dantzig a partir de 1947 a inventé un algorithme exact dit ” Simplex” ou Simplexe”.
De ce fait, il a beaucoup contribué au démarrage de l'optimisation numérique. L’algorithme du
simplexe a longtemps été la méthode la plus utilisée pour résoudre les problemes d’optimisation
linéaire. Depuis les années 1984-90, il est concurrencé par les méthodes de points intérieurs, mais
garde une place de choix dans certaines circonstances. Cet algorithme évolue sur la frontiere
du domaine admissible de sommet en sommet adjacent, optimisant ainsi la valeur de 'objectif
selon un critere d’optimalité régit par un théoreme bien établi. A partir du fait que le nombre de
sommets est fini, 'optimum fini et la non dégénérescence, 'algorithme converge en un nombre
d’itérations ne dépassant pas le nombre C)" itérations. L’algorithme risque de cycler, mais cela
est bien pris en charge, il existe des méthodes adéquates pour endiguer cela par exemple les
techniques de Bland 1974. Le Simplex supporte une trés large Gamme de problemes (linéaires,
ou non linéaires), de plus c’est un algorithme exact mais dont il souffre plus au moins, c’est dans
I'ordre de sa complexité qui peut étre dans les pires des cas exponentiel. Le Simplexe possede une

version révisée tres intéressante.

B/ Méthodes de programmation linéaire par approche non linéaire [34]

* Méthodes projectives qui sont une variante de l'algorithme de Karmarkar. On les appelle
ainsi car ils font intervenir des transformations projectives d’un Simplexe dans lui méme.
L’algorithme de Karmarkar 1984 dont l’approche non linéaire pour la programmation linéaire
a été probablement le mieux vendu (3 millions de dollars en 1985), le plus célebre, le moins
général et celui qui demande le plus de préparation du probleme de départ. Sa publication
s’est suivie par un impact dans le domaine des méthodes des points intérieurs, des fonctions
potentielles, des transformations projectives et des problemes de la recherches opérationnelle

en général. A souligner sa complexité de 'ordre de O(n3°L ), L : la longueur de codage des données.

* Méthodes de chemins (points) intérieurs (méthodes primales - duales) qui consiste a suivre de
plus ou moins pres un chemin paramétré par un nombre v > 0, situé strictement a l'intérieur du
domaine admissible. Initialement, ces méthodes ont été développées pour résoudre les problemes
linéaires et non linéaires dans les années 60. Quant a leur utilisation pour la programmation
linéaire, ces méthodes n’ont pas regu 'engouement escomptée vis a vis de leurs performances du
moment qu’en ce temps, il y avait la suprématie et 'attractivité envers la méthode du Simplex.
La publication des résultats de 'algorithme de Karmarkar en 1984 a été le tournant favorable vers

ces méthodes de points intérieurs. On peut citer des variantes pour ces méthodes :
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- Méthodes de réduction de potentiel : a I'instar de la méthode, citons par exemple : méthode de
Karmarkar.
- Méthodes de chemin central : une complexité polynomiale et une convergence superlinéaire, ont

une expansion dans les années 90.

* Méthodes affines qui fonctionnent en changeant de métrique a chaque itération. Citons
pour cela 'exemple de I’algorithme du Russe Dikin en 1967, qui est resté inconnu jusqu’a 1985
- 1986. D’apres les chercheurs, c’est l'algorithme qui pourrait remplacer celui de Karmarkar.
Cherement vendu pour I’U.S Navy pour sa flotte et sa logistique. Cet algorithme n’a pas besoin
de transformation projective, ni préparation au préalable et ni fonction potentiel. Il est de
type théorique, c’est a dire qu’il n’existe pas de démonstration prouvant que sa complexité est
polynomiale sauf pour un cas primal dual. Son principal atout, est qu’il est souvent plus rapide

que toutes les autres versions.

C/ Méthodes de programmation linéaire dites Adaptées ou de Supports [8, 48, 87, 23]

En utilisant la métrique du Simplexe, R.Gabassov et F.M .Kirrillova ont inventé durant les
années 80 la méthode adaptée (Adaptée) et la méthode du support (Support). [48]

L’avantage de celle-ci, est une méthode de points intérieurs, elle permet aussi 'obtention d’une
solution approchée et résout des problemes de controle optimal. Au début de son invention, elle
a été appliquée a différents types de problemes de programmation mathématiques [48, 87, 23, §],

par la suite a des problemes de controle optimal.

Etude comparative entre la méthode Adaptée et le Simplexe

1/ Les deux méthodes possedent des algorithmes de résolution finis.

2/ Au vue de la résolution d’un probleme par la méthode du simplexe, on constate que cela
occasionne l'ajout de variables supplémentaires et d’équations, ce qui n’est pas le cas quant a
I'utilisation de la méthode adaptée.

3/ Sachant que les solutions réalisables de bases sont des sommets du polyedre décrit par les
contraintes de plus la recherche de la solution optimale dans le simplexe s’effectue par saut sur
les sommets du polyedre alors que la méthode adaptée prend les points a 'intérieur du polyedre
ce qui fait que cette méthode convergera vraisemblablement plus rapidement vers la solution
optimale. Donc on peut s’attendre a une amélioration de la complexité.

4/ Avec la méthode adaptée on peut trouver une solution epsilon optimale.

5/ Avec la méthode adaptée on peut commencer ’algorithme avec une solution initiale non

réalisable.
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2.1.3 Exemple Illustratif de la programmation linéaire
non différentiable

Soit le probléeme non différentiable suivant pris en charge par la méthode adaptée
sans reformulation :
f(z) = ming (¢ + ap) — max,. k € K.
Ar =0b, d; <z < d>.
Voici les définitions des parameétres du probléeme [8, 87, 23] :
A = A[l, J] : matrice (m,n), Rang(A) = m < n, b est un m - vecteur. x,d;, ds des n - vecteurs,
ay, des scalaires. ¢} des n-vecteurs.
C[K, J] : matrice (p,n) formée des lignes des vecteurs ¢}, Vk € K.
K =1....p : 'ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle.
I =1...m : 'ensemble des indices de lignes de A.
J = 1..n : 'ensemble des indices de colonnes de A.
wr = (chxr + o) -f(x), Yk € K.
wi(z) > 0,Vk € K.
gélfr{l wg () =0, Vk € K.
wi(Z) - wr(x) = Awg(x) > - wi(z), Yk € K.

Pour la résolution de ce probleme, cela est établi et compris dans une de nos contributions
pour notre travail et cela au chapitre 4 suivant ou il est question d’un déploiement de logiciel
[23]. Ce dernier peut prendre en charge la résolution des problemes linéaires (Simplex / Adaptée
/Support/méthode primale Adaptée/méthode duale Adaptée) [23] et des extensions vers les

problemes non linéaires, sans pour autant oublier la résolution des problemes en controle optimal.

2.1.4 Exemple Illustratif (Implémentation) de la programmation
linéaire

Avec la méthode Karmarkar [34, 62, 84, 67, 66, 64]

L’algorithme de Karmarkar permet de résoudre le probleme de Type :

f(x) =z2(z) = dx — min =z* ...(1)
(PLK){ Az =0 (2.4)
r €S,

On connait la valeur optimale z* = 0 et une solution réalisable par exemple le point a = %en
centre du Simplexe S,,), e, désigne le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1.
g g

A est une matrice de dimension (m x n) et de plein rang (rang(A) = m < n).
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S,={rz€eR,z >0,z =1},

est le simplexe de dimension (n — 1).

Description des Itérations de 1’algorithme [34, 62, 63]

A partir d'une solution admissible 2° = a I’algorithme construit une suite de points intérieurs qui
converge vers une solution optimale avec un temps polynomial. Afin de ramener ’objectif a zéro,
on le minimise localement autour d’une sphere inscrite dans la région réalisable.

¥ > 0 est ramené au centre de S, avec la transformation projective 7,

A itération k, l'itéré z
donnée par :

Ty:x €S, > Th(zr) =y €S,.

D'z _
Ty(z) = e’lg—_lx =y, T, ' (y) =
n—"k

e, Dy’
Avec
Dy, = diag{z"}.

k

La transformation T} appliquée avec 1”itéré =" > 0 projeté au centre de S, le transformé du

programme linéaire (PLK) est le suivant :

(2.5)

L ¥y = 0.

Par la suite, on trouve le probleme équivalent suivant :

D,y — min

AD,y =0 .(3)

ey =1

y > 0.

\

On utilise le lemme suivant pour faciliter la résolution du probleme ci-dessus :
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Lemme 2.1.1. [3/, 62, 65] Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réalisable

Y0 tel que (y? > 0,i=1:n+1), alors I"ellipsoide :

n+1

_ n+l . (?Ji_y?>2 2
E—{’yER Zw<5,0<ﬁ<1},
=1 g

est dans 7intérieur de 1”orthant positif de R,

Démonstration. Supposons qu'il existe j € {1,2,...,n+ 1} tel que y; < 0 et donc :

> 1> B2

n+1
Z (yi — ,%0)2 S (yj - 99)2

—~ () T (W)

D’apres le lemme ci-dessus, si on ajoute au dernier probleme la contrainte :

1

Vnn—1)

yeR"/[ly—a|| <ar,0<a<lr=

Alors la contrainte de positivité y > 0 devient redondante. On aura le probleme :

(¢ D,y — min

AD,y =0 ~.(4)

eny = 1

[ (ly = al)* < (ar)”.

(2.7)

Minimisation d’une fonction linéaire sur une sphere, la solution optimale est établie a travers le

théoréme suivant :

]

Théoréme 2.1.4. La solution optimale du probléme (2.6) est donnée par : y* = a — ard®, avec

/

€n

Ay,
drk = Hg’“l\ et p* = pp, (Dyc), By = .
Démonstration. [34, 62, 63]
Indications
* Poser les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de KKT.

* Utilisation de la transformée projective.

Algorithme de résolution

0

* € > 0 une précision donnée, z° = a = %en, k= 0.
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Tant que c/z* > € do

Ay
Dy, = diag{x*}, Ay = ADy, By = ( ) )

€n

p* = (I — By(ByB}) "' By) Dy, d¥ = 2

[lp
L l,0<a<1.

b =q—ardt, r = ———
Y V1)

* gkt = T () = PR k= k41,

enD yk?

Fin tant que.

Théoreme 2.1.5. Pour 0 < a < % et en partant de 1° = %em l’algorithme atteint un point x
apres 0(ng + nlog(n)) itérations, avec

*dor =0 ou

/ Y s,
* S5 < e=271, q est une précision fixée.

Généralisation de la méthode (cas linéaire) [34, 62, 63]

Considérons le programme linéaire suivant :
2(x) = dx — min =z ...(1)
(P)s Az =1b (2.8)
xz = 0.

A est une matrice m x n, ¢ € R",b € R™.

On définit le simplexe S,,1 de dimension n contenu dans R"*! par :

Snr1={r €R"™ 12> 0,60 =1}.

Avec les hypotheses suivantes :

& La matrice A type (m,n) : Rang(A) = m < n.
& On dispose d'un (point initial) z° strictement réalisable (Az® = b; 2° > 0).

& La valeur optimale z* de 1'objectif est connue au départ.

A partir de la transformée projective
Ty : R} — S,4q définie par : Ti(z) =y
comme suit :
k 1
Y; = W7 1= n
REEE (2.9)
Yn+1 = 1 - 2?11 Y
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avec
Ly .
Yi = Fyn+1,l =1,...,n

)

y[n] = (D} '7)yns1 avec y[n] désignant les n premiéres composantes de y.

D
T = T,;l(y) = %[T]’Dk = dz’ag(a:k).

Et donc par la transformée Ty, on aura :

(Pl in
Yn+1
Dwyln] _ )
ynt1 (2.10)
e;_Hy =1
\ y[n] 2 0,ype1 >0

ou
( 'y — min
Ay =
(2.11)
€;z+1y =1
Ly =0
avec
C; = cle,z =1,..,n
(2.12)
En—l—l = -z
y[n] _
y = et A= [ADy —b].
Yn+1

Remarque 2.1.2. [34, 62, 63] Une extension de la méthode de Karmarkar est effectuée et assurée
pour le probleme non linéaire suivant :

f(z) = min =z*

Ax =10 (2.13)

z =0
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f une fonction non linéaire convexe et différentiable

f:R" — R.

& La matrice A type (m,n) : Rang(A) = m < n.
& On dispose d'un (point initial) 2° strictement réalisable (Az° = b; 2" > 0).

& La valeur optimale z* de I'objectif est connue au départ.

Voici 'algorithme correspondant :

Algorithme de résolution

* € > 0 une précision donnée, 2 strictement réalisable.

Tant que f(z*) — 2* > € do

Ay,
Dy = dz’ag{a:k}, Ap=[ADy -b], B, = ( )
€t

p* = (I = Bi(BiBy,) ' By)Vyg(a), d* = {Ir,
k
=T = B b=k L

n+1

Fin tant que.

2.1.5 La programmation quadratique

Consulter [17, 34, 81]

On peut considérer la programmation quadratique comme étant une discipline a part. Par ses
théories et ses applications, le programme quadratique apparait souvent comme sous probleme dans
I'optimisation SQP (sequentiel quatratics problems). Ces théories aussi de type complémentarité,
entre programme quadratique et programme linéaire et les formes quadratiques qui ont un grand
apport dans le cadre de 'optimisation,...etc.

Les cas pratiques en programmation quadratique sont par exemples :

& Optimisation de portefeuilles en finance.

& Optimisation en controle optimal.

& Optimisation en économie, le probleme de transport.

& La régression et optimisation.

La programmation quadratique, branche de l'optimisation non linéaire ou la fonction objectif

a minimiser (& optimiser) est une fonction quadratique et les contraintes sont linéaires et/ou
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quadratiques.
Beaucoup de chercheurs se sont reliés dans le cadre de la programmation quadratique, on peut
citer : Franck Wolf, Billionnet, Pardalos, Elloumi, Adams-Sherali, Le Thi-Pham Dinh et la liste

reste tres longue.

Exemple 2.1.1. Soit le probleme en programmation quadratique :

( —x% + 511 — 22129 + 619 — 4123 + TT3 — a:% —4dxoxs — x?,) —6 — min

—22 4+ 511 — 21179 + 679 — 4Ty W3 + Twz — 23 — da9x3 — 22 < 5
—x2 4+ 511 — 22129 + 629 — 4123 + Twz — 25 — dwoxy — 23 > 2
< X1 < 1 (2.14)

1

N
N

T2

0
0
0

N
N

T3 1

L (Il,l’g,xg)/ - Ri

Les formes quadratiques et propriétés

Définition 2.1.1. Une fonction f, tel que f : R® — R, définie par :
f(l’) = Z Zaijxixj + ZC]'IL’]' =2 Ax + dx.
i=1 j=1 =1

Et dont les parametres sont :
¥ = (1, T2, . . Ty),c; des n-vecteurs de R". A = (a;;,1 < i < n,1 < j < n) matrice carrée
d’ordre n. (') désignant l'opérateur de transposition matriciel (vectoriel).

La redéfinition de la forme quadratique peut s’écrire comme suit, sans perte de généralité :

f(x) =2'Ax+ o =2'Dx + dx,Vz € R™.

Avec D matrice symétrique d’ordre n.

Et donc, on peut considérer que la matrice d'une forme quadratique est toujours symétrique.

Gradient d’une forme quadratique

Définition 2.1.2. Une fonction f, tel que f : R® — R, f étant forme quadratique, f continiiment

différentiable et son gradient au point x est :

of(z)
oz
of ()

Oxo

Vi(x)= =2Dzx +c.
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Avec %if) est la dérivée partielle de f par rapport a z;.

Définition 2.1.3. Une fonction f, tel que f : R® — R, f étant forme quadratique, f 2 fois

contintment différentiable et son Hessien au point x est :

_ g Of(x) SOf(x) Of(z), _
Vif(z) = (V B ,V Eral ,Va—xn) =
@) wan@ o ()
o’ f 2f U 2
H((L‘) _ V2f(x) _ Ox20x1 (I) ox3 (l‘) Ox20xn (I’) _ ((%(x»)lgiﬂén
ax(izafxl (l’) 81:85(;;2 ((13) U gi_%(x)
=2D.

A / La programmation quadratique sans contraintes [17, 5, 34, 81, 12, 31]

Conditions d’optimalité pour les problemes quadratiques

Théoreme 2.1.6. Considérons le probléeme suivant :

: 1/ /
52}32—5wa+9$+0.

Ot Q) est une matrice symétrique de type (n,n), g € R" et c € R.
1/ 8i Q n’est pas semi définie positive, alors le probléme ne posséde pas de solution, c’est a dire
qu’il n’existe aucun x € R™ qui soit un minimum local.

2/ Si Q est définie positive, alors le probléme posséde une unique solution
r=-Q'g.
Qui est le minimum global.

Démonstration. 1 / Nous avons Vf(z) = Qx + g et V*f(x) = Q.

Raisonnons par I’absurde, on suppose qu'on a un minimum z*, ce qui implique que V2f(z) = Q
est semi définie positive, ce qui est en soit une contradiction.

2/ Comme @Q est définie positive, le point x* = —Q~'g est bien défini, de plus

Vi) =-QQ 'g+9=0,

f strictement convexe, x* est 'unique minimum global.

Les méthodes utilisées dans le cadre de la programmation quadratique

sans contraintes [17, 34, 81]
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& Méthode des directions conjuguées.

& Méthode des gradients conjuguées.

& Méthode de Newton locale.

& Méthode de descente avec recherche linéaire (Wolf/Armijo).
& Méthode de région de confiance.

& Méthode de la quasi -Newton.

& Méthode de Nelder Mead.

Remarque 2.1.3. S’agissant des conditions d’optimalité ou autres, cela sera pris en charge dans

la partie d’étude de la programmation non linéaire (cas général).

B / La programmation quadratique avec contraintes [17, 3/, 81, 12, 31]

La programmation quadratique avec contraintes a connu et connait un vaste champs d’applica-
tions dans plusieurs domaines. On l'utilise souvent comme procédures intervenant (procédures
intermédiaires) pour des programmes non linéaires par exemples.

Un cas de programme quadratique sous contraintes peut se présenter de la forme :

Considérons le probleme quadratique suivant :

f(z) = 32'Qx + dz — min
(QP)< Az =0 (2.15)
xz > 0.
() matrice symétrique d’ordre n, ot A est une matrice réelle de type (m x n) supposée de plein
rang (rang(A)=m < n),be R™ ce R" et z € R™.
L’ensemble des solutions réalisables définit un polyedre convexe fermé.

Remarquons de suite que le probleme (QP) est différentiable et la fonction objectif indéfiniment

différentiable. La convexité du probleme (QP) dépend seulement de la matrice Q.

Remarque 2.1.4. & Le probleme (QP),

est convexe si et seulement si () semi-définie positive.

& Le probleme (QP) devient trés intéressant a résoudre des que la matrice ) non semi-définie
positive, dans ce cas le probleme (QP) sera classé comme étant un probleme de ’optimisation
globale, beaucoup de méthodes pouvant prendre en charge ce probleme, objet des chapitres

suivants.

Les méthodes utilisées dans le cadre de la programmation quadratique

convexe avec contraintes [17, 34, 81]

& Méthode de Wolf.
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& Méthode adaptée (support) avec ses 02 versions.

& Méthode duale adaptée (support) avec ses 02 versions.
& Méthode des points intérieurs.

& Méthode de Karmarkar.

La liste est tres longue pour toute la citer (d’autres méthodes seront citées plus tard).

Quelques propriétés importantes pour les problemes quadratiques convexes :

Parmi lesquelles, on peut citer les propriétés de la complémentarité et celle de la dualité.

& La dualité en programmation convexe.
Pour le programme convexe (QP), on lui associe son programme dual de la forme suivante :
L(z,y,v) = %z’Qz +dz+y(Az —b) —v'z = max
(DQP){ 2(z,y,0) = Q=+ c+ Ay —v =0 (2.16)
zeR"ye R™veR"v>0.

Le probleme dual (DQP) deviendra le suivant par un simple artifice de calcul.

L(z,y,v) = —%Z,QZ —y'b — max
(DQP) § &:(z,y,0) = Qz+c+ Ay —v=0
zeR"ye R™" veR"v>0.

Une autre version du probleme (QP) est :

f(x) = 32'Qx + dz — min
(QP){ Az =1b (2.17)
d <z <d'.
Pour le programme convexe (QP), on lui associe son programme dual de la forme suivante :
L(z,y,v,w) =32Qz+ 2+ y(Az = b) + V(=2 + d") + w'(z — d*) = max
(DQP){ ZL(z,y,v,w)=Qz+c+Ay—v+w=0
zeR"yeR™"veR"v2>20,weR"w=D0.

(2.18)

Le probleme dual (DQP) deviendra le suivant par un simple artifice de calcul.

L(z,y,v,w) = —%Z/QZ —yb+vd —wd" — max
(DQP) g_i(zvyv,%w):QZ+C+A,y—U+w:O

zeR"yeR™"veR" v=>0,weR"w=N0.
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& La complémentarité en programmation convexe [66, 65, 2, 93, 63, 62].

La complémentarité en programmation convexe pour le cas de notre probleme a suscité
I’attention de plusieurs chercheurs, cette notion se retrouve dans plusieurs domaines : program-
mation linéaire, optimisation quadratique, optimisation en général, mécanique,...etc.

Le programme complémentaire a la forme suivante :

p
x,y € R", avec

y=Mz+q
(PCL) ¢ 2’y =10
(z,y) = 0.

\
M : matrice carré d’ordre n.

Transformons le programme quadratique suivant en un programme complémentaire :

f(z) = 32'Qx + dz — min
(QPC){ Aw < (2.19)
z > 0.

() matrice symétrique d’ordre n semi-définie positive, ot A est une matrice réelle de type
(m x n) supposée de plein rang (rang(A)=m < n), b € R™, c € R" et x € R™.

Par simple application des conditions K.K.T (Karush KHUN TUCKER), cela donne, en

tenant compte que :
Jy e R, A e RY

(c+Qr+Ay—XA=0
y'(b—Az) =0
—Nx =0

Ly=>0,A>0
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(A=c+Qu+ Ay
v=(b— Ax)
Ne=0,yv=0

L 2>20,y>0A>0,v>0

En posant les parametres comme suit :

(A (N (N = (@A
o= ()= ()= )= (85)
Le probleme complémentaire se déduit :
z € R™™" quec

(PCL) w=Mz4+q>0,2>0

w'z=0.

Remarque 2.1.5. Concernant la notion de complémentarité :

& soit le programme linéaire (P)
dr — min
( P) Ax < b

x = 0.

Ce qui implique son programme linéaire complémentaire (PCL)
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2z € R™™ quec
(PCL) w=Mz+q=>0,2>20

w'z =0.

Avec les parametres comme suit :

o= ()= () (o= (2)

La transformation inverse d’un programme linéaire complémentaire vers un programme qua-
dratique convexe (QP) ne peut se faire a moins que la matrice M soit semi-définie positive

(programme linéaire complémentaire monotone) [34, 62, 63].

s

A partir d’'un (PCL) monotone, on peut construire un programme quadratique convexe et puis
moyennant les notions de fonctions barrieres, on résout le programme quadratique avec par
exemple la méthode des points intérieurs (sous multiples variantes) ce qui permet ensuite de

résoudre des problemes du type suivant par la méthode des points intérieurs :
f(z) = min
Ax =10 (2.20)

= 0.

f une fonction non linéaire convexe et différentiable.
f:R" — R,

la matrice A type (m,n) : Rang(A) = m < n.

&

Une variante assez générale de programme quadratique (programme quadratique mixte) :

( fz) = 12/Qz + dz — min
Ax < b

(QPC) (2.21)

PLix+cr<a;rj=1,..,p

(€ R™.
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*Q et L;:j=1,..,p matrices symétriques semi-définies positives entre autres.
* Résolutions : méthode de points intérieurs - variante de Newton - SDP (méthode semi-définie
positive). [9]
*(Qet/ou L;: j =1,...,p matrices symétriques. Résolution par l'optimisation globale.

2.1.6 Les programmes non linéaires
(la programmation non linéaire) [11]

Dans le domaine de la programmation non linéaire (la généralisation), on va traiter des
programmes sans contraintes et des programmes avec contraintes. Cela englobera ’étude pour la

programmation quadratique.

A / La programmation non linéaire sans contraintes [17, 5, 34, 81, 12, 31]
Nous rappelons les principaux résultats vu qu’on se ramene en général sous certaines conditions de

la programmation non linéaire avec contraintes vers la programmation non linéaire sans contraintes.

Exemple 2.1.2. Soit le probleme en guise d’illustration :

Ta} — Toywy — 223 — af — a3 — 2§ — 2§ — exp(z1 + x2) — max
{ (71, 22) € R% (2.22)
Exemple 2.1.3. Soit le probleme :
{ 9ay 0wy Oy + 6250050 + 3w Par a4 i log(wn) + wp log(wz) — min (2.23)
(21,9, 3, T4, T5, T, T7, 5) € R,

Définition 2.1.4. f étant une fonction réelle définie, sur un ouvert D C R”. f admet un minimum
local en 2* € D, si 3 B(z*,¢) = {z/||lx — z*|| < e} C D et telle que :

f(x) = f(z¥),Vx € B(z",€).

Définition 2.1.5. f étant une fonction réelle définie, sur un ouvert D C R™. f admet un minimum
local en z* € D au sens strict, si 3 B(z*,€) = {z/||lx — 2*|| < e} C D. et telle que :

f(x) > f(a"),Vo € B(z",¢€),x # x".

Définition 2.1.6. f Etant une fonction réelle définie, sur D C R™. f admet un minimum global

enx* € D, si:

f(z) > f(z*),Va € D.

Définition 2.1.7. Le vecteur d € R", d # 0, est direction admissible au point z € D, s’il existe
un réel a > 0, tel que x + 0d € D, V0 € [0, a.

Si x est un point intérieur, alors toutes les directions sont admissibles.
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Définition 2.1.8. f étant une fonction réelle définie, sur D C R" de classe C'. La direction d

admissible en x € D C R" est dite de descente ssi
d'Vf(z) <0.
Lemme 2.1.2. f Etant une fonction réelle définie, sur D C R™ de classe C*. Si f admet un
manimum local en x* € D, alors pour toute direction d admissible en x* :
dVf(x*) = 0.
De plus, en particulier si x* € D est un point intérieur alors V f(z*) = 0.

Démonstration. Soit d

une direction admissible en z* € D, avec o > 0 et 6 tres petit tel que :

Vo e [0,a],r =a"+0de D
— V0 €0,a] f(z) = f(z"+0d) > f(z7)

du fait que z* soit minimum local et compte tenu que f soit de classe C*
J(@® +6d) — f(a") = 04V f(z") + o(6)

0 — 0(o(f) — 0)
= 0< f(a*+0d) — f(z*) = 0d'V f(z¥)

= d'Vf(z*) > 0.

Cas particulier : Si x* est intérieur de D : toutes les directions d sont admissibles de plus
d'V f(z*) > 0,Vd
— d'Vf(z*)=0,Vd = Vf(z*)=0.

]

Théoreme 2.1.7. Siz* est minimum local de f dans R"™ (ou x* € D) et si de plus f différentiable

en x* alors :

Vi) =0.

(x* est dit point stationnaire).

Démonstration. x* minimum local de f, considérons d € R"™ et soit une fonction réelle ) définie
comme suit :

¥(0) = f(x* + 0d), la fonction 1 étant sur un intervalle ouvert de R contenant ’origine, puisque
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2* minimum local de f alors il existe 5 > 0, tel que :

$(0) < (0),V0 €] - 5, .

0 est minimum local de .
f est différentiable en z*, donc v est dérivable en 0 et ¢'(0) =< V f(z*),d > .
Y’ (0) = 0 et donc < Vf(z*),d >= 0 pour tout d € R™ et finalement V f(z*) = 0.

]

Théoréme 2.1.8. Si z* est minimum local (global) de f dans R™ (ou x* € D) et si de plus f
deux fois différentiable en x* alors :

& Vf(z*)=0 (stationnarité).

& V2f(xz*) = H(z*) (Hessienne) est semi-définie positive.

Démonstration. x* minimum local de f, considérons le développement de Taylor de la fonction f

au voisinage de z* comme suit :

flx) = fa") = V' f(a")(z —2") + %(m —a"VH(z")(x — 2*) +||(z — 2*)|]e(z — 2*).

e(x —x*) — 0 avec v — x*.

Procédant par l'absurde (Vf(z*) # 0), et posant z = z* — 6V f(z*), cela aboutira a ce que
f(z) < f(x*) pour des 6 suffisamment petits strictement positifs, ce qui contredit que : z* minimum
local de f, donc la premiere condition est nécessaire.

De facon identique pour démontrer la premiere condition nécessaire.

Supposant la matrice H(z*) n’est pas semi-définie positive pour (d € R"™), de plus posant z =
z* 4+ 60d, (0 > 0), (d € R",d # 0) cela aboutira a ce que f(z) < f(z*) pour des 6 suffisamment
petits strictement positifs, ce qui contredit que : z* minimum local de f, donc la deuxieme condition
est aussi nécessaire.

]

Théoreme 2.1.9. Six* € R" (oua* € D) et f est deux fois differentiable en x* de plus si
& Vf(z*)=0 (stationnarité).
& V2f(z*) = H(x*) ( Hessienne) est définie positive.

Alors x* est un minimum local strict de f sur R™(surD).

Démonstration. Soit x* € R™, qui satisfait les deux conditions, considérons le développement de

Taylor de la fonction f au voisinage de x* comme suit :

Fl@) = F(a) = V@) —a) + 50— Y H@) o = 2) + | = 2°)Pele — o).

e(x —a*) — 0 avec x — z*.
de plus posant x = z* + 6d, (0 > 0), (d € R",d # 0), d direction admissible.



Optimisation et Théories

f(x) = f(a* +6d) = f(z*) + %Qd’vzf(:c*)d + 0%(6).

35

€(f) — 0 avec § — 0. Du fait que d'V2f(z*)d > 0 pour des 6 suffisamment petits strictement

positifs, ce qui aboutit au résultat escompté.

Les méthodes utilisées dans le cadre de la programmation non linéaire

sans contraintes [17, 34, 81, 12, 31, 100, 9]

& Méthode des directions conjuguées.

& Méthode des gradients conjuguées.

& Méthode de Newton locale.

& Méthode de descente avec recherche linéaire (Wolf/Armijio).
& Méthode de région de confiance.

& Méthode de la quasi -Newton.

& Méthode de Nelder Mead.

Exemple 2.1.4. Soit le probleme suivant :

{ r? — 4y + 1y + 4y — min

(z,y) € R2
(2.24)

Le probleme est assez intéressant a résoudre car celui-ci n’est pas convexe.
Par application du théoreme ci-dessous (annexe) d’analyse mathématique.

La représentation des points critiques est :

(Point — critique  test — convexité Conclusion
(4,2) Positif (4,2) minimum Local
(3.3) Négatif (3, 2) Point selle

]

Nous avons par exemple un minimum local, on ne peut pas affirmer donc que c’est la

meilleure solution.

B / La programmation non linéaire avec contraintes [17, 3/, 22, 81, 12, 31, 16]

La programmation non linéaire a connu beaucoup de développement, nous dressons dans ce

sens, les résultats les plus importants car liés étroitement a I’optimisation globale.
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La formulation dans R™, d'un probleme non linéaire est :

gi(z) =0 ,i=1...1lg
(PNL) (2.25)
gi(z) <0 yi=lpr...0
Lz € R™.

Les fonctions f et g; (i=1...l) sont des fonctions réelles définies et dérivables dans leurs domaines
de définitions (une des fonctions est non linéaire) (en général différentiables selon le contexte :

I'ordre des conditions 1° ou 2° ordre comme cela présenté ci-dessous).

Posons E = {1,...,lg} et I = {lg41,.....,l}, ensembles des indices des contraintes d’égalités et
d’inégalités.

Considérons le domaine de définition (domaine des solutions admissibles) S4D pour le probleme
(PNL) comme suit :

Définition 2.1.9. La contrainte d’'inégalité g;(z) < 0 au point z* est dite :

active si g;(z*) = 0, inactive si g;(z*) < 0 et violée si g;(z*) > 0.

Pour x € R" de S4D, I'’ensemble des indices des contraintes actives est donné par :

A(z) = E(z) U I,(x).

I.(x) = {i : gi(x) = 0,i € I} ensemble des indices de contraintes d’inégalités actives en z.
(E = E(x))

Définition 2.1.10. Soit,
DyD(x,SaD)={d e R": x+60d € S4D,V8 € [0,a],a > 0,d # 0}.

Est I'ensemble des directions admissibles au point € S4D (pour les contraintes).

Définition 2.1.11. Soit x € S4D et d € R", 'ensemble suivant :

deR":
dVgi(z) <0 ,i=lgs....0
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Est 'ensemble des directions admissibles linéaires au point x € S4D.

Définition 2.1.12. Soit z € S4D et d € R", 'ensemble suivant :

deR":
TAS(z) = T+ 0pdy € SpD VE=1,2...... . (2.27)
dk—>d 70k_>0;0k>0

Est 'ensemble des directions admissibles séquentielles au point x € S4D.

Lemme 2.1.3. Soit x € SuD.

Si toutes les fonctions contraintes sont différentiables au point x et donc

DyD(x,S4D) CTAS(z) C FL(x).

Démonstration. Voir,
les références suivantes [17, 34, 22, 81].
O

Concernant et s’agissant de F'L(x) C T'AS(x), n’est pas toujours vrai, mais importante pour
énoncer les conditions du premier ordre Kuhn et Tucker (1951), qui ont fait la supposition en
posant F'L(z) = T AS(z) ce qui se traduit par les conditions de qualifications des contraintes (QC)

(régularité des contraintes).

Lemme 2.1.4. Soit x € SuD.

Pour que (QC) soit vérifiée en tout point v € SaD, il suffit que l'une des conditions (1) ou (2)
soit réalisée :

(1) Toutes les contraintes g; sont linéaires (Karlin).

(2) Toutes les contraintes g; sont convezes et SaD a un intérieur non vide (Slater).

Pour que (QC) soit vérifiée en un point x* € SyD, il suffit :

(3) Les gradients Vg;(z*) des contraintes actives en x* soient linéairement indépendants (Fiacco
et McCormick).

Définition 2.1.13. Soit z € S4D.
La direction d € DaoD(z,S4D) est dite de descente si :

d'Vf(zx) <O0.

D={deR":dVf(x)<0 } (2.28)

est I’ensemble des directions admissibles de descente au point x € Sy D.
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Théoreme 2.1.10. Soit z* € SyD.
Un minimum local du probléme (PNL), avec toutes les fonctions f,g; i = (1.....1), différentiables

en x* alors :

dVf(z*) > 0,Yd € TAS(z").

Démonstration. Indication :
Pour la preuve, pour ce théoreme, pouvant s’effectuer par analogie et en s’inspirant de la preuve
déja faite sur le méme cas pour 'optimisation non linéaire sans contraintes.

]

Les conditions (QC) et 'existence des facteurs de lagrange grace a des lemmes intermédiaires
nous permettent de poser le théoreme de Karush Kuhn et Tucker (KKT).

La fonction de lagrange étant :

Lz, A) = f(z) + Z Aigi().

Théoréme 2.1.11. (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre (K.K.T))

Soit x* € SyuD,

un mainimum local du probléme (PNL), si les conditions de qualifications de contraintes (QC) sont
satisfaites (vérifiées), alors il existe des multiplicateurs de lagrange X}, (i = 1.....l) et tel que pour

(x*,\*), on a :

( l

V() + ) A Vgi(a®) =0
i=1
gi(z*) =0 Vie E
] gi(z%) <0 Viel (2.29)

>0 Niel
Agi(z*) =0 Viel.

\ Vs

Pour les conditions nécessaires du 2° ordre, peuvent s’énoncer de la maniere suivante moyennant

des restrictions comme c’est le cas pour ’établissement des conditions du 1° ordre.

Théoréeme 2.1.12. (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre et deuziéme ordre)

Soit x* € SuD.

Un minimum local du probléme (PNL), si les conditions de qualifications de contraintes (QC)
sont satisfaites (vérifiées), alors il existe des multiplicateurs de lagrange \;, (i = 1.....1) et tel que

pour (x*,\*), on a :
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\
Vilx*)+ i ANVgi(x*) =0
i=1
gi(z*) =0 WVieE
gi(x") <0 Vi€l
X0 Viel . (2.30)
Agi(z*) =0 Viel
dV2 Lz, \)d = 0,¥d # 0
d'Vgi(z*) =0 JeER
d'Vgi(z*)=0 yiel, gi(z*)=0.

\ Vs

Exemple 2.1.5. Soit le probleme suivant :

(222 + 2y + 12y — o + 4y — min
r+y<3
20 +y < 2

( (z,y) e R3.
(2.31)

Ce probleme quadratique convexe est assez intéressant a résoudre, on peut utiliser la méthode du
support avec ses variantes (primale,duale,primale duale), la méthode de lemke ou tout simplement
une variante de I'algorithme classique du Simplex linéaire autrement dit la méthode de Wolf (avec
les facteurs de Lagrange) ou toutes les méthodes locales sont valables. Une variante de la méthode
de Karmarkar est fortement recommandée, conseillée et indiquée si on est fortement soucieux du

parametre temps (la complexité).

Remarque 2.1.6. Comme on le verra un peu plus loin a travers un exemple, il n’est pas toujours
aisé de travailler avec les facteurs de Lagrange dans le cas général.

Théoreme 2.1.13. (Condition suffisantes d’optimalité du deuxiéeme ordre)

Soit x* € SyD,
un point régulier satisfaisant les conditions de KKT et de plus (entre autres les conditions KKT

vérifiées) :
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l 3
Vi) + Y AVgi(a®) =0
i=1
gi(x*) =0 WVie B
AF >0 Niel
(2.32)
Afgi(z*) =0 Viel
AF >0 Vi€ A(z")
d'V2, L(z*, \*)d > 0,Yd # 0
d'Vgi(z*) =0 JeER
d'Vgi(z*) =0 1 €1, gi(x") = 0.

\ V,
Alors x* est minimum local strict.

Exemple 2.1.6. Soit le probleme suivant :

(2% + y?) — min
yt=(z—1)
(v,y) € R?.

1
2

(2.33)

Il est aisé de vérifier graphiquement que le point (1,0) est la solution optimale.

Par application des multiplicateurs de lagrange, le Lagrangien est :

L.y, 0) = 5+ 4+ M + (o = 1)),

Impossible de trouver un triplet (1,0, \) qui puisse annuler a la fois :

oL el 0L oL, 3
a—x+3)\(x 1).8y—y 2y)\.a)\—(y+(x 1)°).

Le point (1,0) n’est pas qualifié (régulier).

Exemple 2.1.7. Reprenons 'exemple précedent

Nous allons exprimer le probleme avec des multiplicateurs de lagrange généralisés connus sous la
forme de multiplicateurs de lagrange généralisés (Fritz John) [34] (Forme généralisée du Théoreme
de Karush Khun et Tucker (Fritz John)).
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Théoreme 2.1.14. (Fritz John), Soit le (PNL) suivant :

Une formulation dans R™, d’un probléme non linéaire est :
( f(z) = min
gi(x) <0 vi=1...1

(PNL) hi(x)=0 ,j=1.m (234

( € R™

Les fonctions f, g; et h; sont des fonctions réelles définies et dérivables dans leurs domaines de
définitions (une des fonctions est non linéaire) (en général différentiables).
Si x* est solution de ce (PNL) alors il existe \g € Ry, X € RY et u € R™ tel que :

Ng(z*) =0

(PNL) 4 (2o, A\, 1) # 0 (2.35)
MV f(z*) + NVg(z*) + @/'Vh(z*) = 0.

Finalement I'application de ce dernier théoreme a I’exemple précedent, confirme que la solution

optimale z* = (1,0).

Les méthodes utilisées dans le cadre de la programmation non linéaire
avec contraintes [17, 34, 81, 16, 78, 104, 79, 85]

Entre autres :

& Méthode de Newton sous plusieurs variantes.

& Méthode du Lagrangien augmenté.

& Méthode SQP (Sequentiel Quadratics Problems).
& Méthode des points intérieurs.

& Méthode des coupes.

2.1.7 La programmation convexe [17, 34, 22, 81, 12, 9, 83]

La programmation convexe concerne une classe de problemes (PNL) dont la fonction objectif
et domaine des solutions admissibles sont convexes, ¢’est un domaine tres intéressant comme c’est
le cas pour la programmation mathématique locale pour des perspectives d’optimisation globale.
Une formulation du probléme (PNL) convexe est comme suit dans R™ :
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f(z) = min
gi(z) =dx+b=0 ,i=1..g
(PNLC) (2.36)
gz(x) <O ,i:lE+1....l
L £ € R"

a; € R", b; € R.

Théoreme 2.1.15. Pour un terme positif signomial ([73]) :

s(z) = c[_, 2" est conveze ssi

(i) p; <O0,V,i=1..1

(11) 3k, pr. + Z#kpi > 1 quand p; < 0;V,i=1...1,i # k.

Pour un terme négatif signomial :

s(z) = e[, 2% est convere ssip; = 0;¥,i=1..1 et 1_ pi < 1.

Théoréeme 2.1.16. Tout minimum local x* du probléme (PNLC) est minimum global et I’ensemble

des minimums globauz est un ensemble convexe.

Démonstration. Soit x* un minimum local pour le probleme (PNLC), mais pas global.
Soit Z, un vecteur du domaine de définition tel que f(z) < f(z*).
Soit 0 < £ < 1 et suffisamment petit.

re =8+ (1 —-&a" ="+ & — ).

0 < ¢ <1, = calculons donc une combinaison de f(Z) et f(z*)

Ce qui donne une contradiction, donc x* minimum Global.

Soient x7 et x9 deux minimums globaux.
Posons £ €]0,1]
ze = Exy + (1 — §)as.
f(xe) = f(21) = f(z2).
Mais,
flae) < Ef(x) + (1 =€) f(x2) = f(a2), (convewité).

Donc
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Ce qui prouve que ’ensemble des minimums Globaux est convexe.

Exemple 2.1.8. Soit le probleme suivant :

—0.9,.~1.6,—4 —0.3,.3.6 1.9, 06,1 4, 4, 6 6 :
3ry Twy Cxg” 4 2wy Cx® + dwg Txg Crg + ] +xy + x) +xy — min
452782y 2w + 3.5 Ty M0 + 2,525 M oar Mg < 2
~1.5,-1.9 55
oy Pxy Ty L 2
—32_ -1.2
6, 7"y 7 <2
6.224%2- 0200 < 2
55,05 —3.5
7Ty w2
2.5035r5 1 < 2

7m6—1.2x;7.3$§5.4 < 2

/ *8
(21, 22, T3, T4, T5, Tg, T7, Ts) € R

(2.37)

Ce probleme est convexe (tres simple a vérifier et a résoudre).

Lemme 2.1.5. i f.
Avec f strictement convexe sur ’ensemble des solutions admissibles convexe alors le minimum
global pour le (PNLC) est unique.

Démonstration. Soient x1, xo deux solutions globales et x # x5.

f(z1) = f(x2) = min  f(x)

x,admissible

= par convexité

T+ To 1 1

—> par stricte convexité

1 1

F(6) = £+ 52) < 3 Fw) + 3 Fla).

=— contradiction.
Ou autrement :
Soit £ €]0, 1] .

e = Ex1 + (1 — §)xo; xe # 21
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flae) < &f(x1) + (1 = &) f(x2).(convexité / strict)

< f(z1).

Ce qui donne une contradiction, sachant x; minimum global. [(contradiction)].

Ce qui prouve le lemme.

Exemple 2.1.9. Soit le probleme suivant :

(5092, 0as? 4 T 02220 4 3ag 182 0Pl + ot + w3 + exp(y + 22) — min
8.207 3812283 + 0.2, 16+223: x50 < 1
203323 T35 < 1
1.627%% 04 <1
7208502 200 < 1
L1xt6a42s3® <1
17234213 <1

1.1,.7.3,.—5.6
1.3z Tarag®” <1

/ *8
\ (ZE’I,£2,x3,$47$5,l’6,$7,x8) €R+

(2.38)

Ce probleme est non convexe (pas simple a résoudre mais pris en charge par I'optimisation

globale).
Théoreme 2.1.17. Pour le probléme (PNLC), si les conditions de K.K.T sont satisfaites en x*

alors x* est minimum global.

Démonstration. Soient (z*, \*) un point K.K.T.

Il est normal d’avoir,

L(z,\*) < f(z).

De plus
L(x, \*) = L(x*, \*) + (x — 2)' V. L(z*, \").
L(z*, \").
> f(a")
Et donc
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Exemple 2.1.10. Soit le probleme suivant :

( —2% + 5wy — 22179 + 679 — dwy23 + Trz — 23 — 4w973 — 25 — 6 — Min

—22 4 511 — 21179 + 679 — 4T 113 + Twz — 25 — dwoxy — 22 <5
—x2 + 51y — 21179 + 61y — 4Ty W3 + Ty — 13 — 4913 — :L"§ > 2

<r1 <2

N
N

0
0 i) 2
0

N
N

xT3 2

L (x’l,fﬂg,l'g), € ]R:i

(2.39)

Ce probleme quadratique est assez intéressant a résoudre car celui-ci n’est pas convexe (tres
simple a vérifier).
Par application des théoremes ci-dessus d’analyse mathématique, le probleme est assez complexe
a résoudre. Donc nous pouvons le situer dans le cadre des problemes en optimisation globale et
nous allons présenter son prototype de résolution (la solution) en fin de chapitre suivant consacré

a "l'optimisation globale.”

2.1.8 La dualité en programmation convexe [17, 34, 22, 81]

Le but de la dualité est de trouver une transformation pour le probleme initial, le probleme
original est le primal celui transformé est le dual. La théorie de la dualité est souvent attachée a
la notion des multiplicateurs de Lagrange, si bien que en optimisation, on trouve des méthodes

primales, des méthodes duales et des méthodes primales duales par exemples.
Définition 2.1.14. Le probleme dual associé au probleme convexe (PNLC) est le suivant :

L(z,\) — maz

(PNLCD) = (2.40)
VoL(z,A) =0 X\ >0Viel

Théoréme 2.1.18. Soit (z*, \*) mazimum du probleme dual (PNLCD) et si le Hessien du La-
grangien est régulier en x* et si les contraintes du (PNLCD) sont qualifiées en (x*,\*)', alors z*
est un minimum du (PNLC).

Démonstration. De maniere équivalente

Soient les problemes P et D primal et dual respectivement :
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f(z) = min

Pegw<o  were (241)

9(x) = (91(x), 92(), .., 91 ()’

L(z,\) = f(zx) + Ng(z) — ma,
D ’ (2.42)
V.L(z,\) =0 A= 0,Viel,xeR”

B* € R™ les multiplicateurs de lagrange existants associés au probleme D et son maximum

(x*, A*)". Dans cet ordre d’idées,

g(z*) + B*¢'(z*) < 0.
Vo L(x*, \*) + B*V2L(x*, \*) = 0.
B*V2L(z*, \*) = 0.

g* =0.
Donc a partir de cela :
g9(z") <0
Et donc
x*
minimum de P. ]

Théoréme 2.1.19. (Dualité faible)
Soit x* minimum du probléme convexe primal (PNLC). Si f et ¢;,¥i € I sont continument
différentiables (la condition de régularité vérifiée), alors (z*, \*) résout (PNLCD ) et de plus :

f(z™) = L(z", \").
Démonstration. De part le théoreme (K.K.T), il existe des facteurs de lagrange A avec :
Vo L(z*, A7) = 0, Agi(2") = 0.

Cela pour tous les indices.

= f(z") = L(z*, \").

Considérons une solution du dual (z, A).

L(z*, \*) = f(z").
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I
> f(a") + Z Aigi(2").
> L(z*, ).
> L(z,\) + (2" — 2)'V,L(x, ).

> Lz, A).

Ce qui prouve le résultat.

Théoréeme 2.1.20. (Dualité forte)
Soit T une solution réalisable du probléme convexe primal (PNLC) et (x,\) une solution réalisable
du probléme dual (PNLCD) alors :

f(z) = L(z, \).

Démonstration. Soient T, solution du primal et (x, A), solution du dual.

Par convexité :

Et donc

l
f(@) = fz) + Z Aigi(z) = L(x, ).

Ce qui prouve le Résultat.
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Définition 2.1.15. Point "selle”

On distingue un point important dans la théorie de la dualité, autour duquel sont batis beaucoup
d’algorithmes de résolution de programmes mathématiques, en occurrence le point "selle”.

C’est un point (z*, \*) tel que :

L(z, \*) < L(z*, \") < L(z*, \).
Pour tout (x,\)" satisfaisants les contraintes.
Théoreme 2.1.21. Soit,

(x*, \*) est un point selle du Lagrangien pour (PNLC) <= (z*,\*) satisfait les conditions
KKT pour (PNLC).

2.1.9 La dualité en programmation
mathématique non convexe [17, 34, 81]

Soit la formulation générale dans X (convezre) C R™, d’un probleme non linéaire est :

( f(z) = min

h(z) =
(PNLG) (2.43)
g(z) <0

| z€ X; X =R".

Les fonctions f de R™ vers R, h de R™ vers R™ et g de R™ vers RP.

Son probleme dual est le suivant :

(A, v) = max

AV
(PNLGD) = v=0 (2.44)
(\v) e X,

(A v) = L(x,\,v) = min s Xy ={ v\ v) > —oo}.

reR™

Théoreme 2.1.22. Etant donné :

x* solution du probléme primal (PNLG) et considérons la fonction dual . Soient A € R™ et
veRP, v>=0 alors :

(A v) < f(zh).

Démonstration. Btant donné :

¢()‘7 V) = HlinxeR” L('Tv )\7 V)‘
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ming,cpn L(z, A\, v) < L(z*, A\, v) = f(z*) + Nh(z*) + Vg(z*) = f(z*) + V' g(z").

(A v) < flz7),

Théoreme 2.1.23. (Concavité - converité du probleme dual) :
Etant donné le probléme dual (PNLGD) du primal (PNLG) alors la fonction objectif du dual est

concave et les contraintes du dual sont convezxes.

Démonstration. Etant donné :

& variable primal, § et § variables duales.
0+#0,0=(\v),0=(\D).

0,0 € Xp,v>=0,02>0

£ € R tel que 0 < B <1 et considérons la fonction L :

L(z, 50 + (1 — B)0) = BL(x,0) + (1 — B)L(z,0)
min L(z, 80 + (1 — 8)0) > min SL(z,0) + min(1 — B)L(x, 0)

zeRn zeRn zeRn
(B0 + (1= B)0) = Bv(0) + (1 — B)y(0).

Donc 1) est concave. De plus, on remarque pour 6 et @ pris & partir de Xy, la combinaison convexe

po+(1—-p)0 € X,. O

Théoréme 2.1.24. Etant donné :
x* solution du probléme primal (PN LG) et considérons la fonction dual y. Soit (X*,v*) la solution
associée du probléme dual (PN LGD) alors

Démonstration. Etant donné :

Le théoreme précédent, on prend tout simplement A = \* et v = v*. O

Corollaire 2.1.1. Etant donné :
Le probléeme primal (PNLG) et considérons son probléme dual (PNLGD) alors :
- Si le probleme primal est non borné, alors le probleme dual est non admissible.

- Si le probleme dual est non borné, alors le probleme primal est non admissible.

Démonstration. Soit,
le cotit du primal optimal tendant vers - I'infini, il ne peut y avoir de variable duale (X, v)" pour

cela. On procéde de fagon identique pour le cotut du dual optimal tendant vers 4+ I'infini. O



CHAPITRE 3

Optimisation Globale et Contribution a
I'Optimisation Globale

3.0.10 Introduction : L’optimisation globale [78, 86]

L’optimisation globale est une branche au carrefour des mathématiques appliquées et de
I’analyse numérique consistant en l'optimisation d’une fonction ou d'un ensemble de fonctions
suivant certains criteres. Typiquement, un ensemble de bornes et plus général les contraintes sont
également présentées et les variables de décision sont optimisées en tenant compte des contraintes.
L’optimisation globale se distingue de 'optimisation locale par son objectif de trouver le maximum
ou le minimum absolu sur ’ensemble des valeurs du domaine de définition, par opposition a la

recherche de minimas ou maximas locaux.

3.0.11 Domaines d’application de 'optimisation globale [34, 16]

— L’ajustement de courbes : Par ’analyse des moindres carrés linéaires ou non linéaires et

d’autres généralisations, pour ajuster des parametres de modeles aux données expérimentales

en chimie, physique, biologie, économie, finance, médecine, astronomie, ingénierie,...etc.

— Prédiction de structures : Comme dans les cas de problemes économiques,

météorologiques, psychologiques, médicaux,...etc.

— La logique floue : Avec des applications potentielles : scindées sous trois catégories : le

raisonnement dans l'incertain (systemes experts, configurations systemes, la maintenance
de parcs matériel,...etc), la commande automatique floue et la robotique. Sans oublier que
les problemes de type flou en optimisation globale peuvent étre imprégnés du caractere

stochastique.

— Les problemes de Ratios : En économie essentiellement. Probleme du voyageur de

commerce vers les problemes de tournées de véhicules en grandes dimensions avec options

20
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par exemples de fenétres temps.

— Conception de circuits électriques.

— Chimie et controle optimal : Les résolutions des équations de Schrodinger.

— Vérification de la sécurité : Ingénierie de la sécurité (par exemple, structures mécaniques,

batiments).

— Analyse des cas les plus défavorables.

— Verres a lunettes.

— Problémes mathématiques spéciaux (par exemples, les conjectures ).

— Problémes d’emballage d’objets (conception de configuration).

Dans le cadre de l'optimisation globale, on s’intéressera a 'optimisation a une dimension et a

I'optimisation a plusieurs dimensions.

3.0.12 Les techniques d’optimisation dans R [34, 16, 17]

En général 'optimisation unidimensionnelle n’est pas toujours aisée, en effet on retrouve les
mémes difficultés que dans l'optimisation en dimension supérieure (différentiabilité, convexité,

continuité, lipschitzien, minimas locaux et globaux,...etc.).

Définition 3.0.16. Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b], et soit z* son argument
minimum sur cet intervalle. On dit que f est unimodale sur [a, ], si elle est monotone strictement

décroissante sur [a,z*[ et monotone strictement croissante sur |z*, b|.

& Méthode dichotomique

Pour calcul de x*. Méthode simple mais peu efficace, a chaque itération nécessite 02 évaluations
et permet de réduire de moitié l'intervalle, avec une vitesse de convergence linéaire de rapport %
Pour f unimodale sur [a,b] : a = 21 < 29 < 23 < x4 < x5 = b, seuls les cinq cas suivants peuvent

se présenter, avec x3 milieu de [a, b] et xo, x4 milieux respectivement de [zq, x3], [z3, 5]

2’/ fz1) >
3/ fw1)
4/ f()
5/ f(z1)
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& Méthode du nombre d’or

La méthode de la section dorée est plus économique et conduit a une vitesse de convergence

V5-1
2

fonction f & chaque itération. L’intervalle est découpé en 3 au lieu de 4 (cas de la méthode

linéaire en fonction de (inverse du nombre d’or) pour une économie d’évaluations de la
dichotomique).
Pour calcul de z*. Pour f unimodale sur [a,b] : a = 21 < 23 < 23 < x4 = b seuls les cas suivants

peuvent se présenter.

1/ f(x1) < f(a2) < flw3) < f(z4)
2/ f(x1) > f(xa) < flzz) < f(4)
3/ f(w1) > flze) > f(xs) < f(w4)
4/ f(x1) > f(w2) > f(z3) > f(24)

Deux méthodes de détermination des zéros d'une fonction : la méthode de Newton-Raphson et la
méthode de la sécante.
Les motivations d’utilisation de ces deux méthodes sont par exemples dans les méthodes dites de

descentes (recherches linéaires) ou dans le calcul matriciel (calcul des valeurs propres).

& Méthode de Newton
Soit f une fonction de classe C! dont on sait qu’elle admet au moins un zéro. Supposons que 'on
connaisse la valeur de f au point 2° ainsi que la valeur de f’(2°). Une approximation g de f au

voisinage de z° & travers le développement de Taylor a l’ordre 1, donne :

g(x) = f(2°) + f'(2%)(x — 2”).
Algorithme

La fonction g est linéaire (f'(x°) # 0), on calcule son zéro z' donné par :

En réitérant le procédé, on peut ainsi engendrer une suite (2%)ren, qui sous certaines conditions

- converge vers un zéro de f.

Théoréme 3.0.25. Soit f de classe C? et x* son zéro. Si f'(x*) # 0 et si 2° est suffisamment
proche de x*, la suite engendrée par la méthode de Newton converge vers x* et la vitesse de conver-

gence est quadratique.

& Méthode de la sécante
Méthode similaire a la méthode de Newton précédente. La fonction f approximée par g passant

par les points (z°, f(2°)) et (2!, f(z')), on définit 2% le zéro de g, autrement-dit

SR R e 0 B
TSy~ ey )
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Algorithme

On définit une suite récurrente de type :

Pk (2" — a1 F(a).

f(@h) — f(ah=1)

Que l'on peut arréter en fixant un nombre maximal d’itérations ou test de proximité entre z¥*!

et zF.

Propriété 3.0.1. La vitesse de convergence asymptotique de cette méthode est superlinéaire dans

le voisinage x*, racine de f.
)

Ces méthodes sont restrictives, n’exploitent pas assez les éléments des fonctions a optimiser
ou a traiter.
C’est dans ce sens qu’on utilise des méthodes plus rigoureuses afin d’obtenir des résultats plus

raffinés a savoir entre autres, optimums globaux avec multiplicité.

& Méthode Branch and Bound . [68, 101, 95, 57, 47, 18]
La méthode de Branch and Bound (B.B) est une méthode pour l'optimisation globale. Méthode
basée sur la subdivision du domaine réalisable en plusieurs sous ensembles. Pour chaque sous
ensemble on construit par exemple une borne supérieure et une borne inférieure pour la fonction
objectif afin d’inhiber les parties non réalisables ainsi que les parties non susceptibles de contenir
I'optimum global et de travailler sur le reste des parties. A noter que cette méthode exploite les

outils de ’analyse convexe.

Principe de la méthode

Soit (PG) un probleme d’optimisation globale.

(PG { f(x) = min 51)

z € D.

f continue non convexe. D convexe ou pas. D (subdivisé en Dy, ).
L’algorithme (B.B) consiste a engendrer des suites {UBy} et {LBy} des bornes supérieures et
inférieures respectivement de la valeur minimale de la fonction objectif de (PG).

Les bornes supérieures et inférieures a l'itération k sur I'ensemble Dy ( subdivisé en Dy; ) :

{ U By, = min(U By). 52)

Le principe est le meilleur d’abord. Tout sous ensemble sur lequel la borne inférieure dépasse

U By, sera évidemment éliminé.
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& Méthode Holder mixée (combinée) (B.B) [68, 101, 57, 47, 18].

Soit f une fonction continue pour le probléme d’optimisation globale (P) suivant :
(P) (3.3)

I =[a,b] = Iy : intervalle de R. f continue vérifiant la propriété de Holder.

(i.e.)

Vo e ILVy e I,|f(x) — f(y)| < Ll — y|=.

L : constante strictement positive (constante Lipschitzienne), a > 1.

Remarque 3.0.7. L’algorithme pour la résolution de (P) se base sur la construction de fonctions

bornes inférieures combiné a la méthode Branch and Bound.

Algorithme HOL' dans R

lLLeel;=[a,V],j=0,1,2........ k, k € N.
2. 7=k, I = [a* V], e>0, L >0.
3. Evaluations : f*(z), ff(z),z = 2%, LB, UB,.

fi(x) = fi(z), = z=2a"
LBy, = fi(a*) = fy(2")

fi(x) = f(a¥) = L{z = a*)=
fi(@) = fOF) = LOF — @)=

(3.4)

4. Si UBy, — LBy, < €, Stop on a la solution pour (P).

=1z

UBy = f(z) = min(f(z))
LBy = fi(z) = f{(2)
(3.5)

5. Sinon subdiviser I, en sous intervalles, soient : I;; et ;9.

2
ULk = I In N L = 0.

=1
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6. Construire les problemes des bornes inférieures et supérieures sur I, et Ie,7 = 1..2.
7. Soit

UBk_H = min(UBkl, UBkg, UBk)
LBk_H = mm(LBkl, LBkQ) = LB]H<
(3.6)

8. Iy = {Ir1, Ir2}
9. Eliminer tous les sous ensembles I ki, = 1,2 tel que

LBkj > UBk+1-

Ik—i—l:[k*
10 . k=k+ 1 aller a 4.

Théoréeme 3.0.26. (Gourdin et al pour la minimisation ) [47, 18]

L’algorithme HOL' est fini ou bien converge asymptotiquement vers l'optimum.

& Méthode oo BB [11].

Soit le probleme suivant en optimisation globale :

min b(s
(P) { s€[s s CR.

Avec b non convexe et de classe C?, fonction réelle sur I'intervalle [s°, s'|. Beaucoup de méthodes
ont été élaborées pour étudier ce type de probleme en littérature, (voir [42]).

Cette méthode se basant essentiellement sur la borne de floudas pour la résolution.

& Méthode KBBm. [3]

Cette méthode traite le méme probleme que celui ci-dessus.

& Méthode Efficient BB. [24]

Soit le probleme suivant en optimisation globale :

min b(s
(P) { s€[s s CR.

Avec b non convexe et de classe C?, fonction réelle sur U'intervalle [s°, s'].
Cette méthode a été présentée en conférence internationale de Constantine, était sélectionnée et
puis publiée dans le journal (A.ILP 2017).

Sera présentée en détails et fait partie du chapitre contributions a I'optimisation globale.
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& Méthode Best Efficient BB. [90]

Soit le probleme suivant en optimisation globale :

min b(s)
(P) { s€[s s CR.
Avec b non convexe et de classe C?, fonction réelle sur I'intervalle [s°, s'].

Cette méthode a été soumise au journal RAIRO, acceptée et puis publiée aussi dans le journal
RAIRO (RAIRO 2018).

Sera présentée en détails et fait partie du chapitre contributions a 'optimisation globale.

3.1 Problemes pratiques en optimisation globale

Pour avoir une idée sur les cas réels en optimisation globale, choisissons d’expliciter cet
échantillon qui suit en forme et type de résolution :

® a) En optimisation ou ’ajustement de courbes [78, 86, 16]

Par exemple en optimisation, s’agissant du probleme suivant :

1 2 -

(7 — 28)° = min
5 < x; <80 (3.7)
x; € Njo=1..4.

* Les problemes de transport, production et affectation classiques dont il s’agit de minimiser les

couts alors que les fonctions objectifs respectives ne sont pas convexes.

* Soit par exemple ce probleme :

3z? + 23 — 21179 — Max
—3x? — 222 + bwyre < —3
723 + 822 — 3x119 = —200
{ —3x? — 222 — 8xyw5 < 350
10z, — 429 < 50

-10< 72 <10

| —10 < 2, < 10.

Donc la difficulté de résolution de ces problemes se sent.

® b) Prédiction de structures [7]
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Considérons le programme linéaire stochastique sous la forme suivante :

P { d(w)xr — min 59)

reD={x>0 Az <b}

c est un vecteur aléatoire, A = (a;;); b = (b;) sont déterministes.

Parmi les méthodes offertes pour la résolution de ce type de probleme, on recense la méthode de
Katota et donc :

La minimisation de a- fractile de la fonction de distribution de l'objectif avec « choisi par le

décideur.
U — min
(P){ Pw/d(w)r <u)=a (3.10)
re€D={x>0,Ax < b}.

Dans le cas gaussien et donc :

Plw/d(w)r <u)=a <

(w)yx — 7 (w)z S U= d(w)x _ (u - E’(w)x)
va'Vx S Va'Vx va'Vx

¢ est la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite et V' matrice

Pw/d(w)r <u)=a= P(w/C/

variance covariance.

Cela revient donc a résoudre :

dw)x+ o a)y/2'Vz) — min
(3.11)
re€D={x>0,Ax <b}.

7 (w)z + ¢~ (a)\/2'Vz) est convexe si ¢ Ha) 20 <= a >
On sent déja la difficulté de résolution.

N[ —=

Si de plus A et b sont des variables aléatoires, alors on complique la résolution en imposant par
exemple un seuil de probabilité individuelle «; pour chaque contrainte avec 0 < a; < 1. Donc La

convexité de chaque contrainte non assurée.

® c) La logique floue [59, 7, 17, 68, 101, 57]

Le domaine flou est tres visible en médecine, industrie ou autres :

Soit le probléme non linéaire suivant (PNL) :

f(x) = mazx

(PNL) { (3.12)

gi(r) <0,i=1,..,m.
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Les fonctions f, g;, sont de R" — R.
A noter que dans le domaine du flou, on recense entre autres, le modele Robuste et celui du flexible.
A ce dernier on peut lui associer le probleme non linéaire flou flexible suivant :

f(z) = mazx

(PNLF) { ) (3.13)
g:(2)<0,i=1,...,m.

Les symboles maz et < représentent les modeles flexibles ou flous des symboles classiques de
maximiser et < respectivement.

Toute exigence par rapport a la fonction objectif f et aux contraintes ¢;,7 = 1..m peut se
représenter par des fonctions d’appartenances p;(g;(x)),7 = 0..m, on a par convention po(f(x))
qui est fio(go(z))-

Afin de déterminer le degré de satisfaction, on doit déterminer les fonctions d’appartenances

ii,t = 0..m, de la forme suivante :

(1, gi(z) < gi
pi(gi(@)) = ¢ di(z), gi < gi(x) < g},i=0.m (3.14)

En se basant sur les principes de Bellman, Zadeh et sakawa définissant le degré total de satis-

faction eu égard aux fonctions d’appartenances, cela s’exprime par :

pp(w) = mini—o.m(pi(gi(7))).

La solution optimale z* réalisant le meilleur degré satisfaction est donnée :

max(mini=o.m (i (gi())))-
Ce dernier probleme peut se reformuler comme suit :
A — max
A< pi(gi(x)),i =0..m (3.15)

0<AL L

Ce type de problemes fera appel aux principes de 'optimisation globale.
® d) Les problemes de Ratios [78, 86, 16, 68, 101, 57]




Optimisation globale 59

Ce sont des problemes assez fréquents en économie, il s’agit de maximiser une somme de

plusieurs rations.

m ai+2?:1 ijTj
N e e
Lin (s s, ) = mas (3.16)

z € {0,1}", ou, (x € N"), ou, (x € R¥").
Dans ce cadre, on voit la difficulté quant a la résolution de problemes de la sorte.
® e) Le controle optimale [98, 86, 16, 68]

Par exemple, soit a résoudre ce type de probleme en commande optimale :

J(u) = ( /2)x(T1) Qx(Ty) + ¢ o(T1) — min
W = Aw(t) + bu(t), #(0) = zo

Hx(T}) = g

d. <u(t) <d*tel0,Th].

Dongc, c’est a la fois un probleme non convexe et dynamique, impliquant beaucoup de difficultés

dans la résolution.
»p»» Méthodes de résolution numérique

Les problemes de controle optimal que ce soit en économie ou autres ne sont pas toujours
solvables analytiquement avec aisance. Donc, il est opportun d’user de méthodes adéquates
numériques ou autres. On peut trouver existantes différentes méthodes pour les problemes de
commande optimale, chacune avec ses avantages et ses inconvénients. Le choix de la méthode
dépend du probleme. On distingue deux types de méthodes en controle optimal, les méthodes

directes et les méthodes indirectes (apres transformation du probleme éventuellement).
»»>»»p»p» Méthodes indirectes

Pour des informations et commentaires sur ces méthodes, on peut consulter 'article d’Emma-
nuel Trélat, ([98] controle optimal : théorie et applications).
Basées sur le principe du maximum de Pontryagin ([98, 91], [92]) au quel cas on dispose d’une
condition nécessaire d’optimalité, il faut vérifier a posteriori 'optimalité de la trajectoire calculée.
Ces méthodes sont précises mais tres sensibles aux conditions initiales, nécessitant une étude
théorique et par exemple la structure de commutation doit étre connue a 'avance. Elles sont
efficaces dans toute dimension. Il existe des versions probabilistes pour ces méthodes. Pour les

résolutions ces méthodes utilisent, entre autres des outils géométriques et algébriques.

» > p» Méthodes directes

L’optimisation globale prend une part importante dans ce sens (Linéarisation par exemple).
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Pour les méthodes directes, on exhibe (par exemple) la méthode de résolution par la program-
mation linéaire, qui est la méthode adaptée appelée aussi méthode du support /ou simplex
([8, 72, 87, 23, 48]). Ces méthodes permettant d’avoir des solutions approchées tres précises ou une
solution exacte. Une autre méthode directe est la méthode de discrétisation du probleme initial.
Pour un probleme de départ, on fait une discrétisation de la commande sur ’espace du temps par
exemple. On obtient un probleme de programmation linéaire par exemple ou autres qui peut étre
pris en charge par les méthodes de résolution a grandes dimensions (méthode Adaptée) ou [34].
L’inconvénient de cette version est ’obtention d’une solution approchée. La mise en oeuvre des
méthodes directes est simple, car ne nécessitant pas une étude théorique préalable, on n’étudie

pas les variables adjointes ou on ne connais pas a ’avance la structure des commutations.

3.2 Exemple

Soit le probleme suivant ([98]) :

{ i(t) =y(t), =(0) (3.17)

y(t) = u(t), y(0)=
Soit le controle u(t), t € I = [0,T] vérifiant |u(t)] < 1. Soit a résoudre le probleme en temps

0,

minimal pour atteindre le point final (0, —1), en partant de 'origine.
Exhibons la solution : Avec les deux méthodes directe et indirecte.
Soit I’Hamiltonien du systeme (3.17) est :

H(x(t), y(t), pa(t), py(t), u) = pa(t)y(t) + py(t)u + p°.
Ou p, et p, sont les composantes du vecteur adjoint. Elles sont solutions du systéeme

Pu(t) = ZF = —palt).

Et donc ce systeme sera équivalent a :
{ pz(t) = Cste =,
py(t) = =7t + p

Soit I'expression de 'hamiltonien :
H = p,(t)y(t) + py(t)u +p°.

Alors quelque soit la valeur de p°,

o _ o
ou  Ou

u extrémal < u = sign(py(t)).

(py(t)u + pa(t)y(1)),
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Selon Emmanuel Trélat, ([98]).

De 1a, le controle extrémal sera le suivant :

{ -1 si  p,(t) <O,

u(t) =
+1 si p,(t)>0, tel.

On a exécuté une méthode indirecte, les résultats sont tracés dans la figure (3.1).

Trajectoire Controle
1 1
05F
0.5
U L
0
0.5
0.5
At
1.5 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0 0.5 1 15 2 25

FIGURE 3.1 — Trajectoires et commandes optimales avec la méthode indirecte.

Dans le cas d'une méthode directe, on discrétise la commande u(.) et I'état x(.) par utilisation
de la subdivision :

O=tho<ti<ta<..<ty=T.

Le probleme (3.17) deviendra le suivant :
T — min

Sous les contraintes :

i +1] = 2l + 31,

oli 1] = gl + culd

Les résultats de ce probleme sont tracés dans la figure (3.2).
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Trajectoire Contrale
1 1 T
T
= Pl g 0.5
(x B :
] ]
0
o5l o |
e
-
= L
. o 0.5
1_5 1 L L L L
0.2 0 0.2 0.4 06 0 05 i 1.5 2 2.5

FIGURE 3.2 — Trajectoires et commandes optimales avec la méthode directe.

Les controles extrémaux auront en plus une commutation. Soit t;, ce temps de commutation.
La trajectoire obtenue pour u(t) = 1 sur [0,¢] et pour u(t) = —1 sur [t1,T] est :

" Sit € [0,1], on aura y(t) =t et z(t) = t2.

" Sit € [ty,T], on obtient y(t) = —t + 2t; et z(t) = —5t2 + 2t — t3.

Les trajectoires obtenues avec u = +1 puis u = —1 sont montrées dans la figure (3.3).

FIGURE 3.3 — Trajectoires optimales.

3.3 Méthodes de résolution
en optimisation globale [68, 101, 95, 57]
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Remarque 3.3.1. Il existe par exemple des méthodes en optimisation globale pour des cas
particuliers.
C’est ainsi, pour des cas de généralisation de la notion de la convexité (pseudo convexe/quasi

convexe /etc.) voir [108, 69]

Pour les techniques d’optimisation globale, nous recensons au moins les méthodes suivantes.

A . Les méthodes déterministes (exactes)

& al) La programmation anti-convexe en général [68, 101, 95, 57, 53, 56|
On définit un probleme d’optimisation globale anti-convexe par :
f(z) = min
xeD (3.18)

g(x) > 0.

f, g des fonctions convexes finies de R™ et D un ensemble convexe fermé dans R".

G ={z e R" g(x) > 0}.

Ou bien encore

{ f(z) = min (3.19)

zec DNAG.

On a bati toute une théorie autour du type de probleme ci-dessus, au point qu’il existe une

interaction entre ce type de probleme et la programmation (D.C) (différences convexes).

Théoréme 3.3.1. (Pour le probleme d’optimisation globale anti-convexe)

Toute solution optimale se trouve dans D N OG. Avec OG désignant la frontiere de G.

On définit un probleme d’optimisation globale D.C par :
f(x) — min
reD (3.20)
gi(x) < 0.

f, i, = 1..m des fonctions (D.C) (différences convexes) de R™ et D un ensemble convexe dans R™.

On définit un probleme d’optimisation globale D.C canonique par :
dx — min
h(z) <0 (3.21)

g(x) = 0.
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h, g des fonctions convexes de R". ¢ € R"™.

En particulier, on définit un probléme linéaire d’optimisation globale anti-convexe par :

dr — min
Ar < b,z >0 (3.22)

g(x) > 0.

A matrice m x n; ¢,z € R"; b € R™ et g convexe.

Dans ce cadre plusieurs variantes de méthodes sont proposées, entre autres :
*/Annexation Polyedrale. [68, 101, 95, 57, 53, 56]

*/Approximation Externe. [102, 68, 101, 95, 57, 53, 56]

* /Techniques des plans coupants.[82, 102, 68, 101, 95, 57, 53, 56]

& a2) La méthode de Branch and Bound/Branch and cut/Branch and Prune.
[82, 102, 68, 101, 95, 57, 53, 56]
Pour ce type de méthodes, le principe est similaire comme pour le cas a une seule dimension.
Par exemple, la résolution pour les fonctions de Holder [47, 18] comme suit :

Soit f une fonction réelle continue pour le probleme d’optimisation globale (P) suivant :

(P) { ) = i (3.23)

reD.

D est un hyperrectangle non vide de R".
D = [al,bl] X [CLQ,bQ] X [ag,bg] X o X [an,bn] C R™
f continue vérifiant la propriété de Holder

(i.e.)

Vo e D,y e D,|f(x) - f(y)| < L|jz — y||=.

L : constante strictement positive ( constante Lipschitzienne), a > 1.

||.|| La norme euclidienne.

Remarque 3.3.2. L’algorithme pour la résolution de (P) se base sur la construction non pas de

fonctions bornes inférieures mais de points bornes puis combiné a la méthode Branch and Bound.

Algorithme HOL™ dans R" [47, 18]

1.z € D tel que x = (1, 29,23, ..., T,)’.
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DJ [ala ] [a27b7] Wwbﬂ g R”
7=0,1,2..k, keN
2.7 =k, pour Dy, e >0, L >0.

3. Evaluations : 2% = (cf,c§ % ... c*) LBy, UB;,.

( k k
( 2k ¢ [ak. bk b athi

xy € [alab ] 1= 3
k k
x5 € [a5, bS] ok = it

—= (3.24)

ke gk bk kb
T, € b k _ antby

ok = (c’f,cé,clg,. ) n) UBy = f( k)
LBy, = f(a*) — LA, B = (bF, 05,05, ..., bEY, A = (ak,ab,df, ..., ak)".
4. Si UBy, — LBy, < €, Stop on a la solution pour (P).

k=7
{ (3.25)
UBy, = f(z) = min(f(z))

5. Sinon subdiviser D;, en sous intervalles, soient : Dy et Dyo.
2
U Dri = Di, Dia 0 Dyo = 0

6. Construire les problemes des bornes inférieures et supérieures sur Dy et Dyo,7 = 1..2.

7. Soit

{ UBkJrl = mm(UBkl, UBkg, UBk)

LBk—i—l = mm(LBkl, LBkQ) = LBk*
(3.26)

8. Dy = {Dg1, Di2}.

9. Eliminer tous les sous ensembles Dyt = 1,2 tel que
LBM > UBk.H.

Dk+1 = Dk*
10 . k=k+ 1 aller a 4.

Théoréme 3.3.2. (Gourdin et al pour la minimisation) [}7, 18]

L’algorithme HOL"™ est fini ou bien converge asymptotiquement vers [’optimum.
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& a3) La méthode d’approximation externe [102, 68, 53, 56]

Soit le probleme
f(z) = min

hi(z) < 0,6 = 1.m (3.27)
g(x) = 0.
reR" H={xeR" h(zx) <0}, f,g,h; des fonctions convexes de R" — R.

h(z) = max;—1._m hi(z).
G = {z e R, g(x) > 0}.

Remarque 3.3.3. Pour cette méthode :

- Il existe au moins 02 variantes d’algorithmes.

- La convergence a été établie.

- Soit w solution optimale du probleme sans la contrainte anti-convexe.

Algorithme de la méthode

Soit ' € H N dG, posons a; = f(x'), ensuite on génére un polytope S; contenant le compact
convexe {x € H, f(z) < a1}, k= 1.

Itérations k =1,2,3........

Résoudre le sous probleme (Qy).

(Qr) : max(g(x),x € Sk).

Soit 2*, la solution optimale pour (Qy)

Si g(2*) = 0 alors stop (solution optimale).
‘]

Sinon on cherche z* avec le segment [w, 2*] qui intersecte la surface maz{f(x) — ax, g(x)} = 0.

- (a) Si 2% € H, (h(2*) < 0) alors p* € 9f (%)

L(z) =< p¥, (. — ) > .

- (b) Si z* ¢ H, (h(z*) > 0) alors p* € dh(z*)
le(z) =< p¥, (x — 2%) > +h(aF)
Sie1 =Sk N{x € R", l;(x) <0}
TH = oF si b e H g(a®) =0

i,k—f—l k

=", sinon

apy1 = f(zF1) aller A l'itération k + 1.

& a4) La méthode des Plans coupants [82, 102, 57, 53, 506].
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Soit le probleme

( 'z — min
Ax < b
(3.28)
g9(x) =0,
(x> 0.
c,x € R, D ={x € R", Az < b,z > 0}, g fonction convexe.
A matrice m x n, G = {z € R", g(x) > 0}, D # ¢.
G # ¢, G° # ¢, D N G ensemble des solutions réalisables.
Le schéma de la méthode est :
Soit 2° la solution optimale non dégénérée pour le probleéme
dx — min
(3.29)
x € D.

Soit N (z"), 'ensemble des voisins de x°.

En choisissant 27 € N(2°) et calculons la diréction 27 = 27 — 2°.

Algorithme de la méthode
Supposons que les sommets voisins de 2° sont admissibles pour le probléme initial.
Dans ce contexte les points & rechercher 3’ sous hypotheses que : g(2°) < 0 et g(z?) > 0,27 € N(2V).

Cela se traduit par le probleme mathématique unidimensionnel :
t — min

g(a® +t(a? —2°) =0
t>0
y =2+ t(a? — 2°)
Ay’ <
9(y’) = 9(a’ +t(z! —2°)) =0

Ay’ = (2% + t(2? — 2°))

S

Conduisant :: a
_—
dy? < (7).
On note z* la solution optimale actuelle, soit 2% € N(2°) avec ¢z* < /z* alors on applique de

nouveau le probléme mathématique unidimensionnel avec z* afin de mettre & jour x*, on continue

le processus jusqu’a épuisement de N (zY).
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Remarque 3.3.4. Pour cette méthode :

Il existe au moins 03 variantes d’algorithmes.
& a5) La méthode DC (Difference Convex) et DCA (Difference Convex Algorithm) [104, 79, 85].

En résumé, la méthode D.C est une méthode inventée par Pham Dinh Tao et Le Thi Hoai
an. Cette méthode est souvent combinée a la méthode de Branch and Bound et Variantes, dans
le cadre de la résolution en optimisation globale.

Objet de la programmation D.C

La programmation D.C est I’étude et la résolution de programmes mathématiques, avec comme
hypothese celle que la fonction objectif étant la différence de 02 fonctions convexes, et donc sans

perdre de généralité, un programme D.C est présenté comme suit :

g(x) — h(x) = min
x € R".
(3.30)

g, h sont 02 fonctions convexes.
Domaines d’applications de la programmation D.C
*/ Résolution de problemes non linéaires, quadratiques, linéaires et autres.
*/ La programmation linéaire en variables mixtes (télécommunication, logistique et autres).
*/ Le probleme du Bin Packing.
*/ Combinée avec les algorithmes génétiques pour les problemes de fouilles de données.
*/ Traitements d’images par ordinateurs.
*/ Combinée avec les méthodes Méta heuristiques pour problemes divers.
Philosophie de la méthode D.C
Soit une fonction f : R" — R

* f est dite semi continue inférieurement en xq si pour tout € > 0, il existe un voisinage V' tel que :

Ve eV, f(x) = f(zo) — €.

* f est dite propre si elle ne prend pas la valeur —oo et elle n’est pas partout égale a +oo.

Conjugué de Fenchel-Legendre
On définit la conjuguée f* de f par :

f*(y) = sup{< z,y > —f(x),r € R"},y € R".

f* est I'enveloppe supérieure des fonctions affines < z,y > — f(z) sur R™.

* f* peut nécessiter la résolution d’un probléme d’optimisation.
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Le sous Gradient

Soit f une fonction convexe et propre sur R”, 3% est sous Gradient de f au point 2° tel que :

f(z%) # +o0, si:

<y’ x—a" > +f(2") < f(z), Vo € R,

On note par 9f(x) Pensemble des sous Gradients de f au point z°, appelé sous - différentiel.

Conséquences

Soit [y 'ensemble des fonctions convexes, semi-continues inférieurement et propres sur R”.
f€ly < frely f=["

y€of(r) < f(z)+ f(y)=<wz,y>etyecdf(z) < z€f(y)

Dualité en optimisation D.C

Soit le probleme primal (P)

a = inf{g(z) — h(z),z € R"}.

= inf{g(x) —sup{< z,y > —h*(y) : y € R"} : x € R"}.

= inf,cpn infyepn{g(z) + {h"(y)— <2,y >}}.

= inf, g {h*(y) — SUPepni{< 2,y > —g(7)}}.

a =inf{h*(y) — ¢*(y),y € R"} ce dernier probleme exprime le probleme (D) dual du primal (P).

Condition nécessaire d’optimalité local

Si z* est minimum local de g — h alors

Oh(x*) C Og(x™).

Condition suffisante d’optimalité local

Si z* admet un voisinage V' tel que

Oh(x) N dg(z*) # 0,Vz € V N dom(g).

Alors z* est un minimum local de g — h.

La théorie de la dualité en optimisation D.C permet le transport des minimas locaux prou-

vant ainsi que l'algorithme pour 'optimisation D.C (D.C.A) est primal dual.

Algorithme D.C.A

1. Soit 2° une solution initiale, k = 0 et € > 0.
2. 2% étant connue, calculer y* € Oh(a*).

3. Calculer 2+ € 9g* (y").

4. [|Jz**tt — a*|| < € Stop, k =k + 1 aller & 2.
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Remarque 3.3.5. L’algorithme D.C.A :

Construit 02 suites décroissantes (g — h)(z¥), (h* — g*)(y*) avec {z*}, {¢*}.
D.C.A sans calcul de pas.

D.C.A est primal dual.

le point initial réalisable ou non réalisable.

Théoréme 3.3.3. Pour l'algorithme D.C.A (Convergence finie).
Pour les suites (g — h)(z*) , (h* — g*)(y*) sont décroissantes.
Lorsque (g — h)(z*Y) = (g — h)(2%) Ualgorithme s’arréte a la (k + 1) itération et le point x*

(resp y* ) est un point critique de (g — h) (resp (h* — g*)).

Exemple 3.3.1. D.C et D.C.A
Soit f la fonction tel que f(z) = 12/Qx 4 b’z — min

reC={zxeR":|z||s <0}

D’apres la D.C :
f(z) = 32'Qx + Vx4 xc(z) avec x € R", x¢ fonction indicatrice.
Posons g(z) = &||z|]* + ¥z + xc(z) ; p. Bien choisi.

h(x) = £llal? = 2a'Qr.
Algorithme D.C.A
1. Soit 2% une solution initiale, k = 0 et € > 0.
2. 2% étant connue, calculer y* € Oh(z*) = (pI — Q)z*.
3. Calculer 2" € argmin{§||z||* — 2/(y* — b)}.
4. [|Jz**+t — a*|| < € Stop, k =k + 1 aller & 2.

& a6) La méthode d’analyse des Intervalles [78].
& a7) La méthode d’analyse Affine [86].
& a8) La méthode d’annexation Polyedrale [102].
& a9) La méthode Homotopique.
& al0) La méthode Dynamic Programming.
& all) La méthode Branch and Bound (Mixed Integer Programming) ([16],[71]).
Parmi les méthodes les plus récentes et a la fois efficaces, on peut recenser dans ce sens et entre
autres :
*/ Les Techniques de linéarisation pour les problemes d’optimisation globale.
*/ Les Techniques de convexification pour les problemes d’optimisation globale.
*/ Les Techniques de reformulation de problemes en Semi Défini Positif [9].
Beaucoup de méthodes liées a ces techniques s’apparentent de la méthode de Branch and Bound

et variantes.
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Les chercheurs qui sont a la pointe, on peut citer Alain Billionnet, son équipe et Elloumi coté
francais [16] et feu Floudas [45] coté américain, mais cela ne prouve pas que les autres sont a la
traine [101, 95, 57]. Les Logiciels ont aussi suivi ’évolution : Cplex, Mapple, Mathematica, Lingo,
Matlab,...etc.

& al2) Branch and Bound (Constraint Satisfaction Techniques)/C.S.P.
& al3) Methods based on real algebraic geometry.

& ald) Méthodes dites Barrieres. [34].

& al5) Méthode dite Aliénor [25, 26].

& a16) New Quadratic lower Bound in Global Optimization [89].

La liste des méthodes déterministes (exactes) ci-dessus est tronquée, si bien qu’il existe
encore d’autres méthodes efficaces de résolution, donc la liste est ouverte.

B . Les méthodes non déterministes

& bl) A Base recuit simulé.
& b2) A Base Monté Carlo.
& b3) A Base stochastique.

La liste des méthodes non déterministes ci-dessus est tronquée, si bien qu’il existe encore

d’autres méthodes efficaces de résolution, donc la liste est ouverte.

3.4 Notre premiére (1°) contribution
pour 'optimisation globale

Consulter [24]

Remarque 3.4.1. Pour notre Premiere (1°) contribution.

On a préféré présenter presque le contenu de ce qu’il a été soumis et publié.

Simulation of Efficient combination of two lower bound functions in univariate global
optimization.
ATP Conference Proceedings 1863, 250004 (2017) ;
https ://doi.org/10.1063/1.4992412 : : :Published Online : 21 July 2017
CHEBBAHMohammed Ouanes'mohand Zidna*ahmed
chbbheaQyahoo. fr! ouanes_mohandQyahoo.fr' ahmed.zidnaQuniv — lorraine. fr?
LITA UFR Metz, Univ Paul Verlaine - Metz, Ile du Saulcy, 57045 Metz, France?
Laboratoire LAROMAD University Tizi ouzou Algeria DZ!.



Optimisation globale 72

Considérons le probleme suivant

min f(x)
(P) { r € [2° 2 C R.

Avec f(x) (continue) non-convexe C? sur [2°, z1] de R.

L’optimisation globale de problemes unidimensionnels attire I’attention de plusieurs chercheurs non
seulement car cela survient dans plus d'une application en réalité mais encore les méthodes pour
ces problemes sont utiles pour des extensions aux cas multidimensionnels ou a la réduction du cas
multidimensionnel vers le cas unidimensionnel. Une classe d’approches déterministes, utilisant des
méthodes avec bornes inférieures, s’avere une stratégie efficace pour trouver le minimum global.
Ces méthodes permettent de se concentrer sur les régions prometteuses susceptibles de contenir le
minimum global.

Afin de résoudre un probleme d’optimisation globale, plusieurs enveloppes de méthodes y sont
proposées (voir [42] et références). Plusieurs méthodes ont été étudiées en littérature pour des
problemes d’optimisation globale en dimension 1. Parmi ces dernieres, nous pouvons citer la
méthode classique aBB développée dans [11], d’autres méthodes utilisant une borne inférieure
quadratique sont développées dans [51] pour le cas en dimension 1. Ces dernieres sont généralisées
dans [88]. Dans [45], une bonne borne inférieure convexe pour cas dimension 1 continue de classe
C? est proposée en utilisant des bornes inférieures quadratiques continues par morceaux obtenues
a travers la méthode aBB.

Dans [94], une variante & base branch and prune est proposée.

Les principales contributions de ce travail sont :
1. Amélioration de la borne inférieure quadratique donnée en [51].

2. La combinaison de cette borne inférieure quadratique améliorée avec la fonction borne
inférieure de la méthode aBB (voir [11]). Cette combinaison résultante est non différentiable
mais donnant une meilleure fonction borne inférieure. Pour calculer ces minimums, nous
résolvons un programme convexe.

3. Un test Convexe/concave et d’étapes pruning pour accélérer la convergence de 1'algorithme
proposé.

La structure du travail est comme suit. Les deux fonctions bornes dans [11] et dans [51], leurs
propriétés et la fonction borne inférieure quadratique améliorée sont présentées. Puis la nouvelle
fonction borne, propriétés, l'algorithme de résolution, sa convergence et enfin la présentation de

résultats numériques.

3.5 Background

3.5.1 Programmation factorable, amélioration (relaxation)

Définition 3.5.1. Les fonctions factorables sont des fonctions qui sont des sommes et produits
récursifs de fonctions univariées. Cette classe de fonctions suffit pour décrire la plupart des domaines

d’intérét d’application surtout en optimisation non linéaire non convexe.
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Exemple 3.5.1. Soient des fonctions factorables

n
flw) =) log(x,), f(z,y) = wy, f(z,y) = g (@, y, z,w) = Vexp(ay + zlogw)z3.
i=1

Remarque 3.5.1. McCormick [75], [74] a mis au point des techniques de délimitation pour pro-
grammes non linéaires. Ces techniques jouent actuellement un role central dans de nombreuses
implémentations liées aux problemes non linéaires (PNL). Le principe est quun facteur (PNL)
peut étre converti en une (PNL) séparable équivalente récursive. Puis par exemple, introduction
de nouvelles variables et contraintes. La (PNL) séparable peut étre traitée par des sous-estimateurs

et des sur-estimateurs appropriés des fonctions univariées impliquées.

Exemple 3.5.2. Soit la fonction

(2., 2,w) = Vexp(zy + zlogw)=?

1 =y, o5 = exp(z4)

Lo = log<w)7 Lo = 2’

T3 = 2T2,T7 = T5Te

Ty =1x1+ 23, f = Val.

Une maniere de convexifier le produit ¢ = z;x, selon (McCormick’s envelopes, [75],[74]) sur une

région [zl 2Y] est :

t > xJka + xﬁxj - ijxﬁ
t = a:Jka + kaxj — a:fxg
t < xka + ka$j - xfxg
t < a:éjxk + xﬁxj — x?mﬁ

Remarque 3.5.2. Il existe plusieurs variantes de ’approche factorable. Ces techniques introduites
dans le but de conversions a l'instar du dual pour le primal.

La factorisation et la séparation (en guise de nouvelles contributions) pour prendre le maximum
de domaines d’intéret d’application en optimisation non linéaire non convexe par exemple pour

notre cas.
Exemple 3.5.3. Soit le probleme d’optimisation dans R™ suivant en forme séparable (factorable)

flz) = Z x;ilog(x;) — min

i—1
a; < x; < b, a; > 0.
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Exemple 3.5.4. Soit la classe dans R™ de problemes d’optimisation suivante en forme séparable
(factorable).

n

flz) = Z filz;) = min

i=1
a; < x; < b, a; > 0.
Prise en charge facilement par notre algorithme dans R ci-dessous.

(Dans d’autres cas cet algorithme, étant étape intermédiaire).

3.5.2 La fonction borne inférieure dans la méthode aBB [11]

La fonction borne inférieure dans la méthode aBB sur Uintervalle [z°, z!] est donnée par :

K,
LBo(a) = /() = 220 a9’ — )
avec K, > max{0,—f"(z)},Vo € [2°,2!]. Les principales propriétés de cette fonction borne
inférieure sont :
1. Elle est convexe (i.e. LB!(z) = f"(x) + K, > 0,Vz € [2°, 21]).
2. Elle coincide avec la fonction f(z) aux extrémités de I'intervalle [2°, 2!] (i.e. par construction
de (LB, (z)).
3. Elle est une fonction borne inférieure (i.e. f(z) — LBy(z) = &2 (x — 2%) (2! — z) > 0,Vz €
[2°, 21]).

Pour plus de détails sur cela voir [11].

3.5.3 La fonction quadratique borne inférieure [51]

La fonction Quadratique borne inférieure développée dans [51] sur 'intervalle [29, 2] est donnée
par :
1 0
r = T —T K oy 1
x ——(zr—2") (" —x
I T - e )
avec K > |f"(x)|,Va € [xo,21]. Les principales propriétés de cette fonction borne inférieure sont :

1. Elle est convexe (i.e. LB} ,(z) = K > 0).

LBro(z) = f(z°)

xl — 0

2. Elle coincide avec la fonction f(z) aux extrémités de l'intervalle [z°, z'] (i.e. par construction
de LBLO<CL’)>

3. Elle est une fonction borne inférieure (i.e. (f(x)— LBro(z))” = f"(z)— K < 0,Vz € [2°, 2].)
qui implique que (f(x) — LBro(z)) est concave, est minimum aux extrémités de [2°, x!] alors
f(x) > LBro(z),Vz € [2° x!].
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3.6 La nouvelle fonction borne inférieure

Nous commencons ’amélioration de la fonction borne inférieure quadratique LBy en prenant
la constante K, > max{0, f"(x)},Vz € [x¢,x1] au lieu de K > |f"(z)|, comme dans [51]. Soit la

fonction borne inférieure quadratique améliorée

xt— r—1x% K

T 0 + f(xl)m — 7’1@ — 2% (2! — ).

LB,(x) = f(")

Proposition 1
LB,(x) > LBro(x),VYx € [x¢, 11].
Proof Par considération de LB (z) — LBro(z) = K_QK‘? (x — 2%)(z! —x) > 0,Vz € [2° 2] (ie.
K > K,) et la proposition est prouvée.

Proposition 2

1. LB,(z) est convexe sur [29, z!].
2. LB,(z) coincide avec la fonction f(x) aux extrémités de l'intervalle [29, z'].

3. LB,(z) est fonction borne inférieure de f(x) sur lintervalle [z°, z'].

Démonstration. 1. LBj(x) = K, > 0,Yz € [1°, 2'] alors LB,(z) est convexe.
2. Par construction de LBy(x).
3. Par considération (f(z) — LB,(z))" = f"(z) — K, = f"(x) — max{0, f"(z)} < 0,Vz € [2°, z!]

qui implique que (f(z) — LB,(z)) est concave sur [z°, z'], est minimum aux extrémités de
(2%, 21] alors f(x) > LB,(z),Vx € [2° z'].

]

Nous présentons maintenant la nouvelle fonction borne inférieure sur Uintervalle [z°, 2],

LB(x) = max{LB,(z), LB,(x)}.
Proposition 3

1. LB(z) est convexe sur l'intervalle [z°, z1].

2. Elle coincide avec la fonction objectif aux extrémités de l'intervalle [0, z'].

0

3. Elle est fonction borne inférieure de f(z) sur [2° x!] et meilleure que les deux bornes

inférieures LB, (x) et LB,(z) sur [z°, z'].
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Démonstration. 1. Elle est maximum de fonctions convexes sur l'intervalle [z°, z!] alors elle est

convexe.

2. Par construction de LB(x).

3. Par considération de LB,(z) < f(z),Vz € [2° z'] et LB,(z) < f(z),Vz € [2° 2] alors
LB(z) = max{LB,(x),LB,(z)} < f(z),Vz € [2° '], de plus elle est meilleure que les

fonctions bornes inférieures par construction.
]

Cette nouvelle fonction borne inférieure n’est pas une fonction lisse. Afin de calculer ses mini-
mums sur Uintervalle [2°, 2'], nous résolvons le probleme mingepo 1y max{LBy(x), LBy(z)} qui est

équivalent au probleme convexe suivant :

min z
st LBu(z) <z, LBy(x) <z
r € [2% 21,2 € R,

3.6.1 Test convexité/concavité

A Ditération k nous calculons K > max{0, f"(x)} et K} > max{0,—f"(x)} sur Iintervalle
[ak, bk]
1. Si K¥ =0 (i.e. —f"(x) <0,Vx € [ay, by]) alors f(x) est convexe sur l'intervalle [ay, by], toute
locale recherche donne le minimum global sur cet intervalle.
2. Si K} =0 (ie. f’(z) <0,Vx € [ay, b)) alors f(x) est concave sur 'intervalle [ay, by] et ses
minimums sont indiqués aux extrémités de cet intervalle.
Remarque 1

L’algorithme peut s’arréter a travers le test convexité/concavité si il est satisfait pour tous les

sous-intervalles.

3.6.2 Pruning method

Soit LB (x) la borne quadratique inférieure sur I'intervalle [ay, by] et UBj la borne supérieure
courante dans I’algorithme du Branch and prune. Nous résolvons, I’équation quadratique LB(’;(x) =

U By, comme vu dans [50][49]. Nous avons trois cas :

1. Onn’a pas de solution alors les entrées de Uintervalle [ay, by] sont inhibées (i.e. LBF () > UBy,

sur [ag, bg] alors cet intervalle ne peut pas contenir le minimum global).

2. C’est une solution double Z*, si f(z%) = UBy, = LB ("), I'intervalle est réduit en un point
(cette solution) nous mettons a jour cet ensemble (points) qui donne la borne supérieure, et
cet intervalle [ay, by est inhibé (i.e. le minimum de f(z) sur [ag, by] est rattaché a z%) sinon

les entrées de l'intervalle [ag, bg] sont inhibées (i.e. f(z) > UBy sur [ag, bg)).
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3. On a deux solutions distinctes a;' et b;' alors U'intervalle [ay, by] est réduit a [a;', b;'] (i-e.
f(x) > LB} (x) > UB; sur les deux intervalles [a, aj'[ et |bj!, by] alors les deux intervalles ne
peuvent pas contenir le minimum global). Nous répétons cette procédure jusqu’a f (a;;j’“) =
f(b%) = UBy.

Remarque 2

Si la solution optimale est trouvée a l'itération k et la condition d’arrét UBy, — LB, < £ n’est pas

satisfaite, la méthode pruning nous permet de confirmer cette solution et de stopper ’algorithme.

Nous présentons deux simples exemples.

Exemple 1

Cette fonction étant choisie, au hasard, on pouvait choisir une autre fonction dans les problemes
Tests par exemples. Soit f une fonction tel que f(z) = —2° + 2%,z € [0,2]. Nous avons
f"(z) =—6zx+2et —10 < f"(z) <2, K, =2, K, = 10. Les bornes inférieures sont données par

LB,(z) = 2* — 4z, LB,(v) = —2*+ 62> — 10x.

Le minimum de LB, (x) est atteint a x = 2 et alors il est le minimum global de la fonction objectif.
V6
3
fonction objectif. Pour cet exemple LB,(x) est meilleure que LB, (z).

Le minimum de LB, (x) est atteint au point x = 2 — qui n’est pas le minimum global de la
Remarque 3

Cette fonction étant choisie, au hasard, on pouvait choisir une autre fonction dans les problemes
Tests par exemples. Si nous prenons f(z) = z* — 2%, x € [0,2]. Nous obtenons K, = 10 et K, = 2.

Par conséquent LB, (x) est meilleure que LB,(z).

y
6
2
e — X
=05 | 1 2 2 f(x)
—21\ () .
\ I
\ —0.5 2y
\ _2 \‘-\ =
—6 ¢ By(x) LBz
\L'Ba{x] -
bl g —6
- 5l o LBy(z)

Fig. 1. (left) : f(z) = —2® + 2% and its two lower bounds LB,z (dashed) and LBy(x)
(bold). (Right) : f(z) = 2® — 2 and its two lower bounds LB, () (dashed) and LBy(x)
(bold)

Exemple 2

Cette fonction étant choisie, au hasard, on pouvait choisir une autre fonction dans les problemes
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Tests par exemples. Soit f une fonction f(z) = sinz + cosz,z € [0,2x]. Nous avons f"(z) =

—sinz —cosz et —2 < f"(z) < 2; K, = K, = 2. Les deux bornes inférieures sont données par
LB,(z)=1—-2(2r —z), LB,(z)=sinz+ cosz —z(21 — x).

Le minimum de LB,(x) est atteint au point x = 7, et LB,(7) = —1 — 7%, Le minimum de LB, (z)
est atteint au point x = 3.46, et LB,(3.46) = —11.02.
Pour cet exemple LB,(x) est meilleure que LB,(z).

Fig. 2. The function f(z) = sin(x) + cos(z) (bold) and its the lower bounds LB, (x)
(dashed) and LB, (z) (bold)

3.7 L’algorithme de Branch and Bound et sa convergence

Remarque 3.7.1. L’algorithme que nous proposons, est une variante d’algorithmes améliorables
et améliorés soumis dans des conférences internationales ou dans des journaux scientifiques
mathématiques.

Nous pouvons améliorer la technique Pruning (nouvelle contribution par exemple), ou tout simple-

ment, ajout de procédures d’accélération de la convergence pour 'algorithme (pour performance).

Méthode basée (sur le principe de séparation et évaluation / Branch-and-bound) (BB), est
une des méthodes la plus populaire dans le domaine des applications en optimisation globale
déterministe. Elle consiste en la subdivision de l'espace des solutions en petites régions ou la
borne supérieure et inférieure de la fonction objectif sont calculées. Selon ces bornes, chaque
région est explorée ou inhibée pour construire ’arbre de Branch and Bound. La solution globale
est obtenue une fois que la courante meilleure borne supérieure (UB) est proche de la courante
meilleure borne inférieure (LB) compte tenu d’une tolérance spécifiée €. Nous introduisons 1'al-

gorithme pour recherche de la solution globale du probleme (P) et nous montrerons sa convergence.
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Algorithme Branch and Bound (BB)
Etape 1 : Initialisation
a) Soit e donné un petit nombre et soit [ag, by] 'intervalle initial.
b) Calculer K = max{0, Supaeiao,bo)(—f"(2))} et K = max{0, supaeagpo) [ ()}
c) Appliquer Test Convexité/concavité.
d) Appliquer le pruning test afin de réduire et mise a jour de l'intervalle recherché.
e) Soit k := O,TO = [ao,bo],M = TO.
f) Calculer LBp(x) et LBJ(x) sur T°, et résoudre le programme convexe pour obtenir la solution
optimale 2% et sf(sf = 7).

min {z : LB)(z) < z,LB)(z) < z,z € R,z € T°} (3.31)

g) Soit UBy := min { f(ao), f(bo), f(s5)} = f(3°), LBy = LB(T°) := 2",

h) Si UBy — LB, < ¢ alors imprimer s°

sinon Set M + {T°}, k+ 1

comme e-solution optimale; Sortie algorithme.

Etape 2 : Itération

a) Etape Sélection
— Selection T* = [a, by] € M, Pintervalle tel que LBy = min LB(T*)

b) Etape Bissection
— Bissection T* par deux sous-rectangles TF = [a}, b}], T = [a2,b?] par procédure subdivi-
sion via s7.
¢) Etape Calculs
— Pour i = 1,2 faire
1. Calculer K} et K} sur I'intervalle T
2. test Convexité : si K¥ = 0 alors mettre & jour LB(TF) et UB(TF) et aller & étape d
3. test Concavité : si K} = 0 alors mettre & jour LB(T}) et UB(T}) et aller & étape d
4. Test Pruning : Calculer LB} et résoudre LB;" = UBj, pour réduire l'intervalle re-
cherché [a}, b} ]
5. Calculer LB (x). Soit 2* et s}, solution pour le probleme convexe
min {z : LBY(z) < 2, LBY(2) < z,z € R,z € T}'} (3.32)
et LB(TF) = 2¥

6. Soit M « M\J{TF: UB, — LB(TF) > ¢,i = 1,2} \ {T*}.

d) Etape mise & jour
— Mettre a jour borne supérieure :UByy1 := min{U By, f(al), f(b}), f(s;)} :== f(5%)



Optimisation globale 80

— Mettre a jour borne inférieure : LBy = min{LB(T) : T € M}.

— Suppression a partir de M tous les intervalles T tel que LB(T) > UBy, — €.
e) Etape arrét

— Si M = () alors Sortie 3* solution optimale et sortie algorithme

~ sinon soit k < k -+ 1, et aller 4 Etape 2a).

— test d’arret UB, — LBy, < €.

3.7.1 Convergence

Dans le théoreme suivant, nous allons voir la convergence de notre algorithme.

Théoréme La séquence {5"} ({T%}) générée par l'algorithme converge vers la solution op-

timale pour le probleme (P).

Démonstration. Si Dalgorithme s’arréte a litération k qui peut étre obtenu par la condition
d’arrét UBy, — LBy, < € ou le test convexité/concavité ou la méthode pruning alors on obtient une

solution exacte ou une e—solution optimale.

Supposons maintenant que I’algorithme est infini, alors il doit générer une infinité de séquences
{T*} avec T* = [ay, b dont les longueurs décroissent vers zéro, alors ces séquences {T%} décroissent
vers un singleton. De plus nous devons voir que limg_,(UBy — LBy) = 0
Soit UB%, et LB¥, la borne supérieure et inférieure obtenues dans [51]. On peut voir aisément
que UBy, — LBy, < UB%Y, — LB%,. En effet, nous avons

1. UB%, > UB;, car nous ajoutons dans notre algorithme le test pruning étape et le test

convexité/concavité qui améliore la borne supérieure.
2. LB¥, < LBy par construction de LBy(x).

Par conséquent, nous avons

0< UBy — LB, < UB%, — LBk,

= [() = flan) 2= — f(br) 2+ K (sp — ar) (b — s7).

Puisque, nous avons [[36],[51]]

1) = Flan = — o2 < 2

by, — ay,

et

K K
—(sp —ag) (b — sx) < max (—(x —ag)(bp — ) = — (b — ak)Q.
2 Z‘e[ak,bk} 2 8

Donc (UBy, — LB;) — 0 quand k — oo et la séquence {3*} converge vers la solution optimale du
probleme (P). Le théoréme est prouvé. O
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3.8 Reésultats des calculs numériques

Nous commencons par des exemples illustratifs :
Exemple 3

On considere la fonction f(z) = sinz, x € [0, 27]. Nous avons
f"(x) = —sinx,
-1 < f"(x) <1,K, = K, = 1. Les bornes inférieures :
LB,(z) = —%x(27r — ), LB,(r) =sinx — %x(27r — ).

Puisque f(0) = f(27) = 0, donc pas de pruning étape. Par résolution du probleme convexe
: . 1 1
min ¢ z : sinx — 595(277 —1x) <z, —§$(27r —z)<zzeRzel0,2n];.

Nous obtenons, 20 = —

2,58 = w(xh = 7) et LBy = 2, UBy = 0. Nous scindons [0, 27| par
subdivision via sj = .

Nous considérons en premier 'intervalle [0, 7], nous calculons K} = 1, K; = 0. Pour le test
Convexité/concavité : K; =0 = f est concave sur [0, 7] ses minimums sont atteints en 0 et 7. De
la méme maniere, pour l'intervalle [rr, 27|, nous calculons K2 = 0 et K q2 = 1. Par utilisation du
test Convexité/concavité : puisque K2 = 0, alors f est convexe sur l'intervalle [r, 27]. Minimum

est atteint & 37“ L’algorithme s’arréte au global minimum 5! = 3% avec f (37”) =—1.

El
Exemple 4

Pour I'exemple qui suit. Nous avons f(z) = sin(z) + cos(x), x € [0, 27].
f"(z) = —sin(x) — cos(z).
-2 < f"(x) <2; K, = K, = 2. Les bornes inférieures sont données par
LB,(z) =1—-2z(2r —z), LB,(r)=sin(z)+ cos(z) — z(2m — x).

Puisque f(0) = f(27) = 1 alors pas de pruning étape. Par résolution du probléme convexe
. . 1 1
min < 2 : sin(x) + cos(z) — ISIJ(QW —x)<z1- Ix(27r —z)<zzeRuzel02n];.

Nous obtenons 2° = 1 — 7% a2} = m et LBy = 2°, UBy = —1, 3° = 7. Ensuite nous scindons
[0, 277] par subdivision via s} = 7. On commence par I'intervalle [0, 7], nous calculons K}' = /2

et K;' = 1. Par utilisation du test Convexité/concavité, aucune modification. Par utilisation du

Pruning étape, nous calculons LB,'(z) = 1 — 2 — lu(r — x) = UBy = —1. Nous trouvons deux

solutions, 1.2732 et 7 alors U'intervalle [0,7] est réduit a l'intervalle [1.2732, 7] (i.e. la portion

[0,1.2732] écartée). En plus, nous calculons LB,"*(x) sur 'intervalle [1.2732, 7] et nous résolvons
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I’équation quadratique LB;M(@ = —1, cette procédure s’arréte sur l'intervalle avec le point m
optimal et UBy;; = LBy; = —1.

Considérons le second intervalle [, 27], nous calculons K1? = 0 alors par test convexité/concavité,
f est convexe sur U'intervalle [7, 27|, nous appliquons une locale recherche pour trouver le minimum
sty = 255 f(s7,) = —V2 = UBy» = LBys.

Nous avons UB; = LB; = —+/2 et l'algorithme s’arréte apres deux itérations avec la solution

optimale 5' = 5T avec f(2) = —/2.

2 (z) 3T
o o 2 2 X
-1 R 1T  3\4 5 7
\ 2
\\ ;,
\\ ;,
i ]
—5 A\ !
\\ !r
AY !‘
\LBy(z) / /
\\ ff
—10 a(z) ol

Fig. 3. The function sin(z) (bold), the lower bound LB, (z) (dashed) and the lower
bound LBy (z) (bold)

Maintenant nous donnons quelques problemes test et comparons notre méthode avec les
méthodes présentées dans [51] (par exemple Numeva entre autres) en termes de nombre d’itérations.
L’environnement expérimental est implémenté autour du logiciel MATLAB et exécuté sur ordina-
teur DELL avec la configuration Intel Core I3 CPU M370 / 2.40 GHz and 4GB RAM.

Remarque 4
Nous constatons a la table ci-dessous que le nombre d’itérations dans notre algorithme de branch
and prune est moins important que le nombre d’itérations dans les algorithmes de [51] pour toutes
les fonctions test. La nouvelle fonction borne inférieure combinée avec le pruning étape et le test
convexité /concavité nous ont permis des réductions significatives des nombres d’itérations.

Sans comparaison des deux bornes inférieures et par seulement la résolution du probleme
convexe dans notre algorithme BB proposé par exemple on aboutit a des résultats plus que satis-
faisants.
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TABLE 3.1 — Comparatif de résultats de calculs avec les algorithmes (par exemple Numeva ) dans

[51] avec € = 107S.

Problem Function [a, b] Nbrteration Nbrteration optimal
our algorithm of algorithm in [51] solution
1 2% — 1527 4 2727 + 250 [—4,4] 2 17 2.999934
2 £prt [~5,5] 2 120 2.414197
3 (32 — 1.4) sin(18z) [0, 1] 1 3 0.966086
4 2(x —3)2 + e [—3, 3] 1 13 1.590704
5 (z + sin(z))e " [—10, 10] 5 100 -0.679576
6 — = sin((i + 1) + 1) [—10,10] 20 31 -6.720123
-0.436912
5.846301
7 sin(z) + sin(3%) + In(z) — 0.84z  [2.5,7.5] 2 11 5.455267
8 sin(z) + sin(Z) [3.1,20.4 7 23 17.039213
;
4
X

\\ s
. LBa{m} 1’

-

Fig. 4. The function sin(x) + cos(z), the lower bound LBa(x) (dashed) and the lower
bound LBy (z) (bold) on the interval [0, 2. Also the lower bounds LB/ (z) and LB](z),
respectively LBZ2(x) and LBZ(x) are given on [0, 7] respectively [m,2n]. Note that

LB2 (z) coincides with f since Ké’ =)

On donne maintenant la comparaison entre notre méthode et la méthode dans [45]

(Floudas).
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Muméro MNomhbre Global Optimum Momhbre Global Optimum X OBSERVATIONS
du d'intervalles Floudas d'intervalles | MNouvelle Méthode | Nouvelle Méthode
Probléme Floudas Nouvelle Motre Méthode
Meéthode
1 16 -1 4 -1 7.B53581522644350 ;
14.137166777212814
2 g -1 z -1 £.283185305508640
3 1 0 1 0 0.959599157232
4 &4 -17.58287 15 -17.582871815180280 | 6.B54525586331536
5 1024 —0_ 020003 1 —0_ 020903 0.06781274
b 16 —0_ 951597 Fi -0.552856752547345 2.839347106361456
7 g -6.262872 1 -6.262872004177839 | 6.520063241795233
B 16 0. 077590 z -0.07 7585685058573 | 0.9022007 74288853 0.07 758968503897
) 16 0_21131% 1 0.211314612658343 | 0.224BB2434B7BE52
10 16 -0.478362 3 -0.478361B65651453 | 0.724BS6BOEE50575
11 4 -5 .B15675 z -5.815674542578210 | 5.B72BEE36T7472354
12 B -7.047444 3 -7.047444074140848 | 5.1343538369777209
13 g -4 601538 3 -4 601307546066266 | 5.1997BGE3BRBT0OSTE
14 4 -0.14110 z -0.141100487712490 | 0.408237030060561
15 16 -0.870BB5 5 -0.B70BB54B2641672 | 4.B580471BB91 7565
16 16 -0.031245 10 -0.031245441 358060 | 5.791756658745343
17 1 0475689 1 0. 4756BB626380756 | -0.787851416247242
18 g 0 4 0 3.141584237231236;
6.28318083088 7630
15 &4 -1 2 -1 -0.000044 732677344
20 1 1 1 1 (0 CoCRCRCeCRCRCeCeCeCeCeCe e
21 16 1 2 1 0.000055473416505
22 4 -0.918397 3 -0.918357340885205 | 3.2510706B6033197
23 &4 -0.824235 5 -0.824239398456595 | -0.679575338135825
24 4 -0.027864 3 -0.0278640701594811 | 3.926086265091935
25 g 35 3 35 2.0094354271217541 .
4 1BEYS1036001182
26 g 0.367879 4 0.3678754411 5.759584452678B632 ;
3..665150B47312067 ;
1.570795741097562
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27 8 -0.451388 4 -0.4513878188E 5.006390855245568 ;
1.864797813057123

28 8 -1 4 -1 4.712397606983803 ;
10.995573997239797
17 278759613821912

29 2 -0.410135 2 -0.410315206527357 | 3.Be2077972154700

30 16 -0 718282 5 -0.718281789521809 | 2.617937458512833

31 WE HAVE NOT
PARAMETERS

32 1024 -1 8 -1 0,212206487
0,060345688
0057874517
0,042441322
0,033506303
00276759122
0,0:23578500
0,020536123

33 32 -12.03125 19 -12.031249441334111 | -6.774573824849375

34 4 -0.535534 3 -0.535533905932071 | 2.414211465942532

35 WE HAVE NOT
PARAMETERS

36 1 -0.35 1 S5.05000000:0093115 | 2.000012866129532 5. 050000000095 11

37 4 -32.78126 2 -32.781261290208491 | 0.713679797555900

38 8 7 B 7 2 9999917166

39 1& -1 4 -1 1.381976858751345;
3.618035944847370

40 4 -85 4 -85 2.0000589455943136

3.9 Conclusion

Dans ce travail nous avons proposé l'algorithme de branch and prune pour calculer tous les

minimiseurs globaux pour des fonctions unidimensionnelles sous contraintes de variables bornées.

L’algorithme utilise la combinaison de deux bornes inférieures et use la technique du pruning

aussi bien que le test convexité/concavité afin d’accélérer le processus de recherche. Les résultats

numériques montrent que notre méthode proposée est efficace.

Le développement software est basé autour de l’algorithme présenté dans notre article. On

peut considérer la procédure Prunning, par simple exemple comme étant une méthode d’optimi-

sation type CSP et par conséquent 1’accélération de la convergence.

Le software (développé sur matlab 2009), est testé sur 40 problemes test [45]. L’article [45] est

intéressant méme seulement avec le nombre d’itérations (parametre tres important). Dans nos

prochains travaux nous envisagerons le parametre temps d’exécution CPU.
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3.10 Perspectives

*/Nous prévoyons d’améliorer le travail dans R".
**/ Obtenir un algorithme pour le multi-objectifs, dans R".
ik / Exhiber de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes avec des parametres
flous et stochastiques dans R".

#ik /Nous prévoyons d’améliorer le travail dans R™ avec des espaces mixtes ou discrets.

Illustrations d’itérations pour des problemes Tests :

Problemes Objectif [ s0, s1]
f0 b(s) = +s* — s° [0,2]
f1 b(s) = sin(s) + sin((3 *s)/10) + log(s) —0.84 s | [2.5,7.5]
f2 b(s) = 0.75 * sin(s) + 0.25 * cos(s) [0,1]
£3 b(s) = sin(s) + sin((2 * s)/3) [3.1,20.4]
f4 b(s) = (3*5—1.4)*32’71(18*5) [0,1]
f5 b(s) =2x (s —3)* + exp((s?)/2) [-3,3]
f6 b(s) = s® — 15 % s* + 27 % s* + 250 [-4,4]
f7 b(s)=(s*—5H*s+6)/(s*+1) [-5,5]
£8 b(s) = (8 + sin(s)) * exp(—s?) [-10, 10 ]
f9 b(s)=s"—3xs>—15xs"+10x%s [-5,5]
f10 b(s)= — Zi:g(n x sin((n) *x s+ (n—1))) [-10, 10 ]

Probleme Test f0 : b(s) = +s* —s3, Vs € [0, 2].
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abcisse s

Intervalle Intitulé Intervalle | Intervalle reduit s* (Optimal)
To [0, 2] [ 2.00 ,2.00] 2.00
Solution en 1 Itération.

Probleme Test f1 : b(s) = sin(s) + sin((3 x s)/10) + log(s) —0.84 s , Vs € [ 2.5, 7.5].
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= : : : T : : : : :

abcisse x
Intervalle Intitule Intervalle Intervalle reduit  s* (Optimal)
Th [2.5,75] [ 5.0545 , 7.5] -
Ty [ 5.0545 , 6.0069] | [ 5.0545 , 6.0069]  5.455267
Tio [ 6.0069 , 7.5 ] [ 7.5 7.5] -

Solution en 02 Itérations.

Probléme Test 2 : b(s) = 0.75 x sin(s) + 0.25 x cos(s), Vs € [0, 1 ].
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0.9

0.2
0

0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
abcisse s
Intervalle Intitule Intervalle | Intervalle reduit s* (Optimal)

1o

[0, 1]

[0, 1]

0

Solution en 1 Itération.

Probléme Test 3 : b(s) = sin(s) + sin((2%s)/3), Vs € [ 3.1, 20.4 ].

89
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abcisse s
Intervalle Intitule Intervalle Intervalle reduit  s* (Optimal)
T [3.1,204] (3.1, 10.426 ] -
Th [3.1,11.263] | [3.7872, 11.2634] -
Tio [11.263 , 19.426] | [11.263 , 18.835] -
T [3.7872 , 7.4956 | [3.7872 , 7.4956 | -
To [7.4956 , 11.263 | | | 7.4956 , 11.263 | -
To1 37872, 5.6414] | [3.7872, 5.6414 ] -
Tao 5.6414 , 7.4956 | | [5.6413 , 6.040 | -
Tu [7.4956 , 9.4948 | | [ 7.4956 , 9.4948 ] -
Tio [9.4948 , 11.263 | | [ 9.4948 , 11.263 | -
T [11.263 , 15.0060 | | [9.848 , 11.263] -
159 [15.0969 , 18.835 ] | [15.0969 , 18.835 | -
Te1 [15.0969 , 16.9661 ] | [16.560 , 16.9660 | -
Tso [16.9661 , 18.835] | [15.0969 ,18.835]  17.0392131

Solution en 07 Itérations.

Probléeme Test f4 : b(s) = b(s) = (3*s—1.4)xsin(18xs), Vs [0, 1 ].

90
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abcisse s

Intervalle Intitule

Intervalle

Intervalle reduit

s* (Optimal)

g

[0, 1]

[0.80125 , 1]

0.966086

Solution en 1 Itération.

Probléme Test f5 : b(s) = b(s) = 2% (s — 3)? + exp((s?)/2), Vs € [ -3, 3 ].

91
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e ! ! ' ! !
160
140

120

abcisse s

Intervalle Intitule Intervalle | Intervalle reduit s* (Optimal)
Ty [3.3] [3,3] 1.5907040

Solution en 1 Itération.

Probléeme Test 6 : b(s) = b(s) = s% — 15 x s? + 27 x s> + 250, Vs € [ -4 , 4 ].
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1000

800

800

700

600

500

400

300

200

100

abcisse s

Intervalle Intitule  Intervalle | Intervalle reduit s* (Optimal)
Ty ['373] ['373] -
Th [3,2.7651] | [-3.00,-3.000]  -3.0000
Tr (27651, 3| [2.76513]  2.99993421

Solution en 02 Itérations.

Probléeme Test f7 : b(s) = b(s) = (s* —5xs+6)/(s*+1),Vse [-5,5].

93
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abcisse s

Intervalle Intitule Intervalle

Intervalle reduit

s* (Optimal)

T [-5,5] [1.5,5] -
Ti [15,325]| [1.53.25] 2414197
Ti [325,5] | [0.6184 3.2499] -

Solution en 02 Itérations.

Probléeme Test f8 : b(s) = b(s) = (s + sin(s)) * exp(—s?), Vs € [ -10 , 10 ].

94
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1 I I [ I ! I [ !
B e i
A
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T 0 !
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[ R O W N T O |
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D8----- : ; Z
s | | | | i | | i
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 B 10
abcisse s
Intervalle Intitule Intervalle Intervalle reduit  s* (Optimal)
T [-10,10] [-10,10] -
Th [-10 0] [-10 0] -
Tio [010] [010] -
Ty 05] [05] -
Ty [510] [05] -
Tnn [0 2.5241 | [-1.2224 -0.2612] -
Ty [2.5241 5 | (252415 ] -
Tu [-1.2224 -.74183] | [-0.789 -.7418 | -
Ty [-0.74183 -0.2612] | [-0.7418 -0.2612] -0.679576

Solution en 05 Itérations.

Probleme Test f9 :b(s) = b(s) =s* — 3% s —1.5xs*+10*s,Vs€ [ -5, 5 ].

95
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1000 T T

800

600
=400
200 .
0 .
200 | | i | | i |
- -4 -3 -2 -1 0 2 3
abcisse s
Intervalle Intitule Intervalle Intervalle reduit  s* (Optimal)
T [5,5] [3.635 5 | -
Th [-3.635 0.6825 | | [-1.8069 0.6825] -
Tio [0.6825 5 | [0.6825 1.6243] -
Th [-1.8069 -0.5622] | [-1.8069 -0.5622] -1.0000
Th [-0.5622 0.6825] | [-0.9157 -0.5622] -

Solution en 03 Itérations.
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Probléme Test 10 : b(s)= —sin((2) x s+ 1) — sin((3) * s + 2) — sin((4) * s + 3) — sin((5) * s +
4) — sin((6) * s +5), Vs € [ -10 , 10 ].
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__________

____________

______________

__________

_________

______________

______________

Se s e e
abcisse s
Iterations  Intervalle reduit LB, UBy | s* (Optimal) Obs
1 [-9.2032 ,-8.8311] | -1.2168 -0.7511 -9.0276 Convexe
2 [-8.1341 , -8.1102] | -2.0114 -1.9602 -8.1102 Convexe
3 -8.1102 , -7.8800] | -2.0354 -0.8251 -8.0804 Convexe
4 [-6.9879 , -6.6800] | -3.3729 -0.8253 -6.7201 Convexe
D [-6.6800 , -6.6265] | -3.3179 -3.0890 -6.6799 Convexe
6 [-6.3721 , -6.0605] | -0.8244  0.1006 -6.3721 Concave
7 [-5.9017 , -5.6907] | -0.8454 -0.4738 -5.7290 Convexe
8 [-2.9200 , -2.5489] | -1.2168 -0.7550 -2.7444 Convexe
9 [-1.8509 , -1.8270] | -2.0114 -1.9601 -1.8270 Convexe
10 [-1.8270 , -1.5968] | -2.0354 -0.8251 -1.7972 Convexe
11 [-0.7047 , -0.3968] | -3.3729 -0.8253 -0.4369 Convexe
12 [-0.3968 , -0.3434] | -3.3178 -3.0891 -0.3967 Convexe
13 [0.5157 , 0.7332] | -0.8454 -0.4184 0.5542 Convexe
14 [4.3521 , 4.4708] | -2.0290 -1.6198 4.4708 Convexe
15 [4.4709 , 4.6235] | -2.0354 -1.4683 4.4860 Convexe
16 [5.5785 , 5.8864] | -3.3729 -0.8253 5.8463 Convexe
17 [5.8864 , 5.9398] |-3.3177 -3.0893 0.8865 Convexe
18 [6.1943 , 6.5058] | -0.8244 0.1009 6.1943 Concave
19 [6.6646 , 6.8756] | -0.8454 -0.4737 6.8374 Convexe
20 [9.5854 , 10.0000] | -1.2168 -0.5577 9.8220 Convexe

Solution en 20 Itérations.

10
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TABLEAU GLOBAL RECAPITULATIF (comparatif) DES RESULTATS SELON LES
METHODES [51]

Functions EffB.B | B.B S-LLB | N-LLB O-LLB | Zill Zil2 | Strong Pijav | Brent Batish
f1 02 9 12 12 19 33 29 45 462 25 120
f3 07 18 18 18 24 37 38 442 448 45 158
f8 05 29 73 73 94 125 165 150 3817 161 816
f10 20 34 13 19 35 35 34 98 376 229 83

Average 850 | 2250 29.00 | 30.50  43.00 | 57.50 66.5 | 158.75 1275.75 | 112.50 294.25

3.11 Notre deuxieéme (2°) contribution pour ’optimisation

globale.

Consulter [90].

Remarque 3.11.1. Pour notre deuxieme (2°) contribution

(le texte original soumis et publié).

Combination of two underestimators for univariate global optimization.

RAIRO-Oper. Res. : :Volume 52, Number 1, January March
2018 : :Page(s)177-186 : :DOI https ://doi.org/10.1051 /ro/2018013 : :Published

online 23 April 2018

Ouanes*mohand CHEBBAH' Mohammed Zidna*ahmed

ouanes_mohandQyahoo. fr' chbbheaQyahoo.fr' ahmed.zidnaQuniv — lorraine. fr?
LITA UFR Metz, Univ Paul Verlaine - Metz, Ile du Saulcy, 57045 Metz, France?
Laboratoire LAROMAD University Tizi ouzou Algeria DZ!.

On considere le probleme suivant :

(P){ 8 Emmb(s

Avec b une fonction continue non convexe de classe C? sur un réel intervalle [s°, s']. Multitudes de
méthodes ont été étudiées en littérature pour des problemes d’optimisation globale unidimension-
nels (voir [42] et références). Citons aussi I'importance de 'optimisation globale unidimensionnel.

Nous proposons une nouvelle borne inférieure qui combine les deux bornes inférieures données
dans [11][51]. Nos principales contributions pour notre travail sont : i) Construction de la nou-
velle borne inférieure qui est meilleure que les deux bornes inférieures (voir [11][51]), ii) Test

convexité /concavité est usé afin d’accélérer la convergence de notre algorithme branch and bound.

s, s'] C R.

iii) Comparaison avec la méthode présentée dans [45] en termes de sous intervalles.
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3.11.1 Motivations quant a I’utilisation de ’optimisation globale uni-

d.
6. ..

dimensionnelle

Calculs divers comme pour le cas en optimisation, quant a 1’évaluation des parametres Wolf
(premiere et deuxieme condition).

Horst et Tuy [56], [57] et bien d’autres utilisent I'optimisation unidimensionnelle comme
procédure intermédiaire dans le processus de résolution, cas de programmation anti-convexe
par exemple.

Les travaux de Patrick Siarry et Rachid Chelouah ou la méthode Aliénor utilisent 'opti-
misation unidimensionnelle pour résoudre des problemes dans R™ a travers des fonctions

réductrices pour le cas Aliénor par exemple.

. Floudas dans ses récents articles utilise 'optimisation unidimensionnelle pour résoudre des

problemes dans R".
Les problemes factorables/séparables et conséquences [75], [74].

.etc.

Exemple 3.11.1. Voici un exemple sur les variables séparables.

( f(z) = 2129 + 23 — 1023 + cos(exp(zy)) — min

—1 < 2,9 < +1
=5 < x3 < +10 (3.33)

0 < 2y < +10.

\

On propose le principe de séparation (a variables séparables) suivant :

i@, m2) = 2179, fo(ws) = 25 — 10235, fs(24) = cos(exp(w4)).

Exemple 3.11.2. Voici un exemple (optimisation sur un ) avec la factorisation de Smith Stan-
dard.

( f(x) = log(z122) exp(z1 + z2) + 221 — min
Wy = T1T2
Wy = X1 + T2
ws = log(wr)
(3.34)
wy = exp(ws)

Wy = W3W4

flws, z1) = ws + 2.
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Remarque 3.11.2. - Ces techniques introduites dans le but de conversions (en guise de contri-
butions).

- La factorisation et la séparation pour prendre le maximum de domaines d’intérét d’application
en optimisation non linéaire non convexe par exemple pour notre cas.

- Les exemples pour la suite, ont été choisis, on pouvait puiser dans les problemes Tests.

- On a présenté une variante de notre algorithme, cette derniere améliorée et améliorable.

- La reformulation de problemes d’optimisation dans R"™ (les probléemes Test de la Bi-
bliothéque Global Optimization) peuvent étre pris en charge par notre algorithme ci-dessous
ou du moins ce dernier peut étre étape intermédiaire de résolution.

- Ajout de procédures d’accélération de la convergence pour l'algorithme (pour performance).

3.11.2 La borne inférieure dans la méthode a«BB [11]

Soit K, un nombre réel positif tel que K, > max{0,—b"(s)}, pour tout s dans I'intervalle

[s9, s!]. La borne inférieure dans la méthode aBB sur l'intervalle [s°, s!] est donnée par

LBu(s) = b(s) — %(s — ) (st — s). (3.35)

Cette borne inférieure a les propriétés suivantes :

1. Elle est convexe (i.e. LBY(s) =b"(s) + K, > 0 car K, > —b"(s),Vs € [s°, s']).

2. Elle coincide avec la fonction b aux extrémités de l'intervalle [s°, s'] (i.e. par construction de
LB,(s)).

3. Elle est une fonction borne inférieure de b(s) (i.e. b(s) — LBa(s) = (s —s%) (s —s) > 0,Vs €
[s%,s1]).

Pour plus de détails voir [11].

3.11.3 La borne inférieure quadratique [51]

Soit K un nombre réel positif tel que K > |b”(s)|, pour tout s dans I'intervalle [s°, s']. La borne

inférieure quadratique développée dans [51] sur I'intervalle [s°, s'| est donnée par

sl — g +b(51)8_80 _5(5—80)(81—5)- (3.36)

sl — g0 2

LB,(s) = b(s")

sl _ o0
Cette borne inférieure a les propriétés suivantes :
1. Elle est convexe et quadratique (i.e. LB} (s) = K > 0).
2. Elle coincide avec la fonction b aux extrémités de l'intervalle [s”; s'] ( i.e. par construction de
LB(s)).
3. Elles est une fonction borne inférieure de b(s) (i.e. (b(s) — LB,(s))” = (V'(s) — K) < 0,Vs €
[s°, s'] qui implique que (b(s) — LB,(s)) est concave sur [s°, s'], les minimums aux extrémités
de [s°, s'] alors (b(s) — LB,(s)) > 0,Vs € [s, s'].
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Pour plus de détails voir [51].

3.12 Nouvelle fonction borne inférieure

Soit K, un réel nombre positif tel que K, > max{0,b"(s)}, pour tout s dans I'intervalle [s°, s']

et soit Lb(s) I'interpolation linéaire de b sur cet intervalle donnée par

s—sY

81_80'

st—s
ol _ g0

Lyb(s) = b(s") + b(s')

La nouvelle borne inférieure sur cet intervalle [s°, s'] est donnée par

_ Kgb(s) + KoLpb(s) K. K|,

LB
(5) Ko+ K, 2(Ka + K,)

(s —s")(s' — ). (3.37)

Proposition 3.12.1. i) LB(s) coincide avec b(s) aux extrémités de [s°, s1].

ii) LB(s) est convexe sur lintervalle [s°, s'].

Démonstration. i) Elle est par construction de LB(s).

_ Kqb"(s) KaKq _ Kq(Ka+tb'(s)) >
= Rt TR, = Rarr, = 0-En

effet K, K, sont des nombres positifs et pour tout s dans [s%, s'], nous avons (K,+0b"(s)) > 0.

ii) Pour tout s dans l'intervalle [s°, s!], nous avons LB"(s)

Alors LB est convexe.

[l
Dans le théoreme suivant nous montrons que LB(s) est une borne inférieure de b(s).
Théoréme 3.12.1. LB(s) < b(s), Vs € [s, s1].

Démonstration. Par calcul de la seconde dérivée de LB(s) — b(s), nous avons (LB(s) — b(s))" =
qufig_;(s)) —b"(s) = %ﬂ@)) > 0. Comme K, et K, sont des nombres positifs et K, —b"(s) >
0 sur [sY;s'], alors LB(s) — b(s) est convexe. Donc LB(s) — b(s) est négatif, qui implique que

LB(s) < b(s) dans [s°; s]. O

Nous allons montrer dans les deux prochains théoremes que la nouvelle borne inférieure est
meilleure que la borne inférieure classique développée dans la méthode aBB [11] et la borne

inférieure quadratique développée dans [51] respectivement.
Théoréme 3.12.2. LB(s) > LB,(s),Vs € [s°, s].

Démonstration. De la méme maniére comme ci-dessus, pour tout s dans [s%;s'], nous avons

Ka(Kq=b"(s Ka(Ka+b"(s
(LB(s) = LB(s))" = felfge®l) — |, — —Kalla i) <)
puisque K, et K, sont des nombres positifs et (K, + b”(s)) est positif sur Uintervalle [s%, s'];
alors (LB(s) — LB,(s)) est concave. Les minimums aux extrémités de cet intervalle, donc

(LB(s)—LB,(s)) > 0 qui implique que LB(s) est meilleure que LB,(s) sur l'intervalle [s°, s']. [

Théoréme 3.12.3. LB(s) > LB,(s),Vs € [s°, s'].
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Démonstration. Par calcul de la seconde dérivée de LB(s) — LB,(s), nous avons

_ Kb(s)) + Koy
K.+ K, K,+K,

(LB(s) = LBy(s))"

Premier cas : K = K, > K,

K b'(s)— K2 Kb'(s) — K2 K
LB(s) — LB,(s))" = —4 a < 4y (s) — K, )t
(LB(s) o(5)) Ko+ K, — KotK, (t(s) = K,) K.+ K,

Comme K,, K, sont des nombres positifs, (b"(s) — K,) < 0,Vs € [s°,s!], alors (LB(s) —

LB,(s)) est concave sur [s°, s']. Les minimums aux extrémités de l'intervalle, donc LB(s) —

LB,(s) > 0,Vs € [s° s'] qui implique que LB(s) est meilleure que LB,(s) sur l'intervalle
[s0, s1].
Second cas : K = K, > K,

Ky

_Kgb'(s) + K,K, — KK, — K K,
B K, + K,

(LB(s) — LB, (s))" e

= (V"(s) = Ky)

de la méme maniere comme ci-dessus, nous prouvons que LB(s) est meilleure que LB,(s).

[]

Exemple 3.12.1. On considere un simple exemple, b(s) = sins, s € [0, 27] tel montré dans figurel.

Pour cet exemple, nous comparons LB(s) avec LB,(s) et LB,(s). Nous avons

LB,(s) = sins — %s(?w —5), LBy(s)=—=s(2mr —s) et LB(s) = %LBQ(S).

1
2

Pour tout s dans [0,27], LB!(s) = —sins + 1 est positif alors est convexe sur cet intervalle,
donc LB,(s) < 0,Vs € [0,27]. LB} (s) = 1, alors LB,(s) est convexe, donc LB,(s) < 0,Vs € [0, 27].

— Nous avons LB(s) =
LB,(s) sur [0, 27].

— (LB(s)—LBy(s))" = 1(—sins+1)—1 = 3(—sins—1) < 0,Vs € [0, 27 alors (LB(s)— LBy(s))
est concave sur [0, 27] alors (LB(s) — LB,(s)) > 0,Vs € [0, 2r], donc LB(s) > LB,(s),Vs €

[0, 27] i.e. LB(s) est meilleure que LBy(s).

LB, (s) > LB,(s). Comme LB,(s) <0 alors LB(s) est meilleure que

N =
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Figurel : Comparaison de la nouvelle fonction borne inférieure LB(z) (bleue) avec les deux fonc-

tions bornes inférieures LB, (x) (rouge) et LB,(x) (vert) pour la fonction sin(z) (noir).

3.12.1 Test convexité/concavité

Afin  d’accélérer la convergence de mnotre algorithme branch and bound, le test
convexité/concavité est usé. Nous donnerons ici une description du test Convexité/concavité. A
I'itération k nous calculons K* et K é‘“ sur Uintervalle [ay, b] par utilisation des inégalités suivantes
K% > max{0, —b"(s)}, et KF > max{0,b"(s)} respectivement.

i) Si KfF = 0, alors —0"(s) < 0,Vs € [ax,br]), et b est convexe sur lintervalle [ay,by], toute

recherche locale donne le minimum global sur cet intervalle.

ii) Si K} = 0, alors b"(s) < 0,Vs € [ay,bi]) alors b est concave sur l'intervalle [a,by] et ses

minimum globaux sont rattachés aux extrémités de cet intervalle.

iii) Si K% = K¥ = 0 alors b(s) est affine sur [ay, b;] et ses minimums globaux sont rattachés aux

extrémités de cet intervalle.

Remarque 3.12.1. Si le test convexité/concavité est satisfait pour tous les sous intervalles alors

I’algorithme s’arréte.

Exemple 3.12.2. Nous considérons de nouveau le méme exemple, b(s) = sins, s € [0, 7).
OnaK,=1,K=1,et K, =0.

K, = 0 alors b est concave sur [0, 7], donc ses minimums globaux rattachés aux extrémité de cet
intervalle (i.e. a 0 et ).

Pour cet exemple le test convexité/concavité nous permet d’arréter l'algorithme a la premiere
itération et de trouver le minimum global alors que les deux méthodes dans [11] et [51] ne peuvent

le faire & la premiere itération (voir figure2).

1 : T :
f{x)=sink : . : . .
S N
N (B
~— ]
s v aa m
. phbeRiIIEt LRLEELE e SEL [B'q‘(xj """"""""""""""""""""""" =
be i i i ; i i
0 05 1 15 2 25 3 35|

Figure2 : La nouvelle fonction borne inférieure LB(zx) (bleue), la aB B fonction borne inférieure

LB, (z) (rouge), la quadratique fonction borne inférieure LB,(x) (vert) et la fonction sin(z) (noir).
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3.13 Algorithme et sa convergence

Nous présentons maintenant notre algorithme branch and bound

3.13.1 Algorithme

1. l.Etape Initialisation :

i) Soit € un nombre donné suffisamment petit, soit [s°, s'] I'intervalle initial, calculons K9 et
Kg tel que :
K3 > maz{0, =b"(s)},Vs € [s°,s'], et K > maz{0,0"(s)},Vs € [s°, s'] avec la méthode

d’analyse des intervalles par exemple.

ii) Test convexité/concavité
Si K% = 0 stop b est convexe, toute recherche locale donne la solution optimale.

Si K = 0 stop b est concave, la solution optimale est rattachée aux extrémités de [s°, s']
iii) Soit k := 0;T° = [ag, bo); M :=T°
iv) résolvons le probleme convexe min {LBy(s), s € T°} pour obtenir la solution optimale sf.
v) Soit UBy := min {b(ag), b(bo),b(s)} = b(s°), LBy = LB(T°) := LB°(s}).
2. Etape Itération. Tant que UB — LBy > ¢ faire
2.1 Soit T* = [ay, by] € M Vintervalle tel que LBy = LB(T*)
2.2 Scindons T* en deux intervalles TF = [ag, s;]; To = [}, bx]
Soit TF := [a}, bi] et Th = [a3, b?]
2.3 Pour i = 1,2 faire

a Test Convexité/concavité
— Calculons K¥ et K gi sur TF.
— Si K* =0, b est convexe, toute recherche locale donne la solution optimale s}; sur
TF, alors mise a jour LB(TF) = UB(TF) = b(s¥) et aller a c.)
~ Si K" = 0, b est concave sur TF, alors mise & jour LB(TF) = UB(T}) =
min{b(a}),b(b;)} et aller a c.)
b. Soit TF = [at, bi] Calculons LB¥(s)
Soit s7, la solution du probleme convexe min {LB’“(S), s € Tf}
c. Remplir M par les intervalles TF : M < M | J{TF : UBy—LB(TF) > ¢,i = 1,2}\{T*}
d. mise & jour UBy 1 := min{U By, b(at), b(bi), b(st,)} := b(s¥)
2.4 mise a jour LBy :=min{LB(T):T € M}
2.5 Supprimer de M tous les intervalles T' tel que LB(T) > UBy, — €.
2.6 Soit k:=k+1
2.7 Fin tant que

3. Sortie : 5% est solution e— optimale de (P).
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3.13.2 Convergence
Le théoreme suivant montre la convergence de notre branch and bound algorithme.

Théoréme 3.13.1. La séquence {3°} générée par l’algorithme converge vers la solution optimale
du probléme (P).

Démonstration. Si I'algorithme s’arréte a l'itération k soit par le test convexité/concavité ou la
condition d’arret UBj, — LB;, < ¢ alors on obtient une exacte ou e— solution optimale.

Si I'algorithme est infini alors il génére une séquence infinie {7%} d’intervalles dont les longueurs
hy décroissent vers zéro, alors cette séquence {1} réduite & un singleton, nous devons voir que
limy_0o(UBy — LBy,) = 0.

On a

0<UBy— LBy, =b(") — LB(s}) =

b(gk) . qu(sl’g)-‘rKath(sZ) + KoKy (S* - ak)(bk i S;;) _

Ko+Kq 2(Ka+Kq) \"k
Kq(b(5)—b(s1))+Ka (b(3°) — Lib(s5)) + 205 (st —ay) (b —s7)

KatKq :
Nous avons les inégalités suivantes :

i) K,(b(3%) —b(s})) = Kb (&N (3" — s3) < K,Cy (b, — ag), with Cy > |0/ (€F)| > 0,&F entre 5% et s}
(i.e. par théoreme de la moyenne).
ii) K, (b(3%) — Lyb(s})) < Ka|b(3%) — Lib(s})| < KoCo(by — ax) (i.e. voir [35]) avec Cy > 0.

i) Koo (sr — ap)(by — sp) < Bel(by, — ay)?

alors
0 < UBy — LBy < (b — ay) 252 0oy 0 quand k — oo (ie. {T%} = {[ax, bi]}

réduit & un singleton), donc la séquence {s*} converge vers la solution optimale du probleme
(P).

Ko Kg
8

]

3.14 Résultats numériques

Nous résolvons un ensemble de problemes tests trouvé dans [45] et comparons notre méthode
avec la méthode présentée dans [45] en termes de nombre de sous intervalles. L’environnement
expérimental est implémenté autour du programme MATLAB et exécuté sur un portable Dell
avec la configuration : Intel Core 13 CPU M370 at 2.40 GHz et 4GB RAM.

Dans (Table 3.2, Table 3.3), nous reportons les résultats de la performante comparaison de 1’algo-
rithme proposé BB et l'algorithme donné dans [45].

— NDbF est le nombre de sous intervalles usé dans [45].

— GoOF est 'optimum global trouvé dans [45].

— NbO est le nombre de sous intervalles usé dans notre branch and bound algorithme.

— GoO est l'optimum global trouvé par notre branch and bound algorithme.



Optimisation globale 106

— GsO est les solutions globales trouvées par notre branch and bound algorithme.
Avec notre branch and bound algorithme proposé, cela nous a permis de trouver toutes les solutions
optimales pour tous les problemes et le nombre de sous intervalles dans notre algorithme utilisé
moins important que celui utilisé dans [45] pour chaque fonction, de plus pour le probleme 36,
la solution trouvée dans [45] est fausse, alors qu’avec notre algorithme, nous trouvons la solution

optimale.

3.15 Conclusion

Nous avons proposé dans ce travail une nouvelle fonction borne inférieure dans 'algorithme
branch and bound pour l'optimisation globale de problemes unidimensionnels. Cette nouvelle
fonction borne inférieure est meilleure que la fonction borne inférieure classique développée dans
la méthode aBB et la fonction borne inférieure quadratique développée dans [51]. Les résultats
numériques expérimentaux montrent 'efficacité de notre branch and bound algorithme proposé.
Les extensions pour notre algorithme pour le cas multidimensionnel sont en cours de progressions

et réalisations.
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TABLE 3.2 — Comparaison en termes de sous intervalles entre notre BB algorithme avec 1’algorithme
donné dans [45].

Fct NbF GoF NbO GoO GsO
7.853081522644390
116 -1 PR 14.137166777212814
20.420352051661489
5o 8 1 | 6.283185305508640
3 10 10 0.99999157232
A 64 -17.58287 14 -17.582871815180280 6.894525086331936
5 1024 -0.020903 1 -0.020003 0.06781274
6 8 0952807 T  -0.952806792547349  2.839347106361496
S 6262872 1 -6.262872094177830  6.920063241795233
8 16 0077590 2 0.077539685038973  0.902200774288853
0 16 0211315 1 0.211314612658343  0.224882434878652
10 16 -0478362 3 -0.478361865691453  0.724896896650575
11 4 5815675 2 -5.815674542078210  5.872866367472354
128 7047444 3 -7.047444074140848  5.134338369777200
13 8 460138 3 -4.601307546066266 5.199786838870376
14 4 014110 2 -0.141100487712490  0.408237030060961
15 16 -0.870885 6  -0.870885482641672  4.858047188917565
16 16 -9.031249 7  -9.031249441398060  5.791796698749343
17 1 0475689 1 0.475688626380756  -0.787891419247242
3.141584237231236
g8 0 30 6.283180830887630
19 64 -1 | L0.000044732677344
20 11 L 0.000000000000000
0 16 1 5 1 0.000055473416505
92 4 0018397 2 -0.018397340885203  3.251079686033197
23 64 -0.824230 8 -0.824239398456395  -0.679575338135825
24 4 0027864 3 -0.027864070194811  3.926986265091935
9.004304271217541
258 35 335 4.188791036091182
5.750584452678632
26 8 0367879 4 0.3678794411 3.665190847312067
1.570799741097562
97 8 0451388 4 -0.45138781886 5-006390855245968

1.864797813097123
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TABLE 3.3 — Comparaison en termes de sous intervalles entre notre BB algorithme avec 1’algorithme

donné dans [45].

Fet NbF GoF NbO GoO GsO Obs
4.712397606983303

28 8 1 4 1 10.995573997239797
17.278759613821912

29 2 20.410135 2 -0.410315206527357  3.862077972154709

30 16 -0.718282 5 -0.718281789521809  2.617937458512833
0, 212206487; 0, 090945688
0, 057874517 0, 042441322

32 1024 - 8 -1 0,033506303; 0,027679122
0,023578509; 0, 020536123

33 32 -12.03125 19  -12.031249441334111 -6.774573824849375

34 4 -0.535534 3 -0.535533905932071  2.414211465942532

36 1 0.35 1 5.050000000093115  2.000012866129532 5.050000000093115

37 4 _32.78126 2 ~32.781261290208491  0.713679797555900

38 8 7 6 7 29999917166
1.381976898751345

3916 - ol 3.618035944847370

40 4 -89 3 -89 2.000058945943136

Pour clore ce chapitre, on exhibe des exemples a résoudre en optimisation globale et des cas

réels comme dans ([96]).

Exemple 3.15.1. Soit le probleme suivant :

(3.38)

—r1+ 229 <7
201 — 319 < 3

—2x; —4xy < =5

04< 1z <54
0.4 < 1y < 5.4

\ (ZL‘l,ZEg)I € R2.

exp(xl) + x1 + 35(?2 < 9

( —8x1 + 99 + (21 log(z1) + w2 log(xe) + (1 + 2) log(xy + x2)) — min

223 — w179 + 2235 — 871 + log(zy + 22) =0

Ce probleme est assez intéressant a résoudre car celui-ci n’est pas convexe (tres simple a vérifier).

Donc nous pouvons le situer dans le cadre des problemes en optimisation globale.
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Le probleme peut étre pris en charge par la méthode DC mixée par Branch and Bound par
exemple. En outre, on peut se ramener a sa solution optimale a I’aide de la méthode de I’annexation
polyédrale ou la méthode d’approximation externe car ce probleme possede la spécificité d’étre un
probléme en optimisation globale type anti-convexe (si log(x; +3) et x5 convexifiés). Mais dans
notre cas on peut aussi utiliser une méthode hybride (convexification + discrétisation) ([16],[71]).
Ainsi on reformule le probleme pour résolution, on utilise :

(2, =04+3; ,i=1.2

Ti= a0 26 e L i=1.2

Yij = 04(13] + 0.4x; + €; Zg(:Z)l 25_12”'5 1<y <2

zije <t \1<i<j<2 ,&=1.£()

zije <& ,1<i<j<2 ,&=1.£(0)

Zige >0 —5(1—tig) \1<i<j<2 ,€=1.£(1)
zije =20 ,1<i<j<2 ,&=1.£(i)

tie € {0,1} ,i=1.2 ,&=1.£(1)

£(1) = [(logy(2 +1)] ,i=1.2

04< 721 <54

0.4 <2y < 5.4

L Yij = Ty ,1<Z<]<2
(3.39)

Cela résout le probleme et on peut le confirmer par les logiciels professionnels comme : Lingo,
cplex, mapple, matlab ou autres ...etc.
Dans ([71], [57] P525) des cas résolvables de maniére similaire.

Exemple 3.15.2. Soit le probleme suivant aussi complexe et plus que le précedent :
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(3.40)

—4x% — 3x§ +4dx1209 < 1.6
6x% + 7x% — 2x129 < 300
—3x? — 202 — Trywe < —150
1021 — 622 < 30

3<r; <9

3<r9<9

\ (ZEl,CL’Q)/ < Rz.

5x% — 3w1wy — 323 — 2] — w3 — exp(x1 + T2) — max

Ainsi on reformule le probleme a des fins de résolution, en utilisant :

(3.41)

(2, =3+4;, ,i=1.2

fl' = €; Zg(i)l Qg_ltig ,Zl =1.2

Zije < 6tie ,1<i<j<2 ,£=1.£0)

zge <T; ,1<i<j<2 ,§=1.£(3)

zije 2 T —6(1 —tg) ,1<i<j<2 ,{=
zig 20 ,1<i<j<2 ,§=1.£(1)

tie €{0,1} ,i=1.2 ,&=1.£(i)

(1) = [(logy(2 +1)] ,i=1.2

3<r; <9

3<r9<9

Yij = 3%, +3%; + € Zg(ﬁl 2671256 ,1<i<j<2

1..£(4)
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Cela résout le probleme et on peut le confirmer par les logiciels professionnels comme : Lingo,

cplex, mapple, matlab ou autres ...etc.

Exemple 3.15.3. Soit le probleme suivant :
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4 .
—1% 4 511 — 21179 + 679 — 4T 113 + Twz — 23 — dw9x3 — 22 — 6 — Mun

O<l’1<2

2

N
N

T2

0
0

N
N

T3 2

L (131,.7)2,%'3)1 - Ri

(3.42)

Exemple 3.15.4. Et soit le probleme suivant :

( —x% + 511 — 22129 + 629 — 4123 + TX3 — x% — 4dxoxs — x§ — 6 — min
—22 4+ 511 — 21179 + 629 — 4103 + Twz — 25 — dwox3 — 22 < 5
—x2 + 51y — 21179 + 63y — 4Ty W3 + Ty — 13 — 42913 — x§ > 2

<1 <2

N
N

T 2

0
0
0 2

N
N

xs

L (x1,$2,$3), € Ri

(3.43)

Ainsi on reformule a des fins de résolution, en utilisant :
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fl' = €; Zg(:Z)l 2£_lti€ ,i =1.3
Yij = € Zﬁ(ﬁl 27z 1<i<j<3

zije < 2 ,1<i<j<3 ,§=1.8(i)

zije ST 1 <i<j<3 ,E=1.£(i)

zijg 20 ,1<i<j<3 ,§=1.8(
tie € {0,1} ,i=1.3 ,&=1.£(3)
ﬂ@z[@%ﬂ;+1ﬂ,i=lﬁ
0<z <

<2
O<1’2<2
2

(3.44)

Cela résout le probleme et on peut le confirmer par les logiciels professionnels comme : Lingo,
cplex, mapple, matlab ou autres ...etc.

Exemple 3.15.5. Soit le probleme suivant :

( 5299251 P25? + 7o 320 4 3ug 32 0 nl + 2t + 25 + exp(zy + o) + 2§ + 2§ — min
8227 82283 + 0.20, % wg 10 + 2,208 19280 < 1
223323 T2d® < 1
162,204 < 1
7208002 T2 00 < 1
L1ot02423® <1
1720413 < 1

-1.1,.7.3,.—5.6
1.3zg Txr xg”” < 1

/ *8
(21, 22, T3, T4, T5, Tg, T7, Ts) € Ry

(3.45)
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Ce probleme est non convexe. Une maniere d’opérer : est tout d’abord une convexification.
Grace aux transformations ([73]), puis on applique par exemples des itérations de l'algorithme

d’annexation polyedrale ou autres. Dans ([73] P400), un probléme similaire résolu.

Exemple 3.15.6. Soit le probleme suivant :

( 3a7 %25 00t 4 2208030 4 5ag M OOugt + (21 log(zy) + 2o log(wy) 4 (21 + 22) log(zy + x3)) — min
45075802208 4 35070 Tas 10 4 2504010012 < 9

5y Pay Mgt < 2

6o 20512 < 2

45,-2.5_-0.6
6.2x6 T 7wy U < 2

/ *8
\ (1:1,352,3:3,x4,x5,x6,x7,x8) ER+

(3.46)

Ce probleme est convexe. Donc toute méthode locale citée plus haut est utilisable pour avoir

I'optimum global.

Exemple 3.15.7. Soit le probleme suivant :

( 7ml+5x1 2x1x9+6x0—4T 13+ TT3— x274x2x3 9”3 6

a2 +ad+1+ad 13y —mn

—x% 4 5xy — 22179 + 679 — 4123 + Tw3 — 25 — dw9rz — 73 < 5

—22 4+ 511 — 22129 + 629 — 42113 + Tw3 — 5 — 4xox3 — T3 = 2

<2 (3.47)

VAN
N

T 2

0<
0
0

N
N

I3 2

L (ZEhfL‘Q,l'g)/ & Ri

Remarque 3.15.1. Pour cet dernier exemple :

- Apres convexification, On peut aussi résoudre les cas de sommes de ratios.

- On peut généraliser par exemples les indices de puissances dans notre cas.
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- On peut étendre le nombre de variables.

- »»» Apres convexification, pour les cas discrets

- On peut prendre cela en charge par les algorithmes classiques, comme Gambini.

- On peut prétendre aux cas discrets et multi-Objectifs auxquels cas la méthode Abassi-Moulai.

- On peut prétendre aux cas de programmation bi-niveaux (multi-Objectifs) (sur des ensembles

efficaces par exemples).
Et donc on peut en déduire la résolution :

Exemple 3.15.8. Du probleme suivant :

( 7x§+5:v172x112+61274x1:p3+7x3793§74‘%23:3793%76_|_ 7z§+5x172x1x2+61274x1x3+7w37x374x2w37x376

—x% + 511 — 2x129 + 629 — 4123 + T3 — x% —4dxoxg — :17% <5
—2% + 5xy — 21T + 639 — 4Ty 13 + Ty — X5 — dwows — T3 > 2

<1 <2

N
N

0
0 i) 2
0 2

N
/A

x3

L (l‘l,ZEQ,ZL‘g)/ € Ri’_
(3.48)



CHAPITRE 4

Optimisation de systemes dynamiques en controle
optimal.

Consulter ( [8, 98, 48, 23, 87, 72, 76]. )

Théorie, numérique et informatique
(étude de cas)

4.1 Introduction

Nous avons bati un logiciel ("Matrix”) autour entre autres des résolutions pour les méthodes
suivantes :
( De plus, il s’agit donc de présenter le logiciel (” Matrix”)).
& La résolution de probléme en controle optimal /cas discret/primal adaptée/support.
& La résolution de probleme en controle optimal /cas continu/primal adaptée/support.
& La résolution de probleme en controle optimal /cas discret/dual adaptée/support.
& La résolution de probléme en controle optimal /cas continu/dual adaptée/support.
& La résolution de probleme Min-Max (contraintes simples) /primal adaptée/support.
& La résolution de probleme Min-Max (contraintes simples) /dual adaptée/support.
& La résolution de probleme Min-Max (contraintes généralisées) /primal adaptée/support.
& La résolution de probleme Min-Max (contraintes généralisées) /dual adaptée/support.
& La résolution de probleme Min-Max /primal adaptée/support/grandes dimensions.
& La résolution de probleme Min-Max /dual adaptée/support/grandes dimensions.
& La résolution de probleme linéaire, forme standard (par l'algorithme Simplexe).
& La résolution de probleme linéaire, forme généralisée (par I'algorithme Simplexe).
& La résolution de systémes linéaires.
& La résolution de probleme linéaire Multi-Objectifs discret.

& La résolution de probleme quadratique convexe Multi-Objectifs discret.

115
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& La résolution de probleme quadratique non convexe Multi-Objectifs discret.

Remarque 4.1.1. Concernant ce logiciel :

& Peut étre adapté pour le cas Multi-Objectifs.

& Présenté et sélectionné dans des conférences Nationales et Internationales (CMA2012
DZ/ATIM2012 Turkish - DZ/ISORAP2013 Maroc).

& Outil efficace pour la recherche et la pédagogie.

& Peut étre développé et orienté vers plusieurs autres méthodes.

& Tous les résultats numériques présentés dans ce 4°iéme chapitre sont issus (proviennent)
exclusivement de ce Logiciel (”Matrix”).

& Ce logiciel en Guise de 3ieme Contribution.

Une 4%ieme Contribution en cours de rédaction (Optimisation Globale : Aspect Théorique

Technique et Numérique) - Soumission a un Journal ”Optimisation Globale”.

Dans ce chapitre nous présentons une méthode de résolution pour un systeme dynamique
a travers la méthode adaptée. Nous présentons principalement et essentiellement des résultats

théoriques ainsi que des exemples d’application pour le cas continu et le cas discret.

4.2 Le cas discret

Pour cette partie de ce document, nous présentons une méthode de résolution d’un systeme

dynamique pour le cas discret.

4.2.1 Position du probleme

Considérons le systeme dynamique suivant :

J(u) = mingeg (cx(t*) + a) — max (4.1)
d
T = d—j = Az + bu, x(to) = o, (4.2)
Hu(t") = g, (4.3)
fo<u(t) < f7 teT = [t t"],to = 0. (4.4)
Ou
o x(t) est un n-vecteur décrivant la trajectoire du systéme a l'instant ¢,
o u(t) la commande d’entrée a l'instant ¢ du systeme,
o fult) < u(t) < fr(1), t € [to; 7],
o fo(t) et f*(t) des fonctions définies sur T' = [to; t*],
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¢ A une n X n matrice caractérisant ’état du systeme,
o b un n-vecteur,
¢ x¢ la position initiale du systeme a l'instant ¢ = ¢,

o le systeme est caractérisé par un signal de sortie pour ¢t = ¢* :
Hx(t") =g,

H est une m x n matrice avec rangH = m < n, g un m-vecteur,
J(u) = mingeg (c,x(t*) + ap) — max, est un critere de qualité,
I ={1...m} : L’ensemble des indices des lignes,

J ={1...n} : L’ensemble des indices des colonnes,

K ={1...p} : L’ensemble des indices de la fonctionnelle,

L R R SR R v

¢, des n vecteurs, «y des scalaires, k € K.

Définition 4.2.1. Une commande u est dite impulsive sur I'intervalle [ty,t*] si :
u(t) = u; = constante, t € [1;,Tiv1], 1 =(0,.... N), 10 =1to, TNy1 =1, Tix1 — 71 =h >0,
h est le pas de quantification.

En utilisant la formule de Cauchy, la solution du systéeme dynamique (4.2) s’écrit sous la forme :

x@:F@m+/FlmmmmL (4.5)

to

ou F(t) = exp(At), t € T, est la solution du systeme

F = AF,

Comme la commande u est impulsive, I’équation (4.5) prend la forme suivante :

h
x(i+1) =x(r1) = F(h)[x(i) + /o F=Y(m)bu(i)dr],

ol
N
U(Z) = U(TZ’>, T; € T, 1= (O, ...,N), T = U[Ti,Ti+1], T0 — to, TN+1 = t*, Ti+1 — Ty = h > 0.
=0

En posant D = exp(Ah) = 300 Y% ot ¢ = D, foh F~Y(7)b dr, on aboutit au systéme suivant :

n=0

( minger (cx(t*) + ai) — max,,
x(t+ h) = Dx(t) + du(t), z(to) = xo,
Ha(t") = g,
() <wu(t) < (), teT = [ty, t*].
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Avec z(t*) vérifiant la propriété suivant :

o(t") = DT ag+ Y DT du(t).
teT

Donc cela va nous permettre d’établir une autre formulation équivalente du probleme (4.6)

comme suit :
J(u) = (¢, D ser Dﬁ%_ldu(t) + C;D%JEQ + ap) — max,,
HY op D7 ~du(t) = g — HD% x, (4.7)
fo(t) <wu(t) < f*(t), teT=]lt,t"].

Ou
z(t+ h) = Dz(t) + du(t), z(ty) = xo.

4.2.2 Notion de commandabilité

Un processus de controle décrit par I’équation (4.2) est dit commandable, si pour toute paire
zg, x* € R", il existe une commande mesurable bornée u(t) sur un intervalle fini [ty, #*] qui ramene
I'objet sur la trajectoire z(t) du point x(tg) = zo au point z(t*) = z*, (c’est-a-dire de la position
initiale a la position finale).

Théoreme 4.2.1. [23] Un systéme de R™ décrit par l’équation (4.2) est commandable si et seule-
ment si le rang de la matrice [b, Ab, A%, ..., A"1b] est égal a n.

Remarque 4.2.1. On impose au systeme linéaire de R™ décrit par I’équation (4.2) une stabilité
(lim AY = 0 quand v — 00).

Dans toute la suite, on fera hypothese de la stabilité du systeme linéaire (4.2) pour v=n.

Définition 4.2.2. La commande u(t) et sa trajectoire z(t) sont admissibles, s’ils vérifient les
contraintes du probleme (4.7).
La commande admissible u° est optimal si max J(u) = J(u°).

La commande admissible u° est e-optimal si J(u®) — J(u®) < e.

DEFINITIONS
& L’ensemble T C T / |Ts| = m est appelé support des contraintes et la matrice :
Dp = (HD%’ld,t € Tp) matrice du support si Dpg est inversible.
Avec le support T, on définit la matrice A(K,T).
A(K,T) = (¢,D"""Yd,t € Tg) D5 (HD 7 ~'d,t € T) — (¢,D" " ~1d,t € T).
v" On construit la matrice Ay = (A(Ky,Ty),e(Ky)) avec e(K) =1,V € K.
Ty CT—Tpet Kf C K tel que |K¢| =|T¢|+1. Ky C K — K.
v’ L’ensemble { Kf,T; } = Qy est appelé support de la fonctionnelle si la matrice A est inversible.

h

v L’ensemble @, = { T, @ } formé du support des Contraintes et du support de la fonctionnelle
est appelé support du probleme.
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v' La paire { u, @, } formée de la commande u et du support @), est appelée support - controle
du probleme.
Nous avons les relations suivantes :
& 7 (Kp) = (01(Ty),1) A7
& 7 (Kpe(Ky) = 1.
& A(Jy) = 0(J).
* A(Jp) = 0(Jp).
& 7 (Ky) = 0(Kp).
* A =D Ak(t), AK,T) = Ay(t), te Tk € K.

keK
& Le support de la fonctionnelle est régulier si v (/) > 0.

& Le support (), du probleme est régulier si le support )y de la fonctionnelle est régulier.
& Le support (), du probleme avec Ty = ¢ est régulier.
& Il est aisé de déduire les cas de commande dégénérée non dégénérée.

& Dans ce qui suit nous considérons seulement des supports réguliers.

4.2.3 Accroissement de la fonctionnelle, critere d’optimalité et de su-
boptimalité.

On considere le support controle {u,@Qp} et une autre commande admissible © = u + Au et

T =z + Az, sa trajectoire correspondante. L’accroissement de la fonctionnelle représentée par la
valeur B(u, @Qp) :
B=Bw,Qy) = > AW)(u(t) = fu() + Y AlB)(u(t) = f() + Y e

teTy™ teTy ™ kEK;
est appelée valeur de suboptimalité du support - plan {u, Qp}. Avec

Tyt ={t € Tu/A(t) > 0}; Ty~ = {t € Ty /A(t) < 0}.
Théoréeme (critére d’optimalité)

Les Relations suivantes :

a(t) = F(1) it A(t) < 0
alt) = £u(t) it A(t) > 0
(6 <ult) < f*(t) i A() =0t €Ty
wr =0 if Vi > 0,
wr >0 lf’ykIO,kEKf

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, sont nécessaires pour l'optimalité du

support- controle {u, @p}.
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4.2.4 Critere de suboptimalité

Théoréme 4.2.2. [23] Pour € > 0 donné. Pour l’z-optimalité de la commande w, il est suffisant

de trouver un tel support {Qp} pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie l'inégalité suivante :

Bu,Qp) <e.

4.2.5 Méthode de résolution

Dans ce cas, il suffit de résoudre le probleme (4.7) par la méthode adaptée, une fois la commande

optimale obtenue, on cherchera la trajectoire x(t) correspondante a partir de I’expression suivante :
z(t+ h) = Dz(t) + du(t), z(ty) = xo.
Ce qui nous permet d’écrire ’algorithme suivante :

Algorithme de résolution

o Tester la commandabilité du systeme, dans le cas positif continuer.
¢ Sinon arréter le processus le systeme n’est pas commandable.

o Tester la stabilité du systeme dans le cas positif, continuer.

© Sinon arréter le processus le systeme n’est pas stable.

o Poser le probleme (4.6) a résoudre.

o Ecrire (4.6) sous forme (4.7).

¢ Résoudre (4.7) par la méthode adaptée.

o Calcul de la trajectoire x(t) grace a la solution obtenue et de la formule
z(t+ h) = Dz(t) + du(t), x(to) = zo.

4.2.6 Exemple
Un exemple tres détaillé, pour un cas général est résolu en [23].
Donc, en Guise de deuxieme exemple.
Soit a résoudre : Avec réglage du logiciel(”Matrix”) a p =2, et donc les résultats suivants :
( J(u) = ming(c,x(t*)) — max,,

=% = Az +bu, x(te)=(1 100 1 1),

Hax(t*) =g,
Cu(t) [£3.2, teT=1]0,6].
Avec
., (-1 -1 3104
“=\ 1 —23201)
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¥=(001111),
¢=(016 01 02 03 06),

o1 9 1 0 o 010000
001000

-1 -1 0 -1 1 1 000100

H=| 1 1 -2 1 -2 -2 |, A=

0000T10

—2 2 3 -2 3 1

a0 91 1o 000001
00000DO

On a le rang[b, Ab, A%D, ..., A"~1b] = 6, donc on continue le processus. De plus A™ = [0], avec
n = 6.

Il en résulte que :

TARE
FO=100 0 1 % gﬂ ’

00 o0 0 1 ¢

00 0 0 0 1

1 —t 3 —i Lttt

0 1 —t it —1%753 ilt‘*
g |00 1 =t 5 =g

oo o 1 -t 3t

00 0 0 1 —t

00 0 0 0 1

Avec un pas de quantification h = 1, alors

1 1 05 0.166 0.0416 0.0083333
01 1 05 0166 00416
00 1 1 0.5 0.166
D=exp(dh)=1 o o ¢ 1 0.5 ’
00 0 0 1 1
00 0 0 0 1
et
0.2180
0.7166
h
B . | 17083
d—D/O F~(s)bds = 1.666
15
1

Dans ce cas le probleme devient :
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((—37.823587483333u(0) + 6.17918411111112u(1) + 20.4319565388889u(2) + 20.1013964666667u(3)
+14.8541705611111u(4) + 9.85694548888889u(5) — 24.8

143.423599783333u(0) + 89.4208256888889u(1) + 53.9180507611111u(2) + 30.7486083333333u(3)
+16.2458317388889u(4) + 8.24305431111111u(5) + 152.8) — max,

—240.163852266667u(0) — 116.991639911111u(1) — 51.0694258888889u(2) — 19.0638768666667u(3)
—5.64165951111111u(4) — 1.46944048888889u(5) = 244.76,

—226.531918316667u(0) — 115.779146722222u(1) — 53.2763742944444u(2) — 20.8569343666667u(3)
—5.85416027222222u(4) — .101385344444444u(5) = 232.9,
119.781919983333u(0) + 47.1958150555555u(1) + 11.8597092944444u(2) — 2.39306396666667w(3)
—6.22917139444445u(4) — 5.81527965555556u(5) = —116.6,
50.8444711333334u(0) + 56.2666843222222u(1) + 44.6888991777778u(2) + 29.4444490333333u(3)
+16.8666672222222u(4) + 8.28888707777778u(5) = —66.1,

—459.0291039166671(0) — 229.104119966667u(1) — 103.679133516667u(2) — 41.2541445666667u(3)
—13.8291531166667u(4) — 3.90415916666667u(5) = 469,

—3.2 < u(0) < 3.2,
—32<u(l) <32
—32<u(2) < 3.2
—32<u(3) <32
—32<u(4) <32,
—32<u(5) < 3.2.

La solution initiale est :
, —1.11548959967512

1.31095947328392 —3.2 1.14896564320062 2.51677420660375
Y=\ 21.08128408649055 ’

Jg ={1,2,4,5,6}, Ky ={2}.

La solution optimale est :
= (

La trajectoire z(t) est donnée par la formule

—1.03458472456955 0.87152909073532

—2.23007252185631 4.12026268108676F — 02 3.2
—2.17908345970966 ’

Jg ={1,2,3,4,6}, K; = {2}.

z(t+ h) = Dx(t) + du(t),

qui donnera :

x(0 x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)
1 1.8244 1.9119 1.9237 1.4045 15856
1 4668 -4.8178E-02 -. 11307 -1.0006 | -1.02608
0 -1.1007 3821 -.76862 -1.24250 | 1.60587
0 -.2243 1.6590 8.1587E-02 | -1.33363 | 1.20507
1 4481 1.72083 - 787332 | -2.11865 | 1.329417
1 | -3.4584E-02 .83694 -1.39312 -1.3519 | 1.84807
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4.3 Le cas continu [8, 98, 48, 72, 23, 87, 76]

Dans cette partie, nous présentons une méthode de résolution pour un systeme dynamique pour

le cas continu.

4.3.1 Position du probleme

Considérons le probleme terminal de commande optimale suivant :

J(u) = mkin(c;:U(Tl) + ) — max, (4.8)
. dx
t=— = Ax + bu, x(tg) = xo,to = 0. (4.9)
Ha(Ty) = g, (4.10)
Ou :
o J(u) est le critere de qualité,
o A(Z, ) est une n x n matrice caractérisant le systeme dynamique,
o b(j) est un n—vecteur caractérisant le systeme dynamique,
o x(t) € R™ est I'état du systeme,
o H(i,j) est une matrice m x n de rang m < n,
o ¢ est un m—vecteur représentant le signal de sortie au temps 77,
o I ={1,...,n} Pensemble des indices lignes,
o J={1,...,m} ensemble des indices colonnes,
o K ={1,...,p} Pensemble des indices de la fonctionnelle,
o u(t) est une commande constante par morceaux, bornée par f,, f* € R,

o cp = c,(7) sont des n—vecteurs des cotts, ay des scalaires, k € K.

Notre objectif du probleme :

J(u) = mkin(c;x(Tl) + ay) — max.

4.3.2 Définitions

Dans les classes des commandes constantes par morceaux, on considere le probleme suivant en
controle optimal :
J(u) = ming (¢, x(T1) + o) — max,
= Az(t) + bu(t), z(0) = xg
H(x(T1))

=g
d*SU()Sd [OTl]

te
= fod" = [
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Le systeme dynamique sous l'effet de la commande u constante par morceaux, admet la solution

provenant de la formule de Cauchy.

t
() = F(£).F-1(0)2(0) + / F(t).F~(s)bu(s)ds, T > t ot £ > 0.
0
Avec ce controle (commande ) constant par morceaux, nous obtenons l’expression suivante apres

quelques transformations :

;

Ty
) miny (¢} F(Th)zo + / ce(t)u(t)dt + i) — max
0 u

\

t)dt = g — HF(T))xg

| de <wu(t) <dftelo,Ty].

Avec e(t) = ¢ F(T)F-Y(1)b, p(t) = HF(T)F~'(£)b, q(t) = F(T)F~'(t)b et t € [0, T1].

Pour la suite nous ferons, hypotheses de stabilité et controlabilité de notre systeme dynamique.

4.3.3 Support et support-controle

En outre les définitions des controles admissibles, optimaux et e-optimaux.
Dans un intervalle [0,7}], nous introduisons ’ensemble de m points isolés T, = {t;,j = 1l..m},
T. est appelé support des contraintes et P. = {p(t),t € T.} matrice des contraintes si P, est
inversible.
Nous construisons les ensembles des indices Ty C T'— T, Ky C K et tel que :
|K¢| = |Tf| + 1 tel que la matrice Ay.

Avec

Ay = (A[Ky, Tyl e[ Ky])
A[Ky, Ty] = (Ag(t),t € Ty, k € Ky)
e[K¢] = (ex =1,k € Ky)
Ap(t) = ypp(t) — cr(t), yp = (cr(t),t € T.).P7 1k € K.

v’ L’ensemble { K;, Ty } = Qy est appelé support de la fonctionnelle si la matrice A est inversible.
En usant de la derniere ligne de I'inverse de la matrice A;l, nous construisons les vecteurs
N(K) = (N(K ), N (K)).

N(Kp) = (0(T)); DA

N(Ky)=0(Ky)) Kyp=K-Kjy.

v Le Q, = { T.,Qy }. formé du support des contraintes et support de la fonctionnelle est appelé
support du probleme.
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v' La paire { u, @, } formée de la commande u et du support (), est appelée support - controle
du probleme.
A(t) = Zker MA(t)  ,teT.
v' En plus des définitions des commandes non dégénérées ou dégénérées et les propriétés de la
derniere ligne de la matrice A;l et A(t), cela nous permet d’établir la valeur de I’accroissement

de la fonctionnelle a travers la valeur de suboptimalité f(u, Qp).

4.3.4 Accroissement de la fonctionnelle et criteres d’optimalité et su-
boptimalité.

Nous considérons le support contrdle {u, @p} et une autre commande admissible @ = u 4+ Au

et T = x + Auw, sa trajectoire correspondante, I'accroissement de la fonctionnelle représenté par la

valeur 5(u, Qp) :
5=5WQMZ/1ZMWMU—¢%F A (ult) = d) + D A

teT+ teT— keK
est appelée valeur suboptimalité du support - plan {u,Qp}. Avec
TH={teT/A(t) >0}, T~ ={teT/A(t) <0}

4.3.5 Théoréme (critére d’optimalité)

Les Relations suivantes :

u(t) = d* si A(t) <0

ult) = d. s A(t) > 0

de <u(t) <d* siAt)=0,teT
wr =20 Si’}/k>0,

wi >0 Si’ykZO,kEKf

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, sont nécessaires pour l'optimalité du
support-controle {u, Qp}.

4.3.6 Théoréme (critére de sub-optimalité)

Pour € donné. Pour € -optimalité du controle u, il est nécessaire et suffisant de trouver un tel

support (Qp pour qui la valeur de suboptimalité satisfait 1'inégalité suivante :

5(“’7 Qp) <e.
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4.3.7 Méthode de résolution

Il existe différentes approches de résolutions. Nous choisissons celle-ci :
Supposons le support controle {u, Qp} qui ne satisfait pas le critére d’optimalité et suboptimalité.
Le passage par les itérations de 'algorithme au vue de changer {u,Qp} vers {ui, Qp} (Amélioré)
tel que :
J(u) > J(u).

Les itérations consistant en 03 procédures.
& Changement du controle u vers .

& Changement du support Qp vers Qp.
& La procédure finale.

4.3.8 Changement du controle

La nouvelle commande @ est définie comme suit :
u(t) = u(t) + 0Au(t),t € T.

Et comme suit :
Ty = {t € T/|A(1)] < a}
Tix ={t e T/|A(t)| > a}.

Nous subdivisons Tj tel que :
N

Ty = U[Tj,%j], 7 —1; < h, pour j = 1..V.
j=1
(75, ;) N7, ] = ¢, # j, pour (4,5 = 1..N), I'indice N + 1 correspondant a l'intervalle T7x.

Considérons T, = T, UTy C {t;,j = 1..N + 1}, les t; sont choisis aux extrémités des intervalles
(To UTi%) et u(t) =uj, t € (ToUTi*), j =1.N+ 1.

Posons donc :
] _{ OAu(t) ift € [r,7],j=1.N
=

0 ift eTyx,j=N +1.
Et Puis :
& —u(t) AR < —a
Ault) = { de —u(t) if A(t) > a,t €T *.
Encore :

o= [ s0dt,  al)= [ dabd ek

J J

N1 = /T p(t)Au(t)dt, k(N +1) = / q()Au(t)dt, ke K.

T *

dj=d.—uj, df =d"—u; j=1.N.
d-ns1 =0, dE-H:l j=N+1
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En utilisant les précédentes quantités, nous obtenons le modele suivant :

( N+1
mink(ch(j)lj) — max
=1 :
N+1

Z lej =0
j=1

(d_<l;<d"j=1.N+1.

On résout ce probleme avec la méthode adaptée.
Apres un nombre d’itérations, cela conduit a la solution optimale.
La nouvelle commande sera donnée comme suit :

alt) = u(t) + 1 sit€[r,7l,)=1N
| w(t) + Iy Au(t) siteTyx,j =N+ 1.

Ce support- Contréle {u, Qp} résultant du dernier probleme apres établissement de la procédure
d’exclusion pour U'indice (N+1).
B(ii,Qp) = 0 alors le support controle est optimal.

B(i,Qp) < € alors le support controle est e optimal.
B(i,Qp) > € alors nous procédons au changement du support ou pour une nouvelle itération avec
a<aeth<h.

4.3.9 Changement du support

En utilisant le support Qp, on calcule le vecteur A(K) et sa fonction A(t), puis on calcule la

quasi - commande w(t), t € T définie comme suit :

d, st A(t) >0
w(t) =< d* st A(t) <0
€ [d.,d*] si A(t) =0

et sa quasi- trajectoire x(t), t € T, solution de 'équation différentielle :
d’é—ff) = Ax(t) + bw(t), x(0) = xo, avec le support Qp.

Si H(x(Th) ) = g et J(w) = (¢, x(T1) + o), avec k € K,

alors w(t) est commande optimale pour notre probleme initial.

Sinon on détermine le vecteur

§ = (£(Tp), (s + 1)), avec

§T) \ _ pa _ g-H(x(T))
( (s +1) ) - ( (K p)x(Th) + a(Ky) — e(Ky)J (w). >

Avec
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R_( R(TC)7 R(Tf)7 Q )
—(Ky)q(Te) —c(Ky)q(Ty) e(Ky) )
Nous évaluons les expressions suivantes :

|Tp|
Br=E&(s+ 1)+ J(w) — cx(Th) — oy — Zc;q(tj).é(tj) ke Ky.

j=1

Deux cas se présentent :
U/ ||(Ty)|] < . (p est parametre de la méthode)
2/ B <0. (k€ Kpg)
Si 17/ et 2°/ sont vérifiés, alors exécution de la procédure finale sinon considérons les deux cas
suivants :
1° CAS
2°/ non satisfaite, ie : il existe ko € Ky / B, > 0. On utilise la méthode duale pour exclusion.

La construction du dual du probleme original, donc cela nous permet d’écrire :
A(t) = A(t) + o Z(t)
teT

et
MEK) = MK) + 0 Z(K).

Avec Z(t) est la diréction de décroissance de la fonctionnelle Duale et o le pas maximum le long

de cette diréction.
Z(t) = Z’(TC)PC’lp( )+ A)\( )A(K t), teT.

Z(K;) = ANK)).
Z(Kf) = =ANMEp)(A(Ku, Ty ); e(Ku))) A+ (Z(T7),0) A7 — Z'(T.) (P P(Ty); 0) AT
"),

Donc le pas maximum o = og =min(o(t*), og*).

Op* = mm(—jxk/AS\k, ke [_(f)
o(t*) =min(o(t), /t e T —1T,).

—A(t)/Z(t) it A(t)/Z(t) <0 i
o(t)=4¢ 0 if A(t) =0,w(t) #d., Z(t) > 0;0rAt) =0,w(t) #d*, Z(t) <0,
00 sinon.
2° CAS
Supposons la condition 2° / vérifiée. Nous considérons le nouveau support - contréle {u, Qp}
et test de la condition 17/.
Si &(T,) = 0 alors la commande est optimale.

Si &(T,) < w alors direction la procédure finale.
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Si &(T,) > p alors nous changeons le support selon la méthode adaptée.

Finalement le support - controle {i, Qp} résultant de la procédure de changement du sup-
port, alors
si le nouveau support {u, Qp} est admissible alors la commande est optimale

Sinon nous déclenchons la procédure finale (avec £ approchant p assez petit).

4.3.10 Procédure finale

La quasi commande w(t) et sa trajectoire x(t), t € T avec le support (), avec relations suivantes

non vérifiées par hypotheses.

{ g=Hx(Th)

w(Ky) =0.

L’objectif de la procédure finale est de trouver un tel support- controle {w, Q,} qui satisfassent les
relations ci-dessus. Pour garantir cela soit :

T° = {t € T, A(t) = 0} formé par les points isolés ¢;, j=1.M, |T,| = |T.| + |Tf| = M et A(t;) #0
,t; €T,

Ty
Nous avons g — Hx(T1) = / p(t)w(t)dt — g+ HF(T1)xo.
0

= / p(t)w(t)dt + / p(t)w(t)dt — g + HF(T1)xo.
_ 0 T—T0
Avec |[€(T,]| < p, cela nous permet d’écrire les relations Suivantes :

S / " p(tyay(t)d — / ptyay(t)de) i A(t;) > 0

g Hm) =4
Z(/t p(t)w;(t)dt — /t p(t)w;(t)dt) if A.@j) <0

g—HY(T) =4 '3/ .
S - - d*)/ p(O)dt) it A(t;) < 0

Cela nous conduit aux approximations suivantes :

t?“ = té‘? + sz’gneﬁ'(t?)f(t?)/(d* —d,).
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4.3.11 Conclusions et perspectives

On a résolu des problemes en controle optimal avec Implémentations et Production de Software
- déploiement :

— Résolutions et Implémentations de la méthode adaptée et support, pour beaucoup de cas.

— Simulations et comparaisons.

— Résolutions et Implémentations de la méthode adaptée et support pour le controle optimal
(Min-Max : discret /continu).

— Comme Perspectives : Résolutions et Implémentations de la méthode adaptée, support et
Simplex pour le controle optimal, appliquées a des problemes non linéaire par exemples

([108]) avec des caracteres flous et stochastiques.

4.3.12 Exemple

Un exemple tres détaillé, pour un cas général est résolu en [23].

Dongc, en guise de deuxieme exemple, I'exemple suivant présente I'idée de la discrétisation.

4.3.13 Exemple
Soit a résoudre : Avec réglage du logiciel(”Matrix”) a p =5, et donc les résultats suivants :
(J(u) = ming(c,x(t*)) — max,,
=% = Az +bu, z(te)=(0 0 0 0 0 0 0),
Hu(t") = g,

L u(t) |< 21, teT =10,8].

Avec
1 -1 1 1 0

0
1 -2 1 2 0 1

=1 2 2 -11 0
-1 1 -1 =10 0
-1 2 -1 -2 0 -1 -1

a,=(00 00 0),

¥=(0011111),

g’ = (8535 4282 1.21 1.6376 2.3773 3.75 ),

N — O =

0100000

1101010
0010000

0101111
1121200 0001000
H = , A=10000 100

0231311
000O0O0OT1F@ 0

1021140
1101011 0000001
000O0O0O0© 0
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Le rang[b, Ab, A%, ..., A"~1] = 7, donc on continue le processus, de plus le systéme est stable
pour n =7, A" = [0].
Il en résulte que : les calculs de F'(t) et FF~1(t) sont immédiats. Dans Pespace R on aboutit &

une commande e-optimale, réalisable, || (§~Tp)||< p = 0.40 et avec 'appui suivant.

75 = {0.336,1.296,2.72, 4.384, 5.968, 7.28}, T, = 5.

Ky = {5}.
Ce qui nous permet d’aborder la procédure finale.
La procédure finale
Avec 75 = {0.336,1.296,2.72,4.384,5.968, 7.28}, et K; = {5}.
On aura
TJ{HI - TJ{C + d* i d,

ce qui donne comme nouvelle commande

{signA(t)g; (7)), j =T, M,

(21, 0 <t <.334945873505841,
—21, .334945873505841 < ¢ < 1.28931655773698,
21,  1.28931655773698 < t < 2.71618144128623,
—21, 2.71618144128623 <t < 4.37496741769497,

&
I

21,  4.37496741769497 < t < 5.95827591838834,
—21, 5.95827591838834 <t < 7.27615497203418,

21,  7.27615497203418 <t < §,

\

la commande ci-dessus est optimale, avec le support
79 = {.334945873505841, 1.28931655773698, 2.71618144128623, 4.37496 741769497, 5.95827591838834,
7.27615497203418}.
Ky = {5}.

4.3.14 Exemple
Soit a résoudre : Avec réglage du logiciel(”Matrix”) a p =1, et donc les résultats suivants :
(J(u) = dz(t") — max,,

j::%:A:B—}—bu, :v(to):(l 0 1),
Hx(t) = g,

(| u(t) [< 3.5, teT =10,3].

Avec (t* =Ty)
d=(1 -1 1),
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=(01 05),
V=(0 2 1).
et

010
13 2
H_<111), A=10 0 1

Le rang[b, Ab, A%, ..., A"~1] = 3, donc on continue le processus, de plus le systéme est stable
pour n = 3, A% = [0].

Il en résulte que :

1t 52 1 —t 3t
Fty=10 1 t |, F'ty=(0 1 —t
00 1 0 0 1

Soit la commande suivante :

1901886792452819, 0 <t <1,
u(t) ={ —3.5, 1<t<2,
1.93018867924531, 2 <t < 3.

Avec

142 8t 4275
o . * -1y 2
p(t) =¢(t) = HF(t")F b = ( 12 6t+16.5

ct)=F{)F (b= ( 32 —4t+6.5 ),

la commande ainsi déﬁnie est admissible car :
fo dt+f1 dt+f2 uw(t)dt =g — HF(3)z(0), |u(t)|<3.5.
A present con81derons le support controle {u, 75} avec

901886792452819, 0<t <1,
u(t) = { —3.5, 1<t<2,
1.93018867924531, 2 <t < 3.
Avec 5 = {1,3}, T. = 15

Blu,m) = > A(t)Au(t) + Y A(t)Au(t) = .506019766397131.

teT+ teT-
Soit 75 =1{2,3}, T. =75
avec les parametres de la méthode h < 1 et a = 0.5, | A(¢) |< 0.5. Nous scindons 'intervalle
T =0,3] =Ty UTy, comme suit :
Ty = [0.05051, 0.525255] U [0.525255, 1] U [1, 1.25] U [1.25, 1.5] U [1.5, 1.75] U [1.75,2] U [2, 2.25] U
[2.25,2.5] U [2.5, 2.75] U [2.75, 3],
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T, = [0,0.05051].

Cela nous permet d’aboutir au systeme suivant :

((2,56320; + 1.78015 + 0.6588!13 + 0.486914 + 0.330715 + 0.1901l¢ 4 0.06511; — 0.044215—
0.1380lg — 0.216111¢ + .8397984l11) — max;,

11,9862 + 10, 30151, + 4, 783815 + 4, 361914 + 3, 95575 + 3,565115 + 3, 19017 + 2, 8307ls+
2, 48691y + 2, 1588110 + 3.582386111 = 0,

7.03731; + 5.80341y + 2.5963(5 + 2.29941, 4 2.0182[5 + 1.7526l + 1.50261; + 1.2682l3+
1.04941y + 0.8463110 + 2, 1454761, = 0,

—4.40188679245282 < [; < 2.59811320754718,
—4.40188679245282 < [, < 2.59811320754718,
O S l3 g 77
051, <7,
0<15<7,
0<1ls<7,
—5.43018867924531 < 7 < 1.56981132075469,
—5.43018867924531 < Iz < 1.56981132075469,
—5.43018867924531 < Iy < 1.56981132075469,
—5.43018867924531 < 19 < 1.56981132075469,

X 0<1l; <1,
la solution optimale est :
2.59811320754718 —3.69249042372986 0 0 00
' = —2.64015161672731 ,
1.56981132075469  1.56981132075469 1.56981132075469 1
donc la nouvelle commande « est :

(3.5, 0 <t < 0.05051,
3.5, 0.05051 < ¢ < 0.525255,
—2.79060363127704, 0.525255 < ¢ < 1,
—3.5, 1<t<1.25
—3.5, 1.25 <t < 1.5,

a(t) =4 —3.5, 1.5<t<1.75,
—3.5, 175 <t <2,
—.709962937481998, 2 < t < 2.25,
3.5, 2.25 < t < 2.5,
3.5, 2.5 <t < 2.75,

| 3.5, 2.75 < t < 3.

Le nouveau support controle est {u, 75} avec
Bt 75}) = X et A AUt) + 3,0 Alt)Au(t) = 110150609334363.

Passons au changement du support.
Changement du support
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Posons p = 4.0 x 107! (parametre de la méthode). Soit la quasi-commande :
3.5, A(t) <0,
@(t) = —3.5, A(t) >0,
&(t) € [-3.5,3.5], A(t) =0.
Avec sa trajectoire correspondante () sur U'intervalle [0, 3], avec Hx(t) # g.
v" Initialisation

Avec 75 = {0.05050, 1.75},

alors la nouvelle commande aura 'allure suivante :

3.5, 0<¢<0.05050,
5=14 —3.5 0.05050<t<1.75,
3.5, 1.75 <t < 3,
toujours Hx(t*) # g.

v 1°"¢itération
On choisit t = 0.62 car pour cette valeur, on a A(t)6(t) < 0, (6(t) = Z(t)).

Alors la nouvelle commande sera la suivante :

35, 0<t<0.62
D=4 —35, 0.62<t<1.75,

3.5, 1.7 <t <3,
avec 7 = {0.62,1.75},

mais
Hx(t) # 9.
v 2°¢itération
Alt)=0=
on choisit ¢ = 2.14 car pour cette valeur, on a A(t)d(t) < 0.

35, 0<t<0.62
O=1{ —35, 0.62<t<2.14,
35 214<t<3

on a || (f%p)|]< i, donc on passe a la procédure finale.
La Procédure finale
Posons 73 = {0.62,2.14}.
On a

Tl — 7k 4 {signA(tf)ﬁj(Tf)}, j=1M,

1
J J d*_d*
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ce qui donne comme nouvelle commande
3.5,  0<t<.568834174124978,
W= —3.5, .568834174124978 <t < 2.14451888022972,
3.5,  2.14451888022972 <t < 3

la commande ci-dessus est optimale, avec le support
75 = {.568834174124978, 2.14451888022972}.

4.4 Conclusion

Donc, on a établi la théorie du controle optimal sur un systeme dynamique, avec des cas discrets
et continus. Nous avons résolu ces cas, cela nous permet de résoudre des cas plus complexes, élargis

aux types non linéaires et multi-objectifs (stochastiques ou/et flous).



Conclusion générale

Actuellement, la convexité est 'outil principal par excellence de I'optimisation globale, comme
on a prouvé cela tout le long de notre travail. L’optimisation convexe est une sous-discipline de
I'optimisation mathématique, dans laquelle le critére & minimiser (a optimiser) est convexe et
I'ensemble admissible est convexe [55, 99, 54]. Dans ce cadre, une prise en charge de ces problemes
d’optimisation est vite faite. L’existence d’une panoplies de théoremes et d’algorithmes et en général
une théorie élégante facilitent donc cette tache. Ces problemes sont plus simples a analyser et a
résoudre que les problémes d’optimisation non convexes, bien qu’ils puissent étre NP-difficiles (c¢’est
le cas de 'optimisation convexe en général).

La théorie permettant d’analyser des problemes ne requiert pas toujours la différentiabilité
des fonctions. Cette généralité est motivée par le fait que certaines méthodes de construction de
problemes d’optimisation convexe conduisent a des problemes non différentiables (fonction margi-
nale, dualisation de contraintes, etc). Si cette généralité est un atout, permettant de prendre en
compte davantage de problemes, 'abord de la théorie est également plus difficile.

L’optimisation convexe repose sur l'analyse convexe. Dans 'optimisation globale en plus des
méthodes propres a cette branche, 'analyse convexe, la théorie de la convexité et la dualité
convexe sont d'une utilité tres estimable. A noter aussi les nouvelles innovations de I'optimisation
globale.

Actuellement l'optimisation globale connait une nette progression en matiere de théorie et
application au niveau informatique [101, 95, 57] en particulier.

Pour les techniques d’optimisation globale, nous avons entre autres au moins les méthodes
suivantes :

& La programmation anti- convexe en général.

& La méthode de Branch and Bound/Branch and cut/Branch and Prune.

& La méthode DC (Difference convex) et DCA (Difference convex Algorithm) [104, 79, 85].

& La méthode d’analyse des intervalles [78].

& La méthode d’analyse affine [86].

& La méthode d’annexation polyedrale [102].

& La méthode homotopique.

& La méthode dynamic programming.

& La méthode Branch and Bound (mixed integer programming) [16].

Toutes les méthodes de 'optimisation globale que ce soit déterministes ou non déterministes que
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nous avons déja citées plutot, trouvent leurs places incontestablement dans divers domaines de
la vie réelle ( du spatial vers la médecine en transitant par les sciences humaines par exemple )
comme on a prouveé cela plus haut.

Comme perspective, nous pouvons orienter les recherches vers :

* / Amélioration de nos contributions publiées dans I’espace R"™.

* / Amélioration de nos contributions publiées dans l'espace R™ et R concernant les fonctions
Bornes.

*/ Obtenir de nouveaux algorithmes dans tout espace en multi-Objectifs.

* / Obtenir de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes dans le cadre flou-stochastique.

* / Amélioration de notre travail sur les espaces discrets.



ANNEXE A

Généralités sur les fonctions a plusieurs variables

A.1 Introduction

Dans cet annexe, nous allons présenter les fonctions a plusieurs variables notions de base et
théorie. Il est recommandé d’aborder méme sommairement les notions de normes, espace vectoriel

normé, distance et quelques éléments de la topologie.

A.2 Généralités sur les fonctions a plusieurs variables et
topologie. [16, 34, 38, 39, 70]

On désigne par R” = R x R x ... x R, le produit cartésien (n fois ) et donc R™ est I’ensemble
des n-uplets (x1, za, ..., T4, ..., T,), 0 = 1,...,n avec les x; étant des réels. R™ possede une structure

d’espace vectoriel sur le corps R.

A.2.1 Eléments de la topologie

Soit E un espace vectoriel sur un corps K tel que K=R ou K=C. Soit ’application produit

scalaire définie ainsi :

Définition A.2.1. Un produit scalaire sur F est une application

<.,.>ExFE— K.

L’application < .,. > vérifie les conditions suivantes :

— (i) < .,.> est sesquilinéaire,
Vi, 9,y € ENo, B € K, < oy + P,y >=a < 21,y > +0 < T2,y > .

— (ii) < .,. > est semi-symétrique : Vz,y € E < z,y >=< y, T >.
— (iii) < .,. > est définie positive : Vo € F,x #0 —= < z,z > > 0.
Mathématiquement, un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace

préhilbertien. Si ’espace vectoriel est réel, c’est un espace euclidien et espace hermitien dans

le cas complexe.
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Exemple A.2.1. */ E désignant l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [a, b]. L’ap-

plication ainsi définie désigne un produit scalaire.

b
Vi,he E, < f,h>= / f(z)h(x)dx.
*/ E désignant 'espace vectoriel des matrices a éléments réels, m lignes et n colonnes
VA, B € E,< A B >=tr(BTA).

tr désignant I'opérateur trace, B” transposée de B, est une application produit scalaire.

A.2.2 Les espaces normés

Soit E un espace vectoriel sur un corps K tel que K=R ou K=C. Soit I'application norme sur
E définie ainsi :

Définition A.2.2. Une norme sur F est une application

s Er— R, z— |||

avec les conditions suivantes :
~ () Ve e E,||z|]| > 0et ||z]| =0 <= x=0.
—- (ii) Vo € E,Va € K, ||az|| = |af||x]].
— (iii) Vz,y € E, ||z + y|| < ||z|| + ||y]|- (inégalité triangulaire ou inégalité de Minkowski)

Un espace vectoriel muni d’'une norme est dit espace vectoriel normé.
Sur E, lapplication x — ||z|| = /< @,z > est une norme associée au produit scalaire <, > sur
E.

Proposition A.2.1. Pour le produit scalaire <,> sur E, on a l'inégalité de ( Cauchy-Schwarz).

Vo,y € B, | <y > | <|lz[llyll

Remarque A.2.1. */ Vo,y € E,| < x,y > | = ||z]|.||]y|| si et seulement si = et y sont

linéairement dépendants.

Exemple A.2.2. Soit x = (z1, ..., %4, ..., x,) € R", i =1,...,n. Posant
/el = o] + x| + o+ [l
I zlle = Va2 + x? + ..+ 3,2
*/ allp = (Jza]” + |z2” + .. 4 [2a]")

) lolloo = max([za, [zal, ..., [za])-

3=

, 1 <p<oo.
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Les applications suivantes :

[z ll1s (122, [[2]]p, [[#]]oo : R" —> Ry

sont des normes sur R".

A.2.3 Les espaces métriques

Soit E' un ensemble (non vide). Soit 'application distance sur E définie ainsi :

Définition A.2.3. Une distance sur F est une application

d:ExE— Ry, (z,y) — d(z,y)
avec les conditions suivantes :
- (i) Va,y € E,d(xz,y) > 0etd(z,y) =0 <= x=y.
o (11) Vx,y € E> d(:z:,y) = d(y,az)
— (ili) Vz,y,2z € E,d(x,z) < d(z,y) + d(y, z). (inégalité triangulaire)
Un ensemble muni d’une distance est dit espace métrique.

Si E est un espace vectoriel normé, alors 'application (z,y) — ||z — y|| est une distance sur F.

Exemple A.2.3. Soit Vo = (z1,...,%;, ..., 2,) € R Yy = (Y1,., Yi, -, Yn) € R" i = 1,...,n, et

soient

¥/ (z,y) — di(z,y) = Z |2 — yil.

) (,y) — da(,y) = Z(\xi - vil)*-

*/ ((L’,y) L dm('r?y) - maX(|xi - y1|)7l = 17 —ey N

Les applications suivantes :

di(z,y),ds(x,y),dso(z,y) : R" X R" — R,

sont des distances sur R" x R™.

A.2.4 Eléments de topologies sur R"

On appelle boule ouverte de centre a € R™ et de rayon r > 0, ’ensemble
B(a,r)={z € E: ||z —a|| <r}.

Lorsque ||z — a|| < 7, on dira que la boule est fermée et on note B(a, 7).
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Définition A.2.4. On appelle voisinage d'un point a € R™, tout ensemble v(a) qui contient une

boule ouverte B(a,r).

Définition A.2.5. Soit A C R"™. On dit que A est un ouvert si A = & ou

Va € A,3r >0: B(a,r) C A.

Autrement dit, A est ouvert si intA = A. (intA) désignant intérieur de A.

Définition A.2.6. A est fermé si son complémentaire est ouvert.

A.2.5 Les fonctions sur R" et théories

On s’intéressera aux fonctions de R™ vers RP. Les résultats qu’on précisera ont un aspect général.

A.2.6 Limites et continuité

Soit 2 un ouvert de R™ et soit f : {2 — RP, une application.

Définition A.2.7. On dit que f admet une limite [ € RP, lorsque = tend vers a dans (2, si
Ve>0,30 >0:Vz e Q |z —al| <d=||f(x) =] <e.
On écrit | = lim,_,, f(z).

Définition A.2.8. On dit que f est continue en a si lim,_,, f(z) = f(a). On dit que f est continue

sur €2, si elle est continue en tout point de (2.

A.2.7 Dérivées partielles et directionnelles

Soient a € R™, 2 un voisinage de a, f : 2 +—— RP et u € R" avec u # 0.

Définition A.2.9. Si la limite }llir% w existe alors on 'appelle dérivée directionnelle de f
—
h+£0

en o dans la direction u et on la note %(a) ou 9, f(a) ou D,f(a) ou encore f (a,u).

Un cas particulier de la dérivée directionnelle est la dérivée partielle. En effet la dérivée partielle
.eme seme

de f au point a par rapport a la i variable est obtenue en prenant comme wu le ¢ vecteur

e; = (0,...,0,1,0,...,0) de la base canonique (ey,...,e,) de R™. On la note %(a) ou fi/(a) ou
D, f(a).

D’apres les définitions, on a

of . . fla+he)— f(a)
3%(&) _’lﬁl;l% - :
of (a) = lim fla,....a; + h,....a,) — f(ag, ..., a;, ...,an).

R !
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A.2.8 Différentiabilité des fonctions

Soit €2 un ouvert de R™ et f : 2 —— RP, une application.

Définition A.2.10. On dit que f est différentiable au point a € € §’il existe application linéaire
L :R" — RP, telle que :

Vh € R", f(a+h) = f(a) + L(h) + €(h),

avec hrré II(:Ii =0 (ou e(h) = o||h]]). Cest a dire : L : R™ — RP, telle que :
h—
h£0

f(x) = fla) + L(z — a) + é(z — a),

(avec un changement de variables)

avec 91313(11 II( |)‘ = 0. L’application L si elle existe, est unique et s’appelle la différentielle de
zeQ—{a}
f au point a. On la note df (a) ou df,.
Proposition A.2.2. [38, 39, 16, 3/, 70] Si [ est différentiable au point a, alors les dérivées
partielles %(a) existent et on a :
df : R" — RP, (dxy,...,dx )de:iﬁd
) ) 9 n — a ;

Remarque A.2.2. La seule existence des dérivées partielles ne suffit pas a assurer la
différentiabilité.
Définition A.2.11. On dit que f est continument différentiable ou de classe C* sur € lorsque les

dérivées partielles - f de f existent et sont continues sur €2.

A.2.9 Matrice jacobienne
Considérons I'application f: Q C R" — RP, z+— y = f(z). On a
U = fl(xla --'axn)ayQ = f2($17 ceey xn)7 o lYp = fp(xla 7xn)
Avec hypothese que les dérivées partielles 8f’(a) 1 <1 <p, 1 <5< n,a € ) existent.

Définition A.2.12. On appelle matrice jacobienne de f en a la matrice d’ordre p x n, définie

comme suit :

o - g
(g ... SL2(,
= [
pz(a) - g2 (0)
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Sip =1, J¢(a) se réduit a un vecteur de R”,

0 0
grad [ = (a—g{;(a),..., 8x]; (a))

est appelé le gradient de la fonction f on le note aussi V f. Si par contre on se trouve dans les

conditions n = p alors le déterminant de la matrice Jy(a) s’appelle le jacobien de f et de suite :

detJp(a) = H (a).

Proposition A.2.3. [38, 39, 16, 3/, 70] On a le résultat, avec f et g différentiables

Jgo (@) = Jy(f(a)). Ts(a).

Si f est bijective avec g = [~ et donc
8(f17"'7fn) _ 1
a(xl,...,l‘n) 8($1 ----- xn) ’

Exemple A.2.4. * / Siw = f(u,v) avec u = g(x,y), v = h(x,y) et si f, g et h sont différentiables

Ow)  _ Ow) o(u) | O(w) Ov)
(& —ie e
= +

alors

O(w) _ 9(w) I(r) +<9(’w) a(s) +0(w) d(v) +0(w) a(t)
d(x)  O(r)d(x)  O(s) (z) I(v)d(x)  O(t) I(x)
O(w) _ O(w) O(r) +5‘(w) d(s) +3(w) d(v) +6’(w) a(t)
Ay) O(r)dy) 9(s)dy) Ad(v)d(y) 9(t) I(y)
O(w) _ 9(w) d(r) +<9(w) d(s) +3(w) d(v) +3(w) a(t)
d(z)  O(r)d(z)  9(s) d(z)  9(v)d(z) () (z)

A.2.10 Formule de Taylor

Il existe une maniere d’approcher des fonctions de structures complexes par utilisation du

développement de taylor.

Proposition A.2.4. [38, 59, 16, 34, 70] Soit a € R™, Q un voisinage de a et f: Q2 C R" — R.
Soit h € R™, tel que le segment [a,a + h], soit contenu dans Q. On suppose que f € C™ sur Q.
Alors, il existe 6 € 1,0 tel que :
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— ox; 2 P 0x;,
1 «— o f
— hi, ...y
+7“! Z L Oz, i, (@), Ji,
L1yeeey lr=
1 - orif
_— Oh)h;, ...h; ..
+(7~_|_1)[ ' Z e (CL—|— ) 1 r+1

Exemple A.2.5. Le développement de Taylor au voisinage de l'origine pour la fonction ch(z + y)

tel que :
v? v . Rox(v)
ch(v) —1—1—5—1—...—1— oh] + Rog(v), })1_r>r(1) 2k =0
v#£0
(z +y)* (z +y)* _ Ry((z+y))
h =14+ — 4. +——+R | — = (.
ch(z+y) =1+ 0"+ + o " a((z+ 1)), R S

(z+y)#0

A.2.11 Points critiques et extremas

Dans ce cadre 2 est un ouvert de € R", f une fonction de €2 dans R et a € . On s’intéresse

aux extremas de f.

Définition A.2.13. On dit que f admet un minimum local en a s’il existe un voisinage V' (dans
Q) de a tel que : fla) < f(z),Yx e V.
On dit que f admet un minimum global ou absolu en a si

fla) < f(z),Vo € Q.

Proposition A.2.5. (Condition nécessaire) : Si f est différentiable en a, est un extremum (un

mazximum ou un minimum), alors df (a) = 0.

Définition A.2.14. La matrice hessienne de f en a € {2 un ouvert tel que
f:QCR*— R, f de classe C?

92 f 92f 92f
W(a) 8x13§2 (a) e 3:5128zn (Cl)
I _(q) Zda) o 2Ll (a) 92
H(f,a)=| =07 o Oraden = ((Tgm(a)))m,ﬁn'
: NN : J 7
o2 f o2f 2f
Oxn0x1 <a> Oxpn 02 (CL) T @(a)

On associe a la matrice hessienne H de f au point a la forme quadratique
Q@ : R" — R comme suit :
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n 82f
Qh)y=>" (a)hih; ,Yh = (hq,...,h,) € R".

i1 8%8:132

On note cette forme quadratique d?f(a).

Proposition A.2.6. (Conditions suffisantes ) : Considérons une fonction f de classe C* sur un
ouvert Q@ de R", a € Q. f: Q+— R, avec df(a) =0 et donc :

1/ d*f(a) une forme quadratique définie positive, alors f posséde un minimum local en a.

2/ d?f(a) une forme quadratique définie négative, alors f posséde un mazimum local en a.

3/ d*f(a) une forme quadratique non définie, f n’admet pas d’optimum en a.

Proposition A.2.7. (Conditions suffisantes dans R?) : Considérons une fonction f de classe C*

sur un ouvert Q de R?, a € Q. f: Q+— R, et tel que %(a) = g—i(a) =0, (point critique).
Et avec les notations de Monge : p = %(a); r= giyé(a); q= aa;gy (a).

1/ pr—q* > 0;p > 0 alors a minimum local.
2/ pr —q*> > 0;p <0 alors a mazimum local.
3/ pr —q* <0 alors a point selle.

4/ pr —q*> =0 alors on ne peut pas conclure et on doit faire une étude approfondie.

Théoréme A.2.1. Considérons une fonction f de classe Ct sur un ouvert Q de R", a € Q.
f:Q+——= R et une autre fonction g de classe C* sur Q. g : Q —— RP. Soit a le point optimum
pour f sous contraintes que g(x) = 0, et de plus la matrice jacobienne Jy(a) de g au point a

est de rang p. Et donc il existe des constantes Ay, ...., A, appelées multiplicateurs de Lagrange avec :

grad f(a) = Agrad gi(a).
k=1

- Y
bi U (q) = A\——(a).
Ou bien (a) e (a)

oz
k=1

Définition A.2.15. (Domaine d'une fonction)

Soit f: D — RU{+o0} une fonction convexe. On appelle domaine de f noté dom(f), 'ensemble

dom(f) ={x € D,/f(x) < +o0}.

C’est un ensemble convexe.

Si f concave alors son domaine

dom(f)={z € D,/f(x) > —c0}.

Définition A.2.16. (Fonction coercitive )

Soit f: D — RU{+o0} une fonction, f est dite coercitive si elle vérifie

f() = +o0.

[z|[—=+o0
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RESUME

L’optimisation globale a recu une grande attention de la part des chercheurs et elle a été
étudiée intensivement ces dernieres années dans la littérature. Ceci s’explique par ses applica-
tions intéressantes dans divers domaines a savoir le controle des flux routiers, télécommunication,
raffinage pétrolier,...etc. Dans notre travail, nous avons effectué un état de l'art sur la théorie de
I'optimisation globale (convexité, non convexité, o B.B, méthodes de résolutions numériques,...etc)
tout en étudiant des méthodes linéaires (la linéarisation par exemple). Des exemples d’applications
pour illustrations.

Mots clés : convexité, non convexité, branch and Bound, méthode D.C et D.C.A, méthodes
de résolutions numériques, méthodes en multi-objectifs, commande optimale, cas discret et cas

continu.

ABSTRACT

The Global Optimization theory has received much attention from researchers and it has been
intensively studied in recent years. This is explained by its interesting applications in various
fields namely the control of traffic flows, telecommunications, oil refining,...etc. In our work, we
have conducted a state of the art in the field of Global Optimization (convexity, no convexity, «
B.B, numerical resolution methods,...etc.) while studying a linear methods (The linearization for
example). Examples of applications for illustrations.

Key words : convexity, no convexity, Branch and Bound, D.C and D.C.A Method, numerical

resolution methods, multi-criteria methods, optimal command, discrete case, continous case.



