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Introdution générale
Le mémoire est une synthèse sur les proessus stationnaires, le mouvement Brownienet l'intégrale stohastique. Il est struturé en trois hapitres.Le premier hapitre est réparti en 3 parties. Dans la première partie nous préisons lespropriétés élémentaires des lois gaussiennes réelles unidimensionnelles et multidimension-nelles.Dans la deuxième partie nous rappellerons les notions préliminaires sur les proessusstationnaires, nous étudions la stationnarité strite et large d'un proessus de seond ordre,nous mettons en valeur que la fontion de ovariane d'un proessus stationnaire est her-mitienne de type positif. Les moments d'ordre deux d'un proessus gaussien, déterminentomplètement la loi globale du proessus, e qui est loin d'être le as pour un proessusdu seond ordre quelonque . De plus dans le as gaussien les notions de non orrélationet d'indépendane oïnident, et les deux notions de stationnarité sont équivalentes (f.Azenott[3℄).La troisième partie omporte des notions sur les lois gaussiennes omplexes et proessusgaussiens omplexes.Le deuxième hapitre est une introdution à l'étude de l'intégrale stohastique, il estdéveloppé dans trois diretions. La première introduit l'intégrale stohastique par l'intermé-diaire des mesures aléatoires, (f. Azenott [3℄). La deuxième traite l'intégrale stohastiqueen introduisant la notion de mesure spetrale grâe au théorème de Herglotz-Bohner. Cequi permet d'aboutir à une représentation intégrale des proessus gaussiens omplexes (f.[7℄). 3



La dernière diretion est une introdution de l'intégrale stohastique de fontions dearrés intégrables, par rapport à des proessus à aroissements orthogonaux (f. [6℄). Celapermet de généraliser la représentation préédente aux proessus stationnaires ontinus enmoyenne quadratique.Le troisième hapitre omporte les onepts de base du Mouvement Brownien, ave uneonstrution intuitive qui dérit le Mouvement Brownien omme limite de marhes aléa-toires (f. Jo�e[16℄ et Ross[25℄). Par suite nous donnons quelques propriétés aratéristiquesdu Mouvement Brownien. Nous terminons le hapitre par une introdution à l'intégraled'It�.
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Chapitre 1Lois et proessus gaussiens, Proessusstationnaires
1.1 Lois et proessus gaussiens1.1.1 Loi gaussienne réellesDé�nition 1. 1. Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne ou normale si la loide X admet une densité de probabilité f par rapport à la mesure de Lebesgue de la forme

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2
(x−µ

σ
)2 ,où µ et σ sont des paramètres réels.Si µ = 0 et σ = 1 la variable aléatoire est dite entrée et réduite.On note N (µ, σ2) la famille de variables aléatoires normales de paramètres µ et σ.On a E(X) = µ et E[(X − µ)2] = σ2.En e�et

E(X) =
1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
xe−

1
2
(x−µ

σ
)2dx.En posant

y =
x− µ
σon obtient

E(X) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ye−

y2

2 dy + µ
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

y2

2 dy = 0 + µ = µ.5



De même
E(X2) =

1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
x2e−

1
2
(x−µ

σ
)2dx.Si

y =
x− µ
σ

,alors
E(X2) =

σ2

√
2π

∫ +∞

−∞
y2e−

y2

2 dy +
2σµ√

2π

∫ +∞

−∞
ye−

y2

2 dy +
µ2

√
2π

∫ +∞

−∞
e−

y2

2 dy

=
σ2

√
2π

∫ +∞

−∞
y2e−

y2

2 dy + µ2.Par suite une intégration par parties établit que
E(X2) = σ2 + µ2 = σ2 + (E(X))2.Don E[(X − µ)2] = E(X2)− E(X)2 = σ2.Remarque 1. 1. Si X est une variable aléatoire de loi N (µ, σ2), alors la variable

Y =
X − µ
σsuit une loi N (0, 1).En e�et :

P (Y ≤ y) = P (
X − µ
σ

≤ y) = P (X ≤ σy + µ)

=
1

σ
√

2π

∫ σy+µ

−∞
e
−(x− µ)2

2σ2 dx.Si
t =

x− µ
σ

, x = σt+ µ,alors
P (Y ≤ y) =

1√
2π

∫ y

−∞
e

−t2

2 dt,don Y suit une loi N (0, 1). 6



Proposition 1. 1 ([3℄). Si X est une variable aléatoire de loi N (µ, σ2), alors la fontionaratéristique de X, ϕX(t) est
ϕX(t) = E(eitX) = exp(itµ− 1

2
t2σ2).Démonstration.� Si σ = 1 et µ = 0 :

ϕX(t) =
1√
2π
e

−t2

2

∫ +∞

−∞
e−

(x−it)2

2 dx.Soit y = x− it, omme ∫ +∞

−∞
e−x2

=
√

2π,nous avons
ϕX(t) =

1√
2π
e

−t2

2

∫ +∞

−∞
e

−y2

2 dy = e
−t2

2 .� Si σ 6= 1 et µ 6= 0 :
ϕX(t) = E(eitX)en posant
Y =

X − µ
σon obtient

ϕX(t) = E(eit(σY +µ)) = E(eitσY × eitµ)

= eitµ
E(eitσY ) = eitµϕY (σt) = eitµe−

σ2t2

2 .D'où :
ϕX(t) = e(itµ−

1
2
t2σ2).

2La loi normale peut être également dé�nie, d'une façon équivalente, par sa fontionaratéristique.Dé�nition 1. 2. Une variable aléatoire X est normale si sa fontion aratéristique ϕXest de la forme :
ϕX(t) = e(itµ−

1
2
t2σ2).7



Nous avons alors :Proposition 1. 2. Si X est une variable aléatoire admettant une fontion aratéristique
ϕX de la forme

ϕX(t) = e(itµ−
1
2
t2σ2),alors X admet une densité de probabilité f de la forme :

f(x) =
1

σ
√

2π
e
−(x − µ)2

2σ2 .Démonstration. : D'après la formule d'inversion de Fourier, omme ϕX ∈ L
1(R,BR) nousavons :

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eitxϕX(t)dt.Don

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxe(itµ−

1
2
t2σ2)dt =

1

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

∫ +∞

−∞
e−

1
2
(tσ+(x−µ

σ
)i)2dt

=
1

σ2π
e

−(x−µ)2

2σ2

∫ +∞

−∞
e−

1
2
y2

dy

=
1

σ
√

2π
e

−(x−µ)2

2σ2 .

2Théorème 1. 1. Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant respetivement les lois
N (µ1, σ

2
1) et N (µ2, σ

2
2), alors la v.a. X + Y suit une loi normale N (µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2).Démonstration.
ϕX+Y (t) = E(eit(X+Y )) = E(eitXeitY ) = E(eitX)E(eitY ) ar X et Y sont indépendantes

= (eitµ1− 1
2
t2σ2

1)(eitµ2− 1
2
t2σ2

2) = eit(µ1+µ2)− 1
2
t2(σ2

1+σ2
2).Don X + Y suit une loi N (µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2). 2
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1.1.2 Veteurs gaussiens réels1) Veteurs aléatoiresSoit l'espae eulidien Rn. On note < ., . > son produit salaire, si X ∈ Rn on note
X =




x1...
xn


 la matrie olonne représentant X relativement à la base (ei)i=1,...,n, et X test la transposée de la matrie X.Si X =




x1...
xn


 et Y =




y1...
yn


 par rapport à la base orthonormée (ei)i=1,...,n alors

< X, Y >= x1y1 + ...+ xnyn = X tY.Rappelons que si X = (X1, · · · , Xn) est un veteur aléatoire tel que Xi ∈ L2(Ω,A, P ),
∀i ∈ {1, ..., n} alors

E(X) = (E(X1), ...,E(Xn)) et Cov(X) = Σ = E[(X − E(X))(X − E(X))t]où Σ est la matrie arrée Σ = (Σij)i,j=1,...,n ave
Σij = Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj).Proposition 1. 3 ([14℄). Si A est une appliation linéaire de Rn dans Rd, et X un veteuraléatoire à valeurs dans Rn, alors

E(AX) = AE(X).Démonstration. On identi�e l'appliation linéaire A ave sa matrie dans les bases a-noniques de Rn et Rd, et les veteurs à des matries- olonnes.Si A =




α11 · · · α1n... . . . ...
αd1 · · · αdn


 et X =




X1...
Xn


, nous avons

AX =

i=d∑

i=1

(

j=n∑

j=1

αijXj)ei ave (ei)1≤i≤d la base anonique de R
d.Don E(AX) =

i=d∑

i=1

(

j=n∑

j=1

αijE(Xj))ei par la linéarité de l'espérane.9



D'autre part
AE(X) =

i=d∑

i=1

(j=n∑

j=1

αijE(Xj)

)
eidon

E(AX) = AE(X).

2Dé�nition 1. 3. Une matrie réelle symétrique A d'ordre n, est dite dé�nie positive (res-petivement positive) si pour tout veteur X ∈ Rn on a : X tAX > 0 et X tAX = 0⇔ X = 0(respetivement X tAX ≥ 0).Proposition 1. 4 ([6℄). Si la matrie de ovariane Σ d'un veteur aléatoire existe alorselle est symétrique, réelle et positive.Démonstration.La matrie Σ est Symétrique ar Σt = Σ.En e�et
Σij = Cov(Xi, Xj) = E[< Xi − E(Xi), Xj − E(Xj) >] = E[< Xj − E(Xj), Xi − E(Xi) >]

= Cov(Xj, Xi) = Σji, ∀i, j = 1 · · ·n.La matrie Σ est positive, ar pour tout veteur U = (U1, ..., Un) on a
U tΣU = U t

E[(X − E(X))(X − E(X))t]U = E[U t(X − E(X))(X − E(X))tU ]

= E[(< U,X − E(X) >)2] = E[(U t(X − E(X)))2] ≥ 0.Car
< U,X − E(X) >= U t(X − E(X)) =< X − E(X), U > .

22) Veteurs aléatoires gaussiens réelsDé�nition 1. 4. : On dit qu'un veteur aléatoire X : Ω −→ Rn est un veteur gaussien,si la variable aléatoire réelle φ(X) est gaussienne pour toute forme linéaire φ : Rn −→ R.i.e. si X = (X1, ..., Xn) relativement à une ertaine base de Rn, les variables aléatoiresréelles a1X1 + ... + anXn sont gaussiennes pour tout hoix des nombres réels a1, a2, ...an.10



Proposition 1. 5 ([14℄). Si X : Ω −→ Rn est un veteur gaussien, et si A est uneappliation linéaire de Rn dans Rd, alors AX : Ω −→ Rd est un veteur gaussien.Démonstration. Résulte du fait que φ◦A est une forme linéaire sur Rn pour toute formelinéaire φ sur Rd.
2Propriétés1. Si X = (X1, ..., Xn) est un veteur gaussien dans Rn, alors haque variable aléa-toire réelle Xk est gaussienne, puisque l'appliation (X1, ..., Xn) 7→ Xk est une formelinéaire sur Rn.2. Si X1, X2, ..., Xn sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes, alors leveteur (X1, X2, ..., Xn) est gaussien.Théorème 1. 2 ([3℄). X est un veteur aléatoire gaussien, si et seulement si sa fontionaratéristique ϕX est donnée par la formule :

ϕX(Z) = exp{iZtµ− 1

2
ZtΣZ} = E(ei<Z,X>) ∀Z ∈ R

n,ave µ = E(X) et Σ = Cov(X).Démonstration. L'appliation X 7−→ ZtX =< Z,X > est une forme linéaire, la variable
ZtX est une v.a gaussienne son espérane

m = E(ZtX) = Zt
E(X) = Ztµet sa variane

σ2 = V ar(ZtX) = ZtΣZ.Don pour tout t ∈ R on a :
ϕZtX(t) = exp{itm− 1

2
σ2t2} = E(eit(ZtX)) = E(eit<Z,X>).Pour t=1 on obtient E(eit<Z,X>) = ϕX(Z) = exp{iZtµ− 1

2
ZtΣZ}.

11



Inversement supposons que X est un veteur de fontion aratéristique,
ϕX(Z) = exp{iZtµ− 1

2
ZtΣZ}alors

ϕZtX(t) = E(eit(ZtX)) = E(ei(tZt)X)) = ϕX(Ztt) = exp{itZtµ−1

2
tZtΣZt} = exp{itm−1

2
t2σ}.Don ZtX est gaussienne, d'espérane m et de variane σ2.

2Remarque : La loi d'un veteur aléatoire gaussien à valeurs dans R
n est entièrementdéterminée par son espérane et sa matrie de variane-ovariane.Théorème 1. 3 ([3℄). Si X = (X1, ..., Xn) est un veteur gaussien, alors ses omposantessont indépendantes si et seulement si elles sont non orrélées :

Cov(Xj, Xk) = 0 ∀ j 6= k.Autrement dit si et seulement si X1−E(X1), ..., Xn−E(Xn) sont orthogonales dans L2(Ω,A, P ).Démonstration.Nous savons déjà que des variables aléatoires réelles indépendantes sont non orrélées.Inversement, si elles ne sont pas orrélées, la matrie de ovariane de X est diagonale :
Γ =




σ2
1 0. . .
0 σ2

n


, ave σ2

k = var(Xk).Si on pose µk = E(Xk) on a E(X) = µ = (µ1, ..., µn).Comme X est gaussien, on a pour tout veteur t = (t1, ..., tn) ∈ Rn :
ϕX(t) = exp(i < t, µ > −1

2
ttΓt)

= exp(i(t1µ1 + ...+ tnµn)− 1

2
(σ2

1t
2
1 + ...+ σ2

nt
2
n))

= exp(it1µ1 −
1

2
σ2

1t
2
1)× ...× exp(itnµn −

1

2
σ2

nt
2
n)

= ϕX1(t1)× ...× ϕXn(tn).Ce qui prouve l'indépendane de X1, ..., Xn. 212



Proposition 1. 6 ([3℄). Un veteur aléatoire gaussien X dans Rn de moyenne µ, possèdeune densité, par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn, si sa matrie de ovariane Σ estinversible. Cette densité est alors :
f(x) =

1

(2π)
n
2 |Σ| 12

exp(−1

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)).Pour démontrer ette proposition, rappelons que si X est un veteur aléatoire de Rn ad-mettant une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue dans Rn, A est une matrie

(n, n) inversible et b ∈ Rn, alors Y = AX + b a pour densité par rapport à la mesure deLebesgue dans Rn la fontion g tel que
g(y) =

1

| detA |f(A−1(y − b)).En e�et soit ϕ l'appliation linéaire dé�nie par
Y = ϕ(X) = AX + b.D'après le théorème du hangement de variables nous avons :Pour tout borélien B ∈ Rn

P (Y ∈ B) =

∫

B

g(y)dy = P (X ∈ ϕ−1(B)) =

∫

ϕ−1(B)

f(x)dx =

∫

B

f(ϕ−1(y))|J(ϕ−1(y))|dy,omme f et g sont positives alors
g(y) = f ◦ ϕ−1(y)|J(ϕ−1(y))|.Puisque |J(ϕ−1(y))| = |detA−1| = 1

|detA| alors,
g(y) =

1

| detA |f(A−1(y − b)).Revenons à la démonstration du la proposition 1.6.Démonstration.La matrie Σ est symétrique, positive et inversible, don il existe une matrie P (inver-sible) tel que Σ = PP t.Soit Y = P−1(X − µ), par dé�nition les omposantes de Y sont normales et de plus :
E(Y ) = E(P−1(X − µ)) = P−1(E(X − µ)) = P−1(E(X)− µ) = 0.13



Cov(Y ) = E(Y Y t) = E(P−1(X − µ)(X − µ)tP−1) = P−1Σ(P−1)t = P−1PP t(P−1)t = I.Don toutes les omposantes de Y sont de loi N (0, 1) , les Yi, i = 1, ..., n sont indé-pendantes ar Cov(Y ) est une matrie diagonale.Don la loi de veteur Y est de densité fY donnée par :
fY (y) = P (Y ∈ dy) = P (Y1 ∈ dy1, Y2 ∈ dy2, ...Yn ∈ dyn)

= P (Y1 ∈ dy1)× P (Y2 ∈ dy2)× ...× P (Yn ∈ dyn) par indépendane des Yi

= fY1(y1)× fY2(y2)× ...× fYn(yn)Don :
fY (y) =

i=n∏

i=1

fYi
(y) =

1

(2π)
n
2

exp(−1

2
yty).D'autre part :

fX(x) = P (X ∈ dx) =
1

| det(P−1) |fY (P−1(x− µ))et
| det(P−1) |= 1

| detP | =
1

| PP t | 12
=

1

| Σ | 12
.Don

fX(x) =
1

| Σ | 12
1

(2π)
n
2

exp(−1

2
(x− µ)tP−1t

P−1(x− µ))

=
1

| Σ | 12
1

(2π)
n
2

exp(−1

2
(x− µ)t(PP t)−1(x− µ))

=
1

| Σ | 12
1

(2π)
n
2

exp(−1

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)).

2 Remarquons que nous pouvons aussi dé�nir les veteurs gaussiens diretement par leursdensités. 14



Dé�nition 1. 5. Un veteur aléatoire X = (X1, ..., Xn) est dit gaussien non dégénéré, s'ilexiste une matrie Σ inversible dans M(n,R) symétrique positive et un veteur µ ∈ Rn,tel que sa densité f par rapport à la mesure de Lebesgue est de la forme :
f(x) =

1

(2π)
n
2 |Σ| 12

exp{−1

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)}.Propriétés :Ave les notations i-dessus, si X = (X1, · · · , Xn) est un tel veteur, nous avons immé-diatement(i) µ = E(X) et si Σ = (Σij) alors Σij = Cov(Xi, Xj).(ii) ∀a ∈ Rn, atX suit une loi gaussienne de moyenne atµ et de variane atΣa.Démonstration.1) Preuve de (i) :

Σ est une matrie positive, il existe une matrie orthogonale P est une diagonaleD telleque P tΣP = D. Si σ2
1, ..., σ

2
n désignent les valeurs propres de Σ alors D = diag(σ2

1, ..., σ
2
n).Soit ψ : X = (X1, ..., Xn) 7−→ Y = (Y1, ..., Yn) = P tX.On a Y = P tX ⇒ X = PY , don

g(y) = P (Y ∈ dy) =
1

| detP |f(Py) = f(Py)ar | detP |= 1 puisque P est orthogonale.Si on pose m = P tµ on aura,
(x− µ)tΣ−1(x− µ) = (Py − Pm)tΣ−1(Py − Pm) = (y −m)tP tΣ−1P (y −m)

= (y −m)tD−1(y −m) =
i=n∑

i=1

1

σ2
i

(yi −mi),

g(y) =
1

(2π)
n
2

√
detD

exp{−1

2

i=n∑

i=1

(yi −mi)
2

σ2
i

} =

i=n∏

i=1

1

σi

√
2π

exp{−1

2

(yi −mi)
2

σ2
i

}.15



Don les variables aléatoires Y1, Y2..., Yn sont indépendantes est suivent respetivement laloi N (mi, σ
2
i ), d'où E(Y ) = (E(Y1), ...,E(Yn)) = (m1, ..., mn) = m et Cov(Y ) = D.Don

E(X) = PE(Y ) = Pm = µ

Cov(X) = Cov(PY ) = E[(PY − E(PY ))(PY − E(PY ))t]

= PE[(Y − E(Y ))(Y − E(Y ))t]P t

= PCov(Y )P t = PDP t = Σ.2) Preuve de (ii) :1. Si X suit une loi normale N (0, In) alors toutes les omposantes de X sont des gaus-siennnes indépendantes, ar on a
P (X ∈ dx) = f(x) =

1

(2π)n/2
exp (−1

2

i=n∑

i=1

x2
i ) =

i=n∏

i=1

1√
2π

exp (−1

2
x2

i ).Don X1, · · · , Xn sont indépendantes et de loi N (0, 1).Soit a = (a1, ..., an) ∈ Rn, omme atX =

i=n∑

i=1

aiXi don atX suit une loi gaussienneave
E(atX) = at

E(X) = atµ = 0,

V (atX) = V ar(atX) = atV (X)a = atIna.2. Si X suit une loi normale N (µ,Σ) ave Σ est une matrie positive inversible. Il existeune matrie P inversible telle que Σ = PP t.Si on pose Y = P−1(X − µ), alors Y suit une loi gaussienne N (0, 1). Don atX suitune loi gaussienne puisque,
atX = atPY + atµqui est une transformation linéaire d'une loi gaussienne.De plus

E(atX) = E(atPY ) + atµ = atµet
V (atX) = V (atPY + atµ) = V (atPY ) = atPV (Y )P ta = atΣa.16



2Théorème 1. 4. Soit (Xn)n≥1 une suite de veteurs aléatoires gaussiens de Rd qui onvergenten moyenne quadratique vers le veteur X. Alors X est néessairement un veteur gaussien.1.1.3 Proessus Gaussiens réelsDans toute la suite, T désignera R+ ou un intervalle de R+Dé�nition 1. 6. Un proessus aléatoire réel est une famille (Xt)t∈T de variables aléatoiresréelles dé�nies sur le même espae de Probabilité (Ω,A, P ) tel que :Pour t �xé, l'appliation ω 7−→ Xt(ω) est une variable aléatoire réelle.Pour ω �xé, l'appliation t 7−→ Xt(ω) est une appliation de T dans R .Dé�nition 1. 7. Un proessus réel (Xt)t∈R+ est dit gaussien si
∀n ≥ 1 et t1, t2, ..., tn ∈ R+, le veteur aléatoire (Xt1 , ..., Xtn) est gaussien .La fontion m : R+ −→ R donnée par m(t) = E(Xt) est appelée la moyenne du proes-sus.La fontion K : R+ × R+ −→ R donnée par K(t, s) = Cov(Xt, Xs) est appelée lafontion de ovariane du proessus.Proposition 1. 7. Si (Xt)t∈T est un proessus du seond ordre, sa ovariane

K : T × T → Cest une fontion de type positif 'est -à- dire que pour tout k ∈ N∗, tous (t1, t2, ..., tk) ∈ T ket (x1, x2, ..., xk) ∈ Ck, on a
K(ti, tj) = K(tj , ti) 1 ≤ i, j ≤ k et ∑

1≤i,j≤k

xiK(ti, tj)xj ≥ 0.Démonstration.Il su�t de noter que la matrie Σ = (Σij)i,j=1,...,k ave Σij = K(ti, tj) est la matrie deovariane du veteur (Xt1 , ..., Xtk). 2 17



Proposition 1. 8 (Kolmogorov). Soient m : T → R une fontion quelonque, et
K : T ×T → R une fontion réelle de type positif. Alors il existe un proessus gaussienréel X indexé par T , de moyenne m et de ovariane K. Ce proessus est unique presquesûrement .1.2 Proessus stationnairesDé�nition 1. 8. On dit que (Xt)t∈R est un proessus stritement ( ou fortement )station-naire, si pour tout n-uplé de temps t1 < t2 < · · · < tn(ti ∈ R) et pour tout h ∈ R le veteur

(Xt1+h, · · · , Xtn+h) a la même loi que le veteur (Xt1 , · · · , Xtn), i.e.
P (Xt1+h ≤ x1, · · · , Xtn+h ≤ xn) = P (Xt1 ≤ x1, · · · , Xtn ≤ xn).En partiulier on a

P (Xt ≤ x) = P (Xt+h ≤ x) pour tout h ∈ R.Théorème 1. 5. Si le proessus (Xt)t∈R est du seond ordre et stritement ( ou fortement)stationnaire alors,1. E(Xt) = m, pour tout t ∈ R, ave m un nombre réel2. V ar(Xt) = σ2, pour tout t ∈ R3. K(t, s) = Cov(Xt, Xs) = E[(Xt −m)(Xs −m)] = Γ(t − s) pour tout (t, s) ∈ R × R,i.e. la ovariane est une fontion Γ de t− s.Démonstration. 1) et 2) sont évidents puisque
P (Xt ≤ x) = P (Xt+h ≤ x) pour tout h ∈ RPour démontrer 3) on a par l'inégalité de Cauhy- Shwartz il suit que
|E(XtXs)| ≤ (E(Xt)

2)1/2(E(Xs)
2)1/2 <∞.Comme (Xt)t∈R est un proessus stationnaire, on a

Cov(Xt+h, Xs+h) = Cov(Xt, Xs) = K(t, s) pour tout h ∈ R.En posant h = −s on aura
K(t, s) = Cov(Xt−s, X0) = Γ(t− s),18



et en posant h = −t on aura
K(t, s) = Cov(X0, Xt−s) = Γ(t− s),d'où on tire que la ovariane ne dépend que de la di�érene t− s des temps t et s et dela loi de X0. 2Dé�nition 1. 9. On dit que le proessus (Xt)t∈R est stationnaire à l'ordre 2 ou faiblementstationnaire s'il est un proessus du seond ordre dont la moyenne m(t) et la ovariane

K(s, t) sont invariante par translation dans le temps. i.e.1. E(Xt) = m, ∀t ∈ R où m est une onstante réelle2. V ar(Xt) = σ2, ∀t ∈ R3. Cov(Xt, Xt+h) = Γ(h) ∀t, t+ h ∈ R, ou Γ est une fontion de h.Remarques1. La fontion Γ est appelée la fontion de ovariane du proessus (Xt)t∈R, elle est pairesi e proessus est stationnaire. En e�et
Γ(h) = Cov(Xt, Xt+h) = Cov(Xt−h, Xt) = Γ(−h)2. Pour un proessus du seond ordre, la stationnarité strite implique la stationnaritéà l'ordre 2. Par ontre il existe des proessus stationnaires à l'ordre 2 qui ne sont passtationnaires strits.Proposition 1. 9 (f.[3℄). Un proessus gaussien (Xt)t∈T est stationnaire si et seulementsi il est stationnaire à l'ordre 2.Démonstration. Si (Xt)t∈T est gaussien, les lois jointes de (Xt1 , · · · , Xtn) et (Xt1+h, · · · , Xtn+h)sont gaussiennes ; elles oïnident si et seulement si elles ont même moyenne et même o-variane, d'où le résultat. 2Dé�nition 1. 10. Un proessus (Xt)t∈R+ est à aroissements stationnaires si la loi del'aroissement Xt+s − Xt est indépendante de t pour tout s, t ∈ R+, i.e. Xt+s − Xt a lamême loi que Xs −X0 19



Dé�nition 1. 11. Un proessus aléatoire (Xt)t∈T est dit ontinu si pour tout ω ∈ Ωl'appliation t 7−→ Xt(ω) est ontinue , on dira alors que les trajetoires sont ontinues.On a alors l'ensemble des trajetoires est une partie de C(T ).Dé�nition 1. 12. Un proessus aléatoire (Xt)t∈R+ est à aroissements indépendants, sipour tout famille stritement roissante de réels positifs 0 ≤ t0 < t1 < ...tn−1 < tn lesvariables aléatoires Xti −Xti−1
sont indépendantes.1.3 Loi et Proessus Gaussiens ComplexesDé�nition 1. 13. Pour un veteur aléatoire omplexe Z dans L2(Ω,A, P ) on dé�nit leveteur espéranemZ = E[Z], et la matrie de ovariane par :ΣZ = E[(Z−mZ)(Z −mZ)t].Cette matrie est hermitienne positive.Pour deux veteurs aléatoires omplexes U et V dans L2(Ω,A, P ) on dé�nit leur matriede ovariane roisée par :Σ(U,V ) = E[(U −mU)(V −mV )t].Dé�nition 1. 14. Une variable aléatoire omplexe Z = X + iY dé�nie sur un espaeprobabilisé est gaussienne si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes réelles indé-pendantes et de même variane.Remarques1. Une variable aléatoire réelle ne peut don pas être onsidérée omme gaussienneomplexe de partie imaginaire nulle.2. La dé�nition 1.14 peut paraître exessivement exigeante. On aurait pu déider dedire qu'une v.a. omplexe Z = X + iY est gaussienne dès que le ouple (X, Y ) estgaussien dans R2. Mais, dans e as, la loi de Z ne serait plus déterminée par sonespérane et sa variane σ2
Z . En e�et, en admettant que Z soit entrée, la varianede Z vaut
σ2

Z = E[ZZ] = E[X2 + Y 2]La onnaissane de σ2
Z est don insu�sante à déterminer la loi de (X, Y ) et don de

Z . Par ontre si on rajoute l'hypothèse X et Y indépendantes et de même variane,on déduit immédiatement que (X, Y ) est gaussienne bidimensionnelle de matrie deovariane ( 1
2
σ2

Z 0
0 1

2
σ2

Z

)
. 20



Dé�nition 1. 15. On dit que le veteur (Z1, Z2, ..., Zn) à valeurs dans Cn est gaussien,si toute ombinaison linéaire à oe�ients omplexes des Zk, k = 1, ...n est une v.a.gaussienne omplexe.Proposition 1. 10. Un veteur aléatoire omplexe Z = (Z1, Z2, ..., Zn) est gaussien si etseulement si, en posant X = ℜe(Z) et Y = ℑm(Z), on a :1. Le veteur (X, Y ) de dimension 2n est gaussien réel.2. ΣX = ΣY et Σ(X,Y ) = −Σ(Y,X).En partiulier ΣZ = 2(ΣX + iΣ(Y,X)). Don la donnée de mz et ΣZ déterminent la loi de
Z.Dé�nition 1. 16. Un proessus omplexe (Xt)t indexé par T est dit gaussien si pour toutepartie �nie {t1, ..., tk} de T , le veteur (Xt1 , ..., Xtk) est gaussien omplexe.
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Chapitre 2Intégrale Stohastique
2.1 IntrodutionDans e hapitre nous introduisons dans un premier temps l'intégrale stohastique, parl'intermédiaire des mesures aléatoires, à la manière d'Azenott [3℄. Ensuite nous présentonsune deuxième approhe par les mesures spetrales telle qu'elle a été développée par Breiman[7℄. En�n nous introduisons l'intégrale de Wiener et son appliation à l'énergie d'un signal.2.2 Intégrale stohastique et proessus stationnaire duseond ordreSoit (Ω,A, P ) un espae probabilisé et L2

C
(Ω,A, P ) l'espae de variables aléatoires om-plexes X tel que X2 ∈ L1

C
(Ω,A, P ).Rappelons que L2

C
(Ω,A, P ) muni du produit salaire

< X, Y >= E[XY ]est un espae de Hilbert omplexe.Pour X, Y ∈ L2
C
(Ω,A, P ) on note

σ2(X) = E[| X − E(X) |2]la variane de X et
Γ(X, Y ) = E[(X −E(X))(Y − E(Y ))]la ovariane de X et Y. 22



2.2.1 Mesures Aléatoires et Champs AléatoiresMesure aléatoire à support �niSoit T le tore de dimension 1, on note BT la tribu borélienne sur T. Les mesures sur T àvaleurs omplexes et à support �ni sont de la forme ν =
k=r∑

k=1

akδλk
où λk sont des pointsdistints de T, les ak ∈ C et δλ est la masse unité au point λ.Pour tout borélien B de T on a :

δλk
(B) =

{
1 si λk ∈ B
0 sinon.

ν(B) =

k=r∑

k=1

akδλk
(B)et pour toute fontion f : T→ C on a

∫

T

fdν =
k=r∑

k=1

akf(λk).Dé�nition 2. 1. On appelle mesure aléatoire à support �ni toute appliation Z de BT dans
L2

C
(Ω,A, P ) telle que

Z =

k=r∑

k=1

Akδλkave les Ak sont des v.a. omplexes dans L2
C
(Ω,A, P ).Pour toute fontion f : T→ C on dé�nit la v.a. Zf notée aussi ∫

T
fdZ en posant

Zf =

∫

T

fdZ =

k=r∑

k=1

Akf(λk)PropriétésSoit Z une mesure aléatoire à support �ni tel que
Z =

k=r∑

k=1

Akδλk
.On a :

23



� Pour toute fontion f de T dans C, la variable Zf est par dé�nition la ombinaisonlinéaire des variables aléatoires Ak qui sont dans L2
C
(Ω,A, P ) , et don elle est dans

L2
C
(Ω,A, P ).� Pour toutes fontions f et g de T dans C, si les v.a. Ak sont deux à deux non orrélées,

σ2
k = σ2(Ak) et si µ est la mesure positive à support �ni, dé�nie sur T par

µ =
∑

k

σ2
kδλk

,alors on a
Γ(Zf , Zg) =

∫

T

fgdµ.En e�et, nous avons
Γ(Zf , Zg) =

∑

k

∑

l

f(λk)g(λl)Γ(Ak, Al) =
∑

k

σ2
kf(λk)g(λk) =

∫

T

fgdµ,ar les variables aléatoiresAk sont non orrélées et par suite Γ(Ak, Al) = 0 si k 6= l.� Toute mesure aléatoire Z à support �ni dé�nit don une mesure µ positive sur T.� Soit l'appliation φ : f 7→ Zf de L2
C
(T,BT, µ) dans L2

C
(Ω,A, P ). On a

< φ(f).φ(g) >L2
C
(Ω,A,P )=< Zf , Zg >L2

C
(Ω,A,P )= Γ(Zf , Zg) =

∫

T

fgdµ =< f, g >L2
C
(T,BT,µ) .Ce qui montre que φ préserve le produit salaire, don φ est une isométrie.Remarque 2. 1. Pour tout A ∈ BT, soit ZA la variable aléatoire dé�nie par ZA = Z11A'est à dire, la masse donnée à A ∈ BT par la mesure aléatoire Z. Si µ est la mesure positiveassoiée à la mesure aléatoire Z, alors on a

Γ(ZA, ZB) =

∫

T

11A11Bdµ =

∫

T

11A11Bdµ = µ(A ∩B).Remarque 2. 2. La famille de v.a (ZA)A∈BT
est un proessus du seond ordre, de ova-riane :

K(A,B) = Γ(ZA, ZB) = µ(A ∩ B).Par onstrution et d'après les propriétés de Zf . Ce proessus est appelé hamp aléatoirenon orrélé. 24



Champs aléatoires non orrélésDé�nition 2. 2. Soit T = [−π,+π[, BT la famille de parties boréliennes de T et (Ω,A, P )espae de probabilité.Un hamp aléatoire non orrélé est une appliation A 7→ ZA de BT dans L2
C
(Ω,A, P ) telque1. Si A,B ∈ BT et A ∩B = ∅ alors ZA et ZB sont non orrélés et ZA∪B = ZA + ZB.2. Si An est une suite de BT qui déroit vers ∅ quand n → ∞, alors ZAn → 0 dans

L2
C
(Ω,A, P ) (i.e. ‖ ZAn ‖2→ 0).Remarque 2. 3. Si ν est une mesure déterministe sur T à valeurs dans C, bornée alorsl'appliation A 7→ ν(A) dé�nit un hamp aléatoire non orrélé. En e�et,1) si A,B ∈ BT et A ∩ B = ∅ on a

ν(A ∪ B) = ν(A) + ν(B)ar ν est additive.2) Si An ∈ BT déroît vers ∅ quand n→∞, alors ν(An)→ 0. On a
‖ ν(An) ‖22=

∫

Ω

ν2(An)dP = ν2(An),omme ν est une mesure don ν(An)→ 0 dans L2
C
(Ω,A, P ).Champs entrés :Soit (ZA)A∈BT

un hamp aléatoire non orrélé. Soit l'appliation ν : A 7→ ν(A) = E(ZA),on peut véri�er que ν est une mesure positive et bornée.En e�et,1) si A,B ∈ BT et A ∩B = ∅ on a
ν(A ∪B) = E[ZA∪B] = E[ZA + ZB] = E[ZA] + E[ZB] = ν(A) + ν(B).25



2) Si An ∈ BT déroît vers ∅ quand n→∞, alors on a
| ν(An) |=| E(ZAn) |≤ E(| ZAn |) ≤‖ ZAn ‖2et omme (ZA)A∈BT
est un hamp aléatoire alors ‖ ZAn ‖2→ 0 quand n→ ∞. Don

ν(An) tend vers 0, quand n→∞.De 1) et 2) en déduit que ν est une mesure. La mesure ν est bornée, ar ν(T) ≤‖ ZT ‖2 .Soit (ZA)A∈BT
un hamp aléatoire non orrélé. Si on pose Z ′

A = ZA − ν(A), alors
(Z ′

A)A∈BT
est un hamp aléatoire qui véri�e E[Z ′

A] = 0, don entré.Théorème 2. 1 ([3℄). : Soit (ZA)A∈BT
, un proessus du seond ordre entré, à valeursomplexes, indexé par les boréliens de T.Pour que Z : A 7→ ZA soit un hamp aléatoire non orrélé il faut il su�t qu'il existe unemesure positive bornée µ sur (T,BT) tel que la ovariane de Z s'érive

Γ(ZA, ZB) = µ(A ∩B).La mesure µ est appelé la base du hamp Z.Démonstration.1) Supposons que Z est un hamp aléatoire non orrélé. Montrons qu'il existe unemesure positive µ tel que
Γ(ZA, ZB) = µ(A ∩B).Posons µ(A) = σ2(ZA).- Montrons que µ est une mesure positive.Pour A,B ∈ BT et A ∩B = ∅, on a Γ(ZA, ZB) = 0 et don

µ(A ∪B) = σ2(ZA∪B) = σ2(ZA + ZB) = σ2(ZA) + σ2(ZB) + 2Γ(ZA, ZB) = µ(A) + µ(B).Si An déroît vers ∅, µ(An)→ 0 ar 26



µ(An) = σ2(ZAn) =‖ ZAn ‖22 et ‖ ZAn ‖22→ 0.Ainsi µ est une mesure positive.La mesure µ est bornée ar µ(T) = σ2(ZT) est �ni.- Pour A et B quelonque, on peut érire A = C ∪ D , B = C ∪ F ave D, F ,C sontdisjoints et C = A ∩ B don on a
ZA = ZC + ZD et ZB = ZC + ZFet ZD, ZF , ZC sont deux à deux orthogonales, e qui donne

Γ(ZA, ZB) = Γ(ZC + ZD, ZC + ZF ) = Γ(ZC , ZC) = σ2(ZC) = σ2(ZA∩B) = µ(A ∩B).

2) Supposons que (ZA)A∈BT
est un proessus du seond ordre entré, et µ est une mesurepositive bornée sur (T,BT), tel que

Γ(ZA, ZB) = µ(A ∩B). (2.1)Montrons que Z est un hamp aléatoire.i) On a
σ2(ZA∪B−ZA−ZB) = σ2(ZA∪B)+σ2(ZA)+σ2(ZB)−2Γ(ZA∪B, ZA)−2Γ(ZA∪B, ZB)+2Γ(ZA, ZB).De (2.1) on obtient

σ2(ZA∪B − ZA − ZB) = µ(A ∪B) + 2µ(A ∩ B)− µ(A)− µ(B) = µ(A ∩B).Par onséquent si A ∩ B = ∅, alors σ2(ZA∪B − ZA − ZB) = 0 d'où Z(A ∪ B) = ZA + ZB.ii) Si An déroît vers ∅, on a ‖ ZAn ‖2=
√
µ(An) et µ(An) tend vers 0, ar µ est unemesure don ‖ ZAn ‖2→ 0.De i) et ii) en déduit que Z est un hamp aléatoire.
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Exemples de mesures aléatoiresExemple 2. 1 (Mesure aléatoire non orrelée à support dénombrable).Soit (Ak)k≥1 une suite de v.a. entrées, tel que Cov(Ak, Al) = 0 si l 6= k.Posons σ2
k = σ2(Ak) et soit λk, k ≥ 1 une suite de points distints de T.On a bien : Si ∑k σ

2
k <∞ alors pour tout B ∈ BT ZB =

∑
k≥1Ak11B(λk) onvergedans L2

C
(Ω,A, P ).En e�et, nous avons

∑

k≥1

‖ Ak11B(λk) ‖22 ≤
∑

k≥1

‖ Ak ‖22‖ 11B(λk) ‖22

≤
∑

k≥1

‖ Ak ‖22≤
∑

k≥1

σ2
k <∞,et L2

C
(Ω,A, P ) est un espae d' Hilbert omplet par suite ∑k≥1Ak11B(λk) onverge dans

L
2
C
(Ω,A, P ), et de plus

‖
∑

k≥1

Ak11B(λk) ‖2≤
∑

k≥1

‖ Ak11B(λk) ‖2 .Don ZB ∈ L2
C
(Ω,A, P ).

Z = (ZB)B∈BT
est un hamp aléatoire non orrélé, entré, à support dénombrable et de basela mesure positive et bornée

µ =
∑

k≥1

σ2
kδλk

.L'appliation Z : B 7→ ZB est une mesure aléatoire non orrélée à support dénombrableinlus dans {λk k ≥ 1}, support qui est �ni si les Ak sont nuls pour k ≥ N.Exemple 2. 2 ( Champs aléatoires gaussiens). Toute mesure positive µ bornée sur (T,BT)est la base d'au moins un hamp aléatoire non orrélé entré Z sur T, et Z peut être hoisigaussien réel.En e�et, pour A1, A2...Ar ∈ BT , x1, x2...xr ∈ R on a
∑

i,j

xixjµ(Ai ∩Aj) =

∫

T

∑

i,j

xixj11Ai
11Aj

dµ =

∫

T

|
∑

i

xi11Ai
|2 dµ ≥ 0.28



On a l'appliation
K : BT × BT −→ R donnée par K(A,B) = µ(A ∩B)est de type positif. Par onséquent d'après (Proposition1.8) il existe un proessus gaussienréel entré Z = (ZA)A∈BT

indexé par BT, unique à équivalene près, de ovariane
Γ(ZA, ZB) = K(A,B) = µ(A ∩ B).D'après (le théorème 2.1.) Z est un hamp aléatoire non orrélé, de base µ.Intégrale Stohastique et Champs Aléatoires Soit Z un hamp alèatoire non or-rélé, nous herhons à dé�nir

Zf =

∫

T

fdZ (2.2)pour toute f ∈ L2
C
(T,BT, µ).Lorsque l'appliation

A→ ZA(ω)est une mesure νω sur (T,BT) pour tout ω ∈ Ω, on peut dé�nir Zf (omme à la dé�nition2.1) en posant
Zf(ω) =

∫

T

f(λ)dνω(λ).Par exemple si Z =
∑

k

Akδλk
est une mesure aléatoire à support dénombrable, alorspour P-presque tout ω ∈ Ω la formule νω =

∑

k

Ak(ω)δλk
dé�nit une vraie mesure omplexesur (T,BT), si on suppose ∑ σk <∞. Mais ette approhe ne peut pas s'appliquer au asgénéral.Pour dé�nir Zf , rappelons les lemmes suivants :Lemme 2. 1 ([3℄). : Soient H1, H2 deux espaes de Hilbert omplexes. Soit F un sousespae vetoriel, fermé ou non, dans H1, et soit J une isométrie de F dans H2. Alors J seprolonge de façon unique en une isométrie S : F → H2 et S(F ) est l'adhérene de J(F )dans H2 (i.e S(F ) = J(F )). 29



Démonstration. Soit x ∈ F , alors il existe une suite (xn)n de point de F qui onvergevers x, don (xn)n est une suite de Cauhy. Comme J est une isométrie alors (J(xn))n estune suite de Cauhy dans H2 qui est omplet, don (J(xn))n est onvergente.Par suite il existe y ∈ H2 tel que y = lim
n→∞

J(xn).Si on suppose que (x′n)n est une autre suite qui onverge vers x, on aura
lim

n→∞
‖ xn − x′n ‖= 0,par isométrie on obtient

lim
n→∞

‖ J(xn)− J(x′n) ‖= 0.Don y ne dépend pas de la suite hoisie.Posons S(x) = y et omme les propriétés de linéarité et préservation du produit salairesont onservées par passage à la limite alors S : F → H2 est bien une isométrie prolongeant
J . L'uniité de S est évidente par onstrution de S ar pour x ∈ F , S(x) = lim

n→∞
J(xn).Montrons que S(F ) = J(F ).Nous avons S(F ) ⊂ J(F ) par onstrution de S, il reste à montrer que J(F ) ⊂ S(F ).Soit y ∈ J(F ), alors y = lim

n→+∞
J(xn) ave xn ∈ F . Comme (J(xn))n est onvergentevers y, don (xn)n est une suite de Cauhy dans F e qui implique que (xn)n est onvergentevers x de F et puisque S est ontinue , ainsi que

y = lim
n→+∞

J(xn) = J( lim
n→+∞

xn) = S(x)alors y ∈ S(F ).
2Lemme 2. 2 ([3℄). : Soient H1, H2 deux espaes de Hilbert omplexes, (vt)t ⊂ H1 et

(wt)t ⊂ H2 deux familles de veteurs indexées par t ∈ T , où T est un ensemble quelonque.Supposons que
< vs, vt >H1=< ws, wt >H2 pour s, t ∈ T. (2.3)Soient V et W les sous espaes vetoriels fermés de H1 et H2 respetivement engendrés parles (vt)t∈T et (wt)t∈T .Alors il existe une unique isométrie S de V dansW telle que S(vt) = wt pour tout t ∈ T .De plus on a S(V ) = W. 30



Démonstration. Soit F l'espae vetoriel de ombinaisons linéaires �nies des vt, à oef-�ients omplexes.Pour f =
∑

j

cjvtj dans F posons S(f) =
∑

j

cjwtj .De (2.3) on déduit
< S(f), S(g) >=<

∑

j

cjwtj ,
∑

i

biwti >=< f, g > pour tout f, g ∈ F.On onlut que l'appliation S : f 7−→ S(f) et une isométrie de F dans H2. D'après le(lemme 2.1), S se prolonge d'une façon unique en une isométrie
S̃ : F → H2.Mais par onstrution F = V et S(F ) est l'espae vetoriel engendré par (wt)t∈T tel que

S̃ = S(F ) = W . On a ainsi onstruit une isométrie S̃ de V dans W telle que S̃(vt) = wt.Ce qui prouve le lemme.
2Théorème 2. 2 ([3℄). Soit Z un hamp aléatoire non orrélé sur T, entré de base µ.Alors il existe une unique isométrie f 7→ Zf de L2

C
(T,BT, µ) dans L2

C
(Ω,A, P ) telle que

Z11A
= ZA pour tout A ∈ BT.On a E(Zf) = 0 pour tout f ∈ L2

C
(T,BT, µ), et l'image de f ∈ L2

C
(T,BT, µ) par Z estégale au sous- espae fermé HZ de L2

C
(Ω,A, P ) engendré par les ZA, A ∈ BT.Démonstration.Soient H1 = L2

C
(T,BT, µ) et H2 = L2

C
(Ω,A, P ).Pour tout A ∈ BT, dé�nissons vA ∈ H1 et wA ∈ H2 par vA = 11A et wA = ZA. Alorspour A,B ∈ BT on a

< vA, vB >H1=

∫

T

11A11Bdµ = µ(A ∩B) = Γ(ZA, ZB) =< wA, wB >H2 (2.4)Soit respetivement V et W les sous espaes de H1 et H2 engendrés par les (vA)A∈BT
etles (wA)A∈BT

.L'ensemble des fontions étagées denses dans L2
C
(T,BT, µ), on a V = H1. D'autre par

W = HZ ave HZ l'enveloppe linéaire du hamp Z.31



D'après l'équation (2.4), le ( lemme 2.2) entraîne l'existene d'une unique isométrie Sde L2
C
(T,BT, µ) dans HZ telle que S(vA) = wA, .a.d S(11A) = ZA.D'autre part, le proessus Z = (ZA)A∈BT

est entré don on a E(X) = 0 pour X ∈ HZ .D'où le théorème. 2Dé�nition 2. 3. Soit Z un hamp aléatoire non orrélé sur T, entré, de base µ.Pour toute fontion f ∈ L2
C
(T,BT, µ), on appelle intégrale stohastique de f par rapport auhamp Z l'élément Zf de L2

C
(Ω,A, P ) assoié à f par l'isométrie (Théorème 2.2). Nousnoterons
Zf =

∫

T

fdZ =

∫

T

f(λ)dZ(λ).Propriétés :Pour f, g ∈ L
2
C
(T,BT, µ) et α, β ∈ C on a :

1)

∫

T

(αf + βg)dZ = α

∫

T

fdZ + β

∫

T

gdZ par linéarité de l'isométrie.
2) E(

∫

T

fdZ) = 0 par le théorème 2.2.
3) E[(

∫

T

fdZ)(

∫

T

gdZ)] =< Zf , Zg >L2
C
(Ω,A,P )=< f, g >L2

C
(T,BT,µ)=

∫

T

fgdµ.Cas des mesures aléatoires à support dénombrableSoit Z la mesure aléatoire à support dénombrable et entrée sur T. On a Z =
∑

k

Akδλk
.La base µ de Z est donnée par µ =

∑

k

σ2
kδλk

. Une fontion f : T→ C est dans L2
C
(T,BT, µ)si∑

k

σ2
k|f(λk)|2 <∞. On a alors la série

∑

k

Akf(λk).est onvergente dans L2
C
(Ω,A, P ) et

Zf =

∫

T

fdZ =
∑

k

Akf(λk).
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Théorème 2. 3. Soient (Ω, P ) un espae de probabilité et µ une mesure positive bornéesur (T,BT). Soit J une appliation linéaire de L2
C
(T,BT, µ) dans L2

C
(Ω,A, P ) telle que

E[J(f)] = 0 pour tout f ∈ L2
C
(T,BT, µ).Pour que J soit une isométrie, il faut et il su�t qu'il existe un hamp aléatoire nonorrélé entré Z sur T tel que J(f) =

∫
T
fdZ. De plus J détermine Z de façon unique.Démonstration. Supposons que J est une isométrie, montrons qu'il existe un hamp Ztel que J(f) =

∫
T
fdZ.Dé�nissons ZA par ZA = J(11A), e qui donne

Γ(ZA, ZB) =< J(11A), J(11B) >L2
C
(Ω,A,P )=< 11A, 11B >L2

C
(T,BT,µ)= µ(A ∩ B).Don Z : A 7→ ZA est un hamp non orrélé entré de base µ.Puisque f 7→ Zf = J(f) =

∫
T
fdZ est l'unique isométrie telle que Z11A

= ZA, on a
J(f) = Zf pour tout f ∈ L2

C
(T,BT, µ). 22.2.2 Mesure spetraleDans toute la setion G un groupe abélien loalement ompat (LCA), m la mesure deHaar sur G.Dé�nition 2. 4. Une fontion omplexe γ sur le groupe G est un aratère de G si

|γ(x)| = 1pour tout x ∈ G, et véri�e la ondition :
γ(x+ y) = γ(x)× γ(y) pour tout x, y ∈ G.L'ensemble des aratères ontinus dans G forme un groupe noté Γ, qui est le dual topolo-gique de G.Pour toute fontion f ∈ L1(G) la fontion f̂ dé�nie sur Γ par

f̂(γ) =

∫

G

f(x)γ(−x)dx (γ ∈ Γ)est appelée la transformé de Fourier de f .L'ensemble de toutes les fontions f̂ obtenues est noté A(Γ).33



Dé�nition 2. 5. Une fontion Φ à valeurs omplexes dé�nie sur G, est dite de type positifsi pour tout entier positif n, pour tous x1, · · · , xn ∈ G et pour tous c1, · · · , cn ∈ C on a
i=n∑

i=1

j=n∑

j=1

cicjΦ(xi − xj) ≥ 0.On peut traduire e fait en disant que la matrie M(i, j) = Φ(xi − xj) i, j ∈ [1, n] esthermitienne positive .Proposition 2. 1 ([27℄). Une fontion de type positif Φ dé�nie sur G, véri�e les propriétéssuivantes :1. Φ(−x) = Φ(x) ;2. |Φ(x)| ≤ Φ(0) ;3. |Φ(x)− φ(y)|2 ≤ 2Φ(0)[Φ(0)− Φ(x− y)].Nous proposons i-dessous une forme du théorème de Bohner, 'est le théorème d'Her-glotz. Pour sa démonstration nous avons besoin des éléments suivants :Dé�nition 2. 6. Soit ξ une famille des fontions ontinues et bornées sur R, et N estl'ensemble de toutes les lois.
ξ est dite N -séparante(N -separating) si pour tous F,G ∈ N ,

∫
fdF =

∫
fdG, ∀f ∈ ξalors F = G.Dé�nition 2. 7. Soit N l'ensemble de toutes les lois . Un sous ensemble L ⊂ N préservela masse si pour tout ǫ > 0, il existe un intervalle I tel que

F (Ic) < ǫ, ∀F ∈ L.Proposition 2. 2 ([7℄). Soit ξ une famille N -séparante, et {Fn} préserve la masse. Ilexiste F ∈ N telle que Fn onverge vers F si et seulement si
lim

n

∫
fdFn existe, ∀f ∈ ξ.On a alors lim

n

∫
fdFn =

∫
fdF, ∀f ∈ ξ. 34



La démonstration de ette proposition est dans Breiman (f. [7℄).Théorème 2. 4 (Herglotz). Pour qu'une fontion Φ : Z → C soit de type positif, il fautet il su�t qu'il existe une mesure positive bornée µ sur T = [−π, π[ telle que
Φ(n) =

∫

T

einλdµ(λ),pour tout n ∈ Z. La fontion Φ détermine µ de façon unique.Démonstration.a) Condition Su�sante :Si µ est une mesure positive bornée sur T et si
Φ(n) =

∫

T

einλdµ(λ) (n ∈ Z).alors nous avons pour tout entier positif n, pour tous n1, · · · , nn ∈ Z et pour tous
c1, · · · , cn ∈ C

i=n∑

i=1

j=n∑

j=1

cicjΦ(ni − nj) =

∫

T

i=n∑

i=1

j=n∑

j=1

cicje
i(ni−nj)λdµ(λ)

=

∫

T

|
i=n∑

i=1

cie
iniλ|2dµ(λ) ≥ 0,e qui implique que Φ est de type positif.b) Condition Néessaire :Par hypothèse Φ est de type positif. Pour tout N ∈ N⋆, dé�nissons la fontion

fN : R→ C en posant
∀λ ∈ R, fN(λ) =

1

2πN

n=N∑

n=1

m=N∑

m=1

e−inλeimλΦ(n−m).Ainsi dé�nie fN (λ) ≥ 0, ∀λ ∈ R et ∀N ∈ N⋆, ar φ est de type positif et don, pourtout entier positif n, pour tous n1, · · · , nn ∈ Z et pour tous
c1, · · · , cn ∈ C 35



i=n∑

i=1

j=n∑

j=1

cicjΦ(ni − nj) ≥ 0.En partiulier 'est vrai pour cj = eijλ, j = 1, ..., n.soit k = n−m, nous avons
fN(λ) =

1

2πN

n=N∑

n=1

k=n−1∑

k=n−N

e−ikλΦ(k)

=
1

2πN

n=N∑

n=1

k=n−1∑

k=0

e−ikλΦ(k) +
1

2πN

n=N∑

n=1

k=−1∑

k=n−N

e−ikλΦ(k)

=
1

2πN

k=N−1∑

k=0

e−ikλΦ(k)
n=N∑

n=k+1

1 +
1

2πN

k=−1∑

k=1−N

e−ikλΦ(k)
n=N+k∑

n=1

1

=
1

2πN

k=N−1∑

k=0

e−ikλΦ(k)(N − k) +
1

2πN

k=−1∑

k=1−N

e−ikλΦ(k)(N + k)

=
1

2πN

k=N−1∑

k=1−N

e−ikλΦ(k)(N − |k|).Don
fN(λ) =

1

2π

k=N−1∑

k=1−N

(1− | k |
N

)e−ikλΦ(k).Multiplions les deux membres de ette dernière égalité par eisλ pour 1−N ≤ s ≤ N − 1,et intégrons par rapport à la mesure de Lebesgue sur [−π,+π]. Nous avons
∫ +π

−π

eisλfN(λ)dλ = (1− | s |
N

)φ(s),et
φ(0) =

∫ π

−π

fN(λ)dλ.puisque, ∫ +π

−π

eiλ(s−k)dλ =

{
2π, si s = k
0, si s 6= kSi nous supposons sans perdre de généralité que φ(0) = 1( si φ(0) 6= 1 il su�t de remplaer

fN(λ) par fN (λ)
φ(0)

), il apparaît don que fN est une densité de probabilité.
36



Soit µN la mesure de densité fN(λ) par rapport à la mesure de Lebesgue sur T.L'ensemble {eisλ} est une famille de fontions qui séparent dans [−π, π[ et {µN} préservela masse.Comme
lim
N

∫
eisλµN(dλ) existe ∀s,d'après (la proposition 2.2) il existe une mesure µ bornée telle que µN onverge faiblementvers µ. L'existene de µ est assurée et nous avons

lim
N

∫ +π

−π

eisλµN(dλ) = lim
N

(1− | s |
N

)φ(s) = φ(s),et par suite
φ(s) =

∫ π

−π

eisλµ(dλ).Ce qui établit le théorème.
2Dans le as où la fontion Φ est dé�nie sur G = R l'existene et l'uniité de la mesure

µ est assurée par le théorème de Bohner et dans le as général par le théorème de Weil.Théorème 2. 5 (Bohner). Pour qu'une fontion ontinue Φ dans G(G = R) soit de typepositif, il faut et il su�t qu'il existe une unique mesure positive µ ∈ M(Γ) ( M(Γ) estl'ensemble de mesures omplexes bornées sur Γ) telle que
Φ(x) =

∫

Γ

γ(x)dµ(γ) (x ∈ G).Pour G quelonque 'est le théorème de Weil.Démonstration. Voir Rudin (f.[27℄).
2Dé�nition 2. 8. Soit (Xt)t un proessus du seond ordre stationnaire à l'ordre 2 et entréde fontion de ovariane φ. La mesure spetrale du proessus (Xt)t est la mesure µ donnéepar les théorèmes de Bohner ou d'Herglotz.
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Exemple 1 Soit (Xt)t un proessus réel entré tel que
E[XtXs] =

{
1 si t− s = 0;
0 si t− s 6= 0.omme (Xt)t est entré alors,

K(t, s) = E[XtXs] = φ(t− s). (2.5)
φ est une fontion qui ne dépend que de t − s don (Xt)t est stationnaire. La fontion φest de type positif. Le théorème d'Herglotz assure l'existene d'une mesure positive µ telleque ∫ π

−π

ei(t−s)λµ(dλ) = φ(t− s) =

{
1 si t− s = 0;
0 si t− s 6= 0.Il est lair que

µ(dλ) =
dλ

2πvéri�e l'équation (2.5). Don, par uniité,
µ(dλ) =

dλ

2πsur T est la mesure spetrale du proessus (Xt)t.Exemple 2 Z1, ..., Zn sont des variables aléatoires entrées indépendantes telle que
E[|Zj|2] = 1.Soit (Xt)t un proessus aléatoire dé�ni par :

Xt =
k=n∑

k=1

ake
iλktZk.

K(t, s) = E[XtXs] = E
[ k=n∑

k=1

ake
iλktZk ·

j=n∑

j=1

aje
−iλjtZj

]

=
k=n∑

k=1

j=n∑

j=1

akaje
iλkte−iλjs

E(ZkZj) =
k=n∑

k=1

akake
iλk(t−s)

E(|Zk|2)

=
k=n∑

k=1

|ak|2eiλk(t−s) = φ(t− s).38



Comme µ est une mesure telle que
φ(t− s) =

∫ π

−π

ei(t−s)λµ(dλ) =

k=n∑

k=1

|ak|2eiλk(t−s).On a don
µ =

k=n∑

k=1

|ak|2δλk
.Représentation spetrale d'un proessus gaussienSi Z1, ..., Zk sont des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne N (0, σ2

j ), leproessus (Xn)n dé�ni par
Xn =

j=k∑

j=1

eiλjnZj (2.6)est un proessus gaussien de fontion de ovariane
E[XnXm] =

j=k∑

j=1

l=k∑

l=1

eiλjne−iλlmE[ZjZl] =

j=k∑

j=1

σ2
j e

iλj(n−m).C'est une fontion de n−m et par suite le proessus (Xn)n est stationnaire. On peut alorsse poser la question inverse : si (Xn)n est un proessus gaussien omplexe peut-on trouverune représentation de Xn du type (2.6). Ce problème est di�ile, il sera résolu dans leadre de l'intégrale stohastique.Dé�nition intuitive de l'intégrale stohastiquePour revenir à l'intégrale stohastique d'une fontion par rapport à un proessus sta-tionnaire, nous faisons une présentation intuitive et alulatoire à titre introdutif de etteintégrale, par rapport à un Mouvement Brownien standard (f. [25℄).Soit (Xt)t≥0 un Mouvement Brownien standard, et f ∈ C1([a, b]), l'intégrale sto-hastique de f par rapport à (Xt)t≥0 est la variable aléatoire réelle si elle existe notée∫ b

a

f(t)dXt, dé�nie par :
∫ b

a

f(t)dXt = lim
n→+∞

i=n∑

i=1

f(ti−1)[Xti −Xti−1
] (2.7)39



ave a = t0 < t1 < ... < tn = b et max(ti − ti−1) −→ 0 quand n→ +∞.Remarquons que,
i=n∑

i=1

f(ti−1)[Xti −Xti−1
] = f(b)Xb − f(a)Xa −

i=n∑

i=1

Xti [f(ti)− f(ti−1)]ar
i=n∑

i=1

f(ti−1)[Xti −Xti−1
] = f(t0)[Xt1 −Xt0 ] + f(t1)[Xt2 −Xt1 ] + ... + f(tn−1)[Xtn −Xtn−1 ]

= −f(t0)Xt0 + f(t0)Xt1 − f(t1)Xt1 + ...+ f(tn−1)Xtn − f(tn−1)Xtn−1

= −f(t0)Xt0 −Xt1 [f(t1)− f(t0)]− ...−Xtn [f(tn)− f(tn−1)] +Xtnf(tn)

= f(b)Xb − f(a)Xa −
i=n∑

i=1

Xti [f(ti)− f(ti−1)].D'où
lim

n→+∞

i=n∑

i=1

f(ti−1)[Xti −Xti−1
] = f(b)Xb − f(a)Xa − lim

n→+∞

i=n∑

i=1

Xti [f(ti)− f(ti−1)]mais
lim

n→+∞

i=n∑

i=1

Xti [f(ti)− f(ti−1)] =

∫ b

a

Xtdf(t).Don ∫ b

a

f(t)dXt = f(b)Xb − f(a)Xa −
∫ b

a

Xtdf(t) (2.8)Ce qui onforte la dé�nition posée dans (2.7) ar nous savons que le mouvement Brownien
(Xt)t≥0 est nul part di�érentiable ( f. [7℄) alors que le deuxième membre de l' égalité(2.8) s'appuie sur df(t) qui a un sens ar on a supposé f ∈ C1([a, b]). Don la dé�nitionpréédente est ohérente.Si la fontion t 7−→ Xt est dans L1(R,BR, µ) ave µ la mesure de densité f ′ par rapport àla mesure de Lebesgue, on a alors, en aeptant quelques passages à la limite,

E

(∫ b

a

f(t)dXt

)
= 0et,

V ar

( i=n∑

i=1

f(ti−1)[Xti −Xti−1
]

)
=

i=n∑

i=1

f 2(ti−1)V ar[Xti −Xti−1
]

=
i=n∑

i=1

f 2(ti−1)(ti − ti−1)40



par indépendane et stationnarité des aroissements de (Xt)t≥0.On utilisant l'égalité 2.7, on obtient
V ar

(∫ b

a

f(t)dXt

)
=

∫ b

a

f 2(t)dt.

Le adre mathématique adéquat à es aluls est l'intégrale stohastique d'It�, que nousintroduisons au hapitre III. A présent nous nous intéressons à l' intégrale stohastique dansle as des proessus stationnaires du seond ordre.Dé�nition 2. 9. Soit (Zt)t une famille non dénombrable de variables aléatoires omplexesindexées par t ∈ [−π,+π[.Si I est l'intervalle [t1, t2[, dé�nissons Z(I) par Z(I) = Zt1 −Zt2. Soit (ti)
i=n
i=1 une suite�nie tel que −π ≤ t1 < t2 < · · · < tn < π, et Ik = [tk−1, tk[ pour k = 1 · · ·n, de sorte queles Ik forment une partition de l'intervalle [−π,+π[ et tk ∈ Ik, ∀k. Soit f une fontiondé�nie sur [−π,+π[ à valeurs dans CSi les sommes de Riemann k=n∑

k=1

f(tk)Z(Ik), onvergent en moyenne quadratique versune unique variable aléatoire, pour toute partition de l'intervalle [−π,+π[ telle que
max

k
|Ik| → 0, alors ette limite est appelée intégrale stohastique de f par rapport à (Zt)tet notée ∫

f(t)dZt.Théorème 2. 6 (f .[7℄). Soit X = (Xn)n un proessus stationnaire gaussien à valeursdans C de mesure spetrale µ, alors il existe une famille de variables aléatoires omplexes
(Zt)t indexées par t ∈ [−π, π[ telle que1. Pour tous t1, t2, ..., tm, la loi jointe des variables aléatoires Zt1 , Zt2, ..., Ztm est gaus-sienne ;2. Pour tous intervalles disjoints I1 et I2, E[Z(I1)Z(I2)] = 0;3. E[|Z(I)|2] = µ(I),4. Pour tout n,

Xn =

∫ π

−π

eintdZt.41



Démonstration.Soit L(X) l'espae des ombinaisons linéaires �nies ∑αkXk, ave αk des nombresomplexes non tous nuls. Considérons la lasse des variables aléatoires Y tel qu'il existeune suite (Yn)n ∈ L(X) ave Yn
L2

→ Y. Munissons ette lasse du produit salaire
< Y1, Y2 >= E[Y1Y2].L'ensemble des lasses d'équivalenes de variables aléatoires dé�nies ainsi, muni de produitsalaire < Y1, Y2 > est un espae de Hilbert noté L2(X).Soit L2(µ) l'espae des fontions f(t) omplexes, B[−π,π[ mesurables tel que
∫
|f(t)|2µ(dt) <∞,muni du produit salaire

< f, g >=

∫

T

fgdµ.Pour haque élément Xn ∈ L2(X) on fait orrespondre une fontion eint ∈ L2(µ). Etendonsette orrespondane linéairement,
∑

k

αkXk ←→
∑

k

αke
ikt.Soit L(µ), la lasse des ombinaisons linéaires �nies ∑k αke

ikt.Si
Y1, Y2 ∈ L(X), f, g ∈ L(µ), et Y1 ←→ f, Y2 ←→ galors

αY1 + βY2 ←→ αf + βg,et
< Y1, Y2 > = E[(

∑
α1

jXj)(
∑

α2
kXk)] =

∑
α1

jα
2
kE[XjXk]

=

∫ ∑
α1

jα
2
ke

i(j−k)tµ(dt) =

∫
f(t)g(t)µ(dt) =< f, g > . (2.9)Si Yn ∈ L(X) et Yn

L2

→ Y, alors (Yn)n est une suite de Cauhy et y est dans L2(X). Paronséquent, la suite (fn)n tel que fn ←→ Yn est une suite de Cauhy dans L2(µ). Il existealors f ∈ L2(µ) tel que fn
L2

→ f. 42



Considérons la orrespondane qui assoie à tout élément Y de L2(X) l'élément f de
L2(µ), par e proédé. Par dé�nition ette orrespondane est linéaire et préserve le produitsalaire d'après (2.9). Don 'est une isométrie (f. [24℄).La fontion 11[−π,ξ[(t) est dans L2(µ), soit Zξ l'élément qui lui orrespond dans L2(X).Montrons que la famille (Zξ)ξ a les propriétés énonées dans le théorème.1. Si une variable réelle Y (n)

k

L2

→ Yk, k = 1, ..., m et le veteur (Y
(n)
1 , ..., Y

(n)
m ) est gaussienpour tout n alors (Y1, ..., Ym) est gaussien, ar haque élément de L2(X) est la limiteen moyenne quadratique d'une variable gaussienne.Si Y1, ..., Ym ∈ L2(X), alors la partie réelle et imaginaire du veteur (Y1, ..., Ym)sont gaussiennes. Ainsi pour tous ξ1, ..., ξm, la loi jointe des variables Zξ1, ..., Zξm estgaussienne.2. Pour tout intervalle I = [ξ1, ξ2[, Z(I)←→ 11I(t), pour I1, I2 disjoints,

E[Z(I1)Z(I2)] = < Z(I1), Z(I2) >=< 11I1(t), 11I2(t) >=

∫
11I1(t)11I2(t)µ(dt)

=

∫
11I1∩I2(t)µ(dt) = 03.

E[|Z(I)|2] =

∫
11I(t)

2µ(dt) = µ(I).4. Soit f(t) une fontion uniformément ontinue sur [−π, π[, pour toute partition de
[−π, π[ en intervalles disjoints I1, I2, ..., Ik fermés à gauhe et ouverts à droite et
tk ∈ Ik, ∑

f(tk)Z(Ik)←→
∑

f(tk)11Ik
(t).On a ∑ f(tk)11Ik

(t) = f(tk) si t ∈ Ik, si max
k
|Ik| → 0.La fontion ∑ f(tk)11Ik

(t) = f(tk) onverge uniformément vers f(t) don onvergeen moyenne quadratique vers f(t).Soit Y l'élément qui orrespond à f(t), alors∑ f(tk)Z(Ik)
L2

→ Y.D'après la dé�nition 2.9, on a
Y =

∫
f(t)dZt.Si f(t) = eint, alors on obtient

Xn =

∫
eintdZt.43



22.2.3 Intégrale de Wiener
Dans la présentation intuitive que nous avons faite en page 39, de l'intégrale d'une fon-tion par rapport à un Mouvement Brownien standard, dans la formule (2.8) on supposeque t −→ Xt est une fontion intégrable par rapport à df i.e ∫ b

a

Xtf
′(t)dt existe. Onpouvait s'en ontenter à titre introdutif. Nous donnons i-dessous une onstrution plusrigoureuse, généralisant l'intégrale stohastique déjà présentée néessitant l'introdutionde la mesure spetrale.Nous allons introduire une intégrale stohastique étudiée par Wiener dans le as duMouvement Brownien, qui permet d'intégrer des fontions déterministes par rapport à desproessus à aroissements orthogonaux.Dé�nition 2. 10. Un proessus omplexes (Zt)t∈R du seond ordre est dit ontinu àdroite en moyenne quadratique si l'appliation t 7−→ Zt est ontinue à droite de R dans

L2(Ω,A, P ).Dé�nition 2. 11. Un proessus omplexes (Zt)t∈R du seond ordre est dit à aroissementsorthogonaux si1) Il est ontinu à droite en moyenne quadratique,2) pour tout ouple d'intervalles disjoints ]t0, t1], ]t2, t3]

E
[
(Zt3 − Zt2)(Zt1 − Zt0)

]
= 0.Rappelons (f. [15℄) que pour toute fontion F dé�nie sur R, à valeurs dans R roissanteet ontinue à droite il existe une mesure unique µ sur (R,BR) telle que pour tout ]a, b]

µ(]a, b]) = F (b)− F (a).Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue-Stieltjes assoiée à F .
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Lemme 2. 3 ([6℄). Soit (Zt)t∈R un proessus à aroissements orthogonaux. Il existe unefontion roissante F (t) de R dans R ontinue à droite unique à une onstante près, telleque
∀s < t E

(
|Zt − Zs|2

)
= F (t)− F (s)Démonstration. Posons F (t) = E

[
|Zt − Zo|2

] si t ≥ 0

= −E
[
|Z0 − Zt|2

] si t ≤ 0.Nous avons pour tout 0 < s < t,
E
[
|Zt − Zs|2

]
= E

[
(Zt − Zs)(Zt − Zs)

]
= E

[
(Zt − Z0 + Z0 − Zs)(Zt − Zs)

]

= E
[
(Zt − Z0)(Zt − Z0)

]
+E
[
(Z0 − Zs)(Zt − Zs)

]

= E
[
(Zt − Z0)(Zt − Zs)

]
,ar E

[
(Z0 − Zs)(Zt − Zs)

]
= 0, puisque (Zt)t∈R est à aroissements orthogonaux.D'autre part,

E
[
(Zt − Z0)(Zt − Zs)

]
= E

[
(Zt − Z0)(Zt − Z0 + Z0 − Zs)

]

= E
[
|Zt − Z0|2

]
+E
[
(Zt − Z0)(Z0 − Zs)

]

= E
[
|Zt − Z0|2

]
+E
[
(Zt − Zs + Zs − Z0)(Z0 − Zs)

]

= E
[
|Zt − Z0|2

]
+E
[
(Zt − Zs)(Z0 − Zs)

]
−E
[
|Zs − Z0|2

]

= E
[
|Zt − Z0|2

]
−E
[
|Zs − Z0|2

]

= F (t)− F (s).D'où pour 0 < s < t,
E
(
|Zt − Zs|2

)
= F (t)− F (s). (2.10)De la même manière on véri�e que (2.10) est vrai pour s < t < 0 et s < 0 < t. Don

∀s < t E
(
|Zt − Zs|2

)
= F (t)− F (s).

F (t) est ontinue à droite.En e�et pour h > 0, ∀t |F (t+ h)− f(t)| = E(|Zt+h − Zt|2) et E(|Zt+h − Zt|2) tend vers 0,ar (Zt)t est ontinue en moyenne quadratique.45



La fontion F est roissante ar pour t ≥ s on a F (t)−F (s) = E
(
|Zt−Zs|2

) et omme
E
(
|Zt − Zs|2

)
≥ 0 on a don , F (t) ≥ F (s). 2La fontion F du lemme préédent est roissante et ontinue à droite don il existe unemesure positive dF σ-�nie sur R telle que

dF (]t1, t2]) = F (t2)− F (t1).

dF est la mesure positive assoiée au proessus à aroissements orthogonaux (Zt)t.Pour dé�nir l'intégrale stohastique d'une fontion par rapport à un proessus à arois-sement orthogonaux (Zt)t, on ommene par les fontions en esalier à support ompat.Notons E l'ensemble des fontions en esalier à support ompat. E est une algèbre.Soit f(t) = a111]t1,t2](t) + a211]t2,t3](t) + ... + ak−111]tk−1,tk](t) où les ai sont dans C.L'intégrale stohastique de f par rapport à (Zt)t est la variable aléatoire omplexe de arréintégrable notée ∫ f(t)dZt dé�nie par
∫
f(t)dZt = a1(Zt2 − Zt1) + a2(Zt3 − Zt2) + ...+ ak−1(Ztk − Ztk−1

).Lemme 2. 4 ([6℄). L'appliation
f 7→

∫
f(t)dZtdé�nie de E dans L2(Ω,A, P ) possède les propriétés suivantes :1) elle est linéaire ∫

(αf + βg)dZt = α

∫
fdZt + β

∫
gdZt2) ∀f, g ∈ E ,

E

[ ∫
fdZt

∫
gdZt

]
=

∫
f(t)g(t)dF (t)3) ∀f ∈ E ,

E

[
|
∫
fdZt|2

]
=

∫
|f(t)|2dF (t).46



Démonstration.La propriété 1) est évidente, démontrons le 3), le 2) se démontre de la même manière
|
∫
fdZt|2 =

∫
fdZt

∫
gdZt

=
∑

i

|ai|2|Zti+1
− Zti |2 +

∑

i6=j

aiaj(Zti+1
− Zti)(Ztj+1

− Zti)d'où par l'orthogonalité
E
[
|
∫
fdZt|2

]
=

∑

i

|ai|2E
[
|Zti+1

− Zti |2
]

=
∑

i

|ai|2
[
F (ti+1)− F (ti)]

=

∫
|f(t)|2dF (t).

2 Soit L2(R, BR, dF ) l'espae des lasses de fontions de arré intégrable par rapport à lamesure dF , 'est un espae de Hilbert muni de produit salaire,
< f, g >=

∫
fgdF et de norme ‖ f ‖L2(dF )=

(∫
|f |2dF

)1/2

.

Les propriétés 1), 2) et 3) du lemme préédent peuvent alors s'énoner de la façon sui-vante :L'appliation I : f 7→
∫
fdZt du sous-espae vetoriel E de L2(R,BR, dF ) muni de lamétrique et du produit salaire de L

2(R,BR, dF ), dans L
2(Ω,A, P ) est un homomorphismed'espae vetoriel qui préserve la norme.Nous savons que le sous-espae E est dense dans L2(R,BR, dF ). Il en résulte que l'ap-pliation I qui est ontinue ( puisqu'elle onserve la norme) se prolonge de façon uniqueen un homomorphisme isométrique J de tout L2(R,BR, dF ) dans L2(Ω,A, P ).
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Cei nous permet de dé�nir par e prolongement l'intégrale stohastique d'une fontion
ψ quelonque de L2(R,BR, dF ) en posant

∫
ψ(t)dZt = lim

L2(Ω,A,P )

∫
ψn(t)dZt,où (ψn)n est une suite de fontions de E onvergeant vers ψ dans L2(R,BR, dF ).Nous avons alors :Proposition 2. 3 (f. [6℄). Pour toutes ϕ, ψ ∈ L2(R,BR, dF )1) E

[ ∫
ϕ(t)dZt

∫
ψ(t)dZt

]
=

∫
ϕ(t)ψ(t)dF (t).2) E

[
|
∫
ϕ(t)dZt|2

]
=‖ ϕ(t) ‖2

L2(dF ) .Démonstration.
E

[ ∫
ϕ(t)dZt

∫
ψ(t)dZt

]
= <

∫
ϕ(t)dZt,

∫
ψ(t)dZt >L2(Ω,A,P )

= < J(ϕ), J(ψ) >L2(Ω,A,P )

= < ϕ, ψ >L2(R,BR,dF ), puisque J est une isométrie.Don,
E

[ ∫
ϕ(t)dZt

∫
ψ(t)dZt

]
=

∫
ϕ(t)ψ(t)dF (t).De la même manière on obtient le 2).

2A titre d'illustration, nous avons la proposition.Proposition 2. 4 (Convergene dominée pour l'intégrale stohastique).Soit (Zt)t∈R un proessus à aroissements orthogonaux et dF la mesure positive assoiée.Soit ϕn(t) une suite de fontions mesurables onvergeant dF − pp vers ϕ(t) et telle qu'ilexiste ψ ∈ L2(R,BR, dF ) telle que
|ϕn(t)| ≤ ψ(t) ∀t, ∀n.Alors ∫
ϕn(t)dZt −→

∫
ϕ(t)dZtdans L2(Ω,A, P ). 48



Démonstration.Nous avons d'après la proposition 2.3,
‖
∫ (
ϕn(t)−ϕ(t)

)
dZt ‖2L2(Ω,A,P )=‖ ϕn(t)−ϕ(t) ‖L2(R,BR,dF ) et (ϕn) est dans L2(R,BR, dF )

(ϕn)n est une suite de fontions dans L2(R,BR, dF ) telle que,i) ∃ψ ∈ L2(R,BR, dF ) tel que ∀n, |ϕn(t)| ≤ ψ(t);ii) (ϕn)n onverge dF − pp vers ϕ.Alors par onvergene dominée de Lebesgue nous avons,1. ϕ ∈ L2(R,BR, dF ) ;2. ‖ ϕn(t)− ϕ(t) ‖L2(R,BR,dF )−→ 0.Don,
‖
∫ (

ϕ(t)− ϕ(t)
)
dZt ‖L2(Ω,A,P )−→ 0.Par suite, ∫

ϕn(t)dZt −→
∫
ϕ(t)dZtdans L2(Ω,A, P ).

2Appliation de l'intégrale de Wiener (f.[6℄) :Nous avons besoin de la proposition et du théorème suivants :Proposition 2. 5 ([6℄). Soit (Zλ)λ∈R un proessus à aroissements orthogonaux entréde mesure positive assoiée dF (λ) �nie. Le proessus
Xt =

∫
eiλtdZλest stationnaire et sa fontion de ovariane est donnée par

K(t) =

∫
eiλtdF (λ).
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Démonstration. Le proessus (Xt)t est entré et on a d'après l'isométrie dé�nissantl'intégrale stohastique,
K(t+ s, s) = E(Xt+sXs) = E

[ ∫
eiλ(t+s)dZλ

∫
eiλsdZλ

]
=

∫
eiλtdF (λ).

K(t+ s, s) ne dépend que de t, don (Xt)t est stationnaire et sa fontion de ovariane est
K(t) =

∫
eiλtdZλ.

2Théorème 2. 7 ([6℄). Soit (Xt)t un proessus entré stationnaire ontinu en moyennequadratique, il existe un proessus (Zλ)λ∈R à aroissements orthogonaux entré unique demesure positive assoiée dF (λ) �nie tel que
Xt =

∫
eiλtdZλet la fontion de ovariane de (Xt)t est donnée par

K(t) =

∫
eiλtdFλ.

dF est la mesure spetrale du (Xt)t de masse totale K(0).Démonstration. L'idée de la démonstration est la suivante :La ovariane K(t) d'un proessus stationnaire du seond ordre est toujours de typepositif. Elle est ontinue, puisque (Xt)t est ontinu en moyenne quadratique. Le théorèmede Bohner assure que K(t) est la transformée de Fourier d'une mesure positive bornéequ'on prend pour dF. Les égalitésK(t+s, s) = E(Xt+sXs) = K(t) =
∫
eiλtdF (λ) entraînentque la orrespondane

α1Xt1 + ...+ αnXtn ↔
k=n∑

k=1

αke
iλtkest linéaire isométrique et injetive. La fontion 11]−∞,µ](λ) est dans L2(R,BR, dF ). Soit

Zµ l'élément qui lui orrespond dans L2(Ω,A, P ). Le proessus (Zµ)µ est le proessus àaroissements orthogonaux qui onvient. 2
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Soit (Xt)t un proessus du seond ordre représentant un signal aléatoire. Nous admet-tons que son énergie moyenne est E(|Xt|2). Si (Xt)t est stationnaire, la quantité E(|Xt|2)ne dépend pas du temps et est appelée l'énergie du proessus.Dans le as partiulier où (Xt)t est de la forme
Xt =

j=k∑

j=1

eiλjtYj où les λj sont des nombres réelset les variables aléatoires Yj sont entrées et orthogonales. Le proessus (Xt)t est station-naire ar,
E[XtXs] =

j=k∑

j=1

l=k∑

l=1

eiλjte−iλlsE[YjYl] =

j=k∑

j=1

E(|Yj|2)eiλj(t−s)qui est une fontion de t− s, et son énergie est
E(|Xt|2) = K(0) =

j=k∑

j=1

E(|Yj|2).Nous savons aussi que la mesure spetrale de proessus (Xt)t est la mesure µ ave
µ =

j=k∑

j=1

E(|Yj|2)δλj
.Il en résulte que l'énergie de (Xt)t est la somme des énergies des proessus élémentaires

eiλjtYj. Chaun de es proessus a pour énergie E(|Yj|2), qui est la masse de la mesurespetrale au point λj.Plus généralement, si (Xt)t est un proessus stationnaire de représentation spetrale
Xt =

∫
eiλtdZλet de mesure spetrale dF (λ), le proessus

Yt =

∫
eiλt11]λjλj+1]dZλqui ne onserve que les omposantes monohromatiques dans la bande ]λj , λj+1] a pourénergie

E(|Yt|2) =

∫ λj+1

λj

dF (λ)51



d'après la proposition 2.3.Don l'énergie de (Xt)t est répartie suivant les di�érentes bandes de fréquenes se-lon la mesure spetrale dF (λ). Plus exatement, pour résumer, nous avons la propositionsuivante :Proposition 2. 6. Soit (Xt)t un proessus entré stationnaire ontinu en moyenne quadra-tique, représentant un signal aléatoire d'énergie moyenne E(|Xt|2). Il existe un proessus
(Zλ)λ à aroissements orthogonaux entré unique de mesure positive assoiée dF (λ) �nietel que

Xt =

∫
eiλtdZλet

E(|Xt|2) =
∑

j

∫ λj+1

λj

dF (λ)
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Chapitre 3Mouvement Brownien et Introdution àl'intégrale d'It�
3.1 IntrodutionLe mouvement Brownien doit son appellation au biologiste- botaniste anglais RobertBrown, qui le déouvre en 1828 lors de l'observation du mouvement extrêmement désor-donnée des partiules de pollen en suspension dans un liquide.La théorie mathématique a débuté en 1900-1905. Bahelier (1900) a eu les premiersrésultats quantitatifs en s'intéressant aux �utuations du prix des ations en bourse.Einstein (1905) donne un modèle mathématique du Mouvement Brownien à partir dela théorie moléulaire de la haleur ( f. [18℄ et [23℄).N. Wiener (1923, 1924) a prouvé l'existene du Mouvement Brownien et en donne unedé�nition et une onstrution mathématique rigoureuse.K. It� dans les années 40 développe un alul di�érentiel spéi�que au MouvementBrownien (le alul stohastique).Le Mouvement Brownien a été par la suite intensément étudié (Paul Lévy, Khinthine,Chung, Williams,...). 53



3.2 Marhes Aléatoires et Mouvement BrownienConsidérons une partiule qui se déplae sur l'axe Z, partant de 0 à l'instant 0, ene�etuant à haque unité de temps un saut d'une unité de longueur vers la droite ouvers la gauhe ave la même probabilité. Soit Yn le saut e�etué à l'instant n. Ave eshypothèses nous avons Yn = ±1. Nous supposons de plus que les Yn sont des variablesaléatoires indépendantes et de même loi. Soit Xn la position de la partiule à l'instant n.Nous avons
∀n > 0, Xn = Xn−1 + Ynave X0 = 0. (Xn)n est la marhe aléatoire symétrique sur Z.Si on note Pn(x) = P [Xn = x|X0 = 0], nous avons

Pn(x) = C
n+x

2
n

1

2n
ave Ck

n = 0 si k 6∈ ZLes Pn satisfont alors à l'équation aux di�érenes :
Pn+1(x) =

1

2
Pn(x− 1) +

1

2
Pn(x+ 1),ave les onditions aux limites

P0(x) =

{
0 si x 6= 0
1 si x = 0Supposons maintenant que la partiule se déplae sur la droite réelle R et le temps t estréel, soit St sa position à l'instant t en supposant que S0 = 0. De façon préise, supposonsque la partiule se déplae de manière indépendante, d'une longueur ∆x à droite ou àgauhe ave la même probabilité à haun des instants 0,∆t, 2∆t.... Le nombre de sautsjusqu'à l'instant t est

[
t

∆t
]Soit (Xn)n la suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi dé�nies par

Xn = ±∆xave
P (Xn = ∆x) = P (Xn = −∆x) = 1/2 pour n = 1, 2, ..., [

t

∆t
].54



On a alors
St = X1 +X2 + ... +X[ t

∆t
],Nous avons E(Xn) = 0 et E(Xn)2 = ∆x2, d'où

E(St) = 0 et V ar(St) = [
t

∆t
](∆x)2.On suppose maintenant que la marhe est aélérée et don que la partiule fait dessauts de plus en plus petits dans des intervalles de temps de plus en plus petits. Il s'agitdon de passer à la limite, en faisant tendre ∆x et ∆t vers 0. Y a-t-il un proessus limitepour dérire ette situation ?Si, par exemple, on prend ∆x = ∆t et on fait tendre ∆t vers 0, on obtient E(St) = 0et V ar(St) −→ 0. Le proessus (St)t>0 serait alors presque sûrement nul. Eliminons e asen faisant tendre ∆x et ∆t vers 0, en imposant la ondition

(∆x)2

∆t
−→ 2Doù D est une onstante appelée oe�ient de di�usion (Einstein a montré que

D =
2RT

Nf
,où N est le nombre d'Avogadro, T la température, R la onstante des gaz parfaits et f leoe�ient de frition).Ave ette ondition, l'équation aux di�érenes obtenue préédemment pour la marhealéatoire symétrique sur Z devient :

Pt+∆t(x) =
1

2
Pt(x−∆x) +

1

2
Pt(x+ ∆x)D'où

(Pt+∆t(x)− Pt(x))

∆t
× ∆t

(∆x)2
=

1

2
× Pt(x−∆x)− Pt(x) + Pt(x+ ∆x)− Pt(x)

(∆x)2
. (3.1)Quand (∆t,∆x) −→ (0, 0) l'équation (3.1) devient équation dite de Fokker-Plank,

1

D

∂P

∂t
=
∂2P

∂x2
(3.2)Ave les onditions aux limites l'équation (3.2) devient :55
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∂P
∂t
−D ∂2P

∂x2 = 0, (t, x) ∈ ]0,+∞[×R

P (0, x) = P0(x) = δx(0), x ∈ R.C'est une équation du type de l'équation de la haleur ou équation de di�usion. Pour plusde détail, on onfère [10℄.La résolution de l'équation (E) onsiste à herher une fontion P (t, x) de lasse C1par rapport à t et de lasse C2 par rapport à x, pour (t, x) ∈]0; +∞[×R .
P (0, x) = P0(x) signi�e que lim

t→0
P (t, x) = P0(x).On suppose que

∫ +∞

−∞
|P (t, x)|dx <∞,

∫ +∞

−∞
|∂P
∂t

(t, x)|dx <∞ et

∫ +∞

−∞
|∂

2P

∂t2
(t, x)|dx <∞de sorte que les fontions

x 7−→ P (t, x), x 7−→ ∂P

∂t
(t, x) et x 7−→ ∂2P

∂x2
(t, x)ont pour haque t une transformée de Fourier par rapport à la variable x.Nous désignerons la transformée de Fourier de x 7−→ P (t, x) par

F [P ](t, k) = P̂ (t, k) =

∫

R

P (t, x)e−ikxdx.On suppose de plus que pour tout t > 0, on a
∫ +∞

−∞

∂P

∂t
(t, x)e−ikxdx =

∂

∂t

(∫

R

P (t, x)e−ikxdx

)
.En appliquant la transformée de Fourier à l'équation (3.2), on obtient, pour tout k ∈ R :

F
[
∂P

∂t
−D∂

2P

∂x2

]
(t, k) = F

[
∂P

∂t

]
(t, k)−DF

[
∂2P

∂x2

]
(t, k)

=

∫ +∞

−∞

∂P

∂t
(t, x)e−ikxdx−D

∫ +∞

−∞

∂2P

∂x2
(t, x)e−ikxdx.

=
∂

∂t

(∫

R

P (t, x)e−ikxdx

)
+Dk2

∫

R

P (t, x)e−ikxdx

=
∂P̂

∂t
(t, k) +Dk2P̂ (t, k).56



Car ∫ +∞

−∞

∂2P

∂x2
(t, x)e−ikxdx = (ik)2F [P ](t, k).Ainsi, pour tout k ∈ R, P̂ est solution de l'équation di�érentielle par rapport au temps tsuivante :
∂P̂

∂t
+Dk2P̂ = 0.Par ailleurs P̂ (0, k) = P̂0(k), d'où

P̂ (t, k) = P̂0(k)e
−Dk2t.On sait que pour tout t > 0 �xé,

e−Dk2t = F [G](t, k), ave G(x, t) =
1√

4πDt
exp(
−x2

4Dt
).Pour t > 0 La fontion G : x 7−→ 1√

4πDt
exp(−x2

4Dt
) est appelée noyau de Gauss ou noyau dela haleur.La fontion k 7−→ P̂0(k)e

−Dk2t est dans L1(R) , don
P̂ (t, k) = F [P0 ∗G](t, k).Comme F est injetive sur L1(R) alors,

P (t, x) = (P0 ∗G)(t, x) =
1√

4πDt

∫

R

exp(−(x− y)2

4Dt
)P0(y)dy.si à l'instant t = 0 la partiule est on x = 0, alors P0(x) = δx(0) et la solution de (E) est :

P (t, x) =
1√

4πDt
e
− x2

4Dt .Remarquons que le même résultat peut être obtenu en appliquant le théorème de lalimite entrale. En e�et : Quand (∆t,∆x) −→ (0, 0), E(St) = 0 et V ar(St)→ 2Dt, don
St√
2Dt

tend en loi vers la loi normale N (0, 1)puisque S(t) est la somme de variables aléatoires indépendantes, et de même loi. Ce qui etraduit par la relation
P
[ St√

2Dt
< α

]
=

1√
2π

∫ α

−∞
e
−x

2

2 dx,57



e qui donne
P [St < β] =

1√
4πtD

∫ β

−∞
e
− x2

4tD dx.

Si par exemple , en prend ∆x =
√

∆t et ∆t −→ 0, alors D = 1
2
, d'où

E(St) = 0, V ar(St) −→ t, et P (t, x) =
1√
2π

e−
x2

2t .On obtient un proessus limite (St)t>0 admettant les propriétés suivantes :1. Pour t > 0 �xé, la variable aléatoire St suit la loi N (0, t).2. Le proessus (St)t>0 est à aroissements indépendants.En e�et e résultat est du au fait que dans la marhe aléatoire, les sauts ayant lieudans des intervalles de temps disjoints sont indépendants.3. Le proessus (St)t>0 est à aroissements stationnaires.Cette propriété résulte du fait que dans la marhe aléatoire le hangement de positiondans un intervalle de temps ne dépend que de la longueur de et intervalle.Le Proessus obtenu dans e as est appelé le Mouvement Brownien standard.
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3.3 Simulation des trajetoiresLe but de e paragraphe est de simuler des trajetoires d'un Mouvement Brownien stan-dard, omme limite de marhes aléatoires en suivant la onstrution du paragraphe préé-dent.Soit (St)t≥0 la famille de variables aléatoires dé�nies par : S0 = 0 et
St = ∆x(X1 +X2 + ...+X[ t

∆t
]),où (Xn)n est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi dé�nies par

Xn = ±1ave
P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1/2 pour n = 1, 2, ..., [

t

∆t
].Ce qui se traduit par les �gures suivantes, obtenues en faisant hanger la subdivision del'intervalle [0, t].
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Fig. 3.1: Trajetoire obtenue pour ∆t = 0.001 , t = 1 et ∆x =
√

∆t.
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Fig. 3.2: Trajetoire obtenue pour ∆t = 0.0001 , t = 1 et ∆x =
√

∆t.
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Fig. 3.3: Trajetoire obtenue pour ∆t = 0.00005 , t = 1 et ∆x =
√

∆t.
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Fig. 3.4: Trajetoire obtenue pour ∆t = 0.00001, t = 1 et∆x =
√

∆t.3.4 Dé�nitions et Propriétés du Mouvement BrownienDans toute la suite, T désignera R+ ou un intervalle de R+.Dé�nition 3. 1. Soit (Bt)t∈R+ une famille de variables aléatoires réelles. On dira que
(Bt)t∈R+ est un mouvement Brownien (M.B) dans R si :1. B0 = 0.2. Pour haque ω la trajetoire t 7−→ Bt(ω) est ontinue.3. (Bt)t∈R+ est un proessus à aroissements indépendants.4. Pour tout t et tout s, t > s ≥ 0 la variable aléatoire Bt − Bs suit une loi gaussiennede moyenne α(t− s) et d'éart type σ√t− s.

σ2 est un réel positif appelé oe�ient de di�usion et α un nombre réel appelé ladérive.Remarque 3. 1. Si (Bt)t∈R+ est un mouvement Brownien de dérive α = 0 et de oe�ientde di�usion σ = 1 alors (Bt)t∈R+ est appelé Mouvement Brownien standard ou anonique.Proposition 3. 1 (Caratère gaussien du M.B [18℄). Un proessus aléatoire ontinu
(Bt)t∈R+ est un M.B standard si et seulement s'il suit une loi normale entrée de fon-tion de ovariane

K(s, t) = min(s, t) = s ∧ t ∀s, t ≥ 061



Démonstration.a) Condition Néessaire :i) Soient 0 ≤ t1 < t2 < ...tn−1 < tn, des réels positifs, les variables aléatoires réelles Bt1 ,
Bt2 −Bt1 ,..., Btn −Btn−1 sont indépendantes et gaussiennes. Montrons que le veteur
(Bt1 , ..., Btn) est gaussien (.à.d a1Bt1 + a2Bt2 + ...+ anBtn est gaussienne pour toutveteur (a1, a2, ..., an) de Rn).Pour e faire il su�t de véri�er seulement que Bti +Btj est gaussienne.En e�et :(1) Nous savons que ∀α ∈ R, αBti est gaussienne.(2) Bti +Btj = (Bti − Btj ) + 2(Btj ) = (Bti − Btj ) + 2(Btj − B0).Don Bti + Btj est gaussienne ar elle est la somme de deux v.a. gaussiennes indé-pendantes.Le veteur (Bt1 , ..., Btn) est gaussien Car ∀ϕ une forme linéaire ϕ(Bt1 , ..., Btn) estgaussien.ii) Soit s, t ∈ R, s ≤ t.

K(s, t) = Cov(Bs, Bt) = E(BsBt) = E(Bs(Bt −Bs +Bs))

= E(Bs(Bt −Bs)) + E(B2
s ) .

= E(B2
s ) = s.Par indépendane des aroissements.Don K(s, t) = s = min(s, t) = s ∧ t d'où le résultat.b) Condition Su�sante :Supposons que (Bt)t∈R+ est gaussien entré ave E(BsBt) = s∧ t. Don haque variablealéatoire Bt est gaussienne d'espérane E(Bt) = 0 et de variane V ar(Bt) = E(B2

t ) = t.62



i) Comme E(B0) = 0 et V ar(B0) = 0 alors B0 = 0 p.sii) Pour tous 0 = t0 < t1 < ... < ti... < tn ave 0 ≤ i ≤ n,
V ar(Bti − Btj ) = V ar(Bti)− 2Cov(Bti , Btj ) + V ar(Btj ) = ti − 2(ti ∧ tj) + tj

= | ti − tj | .Pour 1 ≤ i′ < j′ < i < j ≤ n,
Cov(Bti −Btj , Bti′

−Btj′
) = Cov(Bti , Bti′

)− Cov(Bti , Btj )− Cov(Btj , Bti′
) + Cov(Btj , Btj′

)

= (ti ∧ ti′)− (ti ∧ tj′)− (ti′ ∧ tj′) + (tj ∧ tj′)
= ti′ − tj′ − ti′ + tj′

= 0Comme (Bt)t∈R+ est un proessus gaussien , on onlut que les variables aléatoiresréelles
Bt0 , Bt2 − Bt1 , ..., Btn − Btn−1sont gaussiennes entrées indépendantes de varianes
t1, t2 − t1, ..., tn − tn−1.Et don (Bt)t∈R+ est un Mouvement Brownien standard.

2Remarque 3. 2. Si (Bt)t∈R+ est un Mouvement Brownien de dérive α et de oe�ient dedi�usion σ, alors le proessus (Wt)t∈R+ tel que,
Wt =

Bt − αt
σest un Mouvement Brownien standard .Dé�nition 3. 2.Une �ltration (Ft)t∈T , est une famille roissante (au sens de l'inlusion ) de sous-tribusde A.Un proessus (Xt)t∈T est dit adapté à la �ltration (Ft)t∈T , si ∀t ∈ T , la variable aléatoireréelle Xt est Ft mesurable. 63



Remarque 3. 3. La �ltration naturelle assoiée à un proessus (Xt)t∈T est par dé�nitionla famille de sous tribus :
Ft = σ(Xs, s ≤ t),où

Ft est la plus petite tribu rendant mesurable les appliations ω 7−→ Xs(ω), pour s ≤ t.Dé�nition 3. 3. Soit (Ft)t∈T une �ltration. On appelle temps optionnel (t.o) ou tempsd'arrêt (t.a.) relativement à (Ft)t∈T , toute v.a. τ : Ω→ R+ tel que
∀t ∈ T, {ω, τ(ω) ≤ t} ∈ Ft .Proposition 3. 2. Soit (Ft)t∈T une �ltration et τ un t.o. relativement à (Ft)t∈T . Alors

∀t ∈ T, {τ > t} et {τ = t} ∈ Ft .Dé�nition 3. 4. Soit (Ft)t∈T une �ltration et τ un t.o. relativement à (Ft)t∈T . On appelletribu engendrée par τ , la tribu Fτ , dé�nie par
Fτ = {B ∈ A, B ∩ { τ ≤ t} ∈ Ft, ∀t ∈ T}Nous donnons une deuxième dé�nition du Mouvement Brownien, équivalente à la pre-mière.Dé�nition 3. 5. Soit (Ft)t∈R+ une �ltration et (Bt)t∈R+ un proessus aléatoire adapté àla �ltration (Ft)t∈R+ et ontinu .

(Bt)t∈R+ est un mouvement Brownien standard si1. B0 = 0.2. Pour tout t et s t > s ≥ 0, l'aroissement Bt − Bs est indépendant de Fs.3. Pour tous t, s t > s ≥ 0 l'aroissement Bt−Bs suit une loi gaussienne de moyenne
0 et d'éart type √t− s.Remarque 3. 4. Cette dé�nition implique que (Bt)t∈R+ est un M.B au sens de la (dé�ni-tion 3.1.) puisque

σ(Bs, s ≤ t) ⊂ Ft.Si (Bt)t∈R+ est un M.B au sens de la (dé�nition 3.1.) alors il est un M.B par rapport à la�ltration naturelle. En e�et d'après le lemme suivant.64



Lemme3. 1 ([17℄). Soit (Xt)t∈T un proessus aléatoire à aroissements indépendants .Alors pour tout 0 ≤ s ≤ t, l'aroissement Xt−Xs est indépendant de la �ltration naturelle
Fs.Dé�nition 3. 6. Soient (Ft)t∈T une �ltration et (Xt)t∈T un proessus aléatoire adapté à
(Ft)t∈T et dans L1

P (Ω,A).On dit que (Xt)t∈T est une Martingale (Mgle), relativement à (Ft)t∈T , si
∀s, t ∈ T, s < t, E[Xt|Fs] = Xs .On dit que (Xt)t∈T est une sous - martingale (sMgle ), relativement à (Ft)t∈T , si
∀s, t ∈ T, s < t, E[Xt|Fs] ≥ Xs .On dit que (Xt)t∈T est une sur - martingale (SMgle), relativement à (Ft)t∈T , si
∀s, t ∈ T, s < t, E[Xt|Fs] ≤ Xs .PropriétésProposition 3. 3 (Propriété de martingale). Si (Bt)t∈R+ est un M.B par rapport à la�ltration (Ft)t∈R+ alors(i) (Bt)t∈R+ est une martingale par rapport à (Ft)t∈R+ .(ii) {B2

t − t, t ≥ 0} est une martingale par rapport à (Ft)t∈R+.De (i) nous déduirons
E((Bt − Bs)

2|Fs) = t− s, 0 ≤ s < t <∞.

Démonstration.(i) 1. E(|Bt|) ≤ [E(B2
t )]

1
2 =
√
t <∞ par Cauhy- Shwartz.
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2. E(Bt|Fs) = E(Bt−Bs+Bs|Fs) = E(Bt−Bs|Fs)+E(Bs|Fs), par linéarité de l'espérane.
E(Bt|Fs) = E(Bt − Bs) +Bs = Bs, ar Bt −Bs est indépendante de FsCe qui prouve le (i).(ii) E(BsBt|Fs) = BsE(Bt|Fs) , ar Bs est Fs mesurable.

E((Bt − Bs)
2 − (t− s)|Fs) = E((Bt −Bs)

2|Fs)− (t− s) = E((Bt − Bs)
2)− (t− s)

= (t− s)− (t− s) = 0.Car Bt − Bs est indépendante de Fs et Bt −Bs suit une loi N (0, t− s).D'autre part on a
E((Bt − Bs)

2 − (t− s)|Fs) = E(B2
t − t|Fs)− 2E(BsBt|Fs) + E(B2

s + s|Fs)

= E(B2
t − t|Fs)− 2B2

s +B2
s + s

= E(B2
t − t|Fs)− (B2

s − s) = 0.Don E(B2
t − t|Fs) = B2

s − s.

2Théorème 3. 1 (Levy). Soit (Bt)t∈R+ un proessus à trajetoire ontinue, adapté à la�ltration (Ft)t∈R+ et tel que :i) (Bt)t∈R+ est une martingale par rapport à (Ft)t∈R+ii) (B2
t − t) est une martingale par rapport à (Ft)t∈R+alors (Bt)t∈R+ est un mouvement Brownien standard.Propriété de symétrie du M.B et loi d'éhelleSi (Bt)t∈R+ est un M.B et c une onstante positive alors les proessus (B

(1)
t )t∈R+ et

(B
(2)
t )t∈R+ tel que

B
(1)
t =

1√
c
Bct, B

(2)
t = −Btsont aussi des Mouvements Browniens .
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Propriété d'inversion du temps Si (Bt)t∈R+ est un M.B alors le proessus (Wt)t∈R+tel que,
Wt =

{
tB1/t si 0 < t <∞
0 si t = 0est aussi un M.B.Convergene en variation quadratique [17℄ :Rappelons que si f est une fontion dé�nie sur [a, b] de R et

π = (t1, t2, · · · , tn), a = t0 ≤ t1 · · · ≤ tn = bune partition de l'intervalle [a, b] en n subdivision on note
|π| = max

1≤i≤n
(ti − ti−1)la largeur de plus large intervalle. La pime variation (ave p > 0) de la fontion f parrapport à la partition π est dé�nie par

V p
[a,b](f, π) =

i=n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p.Considérons le Mouvement Brownien (Bt)t∈R+ sur l'intervalle [0, t] , la variation quadra-tique de Bt est
V 2

[0,t](Bs(ω), π) =
i=n∑

i=1

|Bti(ω)− Bti−1
(ω)|2.Lemme3. 2 ([17℄). Si (Bt)t∈R+ est un Mouvement Brownien dans l'espae (Ω,A, P ) alors

lim
|π|→0

V 2
[0,t](Bs(ω), π) = t, dans L

2(Ω, P ).En e�et :
E
[
V 2

[0,t](Bs(ω), π)− t
]2

= E
[ i=n∑

i=1

|Bti(ω)− Bti−1
(ω)|2 − t

]2

= E
[ i=n∑

i=1

(|Bti(ω)− Bti−1
(ω)|2 − (ti − ti−1))

]2

=
i=n∑

i=1

E
[
(Bti − Bti−1

)2 − (ti − ti−1)
]2
.67



Car
E
[
(Bti −Bti−1

)2 − (ti − ti−1)
][

(Btj −Btj−1
)2 − (tj − tj−1)

]
= 0 pour i 6= j.Don

E
[
V 2

[0,t](Bs(ω), π)− t
]2 ≤

i=n∑

i=1

E(Bti − Bti−1
)4 + (ti − ti−1)

2

≤ 4
i=n∑

i=1

(ti − ti−1)
2

≤ 4 max
1≤i≤n

(ti − ti−1)
i=n∑

i=1

(ti − ti−1)

≤ 4|π|t.Comme
lim
|π|→0

4|π|t = 0,don
lim
|π|→0

V 2
[0,t](Bs(ω), π) = t, dans L

2(Ω, P ).Loi forte des grands nombres [17℄ :Si (Bt)t∈R+ est un M.B alors
lim

t→+∞

Bt

t
= 0 presque sûrement(p.s).Propriété de maximum [18℄Soit

Mt = sup
0≤s≤t

Bs, mt = inf
0≤s≤t

Bs.Si (Bt)t∈R+ est un M.B standard alors
M∞ = lim

t→∞
Mt et m∞ = lim

t→∞
mtexiste et on a(i) mt < 0 < Mt on [0,+∞],(ii) −∞ = m∞ = lim inf

t→∞
Bt < lim sup

t→∞
Bt = M∞ = +∞.68



Démonstration.i) (mt) déroissante en t et (Mt) roissante en t, don monotone e qui implique que
m∞ et M∞ existe. Soit

An = {ω,Btn > 0}

(An) est une suite d'événements indépendants, ar Btn est la somme de variables aléatoiresréelles indépendantes.
P (An) = P (Btn > 0) = 1/2ar Btn suit une loi gaussienne de moyenne 0 et de variane tn .

P (lim supAn) ≥ lim supB(An) = 1/2 (3.3)par le théorème de 0 ou 1 de Kolmogorov on a
P (lim supAn) = 0 ou P (lim supAn) = 1et d'après (3.3) en déduit que

P (lim supAn) = 1.

lim supAn = {Btn > 0 i.o.} ⊂ {Mt > 0 ∀t > 0},don Mt > 0 p.s .Par symétrie du M.B on déduit que P ({mt < 0 ∀t > 0}) = 1, don mt < 0 p.s.ii) Montrons que, lim sup
t→∞

Bt = M∞ = +∞.Soit k ∈ R,

P (Btn > k) = P

(
Btn√
n
>

k√
n

)
=

1√
2π

∫ +∞

k/
√

n

e−
ν2

2 dν → 1/2.Par onséquent
P (Btn > 0 i.o.) = P (lim sup

n
[Btn > k]) ≥ lim sup

n
P (Btn > k) = 1/2.D'où si on pose k =∞, alors

P (lim sup
n

[Btn = +∞]) ≥ 1/2.Par le théorème de Kolmogorov on obtient
P (lim sup

n
[Btn = +∞]) = 1.69



Don
lim sup

t→∞
Bt = M∞ = +∞.Par symétrie du M.B on aura

lim inf
t→∞

Bt = m∞ = −∞.

2Propriété de Markov simpleLe mouvement Brownien est un proessus de Markov.Pour tout t ≤ s et A ∈ BR ave Ft = σ(Br, r ≤ t)

P{Bs ∈ A/Ft} = P{Bs ∈ A/Bt}.En e�et : Il su�t de véri�er que ∀k, ∀t1 ≤ t2... ≤ tk ≤ s on a
P{Bs ∈ A/Bt1 , Bt2 , ..., Btk} = P{Bs ∈ A/Btk}.

Bs − Btk , Btk − Btk−1
,..., Bt2 − Bt1 , Bt1 = Bt1 − B0 sont indépendants don la loi de

Bs onditionnellement aux éarts : Btk − Btk−1
,...,Bt2 − Bt1 , Bt1 = Bt1 − B0 est une loigaussienne de variane (s− tk), e qui implique

P{Bs ∈ A/Bt1 , Bt2 , ..., Btk} = P{Bs ∈ A/Btk}.Propriété de Markov fortePour tout s ∈ R+, le proessus (Bt+s −Bs)t∈R+ est un mouvement Brownien indépendantde Fs.Cette propriété déoule diretement de l'indépendane des aroissements. Elle reste vraielorsque s est un temps d'arrêt.Théorème 3. 2 ([4℄). Soit τ un temps d'arrêt pour la suite de tribus (Ft)t≥0 engendréepar le mouvement Brownien Bt. Le proessus (Ut)t≥0 dé�ni par Ut = Bτ+t − Bτ est unmouvement Brownien indépendant de Fτ .
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3.5 Intégrale d'It�Nous avons dé�ni au hapitre II l'intégrale stohastique d'une fontion de arré inté-grable par rapport à un proessus à aroissement orthogonaux. Cette intégrale permetde donner un sens à l'expression I =
∫
g(t)dZt ave dF la mesure positive assoiée auproessus (Zt)t et g ∈ L2

C
(R,BR, dF ).Nous allons étudier le as où (Zt)t est un M.B standard (Bt)t. Comme (Bt)t est unproessus à aroissement indépendants ela nous permet d'intégrer les proessus (f. [6℄,[9℄, [29℄).Soit don (Bt)t un mouvement Brownien réel standard,

Ft = σ(Bs, s ≤ t),et
F = σ(Bt, t ≥ 0),Dé�nition 3. 7 ( Proessus élémentaire). On appelle proessus élémentaire tout proessus

(Ht)t≥0 dé�ni par
Ht = Y011[0,t1](t) + Y111]t1,t2](t) + ... + Yn−111]tn−1,tn](t) (3.4)où Yi , i = 1, ..., n− 1 sont des variables Fti-mesurables et bornées pour toute suite (ti)

i=n
i=1telle que 0 < t1 < < tn, ∀n .

11A(t) désigne la fontion indiatrie de l'ensemble A. Les trajetoires d'un proessusélémentaire sont don des fontions en esalier, onstantes sur les intervalles ]ti−1, ti], nullesaprès tn ∀n.Dé�nition 3. 8. Si (Ht)t>0 est un proessus élémentaire , on appelle intégrale stohastiquede (Ht)t la variable aléatoire, notée I(H) =
∫∞
0
HtdBt dé�nie par :

I(H) =

∫ ∞

0

HtdBt = Y0Bt1 + Y1(Bt2 − Bt1) + ... + Yn−1(Btn −Btn−1).Proposition 3. 4. Si (Ht)t>0 est un proessus élémentaire, alors
E

[(∫ ∞

0

HtdBt

)2
]

= E

[∫ ∞

0

H2
t dt

] (3.5)71



Démonstration.
E[I(H)] = E

[∑

i,j

Yi−1(Bti − Bti−1
)Yj−1(Btj − Btj−1

)

]

= E

[∑

i=j

Yi−1(Bti − Bti−1
)Yj−1(Btj − Btj−1

)

]
+2E

[∑

i<j

Yi−1(Bti − Bti−1
)Yj−1(Btj −Btj−1

)

]Nous avons
E

[∑

i,j

Yi−1(Bti −Bti−1
)Yj−1(Btj − Btj−1

)

]
=

∑

i

E

[
E

(
Y 2

i−1(Bti − Bti−1
)2/Fti−1

)]

=
∑

i

E

[
Y 2

i−1E

(
(Bti − Bti−1

)2/Fti−1

)]

=
∑

i

E
[
Y 2

i−1(ti − ti−1)
]
.Car Yi−1 est Fti−1

mesurable, et d'après la propriété de martingale de (Bt)t(f. Proposition2.3).D'autre part,
E

[∑

i<j

Yi−1(Bti −Bti−1
)Yj−1(Btj − Btj−1

)

]
=

∑

i<j

E

[
E

(
Yi−1Yj−1(Bti − Bti−1

)(Btj −Btj−1
)/Ftj−1

)]

=
∑

i<j

E

[
Yi−1Yj−1E

(
(Bti − Bti−1

)(Btj −Btj−1
)/Ftj−1

)]

= 0.Car E
[
Yi−1Yj−1(Bti−Bti−1

)(Btj−Btj−1
)/Ftj−1

]
= E

[
(Yi−1Yj−1(Bti−Bti−1

)(Btj−Btj−1
)
]
= 0,Car les variables (Bti − Bti−1

) et (Btj − Btj−1
) sont indépendantes de Ftj−1

.Don,
E

[(∫ ∞

0

HtdBt

)2
]

= E

[∫ ∞

0

H2
t dt

]

2 Si (Ht)t≥0 est élémentaire, le proessus s→ Hs11]0,t](s) est aussi élémentaire. On dé�nitla variable aléatoire ∫ t

0
HsdBs, en posant

∫ t

0

HsdBs =

∫ ∞

0

Hs11]0,t](s) =
i=n∑

i=1

Yi−1(Bti∧t − Bti−1∧t). (3.6)72



Il résulte de ette formule que (∫ t

0

HsdBs

)

t

est un proessus à trajetoires ontinues, etque si 0 < s < t

E

[∫ t

0

HudBu/Fs

]
=

∫ s

0

HudBu p.s. (3.7)En e�et
E

[∫ t

0

HudBu/Fs

]
= E

[
i=n∑

i=1

Yi−1(Bti∧t − Bti−1∧t)/Fs

]

=
i=n∑

i=1

E
[
Yi−1(Bti∧t −Bti−1∧t)/Fs

]

=
i=n∑

i=1

Yi−1E
[
(Bti∧t −Bti−1∧t)/Fs

]

=
i=n∑

i=1

Yi−1

(
Bti∧s −Bti−1∧s

)

=

∫ s

0

HudBu.Cette propriété implique que (∫ t

0

HudBu

)

test une (Ft)- martingale à trajetoires ontinues et de arré intégrable d'après (3.5).Nous avons aussi,
E

[(∫ t

0

HudBu

)2

−
∫ t

0

H2
udu/Fs

]
=

(∫ s

0

HudBu

)2

−
∫ s

0

H2
udu. (3.8)D'où ((∫ t

0

HudBu

)2

−
∫ t

0

H2
udu

)

test une martingale à trajetoires ontinues.Partant de es onstatations, nous allons étendre l'intégrale stohastique par passage àla limite, à tous les proessus qui sont limites de proessus élémentaires.
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Proposition 3. 5 ([30℄). L'ensemble des proessus élémentaires muni du produit salaire
< H,K >= E

[∫ ∞

0

HtKtdt

]
,est un espae préhilbertien. Soit H son omplété ('est un espae de Hilbert). L'appliationqui à (Ht)t>0 assoie son intégrale stohastique s'étend en une isométrie de H dans l'espaedes variables aléatoires de arré intégrable.Nous avons alors :Proposition 3. 6 ([6℄). Soit (Js)s un proessus appartenant à l'espae H, et (H

(n)
s )s unproessus élémentaires tel que

E

[∫ ∞

0

(Js −H(n)
s )2ds

]
−→ 0 quand n→∞.Alors la formule

∫ ∞

0

JsdBs = lim
L2

∫ ∞

0

H(n)
s dBsdé�nit une variable aléatoire ∫∞

0
JsdBs dans L2(Ω,F , P ) et on a1. ∀ J ∈ H, E

[(∫ ∞

0

JsdBs

)2
]

= E

[∫ ∞

0

J2
s ds

]
.2. ∀ G, J ∈ H, E

[∫ ∞

0

GsdBs

∫ ∞

0

JsdBs

]
= E

[∫ ∞

0

GsJsds

]
.3. Pour tout J ∈ H, le proessus s→ Hs11[0,t](s) est aussi dans H et si on pose

∫ t

0

JsdBs =

∫ ∞

0

Js11]0,t]dBsalors on a
(∫ t

0

JsdBs

)

t

est une (Ft)- martingale à trajetoires p.s. ontinues.4. Le proessus à trajetoires ontinues ((∫ t

0

JsdBs

)2

−
∫ t

0

J2
s ds

)

t

est une martin-gale. 74



Proposition 3. 7 ([6℄). Soit (Js)s un proessus adapté à la �ltration(Fs)s, à trajetoiresontinues et tel que
∀t ∈ R+, E

[∫ t

0

J2
s ds

]
<∞,alors pour tout t ∈ R+ �xé, les proessus

JT
s = Js11[0,T ](s)sont dans H et les intégrales stohastiques de la proposition 3.6 se raordent, dans le sensoù, si t < T1 < T2 alors ∫ t

0

JT1
s dBs =

∫ t

0

JT2
s dBs.Ces intégrales sont don notées ∫ t

0

JsdBs.Conlusion Nous nous en tenant à es dé�nitions et propriétés en guise d'introdutionà l'intégrale d'It� et pour étayer notre remarque page 41.
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Conlusion et perspetives
L'intégrale stohastique et la notion de mesure spetrale sont un moyen de représenta-tion d'un proessus gaussien omplexe stationnaire.De nombreuses appliations peuvent être envisagées, en partiulier dans l'étude desséries hronologiques préisément les signaux aléatoires par l'utilisation de la mesure spe-trale et densité spetrale dans le as ou elles-i peuvent être alulées.
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ANNEXE : Programme de simulationdes trajetoires du mouvementBrownien par "MATLAB 7.0"
t=1 ; val=0.5 ; n=input( 'Le pas de la subdivision' ) ;y(1)=0 ;for i=2 :�x(t/n), u=rand ;if u<val, x(i)=1 ;else x(i)=-1 ;end ;y(i)=y(i-1)+ x(i) ;end ;j=[1 :1 :�x(t/n)℄ ;y= y(j)*sqrt(n) ;plot(j,y)
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