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Introduction générale

Le mémoire est une synthése sur les processus stationnaires, le mouvement Brownien
et I'intégrale stochastique. Il est structuré en trois chapitres.

Le premier chapitre est réparti en 3 parties. Dans la premiére partie nous précisons les
propriétés élémentaires des lois gaussiennes réelles unidimensionnelles et multidimension-
nelles.

Dans la deuxiéme partie nous rappellerons les notions préliminaires sur les processus
stationnaires, nous étudions la stationnarité stricte et large d’un processus de second ordre,
nous mettons en valeur que la fonction de covariance d’un processus stationnaire est her-
mitienne de type positif. Les moments d’ordre deux d’un processus gaussien, déterminent
complétement la loi globale du processus, ce qui est loin d’étre le cas pour un processus
du second ordre quelconque . De plus dans le cas gaussien les notions de non corrélation
et d’indépendance coincident, et les deux notions de stationnarité sont équivalentes (cf.
Azencott[3]).

La troisieme partie comporte des notions sur les lois gaussiennes complexes et processus
gaussiens complexes.

Le deuxiéme chapitre est une introduction a 1’étude de l'intégrale stochastique, il est
développé dans trois directions. La premiére introduit I'intégrale stochastique par 'intermé-
diaire des mesures aléatoires, (cf. Azencott [3]). La deuxiéme traite 'intégrale stochastique
en introduisant la notion de mesure spectrale grace au théoréme de Herglotz-Bochner. Ce

qui permet d’aboutir & une représentation intégrale des processus gaussiens complexes (cf.

[7])-



La derniére direction est une introduction de l'intégrale stochastique de fonctions de
carrés intégrables, par rapport a des processus a accroissements orthogonaux (cf. [6]). Cela
permet de généraliser la représentation précédente aux processus stationnaires continus en
moyenne quadratique.

Le troisieme chapitre comporte les concepts de base du Mouvement Brownien, avec une
construction intuitive qui décrit le Mouvement Brownien comme limite de marches aléa-
toires (cf. Joffe[16] et Ross|25]). Par suite nous donnons quelques propriétés caratéristiques
du Mouvement Brownien. Nous terminons le chapitre par une introduction a l'intégrale

d’Ito.



Chapitre 1

Lois et processus gaussiens, Processus
stationnaires

1.1 Lois et processus gaussiens

1.1.1 Loi gaussienne réelles

Définition 1. 1. Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne ou normale si la loi

de X admet une densité de probabilité f par rapport a la mesure de Lebesque de la forme

1 w—py\2

— -3(5H)

T) = e RN
Ja) = —

N|—=

ol p et o sont des parameétres réels.

Sipu=0et o=1 lavariable aléatoire est dite centrée et réduite.
On note N (i, 0?) la famille de variables aléatoires normales de paramétres p et o.

On a E(X) = p et E[(X — p)?] = o2

En effet
1 oo l/rz—p\2
E(X) = / ze” 25 dg,
OV2T J—co
En posant
T— M
y _—
o
on obtient

2

BX) = = [ e 2 L[ 2y,
= — 6_7 —|— _ 6_7 :0—|— = .
(X) / y Y+ /OO y = [

[e.°]



De méme

—+o0
E(X?) = / e 2y,
oV 2m

Si
T— U
Yy = PR
alors
oo 201 v2
E(X?) = (/ 2% +— ye 2 dy +
(X7) ﬁ% v y

o /+oo ) —ﬁd N )
= e 2 .
ar ) Yy YT U
Par suite une intégration par parties établit que
E(X?) =02 + 1? = 0% + (E(X))".
Donc E[(X — p)?] = E(X?) — E(X)? = 62,

Remarque 1. 1. Si X est une variable aléatoire de loi N (p,

y = 2K
o
suit une loi N'(0,1).
En effet :
X —
P <y) = P(E—E <y =PX <oy+p)
2
L povh _@62—72/0
= e 0 dx.
O'\/27T\/—oo
Si
tzgg_'u, T =ot+pu,
o
alors
1 v
PY <y =— e
Y <y) ,%/;

donc'Y suit une loi N(0,1).

0?), alors la variable



Proposition 1. 1 ([3]). Si X est une variable aléatoire de loi N (i, 0?), alors la fonction
caractéristique de X, px(t) est
itX : Lo o
px(t) =E(e™) = exp(ity — 5t70”).

Démonstration.

~Sioc=1¢etpu=0:

Soit y = x — it, comme

nous avons

—Siocg#letpu#0:

en posant %
y=2"F#
o
on obtient
@X(t) _ E(eit(aY-l-M)) — E(eitaY x eitu)
; . B . 5242

— eztuE(eztaY) — 6”“@1/(0?5) — eztuef 7

D’ou :
px (t) = elitn=3te?),
O

La loi normale peut étre également définie, d’une fagon équivalente, par sa fonction

caractéristique.

Définition 1. 2. Une variable aléatoire X est normale si sa fonction caractéristique px

est de la forme :

px(t) = =307,



Nous avons alors :

Proposition 1. 2. Si X est une variable aléatoire admettant une fonction caractéristique
px de la forme

(itp—Lt202)

@X(t) =€ 2 )

alors X admet une densité de probabilité f de la forme :

. (z—p)?

f(.T) = O'\/%e 20°

Démonstration. : D’apreés la formule d’inversion de Fourier, comme ¢x € L}(R, Bg) nous

avons :
1 +o0
f(x)zz_/ ey (t)dt
7T —00
Donc
1 [t 1 @w? [T empn
fla) = 5= [ et = e / ey
)2 +oo
_ 1 . (20”) e’?dey
o2
— o0
1 —(z—p)?
et € 202
o\ 21
O

Théoréme 1. 1. Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant respectivement les lois

N (p1,02) et N(po,03), alors la v.a. X +Y suit une loi normale N (1 + pa, 03 + 03).

Démonstration.

oxiy(t) = E(E)) = E(eXe®™) = E(e™)E(e™) car X et Y sont indépendantes

; 1,2 2 . 1,2 2 . 1,22, 2
_ (ezt,u,1—§t 01)(62t#2—5t 02) — ezt(u1+u2)—5t (0'1+O'2).

Donc X + Y suit une loi N'(py + po, 07 +03). O



1.1.2 Vecteurs gaussiens réels

1) Vecteurs aléatoires

Soit I'espace euclidien R™. On note < .,. > son produit scalaire, si X € R" on note
T
X = : la matrice colonne représentant X relativement a la base (e;)i=1,. ,, €t Xt
Ty
est la transposée de la matrice X.
T hn
Si X = : et Y = : par rapport a la base orthonormée (e;);—1

T Yn

.....

<X,)Y >=xy1 + ... + 1y, = XY,

Rappelons que si X = (X3, -+, X,,) est un vecteur aléatoire tel que X; € L*(Q2, A, P),
Vi e {1,...,n} alors
E(X) = (E(X1), ... E(X,)) et Cov(X) =X =E[X - EX))(X - E(X))’]
ou ¥ est la matrice carrée ¥ = (3;5); =1,

Y, = Cou(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;)E(X)).

Proposition 1. 3 ([14]). Si A est une application linéaire de R™ dans R?, et X un vecteur

aléatoire a valeurs dans R™, alors
E(AX) = AE(X).

Démonstration. On identifie I’application linéaire A avec sa matrice dans les bases ca-

noniques de R et R?, et les vecteurs & des matrices- colonnes.

Qo Qg X1
Si A= T et X = : , OUS avons
Qg1 -0 Qup Xn
i=d j=n
AX = Z(Z a;;X;)e; avec (e;)1<i<a la base canonique de R
=1 j=1
i=d j=n
Donc E(AX) = Z(Z a;E(X;))e; par la linéarité de 'espérance.
i=1 j=1



D’autre part

donc

O

Définition 1. 3. Une matrice réelle symétrique A d’ordre n, est dite définie positive (res-
pectivement positive) si pour tout vecteur X € R" ona : X'AX >0 et X'AX =0 X =0
(respectivement X*AX > 0).

Proposition 1. 4 ([6]). Si la matrice de covariance ¥ d’un vecteur aléatoire existe alors

elle est symétrique, réelle et positive.

Démonstration.

La matrice Y est Symétrique car X! = X,
En effet

Yij = Cou(X;, X;) = E[< X; — E(X;), X; — E(X)) >] = E[< X; — E(X}), X; — E(X;) >]
= OOU(XJ',XZ‘) = Zji7 VZ,j =1---n.
La matrice X est positive, car pour tout vecteur U = (Uy, ..., U,) on a
U'SU = UE[(X —-EX))(X —EX))U =E[U"(X — E(X))(X —E(X))'U]
— E[(< U, X —E(X) >)’] = E[(U'(X — E(X)))?] > 0.

Car
<UX-E(X)>=U'(X —E(X)) =< X —E(X),U > .

2) Vecteurs aléatoires gaussiens réels

Définition 1. 4. : On dit qu’un vecteur aléatoire X : 0 — R™ est un vecteur gaussien,
si la variable aléatoire réelle ¢(X) est gaussienne pour toute forme linéaire ¢ : R™ — R.
i.e. st X = (X1, ..., X,,) relativement & une certaine base de R™, les variables aléatoires

réelles a1 X1 + ... + a,X,, sont gaussiennes pour tout choix des nombres réels ay, as, ...a,,.

10



Proposition 1. 5 ([14]). Si X : Q@ — R" est un vecteur gaussien, et si A est une

application linéaire de R™ dans R?, alors AX : Q — RY est un vecteur gaussien.

Démonstration. Résulte du fait que ¢o A est une forme linéaire sur R"™ pour toute forme
lindaire ¢ sur R
O

Propriétés

1. Si X = (Xy,...,X,) est un vecteur gaussien dans R", alors chaque variable aléa-
toire réelle X est gaussienne, puisque 'application (X7, ..., X,,) — X}, est une forme

linéaire sur R".

2. Si Xy, Xy, ..., X,, sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes, alors le

vecteur (X1, Xo, ..., X,,) est gaussien.

Théoréme 1. 2 ([3]). X est un vecteur aléatoire gaussien, si et seulement si sa fonction

caractéristique px est donnée par la formule :
1 )
ox(2) = exp{iZ'y — §ZtZZ} = E(e"~%*>) vZ e R",
avec p=E(X) et ¥ = Cov(X).

Démonstration. L’application X —— Z!X =< Z, X > est une forme linéaire, la variable

Z'X est une v.a gaussienne son espérance
m=E(Z'X)=Z"E(X) = Z'u

et sa variance
o =Var(Z'X) = 7'SZ.

Donc pour tout £ € R on a :
1 : ,
oztx(t) = exp{itm — 502152} = E(e!(4'X)) = B(e<Z4X>),

Pour t=1 on obtient E(e"~#*>) = px(Z) = exp{iZip — 32'SZ}.

11



Inversement supposons que X est un vecteur de fonction caractéristique,
ox(7) = expliZ'p — £ 2'57)
alors
ppex () = B(eZX0) = B(0Z9%)) = o (Z41) = exp{itZtu—%tZtZZt} _ exp{itm—%t%}.

Donc Z!X est gaussienne, d’espérance m et de variance o2.

O

Remarque : La loi d'un vecteur aléatoire gaussien & valeurs dans R™ est entiérement

déterminée par son espérance et sa matrice de variance-covariance.

Théoréme 1. 3 ([3]). 57 X = (X, ..., X,,) est un vecteur gaussien, alors ses composantes

sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées :
Cov(X;,Xg) =0 Vj#k.
Autrement dit si et seulement si X,—E(X), ..., X,—E(X,,) sont orthogonales dans L*(Q2, A, P).

Démonstration.

Nous savons déja que des variables aléatoires réelles indépendantes sont non corrélées.

Inversement, si elles ne sont pas corrélées, la matrice de covariance de X est diagonale :
o? 0
= , avec o3 = var(Xy).

2
0 o

Si on pose p, = E(Xy) on a E(X) = p = (1, ., fin)-

Comme X est gaussien, on a pour tout vecteur t = (¢y,...,t,) € R :
1
ex(t) = exp(i<t,pu> —§ttf‘t)
. 1
= exp(i(tipr + . + toufin) — 5(0’%15% + ...+ 02t2))

1 1
= exp(ityp; — 50%15?) X ... X exp(ity iy, — §aiti)
@Xl(tl) X ... X @Xn(tn)

Ce qui prouve l'indépendance de X1, ..., X,,. O

12



Proposition 1. 6 ([3]). Un vecteur aléatoire gaussien X dans R"™ de moyenne u, posséde
une densité, par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™, si sa matrice de covariance Y. est
wnversible. Cette densité est alors :

T Pl 0 )

flz) =
Pour démontrer cette proposition, rappelons que si X est un vecteur aléatoire de R" ad-
mettant une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue dans R™, A est une matrice
(n,n) inversible et b € R", alors Y = AX + b a pour densité par rapport a la mesure de
Lebesgue dans R” la fonction g tel que

1
| det A |

9(y) = fF(A (y = 0)).
En effet soit ¢ I'application linéaire définie par

Y =¢(X)=AX +b.

D’apreés le théoréme du changement de variables nous avons :
Pour tout borélien B € R”

P en)= [ gway=px e B) = [ s@ie= [ @) 0y

B

comme f et g sont positives alors

g(y) = foe W] (e (W)l

Puisque |.J(¢~(y))] = |detA~"] =

L |
alors
|det Al ’
1

gy AT =)

9(y) =
Revenons a la démonstration du la proposition 1.6.

Démonstration.

La matrice X est symétrique, positive et inversible, donc il existe une matrice P (inver-
sible) tel que ¥ = PP".

Soit Y = P7Y(X — u), par définition les composantes de Y sont normales et de plus :

E(Y) = E(P~'(X — 1)) = P (E(X — ) = P (E(X) — ) = 0.

13



Cov(Y)=EYY)=EP HX —pu)(X —p)'P)y=P'S(P )Y =P 'PP(P ) =1

Donc toutes les composantes de Y sont de loi N(0,1) ,les Y;, i =1,...,n sont indé-
pendantes car Cov(Y') est une matrice diagonale.

Donc la loi de vecteur Y est de densité fy donnée par :

fr(y) = P(Y e€dy) =P €dy,Ys €dys,..Y, € dyn)
= P(Y; €dy;) x P(Yy € dys) X ... x P(Y,, € dy,) par indépendance des Y;
= fr(y1) X fra(y2) X ... X fy, (Yn)

Donc : _
fr(y) = ny (y) = (271)% eXp(—lyty)'
D’autre part :
1 _
fx(x) = P(X € dzx) = me(P Yo — )
°t 1 1 1
—1 _ _ —
| det(P™) |= |det P| ’ppt‘% _\Z]%‘
Donc
1 1 1 1ty
fx(z) = B ’% Wexp(—é(ﬂc —M)tP vp l(x — 1))
SRS SR DRI VR
= ST g ) (PP e )
R P =T
EGINCE exp(—g (@ — p)'E7 (z — p)).
O

Remarquons que nous pouvons aussi définir les vecteurs gaussiens directement par leurs

densités.

14



Définition 1. 5. Un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,) est dit gaussien non dégénéré, s’il
eriste une matrice X inversible dans M(n,R) symétrique positive et un vecteur p € R™,

tel que sa densité f par rapport a la mesure de Lebesgue est de la forme :

1 1
flz) = ————exp{—=(z — )2z - p)}.
() = s e = 0 = )
Propriétés
Avec les notations ci-dessus, si X = (Xi, -+, X,,) est un tel vecteur, nous avons immé-
diatement

(i) on = E(X) et si X = (E”) alors Zij = OOU(XZ‘,X]').
(ii) Va € R™, a' X suit une loi gaussienne de moyenne a’y et de variance a'Xa.

Démonstration.

1) Preuve de (i) :

Y’ est une matrice positive, il existe une matrice orthogonale P est une diagonale D telle

que P'SP = D. Si 0?,...,0% désignent les valeurs propres de ¥ alors D = diag(c?, ..., 02).

Soit 10 : X = (X1, Xp) — Y = (Y1, .., V) = P'X.
OnaY = P'X = X = PY, donc

9(y) = P(Y € dy) = f(Py) = f(Py)

1
| det P|
car | det P |=1 puisque P est orthogonale.

. _ pt
Si on pose m = P’y on aura,

(z—p)Sz—p) = (Py—Pm)'’S"(Py—Pm)=(y—m)' PSPy —m)

=n

= (y—m)'D" Zig

i=n =n

_ 1 1 (yi 1 (y; —mi)Q
9(y) = ()%—d\/ﬁ Xp{—éizl Z 11 GXP{ T}‘

15



Donc les variables aléatoires Y7, Ys..., Y,, sont indépendantes est suivent respectivement la
loi N'(m;,0?), dou E(Y) = (E(Y1), ..., E(Y,)) = (my,...,mp,) =m et Cov(Y) = D.
Donc
E(X)=PE(Y)=Pm=upu

Cov(X) = Cov(PY)=E[(PY — E(PY))(PY — E(PY))]
= PE[(Y —E(Y))(Y - E(Y))]F"
= PCov(Y)P'=PDP' =3,

2) Preuve de (ii) :

1. Si X suit une loi normale A/ (0, I,,) alors toutes les composantes de X sont des gaus-

siennnes indépendantes, car on a

P(X € dz) = f(z) = Wexp (—%ixg) _ ﬁ jQ_ﬁeXp (—Lu2)

Donc X7, - -+, X, sont indépendantes et de loi N/(0,1).

=n
Soit a = (ay, ...,a,) € R™, comme a'X = E a;X; donc a'X suit une loi gaussienne

=1
avec

E(a'X) = a'E(X) = a'u =0,
V(d'X)=Var(a'X) = a'V(X)a = d'I,,a.

2. Si X suit une loi normale N (p, ) avec X est une matrice positive inversible. Il existe

une matrice P inversible telle que ¥ = PP?.

Si on pose Y = P~1(X — p), alors Y suit une loi gaussienne N'(0,1). Donc a'X suit

une loi gaussienne puisque,

a'X =d'PY +a'p
qui est une transformation linéaire d’une loi gaussienne.
De plus
E(a'X) =E(a'PY) +a'u = a'p

et
V(a'X)=V(a'"PY +da'p) = V(a'PY) = a' PV (Y)P'a = a'Xa.

16
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Théoréme 1. 4. Soit (X,,),>1 une suite de vecteurs aléatoires gaussiens de R? qui convergent

en moyenne quadratique vers le vecteur X . Alors X est nécessairement un vecteur gaussien.

1.1.3 Processus Gaussiens réels

Dans toute la suite, T" désignera R, ou un intervalle de R
Définition 1. 6. Un processus aléatoire réel est une famille (X;)ier de variables aléatoires
réelles définies sur le méme espace de Probabilité (2, A, P) tel que :

Pour t fixé, application w — Xy(w) est une variable aléatoire réelle.

Pour w fixé, application t — Xy(w) est une application de T' dans R .

Définition 1. 7. Un processus réel (X,)er, est dit gaussien si
Vn > 1 et ty,ts, ..., t, € Ry, le vecteur aléatoire (X4, ..., Xy,) est gaussien .
La fonction m : R, — R donnée par m(t) = E(X) est appelée la moyenne du proces-

Sus.
La fonction K : Ry x Ry — R donnée par K(t,s) = Cov(Xy, Xs) est appelée la
fonction de covariance du processus.

Proposition 1. 7. Si (X;)ier est un processus du second ordre, sa covariance
K:TxT—C

est une fonction de type positif c’est -a- dire que pour tout k € N*, tous (ty,ts, ..., ty) € TF
et (z1,Zo,...,71) € CF, on a

1<i,5<k
Démonstration.

Il suffit de noter que la matrice ¥ = (X;;); =1, avec ¥;; = K(t;,t;) est la matrice de

covariance du vecteur (Xj,,..., X ). O
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Proposition 1. 8 (Kolmogorov). Soient m : T'— R une fonction quelconque, et
K : T xT — R une fonction réelle de type positif. Alors il existe un processus gaussien
réel X indexé par T', de moyenne m et de covariance K. Ce processus est unique presque

sturement .

1.2 Processus stationnaires

Définition 1. 8. On dit que (X;)icr est un processus strictement ( ou fortement )station-
naire, si pour tout n-uplé de temps t; <ty < --- < t,(t; € R) et pour tout h € R le vecteur

(Xtyan, - Xiuon) a la méme loi que le vecteur (X, -+, Xy,), i.e.
P(Xpyyn <y, Xy <) = P(Xyy <y, X, < 3p).
En particulier on a
P(X; <) = P(Xiyn <) pour tout h € R.

Théoréme 1. 5. Si le processus (Xy)ier est du second ordre et strictement ( ou fortement)

stationnaire alors,
1. E(X;) =m, pour tout t € R, avec m un nombre réel
2. Var(X;) = o2, pour tout t € R
3. K(t,s) = Cov(Xs, Xs) = E[(X; — m)(Xs —m)] =T(t — s) pour tout (t,s) € R x R,

i.e. la covariance est une fonction I' de t — s.

Démonstration. 1) et 2) sont évidents puisque
P(X; <z)=P(Xyp <z) pour tout h € R
Pour démontrer 3) on a par l'inégalité de Cauchy- Schwartz il suit que
[E(XX)| < (B(X)*) 2 (E(X,)*)? < oo
Comme (X;);cr est un processus stationnaire, on a
Cov(Xiin, Xsin) = Cov(Xy, Xs) = K(t,s) pour tout h € R.
En posant h = —s on aura

K(t,s) = Cov(X;_s, Xo) =T'(t — s),
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et en posant h = —t on aura
K(t,s) = Cov(Xg, X;—s) =T'(t — s),

d’oll on tire que la covariance ne dépend que de la différence t — s des temps t et s et de
la loi de X,. O

Définition 1. 9. On dit que le processus (X;)ier est stationnaire a l'ordre 2 ou faiblement
stationnaire s’il est un processus du second ordre dont la moyenne m(t) et la covariance

K(s,t) sont invariante par translation dans le temps. i.e.
1. E(X;) =m, YteR oum est une constante réelle
2. Var(Xy) =02, VteR
3. Cov(Xy, Xeyn) =T(h) Vt,t+h €R, ouT est une fonction de h.

Remarques

1. La fonction I" est appelée la fonction de covariance du processus (X;):cr, elle est paire

si ce processus est stationnaire. En effet
F(h) = CO’U(Xt,XtJrh) = CO’U(Xt,h,Xt) = F(—h)

2. Pour un processus du second ordre, la stationnarité stricte implique la stationnarité
a 'ordre 2. Par contre il existe des processus stationnaires a 1’ordre 2 qui ne sont pas

stationnaires stricts.

Proposition 1. 9 (cf.[3]). Un processus gaussien (X;)ier est stationnaire si et seulement

st il est stationnaire ¢ 'ordre 2.

Démonstration. Si (X;),cr est gaussien, les lois jointes de (X, -+, Xy,) et (Xey1n, - s Xeytn)
sont gaussiennes; elles coincident si et seulement si elles ont méme moyenne et méme co-

variance, d’ou le résultat. O

Définition 1. 10. Un processus (Xi)icrs est G accroissements stationnaires si la loi de
l'accroissement X5 — X; est indépendante de t pour tout s,t € Ry, i.e. Xivs— Xy ala

méme loi que X, — X
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Définition 1. 11. Un processus aléatoire (X;)ier est dit continu si pour tout w € €
Uapplication t — Xy (w) est continue , on dira alors que les trajectoires sont continues.

On a alors l'ensemble des trajectoires est une partie de C(T).

Définition 1. 12. Un processus aléatoire (X;)icr, est a accroissements indépendants, si
pour tout famille strictement croissante de réels positifs 0 < to < t1 < ..t,_1 < t, les

variables aléatoires Xy, — X;,_, sont indépendantes.

1.3 Loi et Processus Gaussiens Complexes

Définition 1. 13. Pour un vecteur aléatoire complere Z dans 1L*>(Q2, A, P) on définit le
vecteur espérance my = E[Z], et la matrice de covariance par :X; = E[(Z—myz)(Z — my)l).
Cette matrice est hermitienne positive.
Pour deut vecteurs aléatoires complexes U et V dans IL*(Q, A, P) on définit leur matrice

de covariance croisée par :Xyy = E[(U —my)(V —my)t].

Définition 1. 14. Une variable aléatoire complexe Z = X + 1Y définie sur un espace
probabilisé est gaussienne si X et 'Y sont des variables aléatoires gaussiennes réelles indé-

pendantes et de méme variance.

Remarques

1. Une variable aléatoire réelle ne peut donc pas étre considérée comme gaussienne

complexe de partie imaginaire nulle.

2. La définition 1.14 peut paraitre excessivement exigeante. On aurait pu décider de
dire qu’une v.a. complexe Z = X + 1Y est gaussienne dés que le couple (X,Y") est
gaussien dans R%. Mais, dans ce cas, la loi de Z ne serait plus déterminée par son
espérance et sa variance 0. En effet, en admettant que Z soit centrée, la variance
de Z vaut

02 =E[ZZ] =E[X? + Y7
La connaissance de 0% est donc insuffisante a déterminer la loi de (X,Y) et donc de
Z . Par contre si on rajoute 'hypothése X et Y indépendantes et de méme variance,

on déduit immeédiatement que (X, Y') est gaussienne bidimensionnelle de matrice de

. s02 0
covariance | 2 5 -
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Définition 1. 15. On dit que le vecteur (Z1, Zs, ..., Z,) G valeurs dans C" est gaussien,
st toute combinaison linéaire & coefficients complexes des Zy,, k = 1,..n est une v.a.

gaussienne compleze.

Proposition 1. 10. Un vecteur aléatoire complexe Z = (Zy, Zs, ..., Zy) est gaussien si et

seulement si, en posant X = Re(Z) et Y = Sm(Z), on a :
1. Le vecteur (X,Y) de dimension 2n est gaussien réel.
2. EX == Ey et E(X’y) = _Z(Y,X)-

En particulier 7 = 2(Xx + iE(yJ{)). Donc la donnée de m, et Xz déterminent la loi de
Z.

Définition 1. 16. Un processus complexe (X;); indexé par T est dit gaussien si pour toute

partie finie {t1,...,tx} de T, le vecteur (Xy,, ..., Xy, ) est gaussien compleze.
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Chapitre 2

Intégrale Stochastique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous introduisons dans un premier temps l'intégrale stochastique, par
'intermédiaire des mesures aléatoires, a la maniére d’Azencott [3]. Ensuite nous présentons
une deuxiéme approche par les mesures spectrales telle qu’elle a été développée par Breiman

[7]. Enfin nous introduisons I'intégrale de Wiener et son application a I’énergie d’un signal.

2.2 Intégrale stochastique et processus stationnaire du
second ordre

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et LZ((2, A, P) I'espace de variables aléatoires com-
plexes X tel que X? € L&(Q, A, P).
Rappelons que L4(92, A, P) muni du produit scalaire

< X,Y >=E[XY]

est un espace de Hilbert complexe.

Pour X, Y € LZ(Q, A, P) on note
o} (X) =E[| X - B(X) ]

la variance de X et
I'(X,Y) =E[(X — E(X))(Y — E(Y))]

la covariance de X et Y.
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2.2.1 Mesures Aléatoires et Champs Aléatoires

Mesure aléatoire a support fini

Soit T le tore de dimension 1, on note By la tribu borélienne sur T. Les mesures sur T a
k=r

valeurs complexes et & support fini sont de la forme v = Z ardy, ot A\, sont des points

k=1
distincts de T, les a; € C et d, est la masse unité au point \.

Pour tout borélien B de T on a :

5)%(3):{ 1 si \My€B

0 sinon.

V(B) = Y ady, (B)

et pour toute fonction f: T — C on a

k=r
T k=1

Définition 2. 1. On appelle mesure aléatoire a support fini toute application Z de Br dans
LZ(Q, A, P) telle que

k=r
Z =Y A,
k=1

avec les Ay sont des v.a. complezes dans LE(Q, A, P).

Pour toute fonction f: T — C on définit la v.a. Z notée aussi fT fdZ en posant

k=r
7 = /T 2 = 3 A )

Propriétés

Soit Z une mesure aléatoire a support fini tel que

k=r
7= Ay,
k=1
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— Pour toute fonction f de T dans C, la variable Z; est par définition la combinaison

linéaire des variables aléatoires Ay qui sont dans L4(€, A, P) , et donc elle est dans
L4(Q, A, P).

— Pour toutes fonctions f et g de T dans C, si les v.a. Ay sont deux & deux non corrélées,

02, = 0?(Ag) et si u est la mesure positive & support fini, définie sur T par
K= Z TiOxs
k

alors on a
I'(Zy, Z, / fadp.

En effet, nous avons

I'(Zy, Z, Z Zf Mg (Ag, Ar) = ZU ek g(k) = /fgdu,

car les variables aléatoires Ay sont non corrélées et par suite I'(Ag, A)) =0 si k # L.

— Toute mesure aléatoire Z & support fini définit donc une mesure p positive sur T.

— Soit 'application ¢ : f — Z; de L&(T, By, u) dans LZ(92, A, P). On a

< O(f)-0(9) >12004P=< Zt, Zg >1200,4,9)= I'(Z,Z4 /fgd,u =< 1,9 >1L2(T,Bo.p) -
Ce qui montre que ¢ préserve le produit scalaire, donc ¢ est une isométrie.

Remarque 2. 1. Pour tout A € By, soit Z4 la variable aléatoire définie par Zy = Z;,
c’est a dire, la masse donnée a A € Br par la mesure aléatoire Z. Si p est la mesure positive

associée a la mesure aléatoire Z, alors on a
F(ZA,ZB) = / ]lAEd,u = / ]lA]le,u = /L(Aﬂ B)
T T

Remarque 2. 2. La famille de v.a (Za)aep, est un processus du second ordre, de cova-

riance :

K(A,B) =T(Za, Z5) = p(AN B).

Par construction et d’aprés les propriétés de Z;. Ce processus est appelé champ aléatoire

non corrélé.
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Champs aléatoires non corrélés

Définition 2. 2. Soit T = [—n, +7[, Br la famille de parties boréliennes de T et (2, A, P)
espace de probabilité.

Un champ aléatoire non corrélé est une application A — Z4 de By dans L4(Q, A, P) tel

que
1. SiA,Be By et ANB =0 alors Z4 et Zg sont non corrélés et Z,p = Za + Zp.

2. Si A, est une suite de By qui décroit vers ) quand n — oo, alors Z,, — 0 dans

L2(Q, A, P) (ie. || Za, [l2— 0).

Remarque 2. 3. 5@ v est une mesure déterministe sur T a valeurs dans C, bornée alors

Uapplication A — v(A) définit un champ aléatoire non corrélé. En effet,

1)siA,BeBret ANB=0ona
v(AUB) =v(A) + v(B)

car v est additive.

2) Si A, € Br décroit vers ) quand n — oo, alors v(A,) — 0. On a

| v(Ay) 2= / VA(A)dP = 1A (A,),

comme v est une mesure donc v(A,) — 0 dans L4(Q, A, P).

Champs centrés

Soit (Z4) aes, un champ aléatoire non corrélé. Soit 'application v : A — v(A) = E(Z4),

on peut vérifier que v est une mesure positive et bornée.

En effet,
1) si A, BeBret ANB=0ona

V(AU B) = E[Zaug] = E[Za + Z5) = E[Z4] + E[Z5] = v(A) + v(B).
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2) Si A,, € By décroit vers () quand n — oo, alors on a
| v(An) [= E(Za,) [SE(] Za, |) <[] Za, |2
et comme (Z4)aep, est un champ aléatoire alors || Zy4, ||2— 0 quand n — co. Donc

v(A,) tend vers 0, quand n — oo.

De 1) et 2) en déduit que v est une mesure. La mesure v est bornée, car v(T) <|| Zr ||2 .

Soit (Z4)aep, un champ aléatoire non corrélé. Si on pose Zy = Z, — v(A), alors

(Z')) aep. est un champ aléatoire qui vérifie E[Z’,] = 0, donc centré.

Théoréme 2. 1 ([3]). : Soit (Z4)aep,, un processus du second ordre centré, o valeurs
complezes, indexé par les boréliens de T.
Pour que Z : A w— Z4 soit un champ aléatoire non corrélé il faut il suffit qu’il existe une

mesure positive bornée p sur (T, Br) tel que la covariance de Z s’écrive
[(Z4,Zg) = w(AN B).
La mesure p est appelé la base du champ Z.

Démonstration.

1) Supposons que Z est un champ aléatoire non corrélé. Montrons qu’il existe une
mesure positive p tel que
[(Z4,ZB) = n(AN B).

Posons p(A) = 0%(Z4).
- Montrons que p est une mesure positive.

Pour A, Be By et ANB=10,onal(Zy,Zg)=0etdonc

(AU B) = 0*(Zaup) = 0*(Zs+ Zp) = 0*(Za) + 0*(Zp) + 2T(Za, Zp) = u(A) + u(B).

Si A, décroit vers (), u(A,) — 0 car
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WAL =0%(Za,) =l Za, Iz et || Za, 2= 0.

Ainsi p est une mesure positive.
La mesure p est bornée car u(T) = 0?(Z7) est fini.

- Pour A et B quelconque, on peut écrire A=CUD , B=CUF avec D, F,C sont
disjoints et C'= AN B donc on a

Za=Zdc+Zp et Zp=Zc+ Zp
et Zp, Zr, Zc sont deux a deux orthogonales, ce qui donne

F(ZA,ZB) = F(Zc —|— ZD,ZC —|— ZF) = F(Zc,Zc) = 0'2(Zc) = UQ(ZAQB) = /L(Aﬂ B)

2) Supposons que (Z4) aep, est un processus du second ordre centré, et 4 est une mesure

positive bornée sur (T, Br), tel que

[(Za, Z) = n(AN B). (2.1)

Montrons que Z est un champ aléatoire.

i) On a
0 (Zasp—Za—25) = 0*(Zaup)+0*(Za)+0*(Z5) =20 (Zaus, Z4)—21(Zaugs, Z5)+21(Z 4, Z5).
De (2.1) on obtient
0*(Zavp — Za — Zp) = p(AU B) +2u(AN B) — p(A) — u(B) = p(AN B).

Par conséquent si AN B =0, alors 0?(Zaup — Za — Zg) = 0 d’ou ZIAU B) = Z4 + Zp.

ii) Si A,, décroit vers 0, on a || Za, |l2= /1(An) et u(A,) tend vers 0, car u est une

mesure donc || Zy4, |[2— 0.

De i) et ii) en déduit que Z est un champ aléatoire.

O
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Exemples de mesures aléatoires

Exemple 2. 1 (Mesure aléatoire non correlée a support dénombrable).

Soit (Ag)g>1 une suite de v.a. centrées, tel que Cov(Ag, A)) =0 si [ # k.

Posons o = 0%(Ay,) et soit Ny, k > 1 une suite de points distincts de T.

On a bien : Si Y, 0t < oo alors pour tout B € Br Zp = Zkzl Arlg(Ag) converge
dans LZ(Q, A, P).

En effet, nous avons

Dol AL 13 < Y01 A 31 1) 113

k>1 k>1
< D A B ) of < oo,
k>1 E>1

et LZ(Q, A, P) est un espace d’ Hilbert complet par suite Zk21 Aplp(A) converge dans
LZ(Q, A, P), et de plus
1> Akt [5< D 1 Aclp(Me) [la -
k>1 k>1

Donc Zg € LA(Q, A, P).

Z = (Zp)pes, est un champ aléatoire non corrélé, centré, a support dénombrable et de base

on = ZJ]%(S)\}C.

k>1

la mesure positive et bornée

L’application Z : B — Zp est une mesure aléatoire non corrélée a support dénombrable

inclus dans {\p k> 1}, support qui est fini si les Ay sont nuls pour k > N.

Exemple 2. 2 ( Champs aléatoires gaussiens). Toute mesure positive u bornée sur (T, Br)
est la base d’au moins un champ aléatoire non corrélé centré Z sur T, et Z peut étre choisi
gaussien réel.

En effet, pour Ay, As... A, € By , x1,29..x, €ER on a

inxju(Ai NA;) = / inxj]lAiIlAjd,u = / | in]lAi > dp > 0.
i T T
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On a Uapplication
K :Br x By — R donnée par K(A,B) = u(ANB)

est de type positif. Par conséquent d’apreés (Propositionl.8) il existe un processus gaussien

réel centré Z = (Z ) aep. indexé par Br, unique & équivalence pres, de covariance
[(Z4,Zp) = K(A,B) = u(AN B).

D’aprés (le théoréeme 2.1.) Z est un champ aléatoire non corrélé, de base .

Intégrale Stochastique et Champs Aléatoires Soit Z un champ aléatoire non cor-

rélé, nous cherchons a définir

Zp = /dez (2.2)

pour toute f € L&(T, Br, ).

Lorsque I"application
A— ZA(LU)

est une mesure v, sur (T, Br) pour tout w € €, on peut définir Z; (comme a la définition

2.1) en posant

Z3() = [ £V ).

Par exemple si Z = ZAk5Ak est une mesure aléatoire & support dénombrable, alors
k
pour P-presque tout w € (2 la formule v, = Z Ag(w)0,, définit une vraie mesure complexe
k

sur (T, Br), si on suppose Y o) < oo. Mais cette approche ne peut pas s’appliquer au cas

général.

Pour définir Z¢, rappelons les lemmes suivants :

Lemme 2. 1 ([3]). : Soient Hy, Hy deuz espaces de Hilbert complezes. Soit F un sous
espace vectoriel, fermé ou non, dans Hy, et soit J une isométrie de F' dans Hy. Alors J se
prolonge de fagcon unique en une isométrie S : F — Hy et S(F) est l'adhérence de J(F)
dans Hy (i.e S(F) = J(F)).
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Démonstration. Soit # € F, alors il existe une suite (z,,), de point de F qui converge
vers x, donc (z,), est une suite de Cauchy. Comme J est une isométrie alors (J(z,)), est
une suite de Cauchy dans Hy qui est complet, donc (J(x,,)), est convergente.

Par suite il existe y € Hj tel que y = nhi& J(z,).

Si on suppose que (), est une autre suite qui converge vers x, on aura

lim ||z, — 2}, ||=0,
n—oo
par isométrie on obtient

lim || J(z,)— J(z},) ||= 0.

et n
Donc y ne dépend pas de la suite choisie.

Posons S(z) = y et comme les propriétés de linéarité et préservation du produit scalaire
sont conservées par passage a la limite alors S : F — H, est bien une isométrie prolongeant

J. L'unicité de S est évidente par construction de S car pour # € F, S(x) = lim J(x,).
n—oo

Montrons que S(F) = J(F).

Nous avons S(F) C J(F) par construction de S, il reste & montrer que J(F) C S(F).
Soit y € J(F'), alors y = lirf J(z,) avec z,, € F. Comme (J(x,)), est convergente
vers y, donc (), est une suite de Cauchy dans F' ce qui implique que (z,,),, est convergente
vers « de F et puisque S est continue , ainsi que
y= lim J(z,)=J( lim z,)=5(x)

n—-+oo n—-+00
alors y € S(F).
O

Lemme 2. 2 ([3]). : Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert complezes, (vy)y C Hy el
(wy)e C Hy deux familles de vecteurs indexées part € T, ot T est un ensemble quelconque.
Supposons que

< Vs,V >p =< W, wy >p, pour s,t €T (2.3)

Soient V et W les sous espaces vectoriels fermés de Hy et Hy respectivement engendrés par
les (vi)ier et (wi)er-

Alors il existe une unique isométrie S de' V' dans W telle que S(vy) = wy; pour toutt € T.

De plus on a S(V) = W.
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Démonstration. Soit F' I'espace vectoriel de combinaisons linéaires finies des vy, a coef-

ficients complexes.

Pour f = Z cjvy; dans F' posons S(f) = Z Cjwy, .
J J

De (2.3) on déduit

< S(f),S(g) >=< chwtj,z:biwti >=< f,g > pourtout f,g€F.

J

On conclut que l'application S : f —— S(f) et une isométrie de F' dans H,. D’aprés le

(lemme 2.1), S se prolonge d’une fagon unique en une isométrie
S' : F — HQ.

Mais par construction F' = V et S(F) est I'espace vectoriel engendré par (w;)er tel que
S = S(F) = W. On a ainsi construit une isométrie S de V dans W telle que S(v;) = w.
Ce qui prouve le lemme.

O

Théoréme 2. 2 ([3]). Soit Z un champ aléatoire non corrélé sur T, centré de base .
Alors il existe une unique isométrie f — Z; de L&(T,Br,u) dans LA(Q, A, P) telle que
Zh, = Z 4 pour tout A € Br.

On a E(Z;) = 0 pour tout f € L&(T, By, i), et limage de f € L&(T, By, u) par Z est
égale au sous- espace fermé H? de 1LA(Q, A, P) engendré par les Z4, A € Br.

Démonstration.

Soient Hy = L4(T, By, ) et Hy=1L4(Q, A, P).
Pour tout A € B, définissons vy € Hi et wy € Hyparvg =14 et wy = Z4. Alors
pour A, B € Br on a

< Va,UB >H,= / ]lA][Bd/L = /L(Aﬂ B) = F(ZA,ZB) =< Wy, WB >H, (24)
T

Soit respectivement V' et I les sous espaces de Hy et Hy engendrés par les (v4) acp, €t

les (wA)AGBT.
L’ensemble des fonctions étagées denses dans LA(T, Br, 1), on a V = H;. D’autre par

W = H? avec H? I’enveloppe linéaire du champ Z.
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D’aprés I'équation (2.4), le ( lemme 2.2) entraine 'existence d’une unique isométrie S
de LA(T, Br, 1) dans HZ telle que S(v4) = wa, c.a.d S(14) = Za.
D’autre part, le processus Z = (Z4)aep, est centré donc on a E(X) = 0 pour X € HZ.

D’ou le théoréme. O

Définition 2. 3. Soit Z un champ aléatoire non corrélé sur T, centré, de base .
Pour toute fonction f € L&(T, Br, 1), on appelle intégrale stochastique de f par rapport au
champ Z Uélément Z; de LE(Q, A, P) associé a [ par lisométrie (Théoréeme 2.2). Nous

noterons

Zf:/deZ:/Tf()\)dZ()\).

Propriétés
Pour f,g € LA(T, By, pn) et o, € Cona:

1) /T(af + Bg)dZ = a/deZ + ﬂ/ﬂrgdZ par linéarité de I'isométrie.
2) E(/ fdZ)=0 par le théoréme 2.2.
T
3) E[(/T de)(W)] =<Zy, Zg >12(04P)=< [, 9 >12(0,8;)= /Tfﬁd,w
Cas des mesures aléatoires a support dénombrable

Soit Z la mesure aléatoire & support dénombrable et centrée sur T. On a Z = Z ApOy, -
k
La base p de Z est donnée par p = Z 030y, Une fonction f : T — C est dans LA(T, Br, u)
k

si Zai\f(/\k)\Q < 00. On a alors la série
k

> Auf ().
K
est convergente dans LZ(Q, A, P) et

2 = [ yaz - > s
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Théoréme 2. 3. Soient (2, P) un espace de probabilité et u une mesure positive bornée
sur (T, Br). Soit J une application linéaire de LE(T, By, p) dans LE(Q, A, P) telle que
E[J(f)] = 0 pour tout f € L&(T, Br, p).

Pour que J soit une isométrie, il faut et il suffit qu’il existe un champ aléatoire non

corrélé centré Z sur T tel que J(f) = fT fdZ. De plus J détermine Z de fagon unique.
Démonstration. Supposons que J est une isométrie, montrons qu’il existe un champ 2

tel que J(f) = [, fdZ.

Définissons Z4 par Z4 = J(1,4), ce qui donne

U(Z4, Zp) =< J(1a), J(1p) >12(0.4,7)=< La, 15 >r2(1.5, y= W(AN B).
Donc Z : A+ Z 4 est un champ non corrélé centré de base pu.
Puisque f — Z; = J(f) = fT fdZ est 'unique isométrie telle que Z;, = Z4, on a
J(f) = Z; pour tout f € LZ(T, By, ). O
2.2.2 Mesure spectrale

Dans toute la section G un groupe abélien localement compact (LCA), m la mesure de

Haar sur G.

Définition 2. 4. Une fonction complexe v sur le groupe G est un caractére de G si
[y(@)| =1

pour tout x € G, et vérifie la condition :

v(z+y) =7(x) xy(y) pour tout xz,y € G.

L’ensemble des caractéres continus dans G forme un groupe noté I', qui est le dual topolo-

gique de G.

Pour toute fonction f € L'(G) la fonction f définie sur I' par

() = /G f(@)y(—a)dr (y€T)

est appelée la transformé de Fourier de f.

L ensemble de toutes les fonctions f obtenues est noté A(T).
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Définition 2. 5. Une fonction ® a valeurs complexes définie sur G, est dite de type positif

st pour tout entier positif n, pour tous xi,--- ,x, € G et pour tous c1,--- ,c, € C on a
i=n j=n
i=1 j=1

On peut traduire ce fait en disant que la matrice M(i,j) = ®(z; — x;) 4,j € [1,n] est

hermitienne positive .

Proposition 2. 1 ([27]). Une fonction de type positif & définie sur G, vérifie les propriétés

suivantes :

1. o(—z) = P(x);
2. |®(z)| < ®(0);
3. |@(x) — ¢(y)* < 20(0)[R(0) — (x —y)].

Nous proposons ci-dessous une forme du théoréme de Bochner, c’est le théoréme d’Her-

glotz. Pour sa démonstration nous avons besoin des éléments suivants :

Définition 2. 6. Soit & une famille des fonctions continues et bornées sur R, et N est
I’ensemble de toutes les lois.

¢ est dite N-séparante(N -separating) si pour tous F,G € N,

/de:/fdG, Vfe¢
alors F = G.

Définition 2. 7. Soit N l’ensemble de toutes les lois . Un sous ensemble L C N préserve

la masse si pour tout € > 0, il existe un intervalle I tel que
F(I°) < e,VF € L.

Proposition 2. 2 ([7]). Soit & une famille N -séparante, et {F,} préserve la masse. Il

existe ' € N telle que F, converge vers F si et seulement si

lim/den existe, Vf €¢&.
On a alors lim/den = /de, Vfek.
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La démonstration de cette proposition est dans Breiman (cf. [7]).

Théoréme 2. 4 (Herglotz). Pour qu’une fonction ® : Z — C soit de type positif, il faut

et il suffit qu’il existe une mesure positive bornée u sur T = [—m, 7| telle que

®(n) = [ ().

pour tout n € Z. La fonction ® détermine v de facon unique.

Démonstration.

a) Condition Suffisante :

Si p est une mesure positive bornée sur T et si

d(n) = /1Tei"’\du()\) (neZ).

alors nous avons pour tout entier positif n, pour tous n,--- ,n, € Z et pour tous
C1, " ,Cp € C

i=n j=n i=n j=n

S Yt —n) = [ STF et a0y

=1 j=1 =1 j=1

du(X) > 0,

/‘ E Ciezni)\
T =1

ce qui implique que ® est de type positif.

b) Condition Nécessaire :

Par hypothése @ est de type positif. Pour tout N € N*, définissons la fonction
fn : R — C en posant

n=N m=N

VAER, fn(A QWNZZ(W e (n —m).

n=1 m=1

Ainsi définie fy(A) >0, VYA€ R et VN € N* car ¢ est de type positif et donc, pour
tout entier positif n, pour tous ny,---,n, € Z et pour tous

c1, - ,c, €C
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i=n j=n

Z Z c;ic;®(n; —n;) > 0.

i=1 j=1

En particulier ¢’est vrai pour ¢; = e%?, j =1,...,n.
soit kK =mn — m, nous avons
1 n=N k=n—1
_ —ikA
fn(A) = N e "o (k)
n=1 k=n—N
1 n=N k=n—1 1 n=N k=-1
_ 7zk)\q) k fzk)\cb k
ey 2 2 ¢ e oY D ek
n=1 k=0 n=1 k=n—N
| k=N n=N L= n=N+k
= — A (k 1+ — A (k 1
oy 2 € e Y 4o Y (k) 2.
k=0 n=k+1 k=1-N n=1
| k=N L=
= — TR (k) (N — k) + —— AP (k) (N + k
= Y RN =) S0 e BN +E)
k=0 k=1-N
| k=N
_ —ikA .
= = > e MaE)(V - k)
k=1-N
Donc
=L 3 - g
N 2 N
k=1-N

Multiplions les deux membres de cette derniére égalité par e®* pour 1 — N < s < N — 1,

et intégrons par rapport a la mesure de Lebesgue sur [—m, +7]. Nous avons

i _ | 5|
| e man= (- ),

et

6(0) = / " (VA

puisque,

+m .
’ 2w, sis=k
iA(s—k) _ )
/ ¢ M—{ 0, sisk

™

Si nous supposons sans perdre de généralité que ¢(0) = 1( si ¢(0) # 1 il suffit de remplacer

fn(N) par ! g(g))‘) ), il apparait donc que fy est une densité de probabilité.
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Soit puy la mesure de densité fy(A) par rapport a la mesure de Lebesgue sur T.
L’ensemble {e***} est une famille de fonctions qui séparent dans [—, [ et {un} préserve
la masse.

Comme

li]{[n/eis’\uN(d)\) existe Vs,

d’aprés (la proposition 2.2) il existe une mesure p bornée telle que py converge faiblement

vers . L’existence de p est assurée et nous avons

Is]

i [ () = tim(1 — SDo(s) = o6s),

et par suite

Ce qui établit le théoréme.

O

Dans le cas ou la fonction ® est définie sur G = R l'existence et I'unicité de la mesure

1 est assurée par le théoréme de Bochner et dans le cas général par le théoréeme de Weil.

Théoréme 2. 5 (Bochner). Pour qu’une fonction continue ® dans G(G = R) soit de type
positif, il faut et il suffit qu’il existe une unique mesure positive p € M(T') ( M(T') est

lensemble de mesures complezes bornées sur T') telle que

Be) = [2@dulr) (2 @)
r
Pour G quelconque c’est le théoréeme de Weil.

Démonstration. Voir Rudin (cf.[27]).
O

Définition 2. 8. Soit (X;); un processus du second ordre stationnaire & l'ordre 2 et centré
de fonction de covariance ¢. La mesure spectrale du processus (Xy); est la mesure jn donnée

par les théoréemes de Bochner ou d’Herglotz.
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Exemple 1 Soit (X;); un processus réel centré tel que

1 st t—s5=0;
BLX XS] = { 0 si t—s#0.
comme (X;); est centré alors,
K(t,s) = E[ X, X,] = ¢(t — s). (2.5)

¢ est une fonction qui ne dépend que de t — s donc (X;); est stationnaire. La fonction ¢
est de type positif. Le théoréme d’'Herglotz assure ’existence d’une mesure positive pu telle
que

T s 1 si t—s=0;
/ e )A“(‘M):d’(t_s):{o si t— 570,

™

Il est clair que

d\
) = 2
pdA) = o
vérifie ’équation (2.5). Donc, par unicité,
d\
) = 2
pdA) = o

sur T est la mesure spectrale du processus (X);.

Exemple 2 7,...,Z, sont des variables aléatoires centrées indépendantes telle que
E[|Z;"] =

Soit (X;); un processus aléatoire défini par :

k=n
= E CLkeZ)\ktZk.
k=1

k=n Jj=n
K(t,s) = E[X,X,]=E] Z ape™t 7, Za_je*”‘jtz ]
k=1 j=1
k=n j=n

_ ZZ&&] z)\kt z)\sEZZ Z@kakel)\kts (‘Z’)

k=1 j=1

k=n
= D fae ) = gt — )
k=1
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Comme p est une mesure telle que

T k=n
¢(t o S) _ / ei(tfs))\lu(d)\) _ Z ‘&k‘QeiAk(tfs)'
- k=1

s

On a donc

k=n
n= Z ‘a/k|26>\k‘
k=1

Représentation spectrale d’un processus gaussien

Si Z, ..., Z), sont des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne N (0, 0]2»), le

processus (X,,), défini par
j=k
X, =) Nz, (2.6)
=1

est un processus gaussien de fonction de covariance

j:k 1=k j:k
E[XnX—m] = Z Z eiAjne—iAlmE[ZjZ] _ Z O'?ei)‘j(n_m)'
j=1 1=1 =1

C’est une fonction de n —m et par suite le processus (X,,), est stationnaire. On peut alors
se poser la question inverse : si (X,,), est un processus gaussien complexe peut-on trouver
une représentation de X,, du type (2.6). Ce probléme est difficile, il sera résolu dans le

cadre de l'intégrale stochastique.

Définition intuitive de l’intégrale stochastique

Pour revenir a l'intégrale stochastique d’une fonction par rapport & un processus sta-
tionnaire, nous faisons une présentation intuitive et calculatoire a titre introductif de cette
intégrale, par rapport a un Mouvement Brownien standard (cf. [25]).

Soit (X¢);>0 un Mouvement Brownien standard, et f € C'([a,b]), Uintégrale sto-

chastique de f par rapport a (X;);>0 est la variable aléatoire réelle si elle existe notée
b
/ f(t)dX;, définie par :
b i=n
/ FO)dX, = lim > f(ti)[Xy, — X, ] (2.7)
a i=1

n—-+00 4
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avec a =ty <t; <..<t,=0b et max(t; —t;_1) — 0 quand n — +oo.

Remarquons que,

S )X — X = F6)X, — @)X — 30 X, [F(0) ~ F(0)

car

Z f(ti—l)[Xti - Xti—l] = f(to)[th - Xto] + f(tl)[Xt2 - Xt1] + ot f(tn—l)[th - th—l]
= —f(to)Xe, + f(to)Xe, — f(t1) Xty + oo + f(tn1) X, — f(tn1) Xs,
= —f(to) Xy, — Xy [f(fl) = f(to)] = . = Xo, [f(tn) = ftn1)] + Xu, f(t0)
= [(O)X, — f(a)Xs — Z X [f () = f(ti1)]-

D’ou

ngrwaf D)Xy = X ] = f0)X — fla)X, — ngrfwzxt ti1))

mais

. b
Jim_ Z Xlf(t) = (6] = [ X
Donc

/ ()X, = (D)X, — f() X, — / X,df (1) (2.8)

Ce qui conforte la définition posée dans (2.7) car nous savons que le mouvement Brownien
(X¢)i>0 est nul part différentiable ( cf. [7]) alors que le deuxiéme membre de I’ égalité
(2.8) s’appuie sur df(t) qui a un sens car on a supposé f € C'([a,b]). Donc la définition
précédente est cohérente.

Si la fonction ¢ — X; est dans L'(R, Bg, i) avec p la mesure de densité f" par rapport &

la mesure de Lebesgue, on a alors, en acceptant quelques passages a la limite,

IE( / ’ f(t)dXt):

Var(Zf(til)[Xti_Xtil]) = Zf (l 1)Var[ Xt ]

i=1

et,

= Z fQ(ti,l)(ti - ti—l)
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par indépendance et stationnarité des accroissements de (X;)>o.

On utilisant 1’égalité 2.7, on obtient

Var (/ab f(t)dXt> = /ab f2(t)dt.

Le cadre mathématique adéquat a ces calculs est 'intégrale stochastique d’It6, que nous
introduisons au chapitre ITI. A présent nous nous intéressons a 1’ intégrale stochastique dans

le cas des processus stationnaires du second ordre.

Définition 2. 9. Soit (Z;); une famille non dénombrable de variables aléatoires complexes
indexées par t € [—m, +|.

Si I est Uintervalle [ty, ts|, définissons Z(I) par Z(I) = Zy, — Zy,. Soit (t;)i=} une suite
finie tel que —m <t7 <tog <---<t,<m, et Iy=/[tr_1, tg| pour k =1---n, de sorte que
les Ij, forment une partition de lintervalle [—m, +7[ et ty € Iy, Yk. Soit f une fonction

définie sur [—m,+n[ & valeurs dans C

k=n
Si les sommes de Riemann Zf(tk)Z(Ik), convergent en moyenne quadratique vers

k=1
une unique variable aléatoire, pour toute partition de l'intervalle [—m, +n| telle que

max |I] — 0, alors cette limite est appelée intégrale stochastique de [ par rapport a (Z;),

/ f(t)dz,.

Théoréme 2. 6 (cf .[7]). Soit X = (X,,), un processus stationnaire gaussien & valeurs

et notée

dans C de mesure spectrale i, alors il existe une famille de variables aléatoires complexes

(Zy): indezées par t € [—m, | telle que

1. Pour tous ty,ta, ..., ty, la loi jointe des variables aléatoires Zy,, Zy,, ..., Zy,, est gaus-

sienne ;
2. Pour tous intervalles disjoints I et Iy, E[Z(11)Z(15)] = 0;
3. B[IZ(D)P] = (1),

4. Pour tout n,
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Démonstration.
Soit L£(X) l'espace des combinaisons linéaires finies > o Xy, avec oy des nombres
complexes non tous nuls. Considérons la classe des variables aléatoires Y tel qu’il existe

2
une suite (Y,,), € L(X) avec Y, L Y. Munissons cette classe du produit scalaire

<Y1, Y, >=E[V;Y3].

L’ensemble des classes d’équivalences de variables aléatoires définies ainsi, muni de produit
scalaire < Y},Y5 > est un espace de Hilbert noté L%(X).

Soit L? (1) I'espace des fonctions f(t) complexes, Bj_r - mesurables tel que

[ 150Putn) < .

muni du produit scalaire

< f,g>= /Tfﬁdu-

Pour chaque élément X,, € L?(X) on fait correspondre une fonction e € L?(;1). Etendons

cette correspondance linéairement,

E Oéka<—> E Oékezkt.
k k

Soit L(u), la classe des combinaisons linéaires finies >, ae™.
Si
Yi,Yo € L(X), figelp), et Yie— fiYse—yg
alors
aYy + Yy — af + By,
et

<ViYes = B[S alX)(> el X = 3 alatElX, )
~ [ S atwteo i - [ g < 9>, @9
SiY, e L(X) et Y, oA Y, alors (Y},), est une suite de Cauchy et y est dans L?(X). Par
conséquent, la suite (f,), tel que f,, «— Y}, est une suite de Cauchy dans L?(p). Il existe

alors f € L*(p) tel que f, LR f.
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Considérons la correspondance qui associe a tout élément Y de L?(X) I’élément f de
L2 (), par ce procédé. Par définition cette correspondance est linéaire et préserve le produit

scalaire d’aprés (2.9). Donc c¢’est une isométrie (cf. [24]).

La fonction 1j_,¢((t) est dans L*(p), soit Z¢ I’élément qui lui correspond dans L*(X).
Montrons que la famille (Z;)¢ a les propriétés énoncées dans le théoréme.

1. Si une variable réelle Yk(n) LA Y.,k =1,...,m et le vecteur (Yl(n), o Yn(ln)) est gaussien
pour tout n alors (Y7, ..., Y,,) est gaussien, car chaque élément de L?(X) est la limite
en moyenne quadratique d'une variable gaussienne.

Si Yi,...,Y, € L?(X), alors la partie réelle et imaginaire du vecteur (Yi,...,Y;,)
sont gaussiennes. Ainsi pour tous i, ..., &y, la loi jointe des variables Z¢ , ..., Z¢,, est

gaussienne.

2. Pour tout intervalle I = [£1,&[, Z(I) «— 1;(t), pour I, I disjoints,

EZ(L)Z(L)] = < Z(L),Z(I2) >=<15(1), 1(1) >=/]111(t)1112(t)u(dt)

— [ tnenltntan =0

BIZ(P) = [ 1i(0Puldn) = (1)
4. Soit f(t) une fonction uniformément continue sur [—m, 7|, pour toute partition de
[—7, w| en intervalles disjoints I, I, ..., I fermés a gauche et ouverts a droite et
tx € I,
D FE)Z(L) — Y fti) s, (8).
On a ) f(te) 1, (t) = f(tx) si t € I, si ml?x\]k\ — 0.
La fonction Y f(tx)1,,(t) = f(tx) converge uniformément vers f(¢) donc converge

en moyenne quadratique vers f(t).

Soit Y ’élément qui correspond a f(t), alors > f(tx)Z(1x) Zy.

D’aprés la définition 2.9, on a

y = / F(t)dZ,.

Si f(t) = €™, alors on obtient

X, = /ei"tdZt.
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2.2.3 Intégrale de Wiener

Dans la présentation intuitive que nous avons faite en page 39, de 'intégrale d'une fonc-

tion par rapport & un Mouvement Brownien standard, dans la formule (2.8) on suppose

b

que t — X, est une fonction intégrable par rapport a df i.e / X f'(t)dt existe. On
a

pouvait s’en contenter a titre introductif. Nous donnons ci-dessous une construction plus

rigoureuse, généralisant l'intégrale stochastique déja présentée nécessitant l'introduction

de la mesure spectrale.

Nous allons introduire une intégrale stochastique étudiée par Wiener dans le cas du
Mouvement Brownien, qui permet d’intégrer des fonctions déterministes par rapport a des

processus & accroissements orthogonaux.

Définition 2. 10. Un processus complezes (Zy)er du second ordre est dit continu a

droite en moyenne quadratique si [’application t — Z, est continue a droite de R dans
L2(Q, A, P).

Définition 2. 11. Un processus complexes (Zy)ier du second ordre est dit 6 accroissements

orthogonauz si
1) Il est continu a droite en moyenne quadratique,

2) pour tout couple d’intervalles disjoints |to, t1], |ta, t3]
E[(Zts - Zt2)(Zt1 - Zto)}: 0.

Rappelons (cf. [15]) que pour toute fonction F' définie sur R, & valeurs dans R croissante

et continue a droite il existe une mesure unique p sur (R, Bg) telle que pour tout ]a, 0]

p(la, b)) = F(b) — F(a).

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F'.
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Lemme 2. 3 ([6]). Soit (Z;)icr un processus a accroissements orthogonauz. Il existe une
fonction croissante F(t) de R dans R continue a droite unique & une constante pres, telle
que

Vs <t E(|Z — Z*)=F(t) — F(s)
Démonstration.

Posons F(t) = E[|Z, — Z,] si t>0
= —E[|Zy— Z] si t<0.

Nous avons pour tout 0 < s < ¢,

E[‘Zt - Zs’2] = E[(Zt - Zs)(Zt - Z )} E[(Zt ZO + ZO - Zs)(Zt - Zs)]
= E[(Z — Z0)(Z: — Zo)|+E[(Zo — Z,)(Z: — Zs)]

car B[(Zo — Z,)(Z; — Z,)]= 0, puisque (Z;).cr est & accroissements orthogonaux.
D’autre part,

E[(Z — Zo)(Z, — Z;)] = E[(Z (Zt—ZoJrZo—Zﬂ
= E[|Z — Z/’]+E[(Z Zy — Zs)]
= E[|Z— Zo"|+E[(Z: — Zs + Z: — Z0)(Z — Z))
= E[\Zt ZoP)+E((Z: — Z:)(Zo = Z,)| -E[|Z, — Z|]
= E[|Z - Z]"]-E[|Z; — Z[’]
= F(t) = F(s).

D’ou pour 0 < s < t,
E(|Z, — Z,|*)= F(t) — F(s). (2.10)
De la méme maniére on vérifie que (2.10) est vrai pour s <t <0 et s <0 < t. Donc

Vs <t E(|Z — ZJ|*)= F(t) — F(s).

F(t) est continue a droite.
En effet pour h > 0,Vt |F(t+h) — f(t)] = E(|Zi1n — Zi|*) et B(|Ziwn — Z4]?) tend vers 0,

car (Z;); est continue en moyenne quadratique.
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La fonction F est croissante car pour ¢ > s on a F(t) — F(s) = E(|Z; — Z,|?) et comme
E(|Z; — Zs*)> 0 on a donc , F(t) > F(s). O

La fonction F' du lemme précédent est croissante et continue a droite donc il existe une

mesure positive dF' o-finie sur R telle que
dF (Jt1,ts]) = F(ts) — F(t1).

dF est la mesure positive associée au processus a accroissements orthogonaux (Z;);.

Pour définir I'intégrale stochastique d’une fonction par rapport & un processus a accrois-

sement orthogonaux (Z;);, on commence par les fonctions en escalier a support compact.
Notons &£ 'ensemble des fonctions en escalier & support compact. £ est une algébre.

Soit f(t) = a1l 1) (1) + aolje, 1) (t) + ... + ag—11y,_, ,1(t) ott les a; sont dans C.
L’intégrale stochastique de f par rapport a (Z;); est la variable aléatoire complexe de carré
intégrable notée [ f(t)dZ, définie par

/f(t)dZt = (1/1(Zt2 — Ztl) + QQ(Zt3 — Ztg) + ...+ a’k*l(Ztk — Ztk—l)'

Lemme 2. 4 ([6]). L’application

fr [ 0z,

définie de € dans L*(Q), A, P) posséde les propriétés suivantes :

1) elle est linéaire
[tas+59izi=a [ 1izi+5 [ gz,
2) Vf,g €€,

IE[ / fdz, / gdZ, ]: / f(t)g(t)dF(t)
5| | [ sazi |- [1reraro,
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Démonstration.

La propriété 1) est évidente, démontrons le 3), le 2) se démontre de la méme maniére

[ tazp = | fdztm

= Z ’ai‘ZIZtiH - Zti
i

2 + Z aia_j(ZtiH - Zti)(thJrl - Zti)
i#£]

d’ou par 'orthogonalité
E“ /detP] - Z ‘Qi,ZE[‘ZtiH - Zy, 2}
= Y ail[F(tin) — F(t:)]

- / F(OPAF(L).

Soit L*(R, Bg, dF’) I'espace des classes de fonctions de carré intégrable par rapport a la

mesure dF', c’est un espace de Hilbert muni de produit scalaire,

1/2
< f,g>= /fde et de norme || f ||L2ar)= (/m%jF) .

Les propriétés 1), 2) et 3) du lemme précédent peuvent alors s’énoncer de la fagon sui-

vante :

L’application [ : f — [ fdZ; du sous-espace vectoriel £ de L*(R, Bg, dF) muni de la
métrique et du produit scalaire de L*(R, Bg, dF), dans L?(Q, A, P) est un homomorphisme

d’espace vectoriel qui préserve la norme.
Nous savons que le sous-espace € est dense dans L*(R, Bg, dF). Il en résulte que 1'ap-

plication I qui est continue ( puisqu’elle conserve la norme) se prolonge de fagon unique
en un homomorphisme isométrique J de tout L?(R, Bg, dF') dans L?(Q, A, P).
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Ceci nous permet de définir par ce prolongement 'intégrale stochastique d’une fonction

¥ quelconque de L?(R, Bg, dF) en posant

dzZ, = i W(DdZ,
/w = L2(é,rﬂ,p>/w() |
ol (¢,), est une suite de fonctions de £ convergeant vers 1) dans L*(R, Bg, dF).

Nous avons alors :

Proposition 2. 3 (cf. [6]). Pour toutes p,v € L*(R, Bg, dF)

1) IE[ / S(t)dZ, / w(t)dZt]: / SO PDAE(L).

2 &) | [ Ozl |~ o0 B,

Démonstration.

E{ [ etz w)dzt} = < [etiz. [o0iz >0

= < J(¢), J(¥) >L2(0,4,P)

= <O,V >12RrBsaF), Puisque J est une isométrie.

[/ dZt/w dZt} / (t)(t)dF(t).

De la méme maniére on obtient le 2

Donc,

O

A titre d’illustration, nous avons la proposition.

Proposition 2. 4 (Convergence dominée pour 'intégrale stochastique).

Soit (Zy)er un processus a accroissements orthogonauz et dF la mesure positive associée.

Soit @, (t) une suite de fonctions mesurables convergeant dF — pp vers p(t) et telle qu’il

existe Y € L*(R, Bg, dF) telle que

lon()| < 0(t) VYt Vn.

/ on(t)dZy — / o(t)dZ,

Alors

dans L2(Q, A, P).
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Démonstration.

Nous avons d’apreés la proposition 2.3,

I (n(®)=0()dZ; |22 1a.p) =] ©0() =) 2@ 55, €t (0n) est dans LA (R, B, dF)
(©n)n est une suite de fonctions dans L*(R, Bg, dF) telle que,

i) J € L*(R, B, dF) tel que Vn, |@,(t)] < w(t);
ii) (¢n)n converge dF — pp vers .

Alors par convergence dominée de Lebesgue nous avons,
1. o € LR, Bg,dF);

2. |l pult) = @(t) llL2® Br.ar)— 0.
Donc,
H/ ))dZ; ||r2(,4,p)— 0.

/ on(t)dZy — / o(t)dZ,

Par suite,

dans L?(Q, A, P).
O

Application de l’intégrale de Wiener (cf.[6]) :

Nous avons besoin de la proposition et du théoréme suivants :

Proposition 2. 5 ([6]). Soit (Z)\)xer un processus a accroissements orthogonauz centré

de mesure positive associée dF(X\) finie. Le processus

X, = / eMdZ,

est stationnaire et sa fonction de covariance est donnée par

K(t) = / eMAE(N).
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Démonstration. Le processus (X;); est centré et on a d’aprés l'isométrie définissant

I'intégrale stochastique,

K(t+s,s) = E(XHSYS) = IE[ /e"’\(t*S)dZ)\/ e dZ }: /ei)\tdF()\)'
K(t+s,s) ne dépend que de ¢, donc (X;); est stationnaire et sa fonction de covariance est

K(t) = / eMdZ,.

O

Théoréme 2. 7 ([6]). Soit (X:): un processus centré stationnaire continu en moyenne
quadratique, il existe un processus (Z))aer @ accroissements orthogonauz centré unique de

mesure positive associée dF(N) finie tel que
X, = / e™dZ)

et la fonction de covariance de (X;); est donnée par

K(t) = / eMAF .
dF' est la mesure spectrale du (X); de masse totale K(0).

Démonstration. L’idée de la démonstration est la suivante :

La covariance K (t) d’un processus stationnaire du second ordre est toujours de type
positif. Elle est continue, puisque (X;); est continu en moyenne quadratique. Le théoréme
de Bochner assure que K (t) est la transformée de Fourier d’'une mesure positive bornée
qu’on prend pour dF. Les égalités K (t+s,s) = E(X;1;X;) = K(t) = [ €*dF()) entrainent

que la correspondance
k=n

Xy + .o+, Xy, — E et
k=1

est linéaire isométrique et injective. La fonction 1) ,j(A) est dans L*(R, B, dF’). Soit
Z,, lélément qui lui correspond dans L*(Q, A, P). Le processus (Z,), est le processus a

accroissements orthogonaux qui convient. O
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Soit (X;); un processus du second ordre représentant un signal aléatoire. Nous admet-
tons que son énergie moyenne est E(|X;|?). Si (X;); est stationnaire, la quantité E(|X;|?)

ne dépend pas du temps et est appelée I’énergie du processus.

Dans le cas particulier ou (X;); est de la forme
j=k
X, = Z ei)‘fth ou les ); sont des nombres réels
j=1
et les variables aléatoires Y; sont centrées et orthogonales. Le processus (X;); est station-

naire car,

k 1=k
Jzzez)\t z)\lsEYY ZE’Y‘ iXj(t—s)
7j=1 I1=1

qui est une fonction de ¢t — s, et son énergie est
ij=k
E(|X:[?) = =Y E(y%).
7j=1

Nous savons aussi que la mesure spectrale de processus (X;); est la mesure p avec

j=k
p="> E(Y;*)dy
j=1

Il en résulte que énergie de (X;); est la somme des énergies des processus élémentaires
ei'Y;. Chacun de ces processus a pour énergie E(|Y;[?), qui est la masse de la mesure

spectrale au point \;.

Plus généralement, si (X;); est un processus stationnaire de représentation spectrale

X, = / eMdZ,

et de mesure spectrale dF'(\), le processus
Yy = /ei)\t]l}AjAHﬂdZ)\

qui ne conserve que les composantes monochromatiques dans la bande |A;, Aj11] a pour
énergie
) Aj+1
BY?) = [ PO
A

J
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d’apres la proposition 2.3.

Donc I'énergie de (X;); est répartie suivant les différentes bandes de fréquences se-
lon la mesure spectrale dF'(\). Plus exactement, pour résumer, nous avons la proposition

suivante :

Proposition 2. 6. Soit (X;); un processus centré stationnaire continu en moyenne quadra-
tique, représentant un signal aléatoire d’énergie moyenne E(|X;|?). Il existe un processus

(Z\)x @ accroissements orthogonauz centré unique de mesure positive associée dF(\) finie

tel que
X, = / e™dz)y
et

BXF =3 [ arw
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Chapitre 3

Mouvement Brownien et Introduction a
I’'intégrale d’It6

3.1 Introduction

Le mouvement Brownien doit son appellation au biologiste- botaniste anglais Robert
Brown, qui le découvre en 1828 lors de I'observation du mouvement extrémement désor-
donnée des particules de pollen en suspension dans un liquide.

La théorie mathématique a débuté en 1900-1905. Bachelier (1900) a eu les premiers
résultats quantitatifs en s’intéressant aux fluctuations du prix des actions en bourse.

Einstein (1905) donne un modéle mathématique du Mouvement Brownien & partir de
la théorie moléculaire de la chaleur ( cf. [18] et [23]).

N. Wiener (1923, 1924) a prouvé l'existence du Mouvement Brownien et en donne une
définition et une construction mathématique rigoureuse.

K. It6 dans les années 40 développe un calcul différentiel spécifique au Mouvement
Brownien (le calcul stochastique).

Le Mouvement Brownien a été par la suite intensément étudié (Paul Lévy, Khintchine,

Chung, Williams,...).
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3.2 Marches Aléatoires et Mouvement Brownien

Considérons une particule qui se déplace sur 'axe Z, partant de 0 a l'instant 0, en
effectuant a chaque unité de temps un saut d’'une unité de longueur vers la droite ou
vers la gauche avec la méme probabilité. Soit Y,, le saut effectué a l'instant n. Avec ces
hypothéses nous avons Y,, = 4+1. Nous supposons de plus que les Y, sont des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi. Soit X,, la position de la particule a I'instant n.
Nous avons

vn>0, X,=X,1+Y,

avec X = 0. (X,,), est la marche aléatoire symétrique sur Z.

Si on note P,(x) = P[X, = z|X, = 0], nous avons

e 1 f_o o
P,(z)=Cp on avec Cr=0 si k¢Z

Les P, satisfont alors a I’équation aux différences :
1 1
Popi(x) = ipn(x -1+ ipn(x +1),

avec les conditions aux limites

0 siz#0
P = .
(@) { 1 siz=0
Supposons maintenant que la particule se déplace sur la droite réelle R et le temps ¢ est
réel, soit Sy sa position a l'instant ¢ en supposant que Sy = 0. De facon précise, supposons
que la particule se déplace de maniére indépendante, d’une longueur Az & droite ou a
gauche avec la méme probabilité a chacun des instants 0, At, 2At.... Le nombre de sauts

jusqu’a l'instant ¢ est
t

vl

Soit (X,,), la suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi définies par
X, = Az

avec

P(X,=Az) = P(X, = -Ar)=1/2 powr n=12 . []
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On a alors

St :X1+X2++X[ﬁ],
Nous avons E(X,,) = 0 et E(X,)? = Az?, d’on
t
E(S;) =0 et Var(S;) = [E](Aa:)Q

On suppose maintenant que la marche est accélérée et donc que la particule fait des
sauts de plus en plus petits dans des intervalles de temps de plus en plus petits. Il s’agit
donc de passer a la limite, en faisant tendre Ax et At vers 0. Y a-t-il un processus limite
pour décrire cette situation ?

Si, par exemple, on prend Az = At et on fait tendre At vers 0, on obtient E(S;) = 0
et Var(S;) — 0. Le processus (S;);~o serait alors presque sirement nul. Eliminons ce cas
en faisant tendre Ax et At vers 0, en imposant la condition

(Ar)?
At

— 2D

ou D est une constante appelée coefficient de diffusion (Einstein a montré que

2RT
D=——
Nf
ot N est le nombre d’Avogadro, T' la température, R la constante des gaz parfaits et f le
coefficient de friction).
Avec cette condition, I’équation aux différences obtenue précédemment pour la marche

aléatoire symétrique sur Z devient :
1 1
Piini(x) = §Pt(x — Az) + §Pt(x + Ax)

D’ou

(Priar(r) — B(x) At

P,(x — Ax) — Py(z) + P,(x + Azx) — Py(z)
At " (Ar)? ‘

(Az)?

_ % « (3.1)

Quand (At, Az) — (0,0) I’équation (3.1) devient équation dite de Fokker-Planck,

1 0P &P

Dol - 02 (3:2)

Avec les conditions aux limites I’équation (3.2) devient :
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L (t.2) €10, +oo[xR

(E)
P(0,2) = Py(x) = 06,(0), reR.
C’est une équation du type de I’équation de la chaleur ou équation de diffusion. Pour plus
de détail, on confére [10].
La résolution de 1’équation (F) consiste a chercher une fonction P(t,x) de classe C!

par rapport a ¢ et de classe C? par rapport a x, pour (¢,z) €]0; +oo[xR .

P(0,z) = Py(x) signifie que Pr% P(t,z) = Py(x).

On suppose que

+00 +OO too 92 p
/ |P(t,z)|dx < oo, / (t z)|dr < oo et / 5 —(t,z)|dx < 00

oo —0o0

de sorte que les fonctions
r+— P(t,x), x+— —(t,x) et v+— —(t,2)
x

ont pour chaque ¢ une transformée de Fourier par rapport a la variable x.

Nous désignerons la transformée de Fourier de x — P(¢,x) par
FIP(t, k) = P(t, k) = / P(t, )~ da.
R

On suppose de plus que pour tout ¢ > 0, on a

e opP —ikx 9 —ikx
/_Oo E(t,x)e dzx = pn ([R P(t,x)e dx).

En appliquant la transformée de Fourier a I’équation (3.2), on obtient, pour tout k € R :
oP 0*P oP o*P
F[at DW]( B = f[at]@ k) - D}'[agc }@ )
+oo P ) +oo 2
= / a@—t(t,x)e_”"‘”dx — D/ g:ﬁ (t, x)e **dy.

[e.o]

= 2(/ P(t, x)e”“”dx) +Dk2/P(t,x)eikxdx
ot R R

- %—f(t, k) + DE2P(t, k).

[e.o]
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oo O
Ainsi, pour tout £ € R, P est solution de I’équation différentielle par rapport au temps ¢

suivante :

opP ~
—— + DK*P =0.

Par ailleurs P(0, k) = E(k), d’on

On sait que pour tout t > 0 fixé,

1
ex
NZET TARAYTIY
1

Pour ¢t > 0 La fonction G : x — NI exp(l—gi) est appelée noyau de Gauss ou noyau de

e PFt — FIG)(t, k), avec G(z,t) = ).

la chaleur.
La fonction k — Py(k)e P**t est dans L!(R) , donc

~

P(t, k) = F[Pyx G](t, k).

Comme F est injective sur L'(R) alors,

P(t,2) = (Po+ G)(t,x) = @ / exp(—(@i)Q)Po(y)dy.

si a 'instant ¢ = 0 la particule est on x = 0, alors Py(x) = 9,(0) et la solution de (F) est :

12

P(t,z) = 6_4—1%.

Var Dt
Remarquons que le méme résultat peut étre obtenu en appliquant le théoréme de la

limite centrale. En effet : Quand (At, Ax) — (0,0), E(S;) = 0 et Var(S;) — 2Dt, donc
St
V2Dt

puisque S(t) est la somme de variables aléatoires indépendantes, et de méme loi. Ce qui ce

tend en loi vers la loi normale N(0,1)

traduit par la relation

.Z'2

St 1 /a _
Pl—— <al=— 2 dx,
[\/ 2Dt a} V2T Jowo ¢ ’
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ce qui donne
2

X
1 8 -
P[St<ﬁ]=\/m/ ¢ 1D ds.

Si par exemple , en prend Az = VAt et At — 0, alors D = %,

1
E(S;) =0,Var(S;) —t, et P(t,z) = N e~ 5,
s

On obtient un processus limite (S;)s~o admettant les propriétés suivantes :

1. Pour ¢t > 0 fixé, la variable aléatoire S; suit la loi (0, t).

2. Le processus (S;);>0 est a accroissements indépendants.

En effet ce résultat est du au fait que dans la marche aléatoire, les sauts ayant lieu

dans des intervalles de temps disjoints sont indépendants.

3. Le processus (S;);~0 est & accroissements stationnaires.

Cette propriété résulte du fait que dans la marche aléatoire le changement de position

dans un intervalle de temps ne dépend que de la longueur de cet intervalle.

Le Processus obtenu dans ce cas est appelé le Mouvement Brownien standard.
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3.3 Simulation des trajectoires

Le but de ce paragraphe est de simuler des trajectoires d’un Mouvement Brownien stan-
dard, comme limite de marches aléatoires en suivant la construction du paragraphe précé-
dent.

Soit (St)s>o0 la famille de variables aléatoires définies par : Sy = 0 et

t
At
ou (X, ), est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi définies par

X, = +1

avec
t

Ar-
Ce qui se traduit par les figures suivantes, obtenues en faisant changer la subdivision de

intervalle [0, t].

P(X,=1)=P(X,=-1)=1/2 pour n=12,..]

14

1.2

1
038
0.6
0.4
0.2 M
A
01 0.2 03 0.4 05 0.6 \J' ofr 0.8 0.9 1

F1G. 3.1: Trajectoire obtenue pour At = 0.001 , t =1 et Az = VAt.
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-1.5

F1G. 3.2: Trajectoire obtenue pour At = 0.0001 , t =1 et Ax = VAt.

1.4
1.2

1
0.8
0.6
0.4

0.2

0
0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.2

-0.4

—-0.6

F1G. 3.3: Trajectoire obtenue pour At = 0.00005 , t =1 et Ax = Vv At.
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F1G. 3.4: Trajectoire obtenue pour At = 0.00001, t = 1 etAx = vV At.

3.4 Définitions et Propriétés du Mouvement Brownien
Dans toute la suite, T" désignera R, ou un intervalle de R .

Définition 3. 1. Soit (By)wcr, une famille de variables aléatoires réelles. On dira que

(Bi)ier, est un mouwvement Brownien (M.B) dans R si :
1. BO - O
Pour chaque w la trajectoire t — By(w) est continue.

(Bt)te]g+ est un processus G accroissements indépendants.

e

Pour tout t et tout s, t > s > 0 la variable aléatoire By — By suit une loi gaussienne
de moyenne ot — s) et d’écart type o/t — s.

o? est un réel positif appelé coefficient de diffusion et o un nombre réel appelé la

dérive.

Remarque 3. 1. Si (B,)cr, est un mouvement Brownien de dérive o = 0 et de coefficient

de diffusion o =1 alors (By)er, est appelé Mouvement Brownien standard ou canonique.

Proposition 3. 1 (Caractére gaussien du M.B [18]). Un processus aléatoire continu
(Bt)t€R+ est un M.B standard si et seulement s’il suit une loi normale centrée de fonc-

tion de covariance

K(s,t) = min(s,t) = s At Vs, t >0
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Démonstration.

a) Condition Nécessaire :

i) Soient 0 < t; < ty < ..t,_1 < t,, des réels positifs, les variables aléatoires réelles By,
B, — By,,..., B, — By, _, sont indépendantes et gaussiennes. Montrons que le vecteur
(Byy, ..., By,) est gaussien (c.a.d a1 By, + agBy, + ... + a, By, est gaussienne pour tout

vecteur (ay,ag, ..., a,) de R™).
Pour ce faire il suffit de vérifier seulement que By, + B;, est gaussienne.

En effet :

(1) Nous savons que Yo € R, aB;, est gaussienne.
(2) Bti + Btj = (Bti - Btj) + Q(Btj) = (Bti - Btj) + Q(Btj - BO)'

Donc By, + By, est gaussienne car elle est la somme de deux v.a. gaussiennes indé-

pendantes.

Le vecteur (By,, ..., By,) est gaussien Car Vo une forme linéaire ¢(By,, ..., By,) est

gaussien.
ii) Soit s,t € R, s <t.
K(s,t) = Cov(Bs, B;) = E(BsB;) = E(Bs(B; — Bs + By))
= E(Bs(Bt - Bs)) + E(Bg)
= E(B?) =s.
Par indépendance des accroissements.

Donc K(s,t) = s =min(s,t) = sAt d’ou le résultat.

b) Condition Suffisante :

Supposons que (By)cr, est gaussien centré avec E(B,B;) = s At. Donc chaque variable

aléatoire B, est gaussienne d’espérance E(B;) = 0 et de variance Var(B,) = E(B}?) =t.
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i) Comme E(By) =0 et Var(By) =0 alors By = 0 p.s

ii) Pour tous 0 =ty < t; < ... < t;... < t, avec 0 <i <mn,

Var(By, — By,) = Var(By) —2Cou(By, By,) + Var(By,) =t; — 2(t; At;) +1;

Pour 1 <i <j <i<j<n,

Cov(By, — By, By, — Btj,) = Cov(By, By,) — Cov(By,, By,) — Cov(By;, By,) + Cov(By, Bt],/)
== (tl N tl/) - (tl N tj/) - (tll A tj/) + (t] VAN tj/)
- ti’ — tj’ — tZ‘/ + tjl
= 0

Comme (By)icr, est un processus gaussien , on conclut que les variables aléatoires

réelles
By,, By, — By, ..., By, — By, _,

sont gaussiennes centrées indépendantes de variances
b1, o —t1, .ty — 1.

Et donc (B;)er, est un Mouvement Brownien standard.

O

Remarque 3. 2. Si (Bt)t€R+ est un Mouvement Brownien de dérive a et de coefficient de

diffusion o, alors le processus (Wy)er, tel que,

By —at
Wt: i a

g

est un Mouvement Brownien standard .

Définition 3. 2.

Une filtration (F;)ier, est une famille croissante (au sens de 'inclusion ) de sous-tribus

de A.

Un processus (Xy)er est dit adapté a la filtration (Fy)er, siVt € T, la variable aléatoire

réelle X; est F; mesurable.
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Remarque 3. 3. La filtration naturelle associée a un processus (Xy)wer est par définition
la famille de sous tribus :
Fi=0(Xs, 5 <),
ol
Fi est la plus petite tribu rendant mesurable les applications w — Xg(w), pour s < t.

Définition 3. 3. Soit (F})er une filtration. On appelle temps optionnel (t.o) ou temps

d’arrét (t.a.) relativement a (F)ier, toute v.a. 7:Q — R, tel que
Vie T {w,7(w) <t} e F .
Proposition 3. 2. Soit (Fi)ier une filtration et 7 un t.o. relativement a (Fi)ier. Alors
VieT, {tr>tlet {r=t}eF.

Définition 3. 4. Soit (F;)ier une filtration et T un t.o. relativement 6 (F;)ier. On appelle

tribu engendrée par T, la tribu F,, définie par

F.={Bec A Bn{r<tleF, VteT}
Nous donnons une deuxiéme définition du Mouvement Brownien, équivalente & la pre-
mieére.

Définition 3. 5. Soit (F;)icr, une filtration et (By)ier, un processus aléatoire adapté a
la filtration (F;)icr, et continu .

(Bi)ier, est un mouwvement Brownien standard si
1. By =0.
2. Pour toutt et s t> s >0, l'accroissement By — By est indépendant de Fj.
3. Pour toust,s t>s >0 [’accroissement By — B suit une loi gaussienne de moyenne

0 et d’écart type /t — s.

Remarque 3. 4. Cette définition implique que (By)icr, est un M.B au sens de la (défini-
tion 3.1.) puisque
O'(BS,S S t) C f‘t.

St (By)ier, est un M.B au sens de la (définition 3.1.) alors il est un M.B par rapport a la

filtration naturelle. En effet d’apres le lemme suivant.
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Lemme3. 1 ([17]). Soit (Xi)ier un processus aléatoire & accroissements indépendants .
Alors pour tout 0 < s < t, l'accroissement X; — X, est indépendant de la filtration naturelle
Fs.

Définition 3. 6. Soient (F;)ier une filtration et (X;)ier un processus aléatoire adapté a
(Fi)ier et dans LL(Q, A).
On dit que (Xy)ier est une Martingale (Mgle), relativement & (Fy)er, Si

Vs, t €T, s <t, B[Xi|Fs] =X .

On dit que (Xy)ier est une sous - martingale (sMgle ), relativement & (Fy)ier, Si
Vs,t €T, s <t, E[X;|Fs] > Xs .

On dit que (Xy)ier est une sur - martingale (SMgle), relativement & (Fy)ier, St

Vs,t €T, s <t, E[X;|Fs] < Xs .

Propriétés

Proposition 3. 3 (Propriété de martingale). Si (B;)ier, est un M.B par rapport a la

filtration (F)ier, alors

(i) (Bi)icr, est une martingale par rapport & (F)er, -
(ii) {Bf —t, t >0} est une martingale par rapport a (Fi)ier. -

De (i) nous déduirons

E((B; — B,)?|F,) =t — s, 0<s<t<oo.

Démonstration.

(i) 1. E(|B)) < [E(B2)]z = v < 0o par Cauchy- Schwartz.
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2. E(B;|Fs) = E(By—Bs+Bs|Fs) = E(By— B | Fs)+E(Bs| Fs), par linéarité de Iespérance.

E(B|Fs) = E(B, — Bs) + Bs = Bs, car By — B; est indépendante de F;
Ce qui prouve le (i).

(ii) E(BsBi|Fs) = BsE(By|F;s) , car B est F; mesurable.

E((B: = B.)* = (t = s)|F) = E((Bi - B.)*|F,) — (t — s) =E((B, — B,)*) — (t — s)
= (t—s)—(t—s)=0.

Car B; — B, est indépendante de F, et B; — B, suit une loi (0, — s).

D’autre part on a

E((Bt - Bs)2 - (t - 8)“7:3) - E(Bf - t|Fs) - QE(BthLFs) + E(Bg + 3“7:8)
= E(B} —t|F,) — 2B+ B> +s
= E(B; —t|F,) — (BZ—s)=0.

Donc E(B} — t|F,) = B — s.

O

Théoréme 3. 1 (Levy). Soit (B;)ier, un processus a trajectoire continue, adapté a la

filtration (F)ier, et tel que :
i) (Bi)ier, est une martingale par rapport & (Fi)icr,
i) (B} —t) est une martingale par rapport & (Fi)ier,

alors (Bt)t€R+ est un mouvement Brownien standard.

Propriété de symétrie du M.B et loi d’échelle

Si (Bi)ier, est un M.B et ¢ une constante positive alors les processus (Bt(l))tERJr et

(Bt(Q))teR+ tel que
1
B = — By, B® =-B,
C

7

sont aussi des Mouvements Browniens .
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Propriété d’inversion du temps Si (B;)icr, est un M.B alors le processus (W;)cr,

tel que,
_JtByy si 0<it< oo
VVt_{O si t=0

est aussi un M.B.

Convergence en variation quadratique [17] :

Rappelons que si f est une fonction définie sur [a,b] de R et
W:(tl,tg,"' ,tn),a:to Stlgtn:b
une partition de U'intervalle [a, b] en n subdivision on note

7| = Inax (ti —tiz1)

€

la largeur de plus large intervalle. La p™¢ variation (avec p > 0) de la fonction f par

rapport a la partition 7 est définie par

Vi (fim) = Zl (L) = Fti) P

Considérons le Mouvement Brownien (B,);cr, sur lintervalle [0,¢] , la variation quadra-

tique de B; est
Vg (Bs(w),m) = Y |Bi,(w) = By, (w)]”
i=1

Lemme3. 2 ([17]). Si (B:)wer, est un Mouvement Brownien dans l'espace (Q, A, P) alors

En effet :
E[VEy(Buw),m) —1]* = E[Z 1By, (w) = By,_, (w)? — 1]’
= E[Z(‘B“(”) = By @) = (t = ti))]
= iZnEKBti — B~ (ti— i)

=1
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Car

E[(Bti — By, ,)?— (ti — tifl)} [(Btj - Btj,1)2 —(t; — tjfl)i| =0 pour @ #j.

Donc
E[V[(Q),t}(Bs(W)a ™) — t]Z < ZE(BQ- — By )t + (ti —ti1)?
i=1
< 4Z(ti —ti1)°
i=1
< 4 gfg;(tz —ti—1) Zl(tz —ti1)
< A|r|t.
Comme
lim 4|x|t =0,
|7r|—0
donc

lim V[at](Bs(w),ﬁ) =t, dans L*(Q,P).
Loi forte des grands nombres [17] :

Si (By)ier, est un M.B alors

. B .
lim — =0 presque strement(p.s).
t——4oo ¢

Propriété de maximum [18]

Soit
M; = sup B;, my; = inf B,.

0<s<t 0<s<t

Si (Bi)ier, est un M.B standard alors
My = lim M; et my = lim my
t—oo t—o0
existe et on a

(i) my <0< M on [0,400],

(i) —o00 =my =liminf B; < limsup B; = M, = +oc.
t—o0 t—o00
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Démonstration.
i) (m;) décroissante en t et (M) croissante en t, donc monotone ce qui implique que

Meo et M, existe. Soit
An = {w, Btn > O}

(A,,) est une suite d’événements indépendants, car By, est la somme de variables aléatoires

réelles indépendantes.
P(A,) =P(B;, >0)=1/2

car By, suit une loi gaussienne de moyenne 0 et de variance ¢,, .
P(limsup A,) > limsup B(A4,,) = 1/2 (3.3)
par le théoréeme de 0 ou 1 de Kolmogorov on a
P(limsup A,) =0 ou P(limsup A4,) =1
et d’aprés (3.3) en déduit que
P(limsup A,) = 1.
limsup 4, = {By, >0 i.0.} C{M; >0Vt >0},

donc M; >0 p.s.
Par symétrie du M.B on déduit que P({m; <0 Vt > 0}) =1, donc m; < 0 p.s.

ii) Montrons que, limsup B; = M, = +00.
t—oo
Soit k € R,
B; k ) 1 /+°° 2
A e~ Tdy —1/2.
vnoooy/n V21 Sy ym

P(B;, > k) = P(
Par conséquent
P(B;, >0 i.0.) = P(limsup[B,, > k]) > limsup P(B,, > k) =1/2.
D’ou si on pose k = oo, alors
P(limsup[B;, = +o00]) > 1/2.

Par le théoréeme de Kolmogorov on obtient

P(limsup[B;, = +o0]) = 1.

n
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Donc

limsup B; = My, = +0.

t—o0

Par symétrie du M.B on aura

liminf B, = my = —0o0.
t—o00

Propriété de Markov simple

Le mouvement Brownien est un processus de Markov.

Pour tout t < s et A € Bg avec F; = o(B,,r <t)
P{Bs; € A/F,} = P{Bs€ A/B;}.
En effet : Il suffit de vérifier que Vk, Vt; < t5... <t < son a
P{Bs; € A/By,,By,,...,B:,} = P{Bs€ A/B; }.

B, — By, By, — By,_,,..., By, — B, B, = By, — By sont indépendants donc la loi de
B, conditionnellement aux écarts : By, — By, ,,...,B1, — By, By, = By, — By est une loi

gaussienne de variance (s — t), ce qui implique

P{BS c A/Bt17Bt27 ""Btk} - P{Bs c A/Btk}

Propriété de Markov forte

Pour tout s € RT, le processus (Byys — Bs)ier+ €st un mouvement Brownien indépendant
de Fi.

Cette propriété découle directement de I'indépendance des accroissements. Elle reste vraie

lorsque s est un temps d’arrét.

Théoréme 3. 2 ([4]). Soit 7 un temps d’arrét pour la suite de tribus (F;)i>o engendrée
par le mouvement Brownien By. Le processus (Up)i>o défini par Uy = B,y — B, est un

mouvement Brownien indépendant de F..
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3.5 Intégrale d’Ito

Nous avons défini au chapitre II I'intégrale stochastique d’une fonction de carré inté-
grable par rapport & un processus a accroissement orthogonaux. Cette intégrale permet
de donner un sens a l’expression [ = fg(t)dZt avec dF' la mesure positive associée au
processus (Z;); et g € LA(R, Bg, dF).

Nous allons étudier le cas ot (Z;); est un M.B standard (B;);. Comme (B;); est un

processus a accroissement indépendants cela nous permet d’intégrer les processus (cf. [6],
191, [29]).

Soit donc (B;); un mouvement Brownien réel standard,
Fi 20(3373 St),

et
F = O'(Bt,t Z 0),

Définition 3. 7 ( Processus élémentaire). On appelle processus élémentaire tout processus
(Hy)i>o0 défini par

Hy = Yolio ) (t) + Y1l () + - 4+ Yoo Lye, - (2) (3.4)

1=n

o Y; ,i=1,..,n—1 sont des variables F;,-mesurables et bornées pour toute suite (t;)!="

telle que 0 <ty < <t,, Vn.

14(t) désigne la fonction indicatrice de ’ensemble A. Les trajectoires d’un processus
élémentaire sont donc des fonctions en escalier, constantes sur les intervalles |¢; 1, ;], nulles

apres t, vn.

Définition 3. 8. Si (H;)i~o est un processus élémentaire , on appelle intégrale stochastique
de (Hy) la variable aléatoire, notée I(H) = [° HydB, définie par :

I(H) — / thBt — }/()Btl + )fl(Bb - Btl) + + Yn—l(Btn - Btnfl)‘
0

Proposition 3. 4. Si (H,)~o est un processus élémentaire, alors
00 2 )

( / thBt) =FE { / Hfdt] (3.5)
0 0
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Démonstration.

B = B[S V(B — B VB, — B

= E|:Z }/ti*l(Bti - Btifl)}/jfl(Btj o Btjl):| +2E |:Z }/ti*l(Bti o Btifl)i/}*l(Btj o Btjl):|
i=j

1<j

Nous avons

E[Z Yir(By — By, )Y;a(B, — Btjl)} _ ;E [E(Yfl(Bn _ Bt“)Q/ft“)]

- ¥ [5@211@((& - Bt“)Q/ﬂ“)]
_ ;E[Yil(ti—ti—l)}‘

Car Y;_; est F;,_, mesurable, et d’aprés la propriété de martingale de (B;)(cf. Proposition

2.3).

D’autre part,

E |:Z )/i—l(Bti - Bti—l)}/j_l(Btj - Btj—l):| = Z E |:E (}/i—lifj—l(Bti - Bti—1)(Btj - Btj—1)/‘7:tj—1):|
i<j 1<j

— ; E {}g_lyj_lE<(Bti — By, )(By, — Bt]._l)/ft]._l)}

= 0.

Car E[Yriflyvjfl(Bti _Btifl)(Btj _Btj71>/ftjfl:| = E[(Ygfly}*l(Bti _Bti—l)(Btj _Btjfl):| = 07
Car les variables (B, — By,_,) et (B, — By,_,) sont indépendantes de F;,_,.

(/OooHtath)2 =E [/Owadt]

Donc,

E

Si (Hy)e>o est élémentaire, le processus s — H 1o 4(s) est aussi élémentaire. On définit
la variable aléatoire fot H,dB, en posant

=n

t o]
| HaB = [ 006 = Y Ves(Bun - By (3.6)
0 0

=1
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t
Il résulte de cette formule que ( / Hsst) est un processus a trajectoires continues, et
0 t

quesi0<s<t

t S
E [/ HudBu/]:S] :/ H,dB, p.s. (3.7)
0 0
En effet

t i=n
E{ / HudBu/fs} = B3 Yir(Bun — Bun) [
0 i=1

= ZE [}/i—l(Bti/\t - Bti—l/\t)/f-s}
=1

= ZY;,JE [(Bti/\t - Bti—l/\t)/fs}
1=1

= Z}/i_l (Bti/\s - Bti—l/\s)
i=1

= /HudBu.
0
t

(/ HudBu)
0 t

est une (F;)- martingale a trajectoires continues et de carré intégrable d’aprés (3.5).

Cette propriété implique que

Nous avons aussi,

</Ot HudBu)Q—/Ot Hidu/ﬂ] = (/0 HudBu)Q—/OS H2du. (3.8)
(( /0 t HudBu)Q— /O t Hgdu)

est une martingale & trajectoires continues.

E

t

Partant de ces constatations, nous allons étendre 'intégrale stochastique par passage a

la limite, a tous les processus qui sont limites de processus élémentaires.
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Proposition 3. 5 ([30]). L’ensemble des processus élémentaires muni du produit scalaire
<H,K >:E|:/ Hthdt:|,
0

est un espace préhilbertien. Soit H son complété (c¢’est un espace de Hilbert). L’application
qui & (Hy)i=0 associe son intégrale stochastique s’étend en une isométrie de H dans l’espace

des variables aléatoires de carré intégrable.
Nous avons alors :

Proposition 3. 6 ([6]). Soit (Js)s un processus appartenant a ’espace 'H, et (Hﬁ"))s un

processus élémentaires tel que
[e.e]
E {/ (Js — Hg”))2ds] — 0 quand n — 0.
0

Alors la formule

/ JdB, = lim / H"dB,
0 L2 Jo

définit une variable aléatoire fooo JsdBs dans L?(Q, F, P) et on a

(/Ooojsst)Q =E VOOOJEds}.

2. VG, JeH, E {/ GSdBS/ JSdBS} =E {/ Gstds} .
0 0 0

3. Pour tout J € H, le processus s — H 1 (s) est aussi dans H et si on pose

t o]
/ J,dB, = / Ty 4d By
0 0

~

vJeH, E

alors on a

t
(/ Jsst) est une (F;)- martingale a trajectoires p.s. continues.
0 t

t 2 t
4. Le processus a trajectoires continues ((/ Jsst) —/ des) est une martin-
0 0

t
gale.
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Proposition 3. 7 ([6]). Soit (Js)s un processus adapté a la filtration(Fs)s, a trajectoires
continues et tel que

t
vVt € Ry, E{/ JZds| < oo,
0

alors pour tout t € Ry fixé, les processus

JI = Jdpr(s)

sont dans H et les intégrales stochastiques de la proposition 3.6 se raccordent, dans le sens

t t
/JsTlst:/ J2dB,.
0 0

Ces intégrales sont donc notées
¢
/ JsdBs.
0

Conclusion Nous nous en tenant a ces définitions et propriétés en guise d’introduction

ou, st t <1y <Ty alors

a 'intégrale d’Itd et pour étayer notre remarque page 41.
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Conclusion et perspectives

L’intégrale stochastique et la notion de mesure spectrale sont un moyen de représenta-
tion d’un processus gaussien complexe stationnaire.

De nombreuses applications peuvent étre envisagées, en particulier dans I'étude des
séries chronologiques précisément les signaux aléatoires par 'utilisation de la mesure spec-

trale et densité spectrale dans le cas ou celles-ci peuvent étre calculées.
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ANNEXE : Programme de simulation

des trajectoires du mouvement
Brownien par "MATLAB 7.0"

t=1; val=0.5; n=input( 'Le pas de la subdivision’ ) ;
y(1)=0;

for i=2 :fix(t/n), u=rand;

if u<val, x(i)=1 ;else x(i)=-1;end;

y(1)=y(i-1)+ x(i);

end ;

J=[1 1 Hfix(t/n)] sy = y(j)*sart(n) ;plot(j,y)
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