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Introduction

La recherche opérationnelle (R.O.) vise & amélioration du fonctionnement des
entreprises et des organismes publics par 'application de 'approche scientifique.
Reposant sur I'utilisation de méthodes scientifiques, de techniques spécialisées et des
ordinateurs, la RO permet d’obtenir une évaluation quantitative des politiques, stra-
tégies et actions possibles dans le cours des opérations d’une organisation ou d’un

systéme.

La RO est apparue en Grande-Bretagne durant la seconde guerre mondiale, lors-
qu’on décida d’employer des méthodes scientifiques pour étudier divers aspects des
opérations militaires. Depuis, la RO est devenue un élément important du processus
de prise de décision dans de nombreux contextes commerciaux, industriels et gou-
vernementaux, car elle permet d’appréhender de facon systématique la complexité
toujours grandissante des problémes de gestion auxquels est confronté tant le secteur

privé et public.

Les treillis et sous-treillis ont des applications dans de nombreux domaines des
mathématiques, pour cette raison et d’autre; il est utile de comprendre leurs struc-

ture, leur génération et leur reconnaissance.

La structure d’'un treillis est définit comme une structure algébrique et ensembliste,
elle a été introduite dés la fin du 19™€ siécle par Dedkind, puis développée au 20™¢
siécle dans les travaux de Menger, Klein, Ston et Birkoff. Enfin, notre travail est une
synthése des articles, intitules respectivement présenté par Topkis [4] et Veinott [5]

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Le premier chapitre est constitué des définitions et des concepts de base de la
théorie des graphes, des ensembles ordonnés et de la programmation linéaire des sys-

témes de substitution pré-leontief.



Introduction 4

Le second chapitre consiste a définir et a étudier les treillis en général, des en-

sembles, et particuliérement des polyédres sous-treillis.

Le derniér chapitre fera 'objet de I'etude de la structure des sous-treillis poly-
edraux, de la représentation irréductible des sous-demi-treillis polyedraux, et de la
reconnaissance et la caractérisation des sous-demi-treillis polyedraux par les inéga-
lites linéaires. Ainsi qu’ un treillis peut étre décomposé en n(n-1)/2 sous-treillis d’un

produit de deux treillis.



Chapitre 1

Concepts fondamentaux de la théorie
des graphes et ordres

1.1 Introduction

Dans ce premiér chapitre, nous allons donner quelques définitions sur la théorie
des graphes, les ensembles ordonnés et la programmation linéaire . Pour bien faciliter

aux lecteurs, la compréhension de la suite de notre travail.

1.2 Graphes

Un graphe est un dessin géométrique défini par la donnée d’un ensemble de points
(appelés sommets ou noeuds), reliés entre eux par un ensemble de lignes ou de fléches
(appelées arétes ou arcs). Chaque aréte a pour extrémités deux points, éventuelle-

ment confondus.

1.2.1 Graphes non orientés

Définition 1.1. Si on définit une relation sur un ensemble ot la notion d’ordre n’est
pas importante, on représente ainsi la relation entre deux sommets par un arc non

orienté appelé aréte. On obtient alors un graphe non orienté, noté G=(X, E).

Soit X un ensemble fini. Nous désignons par |X| le cardinal de X, de plus P(X)
désigne 'ensemble des parties de X, et pour 0< K < |X] ,Pk(X) désigne I’ensemble

des parties de X ayant k éléments.

— Un graphe simple G—(X,E) ou X—{a,b,c,d,e} et E={(a,b),(b,c),(a,c),(a,d),(d,e)}

= Py(x) peut se représenter par la figure (1.3) suivante :
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a

a

O—0@ €

FIGURE 1.1 — Exemple d’un graphe

1.2.2 Parcours dans les graphes non orientés

— Dans un graphe simple G=(X,E), une chaine C est une sequence finie de som-
mets g, T, ..., T, telle que V 0 <i< p, (x;, z,41)€ E; on écrit C=[zox;...xp).

— p=1(C) : longueur de la chaine.

— xp et z, sont les extrémités respectivement initiale et terminale de la chaine C.

— Lorsque 9 = x,, on dit que la chaine est fermée et on I'appelle cycle.

— Une chaine de longueur > 1 dont toutes les arétes (x;, ;1) sont distinctes et
dite simple.

— Une chaine dont tous les sommets x; sont distincts est dite élémentaire.

— Un graphe G est connexe si Vx,y € X, il existe une chaine de x a y.

— Sur ’ensemble X des sommets du graphe simple G, on définit la relation d’équi-
valence suivante : xRy < il existe une chaine de x a y dans G.

— Les graphes simples GG; sont appelés composantes connexes de G.

— Un graphe non connexe peut se décompose en composantes connexe.

— Soient X1, X5, ..., X} les classes d’équivalences de R, pourl< i < k,G; = Gx;

est un sous-graphe de G.

1.2.3 Graphes orientés

Définition 1.2. Un graphe orienté est un systéme formé d’un ensemble fini
de sommets que I'on notera x1,zs,...,x, et d'un ensemble fini d’arcs reliant
dans un ordre bien défini ces sommets, ou un certain nombre d’entre eux noté

Uy, Us, - . ., Up. Un graphe est représenté par le couple G=(X, U), ot :
1. X est 'ensemble des sommets
2. U est ’ensemble des arcs

Dans notre exemple on a :
— L’ensemble des sommets X ={1,2,3,4,5}.
— L’ensemble des arcs U = {Uy , Uy , U3 , Uy , Us , Ug}.
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FIGURE 1.2 — Exemple d’un graphe orienté

— On définit le degré d’un sommet x dans le graphe orienté par d(z) = d*(x) + d~ (z)

— On note d*(z) le degré extérieur du sommet x, ¢’est-a-dire le nombre d’arcs ayant x
comme extrémiteé initiale.

— On note par d~(z) le degré intérieur du sommet x, c¢’est-a-dire le nombre d’arcs ayant

x comme extrémité finale.

Si u=(x,y) € U, alors on dit que x est 'extrémité initiale de u et y I'extrémité finale
de u. On dit aussi que u est un arc de x a y.

— Si u=(x,x), alors u est une boucle en x.

1.2.4 Parcours dans les graphes orientés

— Un chemin de G =(X,E) est une séquence de sommets C=|xq, 21, ..., 2], telle
que pour i= 0,1,...,n-1, on ait (z;, z;41)€ U.

— On dit que z(y est 'extrémité initial, x, est 'extrémité terminale et n la
longueur du chemin C.

— Si xg = x,, on dit que le chemin est fermé et on 'appelle circuit.

— Le chemin C est dit élémentaire si les sommets z; sont distincts.

— Il est dit simple si les arcs u; sont distincts.

Les successeurs et les prédécesseurs

Soit G(X,U) un graphe orienté avec x,y deux sommets de X
L’ensemble des prédécesseurs d’un sommet x se définit par :
I'x)={ye X/ueUoul(u) =yet T(u) =x }
L’ensemble des successeurs d’un sommet x se définit par :
I'(x) ={yeX/ueUouT(u =yetI(u) =x}

P(x) = I*(x) U T~ ()
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1.3 Représentation des graphes

1.3.1 Représentation matricielle d’un graphe

Définition 1.3. La matrice d’adjacence
On peut représenter un graphe orienté par une matrice d’adjacence, associée
au graphe G, il s’agit d’'une matrice carrée n x n.
A :(az])a i,jil,_n, ou
1 st (xi,yj) eU
0 sinon
Définition 1.4. La matrice d’incidences

Cl,ij =

On peut représenter un graphe orienté par une matrice d’incidence (n x m)
ou chaque colonne est associée & un arcs et chaque ligne & un sommet du
graphe G.
M= (mij),O’l) 1:1,_n, Jil, m.
+1 st oz = 1(uy)
mij =< —1 si x; =z, =T(uy)
0 sinon

1.3.2 Représentation par liste d’adjacence

Définition 1.5. Une liste d’adjacence (adjacency list) est une structure de

données dans laquelle on associe a chaque sommet sa liste de voisins.

” ”

Ainsi, on ne stocke que les informations ” utiles ” concernant l’adjacence
dans le graphe, ce qui permet un gain d’espace mémoire non négligeable par
rapport a une représentation par matrice.
En revanche, déterminer si deux sommets sont adjacents requient en général
plus d’opérations avec une liste d’adjacence qu’avec une matrice d’adjacence,
puisqu’il se peut, qu’il faille parcourir la liste entiére des voisins d’un sommet.
1—2—3
2—1—3—4
3—1—2-—5
4 — 2 —5
05— 3 —4

Représentation par listes d’adjacence du graphe de la figure (1.3) suivante :

1

4 5

FI1GURE 1.3 — Un graphe
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Sous-graphes

Définition 1.6. Un graphe G’ =( V’,E’) est un sous-graphe (subgraph) du
graphe G = (V,E) Si V? C Vet E’ C E et toutes les arétes de E’ ont leurs

extrémités dans V', G’ est alors un sur-graphe (supergraph) de G.

1.4 Programmation Linéaire

La programmation linéaire s’intéresse a la maximisation ou & la minimisation
d’une fonction objectif linéaire définie sur un ensemble fini de variables qui
vérifient un nombre fini d’inégalités linéaires.

Forme générale d’un programme linéaire.

mar o miny t_ cjv; =27
Vi=1,...m: Y ajx; <,=ou>1b
ijl,...,n: IJZO

Ou, 7Z est la fonction objectif.

La résolution d’un probléme pratique nécessite les étapes suivantes :

eLa modélisation mathématique du probléme sous forme d’un probléme de
programation linéaire.

eFormulation du probléme.

eResolution du probléme théorique par les algorithmes.

eDetermination de la solution réelle.

eVérification de la validité de la solution.

Définition 1.7.

Un espace est un ensemble muni de structure supplémentaire remarquable,
permettant d’y définir des objets analogues a ceux de la géométrie usuelle, les
éléments peuvent étre appelés suivant le contexte points,vecteurs,fonctions...
Un demi-espace peut se définir de fagon intuitive comme étant 'une des deux

parties de 'espace que 'on aurait partagé avec un plan.

Définition 1.8. Un polyédre P C R™ est 'ensemble de solution d'un sys-
téeme fini d’inégalités linéaires, c’est-a-dire :

P={zeR": Az <b}
Ou A est une matrice m X n, b € R™.
Géométriquement,c’est 'intersection des demi espaces, ou chaque contrainte
est définit dans deux demi espaces. Un polyédre borné est appelé polytope.

En d’autres termes, un polyédre P C R"™ est un polytope s’il existe x! , 22
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€ R", tel que ' < x < 22 pour tout x € P.

Noter que tout polyédre P est convexe, c’est-a-dire si 2! et 2% sont deux points
quelconques de P alors A o' + (1-X)z? est aussi un point de P pour tout 0 <
A<1.

— Le rang de la matrice A sera noté rang (A). La dimension, dim X, d’un
ensemble non-vide X C R" est égale a n-max {rang(A) : A est une matrice
nxn avec Ax =Ay pour tout x,y € X}

Un polyédre PC R"™ est de pleine dimension si dim P =n.

Définition 1.9. Soit P ={z : Az < b} un polyédre non-vide. Si ¢ est un vec-
teur différent de zéro tel que § = mazx{c'x : x € P} est fini, alors {x :c'x =§}
sera un hyperplan support de P. Une face de P est P lui-méme ou 'inter-
section de P avec un hyperplan support de P. Un point x tel que {x} est une

face sera un sommet de P, et aussi une solution de base du systéme Ax <b.

Définition 1.10. Une combinaison linéaire d’éléements de X (D 7 \iz;) est
dite convexe si Y \; = 1 et \; > 0. Notons X = {x|Ax = b,z > 0} , l'en-

semble des solutions réalisables de (P). Cet ensemble est convexe.

Définition 1.11. :

I’ensemble X est appelé un polytope convexe.

* Un polytope borné est un polyédre convexe.

* Un point extréme d’un polytope ou d’un polyédre convexe X, est un point
qui ne peut étre exprimé comme combinaison convexe d’autres points de X.
* On appelle support I'ensemble des indices des composantes non nulles. On

le note sup p.

Définition 1.12. Une application(ou une fonction) « est dite isotone si elle
conserve l'ordre, c’est-a-dire si : x,y € E, x<y = a(z) < a(y)

a(zr),aly) € a(E) C F;

elle est dite antitone si x,y € E, x<y = a(y) < a(z)

a(z),a(y) € a(E) C F.

Une application est dite monotone si elle est isotone ou antitone.

Définition 1.13. Une fonction bimonotone est une fonction a4 deux variables
de signes opposés, croissante sur son axe de coordonnée par rapport a une va-

riable et décroissante par rapport a I’autre variable sur son axe de coordonnée.



Chapitre 1. Concepts fondamentaux de la théorie des graphes et ordresl1

1.5 Systéme de substitution leontief

Dans ce chapitre, on définira un systéme leontief et la matrice leontief utilisés
par Veinott.

Définition 1.14. Une matrice A est dite pré-leontief si au plus elle a un
élément positif dans chaque colonne, le systéme Ax = b, est appelé Systéme
de Subsitution Pré-Leontief(PLSS) si A est Leontief et b un vecteur colonne

positif.

Définition 1.15. A est appelée une matrice de Leontief s’il existe au moins
une solution au (PLSS), lorsque b est strictement positif.
Le systéme est appelé systéme de substitution de Leontief (LSS) si A est

Leontief et b est strictement positif.

1.6 Ensemble ordonné

Définition 1.16. Pour que R soit une relation binaire sur un ensemble X, il

suffit qu’elle vérifier les propriétés suivantes :
1. Reéflexivité :x R x
2. Antisymétrie x Ryety Rx = x =1y.
3. Transitivité :x Ryety Rz = x R z.

— Un ensemble ordonné est un couple P = (X, ) ot X est un ensemble et

R est une relation d’ordre sur X.

L’ordre P est dit total s’il est tel que, pour tous x, y € X, x || y implique y
Jx et 'ensemble ordonné P = (X, R) est alors appelé ensemble totalement

ordonné.

— Quand une paire x, y d’élément vérifie x R y ot y R x (ou les deux), on
dit que x et y sont comparables

— Dans le cas contraire, sont dits incomparables.

Remarque 1.1. Dans la suite, nous préférerons la notation < a celle de R

pour désigner une relation d’ordre, et x < y signifiera que x < y avec x # y.
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En outre, si x < y et qu’il n’existe aucun élément z verifiant x < z < y, on
dit que y couvre x et I’'on note x < y.
La relation < associée a une relation d’ordre est appelée relation de couver-

ture.

— Soient P = (X,<) un ensemble ordonné et Y une partie de X. La restriction
de lordre (<) a la partie Y est un ordre, noté <y et appelé un sous-ordre

de (<). On dit alors que Q = (Y,<y ) est un sous-ensemble ordonné de P.

— Soit Q un sous-ensemble ordonné d’un ensemble ordonné P. Si Q est tota-

lement ordonné, on dit que Q est une chaine de P.

— On note zyp < 1 < ... < x, une chaine de P ou, simplement,zox;...z),
I'éléement z( est I'origine de la chaine, x, son extremité, et sa longueur vaut

le nombre de ses éléments moins un (donc p pour la chaine o < z; < ... <

).

Définition 1.17. Une chaine Q = z, x1, ..., 7, de P est dite couvrante si elle

vérifie vy < 21 < ... < x, avec p supérieur ou égal a 1.

Définition 1.18. On appelle antichaine d’'un ensemble ordonné P tout sous-

ensemble ordonnés de P dans lequel deux éléments (distincts) sont toujours

incomparables vis-a-vis de <.

— La réduction transitive du graphe associé a P est appelée graphe de cou-
verture de P ou diagramme de Hasse.

— Elle a pour longueur le nombre de ses éléments.

— La hauteur de P est la quantité h(P) =d(P)-1, c’est la longueur d’une
chaine de cardinal maximum.

— La largeur de P est cardinal maximum d’une antichaine; On la note
W(P).

- Q =(X, <,) est une extension de P =(X, <,)six <, y
= x <, y pour tout x,y de X.

Définition 1.19.
Un ordre total L =(X,<y, ) est une extension linéaire d’un ordre P =(X,<,)
si L est une extension de P.

On note alors L(p) 'ensemble des extensions linéaires de 'ordre P.

Définition 1.20.
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On dit qu’un ordre Q =(Y,<,) est un sous ordre de P si et seulement si Y

C X et pour tout x,y de Y, x <, y si et seulement si x <, y.

Définition 1.21.

Un Idéal I d’un ordre P, est une partie héréditaire inférieure, i.e. I C X
tel que six € Tet y € X vérifient y <, x, alorsy € L.

On note par I(P) 'ensemble des idéaux de p.

Un Idéal est dit principal s’il existe un élément a € X tel que

I ={z € X/x <, a}, on note alors I =] a.

Définition 1.22.
Les notations de filtre et de filtre principal ou partie héréditaire supé-

rieure peuvent se définir dualement.

Définition 1.23. Considérons un ordre P =(X, <) :
Un élément x de X est dit borne supérieure de y et z si les deux propriétés
suivantes sont vérifiées :

Ly, xetz <, x.

2. Pour t € X, tel que y<, t et z<,t alors x <, t.

La condition 2 exprime 'unicité de la borne supérieure, on la note x V y ou
sup ( x,y).
Un élément x de X est dit borne inférieure de y et z si les deux propriétés
suivantes sont vérifies :

ILL.x<yetx <,z

2. Pour tout t € X, tel que t <, y et t <, z alors t<,, x.

3. La condition 2 exprime 'unicité de la borne inférieure, on la note x A y

ou inf (x,y).



Chapitre 2

Treillis ; Ensembles et polyédres
des sous treillis

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’introduire les éléments de base de la théorie des
treillis dans le cas fini.

En donnant quelques définitions des ensembles et particuliérement des poly-
édres sous treillis, d’ensembles incrémentés et desincrémentés par rapport a

une variable qui seront utiles dans les chapitres suivants :

2.2 Treillis ordinal et treillis algébrique

On trouve dans la littérature deux définitions d’un treillis : une définition
algébrique et une définition ordinale. Ces définitions introduisent la notion
de borne supérieure (ou supremum) et de borne inférieure (ou infimum) :
alors qu’il s’agit d’opérateurs binaires dans la définition algébrique, ce sont

des éléments particuliers dans la définition ordinale.
Définition 2.1.

— la borne inférieure de x et y, notée x A y, est I'unique élément maximal
(plus grand élément) de I’ensemble des prédécesseurs (ou minorants) de x
et y (ensemble des éléments z € S tels que z < x et z < y).

— la borne supérieure de x et y, notée x V y, est I'unique élément minimal
(i.e. plus petit élément) de I’ensemble des successeurs (ou majorants) de x

et y (ensemble des éléments z € S tels que z > x et z > y).

14
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Définition 2.2. (Défnition algébrique)
Un treillis ou encore une algébre de treillis est un triplet L = (S; A; V) ou A
et V sont deux opérateurs binaires sur I’ensemble S qui vérifient les propriétés

suivantes :

1. L’idempotence :

xVX =X. oU XAX = X.

2. La commutativité :
xVy = yVX. ou XAy —y/AX.
3. L’associativité :
xV(yVvz) —(xVy)Vz.
xA(yAz) =(xAy)Az.
4. L’absorption :
xV(xAy) =x. ou XA(xVy) =x.

5. Et une relation d’ordre < telle que :

x<y & xVy =y& XAy=X.

Définition 2.3. (Défnition ordinal)

Un treillis est une paire L =(S; <) ou :

< est une relation d’ordre sur ’ensemble S, i.e. une relation binaire pour
toute paire d’éléments x,y de S admet a la fois une borne inférieure et une

borne supérieure.

Définition 2.4.
Un ordre partiel P =(X,<,) non vide est dit treillis si pour tout couple d’élé-
ments X et y de X, la borne supérieure x V y et la borne inférieure x A y

existent dans P.

2.2.1 Treillis complet

Un treillis est dit complet lorsque tout sous ensemble d’éléments ( quelque
soit son cardinal) admet une borne supérieure et une borne inférieure.
Lorsque le treillis est fini ou complet, on peut étendre ces notions de bornes
supérieures ou inférieures aux sous ensembles de cardinal quelconque.

Ainsi, les notations suivantes : VY et AY représentent les bornes d’un en-
semble Y C X.
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FIGURE 2.1 — Exemple d’un treillis

Sup et inf-demi-treillis

Un ordre partiel P =(X,<,) non vide est dit Sup-demi-treillis si pour tout
couple d’éléments x et y de X, la borne supérieure x V y existe.

Un ordre partiel P =(X, <,) non vide est dit Inf-demi-treillis si pour tout
couple d’éléments x et y de X, la borne inférieure x A y existe.

Un treillis est un sup-demi-treillis ayant un seul élément minimal.

Un treillis est un inf-demi-treillis ayant un seul élément maximal.

Un treillis est un ensemble partiellement ordonné qui a la fois un inf-demi-

treillis et sup-demi-treillis.

Sous-treillis

Si T=(X, <7 ) est un treillis, alors L= (Y, <;) avec YCX est appelé sous-
treillis engendré par Y si et seulement si pour tout x,y de Y x Vp y et x Ap
y appartiennent a Y.

Soient x et y de X, tel que x <7y, le sous treillis engendré par t € T tel que
t <y ett > x est appelé Intervalle et sera noté [x,y|T.

Remarque 2.1.

Notons que le dual d'un treillis est aussi un treillis.

Tout treillis sur un ensemble fini est un treillis complet.
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Les éléments remarquables

Elément nul et élément universel
On notera L. = A X son élément minimum ,appelée élément nul; et T = V

X son élément maximum, appelé aussi élément universel.

Elément irréductible

Un élément x d’un treillis T est appelle sup-irréductible si a V b = x
implique a = x ou b = x, ou encore x ne peut s’écrire comme le supremum
de deux éléments.

Un élément x est un sup-irréductible si et seulement si il couvre un seul
élément dans le graphe de couverture associe a T.

Un élément x d’un treillis T est appelé inf-irréductible si aAb — x implique
a=x ou b=x, ou encore X ne peut s’écrire comme 'infimum de deux éléments.
Un élément x est inf-irréductible si et seulement si il est couvert par un seul
élément dans le graphe de couverture associé a T.

L’ensemble des éléments sup-irréductible est noté par J(T).

L’ensemble des éléments inf-irréductible est noté par M(T).

Ces éléments irréductibles jouent un role essentiel dans la structure des

treillis.

2.3 Propriétés algébrique d’un treillis

Précédemment, on avait donc définit le treillis en général d’une maniére en-
sembliste, sachant, qu’il existe une définition purement algébrique contenant
quelques propriétés trés importantes qu’on définira et qu’on démontrera par

la suite :

Théoréme 2.1.

Un treillis T est un ensemble ordonné tel que pour tout couple d’éléments x
et y il existe un plus petit majorant noté (z \V y) et un plus grand minorant
noté (A y). SiV,y,z € T alors les opération V' et \ possédent les propriétés
algébriques suivantes : 'idempotence, la commutativité, ’associativité

et ’absorption.
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Démonstration.

Soient x, y,z € T

1. Idempotence :
XVX=X=XAX
Cette propriété découle de la définition de la relation d’ordre, le plus petit
des majorants (ppM) de x est x et le plus grand des minorants (pGm)

de x est x.

2. Commutativité :
XVy=yVxetx Ny =y AX
Par hypothése xVy est le plus petit des majorants (ppM) du sous-ensemble
(x, y) et xAy est le plus petit des majorants (ppM) du sous-ensemble (y,
x) or ces deux ensembles sont identiques comme ayant les mémes élé-

ments.

3. Associativité :
xV (yVz) =(xVy)Vzetx A(y ANz) = (xAy) Az

Cette démonstration est analogue a la précédente.

4. Absorption :
xV(XAy)=xetxA(xVy)=x
La relation d’ordre étant réflexive, on aura x < x, de plus xAy étant le
(pGm), on peut écrire (xAy) < x; ceci prouve que x est un majorant de
I'ensemble (x, x A y), par ailleurs si z est un majorant de (x, XAy) on a
nécessairement x < z. Il résulte de tout ceci que x est le (ppM) de (x,
x Ay) c’est ‘a dire x V (x A y) = x. Le théoréme précédent admet une

importante réciproque.

Dans la partie qui suit, on donne quelques définitions des ensembles et parti-
culiérement pour les polyédres sous treillis, pour leurs utilité dans le chapitre

qui suit :
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2.4 Ensembles et polyédre sous-treillis dans R"

2.4.1 La relation de dominance dans R" :

On definit la relation de dominance dans un ensemble E C R" par :

— On dit que : pour x,y € E x domine y dans E siy < x

— On dit que : pour x,y € E x est dominé par y dans E ssix <y

— On dit que : pour x,y € E x est le point dominant dans E, siVy € E;y <
X;

— On dit que : pour X,y € E x est le point dominé dans E, siVy € E;x <.

Ensemble inf-demi-treillis

Un ensemble ordonné E non-vide est un ensemble inf demi treillis si : 3 m,
x € E;m <x,Vx € E; oum est la borne inférieure.

Et autrement dit, x A m = m pour tout x € E.

Ensemble sup-demi-treillis :

Un ensemble ordonné E non-vide est dit sup-demi-treillis si 4 M, V x € E,
x<M,VxeE;xVM=M; M est la borne supérieure.
oux VM =M.

Remarque 2.2.

1. Si E est a la fois inf et sup-demi-treillis alors E est un sous-treillis.

2. M, m sont les deux éléments, respectivement dominé strict et dominant

strict dans D.

3. Dans ce qui suit, nous nous intéressrons aux polyédres, qui sont utilisés
par Veinott pour la représentation de ces derniers, pour le cas particulier

des systémes de substitution pré-leontief

2.4.2 Polyédre inf-demi-treillis

Un polyédre D, est un ensemble ordonné non-vide est dit inf demi treillis si :

dm,x € E,m <x,Vx € E;oum est la borne inférieure.

2.4.3 Polyédre sup-demi-treillis :

Un polyédre D, non-vide est dit sup-demi-treillis si 3 M, V x € E, x < M,
Vxe E;xVM=M;M est la borne supérieure.
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2.4.4 Polyédre sous-treillis

Un polyédre D, non vide est dite sous-treillis si : 3 m,M € D, pour lequels
VxeD;m<x <M.

Remarque 2.3.

— Si D est a la fois inf et sup-demi-treillis alors D est un sous-treillis.
— M, m sont les deux éléments, resp. dominé strict et dominant strict dans
D.

2.4.5 Ensemble i-desincrémenté :

Soit S = X S, un produit des ensembles ordonnées Si, K € N. Un sous
ensemble L de S est appelé i-décroissant (i-desincrémenté) si i € N et pour
chaque r =(ry) € Let s = (s;) € Savecr > s (resp, r < s) et 7,=s; on a s€
L. et pour chaque i€N fixé, 'ensemble de i-desincrémenté de S est un sous-
ensembles ; chaque sous ensemble L. de S a un enveloppant i-desincrémenté
noté Lf . Il est facile & avoir que, pour chaque i, les deux envloppant i-
desincrementé et de L ont de représentations utiles comme les projections
II,K de sous ensembles K de L x S sur S.

LY =T {(r,s) eL x S:r>s, 1 — s;}

2.4.6 Ensemble i-incrementé :

Soit S = X S, un produit des ensembles ordonnées Sy, K € N. Un sous
ensemble L de S est appelé i-croissant (i-incrémenté) sii € N et pour chaque
r=(ry) € Lets=(s;) € Savecr <setr;=s; onas € L, et pour chaque
i € N fixé, I'ensemble de i-incrémenté de S est un sous-ensembles, chaque
sous ensemble L de S & un enevloppant i-incrémenté noté L]). Tl est facile a
avoir que, pour chaque i, les envloppants i- incrémenté de L ont de représen-

tations utiles comme les projections II;K de sous ensembles K de L x S sur S.

LI =11 {(r,s) e L x S:r<s, r; = s;}
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FIGURE 2.2 — exemple d’un ensemble désincrémenté

2.4.7 Ensembles bimonotones

Pour un ensemble ordonné S et x€ S, définissons [z, +00) = {y,z < y,y € S}
et <_OO7‘Z‘] = {yvy < T,y € S}

Si S; et Sy sont des ensembles ordonnés, . C 57 x Sy et leurs [x1,00) X
(—o0, 3] C L pour tout (xy,x2 € L)ou(—00,x1] X [£2,00) C L pour tout
(x1,22) € L, alors L est bimonotone. Si S et Sy sont des chaines alors un sous
ensemble bimonotone de Sy X S est clairement un sous-treillis . Mais un sous
ensemble bimonotone d’un produit de deux treillis n’est pas nécessairement
un sous- treillis . Si 57 x Sy, alors I génére deux envloppants bimonotones,
Hi(L) = Ugep|z1,00] X (—00, 2] et Hy(L) = Uyer(—00, 21] X [x2, 00] qui sont

les plus petit ensembles bimonotone contenant L.

Dans un sous ensemble bimonotone d’un produit de deux chaines est un sous-
treillis, envloppant bimonotone de chaque sous ensemble d’un tel produit doit

etre des sous treillis.
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FIGURE 2.3 — exemple d’un ensemble incrémenté
Remarque 2.4.

— Si 57 et Sy sont des chaines alors un sous ensemble bimonotone de S; X Ss
est clairement un sous-treillis.

— Un sous ensemble bimonotone d’un produit de deux treillis n’est pas né-
cessairement un sous treillis.

— Si 51 x5,, alors L génére deux enveloppes bimonotones, Hy(L) = Uzer[x1, 00] X
(—00, o] et Ho(L) = Ugper(—00,x1] X [z2,00] qui sont les plus petit en-

sembles bimonotone contenant L.
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2.4.8 Ensemble sous treillis :

Soit S = Xy S, un produit des ensembles ordonnées S, K € N. Un sous
ensemble L et S est appelé i-décroissant (resp, i-croissant) (i-desincrimenté
(i-incrémenté)) sii € N et pour chaque r = (1) € L et s = (s;) € S avec 1 >
s (resp, r <s) et r; = s; on as € L. et pour chaque i € N fixé, I'ensemble de
i-desincrementé (resp, i-incrémenté) de S est un sous-ensembles, chaque sous-
ensemble L de S a un envloppant i-desincrementé (resp, incrémenté ) noté
Lf (resp, LZT ). Il est facile a avoir que, pour chaque i, les deux envloppants
i-desincrementé et i- incrémenté de L ont de représentations utiles comme les

projections II; K de sous-ensembles K de L x S sur S, (reste a avoir)

LY =T{(r,s) eL x S:r>s, 1 = s;}
et

LT =T, {(r,s) eL x S:r<s, 1 = s;}

Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné des définitions des treillis, ensembles et polyédres
sous treillis et ensemble incrémenté et désincrémenté introduit par Topkis |[La
structure des sous treillis d’un produit de n treillis] et Veinott [5]; pour leur

représentation qu’on va etudier dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

La structure des sous-treillis
généraux et polyédraux des n
treillis des produit d’espace et
leurs représentations

3.1 Introduction :

Ce chapitre est consacré pour I'étude de la structure des sous- treillis d’un
produit de n treillis. 11 est démontré par Topkis dans Darticle [4] que les
sous-treillis généraux peuvent étre représentés en termes de quelques autres
sous-treillis qui sont assez simple & conceptualiser et a caractériser, et a étu-
dier la representation des sous-treillis polyédraux et généraux donnée par
Veinott dans 'article (Représentation des sous-treillis polyédraux des pro-
duits d’espaces)|5].

Dans le premiér temps, Topkis a montré qu'un treillis peut étre decomposé

en terme de n(n-1)/ 2 sous treillis d'un produit de deux treillis.

3.2 La structure d’un sous-treillis

La structure d’un sous-treillis : SiS = x| S; et L = {x = (21, ..., x,) ;(x 7, 1)
€ T et x € S} ou T est un sous-ensemble de S; x Sk pour deux indices dis-
tincts J et k, alors L est un sous ensemble de deux variables (de couple) de S
et T est le Jk-générateur de L. Si S;,...,5,, sont des treillis et T est le généra-
teur d’un sous ensemble de deux variables L(de couple) de S=x7_,.S; alors L

est un sous-treillis de S ssi T est un sous-treillis de S; x S}.

24



Chapitre 3. La structure des sous treillis d’un produit de n treillis 25

Théoréme 3.1.
Sv S1,...,5k sont des treillis, n > 1 et S = x7_,S;, alors l'ensemble L est
un sous-treillis de S ssi il est Uintersection de n(n-1)/2 sous-treillis de deux

variables de S.

Preuve.
La condition suffisante est immeédiate car I'intérsection des sous-treillis est un
sous-treillis non-vide de S. Pour 1< J <n, 1<k <mn, et J# k.

Ti={(zs,xr) : il existe y=(y1,...,yn) € L avec y; = x; et yp= xx} Ly
—={x :(zs,z1) € Tyi, x € S};
Il a été noté que T est un sous-treillis de S; x S; parce que L est un sous-
treillis de S, d’ou L est un sous-treillis de deux variables .
Si x=(21,...,x,) € L alors (x;,z;) € Ty et donc x € Ly pour chaque J#k.
Cependant,
(1)
LC M Lok
Maintenant il a été pris x € ﬂ#k Lj. Pour chaque J#k, x€ Ly comme
(ry,71) € Ty et ainsi, il existe y/* € L avec y’* = ;. Pour chaque
1 < J < n,soit y' = Apeyy’®.

Il a été noté que yJ = x5 parce que y3° = x; pour tout k#£J, et y* < x parce
que y; < y* =z} pour tout k£J. Ainsi y/ € L et puis chaque y** € L et L
est un sous-treillis de S. Mais x:\/;?zlyi € L parce que L est un sous-treillis.
Donc
2)

L2 (e L
de (1) et (2) et Ljx = Ly, donc

L:m1§J<k§n Ly
Le héoréme 1 montre qu’'un sous-treillis d’un produit de n treillis peut étre

complétement caractérisé en termes de sous-treillis de produit de deux treillis
. On va explorer et caractériser la structure de sous-treillis d’'un produit de

deux treillis.

Le lemme 1 montre que les enveloppes bimonotones d’un sous treillis de pro-

duit de deux treillis sont des sous treillis.
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Lemme 3.1.
SiS1 et Sy sont des treillis et L un sous-treillis de Sy x Sy alors les enveloppes

bimonotones de L sont des sous-treillis.

Preuve.

Il a été montré que H;(L) est un sous-treillis la preuve pour Hy(L) s’ensuit
symétriquement, o de facon symétrique.

choisir (x1,25) € Hi(L) et (y1,y2) € Hy(L). Alors il existe (T1,T2) € L et
(U1,Uy) € L avec Ty < x1,x9 < T, Uy < Y1, et yo < yy.Parce que L est un
sous-treillis de S X So, (T1 ATy, T2 ATYy) € Let (T VT, T2 VTY,y) € L. Alors
(@1, 22) A (Y1, y2)=(21 A Y1, @2 Ay2) € [T1 ATy, 00) X (=00, T2 AT,] C© Hi(L) et
(21, 22) V (y1,92) = (21 V Y1, 22 V y2) € [T1 VT, 00) X (=00, T2 Vo] © Hi(L).

Donc H;(L) est un sous-treillis.

SiL C x?,S;alors lasectionde Lax; € Sjest L7 (2;)={(@1, e, Tj1, Tji41, vy Tp) :
(X1, .0y Tj1, 25, Tj41, ..., T,) € L} et la projection de L sur S; est II;L =
{z;, L/ (x;) est non vide }. Si Sy, ..., S, sont des treillis et L un sous-treillis
de x_S;, alors chaque section L7(z;) est un sous-treillis de x,.;S; et la

projection II;L est un sous-treillis de S; pour tout j.

Théoréme précédent montre qu’un sous-treillis d’un produit de deux treillis
peut étre représenté comme une intersection de leurs enveloppes bimonotone

et le produit de leurs deux projections.

Le lemme 2 fournit un résultat intermédiaire nécessaire pour établir le théo-
réme 2 et montre une caractéristique simple des sections d’un produit de
deux treillis. Le corollaire 1 , est une conséquence directe du lemme 2, montre
qu'une section contenant ces infimum et supremum est simplement I'intersec-

tion appropriée et un intervalle.

Lemme 3.2.
SiSy et Sy sont des treillis, L un sous-treillis de Sy X Sy, 1 € S1,as € L' (),
et by € L' (1) alors TI,L N [ag, be] € L'(xy).
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Preuve.

soit @y € IloL N [ag, by|. Puisque xq € TI5L, il existe y; € Sy avec (yp, x2) € L.
Parce que ay < x9 et L est un treillis, (x1 V y1,22) = (21,a2) V (y1,22) € L.
Puisque x5 < by et L est un treillis, (z1,22) = (21 V y1,22) A (21,b2) € L.
Donc x5 € L'(x1) et comme T, L N [ag, bs] C L (zy).

Corollaire 3.1.
Si Sy et Sy sont des treillis, L est un sous-treillis de Sy X Sy, x1 € Sy, et L (xy)

contient son infimum ay et son supremum by, alors

LY(zy) = I, L N [ag, ba].
Théoréme 3.2.
S1 S1 et Sy sont des treillis et L est un sous-treillis de S1 X Ss, alors L est
lintérsection de leurs deux enveloppes bimonotones et le produit de leurs deux

projections.

Preuve.

Clairement L C Hy(L) N Ho(L) N{II1 L x IIsL}. Pour chaque T € Hy(L) et
T € Ho(L),ilexistey € Letw € Ltelsque y; < 71,72 < 2,71 < wietws < Ty
puisque L est un sous-treillis, (y;,ws) =y Aw € L et (wy,y2) € yVw € L.
Donc wy € LY(y1) et yo € L'(y1) comme par le lemme 2, Ty L N [ws, 2] C
L'(y;) et en outre Ty € L'(y1) et (y1,T2) € L. Ainsi, y; € L*(ws) et
wy; € L?*(wy) comme dans le théoréme 2, 1L N [y, w;] € L*(ws) et en

outre T; € L*(wy) et (T1,wq) € L.

Puisque L est un sous-treillis T = (y1, T2) V (21, ws) € L, et comme L=H;(L)N
Hy(L) N {4 (L) x My(L)}.

D’aprés le lemme 1 les enveloppes bimonotones sont des sous-treillis. La ré-
ciproque est immédiate ou les enveloppes bimonotones sont des sous-treillis,
mais I'exemple précédent du lemme 1 contredit généralement cette implica-

tion inverse (o cette réciprocité).

Si Sy, ..., Sk sont des ensembles ordonnés, S=x7_,.S;, L est un sous ensemble
bivariable (de deux variables) de S, T est le jk-générateur de L, et T est
bimonotone, alors L est bimonotone.

Ce qui suit est immeédiat du théoréme 2 et lemme 1.

Corollaire 3.2.
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Si Sy, ..., Sy sont des treillis, S = xI'_1S;, et L est un sous-treillis bivariable(de
deuz variable) de S, alors L est l'intersection de deux sous-treillis bimonotone
et x 1L;L.

Il a été noté que le corollaire 2, II;L = S; pour au moins (n-2)d’indices i.

Le résultat du théoréme 3 est obtenu en appliquant le corollaire 2 au théo-

réme 1.

Théoréme 3.3.
Sv 51, ..., Sy, sont des treillis et S = x}_,S; alors un ensemble L est un sous-

treillis ssi il est Uintérsection de n(n-1) sous treillis bimonotones de S de
i  IIL.

3.3 Représentation des demi-sous-treillis

Soit S = X S, un produit des ensembles ordonnés S, K € N. Un sous
ensemble L de S est appelé i-décroissant (resp, i-croissant) (i-desincrémenté
(i-incrémenté)) si i € N et pour chaque r =(r) € L et s = (s) € S avec r
> s (resp, r < s) et 7;=s; on a s € L. et pour chaque i € N fixé, I'ensemble
de i-desincrémenté (resp, i-incrémenté) de S est un sous-ensembles, chaque
sous-ensemble L de S a une enveloppe i-desincrémentée (resp, incrémentée )
noté L} (resp, L ).

Il est facile & avoir que, pour chaque i, les deux envloppes i-desincrémenté et
i- incrémenté de L ont de représentations utiles comme les projections I, K

de sous-ensembles K de L x S sur S,

LY =T, {(r,s) eL x S:r>s, 1 — 5;}
(1)
et
LI =T {(r,s) e L x S:r<s, r; = s;}
(2)
Théoréme 3.4.
(Représentation de sous-demi-treillis des produits des chaines) Les propriétés
sutvantes d’un sous ensemble L d’un produit fini* S = xn Sk des chaines

sont équivalentes :

(a) L est un inf (resp, sup) sous-treillis de S.

(b) L est Uintersection de ses |N| i- desincrémenté (resp, i-incrémenté) env-
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loppant pour tout © € N.
(c) L est Uintersection de sous-ensembles i-desincrémenté (resp, i-incrémenté)
de S pour tout © € N.

4. Si N est infini, les implications (b) = (¢)=-(a) et leurs preuves restent néan-
moins valides. L'implication (a)=(b) et sa preuve reste valide si L. est condi-
tionnellement inf (resp, sup) sous complet, c-a-d pour chaque sous-ensemble
K non-vide de L, est borné majoré (resp, minoré) dans S, A K(resp, V K)
existe dans S et il est dans L.

La représentation de inf (resp, sup) sous-treillis dans le théoréme 1, (a)=-(b)
et sa preuve reste valide sous la faible hypothése que les Sk sont inf (resp,
sup) sous-treillis car la classe des inf (resp, sup) sous-treillis est fermées sous

les projections.

S
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FIGURE 3.1 — Représentation d’un inf-sous-ttreillis . d’un produit de deux chaines

Preuve.

Par dualité, il suffit de prouver le résultat sans parenthéses.

(a) = (b) : D’aprés Ly est un envloppe de L, L. € )y L} . Sis € Ny L}, il
existe r* € L avec r* > s et 7} = s; pour tout i € N.

Donc s = Ay r* € L car L est inf-sous-treillis de S.

(b) = (c) : Les treillis desincrémenté (décroissant) de L sont des i-sous-

ensemble desincrémenté(décroissants) de S pour tout i € N.
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(c) = (a) : Puisque les intersections des inf-sous treillis sont des inf-sous
treillis , il suffit de montrer que chaque i-sous ensemble décroissant (desin-
crémenté) L de S est un inf-sous-treillis. A cette fin, supposons r,s € L. Nous
pouvons supposer que r; < s; puisque S est une chaine. Alorsr A s € S, rA s
<ret (rAs)i =r;. Ainsi parce que L est i-desincrémenté (décroissant), r A
s € L.

Les envloppes 1- et 2- desincrémenté(décroissant) Lt et L} respectivement
d’un inf-sous-treillis L. d’un produit S = 57 X S5 de deux chaines sont illustrés

dans . Observons que le théoréme 1 affirme, L = Lt () L3.

3.3.1 Représentation de sous-demi-treillis enveloppant
des sous-ensemble de produits finis de chaines

Pour chaque sous-ensemble L d'un produit S de |N|-chaine avec |N| est fini,
soit L™ (resp, (L") le inf-sous-treillis (resp, sup-sous-treillis)

enveloppant de L : bien sur L" (resp, (L") est ’ensemble de tout les inf (resp,
sup) finis des éléments de L. Le résultat suivant exprime a la fois A et V des
sous-treillis enveloppant de L en terme de leurs i-décroissant (desincrémenté)

et i-croissant (incrémenté) enveloppant.

Corollaire 3.3. (Représentation des sous-treillis enveloppant des sous-ensemble
des produits finis de chaines)

Si S est un sous-ensemble d’un produit fini

S = Xy Sk de chaines, alors le inf-sous-treillis (resp, sup-sous-treillis) de
L est Uintersection de leurs i-décroissant enveloppes (resp, i-croissant) pour
tout © € N.

Preuve.

Par dualité, il suffit juste le résultat sans parenthéses. D’aprés le théoréme 1
de représentation des sous-demi-treillis, () Lf C ﬂN(L/\)f = LN Cxn Lj est

donc , I'inégalité est vérifiée dans N.

3.3.2 La Représentation irréductible de sous-demi-treillis

Nous étendrons maintenant le théoréme 1 de représentation des sous-demi-
treillis par le développement des représentations irréductibles et la

caractérisation de ces éléments. Afin de fournir la finitude et la redondance
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(fini) de la représentation. La clé pour le développement de la représentation
irréductible des sous-demi-treillis est d’observer en premier temps que L est
i-desincrémenté (décroissant) ssi son complement L¢ est i-incrémenté (crois-
sant). Et donc, le théoréme 1 impliquet que inf (resp, sup) sous-treillis des
produits finis de chaines ont des représentations dans inf (resp, sup) sous-
treillis dont les

complements sont des sup (resp, inf) sous-treillis.

Théoréme 3.5. (Représentation irréductible des sous-demi-treillis des pro-
duits finis des chaines).

Chaque inf (resp, sup) sous-treillis d’un produit fini S = Sy x Sk de chaines
a une représentation comme une intersection des ensembles, chacun d’eux
est le complement d’un i-croissant (resp, i-décroissant) enveloppant d’un en-
semble singleton S de i € N et s € § est irréductible, et ¢a ssi pour s =V S
(resp, s = N S) ot S; #V S; (resp, S; # AS;)

Preuve.

Par dualité, il suffit de montrer le résultat pour le inf-sous-treillis L de S.
Nous exigeons d’abord pour chaque s € S \ L, il existe un i € N tel que
{s}] C S\ Letsoits=VSois; #VS;, pour voir plus clair se référe au
théoréme qui traite la représentation de sous-demi-treillis sachant qu’il existe
un J € N tel que s > L. Puisque Lﬁ est J-décroissant, Lﬁc est J-croissant,
comme {S}T] C Lff C S\ Lsis=VSous; # S, lexigence est prouvée
en mettant J = i. Dans le cas contraire, s; = V.5 et il existe i£J tel que
si # VS, alors {s}] C {s}j C S\ L. L’exigence établie.

Il reste a justifier la caractéristique exigée d’irréductible {s}jc, si s=V.5, alors
{s}1°=8 \{V.S} est trivialement irréductible, si s; # VS;, alors {s}1° est ainsi
irréductible. Pour montrer ca, il suffit de montrer que chaque inf-sous-treillis
P D {s}I° ainsi contient s {s}1°.

Maintenant, il existe un re P\ {s}!¢, comme r; = s; et r>s. Choisir t€S tel
que s; < t;, qui est possible parce que s; # V.S; et t; = S, pour J#i. Alors t
€ {s}zTC C P et comme s = rAt € P. Si s; = V.S, et s; # V.S; pour J#i, alors
{5} est réductible.

Pour choisir r € S de sorte que s; < ry, dont est possible car s; # V.S, et
i, = s pour k# J. Alors P = {S}°U {r} et Q = {s}]°U {s} sont inf-sous-
treillis de S qui sont distincts de {s} et {s}]°= PN Q.
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Nous remarquons que V.S; (resp, AS;) nexiste pas, alors {s}1° (resp, {s}7°)
est inf (resp, sup) sous-treillis irréductible pour chaque s € S puisque c’est
trivialement s; # V.S; (resp, s; # AS;).

52
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FIGURE 3.2 — Element d’une représentation irréductible d’'un sous-treillis L d’un
produit de deux chaines

Dans la figure précedente, Nous illustrons un élément de la représentation
irréductible du théoréme precédent pour le inf sous-treillis . d’un produit

S — 57 x S5 de deux chaines données en figure 1. Notons que I-incrémenté
enveloppant (I-croissant) {s}} de I'élement s € S\ L donné il est contenu
dans S\L, comme le complement de {s}} contient L mais ne contient pas s et

comme il sépare L de s. En revanche, le complement se {s}} ne contient pas L.

Il a observer que le théoréme précedent assure que chaque inf-sous-treillis
S peut étre exprimé comme une intersection des ensembles, dont chacun est

un ensemble de r € S qui ne satisfait pas a la fois les deux inégalités suivantes :

r>s et r<s;

(3)
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pour s € S fixé et i € N une formulation équivalente est que r satisfait au

moins une des |N|+1 (stricte) inégalités :

ry<sy pourJ €N ou r;>s;.
formulations analogues pour sup-sous-treillis peut étre trouver en inversant

a la fois ces inégalités.

En d’autre terme, le théoréme precédent implique que chaque inf (resp, sup)
sous-treillis d’un produit fini des chaines a une représentation irréductible
de coordonnées libre comme une intersection des ensembles de DU I¢ ou D
est I'idéal dual principal (resp, dual principal) et I est un idéal primal (resp,

idalprincipal ).

3.4 Représentation et reconnaissance des sous-
demi-treillis polyédraux

Par la suite, nous appliquons le théoréme precédent des sous-treillis pour
donner des représentations irréductibles des éléments polyédraux d’un treillis

de inf (resp, sup) demi-treillis convexe fermé de R"™.

Théoréme 3.6. (Les représentations irréductibles des sous-demi treillis po-
lyédrauz comme polyédre de substitution de pré-leontief dual)

Les points suivants sont équivalents :

(a) L est inf (resp, sup) sous-treillis polyédral de R

(b) L = { s€ R",As < b } Pour une matrice (Ab) avec -A (resp A) ayant
une transposée pré-leontief.

(c) L est Uintersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés, chaqu’un
d’euz est un élément irréductible d’un treillis d’un inf (resp, sup) sous-treillis

convexe fermé de R".

Preuve.

Par dualité, il suffit de montrer le résultat suivant

(a) = (c), puisque L est un polyédre, il s’ensuit de (1) que Lj est la pro-

jection d’un ensemble polyédral et donc lui méme polyédral. Donc, il existe
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une matrice (A’b’) avec L} est i-desincrémenté, chaque colonne de A’, sauf
i€ est positif. maintenant, soit A = (A;) et b = (b;). Par le théoréme(1) des
représentations des sous-demi-treillis, L=N7L*—{s€ R" : As < b} et -A a

une transposée pré-leontief.

(b)=(c) : soit (ay by) noté la j™ ligne de (A b) et faire H;={ s€ R": a;s <
bs}. de(2), il existe un i, dépendant de J, tel que chaque élément de a;, sauf
i est non négatif. Donc, H; est i-desincrémenté et ainsi par le théoréme (1),
est un inf-sous treillis de R™. Autrement, le demi espace H; est ainsi irréduc-
tible, puisque c’est les espaces fermés dans le treillis des sous-ensembles de

R™. Donc, puisque L=N;H; (c) vérifié.

(c)=(a)(un nombre fini) d’intersection de sous-treillis polyédraux sont des
inf-sous-treillis polyédraux.

Un devoir de souligner que le théoréme 3 n’affirme pas que chaque demi-
espace dans chaque représentation irréductible non redondante d’un inf(resp,
sup) sous-treillis, mais il y’a d’autre représentations simples (simplement re-
présentées)

10-Ailleurs, nous établissons des représentations similaires (mais dénombrables)
pour éléments arbitraires des treillis des inf-sous-treillis convexe fermé, sup-

sous-treillis, et sous-treillis .

La preuve du théoréme precédent suggére une méthode constructive pour
trouver une représentation finie d’un inf(resp, sup) sous-treillis L polyédral
dont des demi-espaces fermés, dans chacun est un inf (resp, sup) sous-treillis.
La méthode consiste a utiliser (1) (resp, (2)) pour calculer la projection
Lf(resp7 LZT) dite, la procédure d’élimination Fourier-Motzkin. Comme la
preuve que (a) implique (b) du théoréme(3), montre, ce qui produit la re-
présentation dessirées de L comme un systéme de substitution pré-leontief
dual comme on peut le voir a partir de I'’exemple ci-dessus, la représenta-
tion donnée dans le théoréme (3) n’est pas généralement unique. Cependant,
comme nous montrons maintenant, la représentation est unique ou le polyédre
a plein dimension. Pour voir ceci, nous avons besoin d’une définition, un demi
espace fermé H dans R" est dit tangent pour un sous ensemble convexe fermé
L & un point s€L si LCH et si I’hyperplan borné H est I'unique hyperplan
de support pour L a s. Il est connu que si la dimension d’un polyédre L dans

R™ est n, alors L a une unique représentation irréductible non redondante, &
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savoir leurs demi espaces tangent.

si L est un demi espace fermé{s€ R" as < b} est un inf (resp, sup) sous-
treillis de R™. Alors chaque représentation non redondante finie de L dans les
demi-espaces fermé consiste seulement aux demi espaces tangents fermés L

lui méme. Donc par théoréme 3, -a(resp a) a au plus un élément positif.

Corollaire 3.4. (l'unique représentation irréductible non redondante des sous-

demi-treillis polyédraux de plein dimension)

Si L est un inf (resp, sup) sous-treillis polyédraux de R™, Alors chaque demi
espace tangent fermé de L est inf(resp, sup) sous-treillis de R". Si la di-
mension de L est n, alors L a une unique représentation irréductible non

redondante a savoir, ses demi espaces fermé tangents.

Preuve. Du théoréme 3 on trouve que L. a une représentation irréductible
non redondante finie dans les demi espaces finis qui sont & la fois inf(resp,
sup) sous-treillis. En outre, cette représentation doit contenir tous les demi
espaces fermés. Egalement, si la dimension de L est n, cette représentation

ne contient que les demi espaces tangent fermés.

Caractérisation des sous-demi-treillis polyédraux par les (inéqua-
tions) inégalités linéaires
Le résultat suivant est caractérisé lorsqu’un ensemble polyédral est un sous-

demi treillis par les moyens des inégalités linéaires.

Théoréme 3.7. (Caractérisation des sous-demi treillis polyédrauzx par les in-

égalités linéaires)

Si L ={s € R": As < b} (resp, {s € R" : —As < b}) est un polyédre non-
vide. Pour une matrice (A b), mx (n+1), les points suivants sont équivalent :
(a) L est un inf(resp, sup) sous-treillis de R"

(b) il existe (mxm) matrice X' et (mxn) matrices u'=(u",) pour i=1,...,n

qui satisfait les inégalités suivante :

—u'+NA =0, i=1,...n
Tul = A
(4)
ST <D
uy, > 0,\" >0 pour tout i,5,k avec i#k
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Preuve. Par dualité, il suffit de montrer juste le résultat qui est entre les
parenthéses et par le théoréme(1) des représentations des sous-demi-treillis
L est inf-sous-treillis de R"™ si et seulement si L 2 ﬂ;‘Lf c’est-a-dire, si et

seulement si chaque sequence s, ', ..., 7™ € R" qui satisfait le systéme :

Art <
ri>s (i=1,...,n)
(5)
Ti = S;
La propriété que As< b. , est verifies uniquement dans le cas 1< J < n, le

maximum de (A b).

Par le théoréeme de dualité de programmation linéaire, ceci est le cas si et
seulement si le dual de ce programme linéaire posséde une solution réalisable
dont la fonction objectif ne repasse pas b; pour chaque J, le systéme (4)

exactement ca.

Représentation polynomiale(En temps polynomial) des sous-demi-
treillis polyédraux :

Une immeédiate implication du théoréme (6) est le suivant :

Corollaire 3.5. (Reconnaissance polynomiale des sous-demi-treillis des sous-
demi-treillis polyédraux)

Il eziste un algorithme polynomial pour tester si un polyédre est un inf(resp,
sup) sous-treillis.

Preuve.

Cela est la suite du théoréeme(6), en fait que la taille du systéme (4) des
inégalités linéaires est polynomial dans qui de systéme As<b.et le fait qu’il
existe d’algorithme pour la résolution des systémes des inégalités linéaire qui
s’exécutent en temps polynomial qui est polynomial de la taille de ceci, par
exemple ceux de Khachiyan et Karmarkar.

D’aprés le corollaire 5 si le polyédre L est de dimension n alors L. n’est pas un
inf-sous-treillis. Si les inégalités double ne sont pas redondantes et le polyédre
L est de dimension inférieure a n, alors vérifier si ou pas les inégalités As<b
sont impliquées par les inégalités (5). Ceci est le cas si et seulement si les
inégalité (4) ont une solution, ou par le théoréme 6, si et seulement si L. est

un inf sous-treillis.
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Dans chaque des cas au dessus existence d’une solution a un systéme des
inégalités peut étre vérifie en utilisant des algorithmes pour la résolution des
programmes linéaires, c-a-d la méthode du simplexe. Ainsi on peut vérifier
si L est un sup-sous-treillis en remplacant A par -A en le développement au

dessus.

3.5 Représentation des sous-treillis

Soit S=x y Sk un produit des treillis Sk, k € N. Chaque ensemble J-incrémenté
de S est évidement un cylindre avec une base dans S; x S; pour i# J et une
base dans S; pour i=J. Puis, pour chaque i,J fixes i,J € N, I’ensemble des
sous ensemble i-desincrémenté, J-incrémenté de S , chaque sous-ensemble L
de S & un i-desincrémenté, J-incrémenté enveloppant , notés par LB Evide-
ment, pour chaque i,J € N Lf} = LI} A une représentation interne comine

une projection d'un sous ensemble de L xS sur S.

Lﬂ =1I{(r,s) € L x S :r; <s;,1 > 85}
(6)
Le résultat suivant montre que le i-desincrémenté et J-incrémenté enveloppe
peuvent étre fermés en deux fagons, soit prenant le J-incremente(h) aprés le
i-desincrémenté(h) ou i-desincrémenté enveloppant aprés J-incrémenté enve-

loppant.

Lemme 3.3. (i-desincrémenté, J-incrémenté enveloppant)
Si L est un sous-ensemble d’'un produil S=x NSy des treillis, alors (Lf)T, =
LY =LY} pour tout i,J € N.

Preuve.

(LY, =Hp{(s,t) e L} x T : s <t,s;=t;}

Op{(r,s,t) e LXSXT:s<rs;=ry,s<ts;<ts}

Mp{(r,t) € LxT :r; <tjry>t;} =L

Théoréme 3.8. (Représentation des sous-treillis de produits de chaines)
Les propriétés suivantes d’un sous-ensemble L d’un produit fini'? S =x xSk

3 sont équivalentes :

des chaines'
(a) L est un sous-treillis de S.
(b) L est L'intersection de |N|?* i-desincrémenté J-incrémenté enveloppant

pour tout i,J € N
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(c) L est lintersection des sous-ensemble i-desincrémenté J-incrémenté de S
pour tout i,J € N.

Preuve.

(a) = (b) : par (1), L} est la projection d’un sous-treillis d'un treillis Lx S
sur S et il est sous-treillis de S. Donc, par le théoréme 1 des Représentation
des sous-treillis et lemme 8, L=N; L} = n;[N; (L)1) = niy L.

(b) = (c) : les i-desincrémenté, J-incrémenté enveloppant de L sont i-desincrémentés

J-incrémentés sous-ensembles de S pour tout i,J.

(c) = (a) : par le théoréme (1) de la représentation des sous-demi-treillis
i-desincrémenté, J-incrémenté sous-ensembles sont des sous-treillis et les in-

tersections des sous-treillis sont des sous-treillis.

Nous illustrons la représentation dans le théoréme 9 pour le sous-treillis L d’un
produit S=95; x Sy de deux chaines données dans la figure 3.Nous exhibons le
i-incrémenté J-desincrémenté enveloppant Lﬁ de L pour chaque i,J=1,2. On
peut affirmer via le théoréme 9 la formule suivante, L:Lﬁ N ng N Lﬁ N Lﬂ
Représentation des sous-treillis d’un produit finies des chaines de leurs pro-

jection

Il est possible de donner des représentations de sous-treillis de S en leurs pro-

jections. les deux résultats suivants accomplissent cette tache.

Corollaire 3.6. (Représentation des projections des sous-treillis des produit
finis des chaines)
St L est un sous-treillis d’un produit fint S=X ySk des chaines et QCN, alors

le cylindre est la base de la projection de L sur xgSk est ﬂuEQLﬂ.

Preuve.

Soit IIgK une projection de KCS sur xoSk. Puis chaque sous ensemble i-
desincrémenté J-incrémenté de S avec i,J €Q est un cylindre avec la base dans
XSk, il s’ensuit que HQLﬂ est i-desincrementé J-incrémenté enveloppant
de sous-treillis IIg L de xoSk. Donc, par le théoréeme 9 de représentation de
sous-treillis, T Tl L=T15" (NiseqMoLi}) =NiseqLi)

Le résultat suivant été découvert indépendamment par G.M.Bergman en 1967
et par D.M.Taphis en 1967.
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FIGURE 3.3 — Représentation des sous-treillis L d’un produit S; x S, de deux chaines

Corollaire 3.7. ( Représentation des sous-treillis des produits finis des chaines
dans les cylindres dont les bases sont des projections & deux dimensions).
st L est un sous-treillis d’un produit fini S = XySk des chaines, Alors L est

Uintersection dont les bases sont les projections de L sur S; x S; pour tout

i,jeN, ij.

Preuve.
Ceci est immédiat du théoréme précedent de la représentation des sous-treillis

et le corollaire précedant, ou Q les régions au-dessus de la paire 1,j avec i#j.
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Représentation des sous-treillis enveloppant de sous-ensembles des
produits finis des chaines

Pour chaque sous ensemble L d’un produit fini S= X xSk des chaines. Soit
LMY est le sous-treillis enveloppant de L. clairement, LY est I’ensemble de infs
et sups des éléments de L. Une application simple de distributivité montre

que le sous-treillis enveloppant peut étre généré sequentiellement, ¢a veut dire
(LMY = LM = (LY.

Corollaire 3.8. (Représentation des sous-treillis enveloppant des sous-ensembles
des produits finis des chaines).

St L est un sous- ensemble d’un produit fini S= XySk des chaines, alors
le sous treillis enveloppant de L est l'intersection de leurs i-desincrémenté,
J-incrémenté enveloppant pour tout i,J € N.

Théoréme 3.9. (représentation irréductible des sous treillis des produits fini
des chaines)

Chaque sous treillis non-vide d’un produit fint S= XSk des chaines a une
représentation comme une intersection des ensembles, dont chacune est le
complément d’un i-incrémenté j-desincrémenté enveloppant d’un ensemble
singleton {s} pour certains i,j € N et s € S est non réductible (irreductible)*,
le dernier c’est le cas si seulement si, s; # V.S; et s; # ASj ou ( s;,8;) est

lélément petit ou grand de S; x S;.

Preuve.
Observons que, si (a) ou (b) n’est pas vérifier pour certains i,j € Nets € S|
alors soit (c¢) s; = V.S;etS; # V.S, ou (d) s; # AS; et s; = AS; . Ainsi, {S}IjC

pour tout i,j € N et S€s. Maintenant L est un sous-treillis non-vide de S.

Nous exigeons d’abord, que pour chaque s € S\L, il existe i, j € N pour que
{S}EC contient L, et soit (a) ou (b) vérifié dual. pour cette fin, constatons
du théoréme 9 des représentations des sous-treillis qu’il existe k,1 € N tel que
Lﬂ . puisque Lﬂ est k-desincrémenté l- incrémenté, LEC) est k-incrémenté
I-desincrémenté, comme {s}I¥ C LI* € S\ L. puisque {s}1|° contient L.
Maintenant, pour i=k et j=I, il s’ensuit que une des (a),(b),(c)ou(d) est vé-
rifie . si (c) vérifice alors, {s}}/° D {s}:]° D L, et pour i=j=l, nous voyons
que (a) ou (b) vérifie. Egalement, si (d) vérifié, alors {s}11° D {s}11° D Lyet

pour i=j=k, Nous voyons ainsi que (a) ou (b) vérifie qui satisfait 1’exigence.
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Il reste a montré que {s}fjc est irréductible si (a) ou (b) vérifie et réductible

si (¢) ou (d) vérifier.

En fin, si (a) est vérifie, alors puisque s {s}j]TC : {s}j}c est irréductible si

chaque sous-treillis pD {s}gc contient s. pour voir ¢a s€p, observons d’abord
e
g
dans S,etu; < s;dansS;. Mettant tx = sk pour k # i,ux = sgpourk # j,

qu’il existe un r €p {s};;°, alors r; < s; et r; > s;. maintenant il existe ¢; > s;

t=(t;), et u=(u;). alors t, u € {s}ﬁc C p, comme s = (r At)Vué€p.

S
S=5; x5, L\\ -
-
2 \ :l .._S- %
= s c— (s}1] S,

b
-

FIGURE 3.4 — élément de la représentation irréductible d’un sous-treillis L d’un pro-
duit S; x 53 de deux chaines

Si (b) est vérifie, alors soit (s;, ;) = (Asi, Asj) ou (s;,s;) = (Vs;, Vs;). Dont
la preuve précédente nous montrons que {s}fjTC est irréductible par absurde.
Donc supposons que {s}ﬁc est réductible, ou {s}fjTC = PNQ pour les sous-
treillis P,Q distinct de {s}ﬁc :

alors il existe reP {s}ffc et teQ {s}fjTC .donc r; = t; = s; et rj,t; > s
;mettons ux = rx A tg pour k#i, et choisissons u; > s; dans 5; . le dernier

est possible,car sinon, ou {s}{]° = QC L C {s};/°,

qui est contradictoire.

maintenant u; > s;, u=(u;) € {s}f}c =PnQetr=(r)=rAu=tAucC
[t

PANQ= {S}ij

={v € s:v; > s;} contradiction, le faite que r; = s;. si ala place,(s;, s;)=(V.S;, V.S;),

alors {s}fjT © est irréductible par dualité, en inter-changeons les roles de i et j

en appliquant dans ce qui suit en le montrant.Si (c) vérifie, il existe un r; > s;

dans S;. Alors P={t € S :t; #r;} et Q= {t € S: t; < sjout; = r;} sont des

sous-treillis distincts de {s}11°, et {s}}/° = PNQ. si a la place (d) verifié, il

existe un r; < s; dans S;. Alors P={t € S:t; #r;} et Q = {t € Sout; = r;}

{Te

ij

sont des sous treillis distinct de {s};;° est réductible
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Nous remarquons que si V.S; et AS; n’existent pas alors {s}ﬁc est un sous-

treillis irréductible pour chaque s€ S alors triviallement s; # VS;ets; # AS;.

Dans la figure 4 nous illustrons deux éléments de la représentation irréduc-
tible du théoréme 9 pour le sous-treillis L d’un produit S; x Sy de deux
chaines données en figure 3. Observons que le 2-incrémenté 1-desincrémenté
enveloppant de I’élément s € S\ L dans le coté gauche de la figure est contenu
dans S\L, comme le complément de {s}5 contient L mais non S et comme
se sépare S de L. . également le 1-incrémenté 2-desincrémenté envrloppant de
I’élément s€S\L dans le coté gauche de la comme se sépare L de S. cependant
il est évident des deux cotés gauche et droite de la figure que le complément
si aucun autre i-incrémenté j-desincrémenté enveloppant de S contient L dans
tout les cas. Observons que le théoréme 9 assure que chaque sous-treillis non
vide de S peut étre exprimé comme une intersection des ensembles, dont cha-

cun est un ensemble de r€S et ne satisfait pas a la fois ces deux égalités :

r;>s; et r;<s;
Pour certains s € S fixés et i,j€ N. une formulation équivalente pour cette

condition est que r satisfait au moins une de ces conditions d’égalités strictes :

r; >s;  ou 71 <S;

(7)
Cependant, le théoréeme 9 implique que chaque sous treillis d'un produit fini
des chaines & une présentation sous coordonnées libres comme une intersec-
tion des ensembles de la forme D [ I ou D est dual du primal idéal et I est
un primal idéal. Pour voir ceci, soit D le premier des ensembles en (7) et I le
second. ceci est le résultat de Hashimoto car un produit des chaines est un
treillis distributif.

A la fin, notons que le théoréme 09 implique que I'affirmation principale du
théoréme 05, car les compléments des i-incrémenté j-des-incrémenté envelop-

pants des ensembles singleton sont des i-incrémentés j-incrémentés.
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3.5.1 Représentation et Reconnaissance des treillis Po-
lyédraux

Nous appliquons maintenant le théoréme 04 de la représentation des sous-
treillis pour donner des représentations irréductibles des éléments polyédraux
des treillis des sous-treillis convexes fermés de R™.Pour cela, rappelons qu’une
matrice d’incidence noeud-arc généralisée est une matrice dont chaque colonne

au plus un élément positif et un élément négatif.

Théoréme 3.10. (Représentations irréductible de sous-treillis polyédrauz comme
un dual généralisé de polyédre de réseau flot)

les propositions suivantes sont equivalents :

(a) L est un sous treillis polyédral de R™.

(b) L = {s € R": As < b} pour la matrice (A b)

avec A la transposée de la matrice d’incidence neud-arc généralisée.

(¢) L est Uintersection d’un nombre fini de demi espace fermée, dont chacun

est un élément irréductible des sous treillis convezes fermés de R™.

Preuve.

(a) = (b) : puisque L est polyédral, ijT est polyédral car par (6) il est une
projection d’un ensemble polyédral. Donc il existe une matrice (AYH%) avec
ijT = {s € R";A¥s < b}, PuisqueijT est i-desincrémenté j-incrémente,
la 1™ et 7™ colonne de A" sont non positive et non négative respective-
ment, et les colonnes restantes disparaissent. Soit A = (AY) et b = (b%).
Alors par le théoréme 04 de représentation des sous treillis, L= ﬁiijjT =
{s € R": As < b} et A est la transposée de la matrice d’incidence nceud-arc

généralisée.

(b) = (c) : soit (ag,bx) de note la k™ ligne de (A b) et mettons Hy =
{s € R": ars < b} . De (b) ,il existe une paire i,j tel que la i€ et j°™¢ élé-
ments de a; sont respectivement non positive et non négative, et les éléments
restants disparaissent. Donc Hj est i-desincrémenté j-incrémenté, et comme
par le théoréme 9, est un sous treillis de R". En outre, le demi espace Hj
est ainsi irréductible, puisque il est comme les demi espaces fermés dans le

treillis des sous ensembles convexes fermés de R™.Donc L = Ny Hy, , (c) vérifie.

(c) = (a) : les intersections finies des sous treillis polyédraux sont des sous

treillis polyédraux.
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Corollaire 3.9. : (l'unique représentation irréductible non redondante des
sous treillis polyédraux de plein dimension)

St L est un sous treillis polyédral de R™ , alors chaque demi espace tangent
fermé de L est un sous treillis de R™. Si ainsi la dimension de L est n alors L
a une unique représentation irréductible non redondante, a savoir leurs demi

espace tangent.

Preuve. :
il s’ensuit du théoréme 10 que L a une représentation irréductible non redon-

dante finie dans les demi espaces fermés qui sont des sous treillis.

En outre cette représentation doit contenir tous les demi espaces tangents.
Si ainsi la dimension de L est n, cette représentation contient seulement les

demis espaces tangents fermés.

Corollaire 3.10. (caractérisation de sous demi treillis affines et sous treillis),
les points suivant équivalents :

(a)L est un inf sous treillis affine de R".

(b)L est un sup sous treillis affine de R".

(c¢)L est sous treillis affine de R™.

(d)L ={s € R" : As = b} pour quelque matrices (Ab) avec A la transposé de
la matrice d’incidence arc-neud généralisée.

(e)L est Uintersection d’un nombres finis d’hyperplan dont chacun est sous
tredlis de R™.

Preuve. :

(a) = (b) = (c) : par dualité, il suffit de montrer que (a) implique (b). sup-
posons 1,s € L alors » A s € L car L est un inf sous treillis, puisque L est
affine rVs=r+s—rAsec L verifie (b).

(¢) = (d) : par le théoréme 10 L a une représentation irréductible non re-
dondante Hy, ..., H,, avec H; = {s € R" : a;s < b} pour certain vecteur(a;b;)

avec a; # 0 ayant au plus un élément positif, et un négatif pour chaque i.

Supposons s € L nous montrons que s est la borne de H; pour chaque i,
sinon s est l'intérieure de H; pour certain i, mais H; est non redondant,
comme il existe un reL. qui est une borne de Hi. Donc L est affine, 2 r-s€L,

=N;R" C H;, une contradiction. Puisque L est I'intersection des hyperplan
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bornés Hy, ..., H,,.

(d) = (e) : pour chaque i, la i™¢ ligne (a;b;) de (Ab) et négative, et a
aux plus un élément positif et un élément positif. Donc les demi espaces
{s € R":a;s <b}et{seR":—as < —b} sont des sous treillis, comme

est leur intersection,hyperplan borné {s € R" : a;s = b;}.

(e) = (a) intersection de sous treillis affines sont des sous treillis affines.

Caractérisation des sous-treillis polyédraux par les inégalités li-
néaires
Le résultat suivant dit qu’un ensemble polyédral est un sous treillis par plu-

sieurs inégalités linéaires.

Théoréme 3.11. :(caractérisation des sous treillis polyédraux par les inéga-
lités linéaires)
si L={s € R™: As < b} est un polyédre non vide pour certaines matrices m

X (n+1) (A b), les suivants sont équivalents :

(a)L est un sous treillis de R™.
(b)Il existe m X m matrice \' et m X n matrices u' , i=1,...,n qui satisfait
(u), et m X m matrices X et m X n matrices ', i=1,...,n qui satisfont (4)

avec -A remplacant A.

(c)Il existent m x m matrices XV et m-vecteurs colonnes p*, v" i,j = 1,...,n

qui satisfont les inégalités linéaires.

Ty - Uij[]. + A9 A =0, pourtoutij
S (AT o) = A
D iam A<D

:ulj S 07 Uij 2 07>\ZJ Z 07 tout 7’]7

(8)

ou I est la "¢ n-vecteur ligne unitaire pour tout i.



Chapitre 3. La structure des sous treillis d’un produit de n treillis 46

Preuve.

(a) = (b) : appliquant les deux parties de théoréme 07

(a) = (c) : par le théoréme 08 , de représentation des sous-treillis, L est un
sous-treillis de R" ssi chaque sequence s, 77 € R | i,j =1,...,n qui satisfait

Ard < b

ri <s; (i,7=1,..,n)

ri > s;
Ainsi satisfait A s < b. C’est le cas ssi pour chaque 1 < k < n le maximum
de ags soumis a (9) ne peut pas dépasser by, ot (axby) est la £ ligne de (A
b). par le théoréme de dualité de programmation linéaire, c’est le cas ssi le
dual de se programme linéaire posséde une solution réalisable dont la fonc-
tion objectif ne dépasse pas by quelque soit k. le systéme (8) est exprimé en
effet. Reconnaissance en temps polynomial des sous treillis polyédraux : Une

application immeédiate de théoréme 11 est le suivant :
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Corollaire 3.11. :( Reconnaissance en temps polynomial des sous treillis
polyédrauz )
1l existe un algorithme a temps polynomial pour tester si un polyédre en R™

est un sous treillis de R™.

Preuve.

le résultat de théoréme 11, le fait que la taille de systéme (8) des inégalités
linéaire est polynomial dans le systéme As < b, et le fait qu’il existe d’al-
gorithme pour la résolution des inégalités linéaire qui s’exécutent en temps

polynomial.

3.6 Polyédre Network-flot dual

Le théoréme 10 donne une caractérisation de sous treillis de polyédre de
réseau-Network dual généralisé, le résultat suivant fait de méme pour poly-
édre de réseau-flot dual. Une matrice d’incidence nceud-arc est une matrice
dans la quelle chaque colonne posséde un 1,un -1 et 0 pour autre, soit I le

n-vecteur de 1.

Corollaire 3.12. (caractérisation de polyédre réseau-flot dual) les suivants

sont équivalents :

(a) L est un sous treillis polyédral de R™, et L + A1 = L pour tout A € R".
(b) L= {s € R": As < b} pour certaine matrice (A b) avec A la transposée

de la matrice d’incidence neeud-arc.

Preuve.

(a) = (b) : par le théoréme 10, L = {s € R" : As < b} pour certaines matrice
(A b) pour laquelle A est le transposée de la matrice d’incidence neeud-arc
généralisée. Nous pouvons bien stir supposer sans perdre de généralités pas de
ligne pour A vide ou une telle ligne peut étre retirée (éliminée). Maintenant,
nous devons avoir A I = 0, sinon A I # 0. Alors nous trouvons pour chaque
s € L fixé,en choisissant | A | assez large que A(s + AI) = As + AAI > b qui
contredit le fait que L + Al = L. Puisque A T = 0, chaque ligne de A a deux
éléments non nuls de signe différent. Donc on multipliant chaque ligne de (A
b) par le réciproque de I’élément positif dans la ligne correspondante de A,
nous pouvons supposer sans perdre de généralités que chaque ligne de A a

+1, un -1 et des zéros partout.
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(b) = (a) : par le théoréme 10, L. est un sous treillis polyédral deR"™ , ainsi
pour chaque s€L et A € R nous avons A(s + A\) = As < b, il s’ensuit que
L+AI=L



Conclusion

L’objet principal de notre travail est de présenter et donner les structures des
treillis, les produits de sous-treillis généraux et polyédraux présentés a la fois
par Topkis[5], et par Veinott[4].

Aujourd’hui, plusieurs chercheurs s’intéressent a cette approche de recherche,
surtout pour la représentation de nombreux problémes de flots cités dans ’ar-
ticle de Veinott . En ce qui concerne les problémes de substitution pré-leontief,

nous avons utilisés les ensembles, les polyédres et les treillis .

Afin de donner la représentation et la structure des treillis généraux et po-
lyedraux, cette étude nous a amené a orienter nos travaux de recherches a
un esprit théorique concernant la mise en ceuvre des flots et les modéles de

substitution pré-leontief.

Notre travail, nous a donc permits de proposer une telle approche, et pers-
pective théorique importante pour la structure des sous-treillis polyédraux et
dans le but de la résolution des problémes de flots ou exactement de ces sous-
treillis polyédraux et la structure de ces solutions dans R, afin d’exploiter au

maximum les problémes d’optimisation.
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