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Notations

R : ensemble des nombres réels

R™ : RxRxR n fois

R™ : RxRxR m fois

C! : classe 1

T = Z—f dérivée de x par rapport a t

| | valeur absolue

Ace(zy, T) : ensemble d’accessibilité depuis z, en temps T’
V : quelque soit

3 11l existe

0 Acc(zo,T) :la frontiére de 'ensemble accessibilité

M, (R) : ensemble des vecteurs a n lignes a coefficients dans R
M,,.m(R) : ensemble des matrices a n lignes et a m colonnes a coefficients dans R
td : identité

e? : exponentielle de la matrice A

min : minimum

maxr : maximum

h(t) : laltitude au temps t.

v(t) : le module de la vitesse.

m(t) : la masse de la fusée au temps t.

d(h(t),v(t)) : la densité de l'air

q(h(t),v(t)) : la pression atmosphérique

[ : taux de décroissance de la densité de I’air

¢ : vitesse du combustion du carburant

Do : densité de I'air au niveau de la mer

Cy; coefficient de la pression atmosphérique

A : surface frontale de contact

g : la gravité terrestre

M, : la masse initiale



Introduction générale

La théorie du controle analyse les propriétés des systémes commandés, c¢’est-a-dire des
systémes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou controle).
Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné & un certain état final, en res-
pectant éventuellement certains critéres. Les systémes abordés sont multiples : systémes
différentiels, systémes discrets, systémes avec bruit, avec retard...Leurs origines sont trés
diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie, économie...I.’objectif peut
étre de stabiliser le systéme pour le rendre insensible a certaines perturbations (stabili-
sation), ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certains critéres d’opti-
misation (controle optimal). Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de
Pontryagin, qui donne une condition nécessaire d’optimalité et permet ainsi de calculer
les trajectoires optimales.

On considére que la théorie moderne du controle optimal a commencée dans les années
cinquante, avec la formulation du principe du maximum de Pontryagin, qui généralise
les équations d’Euler-Lagrange du calcule des variations. Dés lors, la théorie a connu
un essor spectaculaire, ainsi que de nombreuses applications. De nos jours, les systémes
automatisés font complétement partie de notre quotidien(nous en sommes souvent incons-
cients), ayant pour but d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter certaines taches :
systémes de freinage, assistance a la conduite, servomoteur, thermostats, circuits frigori-
fiques, controle des flux routiers, circuits électriques, électroniques, télécommunications
en général, controle des procédés chimiques, chaines industrielles, ...La liste est infinie,
les applications concernent tout systéme sur lequel on peut avoir une action, avec une
notion de rendement optimal.

Le controle optimal sert & trouver une lois de commande pour un systéme donné
de telle sorte qu'un certain critére d’optimalité soit atteint. Un probléme de commande
comprend donc un cofit & optimiser, une fonction d’état est une variable de controle.
Un probléme de controle optimal se décompose en deux parties : pour déterminer une
trajectoire optimale joignant un ensemble initial & une cible, il faut d’abord savoir si cette
cible est atteignable, c’est le probléme de controlabilité. Pour les systémes de controle
linéaire en dimension finie, il existe une caractérisation trés simple de la controlabilité,
apparue dans les années soixante avec les travaux de R.E.Kalman, et pour les systémes
non linéaires, le probléme de contrélabilité est beaucoup plus difficile.

Une fois le probléme de contrélabilité est résolu, il faut chercher parmi toutes les
trajectoires possibles celle qui donne le cott minimum (maximum) et pour ce faire, on
dispose de deux grandes classes de méthodes & savoir la méthode directe et la méthode
indirecte.

Le plan de notre manuscrit est le suivant :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de résolution numeérique des équa-
tions différentielles qui sont la base fondamentale du controle optimal. Nous avons défini
quelques méthodes de résolution des équations différentielles du premier ordre les plus
utilisées telles que la méthode d'Euler et celle de Runge-Kutta.

dans le second chapitre, on s’intéresse plus a la théorie du contréle optimale, suivie
des méthodes numeériques de résolution d’un probléme de controle optimale.



Enfin le chapitre trois est consacré a la résolution numérique du probléme de GOD-
DARD qui consiste a minimiser I’énergie consommée pendant le vol d’une fusée, Et nous
terminons le manuscrit par une conclusion générale.



Chapitre 1

Equation Différentielle Ordinaire

1.1 Introduction :

Les équations différentielles jouent un réle important dans différents domaines, en
physique, en chimie, en économie, .. ... Ces équations ont rarement des solutions exactes,
autrement dit, la résolution explicite de la plupart des équations différentielles ordinaires
reste encore un probléme ouvert. Ces équations ne s’intégrent pas d’une maniére exacte.
On fait appelle dans ce cas & des méthodes numériques afin de trouver des solutions
approchées.

1.2 Deéfinitions

Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est une relation entre la variable réelle
t, une fonction inconnue ¢ — y(t) et ses dérivées ¢/, y", ..., y" au point ¢ définie par :

fty, vy . y")y =0 (1.1)

Ou f n’est pas indépendante de sa derniére variable y™. On prendra ¢ dans un inter-
valle I de R (I peut étre R tout entier).

Le qualificatif ordinaire pour I’équation (1.1) signifie que la fonction inconnue dépend
d’une variable . lorsqu’il y a plusieurs variables t et plusieurs dérivées on parle d’équations

aux dérivées partielles (EDP).

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme

y" = [ty Y yY) (1.2)

Si Péquation (1.2) ne dépend pas de t on Pappelle équation différentielle autonome.

1.3 Solutions maximales et globales

Soient (v, ) et (Z, I) deux solutions d’une méme équation différentielle. On dira que
(2, 1) est un prolongement de (z,1)si I C I et T |;= x.



Solution maximale

Soient I; et I, deux intervalles de R tel que Iy C I .
On dit qu’une solution (x, I5) est maximale dans I, si et seulement si z n’admet pas
de prolongement (, ) solution de I’équation différentielle telle que I ;Cé 1 C L.

Solution globale

Soit I un intervalle inclus dans R. Une solution (z, /) est dite globale dans I si elle
est définie sur l'intervalle / tout entier.

En reprenant les méme notations que dans les définitions précédentes, si une solution
(x, ;) peut se prolonger sur l'intervalle I, tout entier, alors x est globale dans I5.

Toute solution globale sur un intervalle I est maximale sur [ ; mais la réciproque est
fausse.

1.4 Réduction de 'ordre

Toute équation différentielle d’ordre n normalisée peut s’écrire sous la forme d’un
systéme différentielle d’ordre 1, en effet posons :

y=vy, V=9, ¥V =u3..., ¥ =9y,

L’équation y™ = f(t,y,y', 9", ...,y "™ V) est équivalente au systéme différentiel d’ordre
1 suivant :

Y1 = Y2
Yo = Y3
Ys = Ya

v, = ft,y, 0y y™Y)

1.5 Existence et unicité :

1.5.1 Probléme de Cauchy :

Soit Iy un intervalle de R non réduit a un point et ¢ un point fixé dans I, . On se donne
une fonction f définie et continue sur Iy x R™ & valeur dans R™, ainsi qu’un élément 1/
dans R™ et on cherche a trouver une fonction y continue et dérivable sur I'intervalle I a
valeur dans R™, telle que



Viely, y'(t)= f(t,y(t)) (1.3)
y(to) = Yo (1,4)

Ce probléme s’appelle probléme de Cauchy pour le systéme différentiel (1.3) et la
condition (1.4) s’appelle la condition initiale. Une fonction y vérifiant les équations (1.3)-
(1.4) est appelée une intégrale du systéme différentiel (1.3).

Théoréme d’existence :

On suppose que la fonction f est continue dans un voisinage du point (to,yo) dans
Iy x R™ alors il existe un intervalle Jy C I; au voisinage de o et une fonction ye C'(Jp)
tels que

Vteds ()= flty)  (L5)

Théoréme d’unicité :

On dira que le probléme (1.3)-(1.4) admet une et une seule solution, s’il admet une
solution globale et si toute solution locale est la restriction de cette solution globale .

Théoréme 1.5.1 (Cauchy Lipschitz) [1]

Considérons le probléme (1.3)-(1.4)

avec f:(t,y) ely x R™ — f(t,y) e R™
- f est continue sur Iy x R™
- f est lipschitzienne en y, localement en y c’est a dire : il existe un réel L > 0 tel que

Viely et Vi, ys € vam(yo)

| fty) = fEw) ISLIyr—y2 (1.6)

alors le probléme (1.3)-(1.4) admet une et une seule solution. Cette solution est définie
sur un intervalle contenant ¢.



1.6 Quelques techniques de résolution

Dans cette section, nous allons nous intéresser a différentes techniques pour intégrer
(c’est-a-dire résoudre), certains types d’équations différentielles. Il faut cependant garder
a Pesprit que la résolution explicite des EDO n’est pas une chose aisée, et la plupart du
temps ce sera trop difficile. Nous devrons alors nous contenter d’une analyse d’existence,
unicité, positivité, .. .etc des solutions.

1.6.1 Equations linéaires du 1* ordre

Une équation différentielle est dite linéaire du premier ordre si et seulement si elle est
de la forme :

a(t)y’ +b(t)y = c(t) (1.7)
Ot a(t), b(t) sont les coefficients et ¢(t) le second membre de I’équation différentielle.

On associe a I’équation différentielle (1.7), ’équation dite homogéne ot sans second
membre

a(t)y'+b(t)y =0

qui est une équation différentielle a variables séparables.

1.6.2 Equations a variables séparables

Ce sont des équations du premier ordre sous forme normale données par I’équation

y/ = f(tvy)

On peut regrouper (t, dt) d’une part et (y, dy) d’autre part. Le but est d’exprimer
f(t,y) sous la forme g(t).h(y) Ce qui permettra de résoudre une équation du type

y' = g(t).h(y) (1.8)

1.6.3 Equations de Bernoulli

Une équation différentielle de Bernoulli est une équation de la forme :

Y +a(t)y = b(t)y™ (1.9)
Ou a(t), b(t) sont des fonctions en ¢ données et m une constante réelle différente de 0
et 1.

Méthode de résolution :

En divisant les deux membres de 1’équation par y", on obtient :

y | at)
+ =0b(t 1.10
ym ym—l ( ) ( )
En effectuant le changement de fonction



donc
/
2 =(1- m)i
ym
[’équation (1.10) devient

Z/

=)
Donc I'équation (1.10) se raméne & une équation différentielle linéaire du 1 ordre
en z.

+a(t)z = b(t)

1.6.4 Equations de Riccati :

Une équation différentielle de Riccati est une équation de la forme :

y' = a(t)y® +b(t)y + c(t) (1.11)

Ou a(t) , b(t) et c(t) sont des fonctions en ¢t données.

Méthode de résolution

On ne peut résoudre ce type d’équation que si 'on connait une solution particuliére
y1. Avec le changement de fonction y = y; + z et sachant que y; est solution particuliére,
on a:

Y = a(t)y; + b(t)ys + c(t)
L’équation (1.11) devient

2 =a(t)z* + [2a(t)y, + b(t)] 2 (1.12)

1.7 Meéthodes numérique de résolution des équations
différentielles

Les méthodes numériques de résolution d’équations différentielles ordinaires sont nom-
breuses. On se contente dans cette section de présenter les méthodes & un pas parmi elles
la méthode d’Euler et la méthode de Runge-Kutta.

1.7.1 Formulation générale :

On commence en remarquant qu’une solution formelle de I’équation :

WO _ fe.v(e)

est obtenue en intégrant de ¢ty a t :
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y(t) T

({ dy = [ f(s,y(s))ds

y(to) to

u(t) — y(to) = f f(s,(s))ds

donc la solution y(t) s’écrit

() = o+ [ f(s.y(s)ds

ou Yo = y(to) Le probléme avec cette solution formelle est que 'inconnue y(t) se trouve
sous une intégrale.

1.7.2 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est la méthode la plus simple pour résoudre numériquement
une équation différentielle ordinaire. Elle posséde une belle interprétation géométrique et
son emploi est facile. Toutefois, elle est relativement peu utilisée en raison de sa faible
précision. Considérons le probléme :

y/ = f(tv y(t))v y(O) = Yo, l€ [07 T] (1'13)

Les méthodes basées sur la série de Taylor se prétent bien a des traitements numé-
riques. Commencons par subdiviser U'intervalle [ty, o + 7] en N sous intervalles de méme
longueur h et appelons ¢, les points de subdivision. Nous avons donc :

O=tr<tr<...<t,<tpn<...<ty=T (1.14)

et posons

By = tnir —tn ,0<n < N —1 (1.15)
La solution de (1.13) vérifié pour 0 <n < N —1:

tn+1

Y(tni1) = y(tn) + tf f(s,ys)) (1.16)

On construit par récurrence une approximation y, et y(¢,) en remplagant la relation
précédente par :

Yni1 = Yn +hf(tn,yn) n=0,1,... ., N —1 (1.17)
Ce qui revient & approcher, pour set, , tor1],f(s,y(s)) par f(tn, yn)
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1.7.3 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 2

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes d’analyse numérique d’approxima-
tion de solutions des équations différentielles, elles ont été nommeées ainsi en ’honneur des
mathématiciens Carl Runge (1856-1927) et Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) lesquels
élaborérent la méthode en 1901. Ces méthodes reposent sur le principe de l'itération,
c’est-a-dire qu'une premiére estimation de la solution est utilisée pour calculer une se-
conde estimation plus précise et ainsi de suite.

On considére le probléme de Cauchy :

{y'<t>= Ft,y(t)
y(O): Yo

On cherche a discrétiser ce probléme par rapport & une subdivision :

0:t0<t1<...<tn<tn+1<...<tN:T

L’idée est de calculer par récurrence les points : (t,,y(t,))

posons :

hy =tps1 —tn, h=maxh, 0<n<N-1

La méthode de Runge-Kutta correspondante est définie par 'algorithme suivant :

kl - h x f(tn—layn—1>
ky = hxf<tnfl+%aynfl+k_21)
?J(tn) = y(tn—l) + ko

1.7.4 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 4

La technique Runge-Kutta a l'ordre 4 intervient dans la plupart des programmes
EDO (Equations différentielles ordinaires) comme ceux utilisés par Matlab et Octave. La
formule Runge-Kutta a 'ordre 4 la plus utilisée, elle a une forme assez symétrique définie
comme suit :

kv = hx f(tn-1,y(tn-1))

ko = h X f(tno1 + 3D, y(tn-1) + 5k1)
ks = hX f(tn-1+ 5h, y(tn-1) + 5k2)
ky = hoX f(tne1 + By y(taor) + 5ks)

LY(tn) = y(tno1) + (k1 + 2Ky + 2ks + ka) g

L’interprétation géométrique des variantes ki, ko, k3, ky :

12



k1 : La pente au début de l'intervalle.

ks : La pente au milieu de I'intervalle, en utilisant la pente k; pour calculer la valeur
de y au point ¢, + % par le biais de la méthode d’Euler.

ks : de nouveau, la pente au milieu de 'intervalle, mais obtenue cette fois en utilisant
la pente ko pour calculer y.

Y4 - la pente a la fin de l'intervalle, avec la valeur y calculée en utilisant ks.

Yni1 : le schéma de la méthode RK4, ou-bien la moyenne des quatre pentes en affectant
des poids plus grands a ceux des points milieu.

1.8 Conclusion

La plupart des grands mathématicien ont touché de pres ou de loin aux équations
différentielles et le nombre on elles interviennent ne serait qu’un vaste catalogue de 80%
des mathématiques et de la physique moderne, Grace au développement des méthodes
numeériques on arrive souvent a mesurer ol & estimer les résultats de petites variations
d’un ou plusieurs paramétres pendant un laps de temps suffisamment court pour que I'on
puisse interpréter les variations de ces paramétres comme leurs dérivées.
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Chapitre 2

Théorie du Controle Optimale

2.1 Introduction

En mathématique, la théorie du controle optimal s’inscrit dans la continuité
du calcul des variations. Cette méthode est apparue apreés la seconde guerre
mondiale, répondant a des besoins pratiques de guidage, notamment dans le
domaine de I'aéronautique et de la dynamique. La formalisation de cette théo-
rie a posée des questions nouvelles ; par exemple dans la théorie des équations
différentielles ordinaires, elle a motivée un concept de solutions généralisées
et a engendré de nouveaux résultats d’existence de trajectoires optimales. La
théorie du controle optimal est trés liée a la mécanique classique, en particulier
aux principes de Fermat, de Huygens, équations d’Euler-Lagrange ....

2.2 Définitions :

— -Les variables nommeées variables d’état seront notées x; , i =1,....n

— Les systémes considérés évoluent dans le temps, donc les x; sont des fonctions de
temps notées : z;(t); te [0,T].

— Les variables de controle, appelées aussi variables d’entrée, seront notées u;(t), j =
1,....m.

— Elles doivent étres intégrables par rapport a ¢, chose qui est bien souvent trop
restrictive car ces fonctions peuvent étre continues par morceaux ou de type Bang-
Bang.

— Les n variables d’état vont étres gouvernées par n équations différentielles du
premier ordre nommeées équations d’état de la forme :

(t) = f(t,x,u), te[0,T] (2.1)

ou  est le vecteur dérivé par rapport au temps ¢ de toutes les composantes de .
— L’ensemble U est I’ensemble des controles admissibles qui peut étre non bornée,
bornée ou du type Bang-Bang.

14



Commande bornée :

La commande w;(t) est dite commande bornée si elle peut étre minorée et majorée
par des constantes a; et b;, par la forme suivante :

Qa; < Uj(t) < bj, j = 1..m, te [O,T]

Commande de Bang Bang :

Un controle u e U est appelé un controle de Bang Bang si pour chaque instant ¢ et
chaque et chaque indice j =1,...,m on a :

() =1

Commande admissible :

Le controle u(t), t € [0,T] est dit admissible s’il satisfait les contraintes :

{f = f(t,z(t),u(t), (0) =

U
(2,2)
de <u(t) <d*

Commande continue par morceaux :

Une commande u(t), to < t < T est dite continue par morceaux, notée weC [to, T,
s’il existe une partition typ < t; < ... < ty < tyy1 = T tel que u peut étre considéré
comme une fonction continue dans [ty, tx, 1] pour chaque &k =0,1,....,N.

2.3 Positions du probléme

La formulation du probléme de controéle optimal est le suivant :

J(T,u)=g(T,z(T)) + Of(fo(t,x(t), u(t)))dt — min,, (2.3)
T = f(ta x(t)’ u(t»v ) (24)
z(0) = x¢ € My, (2.5)
x(T) = x1 € My, (2.6)
ueU tel=1[0,T], (2.7)

Ou My (ensemble de départ) et M, (ensemble d’arrivée) sont des sous-ensembles de
R™ I intervalle de R, x(0) = x¢ est la position initial du systéme (2,3)-(2.7) x(7T') est
sa position terminale. En pratique, la position du systéme peut représenter la vitesse, la
position, la température,... etc.
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u(t) est la commande du systéme (2.3)-(2.7). U est 'ensemble des applications (controles)
mesurables, localement bornées sur [ a valeurs dans R”

J(T,u)=g(T,z(T)) + :frfo(t, x(t), u(t))dt — min,

0

est appelé coiit, critére de qualité ou but du probléme (2.3)-(2.7). Ce critére de perfor-
mance, est généralement décrit sous la forme de Bolza (Mayer Lagrange). On distingue
deux variantes :

2.3.1 Probléme de Lagrange :

C’est le probléme dont le critére & minimiser s’écrit :

J(T,u) = [(fOt, x(t),u(t)))dt — min,, (2,8)

O — =

C’est a dire (g =0)

2.3.2 Probléme de Mayer :

Ici c’est le probléme dont le critére s’écrit :

J(T,u) =g(T,x(T)) — min,, (2,9)
Clest a dire fO(¢, z(t),u(t)) = 0.

2.3.3 Classement des problémes de contrdle optimal

On peut classer les fonctions objectif en deux critéres physiques de performance :

Temps optimal :

On parle d’un probléme en temps optimal lorsque fO(¢,z,u) =1, g(T,z(T)) = 0 et le
temps final ¢ est libre dans I'expression de min fOT 1dt.

Coiit optimal :

On parle d’'un probléme en coiit optimal lorsque le temps final T" est fixé dans 1'ex-
pression min J(T,u) = g(T,z(T)) + [§ fO(t, z(t),u(t))dt .
Avant de résoudre un probléme de controle optimal, on se pose les questions suivantes :

Question 1 :
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Existe-t-il un controle uweU tel que la trajectoire associée a z(t) joigne I’état initial
o€ R™ a un état final z1 e R™ en un temps fini?? C’est le probléme de contrélabilité.

Question 2 :

Si le systéme est controlable c’est a dire une fois la controlabilité est vérifiée, on peut
vouloir déterminer un controle weU tel que la trajectoire associée a ce controle joigne
I'état initiale zo e R™ & un état terminal x; = x(7T)eR", qui minimise un certain critére
de performance.

2.4 Controlabilité :

2.4.1 Notion de controélabilité

La controlabilité est I'un des concepts centraux de la théorie du controle. C’est la
possibilité d’influencer 1’état du systéme (sortie) en manipulant les entrées (commandes).
Pour déterminer une trajectoire optimale joignant un ensemble initial M, & une cible My,
il faut d’abord vérifier si cette cible est atteignable : c’est le probléme de controlabilité.
Existe-t-il un controle u tel que la trajectoire associée z(t) conduit le systéme de M, a
M; en un temps fini?

La notion de controlabilité a été inventée en 1960 par Kalman [4] & propos des systémes
linéaires de la forme # = Ax + Bu. L’état x évolue dans un espace vectoriel réel E, de
dimension n.

On dit que x = Az + Bu est controlable, si 'on peut joindre deux points de I'espace
d’état, c’est a dire si, et seulement si, étant donnés deux points z, 1 € I/ et deux instants
to, t1 avec ty < ty, il existe une commande u, définie sur [to, t1] tel que : z(ty) = o, z(t1) =
Zq.

2.4.2 Ensemble d’accessibilité

Considérons le systéme suivant

T = f(t,z(t),u(t)) z(0) =z9 tel =10,T], (%)

-L’ensemble des points accessibles a partir de xo en un temps 1" est définie par :

Acc(xg, T) = {z,(T)eR" / ueU}

ou z,(T) est la solution du systéme associée au controle u , autrement dit Acc(zo, T)
est 'ensemble des extrémités des solutions du systéme (x), en temps 7" lorsque le controle
u varie.

-Le systémes de controle (x) est dit controlable en un temps T si Ace(xo, T) = R" ¢ &
d:Vay,z; R" Juel telle que la trajectoire x(t) associé a u(t) relie o a 1 en un temps
T fini .
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FIG 1.1-Enssemble d’accisibilité

-Le controle u et dit extrémale sur [0, 77, si la trajectoire du systéme & = f(t, z(t), u(t))
associée a u vérifie :

x(t) e DAcc(xo, T), tel =1[0,T7], (2.10).

2.4.3 Controlabilité des systémes linéaires

La formulation mathématique d’un systéme de controle linéaire est la suivante :

&= A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) =z, tel =10,T7], (2.11)

Ou [ est un intervalle de R. A, B et r sont trois applications localement intégrales
sur  a valeurs respectivement dans M, (R), M, ,(R) et R. ensemble des controles u

considérés est I’ensemble des applications mesurables localement bornées sur I a valeurs
dans un sous ensemble U C R.

Soit M(.) : I — M,(R), la résolvante du systéme linéaire homogéne & = A(t)z(t) ,
définie par :

ou 7d est la matrice identité.

Pour tout controle u le systéme & = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t); 2(0) = ¢y admet une
unique solution z(.) : I — R™ absolument continue donnée par :

T
x(t) = M(t)wo + [[M(t)M(s) " B(s)u(s) +r(s)ds te [0,T], (2.12).
0
Sir=0etxg=0, alors la solution du systéme s’écrit :

M(s) ' B(s)u(s)ds,

(2.13).
Elle est linéaire en wu.

le théoréme suivant donne une condition générale pour la controlabilité des systémes
linéaires :
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Théoréme 2.4.1 [2]

Le systéme @ = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t) est contrdlable en temps 7" si et seulement
si la matrice :

Clty) = | M) B@)B/(6) M) (t)dt, (2.14).

dite matrice de controélabilité, est inversible.
B'(t)est la transposée de B(t) et M~'(t) et I'inverse de M(t) ,C est appelée matrice
de controlabilité.

2.4.4 Controlabilité des systémes linéaires autonome :

Le systéme & = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est dit autonome lorsque les matrices A et
B ne dépendent pas de t. Dans ce cas, la matrice M (t) = e,

La solution du systéme associée au controle u s’écrit, pour tout tel :

z(t) = e (o + ge_AS(B(u) +r(s))ds, (2.15).

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de controlabilité dans
le cas sans contrainte sur le controéle.

Théoréme 2.4.2 [2]

On suppose que U = R™. Le systéme & = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est controlable
en temps 7T si et seulement si la matrice :

et de rang n.
Ou C est une matrice a n lignes et n x m colonnes, elle est appelée matrice de Kalman.
La condition rangC = n est appelée condition de Kalman.

2.4.5 Controlabilité des systémes non-linéaires

La controlabilité est un concept clé pour la compréhension des propriétés structurelles
et qualitatives, comme la stabilisation.

L’extension de la controlabilité au cas non-linéaire de dimension finie et de dimension
infinie a suscité depuis prés de cinquante ans une littérature considérable, qui n’a en rien
épuisé ce sujet riche et varié.

Les auteurs, dans leur quasi-totalité, ont considéré des généralisations naturelles de :

Tz = Az + Bu

Le résultat suivant donne une condition sur la controlabilité locale des systémes non-
linéaires :
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proposition 2.5.1[2]
Considérons le systeme &= f((t,z(t),u(t)); z(0) = 2°, avec f(2° u®) = 0. On note

A= gf< u’) et B = (xo u?).

Si rang C =[B,|AB|,..c...... ,|A"1B|] = n, alors le systéme est localement contro-
lable en 2°. En général, le probleme de controlabilité globale est difficile. Cependant, il
existe des techniques qui permettent de déduire la controélabilité locale dans le cas des
systémes linéaires.

2.5 Principe du maximum :

Dans cette section on donne une version générale du principe du maximum de Pontrya-
gin. Ce théoréme est difficile & démontrer. En revanche lorsqu’il n’y a pas de contrainte
sur le controle, la preuve est simple, et on arrive au principe du maximum dit faible. C’est
a cette version plus simple que nous allons d’abord nous intéresser. Puis nous passerons
au cas général.

2.5.1 Principe du maximum faible :
a - Le probléme de Lagrange :

Dans ce probléme on cherche des conditions nécessaires d’optimalité pour le systéme :

l’(t) = f(t>x(t>7u(t))7 (27 16)

Ou les controles u(.)eU sont définis sur [to, 7] et les trajectoires associées doivent
vérifier x(tg) = xo et x(tf) = 1, le probléme est d’optimiser un cotit de la forme :

J(u) = :fffo(t, x(t), u(t))dt, (2,17)

Ou T est fixé.
Associons au systéme (2.17) le systéme augmenté suivant :

{zgt) = ;(i x(t )>u(t); (2,18)

et notons # = (x,2°), f = (f, f°). Le probléme revient donc a chercher une trajectoire
solution de (2.16) joignant les points Zo = (z,2°) et &1 = (x1,2%(¢s)) , et minimiser la
derniére coordonnée x°(T).
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Théoréme 2.5.1[2]

Si le controle u associé au systéme de controle (2.16) est optimal pour le cott (2.17),
alors il existe une application p(.) absolument continue sur [to,T], & valeur dans R",
appelée vecteur adjoint, et un réel p° < 0 tels que le couple (p(.),p°) est non trivial, les
équations suivantes sont vérifiées pour presque tout te [to, 7.

) = G (talt) pO%u), (219
50 = = S (a0, ), (2,20
0.0 u0) =0, (221)

Ot H est le Hamiltonien associé au systéme (2.16) et au (2.17)
H(t,z,p,p" u) == (p, f(t, 2, u)) = +p" f(t,2,u), (2.22)

b-Probléme de Mayer-Lagrange :

On modifie le probléme précédent on introduisant le cofit

T(wt) = gltsal0) + (s, mls), u()ds, (2,23)

et ol le temps final £ n’est pas fixé. Soit M; une variété de R™. Le probléme de controle
optimal est alors de déterminer une trajectoire solution de :

(1) = f{t,2(t), ut)), x(to) = o
Ou les controles u(.) sont dans 'ensemble U des controles admissibles sur [t, T tel
que z(T) e My, et de plus z(.) minimise sur [to, T] le cott (2.23).

Théoréme 2.5.1 [3]

Si le controle u est optimal sur [ty, 7] alors il existe une application p : [to, 7] — R"
absolument continue, et un réel p° < 0, tels que le couple (p(.),p°) est non trivial, et

aw:%g@ﬂmm&ﬁw@)

5(0) = =5 (1, 2(0) (0.1, )

oH

St (), p(t), 1", u(t)) = 0

Ot H est le Hamiltonien au systéme (2.16) et au cott (2.23)

H(t,x(t), (1), p°(t), u(t)) = {(p, f(t, 2(t), u(t))} + " f (L, 2(t), u(t))

21



2.5.2 Principe de maximum de Pontryagin (PMP) :

Le principe du maximum de Pontryagin énonce que la trajectoire optimale vérifie les
trois conditions suivantes :

a- L’équation adjoint :

p(ty) = po%, (2,24)

Dans le cas ou I’état final est libre, une condition apparait sur la valeur finale de I’état
adjoint :

Og(x(ty))
s (2.25)
dx(ty)
b- Une condition qui suppose qu’aucune contrainte n’est subie par la commande, c¢’est
la condition de stationnarité :

p(tf) =DPo

OH (x,u,p,t)
——= =0 2.26
au Y ( )
c- L’équation d’état
OH t
T = % avec x(ty) = xg

Remarque 2.5.1 :

La convention p° < 0 conduit au principe du maximum. La convention p° > 0 condui-
rait au principe du minimum.

2.5.3 Condition de transversalité :

La condition de transversalité est une contrainte supplémentaire (ou une condition
finale), qui est énoncée sur ’état adjoint dans le cas ou I'état final est libre. La formule
de cette condition est donnée par les équations (2.24)(2.25).

2.5.4 Exemple :

Soit le systéme continu du premier ordre défini par I’équation différentielle :

r=—-xc+4+u

que I'on désir amener au bout d'un temps t; donné, d’un état initial zo donné a
un état final voisin de zéro, en minimisant, 1’énergie de la commande. Pour réaliser cet
objectif, on considére le critére & minimiser :
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1. Hamiltonien :

1
H=p(—x+u)— §u2
2. Conditions d’optimalité :
. oOH .
p=—- =p=—=p-p=0
u
oH
——=p-2=0=u"=p
ou

Remarque 2.5.2 :

2 . .
%—12{ = —1, u’ = p ¢’est bien un maximum.
U

Transversalité initiale : o donné, py inconnu .
Transversalité finale : inconnu,

critére terminal 122(T) implique p(T) = —xz(T).
3. Intégration

a)Du systéme adjoint :

p = poe’

b)Du processus : en remplacant u par la commande optimale, il s’écrit :

T+ = poe

D’ou
1 1
Tr = ({L‘O — §p0)6_t -+ Epoet
. N
T =—(xg— 5])0)6 + §poe

4. La condition de transversalité finale p(T') + z(T") = 0 permet d’écrire :

1 _ 1
poeT + (960 - §po)e T + EpoeT =0
D’ou :
2
Po = —1 — 362T$0
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5. La commande optimale :

2

0 —
w(t) = T3 aa=p * ()

2.6 Meéthodes numériques en controle optimal :

On distingue deux types de méthodes numériques en controle optimal [2] : les mé-
thodes directes et les méthodes indirectes. Les méthodes directes consistent & discré-
tiser I'état et le controle, et réduisent le probléme & un probléme d’optimisation non
linéaire programmation non linéaire, ou "nonlinear programming". Les méthodes indi-
rectes consistent a résoudre numériquement, par une méthode de tir "shooting method",
un probléme aux valeurs limites obtenu par application du principe du maximum.

2.6.1 Meéthodes directes

La discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probléme de controle optimal.
En discrétisant 1’état et le controle, on se raméne & un probléme d’optimisation non
linéaire en dimension finie (ou probléme de programmation non linéaire) de la forme

mink(Z), (2,27)
Ou Z(z,...,xN,u1,...,uy) et
C={Z]¢(Z)=0,iel...r, g;(Z) <0,jer+1...m}, (2,28)

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les controles dans un espace de dimen-
sion finie, et & utiliser une méthode d’intégration numérique des équations différentielles.
Considérons donc une subdivision 0 =ty < t; < ... < ty = T de lintervalle [0,7]. Ré-
duisons I'espace des controles en considérant (par exemple) des controles constants par
morceaux selon cette subdivision. Par ailleurs, choisissons une discrétisation de 1’équation
différentielle, par exemple choisissons ici (pour simplifier) la méthode d’Euler explicite.
On obtient alors, en posant h; = t;11 — {;

Tip1 = x; + hi f (i, iy w;)
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Remarque 2.6.1 :

Il existe une infinité de variantes. D’une part, on peut discrétiser ’ensemble des
controles admissibles par des controles constants par morceaux, ou affines par mor-
ceaux, ou des splines. D’autre part, il existe de nombreuses méthodes pour discrétiser
une équation différentielle ordinaire : méthode d’Euler (explicite ou implicite), point mi-
lieu, Runge-Kutta. Le choix de la méthode dépend du probléme abordé. La discrétisation
précédente conduit donc au probléme de programmation non linéaire

Tiv1 = T4 + hzf(tz,xz,uz)z =0...N— 1,
minC(x,. .., TN, UL, ..., UN),

uefd, i=1,...,N—1
i.e.un probléme du type (2.27).

Remarque 2.6.2 :

Cette méthode est trés simple & mettre en ceuvre. De plus I'introduction d’éventuelles
contraintes sur 1’état ne pose aucun probléme.

D’un point de vue plus général, cela revient a choisir une discrétisation des controles,
ainsi que de 1’état, dans certains espaces de dimension finie :

ueVect(Uy,...,Uy), i.eu(t Zul (1), u;eR

reVect(Xy,...,Xn), iex(t ZxZXZ, xz; €eR

Ou les U;(t) et X;(t) représentent une base de Galerkin. Typiquement, on peut choisir
des approximations polynomiales par morceaux. L’équation différentielle, ainsi que les
éventuelles contraintes sur I’état ou le controle, ne sont vérifiées que sur les points de la
discrétisation. On se raméne bien a un probléme d’optimisation non linéaire en dimension
finie de la forme (2.27).

La résolution numérique d’un probléme de programmation non linéaire du type (2.27)
est standard. Elle peut étre effectuée, par exemple, par une méthode de pénalisation , ou
par une méthode SQP (sequential quadratic programming).

Dans ces méthodes, le but est de se ramener a des sous-problémes plus simples, sans
contraintes, en utilisant des fonctions de pénalisation pour les contraintes, ou bien d’ap-
pliquer les conditions nécessaires de Kuhn-Tucker pour des problémes d’optimisation avec
contraintes. Pour le probléme (2.27), (2.28), les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent

i=1

Ou les multiplicateurs de Lagrange \;vérifient

XNigi(Z)=0,1€e{l...r},et\; > 0,ie {r+1,...,m}
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Les méthodes SQP consistent & calculer de maniére itérative ces multiplicateurs de La-
grange, en utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton. A chaque itération, on
utilise une méthode de quasi-Newton pour estimer le Hessien du Lagrangien associé au
probléme de programmation non linéaire, et on résout un sous-probléme de programma-
tion quadratique basé sur une approximation quadratique du Lagrangien.

2.6.2 Meéthodes indirectes

La méthode de tir simple

Considérons le probléme de controle optimal (2.2), (2.3), et supposons dans un pre-
mier temps que le temps final 7" est fixé. Le principe du maximum donne une condition
nécessaire d’optimalité et affirme que toute trajectoire optimale est la projection d’une
extrémale. Sil'on est capable, a partir de la condition de maximum, d’exprimer le controle
extrémal en fonction de (z(t), p(t)), alors le systéme extrémal est un systéme différentiel
de la forme :

() = F(t,2(1)), ouz(t) = (x(1), p(t)

et les conditions initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent sous
la forme R(z(0), z(t;) = 0 . Finalement, on obtient le probléme aux valeurs limites :

{z<t> = F(t,2(1))
R(z(0), z(tf)) =0, (2.29)

Notons z(t, z9) la solution du probléme de Cauchy

At = F(t, 2(1), 2(0) = 2

et posons G(z9) = R(zo,2(tf,20)) le probléme (2.29) aux valeurs limites est alors
équivalent

G(Z()) =0

i.e.il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G. Ceci peut se résoudre par une
méthode de Newton.

Remarque 2.6.1 :

Si le temps final T' est libre, on peut se ramener a la formulation précédente en
considérant 7' comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors la dimension de I’état
en considérant I’équation supplémentaire % = 0 On peut utiliser le méme artifice si le
controle est bang-bang, pour déterminer les temps de commutation. Il peut cependant
s’avérer préférable, lorsque le temps final est libre, d'utiliser la condition de transversalité

sur le Hamiltonien.
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Méthode de tir multiple

Par rapport a la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe 'intervalle
[0, 7] en N intervalles [t;,t;11], et se donne comme inconnues les valeurs z(¢;) au début de
chaque sous-intervalle. Il faut prendre en compte des conditions de recollement en chaque
temps t; (conditions de continuité). L’intérét est d’améliorer la stabilité de la méthode. De
maniére plus précise, considérons un probléme de controle optimal général. I’application
du principe du maximum réduit le probléme & un probléme aux valeurs limites du type

Fo(t,Z(t) sitg <t <t

5(1) = F(t, 2(t) = @(t,z(t) sity <t <t (2.30)

Fi(t,z(t)st t, <t<T

Ou z = (z,p) e R* (p est le vecteur adjoint), et t1,ts, ..., ts € [to, T] peuvent étre des
temps de commutation; dans le cas ou le probléme inclut des contraintes sur I’état, ce
peut étre des temps de jonction avec un arc frontiére, ou bien des temps de contact avec
la frontiére. On a de plus des conditions de continuité sur I’état et le vecteur adjoint aux
points de commutation.

Remarque 2.6.2 :

Apriori le temps final T" est inconnu. Par ailleurs dans la méthode de tir multiple le
nombre s de commutations doit étre fixé; on le détermine lorsque c’est possible par une
analyse géométrique du probléme.

La méthode de tir multiple consiste a subdiviser 'intervalle [ty, 7] en N sous inter-
valles, la valeur de z(t) au début de chaque sous-intervalle étant inconnue. Plus précisé-
ment, soit tg < 07 < -+ < 0p < T une subdivision fixée de l'intervalle [tg, T]. En tout
point o; la fonction z est continue. On peut considérer o; comme un point de commutation
fixe, en lequel on a

{z(o}) = 2(07);

oj = o; fixé.

On définit maintenant les nceuds
{r1 -t} = {te. TH {on, ..o} [ {tr, - 1}

Finalement on est conduit au probléme aux valeurs limites

Fo(t,Z(t)) st <t <y

Fi(t, 2(t s1To <t < T
oi(t) = F(t, 2(t) = 1(F: (1)) ’ ’

Fm,1<t, Z(t) st Tm—1 S t S Tm

oVje{2,...,m—1} (7, 2(17), 2(7})) = 0
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7 (T, 2(71), 2(T)) = 0

ou 71 = tp est fixé, 7,,, = T, et les r; représentent les conditions intérieures ou limites
précédentes.

Remarque 2.6.3 :

On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre de nceuds. C’est 1a en
effet le principe de la méthode de tir multiple, par opposition a la méthode de tir simple
ou les erreurs par rapport a la condition initiale évoluent exponentiellement en fonction
de T'— ty. Bien siir dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que
dans la méthode de tir simple, mais éventuellement 'intégration du systéme (2,30) peut
se paralléliser.

Posons 2 = z(7;"), et soit z(t,7;_1, 2, ;) la solution du probléme de Cauchy
2(t) = F(t,2(t), 2(15-1) = Z;ll

on a
Z(Tji) = Z(Tji7 Tj—1, Zj+—1>

Les conditions intérieures et frontiéres s’écrivent

),25) =0, (2,31)

Vi (2o m =1} 1y (7 T 5 ) 2]

J j—1
T'm = (Tm7zf—7 Z(Tjﬂ Z(Tn_me—lv'Z:mfl» =0

Posons maintenant

+

_ + + T 2n41)(m—1
2= (2] Tmy 29 s T2y e oy 20 13 T—1) e R )(m=1)

Ou z e R*. Alors les conditions (2,31) sont vérifiées si

T'm = (vazii_»Z(ij Z(Tn_me—la Zr—ir_z—l))
ry = (19, 2(15 , 71, 21, 25 )

G(z) = ] =0
_ - + +

'm—-1 = (Tma Z(Tmflv Tm—2, Zm72)szl)
On s’est donc ramené & déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie sur un
espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de points de commuta-
tion et de points de la subdivision. L’équation G' = 0 peut alors étre résolue itérativement

par une méthode de type Newton.
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2.6.3 Quelle méthode choisir ?

Le tableau suivant résume les caractéristiques des méthodes directes et indirectes.

Méthodes directes Méthodes indirectes

Mise en ceuvre simple, sans Connaissance a prion de la structure de
connaissance a priori de la solution. la trajectoire optimale.

Facilité de la prise en compte des Difficulté théorique de la prise en
contraintes surl’état. compte de contraintes surl’état.

Peu sensible au choix de la condition Trés sensibles au choix de la condition
initiale. initiale.

Contréles (globalement) optimaux en Contréles (localement) optimaux en
boucle fermée. boucle ouverte.

Précision numérigue basse ou moyenne. | Trés grande précision numerigue.
Efficaces en basse dimension. Efficaces en toute dimension.
gourmandise en memoire. calculs parallélisables.

2.7 Exemple :

Soit & = u I’équation du mouvement d’un objet se déplacant sur une trajectoire sans
frottement, ou u est la force agissant sur I'objet vérifiant | u |< 1.

Les conditions initiales sont : z(0) = 0, ©(0) = 0, et les conditions finales sont x(2) =
0.5, (2) = 0.

On cherche la meilleure commande pour ramener 1'objet du point initial (0,0) au
point final (0.5,0) tout en minimisant la valeur [ u?dt.

En procédant & un changement de variable :

1 =

l’gzi'

on obtient le probléme de controle optimal formulé comme suit :

(‘min J(u) = min [Z uldt
sc

Ty = Iy

Ty =1U

ul <1

21(0) =0,  21(2)
29(0) =0,  29(2)

I
I
S
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2.7.1 Résolution par la méthode indirecte sous MatLab :

Le hamiltonien du systéme s’écrit :
H( )= >+ +
Tr,z,Uu ZoU Z21T9 ZoU

On maximise le hamiltonien H en utilisant le principe du maximum (zy = —1), on
aura

2
max (—v° + 29U + 21T
_1§v§1( 2 12)

On obtient un controéle optimal
; |22]
o 3 si H<1
sign (z9) sinon

Le systéme différentiel d’état et d’état adjoint s’écrit

Cﬂ

&1 = xg, £1(0) = 0, 21(2) =

&9 = u, x2(0) =0, x2(2)

2 =0, z1(0) eR, z(2) eR
Z9 = —2z1, 22(0) eR, 25(2) eR

Le programme

1. function tir _simplel

2. clear all ; clf ; clc;

3. global x0tf;

4. 0 =[0;0]; tf = 2; PO =[0.5;0.5];

5 %

6. options = optimset('display’ iter’ Algorithm', levenberg — marquardt’);
7. [POf, FVAL, EXITFLAG] = fsolve(QS, P0, options);

8. POf, FVAL, EXITFLAG

9. Tracé destrajectoires optimales

10. options = odeset('AbsTol',1e — 9, RelTol’,1e — 9);

11. [t,y] = odedb(Qsys, [0;tf], [x0; POf], options);

12. subplot(321); plot(t y(:,1)); title("Trajectoiredex1(t)'); gridon
13. subplot(322); plot(t,y(:,2)); title("Trajectoiredex2(t)’); gridon
14. subplot(323); plot(t,y(:,3)); title("T'rajectoiredez1(t)"); gridon
15. subplot(324); plot(t,y(:,4)); title("Trajectoiredez2(t)"); gridon
16. if abs(y(:,4)) < 2

17 y(:,5) = —y(: 4)/2

18. else

19. y(:,5) = —sign(y(:, 4));
20. end
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21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

Les résultats sont donné dans les figures suivantes :

subplot(325); plot(t,y(:,5)); title("Trajecoire deu(t)'); gridon

Dé finition de la fonction de tir
functionY zero = S(Y')
global x0tf;

options = odeset('AbsTol',1e — 9,/ RelTol’, 1e — 9);

[t,y] = odedb(Qsys, [0;tf], [z0; Y], options);

Yzero = [y(end,1) — 0.5
y(end, 2)];

systeme extrémal
functiony dot = sys(t,y)
ifabs(y(4)) < 2
u=—y(4)/2;

else

u = —sign(y(4));

end

U

0
—y(3)];

Trajectoire de x1(t)

0 0.5 1 1.5 2
Trajectoire de z1(t)
0 0.5 1 1.5 2

Trajecoire de uft)

04

0.2

Trajectoire de x2(t)

0.5 1 1.5 2
Trajectoire de z2(t)

0.5 1 1.5 2

FIG 2.2 Résultats par laméthode indirecte



2.7.2 Reésolution par la méthode directe sous MatLab :

On se raméne a un probléme dont la résolution est effectué sous Matlab, en utilisant
Iintégrateur numérique RK4, implémenté avec la routine fmincon.m.

Le programme

function Direct  RK4

clear all; closeall; clc;

global t f

n=100; tf = 2:

winit = 2 x rand(n, 1) — 1;

rinit = uinit;

Lb = —ones(n,1); ub = ones(n, 1);

options = optimset(' Display', iter’ Algorithm’, active — set’);

[res, Fval, exit flag] = fmincon(Q fobj, rinit, [],[], (], [], Lb, ub, Qcond, options);
forint f('controle’);

e N A o e

—_ =
— O

. Tes;
. fprintf(EXITFLAG =
. =============tracédescourbesoptimales ===========
z(1) = 0; y(1) = 0;
. fori=1:n—-1
k1l =tf/nxy(i);
k21 =tf/nx* (y(i) + k11/2);
k31 =tf/nx* (y(i) + k21/2);
)
(

e e o e s S S G
© 0 O Ut W N

kAl =tf/n* (y(i) + k31/2);

z(i+1) =x(i) + (k11 + 2 % k21 4+ 2 * k31 + k41) /6;

. k12 =tf/nxres(i);

k22 =tf/nx* (res(i) + k12/2);

k32 =tf/nx(res(i) + k22/2);

. k42 =tf/n* (res(i) + k32);

Cy(i b 1) = y(i) + (K12 4+ 2% k22 + 2 k32 + k42) /6,

. end

. subplot(221); plot(linspace(0,tf,n),x(1: n),'t); title('Trajectoiredex’); grid on
. subplot(222); plot(linspace(0,tf,n),y(1: n),V); title('Trajectoiredey’); grid on
. subplot(223); plot(linspace(0,tf,n),res(1: n),b); title('controle’); grid on

W DN DN NN DD NN DN NN

PR ————— Contraintesduproblémes e —————————————

w
—

. function]c, ceq| = cond(u)
. global tf;

. n = length(u);
caf=0;yf=0;

w W W
eI V)
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35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
20.
ol.
02.
33.
o4.
29.
96.
57.
a8.
29.
60.

k1l =tf/nxyf;

k21 =tf/nx (yf + k11/2);

k31 =tf/n* (yf + k21);

k31 =tf/nx (yf + k21);

k31 =tf/nx (yf + k21);

vf =xf + (k11 + 2 % k21 4+ 2 * k31 + k41)/6;
k12 =tf /n * u(i);

k22 =tf/n* (u(i) + k12/2);
k32 =tf/n* (u(i) + k22/2);
k42 = tf /n* (u(i) + k32);
uf = yf + (k12 + 2% k22 + 2 % k32 + k42) /6;
end

c=0;

ceq = [vf —0.5,yf];

% fonction objecti f

functionval = fobj(u)

global tf;

n = length(u);

val = 0;

fori=1:n

k11 = (tf/n) * u(i)?;

k21 = (tf/n) = (u(i)? + k11/2);

k31 = (tf/n) * (u(i)* + k21/2);

k41 = (tf/n) = (u(i)* + k31);

val = val + (k11 + 2 % k21 + 2 * k31 + k41) /6;

end
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Les résultats sont donnés dans les figures suivantes :

Trajectoire de x Trajectoire de y
0.8 : : : 0.4 ' : ;

FIG 2.3 .Résultats par la méthode directe

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre on a proposé une généralité sur la théorie de controle optimale
qui a commencé dans les années 50, avec la formalisation du principe de maximum de
Pontryagin et le développement des méthodes de résolution. De nos jours, les systémes
automatisées font complétement partie de notre quotidien, ayant pour but d’améliorer
notre qualité de vie et de faciliter certains taches dans de nombreux domaines tels que
I'aérospatiale (problémes de transfert orbital de planification des voles ), 'automatique et
la robotique (problémes de coordination de mouvements des robots ), la biologie (controle
des réseaux de régulation génique ), ainsi que d’autres domaines.
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Chapitre 3

Controle optimal du probléme de
GODDARD

3.1 Introduction

Au cours des années 1920, en Europe comme aux Etats-Unis, le désir de conquérir les
espaces interplanétaires devient de plus en plus vif. Pour parvenir a cette fin, il faut dis-
poser d’une fusée puissante utilisant des ergols liquides, plus énergétiques que les poudres,
employées jusqu’alors. Cette problématique a inspiré plusieurs chercheurs. L’Américain
Robert Hutchings Goddard (1882-1945) a était I'un des premier a avoir crée et développé
les fusées a carburant liquide. C’est & Auburn (Massachusetts, USA) un 16 mars 1926
ou se fut le premier lancement d’une fusée propulsée grace a un mélange d’essence et
d’oxygéne liquide. En 2.5 secondes de vol seulement ’engin atteint une altitude de 12,50
métres avec une vitesse de 100 km/h. Ce premier essais encouragea Goddard a fagonner
ses travaux et perfectionner le systéme de propulsion de ses fusées, la voie était dés lors
ouverte a la réalisation d’engins plus puissants et plus performants.

le probléme de Goddard a été formulé en 1919 [5],[6],[7],[8],[9], qui consiste a
maximiser (minimiser) différents critéres de performances ( altitude, I'énergie, la vitesse,
laccélération, la masse ), Ce probléme devient aussitot une référence dans la théorie du
controle optimal en raison de la structure du modéle relativement simple, ce qui rend les
fusée de Goddard un objet d’étude idéal.

Dans ce chapitre nous allons présenter le modéle de ce probléme, nous procédons sa
résolution par méthode indirecte puis la methode directe suivie de leurs code MATLAB.

3.2 Généralités :

3.2.1 La fusée :

dans le domaine de I'astronautique, est un véhicule capable d’échapper a I'attraction
terrestre et de se déplacer dans ’espace, grace a un moteur-fusée de grande puissance.

3.2.2 Les phases de vol :

le vol de la fusée de décompose en trois phases :

— La phase propulsée
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— La phase balistique
— La descente sous parachute

Ces phases s’articulent autour d’événements majeurs : La période s’écoulant de I'ins-
tant de la mise a feu a la fin de combustion du propulseur, et qui s’appelle la phase
propulsée. Elle comprend une partie ot la fusée est guidée par la rampe de lancement et

une partie ou la fusée est livrée a elle-méme.

Aprés Pextinction du propulseur commence la phase balistique pendant laquelle la
fusée, uniquement soumise & son poids et a la résistance de l’air, exploite la vitesse
acquise pendant la propulsion pour atteindre son altitude maximale.

Aprés la culmination, lorsque I'engin commence a retomber, la phase balistique se

poursuit jusqu’a 'ouverture du parachute.

Bien siir, on peut rencontrer des phases balistiques avortées lorsque le parachute
s’ouvre avant la culmination, ou des vols balistiques complets sans ouverture de parachute

moins.

Les trois phases représentées dans la figure suivante :

Culmination
Apogoa

L4 Cuverture
2 du parachute

Fin de i
propulsion : Phase balistique
Jr 1
] Descente spous parachute

Phase propulsée

Décollage an
rampe de lancement Atterrissage

FIG. 3.1 — Illustration des phases d’un vol.

3.2.3 Les forces en présence :
Au cours de son vol, la fusée est soumise a trois forces :
— Le poids de la fusée,

— La poussée du moteur,
— La résistance de lair & ’avancement de la fusée.
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Le poids de la fusée :

Le poids s’exerce au Centre de Gravité de la fusée et est dirigé verticalement vers le
bas. Si la fusée n’est pas verticale, on procéde a la décomposition sur les axes de la fusée.

la poussée du moteur :

La poussée F' s’applique au niveau du moteur, suivant 1’axe longitudinal, vers 1’ogive.
En supposant que le propulseur est correctement positionné, la poussée s’applique au
milieu de la plaque de poussée.

La résistance de 'air :

R s’oppose a 'avancement de la fusée dans 'air. Elle dépend donc du vent relatif,
somme du vent crée par la vitesse de la fusée (vent vitesse) et du vent météo. Le vent
relatif, ou "vent apparent", est le vent ressenti par la fusée.

Les trois forces représentées dans la figure suivante :

La poussée du moteur

Le poids

La résistance
de l'air

FIG 3.2 — Illustration des forces d’une fusée.

3.3 Rappels sur les lois de la physique (Newton)

Les lois du mouvement de Newton sont les trois principes fondamentaux concernant
le mouvement des corps, on cite dans ce chapitre :
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3.3.1 La premiére loi de Newton

Dans un référentiel Galiléen ; si un corps est au repos ou s’il est en mouvement recti-
ligne uniforme, les forces qu’il subit se compensent (la somme des forces égale a zéro)

S F=o0

3.3.2 La deuxiéme loi de Newton

Cette loi est appelée aussi principe fondamental de la dynamique.
Quand une force résultante s’exerce sur un objet, celui-ci est soumis & une accélération
qui a la méme direction que la force :

Z?:mv

ou m : masse d’inertie de 1'objet.
3.4 Position du probléme :

Les deux chapitres précédents ont été consacrés a ’étude des équations différentielles
et la théorie du controle optimal tandis que ce présent traite le le décollage d’une fusée
dés son lancement jusqu’a atteindre son apogée.

Notre objectif dans cette partie est de minimiser ’énergie finale de cette fusée a ascen-
dance verticale qui est soumise pendant son vol a I'influence de la pression atmosphérique
et le carré inverse du champ gravitationnel.

Notons par :

h(t) : laltitude au temps t.

v(t) : te [0,7] le module de la vitesse.

m(t) : la masse de la fusée au temps t.

u(t) : est le seule controle dans notre probléme qui est la poussée appliquée a la fusée.

Equations du systéme considéré

— D’aprés la loi de Newton, la vitesse est issue de la dérivée de la distance qui dans
notre cas est la dérivée de la hauteur extrémale de notre fusée, la contrainte sur
la hauteur sera :

h(t) =v(t), avec h(0)=0 (3,1)

— D’apreés le principe fondamental de la dynamique (deuxiéme loi de Newton), quand
une force résultante s’exerce sur un objet, celui-ci est soumis a une accélération
qui a la méme direction que la force. La contrainte sur la vitesse sera donc :

la somme des forces est égale au produit de la masse m fois I’accélération ~.
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tel que :
d(h(t),v(t)) : la densité de l'air
g : la gravité terrestre donné par # dit au changement d’altitude.

A noter que la masse de la fusée au temps t est égale a4 la masse de la fusée sans
carburant plus la masse du carburant.

A chaque fois que le temps augmente, la masse m(t) diminue et la poussée augmente,
donc :

m(t) = (3,3)

Selon l'étude de Knut Graichen et Nicolas Petit [6] qui traite sur la maximisation de
I’altitude parcourue par la fusée, la hauteur maximale atteinte est h = 1.01271727 en un
temps 7' = 0.20407108 (valeurs normalisées) [6].

Le probléme considéré dans ce cas est de minimiser 1’énergie u.en gardant les mémes
résultats trouvées dans étude de Knut Graichen et Nicolas Petit[6], La fonction objectif
sera donc :

T
J(u(t)) = Ofuzdt — min

Le probléme de controle optimal obtenu de la modélisation est le suivant :
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J(u(t)) = [§ uddt — min

0 <u(t) <3.5=Unaz, te[0,T]
(0.6 <m(t) <1

avec Umqz - la poussée maximale .

A noter que dans ce modéle les états de I'altitude, de la vitesse, de la masse ainsi que
le temps sont normalisés [6].

d(h(t),v(t)) : : la densité de I’air est une fonction qui varie de fagon exponentielle avec
I’altitude, elle est définie comme suit :

CyA

—4 3,5
Vog (3,9)

d(h(t),v(t)) = q(h(t),v(t))
tel que g(h(t),v(t)) est la pression atmosphérique donnée par :

a(h(t), o(1)) = gpov(tPenp(5(1 — h(t)) 3.6

on remplace (3,6) dans (3,5) on aura :

1 CyiA

d(h(t), v()) = Spov(t)*exp(B(1 - h(t))M—Og (3,7)

alors le probléme devient

(J(u(t)) = [T u2dt — min
h(t) = v(t), h(0) =1
o) = u(t>§p0v<t>2::g<)ﬁ<1h(t>>§i;f£ _ L w(0) =0 (3.8)
m(t) = =40, m(0) =1
0 <u(t) < 3.5 = tUnas, tel0,T]
(0.6 <m(t) <1

avec h(T) =1.01271727, v(T) =0
les paramétres utilisées dans la modélisation sont données dans le tableau suivant :
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|

’ parameétres \ signification
B taux de décroissance de la densité de I'air
c vitesse de combustion du carburant
Do densité de 'air au niveau de la mer
Cq coefficient de la pression atmosphérique
A Surface frontale de contact
g la gravité terrestre
M, la masse initiale

3.4.1 Résolution théorique ( Principe du maximum)
notre probléme initial :

(J(u(t)) = [Fu?dt — min

h(t) = w(t),
u(t)—Lpov(t)2ex —h(t))Sad
it) = S L 0(0) = 0, o(T) = 0
m(t) = =42, m(0) = 1
L0 < u(t) < 3.5 = tUnaz, te[0,T]
Le Hamiltonien du systéme s’écrit :
1 behm 1 u
H(h = —u? o (u—=v? 1—-h ——)—Pm— 3.9
(1 v.m.p.w) = o+ p (= oemp(B1—H) S = 1) —p (39)

0<u<3.5

On maximise le hamiltonien H en utilisant le PMP on aura :

1 CqApy 1 U
_ 2 12 _ Ay
@%ﬁ:ﬁ = 0@255( U+ pro+py[u 5V exp(B(1—h)) v h2] P (3.10)

on dérive le hamiltonien c¢’est a dire %—ZI

Ce qui est équivalent a maximiser :

Lo _fm_ 9

Pv  Pm
max ( w)
0<u<3s m c

Le contréle est douc :
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0 s1 v Im )
2m 2c

u(t) = { Umaz 51 2= — B2 > 3.5 (3,8)
Pv __ Pm ;
2 e sinon

Les vecteurs adjoints :

pr(t), pu(t) et pm(t), te [0,T], sont les composantes du vecteur adjoint elles sont telle
que :

(o) = =5 = —p,[52eap(8(1 — b)) 57t + 2]
polt) = —YL = Zeap(B(1 — h)BCAp, — p, (3.11)
Put) = =32 = [u— Yo%eap(B(1 — ) 5G] 2.

p(T)e R
p(T)e R (3.12)
(pn(T) e R

Probléme aux deux bouts :
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(PDB)

avec

= —pu(t)(v(t)? g-exp(B(1 — h(t))% +m

= D eap(B(1 — (1)) B, (1) — pi(t)

0CaA N pult
o(t)2exp(B(1 — ht))mGed) )

—
e
—~
~
S~—
|
N

o(T) =0
m(T) e R
pr(T) e R
pn(T) e R
pr(T) e R
(0si Do _bm o)
= Q Umae 5T 3% — B2 > 35 (3.14)

DPv _ Pm )
L 2m % sitnon

en posant y = (h; vim; s Do Pm) = (Y15 Y2-Y35 Y43 Ysi Yo)
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on a alors

p

Y1 =12

C A
. u—gydep(l-yn) PGl
Y2 = Y3 v3
P _u
Ys = —¢

. CyA
ha = —ys(gsyrenp(l — y) BEet + &

vs = —Zexp(B(1 — y1)) BT ys — ya

vs = (u— 5y3exp(B(1 — y1))poCaA%

y1(0) =1 v (T) = 1.01271727
y2(0) =0 y2(T) =0
y3(0) =1 ys(T) e R
y2(0) e R ya(T) e R
y5(0) e R ys(T) e R
kyﬁ(o) eR ys(T) e R
avec
(0, si o<
U = < Umaz, si%—%>0
(355 — 3¢ Sinon

donc le probléme de deux bouts est équivalent a V = F(t,Y), avec :

1.01271727

Y (0) = L Y(T) =

AR~ o~
B R RO

le probléme de Cauchy associé au probléme est :
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=

y=F(t,y), y(0) =y’ =

<
=Yy =)

Ys
Yo

la solution de notre systéme s’écrit y(¢,y°),on aimerai qu’elle coincide avec la fin de
la trajectoire y(7') de la maniére suivante :

1.01271727

y(T,y°) = y(T) =

BERE RO

la fonction de tir est définie par :

G(°) =y(T,y°) —y(T)

résoudre le probléme (P D B)est équivalent a trouver le zéro de la fonction de tir G(y°),
c’est a dire chercher y°/G(y°) =0

3.4.2 Résolution numérique

Résoudre le systéme d’équations différentielles revient a trouver le zéro de la fonction
de tir G(y°) en utilisant la commande fsolve sous Matlab.Le programme suivant nous
permet d’afficher les solutions du probléme.

programime :
1. function ti simple
2. clear all; clf; clc;
3. globalx0t f;
4. 0 = [1;0;1] ;¢tf = 0.20407108; PO = [0;0;0];
5. options = optimset('display’) iter’| Algorithm') levenberg — marquardt’)
6. [POf, FVAL, EXITFLAG] = fsolve(QS,[PO0;tf], options;
7. POf,FVAL, EXITFLAG
8. options = odeset('AbsTol',1e — 9, RelTol’,1e — 9);
9. [t,y] = oded5(Qsys, [0; POf(4)], [z0, POf(1); POf(2); POf(3)], options;
10. subplot(421); plot(t,y(:,1)); title("T'rajectoirede h(t)'); grid on
11. subplot(422); plot(t,y(:,2)); title("T'rajectoirede v(t)); grid on
12. subplot(423); plot(t,y(:,3)); title("T'rajectoirede m(t)'); grid on
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13. subplot(424); plot(t,y(:,4)); title("T'rajectoirede pl(t)'); grid on
14. subplot(425); plot(t,y(:,5)); title("T'rajectoirede p2(t)'); grid on
15. subplot(426); plot(t,y(:,6)); title("T'rajectoirede p3(t)'); grid on
16. if (y(:,5)/2 % y(:,3) — (y(:,6)/2%c)) < 0;

17. y(:,7) = 0;

18. else if (y(:,5)/2xy(:,3) — (y(:,6)/2 % c)) > 0;

19. y(:,7) = 3.5;

20. elsey(:,7) = (y(:,5)/2 % y(:,3) — (y(:,6)/2 % c));

21. end

22. end

23. subplot(427); plot(t,y(:,7)); title('Trajecoirede u(t)'); grid on
24. function Y zero = S(Y)
25. global x0 tf;
26. options = odeset('AbsT’,1e — 9, RelTol’, 1e — 9);
27. [t,y] = oded5(Qsys, [0;tf], [20; Y], options);
28. Yzero = [y(end,4)
29. y(end,5)
30. y(end,6)];
31. function ydot = sys(t,y)
32. if (y(5)/2  (y(3)) — (y(6)/2 x ¢)) < 0;
33. u = 0
34. else
35. if ((y(5)/2 % (y(3)) — y(6)/2 %)) > 3.5;
36. u = 3.5;
37. else
38. u=((y(5)/2x (y(3)) —y(6)/2%));
39. end
40. end
AL y1 =y
poCgA

u77y26$p(1 yl) Mg 1

3 vt

42. Yo =
poCgA

44. Yy = —yd%yéemp(l - yl)M—Og + ;—%

45. ys = —Lexp(B(1 — y1)) B ys — ya
46. yg = (U - ‘1/265510(5(1 - yl))pOCdAZ_é
47. end

La méthode étant sensible & I'initialisation c’est a dire aux choix des conditions initiales,
nous avons pas eu les résultats souhaités, ce qui va nous induire a utiliser la méthode
directe.
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programme

—_

—_
e

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

© e N o ot W N

function directe

%descritisation en utilisant fmicon

clear all; close all; clc;

global tf e B I,

e =0.5; B =500; [ = 620;

Umax = 3.5;

n = 200; tf = 0.20407108;

winit = Umax x rand(n, 1); % initialisation aléatoire du controle
xinit = uinit ;% point de départ pour fmincon

lb = zeros(n,1); ub = Umax * ones(n,1); Y%contraintes sur le controle 0 <=
u < Umax

options = optimset(' Display' iter’) Algorithm') active — set’);

[res, Fval, exit flag] = fmincon(Q fobj, xinit, [], [],[], ], (b, ub, Qcond, options);
exit flag

% ======= Calcul des trajectoires optimales =—======

z(1) = 1;2(1) = L;y(1) = 0;

fori=i:n-1

k1L = (tf/n) = y(i);

k21 = (tf/n) = (y(i) + k11/2);

k31 = (tf/n) = (y(i) + k21/2);

k41 = (tf/n) = (y(i) + k31);

z(i+1)=x()+ (k11 4+ 2 % k21 + 2 % k31 + k41)/6;

k12 = (tf/n) = (((res(i) — 1/2% y(i)* x exp(B * (1 — x(i)) x 1))/2(1)) — 1/2(i)?);
k22 = (tf /n)=(((res(i)—1/2xy(i)*xexp(B*(1—x(i))*1))/2(i)) =1/ (i)*+k12/2) ;
k32 = (tf /n)*(((res(i) —1/2xy(i)* xexp(B (1 —x(i)) x1)) /2(i)) — 1 /2(i)*k22/2) ;
k42 = (tf/n)*(((res(i) —1/2%y(i)* xexp(B* (1 —x(i)) x1))/2(i)) — 1/2(i)* + k32) ;
y(i+1) =y(@) + (k12 4+ 2 x k22 + 2 % k32 + k42) /6;

k13 = (tf/n) x (—res(i)/e);

k23 = (tf/n) = (—res(i)/e + k13/2);

k33 = (tf/n) = (—res(i)/e + k23/2);

k43 = (tf/n) = (—res(i)/e + k33/2) ;

2(i+1) = 2(2) + (k13 + 2 % k23 + 2 * k33 + k43)/6;

end

end

% ==== tracé des courbes =====

subplot(221); plot(linspace(0,tf,n), z(1 : n), b'); title(' Hauteur"); grid on

); x(
subplot(221); plot(linspace(0,tf,n),y(1:n),b); title('vitesse'); grid on
subplot(221); plot(linspace(0,tf,n), z(1: n),'v); title(' Masse'); grid on
(221); plot( ( )

subplot(221); plot(linspace(0,tf,n),res(1: n),'t'); title('Controle’); grid on
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39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
20.
ol.
o2.
23.
o4.
29.
26.
a7.
28.
29.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.

% ===== contrainte du probleme =====

function [c, ceq] = cond(u)

global tf e b;

n = length(u)

ef =1 yf=0; 2f =1;

fori=1:n

KL= (4F/n) * yf,

K21 = (tf/m) * (yf + K11/2);

k31 = (tf/n) = (yf + k21/2);

RAL = (£ /n) * (yf + K3L);

vf =xf 4+ (k11 4+ 2 % k21 4+ 2 % k31 + k41)/6;

k12 = (tf/n) * (((u(i) = 1/2x vy f x exp(B * (1 — xf)) * 1)/2()) — 1/xf?);

K22 = (6f /) ((u(i) — 1/25 g7 w exp(B x (1 2f)) # 1)/2(0)) — 1/ + K12/2)
£32 = (¢ /n) « (((u(i) — 1/25 yf? s exp(B x (1— )+ 1)/2() — 1/ f? + k22/2)
k42 = (tf/n) * (((u(i) = 1/2xyf* x exp(B * (1 — xf)) x 1)/2(i)) — 1/zf* + k32);
uf = yf + (K12 + 2 % k22 + 2 % k32 + k42) /6;

k13 = (tf /n) * (—u(i)/e);

k23 = (tf/n) x (—u(i)/e + k13/2);
k33 = (tf/n) = (—u(i)/e + k23/2);
k43 = (tf/n) = (—u(i)/e + k33/2) ;

2f = z2f + (k13 + 2 % k23 4+ 2 * k33 + k43) /6;
¢ =[c;abs(zf(i) — 0.8) — 0.2];

end
ceq = [xf — 1.01271727, y f1;
% ======= declaration de la fonction objectif =====

funcion val = fobj(u)
global tf;

n = length(u);

val = 0;

fori=1:n

k11 = (tf/n) xu(i)%

k21 = (tf/n) x (u(i)? + k11/2);

k31 = (tf/n) * (u(z)® + k21/2);

k41 = (tf/n) * (u(i)?® + k31);

val = val + (k11 4+ 2 x k21 4+ 2 x k31 + k41)/6;

end
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les Résultats d’exécution sont donnés dans la figure suivante :

1.014 v ; - 0.15
1.01

1.005

0.9¢

0.8

0.7

FIG 3.3 Résultats par la méthode directe
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Les résultats obtenues par Knut Graichen et Nicolas Petit [6] sont donnés dans la
figure suivante :

1.01 0.1

1.005 0.05

altitude h
velocity v

0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
time i tme t

] —= =10
e
2 09 - — =105
= = — — =100
Z 08} g —_— =101
0.7} 1 =t
N,
067 e ok \ D
0 005 01 015 0 005 0. 013
time t time t

FIG 3.4 Résultats obtenues par Knut Graichen et Nicolas Petit

3.5 Discussion des résultats

La figure 3.3 nous donne les mémes cibles obtenues dans I’étude de Knut Graichen
et Nicolas Petit, c’est a dire notre fusée atteint I'altitude maximale h = 1.01271727 au
bout de ¢t = 0.20407108 ( altitude et temps normalisés) c’est a dire 81km au bout de

12.4 minutes et m(ty) = 0.6 (tout le carburant est épuisé). La différence réside dans les
structures du controle.

Notre probléme qui est la minimisation de 1’énergie est équivalent au probléme de
maximisation de la masse. En effet

mazx m(ty) <= min —m(ty)

<= min —m(ty) + m(0) —m(0)

= min — 1777'”L(t)dt —m(0)
0

u(t)

= min det —m(0)
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ty

< min [uP(t)dt

car u(t) > 0.
Le probléme de maximisation de la masse et de maximisation de 'altitude donnent
des courbes aux allures équivalentes pour 'altitude, la vitesse, et la masse sauf pour la
courbe du controle.
En effet, supposons que le probléme de maximisation de la masse donne une valeur
m(tf) > 0.6. Ceci signifie qu’il reste du carburant dans le réservoir, ce qui implique
qu’avec cette énergie qui reste on peut encore aller plus haut, ce qui contredit le faite que
I’altitude est maximale.

0

Si on veut atteindre une altitude de 60 km c’est a dire h(t;) = 1.00975 alors la
simulation donne les courbes suivantes :

1.015

1.01

1.005

0.9

0.8

0.7} eeeee de 4o

Hauteur

02 03 04

Vitesse

0.08

0.06

0.04

0.02¢

FIG 3.5-Résultas par la méthode directe.

La masse finale m(tf) = 0.62, c’est a dire que si le réservoir ne contient que 40% de
la masse alors les 2% qui restent peut étre remplacés par une masse utile pour la fusée.
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Conclusion générale

Notre objectif dans ce mémoire est I’étude d’un probléme de controle optimale dont
on veut minimiser 1’énergie, Nous avons modélisé le probléeme de GODDARD ( décol-
lage d’'une fusée ) en tenant compte de toute les forces externes y compris la pression
atmosphérique et le pesanteur.

La modélisation d’un systéme de controle optimale a recours a des équations diffé-
rentielles, c’est pourquoi on a entamé notre travail par une généralités sur les équations
différentielles. Ensuite une présentation de la théorie du controle optimal est réalisée a
savoir; la controlabilité des systémes linéaires et non linéaires, quelques méthodes de
résolution. En particulier on s’est intéressé a la méthode du principe du maximum de
Pontryagin.

Par la suite on a programmé sous MATLAB deux méthodes de résolution a savoir la
méthode indirecte appelée méthode de tir, puis la méthode directe appelée aussi (tir di-
recte), nous avons commencé par la méthode indirecte ou nous avons appliqué le principe
de maximum de pontriaguin qui nous a donné les conditions d’optimalité, On a remarqué
que la méthode indirecte est trés sensible au choix du point de départ, c’est pour cela
nous sommes passé a la résolution par la méthode directe en discrétisant le probléme via
la technique de Runge-Kutta.
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