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Introduction générale

Les données de temps de défaillance (données de temps de survie) mesurent le
temps de réalisation jusqu’a un certain événement, tel quune défaillance, un déceés. Lors
de l'analyse de ces données de survie, une distribution de probabilité est nécessaire.
Plusieurs distributions de probabilité sont utilisées comme distributions de temps de
défaillance (distributions de durée de vie) telles que la distribution exponentielle, Weibull

et Gamma. Le choix de la distribution est souvent basé sur la forme de la fonction de risque.

La distribution exponentielle est la distribution la plus exploitée pour l'analyse des
données de durée de vie, mais sa pertinence est limitée lorsque le taux de risque est
constant. Pour les situations ou le taux de risque augmente ou diminue de maniére
monotone, la distribution Weibull et Gamma & deux paramétres sont les distributions les
plus populaires utilisées pour analyser les données de durée de vie. Les deux parameétres des
modéles Gamma et de Weibull représentent les paramétres de forme et d’échelle qui jouent
un réle trés important pour analyser différents types de données strictement positives.
Par conséquent ces deux modéles (Gamma et Weibull) trouvent leurs applications dans
divers domaines, comme par exemple, I’économie, I'industrie mécanique, la médecine, la

biologie, la physique, etc.

La distribution Gamma a plusieurs propriétés souhaitables, (voir Johnson, Kotz et
Balakrishnan [1994] pour les différentes propriétés de la distribution Gamma a deux
paramétres). Elle a de nombreuses applications dans différents domaines autres que les
distributions de durée de vie, comme références voir : Alexander [1962], Jackson [1963],

Klinken [1961] et Masuyama et Kuroiwa [1952]. Cette distribution a un taux de défaillance



croissant et décroissant en fonction du paramétre de forme, ce qui donne un avantage

supplémentaire sur la distribution exponentielle, qui n’a qu’un taux de défaillance constant.

L’un des inconvénients majeurs de la distribution Gamma est que la fonction de
distribution et la fonction de survie ne peuvent pas étre exprimée sous une forme explicite,
si le parameétre de forme n’est pas un entier. De plus, il existe des termes impliquant
la fonction Gamma incompléte et, par conséquent, il faut obtenir une fonction de
distribution, une fonction de survie ou une fonction de risque par intégration numérique.
Cela rend la distribution Gamma impopulaire par rapport a la distribution de Weibull,
qui a une forme explicite pour les fonctions de risque et de survie. D’un autre coté, la
distribution de Weibull a ses propres inconvénients. Un des inconvénients qui peut étre
souligné, est la convergence en loi des estimateurs du maximum de vraisemblance vers la
loi normale est trés lente (voir Bain [1976]). Par conséquent, 'estimation par intervalle de

confiance sont en général mauvais.

Récemment, une nouvelle distribution asymétrique des temps de défaillance nommée
distribution exponentielle généralisée a deux paramétres a été introduite par Gupta et
Kundu[1999] et étudiée par Gupta et Kundu [2001a] et Gupta et Kundu [2001b], voir aussi
Ragab and Ahsanullah [2001], Ragab [2002] et Kundu and Gupta [2008]. Cette distribution
était le résultat d’une transformation généralisée de la distribution exponentielle. Dans ce

travail, nous nous intéressons essentiellement a cette nouvelle distribution.

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a un rappel détaillé sur le modeéle exponentiel

généralisé a deux paramétres.

Les estimateurs de la distribution exponentielle généralisée par 'inférence classique
(maximum de vraisemblance et méthode des moments,...) et par l'inférence Bayésien

(approximation de Lindley, procédure MCMC, erreur quadratique) ont été discutés dans



le deuxiéme chapitre.

Le dérnier chapitre est consacré a l'estimation Bayésienne des paramétres d’une
distribution exponentielle généralisée sous la fonction coiit quadratique. Enfin, nous
présentons des résultats numériques obtenus a partir de données simulées. Une étude

comparative a été faite.

Ce mémoire se termine par une conclusion générale et quelques perspectives.



Chapitre 1

(Généralités sur le modéle exponentiel

généralisé

Dans ce chapitre, nous donnons un rappel sur le modéle exponentiel, et nous présentons
des définitions et quelques propriétés du modéle exponentiel généralisé, ainsi que quelques

interprétations probabilistes de ce modele.

1.1  Rappel sur le modéle exponentiel

La notion de famille exponentielle a été développée par Georges Darmois, E.J.G.Pitman
et Bernard Koopman (1935/1936).
Plusieurs travaux ont montré que le modéle exponentiel est parmi les modéles parame-
triques les plus importants dans la théorie moderne des statistiques.
Cette famille comprend les distributions Gaussiennes, Binomiale, Poisson, Gamma et Béta
ainsi que bien d’autres.
Dans la suite de cette section, nous citons quelques définitions concernant la famille expo-

nentielle.



Chapiter 1.

1.1.1 Famille exponentielle & un paramétre :

Définition 1.1. On appelle famille exponentielle générale a un paramétre 0, toute loi de

probabilité (discréte ou continue) dont la vraisemlance peut s’écrire sous la forme :
fla:0) = " T@=ACB@) 1 (7). (1.1)

Ou A ne dépend pas de 6.

n(#) € R : Parameétre naturel.

T(z) € R : statistique exhaustive.

B(zx) : base de mesure.

A(0) : fonction qui ne dépend pas de x.

et I : la fonction indicatrice.

Remarque 1.1. La formule (1.1) est équivalente a :

f(2:0) = a(8).b(x).e"DT@ T, ().

qui est équivalente a :

f(2:0) = b(z).e"®T@=40) 1, (z).

Proposition 1.1. Dans la famille exponentielle, toute statistique de la forme

Zy, =" T(x;) est exhaustive pour 6.

Exemple 1.1. Distribution de Poisson

Si X ~ P(0), alors :

Ou A =N ne dépend pas de 6.



Chapiter 1.

On peut écrire f(x;0) sous la forme :

—0 gz

fz:0) = =5 L)

6ln e 94In 6% —In !

— Inf—Inzx!—6

Oun(f) =m0, T(x) =z, B(x) =—Inx! et A(#) =6.

Donc f(x;0) appartient a la famille exponentielle ¢ un paramétre 6.

Remarque 1.2. La loi Uniforme U|0,0], ot 8 > 0 et 6 inconnu, n’appartient pas a la
famille exponentielle.
En effet, soit X ~ UJ0,6],

alors :

1
. O<z< 6
fla;0) =1 °
0, st non
qui peut s’écrire sous la forme :
1
f(x;0) = 5-[[0,9]

Comme le domaine de f(x;0) dépend de 0 (A =10,0]), alors f(z;0) n’appartient pas a la

famille exponentielle.

Définition 1.2. La famille exponentielle naturelle est un sous-ensemble de la famille
exponentielle générale dans lequel le paramétre naturel n et la statistique ezhaustive T'(x)
sont a la fois 'identité.

Une distribution dans une famille exponentielle naturelle de paramétre 6 peut s’écrire sous

la forme :

f(x;0) = b(x)e? =4O T, (z). (1.2)



Chapiter 1.

1.1.2 Généralisation : famille exponentielle & k-paramétres

Définition 1.3. Une famille de densité de probabilité de la forme :

F(2:0) = €E§:177i(9).T¢(I)—A(9)+B(x).[A(l-)_ (1.3)

est appelée famille exponentielle a k-parametres,

ou A ne dépend pas de 6.

Exemple 1.2. Loi Béta

Soit X ~ B(a, §), a, 3 inconnues

c-a-d : 0= (o, 0);

On a :

F(a+0)
['().I'(B)

o@D Imz+(3—1) In(1—2)+In T po ().

f(z;0) 2 (1= 2)" Ty ().

Dou m(0) = a—1, n(0) = =1, Ti(z) = Inz, Th(zr) = In(1 — z), B(x) = 0 et

— [(a+p)
AW) = —In 75757

Donc f(x;0) appartient a la famille exponentielle a 2-paramétres (o, 3).

1.1.3 Les lois de probabilités usuelles appartenant a la famille ex-

ponentielle :

Le tableau ci-dessous représente I’ensemble des distributions usuelles qui appartiennent

a la famille exponentielle, écrite sous la forme générale :

F(2:0) = "OT@-AOB@)

10
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Loi Densité Df 0 n T(x) B(x) A(0)
Poisson P(0) 7o N 0 Ino x ~Ing! 0
Bernoulli B(0) 6%.(1 —g)t—= x=0,1 0 In % x 0 —In(1-0)
Binomiale B(n,0) Czo°.(1—0)t* | 0,1,2,...,n | 6O(nconnu) In % x InC% —nln(1l —0)
Exponentielle E(6) 0.e=0® Ry 0 -9 X 0 —1Inf
GE(\,0) % [0, +o0] O(X connu) 0—1 In(1 —e=*®) -z —In6HA
%
ParetoP(zm, 0) % [@m,+oo] | O(xmeconnu) —(0+1) Inz 0 —1In(62Y))
—T
Normale N (6,1) ;1‘[ ez @07 R 0 0 x 7712 %(92 + In 2IT)
—T
Normale N(0,6) 1w R 0 5 22 0 1 In(2116)
_ (a—T)

Weibull W (a, 6) & 9‘_(?9'_?)& ! [0, +00] 0(aconnu) —0 z« 0 a(l — a.0) In(a.0)

D e, E3iE

khi-carré 13;9 ) zz 7 le [0, +o0] 0 g -1 Inz -2 7lnm

« a—1 Inx o
Gamma I'(«a, 8) %.xo‘*l.e’ﬁz [0, +o0] a, B < 4 ( . ) 0 —ln%
a-1 B—1 a—1 Inz
Béta B(a, ) 2?7 (-2 0,1 o, B 0 In B(a, 3
B(a.,B) [0,1] B—-1 In(1 — x) (©:5)
oz (e-m)? £ x Loz
Normale N(u,02) E”UT R p, o2 7 2 0 3 (L5 +In(2T0?))
202

TABLE 1.1
tielle.

Les lois de probabilités usuelles appartenant a la famille exponen-

Parmi les distributions qui n’appartiennent pas a la famille exponentielle, on peut citer

les lois : t de Student, Cauchy, hypergéométrique, Uniforme et la plupart des distributions

mixtures.

1.2 Modéle exponentiel généralisé

Le modéle exponentiel généralisé a deux parameétres a et A, est une extension de la loi

exponentielle, il a été introduit et étudié de maniére assez approfondie pour la premiére fois

par Gupta et Kundu(1999). Ils ont étudié diverses propriétés du modele et ils ont observé

que de nombreuses propriétés sont assez similaires a celles de la famille Gamma et de la

famille Weibull.

11




Chapiter 1.

1.2.1 Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle généralisée de deux para-

métres o, A € RY notée GE(a, \), sa fonction de répartition F est donnée par :
Fz;o,\) = (1—e™)% 2 >0,a,\> 0. (1.4)

Ot a et A sont les paramétres de forme et d’échelle, respectivement.
Comme cas particulier, la distribution exponentielle généralisée se réduit a la distribution

exponentielle & un paramétre( standard) dans le cas ou o = 1.

De plus, on a :
Fap(r;a,\) = (Fp(r; \))®

La Figure ci-dessous représente les courbes de la fonction de répartition de la distribution

exponentielle généralisée pour A = 1 et différentes valeurs de « € {1, 2, 3}.

12
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Fonction de répartition de loi exponentielle géneralisée

086
I

0.5

04

0.2

01

00

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Fi1G. 1.1 — Fonction de répartition de la distribution exponentielle généralisée GE(1,1),

GE(2,1), GE(3,1)

1.2.2 Fonction de densité

Une variable aléatoire X, suit la loi exponentielle généralisée de paramétres o, A ;si elle
est absolument continue, et admet pour densité de probabilité la fonction f, définie sur
[0, +00] par :

dF(x;a, A
flz;a,\) = % = a1l —e M) e 2 >0a,A>0. (1.5)

Proposition 1.2. La densité de probabilité de la distribution exponentielle généralisée est

une densité unimodale st aw = 1. Elle est log-convexe st a < 1, et log-concave si o > 1.

Propriétés 1.1. La fonction de densité f de la loi exponentielle généralisée vérifie les
propriétés suivantes :
- Sia=1, on a : la distribution exponentielle généralisée coincide avec la distribution

exponentielle de parameétre X > 0, de densité de probabilité :

13
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flz, ) =Xe ™, oz >0,\>0
- SiA=1, GE(a, \) = GE(«) de densité de probabilité donnée par :
flz,a) =a(l—e®)* e a,z > 0;
- Si X ~GE(a), alors \.X ~ GE(a, \)

- 8 X ~GE(«), alors Y = eX ~ Beta(l,a).

La Figure ci-dessous représente les courbes de la fonction de densité de la distribution

exponentielle généralisée pour A = 1 et différentes valeurs de o € {1, 2, 3}.

Fonction de densité de loi exponentielle géneralisée

<
- — GE(1,1)
— GE(2,1)
o | GE(3,1)
(o]
@ |
o
—_ =
®x o
w« |
(]
wo_|
(o]
g 1 \

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Fic. 1.2 - Fonction de densité de la distribution exponentielle généralisée

GE(1,1),GE(2,1),GE(3,1)

1.2.3 Fonction de survie

La fonction de survie d’'une variable aléatoire continue X, qui suit une loi exponentielle

généralisée, est définie par :

14



Chapiter 1.

SN =1—F@)=1-(1—-e)*z>0,a,X>0. (1.6)

La fonction de survie S(t) est une fonction décroissante, telle que S(0) = 0 et

La Figure ci-dessous représente les courbes de la fonction de survie de la distribution

exponentielle généralisée pour A = 1 et différentes valeurs de « € {1, 2, 3}.

Fonction de survie de loi exponentielle géneralisée

1.0

09

TX)
07

05

04

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fic. 1.3 - Fonction de survie de la distribution exponentielle généralisée

GE(1,1),GE(2,1),GE(3,1)

Remarque 1.3. [ est intéressant de noter qu’en raison de la structure simple des fonctions
de distribution et de survie, l’exponentielle généralisée a deux parametres peut étre utilisée
assez efficacement pour analyser de nombreuses données de durée de vie, en particulier a la
place des distributions Gamma et Weibull & deux paramétres( voir Gupta et Kundu (1999),
Raqab(2004)).

15
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1.2.4 Fonction de hasard

La fonction de hasard de la distribution exponentielle généralisée est donnée par :

f@)  all—eM)ale e
h(zx) = S(x) 1 (L—¢ )

La Figure ci-dessous représente la courbe de la fonction de hasard de la distribution expo-

s >0,a,\>0. (1.7)

nentielle généralisée pour A =1 et a = 2.

® _
o
w« |
o
= =
2 o
o
™
o
=2
o

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

F1G. 1.4 — Fonction de hasard de la distribution exponentielle généralisée GE(2,1)

Proposition 1.3. La distribution GE(a, ) a une fonction de hasard croissante et
décroissante en fonction du parameétre de forme.

Pour tout A > 0, la fonction de hasard est croissante pour o > 1, décroissante pour a < 1,
et constante st a = 1.

La fonction de hasard de la distribution exponontielle généralisée se comporte de la méme
maniere que la distribution Gamma, qui est assez differente de la fonction de hasard de la

distribution Weibull.

16
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Sachant que, la densité de la distribution Gamma :

A
()

2 te Mo\ x>0

folz;a,\) =

et la densité de la distribution Weibull :

fw(zo, A) = aX. (@) el a0 X x>0

Les parametres o et X représentent respectivement les parameétres de forme et d’échelle

dans les trois cas différents.

Une comparaison des trois fonctions de hasard différentes est présentée dans le tableau

ci-dessous.
Parametre Gamma Weibull GFE
a=1 A A A
a<l1 diminue de co ¢ N | diminue de oo a 0 | diminue de oo a A
a>1 augmente de 0 a\ | augmente de 0 a oo | augmente de 0 aA

TABLE 1.2 : Comportement de la fonction de hasard des distribution Gamma, Weibull et

exponentielle généralisée.

Remarque 1.4. Si le paramétre de forme est un, alors les trois distributions se réduisent

a la distribution exponentielle a un paramétre.

1.2.5 Moments d’ordre k

Considérons maintenant les différents moments de la distribution exponentielle
généralisée. Supposons que X désigne la variable aléatoire GE de paramétres « et A, alors

le moment d’ordre k est donné par :

17
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B(XM = /Oo o* f(z)dx

0
= a)\/ 2¥ (1 — e )0 e A%y
0

Puisque 0 < e < 1; pour A > 0 et z > 0,

et en utilisant la représentation de la série de (1 — e **)2"1 On a :

(1 . 6—)@)0{—1 — Z;)io(—l)zcl 'e—i)\m

a—1

Oﬁ . Céil — (afl).“.(afi)

4!

On obtient, donc :

al'(k+1) 1
2k ’ (Z + 1)k+1
Puisque (1.8) est une série convergente pour tout k& > 0, donc tous les moments d’ordre k

E(X*) = S0 (-1).Cory- (1.8)

existent.

Par conséquent, pour £ = 1, on obtient I'espérance de X :

o . 1
E(X)=-X2,(-1)".C" ;.
( ) )\ 170( ) a—1 (Z + 1)2
Et pour £ = 2, on obtient le moment d’ordre 2 de X :
2a L 1
E(X?) = =22, (-1)".C"_,.
( ) A2 1_0( ) a—1 (7, + 1)3

1.2.6 Fonction génératrice des moments

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi GE(«, ), la fonction génératrice des

moments M (t) est définie par :

M, (t) = E(etX):/Oooem.f(x)d:c

= a)\/ e (1 — e ) e Ay
0

18
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= a)\/ elt=N2(1 — ey lgy (1.9)
0

On pose y = e

(1.9) se réduit a :

D(a+1).0(1— 1)
Ma—%++1)

1
Mx(t) = a/ (1—y)* ly>.dy =
0

Ok Mx (t)

Thzo = B(X")

On calcule la premiére dérivée de Mx(t) et en évaluant a t = 0, on obtient I'espérance et

la variance de X. Donc :

p(x) = 2 = PO S P Sota 1) - ()
et
Var(X) = 55 (/(1) = ¥/(a+ 1)

ou ¢Y(a) = 2/((5)) est la fonction digamma et ¢'(«) est sa dérivée.

1.2.7 Simulation de la loi exponentielle généralisée

Soit X ~ GE(«, \),de fonction de répartition donnée par :

F(z;o,\) = (1—e™)% 2 >0,a,\> 0.

Sa fonction inverse F'~! posséde une forme analytique simple,
-1 1 1
F (u):—Xln(l—UQ);

Donc on peut utiliser la méthode de la fonction inverse, en posant

1 1
X = =1 -U%). (1.10)

19
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Avec U suit une loi uniforme sur [0, 1].

Le programme R qui permet de simuler X de loi GE(«, \) est donné dans I'annexe.

Exemple 1.3. On veut simuler une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle
généralisée.

On sait que :
X ~GE(a,\) & F(z;a,\) = (1 — e 2> 0,0, A > 0.

On simule donc une variable de loi exponentielle généralisée de parametres a et A, en

prenant :

1
X=—sIn(l- Un);

avec U suit la loi uniforme sur [0,1].

Cet algorithme est assez simple a programmer en donnant les valeurs pour o et \.

Le programme R qui permet de simuler X de loi GE(2,1) est donné dans ’anneze.
Les résultats obtenus par la stmulation sont :
1.8325858 0.6542416 1.8630888 0.9113982 2.8892281 0.4081414
1.5973727 1.0082926 0.2556855 0.6995152
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|

25
I

15

1.0

05

Index

F1G. 1.5 — Simulation de X avec a=2 et A\=1

1.2.8 La distribution exponentielle généralisée & un parameétre «
et & trois paramétres (a, A, y1)

La loi exponentielle généralisée & un parameétre o notée GE(«) est définie par ses

fonctions de : répartition, densité, survie et de hasard données respectivement par :

F(z;a) = (1—e®)
flz;a) = a.e™(1 — e*x)a—l

S(r;a)=1—(1—e )"
a.e”%(1 —e @)t
1—(1—e™)

De méme pour la loi exponentielle généralisée a trois paramétres notée GE(a, A, i), ses

h(z; ) =

fonctions de : répartition, densité, survie et de hasard sont respectivement :
F(r;a,A p) = (1 —e )2
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flasa, A p) = aXe AR — e ATt g sy,

S(x;on A p) =1 — (1 — e Memmye
aX.e M@ (] — e A@mp)ya-l
1 — (1 — e AMe—n)a

Bw; 0, A, 1) =

1 est le parameétre de position.

Remarque 1.5. Si u = 0, nous retrouvons la distribution exponentielle généralisée a deux

parametres o et .

1.3 Conclusion

La distribution exponentielle généralisée a deux paramétres (Gupta et Kundu (1999))
a été utilisée comme alternative aux distributions Gamma et Weibull habituelles dans

I’analyse des données de durée de vie.

Les trois distributions : Gamma, Weibull et Exponentielle généralisée représentent des

généralisations de la distribution exponentielle de différentes maniéres.

Les propriétés de la distribution exponentielle généralisée ont été étudiées par Gupta
et Kundu (2001). Ils ont observé que cette distribution peut étre utilisée a la place des
distributions Gamma et Weibull, puisque les deux paramétres des distributions Gamma,
Weibull et exponentielle généralisée ont une fonction de risque croissante et décroissante
en fonction de la valeur du paramétre de forme, elles ont également une fonction de hasard

constante lorsque le paramétre de forme est égal a un.
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Inférence dans le modéle exponentiel

généralisé

Dans ce chapitre, nous présentons deux approches : classique et Bayésienne pour estimer

les deux paramétres av et A de la distribution exponentielle généralisée.

2.1 Inférence classique

La statistique fréquentiste désigne la théorie des statistiques largement enseignée et
développée en grande partie par Neyman et Pearson, et reposant sur une vision déterministe
des parameétres des modéles probabilistes qui sont les objets que l'inférence statistique
cherche a estimer.

Dans cette section, on discute les différentes méthodes d’estimation des deux paramétres

a et A de la distribution exponentielle généralisée.

2.1.1 Méthode des moments

Soit X7, Xs, ..., X,, un échantillon d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle

généralisée, de densité :
Fxo(@;a,\) = a\(l —e )t e
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avec 0 = (a, \),0 € R*.
Le but de cette méthode est de déterminer des estimateurs des paramétres de ¢ en fonction

d’un echantillon z1, 29, ..., x,, de X.

Soit X ~ GE(a, \), alors :

p= B(X) = (b + 1) — (1) 21)
et :
7 = V(X) = 3 (W0 +1) /(1) (2.2

(voir Gupta et Kundu[1999a])
Rappelons que v désigne la fonction digamma et 1)’ est sa dérivée.

A partir de (2.1) et (2.2), on obtient le coefficient de variation (C.V) :

o _ V() —v(a+1)

T e D =
D’apres la méthode des moments nous avons :
S VI =¥+
X~ a0 24

o 52 =L 5 (X;—X)? et X = 23" | X, sont les estimateurs empiriques de o2 et p,

respectivement.

L’estimateur du moment de « peut étre obtenu en résolvant 1’équation non linéaire
(2.4), qui n’admet pas de solution exacte, donc une procédure numérique (méthode

itérative) est nécessaire pour approximer cette solution.

Une fois que, l'estimateur du moment de « est obtenu (ayrps), Uestimateur de moment
de A(/)\\MM) peut étre facilement obtenu.

En utilisant I’équation (2.1), on obtient :
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Sy = (B 1) = (1)

Les estimateurs de la distribution exponentielle généralisée G E(c, \) obtenu par la méthode

des moments, n’admettent pas de formule analytique.

2.1.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Supposons un échantillon aléatoire X = (X3, Xs,...,X,,) suivant la distribution
exponentielle généralisée GE(a, \), ol a et A sont supposés inconnus et nous cherchons a
les estimer. Cette méthode a été développée par Gupta and Kundu [2001a)

La fonction de vraisemblance s’écrit :

L(z;a,\) = ] flwa,n)
=1
_ Ha)‘(]- . e—k.xi)a—l.e—k.xi
=1
AT AT e Yy gl ) (2.5)

La fonction Log de vraisemblance notée [ peut étre exprimée comme suit :

[(z; 0, A) = log L(x; v, N)
=nloga+nlog\ — )\in + (a—1) Zlog(l — e M), (2.6)
i=1 i=1

Les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres a et A sont la solution

simultanée des équations non linéaires suivantes :

ol(z;a,))  n L .
aneA I log(1 — e™*) = 2.
e = Y sl = = 27)
Mx;a,))  n S ope M
T a2 mt ey g =0 (28)
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De (2.7), Gupta et Kundu [2001] donnent le MLE de a en fonction de A par la formule

sulvante :

a\) = — (2.9)

avec T =" log(1 — e )
On remplace (2.9) dans (2.6), on obtient :

9(A) = U(z;a(A), A)
=C —nlog(— Zlog(l —e M) +nlog A — )\in - Zlog(l — 7T (2.10)
i=1 i=1 i=1

Ou C est une constante indépendante de \.

Par conséquent, le MLE de A, peut étre obtenu en maximisant (2.10) par rapport a \.
Il est observé dans Gupta et Kundu[1999b| que g()) est une fonction unimodale et AvLE

qui maximise (2.10) peut étre obtenu & partir de la méthode a point fixe de :
h(A) = A (2.11)

telle que

n

B = ) = [ )+%Z—xi I

Yo lg(l— e 1 — e A

X est une solution & point fixe de I’équation non linéaire (2.11), donc elle peut étre obtenue

en utilisant un schéma itératif simple comme suit :

h(AG)) = A+

ou Ay est la j¢ itération de .

La procédure d’itération doit étre arrétée lorsque | A(jy — A(j11) | est suffisament petit.
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Une fois que /):MLE est obtenu, ay = @(XMLE) se donne par I’équation (2.9).
Les estimateurs a g et /):M e obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance sont

approximatifs.

2.1.3 Estimation par intervalle de confiance

Les estimateurs par intervalle de confiance peuvent étre obtenus, en utilisant le résultat

de la normalité asymptotique suivant :
J/n(@ = 0) — N»(0,17(6)) (2.12)
ou I(0) est la matrice de I'information du Fisher, c¢’est-a-dire :

2 2
E(5%)  Ezag)

10 ==

2 2
Exas)  E(5x)

avec 0 = (@; \),0 = (o, \)

Puisque pour @ > 0 , la distribution exponentielle généralisée satisfait a toutes les

conditions de régularité (voir Bain[1976]), donc (2.12) est vrai.
Maintenant, nous fournissons les éléments de la matrice d’information de Fisher.

Pour o > 2, Les éléments de la matrice de 'information de Fisher sont les suivants :

E(5%) = 51+ 252 (/(1) = /(a0 = 1) + (@l — 1) = (1)) = 53 [/(1) — &(a)) +
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I'(z)
INCON

Avec 1 désigne la fonction digamma, ¥ (x) = et 1 est sa dérivée.

et pour 0 < a < 2;

2 no [ —2x —x\oo— .
E<agalx):Tfo ze (1 — e ") *da;

E(g—j\é) =35 — —”O‘(;;_l) JoS ate (1 — e ") 2da.

-~

Comme 6 est inconnu dans (2.12), I7!() est estimé par I'(6) et cela peut étre utilisé

pour obtenir les intervalles de confiance asymptotiques de « et A.

2.1.4 Estimateurs basés sur les quantiles

La distribution exponentielle a une fonction de répartition explicite, donc les estima-
teurs de o et A peuvent étre obtenu sur la base de quantiles.
Cette méthode a été initialement étudie par Kao[1958,1959| et par d’autres auteurs aussi
comme Mann, Schafer et Sigpurwalla[1974].

Pour obtenir ces estimateurs de « et A, Gupta et Kundu[1999] suivent les étapes suivantes :
F(xz;o,\) = (1 — e )°

est la fonction de répartition de la distribution GE définie précédemment.
Ensuite

gl — (F(r 0, X))3] =2

Si p; désigne une estimation de F(z;a, A), alors les estimateurs de o et A peuvent étre

obtenu en minimisant : .

S [ + A log(1 — pF)P (2.13)

i=1
par rapport a a et \.

Les x(;) sont des échantillons ordonnés.
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(2.13) est une fonction non linéaire de « et A.

Donc, pour obtenir les estimateur de « et A, il faut utiliser des techniques numériques.

Remarque 2.1. Les p; sont définis par Mann,Schafer et Singpuwallah [1974}] comme
n—Zs—l

estimateurs des F(x;;a,N),(i=1,2,...,n). Par exemple : p; = est Uestimateur le plus

utilisé car c’est un estimateur sans biais de F(x;;c, N). D’autres choiz de p; sont :

i—3/8 i—1/2
pi = yDi =
n+1/4 n

2.1.5 Estimateurs des moindres carrés

Cette méthode a été proposé a l'origine par Swain, Venkatraman et Wilson[1988] pour
estimer les paramétres d’une distribution.
Les auteurs ont supposés que (Xj, Xs,..., Xo) un échantillon aléatoire de taille n d’une
distribution GE(a, ) et X(j), j=1,...,n les statistiques d’ordre associés a cet échantillon.
La méthode proposée utilise la fonction de répartition F'(X(;)) pour obtenir les estimateurs
de av et .

Pour un échantillon de taille, nous avons :

et
jn—k+1)
(n+1)%(n+2)’

cov(F(X), F(X@w)) = j<k

voir Johnson, Kotz et Balakrishnan|[1995].

Les estimateurs des moindres carrés sont obtenus en minimisant :
> (F(X() P => (1-e ) )

= n—+1 = n+1

Pour les estimateurs des moindres carrés pondérés, les auteurs les obtient en minimisant :

> wi(F(Xg) = =5 = S wy((1 = e ) - Ly 2.14)

_n+1 n—+1

(n+1)%(n+2)

oUW = “i—j+1)
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2.2 Inférence Bayésienne

L’analyse Bayésienne est une approche d’analyse statistique qui est basée sur la loi de

Bayes,
P(E/A)P(A)
P(E)

Le terme Bayésien provient du nom du révérend Thomas Bayes.

Le mathématicien frangais Laplace a également retrouvé ce résultat, de maniére indé-
pendante.
Bayes donne en réalité une version continue de ce résultat, a savoir, pour deux v.a. X et Y
de distributions conditionnelle f(x/y) et marginale g(y), la distribution conditionnelle de

Y sachant X est :

 fly/x)g(x)
1) = Ty g w)d

Laplace et Bayes ont tous les deux poussé ces travaux en décrivant l'incertitude sur les
paramétres # d’'un modéle g(x/y)par une distribution de probabilité 7 sur © appelée dis-
tribution a priori.

L’inférence est alors fondée sur la distribution de 6 sachant y, 7(6/y), appelée distribution
a posteriori et est définie par :

/o0
O = T 5y 8y 6)d0

ou f(y/0) représente la fonction de vraisemblance et 7(6) la loi a priori.

2.2.1 Présentation du modéle

Supposons que X = (X7, ....., X,,) une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle

généralisée GE(a, A).

Dans notre cas, le paramétre d’intérét est 6 = (o, \)
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2.2.2 Lois a priori

Les lois a priori sur les parameétres inconnus « et A sont respectivement données comme

suit (voir Kundu and Gupta [2008]) :

W(O{) — bgo aog— 71)004
['(ao)

m(A) = b AL b
['(ay)

Avec ag; by; aet by sont des hyper-paramétres non négatifs.

2.2.3 Loi a posteriori

La distribution a posteriori jointe est :

(a A X)m(a; N)
I JT Lo, A X)m (o A)da.dA

o tao—1 ‘e—a(— S log(1—e=A®i)4by) ‘>\n—|—a1—1 ‘e—)\(nf%—bl) e~ S log(l—e=Moi)

T, A/ X) =

e A0 = fo fo atao—l e—al(= i, log(1l—e™*%)+bo) \ntai—1 o=A(na+b1) o= iy log(l—e™*) doy I\
(2.15)
(2.15) prend une forme de ratio qui implique une intégration dans le dénominateur |,

donc il est impossible d’obtenir directement les estimateurs bayésiens de a et A de la

distribution exponentielle généralisée.

Parmi les différentes méthodes proposées pour approximer le ratio des intégrales de la
forme (2.15) :
(a)- La méthode d’approximation de Lindley (1980).
(b)- La méthode MCMC.
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2.2.3.1 La méthode d’approximation de Lindley

En 1980, Lindley a fourni une solution asymptotique pour le rapport d’intégrale
généralement rencontrées dans l'estimation Bayésienne (Lindley, 1980). Il a été utilisé
par plusieurs auteurs pour obtenir les estimateurs Bayésiens approximatifs. Pour plus de

détails, voir Lindley (1980) ou Press (2001).

Le rapport des intégrales intervenant dans lanalyse Bayésienne est donné par :

[ u(©) exp(L(©) + 9(©))d®
[exp(L(©) + ()0

I(z) =
Ou
u(©) = est une fonction de ©
L(©) = Log- fonction de vraisemblance
g(©) = Log-densité a priori
Selon D. V. Lindley (1980), si les estimations MLE des paramétres sont disponibles et n
est suffisamment grand, alors le ratio ci-dessus de l'intégrale peut étre approché comme

suit :

N | —

Z Z (uij + 2uip;)oi; + Z Z Z Z Lijrwoiion

=1 j=1 =1 j=1 k=1 I=1

DN | —

zu—k

Sur la base de l'approximation de Lindley (Kundu, Gupta [2008]), les estimateurs

Bayésiens approximatifs de « et A de la distribution expenentielle sont :

. 12n om o L b (14 e )
ap :a+§[§7'112+(§+(04_ 1); (1_6_Xxi)3 7—21)7—22
22 —sz d—1 b—1
g m(TZQTu + 27'21)] + (T )1+ (—= \ —a)y

~ 12n on S ade M (L e )
)\B_/\—l— [—7127'11—1-()\3 +(04—1)i21 (1—e /\xl)B )72
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" e o -
_(zzl m)(7—227—21>] + (T — c)7-21 + (T o a>T22

Ot @ et A sont les MLE de v et A respectivement.

Avec,

w |4 U
11 = UW—Vv2> T2 = UW—Vv2 = To1, To2 = UW —02

2 2 Az

etU:%7V:_Zn &W:%+(a_1)zn zie”

=1 (l_ef/)\\zi)2

i

2.2.4 La méthode MCMC

Pour la méthode de Monté Carlo par Chaine de Markov (MCMC) proposée par Metro-
polis et al. (1953) et Hastings (1970) , la stratégie de calcul consiste d’abord a dériver les
lois a posteriori conditionnelles de ot/ A, x et A\/cv, x pour estimer les paramétres « et A du
modeéle exponentiel généralisé sous différentes fonctions cotits .

De (2.15), la loi a posteriori de «/\, z est donnée par :

m(a/A x) Qa0 pbo—3i; log(1—e~*%i)

Donc, m(a /), x) est une loi gamma de parameétres n + ag et by — Y ;- log(1 — e ).

La loi a posteriori de A\/«, z s’écrit comme suit :

_ _ — _ n oAz
7(AM @, z) oc XTIl AT o= Ty log(1-e77)

Notons que la loi de /A, z est simulable facilement ( a/A,x ~ Gamma). Cependant,
la loi de Ao,z n’est pas simulable directement. Pour simuler la loi de /X, nous
utilisons 'algorithme de Metropolis-Hasting (M-H) & marche aléatoire. Nous utilisons
donc I’échantillonneur de Gibbs pour construire une chaine de Markov pour les parameétres
a et A, en utilisant des valeurs initiales a(® et \(©).

Les étapes de l'algorithme qui permet de simuler les lois a/A, x et A\/a, & sont résumées
comme suit :

Step 1 :faire une estimation initiale de « et \, disons a? et A9, respectivement.
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Step 2 : supposons qu’a la iéme étape, o et A prennent les valeurs «; et \;, puis nous

générons ;1 et \;iy1, a partir de m(a/X) et m(A/X), respectivement :

Step 3 :répéter 'étape 2, n fois.

Step 4 :Calculer les estimateurs bayésiens de « et A, par :

et

Ou M :burn-in period et N : le nombre total d’itérations.

Remarque 2.2. Plusieurs auteurs utilisent le record statistique dans l’estimation Bayé-

sienne des parameétres « et A de la distribution exponentielle généralisée. Parmi eux :

Ahsanullah[1978], Ahsanullah[1979] et Raqab[2002].
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Chapitre 3

Estimation Bayésienne du modéle
exponentiel généralisé sous la fonction

colit quadratique

3.1 Introduction

Raqab et Madi|2005], dans leur article intitulé "Bayesian inference for the generalized

n

exponential distribution " ont étudié deux parties : estimation des paramétres o et A du

modeéle exponentiel généralisé sous la fonction cotit quadratique et la partie de la prédiction.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’estimation Bayésienne des paramétres o et A du

modeéle exponentiel généralisé sous la fonction cotit quadratique.

3.2 Présentation du modéle

Soient Xy, Xo, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

de loi GE de paramétres o et A\, dont la densité est donnée :

flzya,\) = aX(1l —e M) L e™ 2> 0,a,\ > 0.
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3.3 Estimation Bayésienne

3.3.1 La fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance pour un échantillon aléatoire z1, zs, ..., x, tiré de la dis-

tribution exponentielle est :
L(z;a,\) = Hf(x;&, A)
i=1

= H aA(1 — e rmi)arl gmAm
i=1

_ n . _ n e ATy
— a" \Ne )\Zzzlxl.e(a 1)¥ " log(l—e )

— an‘)\n'e—n)\f—(a—l)D)\ (31)

avec Dy = — Y log(1 — e™?*),

3.3.2 Les lois a priori

Dans l'analyse bayésienne, nous devons spécifier une distribution préalable pour les
paramétres a et A, nous considérons deux distributions a priori Gamma indépendantes tels
que, I'(ag; by) comme loi a priori de « et I'(aq;b;) considérée comme loi a priori de .

Avec ag; bo; aret by sont des hyper-paramétres non négatifs.

o~ G(CL(), b(]) bao
= 7(a) = =2 g%t b, 3.2
(@) = 7 (32

A~ G(ay, by) o
= 7(\) = =2 \ulehA 3.3
") = F (33

La distribution a priori jointe pour a et A est donnée comme suit :

m(a;\) = w(a).m(\) oc @0t 1Tt gmboa=bid g0 qii by >0 (3.4)

- Notons que lorsque ag = by = a1 = by = 0, les lois a priori de v et A sont des lois a priori

de Jeffreys.
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3.3.3 La densité a posteriori jointe

Soit X = (Xi,....., X;,) une variable aléatoire de loi GE(a, \).
Aprés la spécification des lois a priori, par le théoréme de Bayes, et en combinant les

équations (3.1) et (3.4), la loi a posteriori de (a, A) sachant X est donnée sous la forme :

L, A/ X)m(; A)

m(a A/X) = 17 Lo, A/ X ) (o; \)dov.d

_ A—l.an—i-ao—l‘e—oz(D)\—i-bo) ‘)\n+a1—1.6—)\(n5+b1) '€D>\

Ou A est interprété comme

A / / L(a, A/ X)(a)m(N)davd
Calculons A :

o0

/OOL (a0, \/ X)m(a)m(N)dev.dA

J

0o
/ o Hao— 1 —oc(DA—‘rbo) \ntai— 1 —)\(nac+b1) Dkda d\
0

8
8

n+ag— 1 (a—1)Dy efboa )\n+a1 1 efn)\x fb1)\da d\

Q

o0

(Dy + bo)~ (nHa0) \ntar=1 o=Anatbi) D gy

I
Ec\c\gc\c\

(D)\ 4 bo)*(n+ao)_eDA]
— E(w().

Ot E* désigne I'espérance par rapport a I'(a; +n, by +n), et w(\) = (Dy +bg)~ ") ePx,

Donc,
n+ap—1 .e—a(DA—I-bo) ')\n—l—al—l .e—)\(nf—f—bl) .€D>‘

E*(w(N))
(o, \/X) x go(ag +n, Dy + bo)ga(as + n, by + nx) exp (D))

«

(o, N/ X) =
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Ou g, et gy sont les densités Gamma pour « et A, respectivement.

3.3.4 Les densités a posteriori marginales

Densité a posteriori marginale de A :

T(\/X) = /OOO (e, A/ X)dor

1 _ [eS)
— ./\n+a11.ez\(n:p+b1).eD)\'/ O/H»aofl'efa(D)\#»bo)da
E*(w(A)) 0
1 _
= AL AT (D (D) )=o)
Ex(w(A))
U)()\) n+ai— —A(nz
W()\/X) = W)\ a1 1.6 Alnz+b1) (36)

W()\/X) XX g,\(a1 + n,bl + nf)w()\),

avec w(A) = (D + by)~(Fa0) eDr,

Densité a posteriori marginale de « :

m(a/X) = /Ooow(oz,)\/X)d)\

— /OO L el gma(Datbo) yntar=1 o=A(nZ+b1) oDx gy
A

w(X))

1 o0 _
— .a/n-l—ao—l / e—oc(D)\—Q—bo) '/\n—&-al—l'e—)\(nw—&—bl) .GD)‘ d\
Ex(w(})) 0

E* (w/()\) .Oén—i-ao—l ‘6—a(D>\+bo)>
E*(w(}))

E*(w'(A\).ga(n + ag, Dy + b))
E*(w(N))

m(a/X) =
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avec, w'(A) = (nT 4 by)~ (a1 ePx,

3.4 Estimateurs Bayésiens sous la fonction cotlit quadra-
tique

Définition 3.1. La fonction de perte quadratique a été proposée par Legendre (1805) et

Gauss (1810), pour développer la théorie des moindres carrés. Elle est définie comme :

Une variante de cette fonction de perte est une fonction de perte quadratique pondérée

(fonction de perte quadratique généralisée) de la forme

L(0,6) = w(0)(6 — 6)*;

Proposition 3.1. Sous l’hypothése d’un codt quadratique, [’estimateur de Bayes 0 de 0

associ€ a la loi a priori w est la moyenne a posteriori de 6.
6=E(0)) :/ 0.7(0/)do
0cO

Estimateur de A\
Selon la fonction quadratique, et a partir de 1’équation (3.6) et en utilisant un échantillon-
nage d’importance, nous pouvons exprimer l’estimateur de Bayes correspondant pour le

paramétre A de la distribution exponentielle généralisée comme :

PrmW/X) = [ ar(r/x)ix

& w(A) -
AL \ntar—l o =AnTHb) g )
/0 E*(w(N))
1

= [T wyanat e gy
o,
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Ou FE* désigne lespérance par rapport a ['(ay + n,by + nT), et w(\) =
(D)\ + bo)_(n+a0).6D>‘.

Estimateur de o
L’estimateur de Bayes correspondant pour le paramétre a de la distribution exponentielle
généralisée est obtenu, en utilisant le fait que E(a/\, X) = %,
Donc :

a = Eyx(a/X)
- E*(w'(N) pi)
E+(w(X)

avec, w'(A) = (nT 4 by)~ (a1 ePx

3.5 Application

L’objectif de cette section est d’illustrer les méthodes d’estimation des parameétres
a et A d'une distribution exponentielle généralisée par deux méthodes : maximum de

vraisemblance et I’approche Bayésienne.

Nous nous intéressons dans un premier temps a la simulation des données suivant le
modéle exponentiel généralisé, en utilisant la relation (1.10) et en fixant les paramétres a

et A
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Nous passons ensuite & l'estimation de ces deux parameétres par les deux méthodes, en

utilisant les observations retrouvées par la simulation.

3.5.1 Exemple 01 : Application Bayésienne

Simulation des données
Nous allons simulé, selon le modéle exponentiel généralisé des données X = (z1, xo, ..., )

de taille n = {10,50,100} en fixant les paramétres de ce modeéle par :
a=2et A=1

On applique le programme sous R de 'approche Bayésienne (voir ’annexe), pour estimer
les parameétres a et A du modéle exponentiel généralisé,et en utilisant les lois a priori (3.2)

et (3.3)en fixant les hyper-paramétres ag = by = a; = by =1

Reésultats et Discussion
Nous avons estimé les paramétres du modéle exponentiel généralisé par ’approche Bayé-
sienne.

Les résultats obtenus sont dans le tableau suivant :

~
~

parameétre Q A
n=10 1.7673 | 1.014022
n=>50 1.927768 | 0.9931297
n=90 1.932954 | 0.9423365

Nous remarquons que les estimateurs Bayésiens de a et \ sont plus proches des valeurs

initiales de a et A, lorsque la taille de ’échantillon augmente.
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3.5.2 Exemple 02 : Etude comparative entre les estimateurs MLE

et les estimateurs Bayésiens

Nous avons déja observé dans l'exemple précédent, que les estimateurs Bayésiens
approximatifs correspondent assez bien aux valeurs Bayésiennes exacts. Dans cette section,
notre objectif principal est de comparer les estimateurs bayésiens avec les estimateurs

classiques du maximum de vraisemblance en utilisant les erreurs quadratiques moyennes

(MSE).

Simulation des données
Nous simulons, selon le modéle GE(«,\), des données X = (z1, x9, ..., x,) de taille n=100,
en fixant les paramétres o et A\ de ce modéle.

Les parameétres ont été choisis comme suit :

a= 2.5, A= 0.5
Estimation des paramétres
Cette partie contient une étude de simulation pour comparer les méthodes d’estimation :

maximum de vraisemblance et I’approche Bayésienne, en utilisant les erreurs quadratiques

moyennes (MSE) comme suit :
MSE(e) = % iLi(@ — a)* et MSEQ\) = % XL, (A = A)?

Ou « et A sont les valeurs fixés, a et \ sont les estimateurs par la méthode du maximum
de vraisemblance ou 'approche Bayésienne obtenus a partir de I’échantillon numéro i et

N est le nombre de répétition de simulation.

Nous avons généré un échantillon de taille n=100, pour retrouver les estimateurs de «

et .
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- Par une application du programme de I'approche Bayésienne sous R ( voir I'an-
nexe), et en utilisant les lois a priori (3.2) et (3.3) en fixant les hyper-paramétres
ag = by = a1 = by = 1, nous avons estimés les parameétres o et \, du modéle exponentiel

généralisé, en utilisant les observations simulées dans la premiére partie.

- Pour la méthode du maximum de vraisemblance, les résultats ont été retrouvés par
une application du programme de la méthode du maximum de vraisemblance sous R (voir

I'annexe).

Résultats et Discussion

Nous avons estimé les paramétres du modéle par deux méthodes : maximum de vrai-
semblance et I'approche Bayésienne.

Les résultats obtenus sont donnés sous forme de tableau.

~

parametre Q MSE(«) A MSE()N)
Estimateur MLE 3.689 0.0141 0.6057 0.0001
Estimateur Bayésien | 2.104881 | 0.0015 | 0.4708366 | 0.0000084

Les résultats obtenus par les deux méthodes nous permet de constater que les

estimations sont proches des valeurs attendues (valeurs des parameétres fixées a = 2.5 et

~ 0.5).

Pour les estimateurs Bayésiens, la performance dépend de la forme de la distribution
a priori et de la fonction de perte supposée. La plupart des auteurs ont utilisé 'erreur

quadratique comme fonction de perte symétrique.

L’étude de simulation a révélé que les estimateurs Bayésiens des paramétres de la

distribution exponentielle généralisée sous la fonction perte quadratique est plus efficace
. . . , .

que les estimateurs du maximum de vraisemblance, au sens de l'erreur quadratique

moyenne (MSE).
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Conclusion et Perspectives

L’objet de ce travail est de faire le point sur les méthodes d’estimation des deux
parameétres du modeéle exponentiel généralisé. Dans un premier lieu, nous avons commencé
par présenter un rappel sur la famille exponentielle, et nous avons donné quelques lois de
probabilités usuelles appartenant & cette famille. Puis, nous avons présentés le modéle
exponentiel généralisé, en déterminant sa fonction de répartition, de densité et sa fonction

de survie et de hasard.

Par la suite, nous avons proposé les différentes méthodes d’estimation des parameétres
a et A. Premiérement, c’est par l'inférence classique, oli nous avons détaillé le principe
de la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode des moments, estimation par
intervalle de confiance, estimateurs basés sur les quantiles, estimateurs des moindres
carreés.
La fonction nlm sous R a été utilisée pour estimer les paramétres a et A par la méthode
du maximum de vraisemblance car le systéme de la méthode n’admet pas de solution
explicites. Dans un second temps, nous avons présenté ’approche Bayésienne. Dans
cette approche, nous avons construit des estimateurs bayésiens de « et A basés sur
I’approximation de Lindley et la procédure MCMC et sous la fonction cotit quadratique.

Des applications pratiques et comparatives selon les différentes méthodes sont établies.

Il serait intéressant d’étendre ce travail en utilisant d’autres fonctions cotits, comme la

Linex, la fonction cotit absolu et la quadratique généralisée.
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