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Introduction générale

La programmation mathématique se propose pour l'objet d’étude théorique des pro-
blémes d’optimisation ainsi que la conception et la mise en ceuvre des algorithmes de résolu-
tion.

La présence du terme ”programmation” dans le nom donné a la discipline peut s’expliquer
historiquement par le fait que les premiéres recherches et les premiéres applications se sont
développées dans le contexte de I’économie et de la recherche opérationnelle.

C’est ainsi que G.B.Dantzing propose en 1949 le terme de programmation linéaire pour
I’étude des problémes théoriques et algorithmes liés a 'optimisation des fonctions linéaires
sous contraintes linéaires. Dans le méme sens Kuhn et Tucker ont proposé la programmation
non linéaire avec ou sans contraintes.

Dans le cas ot les données sont mal connues ou imprécises de nature floue, on parlera alors
de programmes linéaires flous qui sont considérés comme les meilleurs outils pour traiter des
études de prise de décisions dans un environnement imprécis. Les connaissances imprécises
n’ont été prises en considération qu’a partir de 1965, lorsque Zadeh, professeur a I'université
de Californie de Berkeley, a introduit la notion de sous ensemble flou. A partir de 'idée d’ap-
partenance partielle a une classe de catégorie aux limites mal définies, dans une généralisation
de la théorie classique des ensembles admettant des situations intermédiaires entre le tout et
le rien.

Dans tous les problémes de décision, I’obtention des données préciser du modéle traité est
évidemment essentielle. Dans de nombreuses situations les données du probléme ou certaines
d’entre elles sont de nature imprécises et difficile & appréhender exactement. L’approche floue,
introduite par Zadeh, est un outil adéquat pour modéliser cette imprécision.

- Le premier travail réalisé sur un probléme de décision dans un environnement flou revient
a Belleman et Zadeh. I'apport fondamental de cet article et de souligner que "agrégation des
critéres peut étre vu comme un probléme de combinaison d’ensemble flous a I’aide d’opération
ensembliste floues. En se basant sur ce principe, la Programmation Mathématique Floue
a connu ces dix derniéres années de nombreux développements et a donné lieu a de trés
nombreuses publications et ouvrages spécialisés .

Ce mémoire est organisée comme suit :

—Dans le premier chapitre, nous allons introduire la théorie des ensembles flous, donner
les définitions et les concepts de base facilitant la compréhension de ce qui suivra .

—Dans le deuziéme chapitre, nous parlerons de la programmation linéaire déterministe
et la méthode de résolution qui est la méthode du simplexe classique de Dantzing.

— Le troisiéme chapitre, nous aborderons la programmation linéaire floue, nous donnerons
la forme générale d’un programme linéaire flou, nous montrons la facon de procéder pour
défuzzifier les contraintes et se ramener a un programme linéaire déterministe.

— Le quatriéme chapitre, contient quelques notions topologiques, la convexité (ensemble
convexe, fonction convexe), programme convexe, les conditions nécessaire de K-K-T, exten-
sion a des problémes avec contraintes d’égalités et d’inégalités.



Chapitre 1

Théorie des ensembles flous

1.1 Introduction

La théorie des ensembles flous est apparue en 1965 & Berkeley[9], dans le laboratoire de
Lotfi Zadeh. Cette théorie permet la formalisation des imprécisions dues a une connaissance
globale d'un systéme trés complexe et l’expression du comportement d’un systéme par des
mots. Elle permet donc la standardisation de la description d’un systéme et du traitement
de données aussi bien numérique qu’exprimées symboliquement par des qualifications lin-
guistiques. Autrement dit, la théorie des ensembles flous est une modélisation mathématique
du langage naturel. Son idée de base est la modification de la traditionnelle fonction ca-
ractéristique d’un ensemble de facon a introduire des degrés dans la relation traditionnelle
d’appartenance.

1.2 Ensemble flou

Origine de la théorie des ensembles flous

Les catégories manipulées par le langage sont rarement tout ou rien. Leur représentation
par des ensembles classique est souvent mal adaptée.

Idée de Zadeh

Remplacer 'appartenance a un ensemble classique par un degré d’appartenance pouvant
prendre toutes les valeurs comprise entre 0 et 1.

Les ensembles flous peuvent étre construits sur les ensembles ordinaires en modifiant la
définition traditionnelle de la fonction caractéristique d’un ensemble.

Soit X un ensemble, appelé univers dont les éléments sont notés par x.

1.2.1 Deéfinition
Un sous-ensemble flou A dans un ensemble X est défini par la donnée d’une application :
pi: X —0,1]
(5 est appelée fonction d’appartenance du sous-ensemble flou A.
Vo e X, uj(z)s’interpréte comme :

1. Le degré d’appartenance de x a A
2. Le niveau de compatibilité avec un concept donné
3. Le niveau de similarité avec un prototype, etc
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Remarque 1.1

On note ﬁ:( X, pg)={(z, pz(z)); z € X}

Exemple 1.1

On se propose de mesurer 'acuité visuelle (moyenne des deux yeux) des individus d’une
certaine localité X

Soit A I'ensemble des individus en cette localité ayant une bonne acuité visuelle. Cet
ensemble a un contour mal défini.

En effet, il y a des individus dont 'acuité visuelle est égale a 1, 0. 8, 0.6 ou toutes autre
valeur comprise entre 0 et 1. B

Dans ce cas on dit que A est un sous ensemble flou on le note par A.

1.3 Concepts usuels

e Sous ensembles de niveau « [1]
Un sous ensemble de niveau a noté A% est 'ensemble :

Ax = {z € X/uz(z) > a}
Il contient tous les éléments de X qui sont compatibles avec A A un niveau au moins égale
aa.
Exemple 1.2
X = {x1, 29,23, 74,75}
A ={(21,0.9), (z2,1), (23,0.5), (4,0.1) , (x5,0.3)}

g0‘5: {1’17372,333}

e Sous ensembles de niveau a strict [1]

Un sous ensemble de niveau « strict noté A® est ’ensemble :

A =z e X/ pz (x) > a}

pour 'exemple précédent :

AO'5: {Ih x2}

e Support de A[l]

Le support de A noté Supp ;L c’est I’ensemble des ¢léments de X appartiennent tant soit
peu & A c’est-a-dire :

Supp A = {zeX/pz () >0}

e Hauteur de A[l]

La hauteur de A notée Haut A est définie comme suit :

Haut A = Sup pi(x)

5



e Sous-ensemble flou normalisé [1]
A est dite normalisé s'il existe z €X tel que :
pz(x) =1

Exemple 1.3
A ={(21,0.2), (22,1), (23,0), (24,0.1), (25,0.3)}

A est normalisé

e Sous-ensemble flou convexe [1]

A est dite convexe si quelque soient x; et xo appartenant & X et A € [0,1] on a :
pi(Azr + (1 — A)zp)= min [Ng (1) 5 pg (xz)]

e Noyau d’un sous-ensemble A [4]

Le noyau d’un sous ensemble flou A de X , noté Noy(A) est Pensemble de tous les
éléments qui lui appartiennent totalement (avec un degré 1) on a :

Noy (Av):{m € X/puz(x) =1}

1.4 Nombre flou

1.4.1 Définition d’un nombre flou

Un nombre flou est un ensemble flou A convexe et normalisé, [13] de I’ensemble des nombres
réels (X =R) .

Remarque 1.2

Sile Noy (ﬁ) est un intervalle de R, on parle alors d’intervalle flou.

Exemple 1.4

e Nombre réel

v

3.5



e Nombre flou

3.2 35 4.0

Figure 1.1- Comparaison entre un nombre flou et un nombre réel

1.4.2 Opérations sur les ensembles flous

Les opérations sur les ensembles flous sont généralement des extensions des opérations
connues sur les ensembles classiques (inclusion, égalité, réunion, intersection et complément).
Elles s’appliquent d’ailleurs aux ensembles classiques lorsque les fonctions d’appartenance se
réduisent a des valeurs de 0 ou 1 [4].

e Inclusion

Un ensemble flou A est inclu dans un autre ensemble flou B , cela se traduit par :
A QE:)ug(x)g,ué(x),‘v’x e X

o Egalité

Soient deux ensembles flous A et B d’un univers X. On dit que A et B sont égaux si et
seulement si leurs fonctions d’appartenance ont la méme valeur en tout point x de X :

pi(e)=pg(), Ve e X
e Complément

Le complément d’un ensemble flou A d’un univers X, est 'ensemble flou A dont la fonc-
tion d’appartenance est :

() =1 — pz (2)

e Réunion

La~ré1~1nion de deux ensembles flous A et B de méme référentiel X est un ensemble flou
noté AUB dont la fonction d’appartenance est :

pivg(@) = max {pz(x), pg(x)}, Ve e X

e Intersection

L’i~nte£section de deux ensembles flous A et B de méme référentiel X est I'ensemble flou
noté ANB dont la fonction d’appartenance 1.5 est définie par :

ting(@) = min {pz(x), pp(x)}, Ve € X

7



Exemple 1.5

X = {x1, 29,23, 24,75}

A ={(x1,1),(22,0.3), (5,0.7) , (x4,0.4) , (x5,0)}

B = {(21,0.9), (22,0.2) , (x3,0.1) , (24,0.6) , (x5,0.5)}

ACH

A+B
o A= {(21,0), (x2,0.7), (23,0.3), (4,0.6) , (5, 1)}
o ui5=1(x1,1),(22,0.3),(23,0.7), (24,0.6), (25,0.5) }

o Ling = 1(21,0.9),(22,0.2),(23,0.1), (24,0.4) , (x5,0)}

1.4.3 Nombre flou de type L-R

Un nombre flou A est de représentation L-R[15, 18], s’il existe deux fonctions L et R telle

que sa fonction d’appartenance est définie par :
a>0,6>0

@ - ) pour x < m 1)
qu = .
) pour x> m

ou :

L et R sont des fonctions dites de référence du nombre flou A vérifiant les propriétés
suivantes :

e L et R fonctions non croissantes sur [ 0,400 ;

e L et R fonctions symétriques : L (z) =L (—z); R(z) = R(—x), Vz;

e L(0)=R(0)=1 ;

On note A = (m ;0;0)L-R.

LA A

m-a m m+f X

Figure 1.2- Représentation d’un nombre flou de type L-R
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1.4.4 Intervalle flou

Un nombre flou plat de type L-R[18], ou intervalle flou, est tel qu’il existe m, n € R, avec

m < n de sorte que :

pilr)=1,Voe [ m, n ] Sa fonction d’appartenance est définie par :

a>0,8>0

m—x
L( ) six<m
o
pilr) =141 stm<z<n
r—mn ,
R( ) six>n
a

Nous désignerons un tel nombre flou A de type L-R par :

A:(m, n,a,B)L_R

ou :

(1.2)

a et B sont les écarts & gauche et a droite de A respectivement, m et n sont les valeurs
modales inférieures et supérieures de A respectivement ou bien la moyenne & gauche et a

droite de A respectivement, [ m , n| est le noyau de A.

HE A
1
L R
a B
A " >
m-a m n n+f x

Figure 1.3 - Représentation d’un nombre flou plat de type L-R

Remarque 1.3

Il existe plusieurs types de nombres flous de type L-R. Lorsque les fonctions de références
L et R sont linéaires, on parle alors de nombre flou de type triangulaire ou de type trapézoidal.

1.4.5 Nombre flou de type triangulaire

Un nombre flou est dit de type triangulaire noté (a, «, 8) si sa fonction d’appartenance

est définie par [6] :

a>0,8>0



r—a+« )
_ sta—a<zr<a

a
pilz) <1 si T =a (1.3)
a+p—=x
L sia<zr<a+p
@

»>
a-a a a+f X

Figure 1.4 - Représentation d’un nombre flou triangulaire (a; «; 3)

1.4.5.1 Opérations sur les nombres flous de type triangulaire

Soient A et B deux nombres flous de type triangulaire .

e Multiplications scalaires [6]

Soit le nombre flou triangulaire A= (a, aq, B1)

Il vient :
SiA>0,AeR: AR A= (\a, Ay, \B)
SiAd<0,AeR : AQA=(\a, —\B1, —Aay)
e Addition [6]
Soient deux nombres flous triangulaire A= (a, aq, P1) et B= (b, ag, P2)

11 vient :

A@ B=(a+b,a+as, fi+ )
e Soustraction [6]
Etant donnée A= (a, ay, (1) et B= (b, ag, B2) deux nombres flous triangulaire .
Il vient :
-B =~ (b, az, f2) = (=D, B2, 02)
et

g@EZ(a—b, Oél—i-ﬁg, 614—0(2).

10



1.4.5.2 Comparaison de deux nombres flous triangulaire

Soient deux nombres flous triangulaire A= (a, ay, B) et B = (b, g, Po)

*A—Boa = b , 0 = g, 1 = [o.

*ASB@CLSIJ y a—a1§ b‘OéQ, a+61§b+62

1.4.6 Nombre flou de type trapézoidal

Un nombre flou A est dit de type trapézoidal noté ( q L, aV, a, B) sisa fonction d’ap-

partenance est donnée par|[13] :

r—a" 4+«

_ Si at —a <z <al,
«

pilz) =<1 Siat <z <dY, (1.4)

a" +p5—=z

—ﬁ Sia¥ <z <a’+ B,
B

A
MA

Figure 1.5 - Représentation d’un nombre flou trapézoidal

1.4.6.1 Opérations sur les nombres flous de type trapézoidal

Soient A et B deux nombres flous trapézoidaux.

e Multiplication scalaire [14]

L U

Soit le nombre flou A — (a”, a ,ai, ) detype trapézoidal .

11 vient :

£SiA= 0, AR ARA =\ a "\ d¥ hai,\3)) -

*SiA< 0, MeR:ARA = (A a¥ A a ", =\81,—Aa) -

11



e Addition [14]
Soient deux nombres flous A — (a L, a U,al,ﬁl) et B = (b Foy?
trapézoidaux .

,a, [33) de type

11 vient :
AP B :(GL+ bLa a’ + WYy +ag, B+ B)

e Soustraction [14]

L

Etant donnée deux nombres flous trapézoidaux A — (a”, a¥ , oy, By) et

) bU , (g, ﬂZ) )

B :_< bLJ bU ,Oég,ﬁg):( _b ) _bL 762; 042) ’
AV@E :(aL _bU7 aU —b L7a1+52761+a2) .

1.4.6.2 Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux

Soient deux nombres flous trapézoidaux A — (a Poal, o, By) et

*A=B&e al=bt, dV = bV, oy =ay B =P
*A<Be alt< bl dV < W, atar < b Pan, a VB < WY+ B
Remarque 1.4

On note par F'(R) 'ensemble des nombres flous de type trapézoidal .

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, quelques notions de bases sur la logique floue en
introduisant les concepts de base des ensembles et des nombres flous .

12



Chapitre 2

Programmation Linéaire

2.1 Introduction

A partir de la fin de la Seconde Guerre mondiale, des nouvelles méthodes permirent
de résoudre des problémes complexes 1a ot les méthodes classiques échouaient. Ces mé-
thodes furent connues sous le nom de programmation linéaire, développées principalement
par George B. Dantzig , mathématicien américain et créateur de la méthode du Simplexe.

Danzig, outre la programmation linéaire, étudié entre autres la programmation mathéma-
tique, la prise de décision et les modéles de planification a large échelle. L’impact de son ceuvre
fut considérable en gestion et en économie et ses méthodes restent totalement d’actualité.

Ce chapitre permet de se familiariser avec les notions relatives & la programmation
linéaire[19].

2.2 Définition et modélisation d’un programme linéaire

2.2.1 Définition

La programmation Linéaire est un programme consistant a minimiser ou a maximiser
une fonction objectif & plusieurs variables de décision soumises & un ensemble de contraintes
exprimées sous forme d’équations linéaires[19].

2.2.2 Modélisation

Un modéle mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer
les outils, les techniques et les théories mathématiques. Puis généralement, en sens inverse, la
traduction des résultats mathématiques obtenus en prédiction ou opérations dans le monde
réel.

En Recherche Opérationnelle, modéliser un probléme consiste & identifier les variables
intrinséques, les différentes contraintes auxquelles sont soumises ces variables et 1'objectif
visé (optimisation)[13].

Exemple 2.1

L’intendant d'un lycée doit composer un menu qui doit contenir un minimum d’éléments
nutritifs et qui doit étre le moins cotliteux possible. On se limite & une situation simple,
deux denrées alimentaires principales Dy, D5 et trois éléments nutritifs, les vitamines V, les
calories C et les protéines P. Le tableau suivant indique le nombre d’éléments nutritifs par
unité d’aliment :

13



D, 5 2 2

» Une unité de D; contient 1 unité de V', 1 unité de C et 3 unités de P.

» Une unité de D, contient 5 unité de V', 2 unité de Cet 2 unités de P.

Modéle mathématique

— Contraintes diététiques. Le menu doit comporter au minimum 5 unités de V', 4 unités de
C, 6 unités de P. Les cofits unitaires sont 20 pour Dy, 25 pour Ds.

— Reéalisation du menu. Un menu contenant x; unités de Dy, x5 unités de D, est réalisable

si le couple (xy, xo) vérifie :

T1+ 95293 > 5
T1+ 229 >4
31 +x2>6
120,29 >0

— Le programme linéaire :
le probléme consiste a déterminer deux nombres x; et x5 tels que :

(Z(x1, x5) = 20x; + 2529
s.c
Ty +Dxry > 5 2.1)
T1+ 229 >4
3x1+29>6
x1 > 0,29 >0

\

ou Z est la fonction objectif & minimiser.

2.3 Forme générale d’un programme linéaire

Un programme lin¢aire a la forme générique suivante[18] :

(max (min) Z = > i1 G
s.c
B 2.2
iy § < e bii=Tm 22
>
\ Tj >0 \V/] = 7




ol :
¢j, aij, b; :des nombres réels.

Il comporte n variables non négatives, m contraintes d’inégalités ot d’égalités et la fonction
objectif & optimiser.
On peut aussi représenter ce programme par ’écriture matricielle suivante :

’

(max (min) Z = cx

S.C

Ax

IV IA

>0

2.3.1 Forme canonique et forme standard d’un programme linéaire :

Un programme linéaire s’écrit sous forme canonique suivante[18] :

maz (min) Z =Y 7, ¢z,

s.c ) - (2.4)

Si par contre, en dehors des contraintes de non-négativité toutes les contraintes sont des
égalités, on dit que le programme linéaire, est mis sous «forme standard». On peut toujours
mettre un programme linéaire quelconque sous forme standard en ajoutant des variables
supplémentaires appelées «variables d’écarty a partir de la forme canonique.

maz (min) Z =37, ¢z,

S.C
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2.4 Domaine de solutions réalisables et solution optimale

Définitions|[3]

Solution réalisable : tout vecteur x qui satisfait les contraintes fonctionnelles et les
contraintes de non négativité est appelé solution réalisable aux modéles de programmation
linéaire (2.4) et (2.5).

Domaine des solutions réalisable : c’est ’ensemble des solutions réalisables du
programme linéaire c’est-a-dire ’ensemble des solutions qui satisfait simultanément les
contraintes fonctionnelles et les contraintes de non négativité.

Solution optimale : toute solution réalisable qui optimise la fonction objectif.

2.5 Propriétés géométriques

On note :

Dr ={z € R" | Az = b, z >0} (2.6)

L’ensemble des solutions réalisables du probléme (2.5) sous forme standard.
e Un polyedre @) de R™ est défini par @) ={z € R" | Az <b}ou A estune
matrice m X n .

e Un ensemble E CR"™ est dit convexesi Vo, y € F A +(1—-N)ye FE
pour tout 0 <A <1.

e Soit F un ensemble convexe non vide deR"™, x est dit point extréme ou sommet
de B si o =Av1+ (1 =Nz, Vi, 20 € Eet A €]0; 1] alors v = 21 = z.
e 1 est une solution de base réalisable si et seulement si x est un sommet de Dg.

e L’optimum de la fonction objectif Z sur Dg , s’il existe au moins un sommet
de D]R [12]

2.6 La méthode du simplexe

Cette méthode est I'un des outils de résolution des problémes de programmation linéaire.
Elle consiste a suivre un certain nombre d’étapes avant d’obtenir la solution d’'un probléme
donné. Il s’agit d’'une méthode algébrique itérative qui permet de trouver la solution exacte
d’un probléme de programmation linéaire en un nombre fini d’étapes[19].

2.6.1 Base et solution de base

e [La méthode du simplexe utilise la forme standard ou le systéme d’égalité s’écrit sous la
forme matricielle :

Ax = b ou A est une matrice n x m , derang : m <n
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e On appelle base de A ou matrice de base toute sous matrice carrée inversible B, m x m
de A; pour une base B, on peut (en réarrangeant les colonnes si nécessaire) partition A en
(B,H) et x en (zp, Tg).

o H est la matrice m X (n — m)des colonnes hors base ou matrice hors base. Le vecteurz g
a pour composantes les m variables de base (associées aux colonnes de B ).

e vy a pour composantes les n —m variables hors base.

e Jp est ’ensemble des indices de base et Jg 1’ensemble des indices hors base.

e Pour obtenir une solution de base on pose zy = 0 alors, By = b = zg = B 'b.
Cette solution est la solution de base associée a la base B, elle peut violer les contraintes de
positivité .

¢ On appelle solution de base réalisable une solution de base dont toutes les variables sont
positives ou nulles[2].

2.6.2 Algorithme du simplexe
Etape 0

Transformer le programme linéaire sous la forme standard par rapport a un ensemble
d’indice de base Jp de fagon & avoir une solution de base admissible{zp} .

Etape 1
Calculer le m-vecteur des potentiels :
y/ — c/BAél

Calculer le vecteur des estimations :

-eme

ol a; est la 7 colonne de A
Critére d’optimalité
SiA; > 0,5 € Ju, stop la solution actuelle est optimale

sinon soit jo € Jg/A;, = min A, .
/ Jo A.7'<0,j€JH J

Etape 2

Si Az'aj, <0, Stop :la solution est infinie

T
Sinon soit : j; tel que 0°=0;, = min {—j/xm >0,5 € JB}.
Ljoj

17



Etape 3
Calculer = z; = (Z,,%s,)

Foo— . -1
Tjgp — Tjp 0A Qs

{f‘j = 0, SZ] - JH\jo, @-0:90.
Poser Jp =(Jp \ j1)Ujo, Ju=(Ju \ jo)Uj1, Ap = (I, J),
d’ou {f,A_B} la nouvelle solution réalisable de base

Ceci consiste une itération [2] .

2.6.3 Tableau du simplexe

La forme du tableau de I'algorithme du simplexe facilite les calculs précédents et se préte
bien & la programmation. Nous allons, & travers de ’exemple suivant résumer les différentes
itérations du tableau du simplexe[2].

Exemple 2.2

Soit & résoudre le programme linéaire suivant :

(maxZ = 211 + 29
s.c
1+ 29 < 10 (2.7)
—x1 + 229 < 10
[ 21 20,2220

Transformons le programme sous forme standard en ajoutant les variables d’écart x3, x4

(maxZ = 211 + 29
s.c
1+ 29 + 23 = 10 (2.8)
—x1+ 229 + 24 = 10
x; 20, 1= m

La solution de base de départ est x = (0,0, 10, 10) avec Jp = {3,4} et Jy={1,2}
. o 10
Le vecteur des potentiels est : ¢ = cz Az =(0,0) 0 1 =(0.0)

Déterminons le vecteur des estimations A :

Aj:y/aj—cj
/ 1
Alzyal—clz(O,O)(_1)—2:—2.
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Agzy/ag—CQZ(()?O)(;>—1:—1.

Az = /A4=0 car on sait bien que : A, =0,j € Jp

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié, donc la solution de départ n’est pas optimale.

Dressons le premier tableau du simplexe :

c 2 1 0 0
Cgp Base b T To T3 Ty 0
10
0 T3 10 1 1 1 0 —
0 Ty 10 -1 2 0 1 /
A -2 -1 0 0

Donc on doit faire entrer x; dans la base et sortir x3, la nouvelle base sera

T = (z1,x4) pour avoir la nouvelle solution Z dressons le deuxiéme tableau du simplexe :

c 2 1 0 0
CRp Base b 1 To T3 T4 0
2 1 10 1 1 1 0
0 Ty 20 0 3 1 1 /
A 0 1 2 0

Le critére d’optimalité est vérifié, donc la nouvelle solution & = (10,0, 0, 20) est optimale
pour le programme standard, d’oit la solution optimale du programme de départ est 2° =
(10, 0) avec 2° = 20.

2.7 Initialisation de Palgorithme du simplexe

Il est impératif d’avoir une solution de base réalisable de départ pour pouvoir utiliser la
méthode du simplexe. Dans plusieurs situations, celle-ci n’est pas toujours facile a obtenir.
La méthode des deux phases et la M-méthode que nous allons exposer dans la suite de ce
chapitre sont des variantes de la méthode du simplexe.
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2.7.1 Meéthode des deux phases

Considérons le probléme de programmation linéaire suivant (sans solution de base réali-
sable de départ)[2] :

Ax =b (2.9)

Premiére phase :

La premiére phase de résolution du probléme (2.9) consiste a déterminer une solution de
base réalisable de (2.9). Pour cela on construit le probléme suivant :

m
mawZ = — Y o
S.C

[AIL + Lnas = bi, 1= 1, .., m,

;20,24 2>20, 0=1,...m, j=1..n

(2.10)

Ou les z,,; sont appelées des variables artificielles. Le probléme (2.10) possédé n +
m variables X = (1, ..., Zn, Tpi1, .., Tnim) €6 m équations. Le vecteur X = (0, ...,0,by...,by,)
est réalisable pour (2.10).

D’un autre coté, la fonction objectif est bornée supérieurement :
-3 @pei <0, donc le probléme (2.10) admet une solution optimale X° = (20, 29).
Soit {2, 2%} une solution optimale de (2.10).

SizY = 0 alors, les contraintes du probléme de départ (2.9) sont contradictoires.

Deuxiéme phase :

Soit (2 2%) une solution optimale de (2.10) avec des variables artificielles nulles, alors
on utilise la solution z¥ avec sa matrice A% comme solution de base de départ du probléme
(2.9) et ceci constitue la deuxiéme phase.

Sizl,, =0, Viet 3un indice iy/a;, € A% alors, pour revenir a la deuxiéme phase, il faut
exclure cette colonne de A%.

Exemple 2.3

(
maxs = x1 — 2%2 + T3

s.c
T14To+1x3 =05 (2.11)
=21 + 229 =4

| 21 20,20 20,23 20
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Forme standard

(maxZ = —x4 — x5
s.c

T11T2 + T3 =05

201 + w2+ x4 =3
—2x1 4+ 2x9 + 25 =4
[ 2, >0,j=1,5

(2.12)

La solution de base de départ est z = (0,0, 5, 3,4)

Premiére phase

¢ 0 0 0 -1 -1

CRp Base b T To T3 Ty Ts 0;

0 T3 5 1 1 1 0 0 5

-1 T4 3 2 1 0 1 0 3

-1 x5 4 -2 2 0 0 1 2
A; 0 -3 0 0 0

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié. Donc on doit faire entrer x5 dans la base et sortir
x5, la nouvelle base sera 7 =(x3, x4, T2).

¢ 0 0 0 -1 -1
CR base b 1 T9 x3 Ty Ty 0
0 3 2 0 1 0 ! )
e 2 | 2
1 1 3 0 0 1 ! L
) = 2 | 3

1

0 T 2 -1 1 0 0 —3 /

3

A;j -3 0 0 0 3

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié. Donc on doit faire entrer z; dans la base et sortir
x4, la nouvelle base sera Ty =(x3, 21, x) pour avoir la nouvelle solution z dressons le 3éme
tableau du simplexe :
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¢ 0 0 0 -1 -1
Cp base b T i) I3 Ty Ts
0 ! 0 0 1 2 !
S 3| 6

0 ! 1 0 0 ! !
no] g 3 | 6

0 ! 0 1 0 ! !
" 3 3 3

A; |0 0 0 1 1

Le critére d’optimalité est vérifié, A;> 0 la solution est optimale on passe a la deuxiéme
phase.

¢ 0 0 0

CB Base b X1 T T3
7
1

1 1 3 1 0 0
7

-2 ) § 0 1 0
A 0 0 0

A;> 0 alors le critére d’optimalité est vérifié, donc la nouvelle solution est

177
T = (x1,29,23) = (5, 3 §>, d’ou la solution optimale du programme de départ est

177
20=1= - =| avec Z° = -2.
333

2.7.2 M-méthode

Elle a rassemblé les deux phases en une phase appelée la M-méthode.[2]

Du probléme (2.9), on construit un probléme (2.13) de la maniére suivante :

marZ =cx— MY " Tpii,
s.c
[Az], + Tppi = b i = 1,m,
x; >0 j=1n4+m;

(2.13)

Ou M >> 0 (un nombre positif trés grand) et z,;,i = n + m des variables artificielles.

Le vecteur X = (0,b) = (x =0, =01 =1, m) est une solution de base réalisable de
(2.13) avec A = (Gpi1y -y Qpim)-
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Exemple 2.4

Considérons le probléme de programmation linéaire suivant :

maxrs = —x1 — 2%
s.c
2 >8
T = (2.14)
T1 + To < 6
T, + dxy > 10
\ xj Z OJ j - m
On ajoute des variables d’écarts x3, x4, x5 :
maxZ = —x1 — 2T9
s.c
2 —x3=28
T (2.15)
T1+Tog+ x4 = 6
$1+5$2—I5:10
\ Tj Z 07 j = 17_5
Le M-probléme correspondant est :
(marZ = —x1 — 29 — M (26 + 27)
s.c
2 — ; =8
T+ 2o T3+ Tg (2.16)
T1+ Tog+ T4 = 6
$1+5$2—ZL’5+1’7: 10
\ Tj Z 07 j = ﬁ
Pour ce probléme, z = (0,0,0,6,0,8,10) est une solution réalisable de base.
Dressons le premier tableau du simplexe :
¢ -1 -2 0 0 0 -M -M
base b I To I3 Ty Ty Tg XT7 0
8
8
10
-3M+1 | -6M+2 | M 0 M 0 0
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Le critére d’optimalité n’est pas vérifié. Donc on doit faire entrer x5 dans la base et sortir
x7, la nouvelle base sera Ty =(xg, T4, T2) pour avoir la nouvelle solution x dressons le 2¢
tableau du simplexe :

c -1 -2 0 0 0 -M -M
base b T ) T3 Ty Ty T Ty 0
6 ) 0 1 0 ! 1 10
o 5 ' 5 5 3
4 1 1
T4 4 - 0 0 1 - 0 — 5
5 5 5
1 1 1
T 2 - 1 0 0 — 0 - 10
5 5 5
oM 3 0 " 0 M 2 0 6M2
R "5 5 575

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié. Donc on doit faire entrer z; dans la base et sortir
zg , la nouvelle base sera To =(z1, x4, x2)pour avoir la nouvelle solution z dressons le 3éme
tableau du simplexe :

1 2 0 0 0 M M
base b 1 To T3 Ta Ts T T
10 : . 5 ; 1 5
T 3 9 9 9 9
1 . . 1 : 1 1
o 3 9 9 79 79
1 . : 1 ; 9 1 9
2 3 9 9 | T
0 0 L 0 MLl
3 3 3 T3

Aj >0, le critére d’optimalité est vérifier, d’ott la solution du départ réalisable est

s (0 .
T\ 33 -

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une méthode de résolution des problémes de pro-
grammation linéaire qui est la méthode du simplexe. Dans un premier temps nous avons
parlé briéevement sur la programmation linéaire. Puis, nous avons montré l'application de
cette méthode pour la résolution des problémes de la programmation linéaire.

24



Chapitre 3

Programmation linéaire floue

3.1 Introduction

Un programme linéaire flou est un programme dont certaines ot toutes les données sont
incertaines. L’incertitude est de nature floue on distingue deux cas entre autres :

1. le cas ou les inégalités (ou les égalités) sont relaxées on parlera de programmation
flexible.

2. le cas ou les données imprécises sont représentées par des sous-ensembles flous, on
parlera de programmation robuste|[9].

3.2 Programmation flexible

3.2.1 Décision dans un environnement flou

On considére un probléme dont l'objectif et les m contraintes sont vaguement définis,
représentés par des ensembles flous d’'un méme référentiel X dont les fonctions d’apparte-
nance respectives sont i et p; , i = L.m . La décision qui doit satisfaire 'objectif et les m
contraintes est donc représentée par un ensemble flou, intersection de ces derniers et dont la
fonction d’appartenance est pp telle que[l] :

pup(z) = min(u; (x)/ 1=0,1,2,...,m)
La meilleure décision est déterminée par la résolution du probléme suivant :

maz (pp (z) /z € X )= mazx { min (p;(z)/i=0,1,2,...,m)/ze X }.

3.2.2 Résolution d’un programme linéaire flexible

Considérons le programme linéaire flexible suivant[1,5,9] :

marZ = cx

S.C
A;jz0b;,i=1,2,...m
z >0

(3.1)

ou
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0e {%, =, E} et <, =, > sont les versions flexibles de <, = ,>respectivement .
La notation-désigne le fait que l'objectif et les contraintes ne sont pas des impératifs

stricts.
Selon Zimermann, le programme (3.1) peut s’interpréter comme suit :

x € (RT)" telle que :

dx<Z,

sc o (3.2)
A;x0b;,i=1m

x>0
Zy :est une valeur fixée.

I’'objectif flou et les contraintes floues peuvent étre représentés par les ensembles flous
respectifs Uy et U; , ¢ =1.m dont les fonctions d’appartenance sont respectivement

et w;, 1=1m ,ou pu;,7=1.m est définie selon que 0 est <, = ou > comme suit :

ogesti

Représentation graphique :
i (Aix)
A
1
b; bi+d; AX

Figure 2.1 - Contraintes du type A; (z)<b;, i

I
3

of est =
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pi(x) = pi(Aiz) = b — A
\0 SZA1‘>bZ+dZ, A1$<bl—dl
Représentation graphique :
1 (Ax )y
1
b-d, b btd, > Ax

Figure 2.2 - Contraintes du types A; (x)=b;, i

l
:

ogestg

0 S AZZL' < b;—d;
Représentation graphique :
t
1i(Aix)
1L
bi-d; b; Ax

Figure 2.3 - contraintes du type A; () >1b;, i = L.m.

27



Remarque 3.1

La méthode flexible joue un roéle identique a la fonction objectif et aux contraintes, on
détermine la fonction d’appartenance de la fonction objectif de la méme maniére que les
contraintes. Pour se faire, il faut fixer un objectif a atteindre et le degré de satisfaction.

Méthode d’agrégation des degrés de satisfaction

Il s’est basé sur le principe d’agrégation de Bellman et Zadeh pour déduire une fonction
objectif finale & maximiser. cette fonction exprime le degré total de satisfaction.

i () = min (o () 11 (1) oy (1))

Chercher la solution qui réalise le meilleur degré de satisfaction. la solution optimale est
alors déterminée par résolution du probléme déterministe

mazpp ()

qui est équivalent au probléme suivant [18] :

maxZ = \

s.c

A < pi(x), i=0,1,2,....m (3.6)
0<A<1

z >0

Exemple 3.1

On considére le programme flexible suivant :

( ——

max Z = 5xy — T

s.c
—x1 4 22,<5 (3.7)
3x1 + x2§11
120,220

1) On détermine les fonctions d’appartenance de 'objectif et des contraintes sachant que
I'objectif excéde la valeur Zy; = 6 et que les écarts de tolérance de 1’objectif et des contraintes
sont respectivement dop =2, d; =5, do =1:

Selon Zimermann, le programme (3.7) peut s’interpréter comme suit :

(5x1 — x2§6

S.C

— 71 4 225<5 (3.8)
311 + 29<11

120,29 >0

\
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Transformation de 1’objectif

1 St Ox1 — X2 < 6
5r1 — X9 — 6 )
ILL()(.CIT): —# 8Z6§5£L’1—l‘2§8

0 St Ox1 — Xg > 8

1 St Oxr1 — X9 < 6

—5r1+ 29+ 8

= 12 2 st 6<bx;—19<8
0 St Dry — X9 > 8

Transformation de la 1¢¢ contraintes :

1 st — X1+ 229 <95
-1+ 2z9) — 5
pa(w) = 1—( ! 5 2) st b< —z1+ 22, <10
0 st — x4+ 2x9 > 10
1 st —x1+ 219 <5
T — 229 + 10 )
= B — st 5 < —x1+ 229 <10

0 st — x4+ 229 > 10

Transformation de la 2°"contraintes :

1 st 3ryt+ a9 <11
3.T1+$2—11 .
po(z) = L= = i 11 < 3y + 21 < 12
0 S1 3r] + 19 > 12
1 st 3ry+ a9 <11
=< —3r;1—22+12 51 11 <321+ 29 <12
0 St 31+ 19 > 12

2) Le probléme déterministe associé a (3.7)est :

(mazZ = \

S.C
-5 8
)\S $1—£x2+
-2 10
AS%

)\§—3LE1—$2+12
1’12071‘220,0§/\§1

\
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(3.15)



la forme canonique

(mazZ = \

s.c
20 < —bxr1+ 22+ 8
BN < xq — 229 + 10
A< =311 — a9+ 12

(3.16)

\ leOa'IQZOyOS)\Sl

(maxZ = A\

s.c
2A+bry — 29 <8
DA — 1 + 229 < 10
A3z + 129 < 12

(3.17)

\x1207m22070§>\§1

(mazZ = \
s.c
2\ + 511 — 29+ 23 =8
BN — 21 4+ 2x9 + 24 = 10 (3.18)
A3z + 29+ a5 =12
At axg=1

| 2, >0,j=16

Résolution du probléme (3.7) par la méthode du simplexe :
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c 1 0 0 0 0 0 1 0;
Base b A 1 T 9 T 3 T 4 T 5 T
0 T 3 8 2 5 -1 1 0 0 0 4
0 T 4 10 5) -1 2 0 1 0 0 2
0 T 5 12 1 3 1 0 0 1 0 12
0 T g 1 1 0 0 0 0 0 1 1
A -1 0 0 0 0 0 0
0 T 3 6 0 5 -1 1 0 0 -2
0 Ty 5 0 -1 2 0 1 0 -5
0 x5 11 0 3 1 0 0 1 -1
1 A 1 1 0 0 0 0 0 1
A, 0 0 0 0 0 0 1

(21, T2, 3, T4, T5, 6, A) =(0,0,6,5,11,0, 1) et une solution optimale de (P) avec Z* =

3.3 Programmation robuste

Lorsque les coefficients des contraintes sont des données imprécises, 'inégalité et rempla-
cées par C, on parle alors de la programmation robuste (généralisation d’un probléme linéaire
inexacte).

3.3.1 Programmation linéaire inexacte (Solster)

Un programme linéaire inexact est un programme de la forme[10] :

maxZ = dx
s.c
(3.19)
.fL’lKl + ,CEQKQ + ...+ ann - K
.I'j 2 O, ] = ﬁ
ou :
(K;); 7=1,...,n est K sont des ensembles convexes de R", C est l'inclusion entre

ensembles et + représente 'addition ensembliste, elle est définie comme suit : soient A et
B deux ensembles vulgaires, alors A+ B = {a+b,a € Aetbe B}.
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3.3.2 Résolution d’un Programme robuste

Un programme robuste est un programme de la forme :[10]

)
maxZ = cx
s.c

TOA BT O A D .. D, ® A, [C]b (3.20)

ol :

7

( ﬁj), j =1.n sont des sous ensembles flous de R et ” &7 addition des ensembles flous

et 7[C]” inclusion entre ensembles flous
On représente 'ensemble des contraintes de ( 3.19 ) par :

E :{xeRn/ml@El@@@ﬁz@...@xn@ﬁn[g]g/xzo}

Théoréme|11]

' € FE est optimale pour (3.19) si et seulement si z° € E est optimal pour le pro-
gramme suivant :

maxZ = cx

s.c

21 A + 3349 + .+ 2, A%+ C YV a€]0; 1]
r;>20,7= 1n

(3.21)

(3.20) est un programme semi-infini, ¢’est a dire un programme avec une infinité de
contraintes.

En supposant que les images des fonctions d’appartenance des sous ensembles flous sont
discrétes et finies, on obtient un programme linéaire avec un nombre fini de contraintes comme
suit :

Proposition [10]
Si Im M/Nlj ={oq, a9, ...,a,} avec 0 = <ap < ... < < 1
Alors :

r€E = {meR”/ml@fll@@@L@...@xncaﬁn[g]g/x20}

si et seulement si

v e - xlfl{fk + xgg‘;’“ 4+ .+ xnggk Cp k= 1p
r; >0, 7=1,2,...,n
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3.3.3 Cas des nombres flous

Si les composantes a;; de A et ?); de b sont des nombres flous dont les ensembles de niveau
respectifs sont des intervalles compacts.
Alors, le programme (3.20) s’écrit sous la forme suivante [1]

( maxZ =z )
s.c
— ~( ~O
@ an]ot  [@san]e ot [@nam]ea S (b b
(@52 Qo] 2+ [@3ass]e 4 [@2a5]enC by b
(3.22)

~ap ~O& ~ap ~Cp ~ap ~Cp C ’l;’ap Z’O‘P
[aml aml] T+ [Qm2 amQ] T2 ot [an amn} Tn = m Ym

x; > 0; j=1...n k=1,..p J

ou :

@ ={x € R/ pua, (@) = o)

Nak

a;t = Inf {z € R/pa, (x) > o}
Ay =Sup{z € R/ (x) >y}
g?k :{33 € R//‘Laij (x) ZO‘k’}

i =inf{w € R/, (2) = ar}

b; :Sup{m € R/“Ej (x) Zak}

Remarque 3.2[5]

puisque a;; et b; sont des nombres flous donc ce sont des ensembles flous convexes nor-
malisés de R.
les ensembles a; et b;* sont des convexe dans R ,donc des intervalle de R.

et par hypothése ag etgf‘k sont compact.
par conséquent :

z’bi

agk = [ar, a;f] bor= [b

o O
ij ij 0 i

3.3.4 Cas des nombres flous de types L-R

si les composantes a;; de A et E de b sont des nombres flous de type L-R[5].

aij= (mij, o, Bij ) et bi=(m;, a;, Bi)
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Ou :

T = (T1,Touee...
systéme suivant :

Exemple 3.2

a;; >0
Bij >0
a; >0
Bi >0

,x) est admissible pour le programme (3.19) si et seulement si x vérifie le

n
Z mg; Xj= my; 1 = 1,....,m
=1

n

Yoz <y i=1,..,n
i=1

n

Z 61'3' Z; < Bl 1 = 1,....,77’1,
\J=1

(3.23)

On posant o = 0.5 et on utilisant I’algorithme du simplexe, on trouve la solution optimale

du probléme (3

23).

(max 7 = T1 + 229

s.c
121 + a2 ch
Ty > —1
120,29 >0

Sachant que :

@ = {(1/0.7),(2/0.5), (3/0.6), (5/0.3)}

@ = {(5/0.2), (3/0.9), (1/0.7), (2/0.6)}

b= {(6/0.

On aura :

7),(1/0.2), (—2/0.8), (5/0.4)}

(max 7 = T1 + 229

S.C
[1, 2] r1 + [273] T2 Q [—2,6]
T 2 -1

[ 2120,2220
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(3.25)



(max Z = x1 + 2x9
s.c

T+ 219 > —2
2014+ 315 <6
To > —1

120, 22>0

\

(max Z = x1 + 225

s.c
T1+ 229 —x3 = —2
201 + 329+ x4 =6
Ty —T5 = —1

( 21 20,202>0
(mmax Z = x1 + 2
s.c

—x1 — 220 + 23 =2
21+ 329 +24 =06
—x9+ x5 =1

( 7120, 2220

(3.26)

(3.27)

(3.28)

c 1 2 0 0 0 /
base 1 X xs3 T4 x5 0;
T3 -1 -2 1 0 0 /
T4 2 3 0 1 0 /
x5 0 -1 0 0 1 /
—1 —2 0 0 0 /
2 0 0 0 0
base 1 T x3 Ty x5 /
1 2
X3 3 0 1 3 0 /
2 1
T 3 1 0 3 0 /
2 1
x5 3 0 0 3 1 /
1 2
3 0 0 3 0 /
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Le critére d’optimalité est vérifié,tous les A;>0
x* = (0,2) est la solution optimale du probléme avec Z* =14 .

3.4 Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre, la modélisation de I'imprécision dans les problémes
de décisions, en particulier, les problémes linéaires flous avec la programmation flexible et la
programmation robuste.

36



Chapitre 4

Programmation mathématique

4.1 Introduction

Ce chapitre est devisé en deux partie. Dans la premiére partie, nous allons présenter les
notions mathématiques dont on aura besoin ; la deuxiéme partie sera consacré a la program-
mation mathématique floue en étudiant le cas de programmation non linéaire floue flexible
par exemple.

4.2 Notion topologique
Nous nous plagons dans R" qui, muni de la norme euclidienne[12]
ol = (33, 27)'7
est un espace vectoriel normé.
Un élément x de R™ est un n vecteur tel que :

X1

Tn

/ . /
On notera par z le vecteur transposé de z, z = (21, ..., Zp).

4.2.1 Ensembles convexes
Définition 4.1[12]

y € D est un point intérieur de D s’il existe ¢ > 0 tel que
|l —y||<e=2ze€D
(autrement dit, s’il existe une boule centrée en y et contenue dans D).
Définition 4.2[12]
Un sous ensemble est dit ouvert s’il coincide avec son intérieur c’est-a-dire si :

D =int (D), (int (D) : intérieur de D)
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Définition 4.3[12]

Un sous-ensemble D C R"™ est dit fermé si son complémentaire est ouvert.
Définition 4.4[12]
On dit que D C R" est borné si
Vo e D, 3r > 0tel que : ||z||< r.
Un ensemble compact de R" est ensemble fermé borné sur R™.

Définition 4.5[12]

Un ensemble D C R" est dit affine si et seulement si :

Ve,ye D,(1—=N)x+Iye D, VAeR.

Définition 4.6[12]

Etant donné z € R" | v(x) est un voisinage de = si ¢’est un sous-ensemble ouvert
contenant x . De facon équivalente, v(x) est un voisinage de = s'il contient une boule de
centre .

4.2.2 Fonctions convexes
Définition 4.7[8]

On dit que une fonction f : R" — R, définie sur un ensemble convexe D, est convexe si
elle vérifiée :

V(z,y)e D2 YA€ [0,1], f Az + (1 =N y) <Af(z)+ (1 =N f(y).
On dira que f est strictement convexe si
V(z,y)eD?*, z#y, VA€ [0,1[f Az + (1 =Ny) < Af(2)+ (1 =X f(y).

Définition 4.8]§]

La matrice Hessienne de f (21, ...x,) est de la forme :

0% f 0% f 02 f
Ox3 Ox10zy 0x10x,
O f 0% f O%f
Hy (21, .y xn) = Orz0xy  Ox3 O0x20z,
0% f 0% f o2 f
0r,0x; 0x,0rs 8_1;%
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Définition 4.9[8]
On définit la dérivée partielle premiére par rapport a xz; de la fonction f (zq,x2, ..., z,) :

f(xy, .z +h, o xy,)

i h
0 ooy Ty
Elle est notée par M
8@
On défini le gradient par :
Of (x1, ..., xp)
31:1
Vf (.1’1, vy xn) =
af (.ﬁlfl, ceey ;Un>
oz,

Théoréme 4.1[8]
f est de classe C?, f est convexe sur R" si et seulement si :

H est semi définie positive sur R™.

4.3 Deéfinition d’un programme mathématique

De maniére générale, la résolution de problémes de programmation mathématique vise a
déterminer ’allocation optimale de ressources limitées pour atteindre certains objectifs. Les
allocations doivent minimiser ou maximiser une fonction dite objectif.

Un probléme de programmation mathématique est un probléme d’optimisation
dans R™ qu’on peut présenter dans la forme suivante [7,19]

(

minf (x) sur X
(P)q g(x)<0 (4.1)
h(z)=0
D={zeX/g(x) <0et h(x)=0} (4.2)

ou X C R" 2/ = (xq, 22, ..., xn),e R™ appelé variable de décision.
f :R™ =R est la fonction objectif

g :R"—= RP et h :R"— R? sont des fonction vectorielles appelées fonctions contraintes,
avec :

9 (@)= (91 (), 92(), -, gp (¥)) et h () = (M (x) , ha () , .., By (7))

signifiant que nous cherchons la solution z° qui minimise la fonction f sur 'ensemble X
sous les contraintes ¢ (x) < 0et h(x) = 0. La valeur représentée par cette formulation est le
nombre réel f (z°).
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Remarque 4.1[7]

On dit généralement que le probléme (4.1) est un probléme de minimisation, la recherche
du maximum d’une fonction f se raméne immédiatement au probléme de minimisation de F' =
—f. Dans ce qui suit, nous n’envisageons que le cas de la minimisation.

4.3.1 Notion de solution

i. On appelle solution du probléme (4.1) tout vecteur x € X vérifiant les contraintes, ¢’est-
a~dire que : g ()< O et h(z) = 0.

ii. On appelle solution optimale de (4.1) une solution z° qui minimise f (z) sur ’ensemble
de toutes les solutions, ¢’est-a-dire que : f (z°)< f (z) pour toute solution x admissible.

iii. On dit qu’un vecteurz®est un optimum local de (4.1)si il existe un voisinage Us (z°),6 >
0, de z2° tel que 2° soit optimum global du probléme [7]

(minf ()
g(x) <0 (4.3)
h(x)=0
re XNUs (2%

Remarque 4.2

On notera qu’il est souvent possible de caractériser les optimums locaux d’un probléme,
c’est-a~dire de donner les conditions nécessaires et/ou suffisantes pour qu’une solution z soit
un optimum local.

[lustrons les notions d’optimum local et d’optimum global par la figure (4.1)sur une
fonction & une seule variable[7].

Max local

/
N4

Min local

Min global

Figure 4.1- Optimum local et optimum global
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Théoréme 4.2(Weierstrass)[12]

Si f est une fonction réelle continue sur D C R™, compact ( D
fermé borné) alors le probléme d’optimisation :

minf (x)
{x cD (4.4)

a une solution optimale z*€ D

4.4 Classification d’un programme mathématique

On classifie le probléme ( 4.1 ) selon des propriétés fondamentales, a savoir la convexiteé,
la différentiabilité et la continuité des fonctions du probléme (4.1).[12]

Définition 4.10

Un programme mathématique est dit convexe si : f, g et h sont linéaires sur un
ensemble D des solutions réalisables convexe.

En général, f, gieth; sont convexes donc le probléme est convexe sur D convexe .

Si:f, g; et hj sont différentiables sur toutes les contraintes, le probleme est dit diffé-
rentiables. Signalons que, les programmes non convexes ou non différentiables sont les plus
difficiles a traiter.

4.5 Condition d’optimalité(sans contraintes)

Soit le programme non linéaire et non contraints (PNC)[11] :

(Py) {minf (x) (4.5)

z e ] CR"

Ou la fonction f est au moins deux fois continument différentiables.

Définition 4.11

Soit x* € I, on dit que y € R"™ une direction admissible au point z*s’il existe o > 0 tel
que :

™ +ty €1, Vt e |0aql]

Soit * un minimum local de f (x), on a alors nécessairement pour tout ¢t > 0 assez petit.

f(x*+ ty) — f(2*) >0, Vy admissible ceci implique :
[+ ty) — f(z%)

: _ N
Lim p Vf@)y =0
En particulier, la direction y = —V f (2*) est admissible et on déduit :

— I Vf@E)IP20=[ V(@) [P<0=Vf(z") =0.
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Théoréme 4.3 : (condition nécessaire du 1° ordre) (cas sans contraintes)|11]

Soit #* minimum local pour (4.5), on a alors V f (z*) = 0.
Un point x satisfaisant cette condition est appelé un point stationnaire

Au deuxiéme ordre, on obtient :

/ 1.,
fla)<f(z*+ty)=f(a*)+tV[f(z*) y+ §t2y H; (z*)y + O (t?) quand t tend vers 0 .

Comme z* est un minimum local on a :

flattty) —f@) 1, O(#) 1 t
* >
lim n =5Y Hy (x )y—l—ltmg 2 =5 Hy (z¥)y >0

t—0

Théoréme 4.4 : (condition nécessaire du 2°"¢ ordre)[11]

Soit #* un minimum local pour (4.4) on a alors :

Vf () =0 o
y Hy (2*)y >0, Vyel '

La matrice hessienne au point x* est donc semi-définie positive. Ces conditions ne sont
pas suffisantes.
Théoréme 4.6.3 : (conditions suffisantes du 2°¢ ordre)[11]

Soit z* un point pour le probléme (4.4) tel que :

V) =0
{y Hy (z*)y >0, Vyel D

Alors z* est un minimum local (strict).

4.6 Conditions d’optimalité (avec contraintes)

Soit le programme mathématique (PM)[8] :

s.c
gi(x) <0, i=1m (4.8)
hi(e) =0, j=Tp
r € R"

\

Ou f, g; et h; sont définies R"— R sont au moins deux fois continument différentiables
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Définition 4.12]7]

Le lagrangien du programme mathématique (4.7) est défini par :
Lz, A p)=f(z) + ; Xi gi (x) + 22 py hy ().

)\Z-EO,M]-G]R

4.7 Qualification des contraintes

Pour que la qualification des contraintes (QC) soit vérifiée en tout point x dans D =
{r e R"/gi(x) < 0ethj(x) =0/i =1,....,m, j =1,...,p}, il suffit que I'une des conditions (1)
ou (2) soient réalisée[12] :

(1) - Toutes les contraintes de (4.7) sont linéaires, affines oti convexe.

(2) - Toutes les contraintes d’inégalités g;(x) (i = 1.m) sont convexes et il existe z€ R"
vérifiant g; (z) <0, Vi=1,...,m et hj(z) (j = 1.p) affines.

Pour que (QC) soit vérifiée en un point 2° € D il suffit que I'on ait :

- Les gradients Vg; (2°)(i = 1...m), Vh; (2°) (i = 1.p)
des contraintes saturées en 2° sont linéairement indépendantes.

Remarque 4.3[12]

La résolution compléte traite dans 'ordre les points suivants :
- L’existence d’une solution optimale.

- La caractérisation de la solution.

- L’élaboration d’algorithme pour calculer cette solution.

Théoréme 4.5 : (Karush-Kuhn-Tucker)[8](avec contraintes, condition du 1¢" ordre)

Soit #* un minimum local régulier de (PM).
Alors, il existe les multiplicateurs A* € R7' et u* € RP tel que :

;

m p
Vf(x*)+ Zl)\;*Vgi(x*) + Z:I/L;-th (z*) = 0.
= i=

avec
(Ve L(z*, X*, u*) = 0); (condition d'optimalité).
i

Agi(x*) =0, i= 1.m ; (condition de complémentarité). (4.9)
NS0, i= T (K.K.T)
gi(z*) <0, i= 1.m

\hj (z*)=0, j= 1Im
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Remarque 4.4

1- Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x* , les conditions de K.K.T ne s’appliquent
pas (z* peut étre optimal sans vérifier ces conditions).

2- Si (4.7) est convexe, les conditions de K.K.T sont a la fois nécessaires et suffisantes
pour que z* soit un minimum global.

Soit [ (z*) = {i/i= T.m ; g;(z*) =0}, est 'ensemble des indices des contraintes d’in-
égalités actives au point z*.

Définition 4.13[12]

On définit un espace tangent 7 (z*) au point z* d’un probléme (4.7) par :

T (z*) = {y e R": Vg (:1:*)/ y<0,i € I(z*) et Vhy (a:*)/ y=0,j= 1,...7p}.

Théoréme 4.6 : (Conditions nécessaires du 2°"¢ ordre)|8]

Soit z* un minimum local régulier de (4.7) . Alors, il existe des multiplicateurs \* € R’
et u* € RP tel que :

— Les conditions de K.K.T sont satisfaites.

—y Hp (2", X, p*) y >0, Vy € T(2*),( Hessienne semi définie positive).

Théoréme 4.7 : ( conditions suffisantes du 2°"¢ ordre )[11]

S’il existe des multiplicateurs A* € R" et u* € R” tels que :
les conditions de K.K.T sont satisfaites.
y Hp (a5, X,p*) y >0, Vy e T(z%)
T (x*) est toujours un espace tangent du probléme (4.7) au point z*. Alors, le point z*
est un minimum local strict de (4.7) .
4.8 Programmation non linéaire floue flexible

Considérons le probléme de programmation non linéaire, (noté PNL), suivant [9] :

s.c (4.10)

oit 2 = (x1,...,z,) un vecteur & n composantes; f(x)= f(x1,...,7,) et

gi(x) = gi(x1,...,2,) , i =1,m ,sont des fonctions réelles & n variables x,...,7, .

En s’inspirant du modéle de PL flexible donné par Sakawa a porté les changements sui-
vants au probléme PNL : il est possible de relaxer I’exigence qui consiste en une maximisation
flexible de la fonction objective sous des contraintes flexibles. Pour une telle situation, le pro-
bléme de PNL est transformé en un probléme de programmation non linéaire floue flexible
(noté PNLF) donné sous la forme suivante :
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s.c (4.11)

ol les symboles max et < représentent les relations flexibles ou bien floues de maximiser et
< respectivement du cas usuel. Cela veut dire que “la fonction objective doit étre maximisée
aussi que possible” et “les contraintes doivent étre satisfaites aussi bien que”, respectivement.

Toute exigence par rapport a la fonction objective f(z) et aux contraintes g;(z) , i =1,m
peut étre représentée par la fonction d’appartenance 1;(g;()), i = 0,m , par convention, on
note po(fi(x)) par po(go(x))-

Pour exprimer le degré de satisfaction, il doit déterminer la fonction d’appartenance sub-
jective p(gi(z)), qui est une fonction monotone décroissante par rapport a g; sous la forme
suivante :

1 st gi(r) < g}
ni(gi(x)) = ¢ di(x) sigh <gi(x) <gP,i=
0 sig <gilx)

(4.12)

g

ol

g} représente la valeur de g¢; pour laquelle la fonction d’appartenance est égale a 1;

g représente la valeur de g¢; pour laquelle la fonction d’appartenance est égale a 0;

pour les valeurs intermédiaires, la valeur de g; est exprimée par d;(x) qui est une fonction
monotone décroissante par rapport a g;.

En utilisant les fonctions d’appartenance et en se basant sur le principe de Bellman et
Zadeh, Sakawa a défini “le degré total de satisfaction ” du décideur par la fonction d’appar-
tenance suivante :

pp(x) = min {ui(gi(x))}

1=0,m

La solution est alors, celle qui réalise le meilleur degré de satisfaction, c’est a dire :

chercher la solution z* telle que mazmin {p;(g:i(v))}.

T =0,m

En introduisant une variable auxiliaire A, le probléme est transformé au probléme de
maximisation suivant :

max\

A < pigi(x)), i
0<A<0

0,m (4.13)

Dans ce cas, on peut utiliser n’importe quel algorithme du programmation non linéaire,
pour résoudre ce probléme.
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Remarque 4.5

Les différentes approches proposées dans la littérature, pour résoudre les problémes d’op-
timisation floue (PLF et PNLF), dépendent :

1. de la facon dont le flou intervient dans le modéle (inégalités floues, contraintes floues,
maximisation floue, fonction floue ....).

2. de la nature de Paspect flou dans le modéle (nombre flou selon Dubois, nombre flou
du type L-R, nombre flou triangulaire symétrique ou non symétrique).

4.9 Cas particulier de la programmation mathématique

4.9.1 Probléme quadratique
Définition 4.14[16]

Un probléme d’optimisation avec une fonction quadratique et des contraintes linéaires est
appelé un programme quadratique. Le probléme quadratique général peut s’écrire comme
suit :

(mz'nf (r) = %ac/Dx +cr+g

s.c
A — b (4.14)
Qr <h
reR"

\

Ou D est une matrice symétrique, ¢, x sont des n-vecteurs, A est une (p, n) matrice avec
rang (A) =p, @ est une (m *n) matrice , rang (QQ) = m , b est un p-vecteurs, et h est un
m-vecteurs, g € R .

Remarque 4.6

Si la matrice D est semi définie positive, on dit que le probléme est un probléme quadra-
tique convexe (le probléme est dit strictement convexe si D est définie positive).

4.9.2 Résolution d’un probléme quadratique convexe.
4.9.2.1 Meéthode quadratique de Wolfe (1959)
Introduction[16]

Beaucoup d’algorithmes ont été développés pour la résolution du probléme de programma-
tion quadratique convexe, mais il serait intéressant de connaitre la méthode la plus classique
de Wolfe, qui n’est autre que la méthode du simplexe légérement modifiée.

Le principe de cette méthode est la résolution du systéme de Kuhn-tucher et consiste a
trouver une solution réalisable pour un systéme linéaire avec une condition supplémentaire
du type z;0; = 0.

Ou z et 6 sont des vecteurs de méme dimension. En d’autre terme c’est trouver une
solution réalisable basique en résolvant un probléme de programmation linéaire, assujetti a
la nouvelle condition.
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Cas d’un probléme quadratique standard[16]

;

]‘ ! i
min f(x) = o Dz +cx

s.c (4.15)
Arx =10
z >0

\

Ou D' =D>0,ceR” ,rangA =m <n,

Ce probléme peut encore s’écrire sous la forme équivalente suivant :

(

1/ ’
mmf(x):§xDx+cm

s.c
Az —b<0 (4.16)

—Az+0<0
-z <0

\

Le point minimum z*est alors caractérisé par les équations et les inégalités suivantes :
Il existe deux m -vecteurs A7 > 0, A3 > 0 ainsi qu'un vecteur 6 > 0 tels que

a—:p(l' ,)\1,)\2,5 ),: 0
AT (Az* —b) =
A5 (—Az* +b) =
(5*/:10* —0 (4.17)
Ax* —b=0
¥ >0
6" >0
ol
1 / / ! / /
L(x, A\, A, 0) = 3@ Dz +cax+ X\ (Ax — b) + \y(— Az + b)- 0 z,
oL ) /
%(1’,/\17/\275) = D$+C+A)\1 _A)\Q —(5,
Posant A = Ay — A\g, A € R™, le point 2* est défini par le systéme suivant :
5 a* =0 L
! (Ls) (4.18)
A (Az* —b) =0 (Ly)
¥ >0, X*eR™ >0 (Ls)
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Comme I'équation (L4) est tout le temps vérifiée, le systéme se réduit ainsi :

Dz* + AN — 6 = —¢
Ax*=b

5 a* =0

x* >0, *eR™ 6 >0

(4.19)

Un tel systéme n’est pas linéaire par rapport au multi-vecteur (z*, \*,§*) a cause de
I'équation (L3). On obtient donc un systéme linéaire de (n + m) équations a (n + m + n)
inconnues, constitué des équations (L;) et (Lz), avec en plus n équations non linéaires dz; =
0, j = 1.n . Pour trouver une solution telle que dz; = 0, j = 1.n, il suffit d’obtenir une
solution réalisable basique du systéme linéaire, avec x; basique et §; non basique ou vice-
versa. Pour cela, on appliquera la premiére phase du simplexe et on choisira I'indice j, du
vecteur qui entre dans la base de telle sorte que les vecteurs-colonnes correspondant a x;, et
d;, ne se retrouvent pas en méme temps dans. Pour appliquer la méthode du simplexe, il faut
alors écrire le systéme (L), (Ls2) sous forme standard, a savoir que le second membre doit
étre positif ou nul, ainsi que le vecteur \* qui doit étre réécrit sous la forme :

N =a — o ar . >0, af >0

m-1? 7 = Y

4.9.3 Algorithme
Début

1. Introduire les donnes, D, A, b, c;

Appliquer les conditions de K.K.T au probléme;
Déterminer les équations de K.K.T';
Détermination des paramétres du programme linéaire ;

2. Détermination des paramétres du programme linéaire ;
Introduire les variables artificielle v; ;

Construire la matrice des contraintes A
Construire le vecteur du second membre b
Construire le vecteur des cotits ¢ ;

3. Initialiser le vecteur solution (x, A, d,v);
Déterminer ’ensemble des indices J 5 €t Jg
Extraire les éléments de base xg , cg, Ap ;

4. Calculer le vecteur des potentiels y' = ¢y Az' ;

’

Calculer le vecteur des estimations Ay = y’AH —cy ;
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Si Ay > 0 Alors la solution actuelle est optimale ;
Fin si
Sinon aller & (5);
5. Déterminer la variable qui entre en base tout en vérifiant la condition

6515 ::O, j :31775;
Déterminer la variable qui sort de la base

Mettre a jour Ag, zp, cg, Jg, Ju et aller en 4;

Fin[16].

Exemple 4.1 Soit & résoudre le probléme non linéaire flou suivant :

min f(x) = 2% + x129 + 6235 — 211 + 819
s.c
a1y + dyry < b

120, 2020

avec
ar = (1, 2, 3);
as = (4, 5, 6);
b=(51,09).

(min f(z) = 22 + 1109 + 622 — 22, + 81,
s.c

T+ 4xy <5

201 4+ bxy < 7

3r1+ 625 <9

1 2>0,292>0

\

(min f(x) = 22 + 2129 + 622 — 221 + Sx9
s.c
1+ 4r9+23=05
201 + 0529 + 24 =7
31+ 620 +25=9
x;>0,7=1,5

\

Si (w1, T2, T3, T4, T5) est un point minimum de la fonction f ,alors I\ € R3, 8y, s, 03, 04, 05>

0 tel que :
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(4.21)

(4.22)



L(CL’)\8) = IL‘% + T + 61’% — 21’1 + 8ZL'2 + )\1(1’1 -+ 41’2 + x3 — 5) + )\2(2.1'1 + 5.1'2 + T4 —
7) + /\3(3261 + 61’2 + 5 — 9) — 33151 — x252 — 56353 — 1’4(54 — Q3555

Alors on obtient le systéme suivant :

oL
—:2x1+1:2—2+)\1+2)\2+3/\3—51.
8x1

oL

R — :Il+12$2+8+4>\1+5)\2+6)\3—(52.
6.772

aZL'g

a—L =X — 0y =0y =4

85(?4

a—L :)\3—(55:0<:>>\3:55.

8365

et

)\1(1’1 +4.I2 + X3 — 5) =0
)\2(21‘1 + 5IL‘2 + T4 — 7) =0

)\3(31’1 + 6.’[2 + x5 — 9) =0

(221 + 29 — 61 + 05 + 264 + 305 = 2 L

1+ 1229 — 0y + 405 + 504 + 605 = —8 Lo

1 +4x9+2x3=">5 Ls

201 + 5wy +x4 =7 Ly (4.23)
3x1+6x0+25=9 Ls

d;jz; =0

x;>0,0;>0,5=15

\

En multipliant (Ly) par (—1) on aura :

(21 + 29 — 0y + 63 + 204 + 305 = 2
—x7 — 1229 + 09 — 405 — 504 — 605 = 8
1+ 4x9+23=>5

201 + 029+ 14 =7

3x1 +6x9 +25 =9

(2, >0,0;,>0,j=15

(4.24)

Nous avons obtenu un systéme linéaire de cing équations et dix inconnus.

Pour trouver une solution telle que ;z; = 0, j = 1.5, il suffit d’obtenir une solution
réalisable basique(z, §) du systéme linéaire avec x; basique et J;hors base ou vice versa.
Pour cela il faut choisir I'indice jpentrant dans la base de telle sorte que les vecteurs-colonnes
correspondant a xj,et d; ne se trouvant pas en méme temps dans la base.
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Appliquons la premiére phase du simplexe :

On considére le probléme de programmation linéaire suivant :

marZ = —u;

s.c

2x1 + 29 — 01 + 03 + 204 + 305 + v = 2
—x1 — 1229 + 09 — 403 — 504 — 65 = 8
T+ 4y +23=25

201 +0x9 + x4 =7
3x1+6x9+25=9
;>0,0;>0,7=151,>0

(4.25)

Le vecteur :
E(LU, 67 7/1) - (xh X2, T3, X4, T5, Tg, L7, T8, L9, L10, xll) = (07 Oa 57 77 97 07 87 07 07 07 2)
est une solution réalisable initiale basique du probléme.

Dressons alors les tableaux simplexe suivant :

c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —1
cg | base | b 1 Ty T3 Ty T Tg T s Tg 10 T11 0
—1] @ | 2| 2 1 oo ] o][]-1]0 1 2 3 1 | 2
0 X7 8 | =1 —12] 0 0 0 0 1 —4 | =5 —6 0 /
0 X3 5 1 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 )
0 T4 7 2 5 0 1 0 0 0 0 0 0 0 3.5
0 x5 9 3 6 0 0 1 0 0 0 0 0 0 3
Ayl =2 =1 0 0 0 1 0 -1 | =2 -3 0 /

Remarquons que jo = 1 est ’indice qui entre dans la base tandis que 'indice jo = 11 sort,
car 'indice jo =8, Jo=9 et jo= 10 ne peuvent pas étre choisi a cause de la présence de
as, a4, as dans la base, a fin que la condition 303 =0, x40, = 0 et x505 = 0 sont assurées.

c 0l o JoJoJoJoJo]oJo]o]oO
cg|base | b | x| o0 |23 | Xa |5 | T | 27| g | g | T10 | T11
0] o |1 |1] 5 J0oJo]JOo|-3]0] 3 | 1] 3|3
0|z | 9]0]-2]0]0]0]-1]1]-3]-3]-3]1
0l as [ 4]0 2T [1]0]O0] 3 ]0]-5]|-1]-3]-3
0Oz [ 5]0] 40|10 1]0]-1]-2]-3]-1
0|z [ 6]0] 3 Jo]Jo][1]3]0][-2]-3]-3]-3

A;Jof o JoJoJoJoJoJo]Jo]o]1

Le critére d’optimalité étant vérifie, il s’ensuit que
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le vecteur Z(x, 0, 1) =(1,0,4,5,6,0,9,0,0,0) est une solution optimale du
probléme linéaire, par conséquent, la solution réalisable basique du systéme d’optimalité du
probléme quadratique et le vecteur <£, 5) telle que :

T = (id? i‘27 '1%37 j:47 ‘%5) - (17 O, 4, 5, 6)
8 = (81, b3, b3, &4, 85) = (0,9, 0, 0, 0)

donc le point minimum du probléme est le vecteur z* = (1, 0) , avec f(z*) = —1 .

Exemple 4.2

On consideére le programme non linéaire flexible :

;g ——

min f(x) = 2% + x129 + 625 — 211 + 819
s.c
—x1 4 22,<5 (4.26)
3r1 + xggll
1> 0, 29 >0

1) On détermine les fonctions d’appartenance de objectif et des contraintes sachant que
Iobjectif excéde la valeur Zy = 1 et que les écarts de tolérance de 'objectif et des contraintes
sont respectivement do=2, d1=5, dy =1 :

Transformation de 'objectif

(1 st X2+ 2109 + 623 — 211 + 819 > 1
1 — (@% + zy29 + 623 — 221 + 81)
1-— -1 < 2? 6x2 — 2 81y < 2
MO(x) 2 S1 _Jfl+$1$2+ ZUQ .Tl‘l‘ To S~
0 st x%+x1x2+6x§—2x1+8x2 < -1
(
(4.27)
1 s? m%+x1x2+6x§—2w1+8m2 >1
22 4 1109 + 622 — 221 + 89 + 1
pro(z) ¢ LT 7172 22 ! 2 si — 1 < 2?4+ 2129 + 622 — 221 + 819 < 2
0 s? x%+x1x2+6x§—2x1+8x2< -1

(4.28)

La transformation de la 1°7¢ contraintes et la 2°“contraintes est faite dans ’exemple 3.1

)
max A\

S.C
T2 + 2119 + 623 — 221 + 819 + 1

2 (4.29)

A<

-2 10
/\S»’Ul ;:2—1‘

)\S—3I1—SL’2+12
x1207I220;0§/\§1

\
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(maz \
s.c
2\ — 2?2 — 1119 — 623 + 221 — 8wy < 1
SN — 21 + 229 < 10
A+ 311+ <12
21 >0,2,>0,0< A< 1

(4.30)

le point minimum du probléme est le vecteur x* = (1.23, 1.23) et A = lavec f(2*) =1
cette solution est trouvé avec lingo.

Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre des notions de la programmation mathématique, en
particulier, nous avons résolut un programme non linéaire floue avec la méthode du simplexe
quadratique de Wolfe, qui n’est autre que la méthode du simplexe légérement modifiée dont
son principe réside dans la résolution du systéme de Karush-Kuhn-Tucher .
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Chapitre 5

Application sur lingo

Lingo : Logiciel pour la résolution des programmes linéaires et non linéaires.

5.1 Introduction

Lingo est un logiciel utilisé pour résoudre les modéles d’optimisation linéaire, entier et
quadratique, il est aussi utilisé pour résoudre les modeéles d’optimisation globale non linéaire.
Une des caractéristique de lingo c’est qu’il offre des outiles qui peuvent aider & I’analyse des
modéles en utilisant la méthode du simplexe.

5.2 Installation du logiciel

Pour utiliser cette version de lingo il est conseillé d’avoir au moins un processeur 486 et
8Mo de mémoire RAM. Il faut aussi prévoir un espace disque dur de 2 Mo pour pouvoir
I'installer. Les étapes de l'installation sont :

1. Démarrer windows

2. Insérer CD-ROM

3. Cliquer sur 'icone setup (Install)dans votre explorateur de Windows
4

. Suivre les instructions de ’écran. Pour plus d’information sur ce logiciel visiter 'adresse
web www.lingo.com.
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Application 1 : Exemple 2.2

Programmation du probléme linéaire.

File Edit LINGO Window Help

DislE(S] &[] 2> Yol O

|m| =] BE 2

5
max=2*xl+xZ; Global optimal =olution found.
x1+x2<=10; Objective wvalue: 20.00000
-x1+2*x2<=10; Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
end
Model Class: LF
Total variables: 2
Nonlinear wvariables: 0
Integer wvariables: 4]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 13
Nonlinear nonzeros: Q
Variable Value Reduced Cost
X1 10.00000 0.000000
X2 0.000000 1.000000
Row S5lack or Surplus Dual Price
1 20.00000 1.000000
2 0.000000 2.000000
3 20.00000 0.000000
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Application 2 : Exemple 2.3

Programmation du probléme linéaire.

2] Lingo Model - Lingo1
max=xl1-2*xZ+x3;
®1+x2+x3=5;
2#n1+m2=3; |
—2*xl+2*x2=4;
| Global optimal solution found.
end Obhjective wvalue: —-2.000000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1]
Model Class: LFP
Total wariables: 3
Nonlinear wariables: 4]
Integer wvariables: 9]
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: 4]
Total nonzeraos: 10
Nonlinear NONZeros: 1]
Variable Value Reduced Cost
X1 0.3333333 0.000000
X2 2.333333 0.000000
2.333333 0.000000
S5lack or Surplus Dual Price
-2.000000 . 000000
0.000000 . 000000
0.000000 . 000000
0.000000 . 000000
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Application 3 : Exemple 2.4

Programmation du probléme linéaire.

|5 Lingo Model - Lingo1
=-x1-2%x2;
2*xl4x2>=8;
x14+x2<=6; -
®1+5*x2>»=10;
and Global optimal solution found. ~
Cbjective walue: -6.000000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear wvariables: a
Integer wariables: 1]
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: a
Total nonzeros: 8
Nonlinear nonzeros: a
Variable Value Reduced Cost
X1 3.333333 0.000000
X2 1.333333 0.000000
Row S5lack or Surplus Dual Price
1 —-&.000000 1.000000
2 0.000000 -0.3333333
3 1.333333 0.000000
4 0.000000 -0.3333333
W
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Application 4 : Exemple 3.1

Programmation du probléme linéaire flexible.

File Edit LINGO Window Help

Dles(|[S] ¢ =@ <] »[E]o] O

0= B 2

= Lingo Model - Lingot1 [=][=|[=]
e
Model: E E ILI
max= y; Global optimal solution found.
Cbijective wvalue: 1.000000
2*y4+5%x1-r2<=8; Infeaszibilities: 0.000000
SEy-—ml+2*u2<=10; Total solver iterations: 8]
v+I*R1+x2<=12;
ye=1; Model Class: LE
yv»=0;
Total variables: 3
Nonlinear variables: 1]
Integer wariables: L8]
Total constraints: @
end Nonlinear constraints: 1]
Total nonzeros: 1z
Nonlinear nonzeros: i}
Variable Value Reduced Cost
Y 1.000000 0.000000
X1 0.000000 0.000000
X2 0.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 1.000000 1.000000
2 6.000000 0.000000
3 5.000000 0.000000
4 11.00000 0.000000
5 0.000000 1.000000
& 1.000000 0.000000
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Application 5 : Exemple 3.2

Programmation du probléme linéaire.

Lingo Model - Lingo1

xl+2#x2>=-2;

x2x=-1;

end

max=—x1+2*x2;

2*x1+3%H2<=6;

Global optimal solution found.

Cbhjective wvalue:
Infeasibilities:
Total solver iterations:

Model Class:
Total wariables:
Nonlinear wariables:

Integer wvariables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeraos:
Honlinear nonzeros:

Variable
X1
X2

Row

[T ¥ S I S

4.000000
0.000000
Q

LP

Value
0.000000
2.000000

Black or Surplus
4.,000000

. 000000

. 000000

. 000000

[FUR = )

Reduced Cost

2.333333
0.000000

Dual Price

1.000000
0.000000
0.6666667
0.000000
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Application 6 : Exemple 4.1

Programmation du probléme non linéaire.

B Lingo Model - hachour5

Model:

1*K1+3*X2<=5;
2*K1+5*K2<=T;
I*K1+6*K2<=19;

min= X1"2+X1*X2+6*X2"2-2*X1+8%X2;

Global optimal solution found.
Objective value:

Cbjective bound:
Infeasibilities:

Total solver iterations:

Model Class:
Total variables:
Nonlinear variables:

Integer variables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

Variable
X1
Xz

60

-1.000000
-1.000000
0.000000
0

NLP

Value
1.000000
0.000000

e 130 5o s heees

— Solver Statu: —Yariable:
Madel Class: HLP Total 2
Nonlinear: 2
State: Global Opt Integers: 0
Ubetee. =i -~ Canstiaints
Infeasibility: i Total 4
Nonlinear: dl,
Iterations: ]
— Nonzeros
r Extended Solver Status Total 8
Morlinear: 2
Solver Type: Global enineat
Best Obj: -1 r~ Generator Memory Used [K]——
Obj Bound: -1 17
Elees r~ Elapzed Runtime [hh:mmess)—
Ative: om- oo nn
Update Interval: |2 Interrupt Salver Clagze




Application 7 : Exemple 4.2

Programmation du probléme non linéaire.

=4l = §i=1 | | =8 | | _EEMN? |

| ] GO 5T

Ty T

-

Lingo Model - hachourd

Lingo 13.0 Solver Status [hachour6]

Model:
max= ¥v;

2%y-—x1%*x1-RI1*RI-E¥RI*RI+I*r]1-B*xI<=1;
S*y-x142*x2<=10;
v+3*x14x2<=12;

y<=1;

v>=0; Solution Report - hachourd

Global optimal solution found.
Objective value:

Objective bound:
Infeasibilities:

Total solver iterations:

Model Class:
Total variables:
Nonlinear wvariables:

Integer variables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

[

(NN

Variable
¥

X1

X2

[=T SRy

om
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Salver Status Wariables
Model Class: NLP Tetal 3
Morlinear: 2
State: Global Opt Integers: 0
lbisctize i Constraints
Infeasibilty: 0 Tatal &
Morlinear: 1
Iterations: 1]
Monzeros
Extended Solver Status Total: 12
Monlinear: 2
Solver Tupe: Global e
Best Obj: 1 Generator Memony Used [K]
Obj Bound: 1 L
Steps: Elapsed Runtime [hh:mm:zz)
Al 00:00:00
Update Interval: |2 Close
Value Reduced Cost
000000 0.000000
.234568 0.000000
.234568 0.000000




Conclusion générale

Depuis plusieurs années, on considére que les deux sources d’incertitude principales sont :
le manque d’information et la variabilité des phénoménes. On modélise, alors, les informa-
tions soit par distribution de probabilité (information aléatoire) soit par des ensembles flous
(informations incomplétes). La théorie des ensembles flous apparait comme un outil bien
adapté pour modéliser un concept vague.

Dans notre travail, nous avons abordé des programmes linéaires dont les données sont
supposées étre connues avec précision qui sont appelés des problémes linéaires d’optimisation
déterministe dont la résolution s’est faite par la méthode du simplexe.

Ensuite, nous avons traité des programme linéaire, dont les données sont approximatives
ou vague, qui sont appelés des problémes linéaires d’optimisation flous. Nous avons proposés
pour résoudre un programme linéaire flou, deux méthodes : Flexible (fonction caractéristique)
et Robuste, et cela en transformant ce programme en un programme linéaire déterministe
qui sera résolu par la méthode du simplexe.

L’originalité de notre travail est de proposé deux nouvelles techniques de résolution du
programme mathématique flous appliqué a deux problémes différents tel que :

1- Probléme du programmation quadratique de type triangulaire.

2- Programmation mathématique flexible.

Cette thése nous a permis de prendre connaissance des techniques de résolution de pro-
gramme mathématique dans les ensembles flous.

Ce qui est déja pour nous une grande découverte et un champ nouveau. Pour perspective,
nous pouvons envisager une suite pour ce travail dans les sens suivant :

- Résolution d’un probléme mathématique flous quelconque avec quelques paramétres
flous .

- Résolution d’un probléme mathématique quelconque ou tous les paramétres du probléme
sont flous .
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