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Notations

Dans la suite (E, ||.||g), (F, ||.||r) désignent deux espaces de Banach définis sur le
corps K € {R;C} et I un intervalle de R (généralement I = R ou RT).

¢ Ensembles:
Soit f : E — [F un opérateur linéaire. Nous notons par:

R(f) Pensemble image de 'opérateur f.

N (f) le noyau de I'opérateur f.
o G(f) le graphe de I'opérateur f.

¢ Espaces Fonctionnels:

o Cy(I,E) I'espace vectoriel de toutes les fonctions définies sur [ a valeurs
dans [E qui sont continues et bornées.
Muni de la norme

£l = sup I F(O)]e 0

Cy(I,E) devient un espace de Banach.

o AP([ E) I'espace des fonctions continues presque périodiques.
Equipé de la norme définie par ( . AP(I,E) est un Banach.

o WAP(I E) I'espace des fonctions continues faiblement presque périodiques.
Equipé de la norme définie par ( . ), WAP(I,E) est un Banach.

o Co(1,E) l'espace des fonctions continues sur R, qui s’annulent a I'infini.
Equipé de la norme

I = sup 1 £(0)

I'espace Cy(I,E) est un Banach.
o g I'espace des suites convergentes vers Og.
Muni de la norme

[#][oc = sup [|z,[|x
neN

co devient un espace de Banach.
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o L(E;F) lespace des opérateurs linéaires continues de E dans F.
Cet espace muni de la norme suivante:

[Tl = sup [Tz,

lzlle<1

est un espace de Banach. Lorsque F = K € {R;C} on obtient
E* := L(E;K) nommé le dual topologique de I’espace E.

Généralement sur les espaces fonctionnels, on utilise deux types de conver-
gence:

o |I]l.lim : désigne la convergence en norme (forte).

¢ w.lim : désigne la convergence faible.




Introduction

La presque périodicité fait I'objet de plusieurs études ([24], [7], [5], [€], [8] - - ),
elle intervient surtout dans la résolution des équations différentielles abstraites qui
modélisent des phénomenes naturels a savoir: la mécanique céleste (J26]), modeles
cellulaires (]25]), ...

En général les solutions des équations différentielles abstraites sont données par des
Co-semi-groupe (Co-groupe), plus précisément si on considere le probleme suivant:

u = Au+f,

uw(0) = wp,

ou A est un opérateur linéaire (non borné). La solution de cette équation est
donnée sous la forme suivante:

u(t) = Tyug + /t Ti—sf(s)ds,
0

ou la famille des opérateurs (7})i>o est le Co-semi-groupe associé au générateur
infinitésimal A.

L’objectif principal de ce travail est la caractérisation de la presque périodicité
d’un Cy-semi-groupe (Co-groupe) d’opérateurs sur un espace de Banach.

Leur étude fait intervenir divers outils mathématiques comme la théorie des opérateurs
linéaires, la théorie spectrale, ’analyse fonctionnelle, - - -

Notre mémoire s’ouvre sur un chapitre (de rappel) sur la presque périodicité des
fonctions vectorielles qui contient I’ensemble de toutes les définitions, les propriétés
et les théoremes indispensables a notre thématique. A la derniére section de ce
chapitre on fait une comparaison entre la presque périodicité des fonctions scalaires
et vectorielles.

Le deuxieme chapitre se concentre particulierement sur la théorie des Cy-semi-
groupes (Co-groupes), qui est devenue un outil indispensable dans divers branches
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Introduction

d’analyse mathématique.

Le troisieme chapitre est le travail central de ce mémoire, nous avons développé
larticle [23] de Harm Bart and Seymour Goldberg dont I'objectif est de caractériser
la presque périodicité des Cp-semi-groupes (Co-groupes), nous énoncerons divers
types de presque périodicité pour cette famille d’opérateurs (presque périodicité,
uniforme presque périodicité, presque périodicité faible, presque périodicité asymp-
totique et presque périodicité uniforme sur les parties compactes) et nous montrons
que sous certaines hypotheses génériques, la connaissance du spectre du générateur
infinitésimal du Cy-semi-groupes (Co-groupes) permet la vérification de la presque
périodicité du Cy-semi-groupes (Co-groupes). La derniére section de ce chapitre est
consacrée a notre modeste contribution a I’étude comparative entre les différents
types de presque périodicité citées en haut.

Le dernier chapitre est une application a 1’étude de la presque périodicité des
solutions d’un probléme de Cauchy abstrait non homogéne ou le terme additif est
presque périodique, i.e des problemes de type:

u = Au+f,
uw(0) = g,

ou f est une fonction presque périodique. Dans larticle [I1], Arendt & Batty
donnent des conditions suffisantes pour que la solution u soit presque périodique,
grace a I’étude faite au chapitre précédent nous avons donné d’autres version de
ce résultat.

Vers la fin, on trouve un appendice contenant des définitions, des remarques, des
propositions et des théoremes qui sont indispensables pour le développement de
ce mémoire.




Chapter 1

Fonctions presque périodiques a
valeurs dans un espace de Banach

L’objectif de ce chapitre est de présenter la notion de fonction presque périodique a
valeurs dans un espace de Banach qui sera utile pour définir la presque périodicité
des Cy-semi-groupes (Cp-groupes), qui est 'objet de ce mémoire.

Pour plus de détails, consulter les références [3], [6], [7] et []].

1.1 La presque périodicité forte
Définition 1.1.1. Un sous ensemble A de I est dit relativement dense si:
Ve>0, 3.=0>0, tel queVa € R, [a;a+ ] NAF#0D.

Définition 1.1.2. Une fonction f € Cy,(I,E) est dite presque périodique au sens
de Bohr si:

Ve>0, . =0>0, tel queVa € R, I € [a,a+ ]

tel que :
sup || f(£+&) — f(t) [le<e. (1.1)

tel

Le point & est dit alors, une e-période de f.
L’ensemble des & qui vérifient Z’z’négalz'té est appelé ensemble des e-périodes
de f, et il sera noté J(f,e).

Remarque 1.1.1. Une fonction f est presque périodique si, pour tout € > 0,
J(f,e) est relativement dense.



1.1. LA PRESQUE PERIODICITE FORTE

L’exemple suivant est donné pour illustrer le comportement des fonctions presque
périodiques vectorielles D

Exemple 1.1. Soit f la fonction définie par:
f:R - R?
t — (sin(v2t) + sin(t); cos(V/2t) + cos(t); sin(t))

Le graphe représentatif de f est le suivant:

Figure (1)

Définition 1.1.3. Si f € C,(RT;E), telle que la majomtz’on est satisfaite a
partir d’un certain rang (c-a-d: ¥Ye > 0, k. > 0, sup || f(t+&) — f(1) [[g< &),
t>ke

alors f est dite asymptotiquement presque périodique.

En utilisant la relative compacité, Bochner a caractérisé la classe des fonctions
presque périodiques. Plus précisément:

Définition 1.1.4. Une fonction f € Cp(R,E) est dite presque périodique au sens
de Bochner si l’ensemble {f(t +.), t € R} est relativement compact (i.e. f est
une fonction normale), dans l’espace Co(R,E). Ce qui veut dire, de toute suite
(hl) C R, on peut extraire une sous suite (hy,), telle que la suite de fonctions
(f(s+ hpn))nen est uniformément convergente sur R.

Remarque 1.1. [] existe une autre caractérisation de la presque périodicité donnée
par Bochner dans [15], en utilisant les suites doubles et la convergence simple.

'Pour tracer le graphe de cette fonction, on a utilisé le logiciel Octave.
Programme t = -50:0.01:50; x = sin(sqrt(2)*t) + sin(t); y = cos(sqrt(2)*t) + cos(t); z = sin(t); plot3(x,y,z)
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1.1. LA PRESQUE PERIODICITE FORTE

Théoréme 1.1. Une fonction f € Cy(R; E) est presque périodique au sens de
Bohr si et seulement si elle est presque périodique au sens de Bochner.

Preuve. Nous renvoyons a [8, théoréme 6.6; page 156]. [ |
Théoreme 1.2. Si f € AP(R;E), alors f est uniformément continue sur R.
Preuve. Nous renvoyons a [8, théorémes 6.1 et 6.2; page 154]. [ |

Proposition 1.1. Soient f,g € AP(R,E) et ¢ € AP(R,C). Alors: f+ g et
of € AP(R,E).

Preuve. Voir [5, propriété 9; page 10]. |

Théoréeme 1.3. L’espace AP(R,E) est un sous espace fermé de C,(R, E). Autrement
dit, il est stable par la convergence uniforme.

Preuve. Voir [5, propriété 5; page 6]. [ |

Remarque 1.2. On combine la proposition et le théoréeme , pour en
déduire que l'espace AP(R;E), muni de la norme ||.||« est un Banach.

Proposition 1.2. [7] Soit f une fonction presque périodique a valeurs dans un
espace de Banach. On a alors, pour tout o € R :

sup ()] = Stgﬂlgllf(t)||~

t>a

Preuve. Dans ce qui suit, nous utilisons la presque périodicité au sens de Bochner.
1l est clair que, pour un o € R, on a :

sup [|F ()] = stlelﬂgllf(t)ll-

1l suffit alors de montrer que :

If ) < sup|lFOI,  ¥s <o
D’apreés la définition et la presque périodicité de la fonction f, on déduit
qu’on peut extraire, de la suite {f(« + n)}n>1 une sous suite {f (v + ng)}r>1 telle
que

Uniformement Convergente sur R
£+ ) o) (1.2
k—> o0
On déduit, en utilisant la convergence uniforme, aussi que:
Uniformement Convergente sur R
9 — ) > () (1.3)

k—o0

9



1.1. LA PRESQUE PERIODICITE FORTE

Soit s < «, alors il existe kg € N, tel que s +n, > «, Vk > k.
D’ou :
1 (s +me)l| < sup [If (u)ll, ¥k = ko.

La convergence implique que:

lg@)Il = lim [[f{t +np)l| < sup[[f(u)l], VEeR.
— 00 u>o

La convergence et la majoration précédente impliquent:
LF@I = lim flg(t —np)|| < sup |[f(u)]|, Yt eR.
— 00 u>a

Finalement:
sup [ f(©)|| < sup||f(t)]].
teR t>a

O

Théoréme 1.1.1. [8, Theorem 6.5] L’ ensemble image R(f), d’une fonction presque
périodique f, est relativement compact dans E.

Définition 1.1.5. Une famille F C Cy(1,E) est dite équi-presque périodique si,
pour tout € > 0, l'ensemble défini par:

() T(f.e)
feF
est relativement dense dans 1.

Nous illustrons ce qui précede par un exemple simple.

Exemple 1.1.1. On fize f € AP(R;E), et on pose F := {gx, k=1,--- ,n}, ot
gk(s) = f(«+ k). 1l est facile de voir que, pour tout k € {1,--- ,n},
T (gr,e) = T(f,e) donc:

() T(gk.€) = T (fe)

k=1

est relativement dense dans R.
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1.1. LA PRESQUE PERIODICITE FORTE

La valeur moyenne d’une fonction presque périodique
Définition 1.1.6. Soit f € AP(R;E). La limite (1.4)),

déf ) I
Moy {1 Jim / Sy (1.4)

s’appelle valeur moyenne de f et on la note Moy {f}.
Remarque 1.1.2.

1. L’intégrale représentée dans est 'intégrale de Bochner d’une fonction
a valeurs dans un espace de Banach (consulter [18]).

2. La limite eziste toujours.

Proposition 1.3. Si f € AP(R;E), alors sa valeur moyenne vérifie [’égalité
suivante indépendamment du choiz de a € R:

T+a

. 1
Moy (£} =1l im gz [ (0
— J’_a/

Preuve. Voir [0, page 22].
n

Remarque 1.1.3. Pour tout A € R, on note par M (X, f), la valeur moyenne de
la fonction presque périodique

e F()
i.e, M (X, f) par définition:

T
M(X; f) = Moy {e™™ f(.)} = Tlirfm % B ety dt, \eR.

Définition 1.1.7. L’élément M(X; f) € E est dit coefficient de Bohr-Fourier de
la fonction f.

Définition 1.1.8. L’ensemble 04,(f) := {\ € R; M(X; f) # O} est appelé spectre
de la fonction f.

Définition 1.1.9. Si Xy € o,(f), alors Xy est dit exposant de Fourier de la fonc-
tion f.

La propriété suivante est fondamentale dans la théorie des fonctions presque
périodiques.

Proposition 1.4. Le spectre d’une fonction presque périodique est au plus
dénombrable.

Preuve. Nous renvoyons le lecteur a [0, page 23]. |

11



1.2. FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES A PARAMETRE

1.2 Fonctions presque périodiques a parametre

On considere une fonction a parametre f : R x E — F continue.

Ce paragraphe a pour objectif de présenter la notion de presque périodicité d'une
fonction a parametre qui sera utile dans l'analyse des solutions des équations
différentielles abstraites (EDA)(chapitre 4).

En général si f(.,z) est presque périodique en ¢ en chaque z, et si ¢ : R — E est
presque périodique, la composée f(., ¢()) n’est pas forcément presque périodique.
A titre d’exemple soitf(¢,z) = sin(tz) et ¢(t) = sin(t), alors les fonctions f et
¢ sont clairement presque périodiques, mais la composée sin(tsin(t)), n’est pas
presque périodique par absence d’uniforme continuité ([24, page 16]).

Pour remédier a ce probleme, il suffit d’'imposer a f qu’elle soit presque périodique
en t uniformément sur les parties compactes de [E.

Définition 1.2.1. Soit f une fonction continue définie par:
fRxE — F (1.5)
(t,z) — f(t, ).

On dit que [ est presque périodique en t uniformément par rapport a x sur un
ensemble compact K C E si:

Ve>0,3l=1.x>0, tel que Va € R, 3¢ € [a;a + ]

tel que:

supsup || f(t + & 2) — f(t.z)[r < e
teR zeK

Exemple 1.2.1. Soit f une fonction a paramétre définie par:
f:RxE — R
(t,z) — \/||xHE+4+cos(t) + cos(V2t).

Alors, [ est presque périodique au sens de la définition .
Théoreme 1.2.1. Si f définie par la formule est presque périodique uni-

formément sur les parties compactes de E et si ¢ € AP(R;E), alors la composée
de f et ¢ définie par:
fop:R — F
t = [t ),

est presque périodique.

Preuve. Voir ([24, page 27]). |

12



1.3. LA PRESQUE PERIODICITE FAIBLE

1.3 La presque périodicité faible

Beaucoup de propriétés qui existent en norme, existent aussi faiblement, comme:
la continuité, la mesurabilité, 'analyticité, - - -
Dans cette partie, nous ajoutons a la liste ci-dessus, la notion de la presque
périodicité faible.
Définition 1.3.1. Une fonction f € Cy(R; E) est dite faiblement presque périodique
si pour tout p € B*, 9o f € AP(R;C).

Sur l'espace WAP(R; E) le critere de Bochner (1.1.4)) prend la forme suivante:

Proposition 1.3.1. Une fonction continue f est faiblement presque périodique i
et seulement si, toute suite (h!)) C R posséde une sous-suite (hy,) C (hl) telle que
la suite (f(s+ hp))nen est faiblement uniformément convergente sur R.

Proposition 1.3.2. Supposons que { f,}nen C WAP(R;E) telle que w. lirf fn =
n—-+00
f uniformément sur R, alors f € WAP(R;E).

Preuve. On peut trouver une démonstration des deuzx propositions ci-haut dans
[3, successivement page 45 et 40]. [ |

Proposition 1.3.3. f € AP(R;E) = f € WAP(R;E).

Preuve. Si f € AP(R;E), il est facile de voir que pour tout ¢ € E*, on a:
T(f,e) C T(pof, |9l €)- Dotz gpof € WAP(R;C). O

L’implication inverse n’est pas tout le temps vraie, en effet soit 'exemple
suivant[6, pages 75, 76].

Exemple 1.3.1. Soit {ex}r>1 une base orthonormale d’un espace de Hilbert H, et
soit {¢r}r>1 C AP(R;C) telles que:

* okl <1, VE>1.

* support (i) N support(p;) =0, Yk # j [
Nous définissons f par la formule suivante:
F) =" ex i(t).

k=1

Alors f présente un exemple d’une fonction faiblement presque périodique mais
qut n’est pas presque périodique.

20u support(p) = {z € R| ¢(x) # 0}.

13



1.4. COMPARAISON ENTRE LA PRESQUE PERIODICITE DES
FONCTIONS SCALAIRES ET VECTORIELLES

Le théoreme suivant fait le lien entre la presque périodicité forte et faible.
Théoreme 1.4. Soit f € C,(R;E). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) f est presque périodique.

ii) f est faiblement presque périodique et R(f) est relativement compact dans
EH

Preuve. [3, page 45]. [ |

La valeur moyenne d’une fonction faiblement presque périodique
Dans cette partie, on suppose que ’espace de Banach E est faiblement complet

(voir déf. [A.0.2)).

Proposition 1.3.4. Soit f € WAP(R;E). On définit le coefficient de Bohr
Fourier de f par:

1 T+a )
M\ f) =w. lim — e M f(t)dt, a€R.

T+ 2T | 71,
L’élément M (A, f) existe indépendamment de a.
Remarque 1.3.1.
i) L’existence de M (), f) est due a la faible complétude de l'espace.

ii) Nous avons vu que le spectre d’une fonction presque périodique est au plus
dénombrable, cette propriété est aussi vérifiée par les fonctions faiblement
presque périodiques [0, pages 68 et 69].

1.4 Comparaison entre la presque périodicité des
fonctions scalaires et vectorielles

La notion de primitives des fonctions joue un réle tres important dans la résolution
des équations différentielles. Une question naturelle: sous quelles conditions la
primitive d'une fonction presque périodique est presque périodique?

Dans le cas scalaire on a le résultat suivant:

Théoreme 1.4.1. La primitive d’une fonction presque périodique est presque
périodique si et seulement si elle est bornée.

3Dans quelques ouvrages (ex: [7]), la relative compacité est remplacée par une condition
équivalente (justifié par le théoreme [A.1)) qui est la total bornitude.

14



1.4. COMPARAISON ENTRE LA PRESQUE PERIODICITE DES
FONCTIONS SCALAIRES ET VECTORIELLES

Preuve. [8, page 98]

Cependant, Kadets ([19]) & montré a I’aide du contre exemple ci-apres que la
condition de bornitude pour les fonctions vectorielles n’est pas suffisante.

Contre exemple 1. Soit f une fonction définie comme suit:

fZR — O

Alors f est presque pér@'odiqueﬁ en effet:
Pour tout k € N on pose:

1 t 1 t
fr(t) = {cos(t), 5 cos (§>, 1 g €08 <?>,0,0,0, e }
Alors fr € AP(R;c) (fr est 28 impériodique) Yk € N, de plus on a:

1 t 1 t
1) = fe@®)] = i‘;‘N’H{O;O;"';05%005(2k+1>52k+2COS(2k+2>?"'}H
1 k—+o0

D’ou f est la limite uniforme d’une suite de fonctions presque périodiques, ce qui
montre (d’aprés le théoreme ) qu’elle est presque périodique.
t
La primitive F(t) = {Sin (2—n>} de f est borné, mais elle n’est pas presque
neN
périodique. Car si on suppose le contraire et on fixe & une e-période de F', on aura:

. (Tt . [t
‘Sln (2—n£> — sin (Q—n)‘ <|JJF(t+&) —F@)|| <e, VYnelN
1l en découle:
J(F;e) C J(sin(a/2");¢); VneN.
Done, la famille K := {sin(./2") },en est équi-presque périodique. Autrement dit,
pour tout € > 0, il existe un ensemble J(K;e) relativement dense dans R, con-
tenant les e-périodes des fonctions contenues dans K.
Montrons que cela ne peut pas se produire si € < 2, on dﬂ

_(t+E ARV, 5 2048 . (€
sup | sin <2—n> — S1n <2—n>‘ = Sup COS <W> S1n <2n+1> )

teR teR

4Notre raisonnement, pour vérifier la presque périodicité de f (resp. la non presque périodicité
de F'), est basé sur les téchniques utilisées dans [B, pages 53, 54].
5Nous éclaircissons les passages de cette preuve comme suit:

* Le choix de ¢ < 2 est d’ordre technique, il assure la monotonie de la fonction sin sur
lintervalle [—d.; d], qui sera utile pour démontrer (|1.6]).
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1.4. COMPARAISON ENTRE LA PRESQUE PERIODICITE DES
FONCTIONS SCALAIRES ET VECTORIELLES

2 . §
= 2‘5111 <2n+1>’.

Remarquons qu’on a:

§

2 2n+1

: £
sin <2n+1>‘ <eg <

€ [Zr — b.; Zm + 0., (1.6)

ou 0 <. <m/2 tel que sin(d.) = /2.
Ca implique:
J(sin(/2");) = [ 27 (ke — 6.); 2" (ke + 6.)).
keZ
D’ou:
J(KC;e) = () T(sin(+/2");€) = [~202; 26.].
neN
Qui est clairement non relativement dense dans R. Contradiction avec le fait que
la famille KC est équi-presque périodique.

Pour les fonctions vectorielles, on a seulement le résultat suivant:

Lemme 1.4.1. Si la primitive F est bornée, alors elle est faiblement presque
périodique.

Preuve. C’est évident, il suffit de composer F' avec les éléments du dual, pour se
ramener au cas scalaire. (1.4.1 [l

Le théoreme ((1.4) et le lemme ([1.4.1]), donnent le résultat suivant:

Théoreme 1.4.2. [7, Theorem 1, page 58] Soient f € AP(R;E) et F' une primi-
tive de f, alors F' est presque périodique si, et seulement si, R(F') est relativement
compact ( totalement borné).

Le théoreme suivant caractérise la classe des espaces de Banach ou la bornitude
de F est suffisante pour établir sa presque périodicité.

Théoréeme 1.4.3. [8, page 182] Soit E un espace de Banach tel que ¢y ¢ E,ﬂ alors
la presque périodicité de F' découle de sa bornitude.

Preuve. Nous renvoyons le lecteur a larticle [19). |

* Pour faire le passage (1), il suffit d’utiliser la relation trigonométrique suivante:
sin(a — b) + sin(a + b) = 2sin(a) cos(b).

* Pour (2, il suffit de prendre t = —£/2.

6La condition ¢y ¢ E, appelée aussi la propriété de Bohl-Bohr, signifie que E ne contient
aucun sous espace isomorphe a ¢y (ex: les espaces réflexifs, les espaces faiblement complets, les
espaces uniformément convexes, - - )
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Chapter 2

Les Cy-Semi-groupes (Cy-groupes)
d’opérateurs

2.1 Inroduction

La théorie des Cy-semi-groupes a pour objectif la résolution des problemes de
Cauchy abstraits, notés dans la suite (ACP), i.e. des équations de type:

S
~
—~
~+
~—

Au(t), t>0.

: (2.1)

(ACP) = {U(O)

A:D(A) CE—E

est un opérateur linéaire (non borné) défini sur son domaine D(A) C E, et u une
application définie de Rt & valeurs dans E.
Dans la suite, on dit que u est la solution classique du (ACP) si:

1. u(.) € C(R*; D(A)) NCHR\{0}; D(A))
ot CH(R*\{0}; D(A)) est I'espace des fonctions de classe C*.

ou

2. L’équation est satisfaite en tout t € RT.
Regardons a présent quelques cas simples:
1. On se place sur K € {R;C} et on pose:
A: K - K

r — aw,
ou a € K. Dans ce cas la solution est donnée par la formule suivante:

u(t) = ' x.

17



2.1. INRODUCTION

2. Dans le cas ou A est une matrice définie sur un espace de dimension fini, la so-
lution est explicitement donnée par I’exponentielle E| de A, plus précisément:

u(t) = e x = (Z (t;:;')k> x. (2.2)

Si on note par (7;) la famille d’opérateurs exp(tA) (i.e T, = exp(tA); Vt > 0.)
définie sur L(R™; R™), alors la solution u(t) s’écrira sous la forme:

u(t) =Tz (2.3)

Grace a la représentation T; = exp(tA), la solution u satisfait la relation
algébrique (appelée propriété du semi-groupe) suivante:

Tiipx = eTHMA = otA hA o = AT = T,Tx.

D’ou:
Tyon = TTh (2.4)

De plus il est simple a vérifier qu’en t = 0, on a:

T = U(O) =Ty =1y = ]dM(Rn)

3. Lorsque A est un opérateur borné sur un espace de dimension infinie, la
construction précédente de la solution reste valable, car 1'expression ([2.2)),
garde bien un sens puisque la série est normalement convergente E| (donc
convergente), en effet:

ol = (S CTY ) < (32 ALY oy = ey,

k>0

Supposons maintenant que 1'on s’intéresse a la résolution du probleme suivant:

% = Awu, t>0.
ot (2.5)
w0) = f,

!Pour calculer I'exponentiel d’une matrice, souvent on fait appel a la diagonalisation, la
trigonalisation et / ou la décomposition de Jordan.
2Sur un espace de Banach, une série est convergente ssi elle est normalement convergente.

18



2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

ou A est 'opérateur laplacien.
Soit ¢ € CE(R™; R)(I'espace des fonctions de classe C* & support compact), définie
par:

-1
exp(——) si ol <1
olz) = (- I ) (2.6)

0 st z]| > 1.
Posons () = ¢(kz), pour tout k € N* alors on obtient:
Ay(x) = K> Ap(kr).

D’ou: A
86l _ o e,
(R

Il en découle la non bornitude de I'opérateur laplacien A. Ce qui montre que la
solution u ne peut pas étre donnée sous la forme:

u(t) = exp(tA)x.

Question: Qu’elle est la forme générale de la solution de quand 'opérateur A
est non borné?

Pour les opérateurs non bornés, nous allons essayer de donner une notion proche
de la notion d’exponentiel d’un opérateur borné et qui permet de résoudre certains

probleémes donnés par 1'équation (2.1)).

2.2 (Cy-groupes et Cp-Semi-groupes d’opérateurs

Définition 2.2.1. On appelle semi-groupe d’opérateurs, sur un espace de Banach
E, toute famille (T})i>0 d’opérateurs linéaires bornés vérifiant les propriétés suiv-
antes:

i) To=1 (L’opérateur identité),
it) Tyys =T, 0 Ty pour tout t,s >0  (Propriété de semi-groupe).
De plus si, pour tout z € [E on a:

lim || Ty — || = 0 2.7
Jim [T —zff =0, (2.7)
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

on dit que (7})¢>0 est un Cy-semi-groupe d’opérateurs.
Dans le cas ou la limite dans (2.7) est donnée par rapport a la norme sur l’espace
des opérateurs i.e:

lim ||T; — 1 =0,

Jim (|73 = 1l 2y

on dit que (7})¢>p est un semi-groupe uniformément continu.

Proposition 2.2.1. Un semi-groupe est uniformément continu ssi il est de la
forme e*4, ot A est un opérateur borné.

Preuve. Voir [, Corollary 1.4, page 3] [ |

Proposition 2.2.2. La continuité en zéro implique la continuité sur R™ de l’application
Tx, ou pour tout x € E, Tx est définie par:

Tz: RY — E.
t — Ttx.

Preuve. Soient x € E et h,ty > 0, on a alors:

lim [Ty n2 — Tygz|| < [T || lim || T2 — 2| = 0.
h—0 h—0

D’ou, compte tenu du fait que to € RT est arbitraire, on déduit que T'x est continue
sur RT. O

Exemples.
1) Soit (T,)i>0 la famille d’opérateurs définie comme suit[]

Ti: CGu(R;R) — Cu(R;R)
f — th7

telle que:
Vo € R, T;f(x) = exp (/x q(s) dS) flz—1),

ot q est une fonction continue a support compact.
Alors (T})>0 est un Co-semi-groupe d’opérateurs.
En effet, pour tout t,h € R, on a:

exp (/ih q(s)ds) flx — h)] .

3Cet exemple est inspiré de l’examen master 2 modélisation mathématique, février 2017,
module Semi-groups of linear operators, assuré par M™¢ Khellas.

Tt[Thf(x)} = T
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

2)

~ exp ( / mtq(sms) exp ( / x:thq(s)ds) flo—t—h).
_ exp(/:thq(s)ds> f@—t—h).

= Tynf(x).

D’ou, la propriété de semi-groupe est satisfaite.
Vérifions la propriété de continuité, on a:

ITif — fIl = ﬁgwuuw—ﬂmw
~ sup exp( s q(s)ds>f<x—t>—f<x> .
~ plow( [ uoas)
[exp (— [ ds>f<x 1)~ exp (— [ ds>f<x>] H

Nous condensons l’écriture précédente en posant:

g(x) = exp (— /x q(s) ds) f(z) € Cpu(R; R).

—00

Nous obtenons alors:

ITif — fl| = sup
zeR

exp (/I q(s) ds) [g(x —t) — g(:v)}

— 00

l

Nous exploitons la continuité de g pour en déduire que:
lim [|T.f — f|| =0.
t—+0

Soit A € L(E), définissons (St)i>o par :
S, = et

Alors (St)i>0 est un Co-semi-groupe (proposition ) et grace a linégalité
suante:
e — 1| < eIl — 1.

(S¢)e>0 est un semi-groupe uniformément continu.
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

3) Si'Y est un sous espace fermé de E invariant par un Co-semi-groupe (T;) (i.e:
TiY C Y pour tout t > 0) alors la famille d’opérateurs notée (S¢)i>o définie
par la restriction de (T¢)i>0 a Y (pour tout t > 0, Sy == (T3),) est aussi un
Co-semi-groupe.

Le plus important objet associé a un Cy-semi-groupe est son générateur:

Définition 2.2.2. On appelle générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe (T;)i>o
Popérateur linéaire A défini sur ’ensemble:

t—+0

Tx—
Az = lim =& :E,
t—+0 t
pour tout v € D(A).

L’ensemble D(A) s’appelle domaine de définition de 'opérateur A.

T —
D(A) = {xEE, lim txt : ez:z'ste}

par:

On énoncera quelques propriétés du générateur A sans les démontrer (on pourra
trouver les preuves dans [4, pages 5 et 6]).

Théoreme 2.2.1. Soient (1;);>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors on a:

1 ) Pour tout x € E,
1 t+h

lim — / Toxds =Tx.
hJi

2 ) Pour tout x € E,
t t
/TsmdsED(A) et A(/ Tsxds) = Tix — .
0 0
3 ) Pour tout x € D(A) on a Tyx € D(A) et:
dT = AT,z = T,A
dt tT = t = 1+AT.

4 ) Pour tout x € D(A),

t t
Tt:v—TS:E:/TnAxdn:/ATnxdn.

4Le générateur A décrit 'action du semi-groupe sur des intervalles de temps infinitésimaux.
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

Proposition 2.2.3. 5i A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe, alors
A est un opérateur fermé a domaine dense.

Proposition 2.1. Si (T})i>0 un Co-semi-groupe, alors il existe w € R et M > 1
tels que:
IT < Me!,  t>0

Proposition 2.2. Soit (T})>0 un Co-semi-groupe, tel que ||T;|| < Me**, et A son
générateur infinitésimal, alors pour tout v € E:

+oo
Ri(A) x = / e M T, xdt, Re(\) > w.
0

Preuve. Pour la démonstration de ces résultats, on se réfere a [9, pages 5, 42].
[ |

Le théoreme suivant donne une propriété spectrale tres importante des Cy-semi-
groupes.

Théoreme 2.2.2. Théoréme d’inclusion spectrale
Soient (1t)i>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Alors:

{" Neo(A)} =W co(Ty); Vt>0. (2.8)
Preuve. [9, page 179). |

Remarque 2.2.1. En général
{* Neo(A)} =@ £Lo(T); Vit>0.

Afin de justifier la remarque précédente nous avons construit le contre exemple
suivant:

Contre exemple 2. Soit (T}):>o le Co-semi-groupe de translation défini sur l’espace
des fonctions continues 2m-périodiques (Coy)

Ti : Cor(R) — Cor(R)
L) — flt+.).
Alors, on a:
_d
T dt
En effet, soit A\ € C, alors on a:

A et {A€C| Re(\) <0} C a(A). (2.9)

+oo
Ra(A)f(s) = / Nt + s)dt,
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

qui est bien définie ssi Re(\) > 0, d’ou:
{N € C| Re(X) > 0} = p(A).
D’ou:
o(A) = {X € C| Re(\) <0}.
Pour t = 27, on a Ty, = I = o(Tz:) = {1}. Donc il est facile de voir que

6271'0'(A) 7é { 1 } ]

Remarque 2.2.2. Si (T})i>0 est uniformément continu, on a mieux que @),
plus exactement:

{e" Neo(A)}=e"™ =0(T); Vt>0.
Définition 2.2.3. Une famille d’opérateurs (1T;)ier C L(E), vérifiant:
i) To=1,
ii) Tyrs =T, 0Ty  pour tout t,s € R,
ii1) 11_1}6 |Tix —z|| =0, Vx € E

est appelée un Cy-groupe d’opérateurs.

Le générateur infinitésimal A associé au Co-groupe (1})ier est défini, pour tout x
dans le domaine D(A), par:

Tix —x

Az = lim ,
t—0 t

ou:

T —
D(A) = {xG]E, lim txt ° exz’ste}

t—0

Remarque 2.2.3. De la définition précédente découle directement deux points
importants :

* La limite dans la définition (2.2.3)) est calculée dans les deuz directions, con-
trawzrement aux Cy-semi-groupes dont la limite est calculée uniquement pour
les réels positifs.

** De 1) et ii) on déduit que T, est inversible et son inverse est T_;; pour les
Co-semi-groupes, ceci n’est pas vrai, puisque rien n’assure que l'inverse existe.

Remarque 2.2.4. Etant donné (T})ter un Co-groupe et A le générateur infinitésimal
associé, alors on peut exhiber de (T})ier, deux Cy-semi-groupes a savoir:
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

1. (T})e>0 dont le générateur infinitésimal est A.

2. (T-1)i>0 dont le générateur infinitésimal est —A.

Corollaire 2.2.1. Si (T})er est un Co-groupe, alors A(resp. —A) est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe qui sera noté dans suite par (T'y(t))i>o
(resp. (T-(t))i>0)-

La proposition suivante, est la réciproque du corollaire précédent.

Proposition 2.2.4. L’opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
Co-groupe (1})ier ssi:

i) A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (T4 (t))i>o-
ii) —A est le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe (T—(t))<o-
Dans ce cas le groupe (T;) sera donné par:

T T, (t) pour t >0,
b T (t) pour t <0,

Le théoreme suivant donne une méthode efficace pour générer un Cy-groupe
d’opérateurs a partir d'un Cy- semi-groupe d’opérateurs.
Théoréme 2.2.3. [/]] Soit (T3)i>0 un Co-semi-groupe d’opérateurs, tel qu’il existe

un tg € RT pour lequel T}, est inversible, alors:

* Pour tout t € RT, lopérateur T; est inversible.

* La famille d’opérateurs définie comme suit:

g _ T, si t >0,
£ Tt si t<0,

est un Co-groupe d’opérateurs.

Preuve. La premiére moitié de la preuve repose sur [4, théoréme 6.5, page 24];
tandis que la seconde est une déduction de la proposition précédente.

Le célebre théoreme de (Hille-Yosida-1948) donne une caractérisation des
opérateurs qui sont générateurs des Co-semi-groupes Contractant [
Dans la suite de notre mémoire, le développement mathématique est souvent basé
sur les Cy-groupes, donc il est tres intéressant d’énoncer un théoreme de génération
d’un Cyp-groupe. Nous utilisons a la fois le théoreme de Hille-Yosida-1948 et la
proposition ([2.2.4)), pour dégager le résultat suivant.

SPour plus de détails, Voir [9, page 66] ou [4, page 8].
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2.2. Co-GROUPES ET C)-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS

Théoréme 2.2.4. Génération d’un Cy-groupe [9]
Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire défini sur un espace de Banach E et on

considere deux constantes M > 1 et w € R, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un Co-groupe (T})ier, satisfaisant
lestimation suivante:

1Ty < Mell teR.

ii) (A,D(A)) (resp. (—A,D(A))) est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe (T (t))i>0 (resp. (T-(t))i>0), satisfaisant:

max (|[(TL ()], IT-(e)])) < M e, ¥ i>0.

iii) (A,D(A)) est fermé et densément défini et pour tout A € R tel que |\ > w,
on ait X\ € p(A) et

H{(m - w)RA(A)}nH <M, VneN.

iv) (A,D(A)) est fermé et densément défini et pour tout A € C tel que
|Re(A)| > w on ait A € p(A) et

M
[(RA(A)"]| < ; Vn € N.
(IRe(A)] —w)"
Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, on se réfere a [9, page 72]. |
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Chapter 3

Caractérisation de la presque
périodicité des Cg-Semi-groupes
(Cp-groupes) d’opérateurs

Dans ce chapitre, nous énoncerons la définition de la presque périodicité (resp.
I'uniforme presque périodicité) des Cy-semi-groupes (Cp-groupes) et nous allons voir
une caractérisation de la presque périodicité (resp. 'uniforme presque périodicité)
des Cy-semi-groupes (Co-groupes) via leurs générateurs.

La presque périodicité, I'asymptotique presque périodicité et I'uniforme presque
périodicité sur les parties compactes seront aussi évoquées. Nous terminons par
une étude comparative entre les divers types de presque périodicité citées en haut.

3.1 La presque périodicité des Cyp-semi-groupes
(Co-groupes)

Définition 3.1.1. Un Cy-semi-groupe (1})i>o est dit presque périodique si, pour
tout x € E, Uapplication:

Txz: Rt — E.
t — Tx.

est presque périodique.

Remarque 3.1.1. Une définition analogue peut étre donnée pour les Cy-groupes,
il suffit juste de remplacer R™ par R.
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3.1. LA PRESQUE PERIODICITE DES Coy-SEMI-GROUPES (Co-GROUPES)

3.1.1 La presque périodicité des Cy-groupes

Dans toute la suite 'opérateur A est le générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe
(Co-groupe) (T3).

Théoréme 3.1. Soit (T})i>0 un Co-semi-groupe uniformément borné.

Si pour tout x € E:
t

1
Pr = lim - | Tyx ds (3.1)

t—o0 0

existe, alors P est un projecteur de R(A) sur /\/(A)

Avant de donner une preuve, nous énoncons quelques résultats qui seront
utilisés au cours de la démonstration.

Lemme 3.1.1. Soit U : RT™ — E une fonctions continue bornée, alors on a:

1 t “+o00
lim = | Uy,ds = lim \ / e % U, ds.
0

t—+oo { 0 A—+0

Dans le sens ou, soit les deux limites existent et elles sont égales, soit les deux
limites n’existent pas.

Preuve. Voir [15, page 125]. |

Théoréme 3.1.1. Soit (S;)>o un Co-semi-groupe de contraction, et A son générateur
infinitésimal. On a équivalence entre:

i) E = N(A) @ R(A).
ii) Pour tout x € E,

t

1
Pr = lim - [ Tz ds (3.2)

t—o0 0

existe.

iii) Vo € E, lim AR)(A)x existe.
A—=+0
w) Ve € D(A), lim AR\(A)x existe.
A—+0

Preuve. Pour la démonstration de ce théoréme, on se réfere a [13, page 125]. B

'Dans le cas ot I'espace E est de Hilbert, P coincide avec 'opérateur de projection orthogonale
de E sur N(4) = ﬂ N(T, - I).

teRt
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3.1. LA PRESQUE PERIODICITE DES Coy-SEMI-GROUPES (Co-GROUPES)

Lemme 3.1.2. Soit (T})i>0 un Co-semi-groupe uniformément borné | sur E,
SUPPOSONS que:

i) 31 >0 tel que YA € [0,7], [[ARA(A)|| < M.
ii) Pour x € B, 3{\,} N0 et y € E tel que:
w. lim A, Ry, (A)z =y.

n—-+o0o

Alors:
ARANA)y =1y, YA>0, et H.H.Alinjo)\R,\(A)x = .

Preuve. Voir [17, Lemma 18.5.1, page 153]. [ |

Remarque 3.1.2. Le théoréme (3.1.1) concerne tout Cy-semi-groupe contrac-
tant et dans la démonstration ci-dessous, nous allons essayer de démontrer le
théoréme pour des Cy-semi-groupes uniformément bornés. Nous signalons
que la différence c’est dans [’hypothése de contraction d’un projecteur utilisée dans
la preuve du ([13, Theorem 5.6.2, page 122]); contrairement & notre cas (voir
définition , ou on a 1mposé au projecteur d’étre seulement borné.

Preuve. Théoréme [3.1
On suppose que pour tout x € E la limite suivante existe:
t

Px = lim 1 T.x ds

t—oo t 0

Ca implique:

e D’une part: d’aprés le théoréeme (3.1.1|), pour tout x € E’,\hmo AR(A)z ex-
—+

15te.
En combinant ¢ca avec le lemme appliqué a la fonction U = T.x, on
obtient:
1 t “+o00
lim —/ Tix ds = lim )\/ e Tox ds.
t—+o00 0 A—+0 0
)
P(z) = A11}120)\ Ra(A)x (3.3)

Le x étant arbitraire, de (3.3), on déduit que:

P¥z) = P(P(z)) = lim ) Ry(A)P(z) (3.4)

2Les hypotheses vérifiées par (T});>0 sont plus fortes que celles indiquées dans [17, définition
18.4.1, page 509].
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e D’autre part: (T});>o vérifie la condition i) du lemme (3.1.9).
La condition ii) du lemme est aussi vérifiée, en effet:
Si on pose N\, = A\/n, alors: A\, \ 0 et si on prend y = P(z), alors d’apreés

B3):
IBIE nl_l)rfoo ARy, z = P(x).

w. lim A\, Ry,z = P(z).

n——+o00

On déduit du lemme que:
ARA(A)Pz = Pu, VA > 0.
Donc par passage a la limite, on aura:
/l\ig(l))\RA(A)P(:c) = P(x) (3.5)
Finalement, de et , on déduit que:

lim AR\ (A)P(z) = {

A—0

La bornitude de P découle de 'uniforme bornitude de (T;)i>0, en effet pour tout
z€E on a:

1 t
|| Px|| lim —/Tsajds
t—+oco §

0
1 t
lim -/ |To]| ds
0

t—+oo ¢

IN

IN

sup [ T[] |||

seR+

D’ou:
| P < sup |||
seR+

Donc P est un projecteur.
Pour compléter la démonstration, on montre que: N'(P) = R(A).

e N(P) C R(A):
Soit x € N(P), Px =0 = Pz existe, donc d’apres le théoréme précédent,
/\limo ARA(A)z eziste aussi, donc:
—+

0=Pz = lim AR,(A)z.

A——+0
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A—+0
= z+ lim AR,\(A)z.
A—=+0

D’ou:
r= lim A(-Rx(A)z) = x€RA).

A—+0

~—

Finalement: N(P) C R(A).
e R(A) C N(P):

Soit y € R(A), c’est-a-dire: Iy, € R(A) tel que ||||. lir+n Yn =Y.
n——+0o0
yn € R(A) =y, = Az, =z, € D(A).

Py = lim Py, = lim PAz,.

n—o00 n—o00
1 t
= lim ( lim - T,Ax, ds).
n—oo \ t—oo { 0
N————
propriété 4), thm \U/

= lim ( lim %(Ttxn — xn)>

n—o0o0 \ t—o0

Par passage a la norme, on aura:

. o1
1Pyl = Jim (Jim 2T = al]).
1
i (L
< Jtim, (fim 700 s 10 bl )
1Pyl = o

Done Py=0=y € N(P).

Finalement: N'(P) = R(A).
En exploitant les propriétés d’un projecteur et le théoréme , on déduit que:

E = N(P)&R(P).

E = N(A) @ R(A).

Montrons que N'(A) = R(P).

On a: o
reR(P)e g N(P)=RA) & zeN(A).

Il en découle:

N(A) = R(P) (3.6)
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D’ou:

P:=NA)dRA) — N(A).

est un projecteur défini sur N'(A) @ R(A) a valeurs dans N'(A).
otée

De méme la restriction de P a R(A), n encore P, est aussi un projecteur au

sens de la définition .
D’ou:

P:=%R(A

~—

— N(4),
est un Projecteur.

4

Théoréme 3.1.2. Pour qu’un Co-groupe (T})ier soit presque périodique, il faut et il
suffit que (T})er soit uniformément borné et les vecteurs propres de son générateur
infinitésimal A générent un sous espace dense dans E.

Dans ce cas, on aura:

E=RO - A) &N\ —A), IeciR

Preuve.

Suffisance: supposons que (Ty)ier est uniformément borné (sup ||T3|| = M < o) et
teR
que ’ensemble des vecteurs propres de A, notés EigVect(A), engendrent un sous

espace dense dans E.

D’apres la proposition , A est le générateur infinitésimal d’un Co-groupe si
et seulement si A (resp. —A) est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe.
En combinant ¢a avec le théoréme ([2.2.4)), on déduit que o(A) C iR.

Soient x € E et e > 0, par densité de EigVect(A) dans E, il existe xy,--- ,x, € E,
associ€s aux valeurs propres irq, g, -« - - ,iry, tels que :

n
H.I' — E Oéj.l’j
j=1

Le x; vérifie la relation suivante: Ax; = irjz;, et donc par intégration, on obtient:

< /M. (3.7)

Tyx;=¢€"tz;, teR
En utilisant [’estimation , on obtient:

5>‘ :‘ , teR.

n n
_ . . _ it
Tx E a; Ty, Tx E aje I x;
Jj=1 Jj=1
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Remarquons que, pour tout x € E, T.x est la limite uniforme dans R d’une suite de
fonctions presque périodiques, donc T.x sera aussi presque périodique (Théoréme

T3

Nécessité: supposons que (T})icr est presque périodique, on sait que :

Vx € E, sup | Tiz|| < +oo.
teR

Avec le théoréeme de Banach Steinhaus, on déduit que:

sup ||T3|| < +oo.
teR

D’ot luniforme bornitude de (T})ier.
Puisque pour tout x € E, T.x € AP(R,E), la limite ci-dessous existe:

1 [t
M(r,z) = lim - | e " Tyxds; r € R.
t—oo t 0
Du fait que le groupe (e 'T});er  vérifie les hypothéses du théoréme, on
déduit que:
N(ir—A) = {M(r,z): € E}, reR. (3.8)

Avec (ir — A) le générateur infinitésimal associé au groupe (e7"T})cr [
Montrons que EigVect(A) = E

On suppose qu’il existe une forme linéaire ¢ € E* telle que pigyect(a) = 0.
D’apres la formule(@, on sait que:

M(r,z) € EigVect(A).
ou
M(r,z) = 0.

Dans les deux cas, on aura: o(M(r,x)) = 0.
Mais, T.x est presque périodique, cela impliquera la presque périodicité faible de la
fonction o(T.x), ce qui suffira pour l'ezistence de sa moyenne:

t

1 .
M(r,z,p) = lim — [ e "p(Tsz)ds.

t—>oot 0

1 [t
= Qp( lim —/ e‘"sTS:L'ds>.
t—oo ¢ 0

3La formule (3.8)) suggere la relation ensembliste suivante:

N(ir — A) = {0} UEigVect(A).

4Dans la preuve, nous utilisons la technique citée par [I, Corollary 1.8, page 8].
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= p(M(r,z)).
0.
D’apres ce qui précéde, les coefficients de Fourier de la fonction t — ¢ (Tyx) sont
nuls, donc la fonction t — ¢ (Tyx) est aussi nulle; en particulier pour t = 0,
o (Toxr) =@ (x) =0, mais le x est arbitraire dans E, donc ¢ = 0.
D’ou: EigVect(A) =E.
La décomposition de [’espace en somme directe:
E=R@irl — A) e N(@irl — A).

découle du théoréme , appliqué au groupe (e~T}).

Par la proposition ci-apres, nous énoncons des conditions suffisantes
(non nécessaires), qui assurent la presque périodicité d'un Co-groupe.

Proposition 3.1. Un Cy-groupe (T})ier défini sur un espace de Banach E est
presque périodique Si:

1. Co §Z E.
2. Ty € AP(R,E), pour tout y € R(A).

3. pour tout x € E, (T'z) est bornée.
Preuve. Soit v € D(A), on a:

t
/ T,Ax ds = Tiyx — x.
0

Le point 2) de la proposition assure la presque périodicité de ['application
t — TyAx. Maintenant Uapplication t — Tyx est une primitive bornée (point 3))
d’une fonction presque périodique et compte tenu de la condition 1) on déduit,
grace au théoréeme , que la fonction T.x est presque périodique pour tout
x € D(A).

Pour x € E, il existe {x, }nen C D(A), telle que ||.||. TLILHSO T, = T; aQUeC ¢a ON QUTA:

[Tw = Tywn|| < sup [ T[]z — all.
teR

Notons que la conditions 3) et le théoréme de Banach Steinhaus assurent la bor-
nitude de sup || T¢||. Donc:
teR

Hﬂx—ﬂ%HSwﬁwww—xM7H%00
te

D’ou, pour tout x € E, T.x est la limite uniforme d’une suite de fonctions presque
périodiques. Ce qui montre que le groupe (T})er est presque périodique. [l
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3.1.2 La presque périodicité des Cy-semi-groupes

Dans cette partie, le principe est de montrer que le Cyp-semi-groupe est bijectif afin
de l'injecter dans un Cy-groupe en utilisant le théoreme puis on utilisera le
théoreme pour caractériser la presque périodicité des Cy-semi-groupes.
Dans toute la suite A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (7});>o-

Lemme 3.1.3. Soit (S;);>0 le Co-semi-groupe de translation défini sur AP(RT;E)
par la formule suivante: (Sef)(s) = f(t+s).
Alors, pour tout t > 0, S; est une isométrie surjective.

Preuve. Soit f € AP(RT;E), montrons que S; est une isométrie, c’est a dire:
vV teR" fie, 1St flloe = [1f o0

mais cette égalité découle directement de la proposition(1.9).

Pour montrer que Sy est surjective, il suffit de vérifier que R(S;) = AP(RT;E).
Pour cela, soient g € AP(RT;E), € > 0 et 7 une e-période de g avec T > t, on a
alors:

1S-9 — gl = sup lg(T+5) —g(s)]| < e,

STg = StST—tg € %(St)
D’ou:

Donc, S; est surjective (Bijective). On déduit que S;' emiste et sa bornitude
résulte du théoreme de Banach sur I'inverse d'un opérateur (voir [, Corollary 2.7,
page 35]) et du fait que c’est une isométrie impliquera d’aprés le théoréme,
Uingection de (St)i>0 dans un Cy-groupe d’isométries Sy, plus précisément on a:

5;_ St St tz()
t S(_lt) si t<O.

4

Le lemme suivant donne l'extension d’une fonction presque périodique définie
sur R* en une fonction presque périodique définie sur R.

Lemme 3.1.4. Soit U application définie par:
U: APRT;E) — AP(R;E)
déf 5
fG) = Wf) = (5.1)0),

35



3.1. LA PRESQUE PERIODICITE DES Coy-SEMI-GROUPES (Co-GROUPES)

ou, pour tout t € R:

- (Stf) (0> , 2 07
Stf(O) =
(SZF)0) , t<0,

Avec (Sy)iso est le Co-semi-groupe défini au lemme (3.1.5).
Alors, U est une isométrie surjective et Vf est l'unique extension de f en une
fonction presque périodique sur R.

Preuve. La preuve sera décomposée en plusieurs étapes:

Etape 1: On montre la continuité de W f:

1F(E+ ) = BFON = [ Seanf — S POV < [1Seenf — Sof | =% 0.

La convergence vers 0 découle de la continuité forte de S,.
D’ou Vf est continue sur R.

Etape 2: On montre que Uf € AP(R;E):
Supposons que f € AP(RY; E) et 7 > 0 une e-période de f.

I+ =CfOl = [(Serf = Sf)0)]
< |ISeent = Sif | )
< NSlISef = fII avee  [15:]] =1
= sup|lf(r+5) = f(s)l <=
D’ou:
J(f.e) CT(Vf,e) (3.9)

Puisque VU f est définie sur R, alors vérifie [’égalité suivante:

sup [[Wf(t —7) = Wf(1)] = Stlelﬂlgﬂ‘l’f(t) —Uft+7)l

teR

Done J(Vf,e)=—-T(Vf,e), oo —T(Vf,e)={-E& € T(Vf,e)}.

Cela impliquera 'inclusion suivante:

—J(f,e) CT(¥f,e). (3.10)
De et , on déduit que:
Il J-T(fe) c T(f,e). (3.11)

Cela montre que Vf € AP(R;E).
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Etape 3: U f est l'unique extension de f:
En effet, on a:

(UA)(E) = (Sf)(0) = (Sf)(0) = f(t),  VE=>0.

Montrons que cetle extension est unique, pour cela soit g € AP(R;E) une
autre extension de f, on aura alors:

lg =W fl = sup lg(t) =V f{)] = sup lg(t) = WO = [1£) = fF@BI = 0.

D’ou lunicité de l'extension.

Etape 4: W est une application surjective:
Soit g € AP(R;E), notons par f la restriction de g sur RT, alors il est clair

que UV f =g.

Etape 5: U est une isométrie:
Puisque W f est une extension de f, il découle:

I = sup LA < sttelﬂgll‘lff(t)ll = WAl (3.12)

D’un autre coté, le fait que S, est une isométrie, impliquera:
19 f1 = sup [(A)O] = sup [(SNHO) < supl|Sefll = [IF]l.  (3.13)
t€R teR teR

Finalement, de (3.12) et (3.13|) on déduit que ¥ est une isométrie.
U

Le théoreme suivant fait le lien entre la presque périodicité d'un Cy-semi-groupe
et la presque périodicité du Cy-groupe dans lequel il s’injecte.

Théoréme 3.1.2.1. Si (T});>0 est presque périodique, alors (Ti)eo est bijectif et
le Co-groupe (Ti)ier qui lui correspond est aussi presque périodique.

Avant d’énoncer une preuve pour ce théoreme, regardons le comportement de

I'opérateur ¥ vis-a-vis de la composition avec des opérateurs bornés sur 1’espace
E.

Lemme 3.1.5. Pour tout B € L(E), on a:

B(AP(RY;E)) c AP(RT;E) et B(AP(R;E)) C AP(R;E)
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Preuve. Soient f € AP(R;E) et £ € J(f,e). Montrons que:
B(AP(R;E)) Cc AP(R;E)
On a:
I1B(f(t+&) = BUW) < IBIIfE+E) = fD)].

Ca implique:
sup | B(f(t + &) — B(f(t)[ < |B] «.

teR

D’ou, Bo f € AP(R;E).
La preuve de:

B(AP(RT;E)) c AP(RY;E)
se fait de la méme fagon.

Lemme 3.1.6. Pour tout B € L(E), on a le résultat suivant:
Vfe AP(RYE), U(Bo f) = BoVf. (3.14)

Preuve. Remarquons tout d’abord que la quantité V(B o f) est bien définie, car
pour tout f € AP(RY;E), Bo f € AP(R*;E) (conséquence du lemme (3.1.5)).
On Montre maintenant le lemme :

En effet, pourt > 0,

[U(Bo f))(t) = [Su(B o f))(0) = [S«(B o f)](0) = (Bo f)(t)

— B(f(t)) = B(UF)(®) = [Bo Uf](¢).

Donc V(B o f) et BoWf sont deux extensions de B o f sur R, et comme on a
unicité, la formule est démontrée.

Preuve. Théoréme (|3.1.2.1)) On montre que le Cy-semi-groupe (1})i>o est in-
jgectif (i.e : N(T;) = {0} pour toutt > 0).
Soient: t > 0; ¢ >0, 7 € J(T.x;€) avec T >t et on suppose de plus que: Tyx = 0.
Ona: Trx =T,/ Tyx =0, dou:

|z|| = [|[Tox — Trz|| < e =2 =0.

On montre la surjectivité de T;:
Soit x € E, et t >0, alors il est clair que:

TITa) (—)] "D (47, 0 T (1) = [W(S,T)] (~1)

= [S_tStT,x}(O) =Tor = =.
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D’ot la surjectivité de T;. .
Finalement, puisque T, est bijectif, il s’injecte dans un Cy-groupe (T})ier, donné
par les égalités suivantes:

T = Tz = (Tx)(t) si t<0.
T = Tix = (VTz)(t) si t>0.
On écrit finalement: )
Tx=VTx e AP(R;E) (3.15)
Ce qui montre que le Cy-groupe (T})ier est presque périodique. O

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréme fondamental de cette sous
section:

Théoreme 3.1.2.2. Le Cy-semi-groupe (1})i>o est presque périodique $si:

i) (T})e>0 est uniformément borné,
i) o(A) C iR,
iii) EigVect(A) = E.

Preuve.

Suffisance: un raisonnement pareil a celui utilisé dans la démonstration du théoréme
gustifie la presque périodicité de (T})i>o-

Nécessité: on suppose que le Co-semi-groupe (13)i>o est presque périodique, alors
d’apres le théoreme , le Cy-groupe (Tt)teR est aussi presque périodique.
Notons que le générateur infinitésimal de Cy-groupe (Tt)teR coincide avec A, donc
i) et iii) découlent directement du théoréme (3.1.9), tandis que le point i) est une
conséquence du théoréme . O

Théoréme 3.1.3. Si (1})icr est presque périodique et si le point ir € o(A) est
isolé [[| dans o(A), alors ir est un péle simple de Ry(A) [|, dont le résidull] est
donné par la formule ci-dessous:

INVA
Px=1lim- [ e T,xds, x€k. (3.16)

t—o00 0

En particulier, ir € 0,(A).

Sir est isolé, 'l existe § > 0, tel que sur le disque pointé C(ir,d)\{ir} la résolvante R, (A)

est partout analytique.
6ir est un pole simple de R,(A) si: )\lim (A—ir)RA(A) =b#0.
—r

"Le résidu de R.(A) au point ir est donné par la formule intégrale suivante:

Residu(R,(A);ir) = %/ R.(A)dz.
™ Jo
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Avant d’énoncer une preuve pour ce théoreme, on appliquera tout d’abord le
théoreme (B.0.2)) au générateur infinitésimal A de T} qui est fermé et on décomposera
son spectre comme suit:

o(A) ={ir}U(c(A)\ {ir}) avec reR fizé

Des conséquences immédiates s’obtient, nous listons quelques-unes dans la propo-
sition ci-apres.

Proposition 3.1.1.

1. Puisque Py est un projecteur; l'espace I se décomposera en somme directe
a savoir:  E = N(Ppyry) @ R(Ppiry)-

2. Uopérateur A est complétement réduit par (N (Pppy); R(Ppry)); notons par
AO = A|N(P{ir}) et Al = A|9{(p{”}), alors A = AO D Al.

3. le Co-groupe (T})icr est complétement réduit par (N'(Ppyy); R(Pppy)); notons
par To(t) = Tiln(pg,,y) et Ti(t) = Tilnpy,,), alors Ty = To(t) @ Ta(t).

4. (T1(t))ier est un Co-groupe presque périodique sur R(Pyy), A1 son générateur
infinitésimal et o(A;) = {ir}.
Preuve. Théoréme
Le Co-groupe (T1(t))er étant presque périodique, donc d’apreés le théoréme,

’ensemble des vecteurs propres de Ay génerent un sous espace dense dans R(Pry).
Mais comme o(Ay) = {ir}, implique:

Premierement: N(ir — A1) = R(Pupy) (i.e: Ay = Idwp,,,)), doncir est un
pole simple de Rx(Ay).

Deuziémement: ir & o(Ap), donc Rx(Ay) est analytique au point ir.
De la décomposition R (A) = Ri(Aog) ® Ri(A1), on déduit que ir est un pdle
simple de Ry(A).
Pour montrer que le Résidu(R.(A);ir) est donné par la formule (3.16), il suffit de

Justifier I’égalité entre les deux projecteurs Py = P,.
Remarquons:

N(ir—A) = N(ir— Ag) @ N(ir — Ay)
[l 12

{0} & R(Puy) =R(Pury)-

(Z'T ¢ O'(Ao) = @) et Al = Ig{(p{ir})) = (2)).
Done, d’un coté N(ir — A) = R(Ppyy) et d’un autre coté l'équation (3.6) justifie
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’égalité suivante N (ir — A) = R(P,).
Finalement,

R(Piry) = R(P) (3.17)

P, et Py sont des projecteurs, donc deux décompositions de & en somme directe
sont possibles:

E = N(B)aR(P).
E = N(P{ir}) S5 %(P{ir}).
On a:
T € N(Pr> <~ € %(Pr) = %(P{ir}) < x € N(P{ir}).

On déduit que
N(Pny) = N(P;) (3.18)

Grace a (3.17) et (3.18)), on déduit que: Py = P,.

Nous utilisons la propriété 4) d’un opérateur réduit citée au théoréme , pour
démontrer que ir € o,(A), en effet: puisque A est complétement réduit, (irl — A)

le sera aussi, et d’aprés 4), théoréme :
(irl — A) lexiste <= (irInpy — Ay) Lexiste et (irInp) — Ap) " texiste.

Mais, on sait que irlppy = Ay, d'ou ir € o,(A). O

3.2 La presque périodicité uniforme des Cy-semi-
groupes (Cy-groupes)

Définition 3.2.1. Un Cy-semi-groupe (1})i>o est dit uniformément presque périodique
si ['application:

T :R" — L(E).
t — T
est presque périodique.

Remarque 3.2.1. Une définition analogue peut étre donnée pour les Cy-groupes,
il suffit juste de remplacer R™ par R.

Proposition 3.2. Le Cy-semi-groupe (T})i>o est uniformément presque périodique
ssi la famille F :={T.x, x € E, ||z|| < 1} est équi-presque périodique au sens de

la définition .
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Preuve. Remarquons que:

sup [[Tie =T < =
teR+

{ def
sup sup ||Tiper — Tzl < e
teERT [|lz||<1
)
sup [Ty — ozl < &, Vzeklz| <1
teR+
d’ou :
J(Te) = () J(Ta,e). (3.19)
lzllz<1

Donc l'uniforme presque périodicité de T équivaut a ’équi-presque périodicité de
la famille F.

U

Dans la suite (73):>0 est un Cy-semi-groupe et (Tt)teR le Cy-groupe qui lui cor-
respond.
Le théoreme suivant est un résultat analogue a (3.1.2.1]), plus exactement on a:

Théoréme 3.2.1. Si (T})i>0 est uniformément presque périodique, alors (T)er
est aussi uniformément presque périodique.

Preuve. Nous utilisons les relations (3.11)) et (3.15) pour justifier l'inclusion en-

sembliste suivante:
J(Taie) U =J(Tw;e) € J(Taze); Va ek

Ca implique:

) T(Twe) U () ~I(Taie)C [ T(Taie).

ll=]|<1 llz]|<1 [lzf|<1

(o i} i}
J(T;e) U =J(T;e) C J(T;¢)

Dot T, est uniformément presque périodique. 0

Grace au théoreme précédent, nous confondrons entre le Cy-semi-groupe et le
Co-groupe qui lui correspond.
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Les ensembles harmonieux: [l

Définition. Un sous ensemble \ C R est dit harmonieuxﬂ dans R, st pour tout
e > 0, l'ensemble suivant:

({r:le" =1 <&}
neA

est relativement dense dans R.

Exemple. L’exemple le plus simple d’ensembles harmonieux dans R est les sous
ensembles finis.
Un autre exemple est fourni par les suites réelles croissantes, telles que:

{rie /i) === +00.
Nous illustrons 'ezemple précédent avec la suite {ry}ren, définie par:
Thal = ekrk et ro = 1.
Propriété 1. Soit \ C R un ensemble harmonieuz, alors:
36 >0, telque |a—20b]>9, Va,be/\.

Donc \ est au plus dénombrable.

Remarque. Rappelons qu’un point x € N est dit point d’accumulation de l’ensemble
A si pour tout V€ V, (’ensemble des voisinages de x), (V\{z})NA#0.

Donc, d’apres la propriété précédente, il est évident qu’un ensemble contenant un
point d’accumulation ne peut pas étre harmonieut.

Notation: AP(\;E) ={f € AP(R;E)| 0s(f) C A}
Avant d’énoncer le résultat fondamental de cette section, le lemme préliminaire
suivant et le théoreme qui le suit, donnent un apercu sur l'intérét de travailler avec
des ensembles harmonieux.

Lemme 3.2.1. Si A\ est un ensemble harmonieuz, alors tout sous ensemble borné
de AP(\;C) est équi-presque périodique.

Preuve. cf [16, theorem 2, page 107] . [ |

8Pour une lecture plus détaillée sur ces ensembles nous recommandons le livre [16].
9Cette définition est équivalente a 1’équi-presque périodicité de la famille {e!"*,r € A}; au

sens de la définition (1.1.5).
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Théoréme 3.2.2. Si )\ est un ensemble harmonieuz, alors tout sous ensemble
borné de AP(/\;E) est équi-presque périodique.

Preuve. Soient K C AP(/\;E) un sous ensemble borné et Bg« la boule unité du
dual. Il est facile de vérifier que l'ensemble F := {po f;p € Bp«;f € K} C
AP(N\; C) est un ensemble borné.

Le lemme précédent assure ’équi-presque périodicité de la famille F.

Du cout, pour tout € > 0, il existe D C R relativement dense tel que 7 € D et

sup [[po f(t+7) —po f(t)| <& VpofelF,

teR

implique

[f(E+7) = O] = sup flpo f(t+7)—pof)| <& Vfek

@GB]E*
D’ou K est équi-presque périodique.
O

Théoréme 3.2.3. Le Cy-semi-groupe (1;)i>o est uniformément presque périodique
581:

i) (T})i>0 est uniformément borné,

1
it) \ = —0(A) est un ensemble harmonieuz dans R,
i

ii1) Uensemble des vecteurs propres de A, générent un sous espace dense dans E.

Preuve.

Suffisance: supposons que les points i),1i) et iii) sont vérifiés, d’apres le théoréme
, (T}) est presque périodique, il nous reste a vérifier I’équi-presque périodicité
de la famille F = {T.x; ||z| < 1}.

Pour argumenter l’équi-presque périodicité de la famille F, on procede par deux
étapes:

* Vérifions que pour tout Tx € F, osp(T.x) C \:
Soit r € p5p(T.x), alors:

1 [t
M(r,Tz) = lim ;/ e ""Tyxds # 0.
0

1 1

Donc, conformément a la formule , re-o,(A) C -o(A) = /\
i i

Dot F C AP(\;E).
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(Co-GROUPES)

* Vérifions que F est bornée:
C’est une conséquence immédiate de la presque périodicité de (T3)i>o.

Clairement, le théoréme affirme ’équi-presque périodicité de F.
Nécessité: on suppose que (Ti)i>o est uniformément presque périodique.
Soit alors T une e-période de T, on a:

|- = I|| = sup |Trw —zf <e.
Jall<1

Cette relation nous offre une information sur le spectre de T,; o(T,) C D(1;¢).
Nous réunissons ['inclusion précédente avec le théoréme d’inclusion spectrale pour
en déduire:

e = ¢mic) ¢ o(T;) C D(1;¢).
Par conséquent,

le™ =11 <1; re /\

Finalement, )\ est harmonieux.
Les points i) et iii) sont vérifiés par le théoréeme (3.1.9).

4

Corollaire 3.2.1. Si (T});>0 est uniformément presque périodique, alors o(A) est
constitué des poles simples de Ry(A). En particulier, o(A) = o,(A).

1
Preuve. Puisque (T})i>0 est uniformément presque périodique, l’ensemble —o(A)

est harmonieuxr dans R, donc d’apres la propriété , les points de o(A) seront
150lés.

Le reste de la preuve découle du théoréme.
O

Le théoreme ([3.2.3]) donne des conditions nécessaires et suffisantes sur la presque
périodicité d’un Cy-semi-groupe. Une information de plus sur la distribution des
éléments du o(A) (équi-distant |/ motive le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.4. [10] Un Cy-semi-groupe (T})i>o est a-périodique ssi:
a

21

it) l'ensemble des vecteurs propres de A, générent un sous espace dense dans E.

194a;}jez C o(A) tels que |aji1 — aj| = cte, Vj € Z.
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3.3 Etude comparative entre les différents types
de presque périodicité

3.3.1 Comparaison entre la presque périodicité et I’uniforme
presque périodicité

Proposition 3.3.1. Si (1});>0 est un Cy-semi-groupe uniformément presque périodique,

alors (T;)i>0 est un Co-semi-groupe presque périodique.

Preuve. Soit £ € J(T.;¢), alors on a:

sup [|Tirer — Thx|| < sup [|Tire — Tilll[2]| < efl|.
teRt teR+

D’ou:
£ € J(Txe|z]).

Donc:

J(T;e) C I (Ta;ez|)

Ce qui montre que T.x est presque périodique. Finalement le Cy-semi-groupe (T;)i>o
est presque périodique. O

Pour analyser la véracité de la réciproque, nous avons construit le contre ex-
emple suivant:

Exemple et Contre exemple 1.
Soit (Ty)e>0 un Co-semi-groupe de translations défini comme suit:

Ti: AP(R;E) — AP(R;E)
fo= T re+.)

* On montre que le Cy-semi-groupe (Ty)i>o est presque périodique

Soit & une e-période de f, alors on a:

sup ||Tiref —Tif|| = sup -sup 1T f(s) = th(S)M
teR+ teRt :seR
= sup |sup|[f(s+t+&) —f(s+t)||}
teR+ :sGR
= sup |sup|[f(s+¢&) — f(S)H]
teR+ - seR

= swpf(s+6) = ()] <=
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D’ou :
J(f,e) cI(T.fe).

C’est a dire, pour tout f € AP(R;E), T.fe€ AP(R;E). Finalement, le Cy-semi-
groupe (T})i>o est presque périodique.

Dans la suite, on montre que (T})>0 n'est pas uniformément presque périodique,
c’est a dire que l’application ci-dessous n’est pas presque périodique:

T: R — L(APR;E))
t — 1,

L’idée est de montrer que la condition ii) du théoréme n’est pas satisfaite.
Pour cela, soit A le générateur infinitésimal de (Ty)i>0 défini sur le domaine

D(A) = {f € AP(R;E) N C*(R;E); telles que f’ € AP(R;E)}.
Par la formule suivante:
d
VfeD(A); Af= .
dt
D’apres le contre exemple (@), son spectre est donné par
o(A)={AeC| Re(\) <0}.

Le spectre de A n’est pas dénombrable, cela implique qu’il ne peut pas étre har-
monieuz (voir propriété (1)), donc d’aprés le théoréme (3.2.5), (T1)i>0 ne peut pas
étre uniformément presque périodique.

I’exemple précédent montre qu’on général la presque périodicité n’implique pas
I'uniforme presque périodicité.

Remarque 3.3.1. Selon [10, Theorem 2.1], linverse ait lieu si le Co-semi-groupe
est périodique.

3.3.2 Comparaison entre la presque périodicité et la presque
périodicité faible

Définition 3.3.1. Un Cy-semi-groupe (1})i>o est dit faiblement presque périodique

st pour tout x € E et pour toute ¢ € E*, l'application :

poT.z: Rt — C.
t — poTlx.

est presque périodique.
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Remarque 3.3.2. Une définition analogue peut étre donnée pour les Cy-groupes,
il suffit juste de remplacer R™ par R.

En général, la presque périodicité faible d’'un Cy-groupe n’est pas équivalente a
sa presque périodicité. Cependant cette équivalence a lieu si ’espace est faiblement
complet.

Théoréeme 3.3.1. Si (T})icr est un Co-groupe défini sur un espace de Banach E
faiblement complet, alors (T})ier est presque périodique si et seulement si (T})ier
est faiblement presque périodique.

Preuve.

Suffisance: évident.

Nécessité: supposons que (T})ier est faiblement presque périodique.

Pour montrer que (T})icr est presque périodique, il suffit d’apres le théoreme
de montrer que (T})icr est uniformément borné et EigVect(A) = E.

1. (T})ier est uniformément borné:
Soient v € E, ¢ € E* et B = {Tyx}er C E.
Par composition avec @, on obtient:

¢(B) ={poTiz}er C C.
Par hypothése o o T.x € AP(R;C), donc:

sup ||¢ o Tyz|| < +o0
teR

On déduit que ’ensemble B est borné dans E, i.e:

sup || Tyz|] < +o0
teR

On applique le théoreme de Banach Steinhaus pour en déduire [’estimation
uniforme suivante:

sup || T¢|| < +o0

teR

Ce qui montre que le Co-groupe (T})icr est uniformément borné.

2. EigVect(A) = E:
Les deux égalités ci-apres sont justifiées a l'aide de L’uniforme bornitude et
la faible presque périodicité du Cy-groupe:

I 1 ‘
lim (ir — A)z / e "*Tyxds = lim ~(z — e ""Tix) = Og.
0

t—o00 t—o00
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[t
w. lim(ir—A)—/ e Txds = Og. (3.20)
t—o0 t 0
: 1 ' —irs : 1 ' —irs
go(tlg?o?/o e Tsxds> = tliglo; i o(Tsz)ds  (3.21)
= M(r,z,p).

Puisque E est faiblement complet, la formule (3.21)) assure l'existence d’un
élément M(r,x) € E tel que:

t

1 , ~ -
w. lim = [ e Taxds = M(r,x) et o(M(r,z)) = M(r,z,¢), ¥V € E*.

t—)oot 0

de la formule (3.20 - et - on déduit que:
(M(r,z);0g) € G(ir — A) “

Remarquons que G(ir — A) est un ensemble convezre fermé (sa fermeture
découle de la fermeture de lopérateur (ir — A) ) dans E x E, donc par un
résultat d’analyse fonctionnelle EL on déduit que:

(M(r,z);05) € g(iT—A) = Gir—A)’ Al Q(z’r—A).
Done: (ir — A) M(r,z) = 0g = M(r,z) € N(ir — A).

A ce stade, on applique le raisonnement utilisé dans la preuve du théoréme
a l’élément M(r,z) pour en déduire que EigVect(A) = E.

Remarque 3.3.3. Sur des espaces plus générauz, [’équivalence s’obtient si le Cq-
semi-groupe est périodique (voir [10, Theorem 2.1]).

3.3.3 Comparaison entre la presque périodicité
et 'asymptotique presque périodicité

Proposition 3.3.2. Si (1})er est un Co-groupe presque périodique, alors il est
aussi asymptotiquement presque périodique.

HGGir — A) *“ est la fermeture faible du G(ir — A).
12[1,, Theorem 3.7, page 60).

BG>ir — A) A1 est la fermeture en norme du G(ir — A).
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Preuve. Le résultat découle de l'inégalité suivante:

sup ||Tyiex — Thx|| < sup ||Tisex — Thz||, ou k € RT.
t>k teR

La réciproque est 'objectif de cette proposition.

Proposition 3.3.3. [20, proposition 4, page 11] Si (T})ier est un Co-groupe,
uniformément borné tel que sa restriction a RT est asymptotiquement presque
périodique, alors (T})cr est presque périodique.

Preuve. On suppose que Tig+ est asymptotiquement presque périodique, donc par
définition il existe k. € R tel que:

sup [|Tiyex — Thxl| <,
t>ke

ot § € J(Tip+w;¢).
Soit s € R, alors s =t + h, avec t > k., nous obtiendrons:

sup [ Ts4ex — Tzl| = sup [|Tirnier — Tin||
seR heR

< sup||Th| sup || Tirex — Tix|| < Me.
heR t>k.
D’ot le Cy-groupe (T})ier est presque périodique.

3.3.4 Comparaison entre la presque périodicité et la presque
périodicité uniforme sur les parties compacts

Dans cette partie, nous allons associer a chaque Cyp-groupe (73);er une fonction gr
a parametre définie par:

gr:RxE — E (3.22)
(t,z) — gr(t,z) =T

Théoréme 3.3.2. Le Cy-groupe (T})ier est presque périodique ssi la fonction gr
associée est presque périodique uniformément sur les parties compactes de E.

Preuve.

Suffisance:Elle découle du fait que {x} est compact dans E.

Nécessité: On suppose que le Co-groupe est presque périodique, alors il est uni-
formément borné, en effet:
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On sait que pour tout x € E, T.x € AP(R;E), donc sup||Tiz|| < +o0, par ap-
teR

plication du théoréeme de Banach Steinhaus, il existe une constante M > 1 telle
que:

sup || T3] = M < +o0

teR

Soit IC une partie compacte de E.
On sait que, pour tout € > 0, il existe F = {x1;--- ;x,} CE telle que

n
€
K C UB(IJ,W>, n € N.
7=1
Soit la correspondance suivante:
i — {1;---;n}.
T = iy
.. €
Ou 1, tel que x €B<xzx, m)
Par la presque périodicité du Cy-groupe, on a:
€ N .
[Toarry = Tty < oo o 7€ T(Tayic) Vi € {1,-,n).
Par cette construction on aura:

lgr(t +7,2) = gr(t, 2)[| = |[Tiyre — Tox|
< T = T || + | Tosr = Torwi, | + ([ Tori, — T, |

(T + 1 Teer Dl = i | + D | Tors — T

<
i=1
€
< 2Mllz — x| + n—.
: 2n
< e
D’ou:
sup lgr(t +7,2) — gr(t,2)| < e.
TE
Donc:

supsup [|gr(t + 7,7) — gr(t, )| <e.
teR ze

Finalement, la fonction gr est presque périodique.

Corollaire 3.1. Si (T})er est un Co-groupe presque périodique et f une fonction
presque périodique, alors la composée T o f(t) := T, f(t) est presque périodique.

Preuve. Il découle des théoremes (3.5.9) et (1.2.1). [ |
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Chapter 4

Sur la presque périodicité des
solutions d’un probleme de
Cauchy abstrait (ACP)

4.1 Introduction

On pose le probleme de Cauchy non homogene suivant:

u(t) = Awu(t)+ f(t), t=>0.
(4.1)
u(0) = wup.

Remarque 4.1. Pourt =0, au niveau de [’équation , en remplace la dérivée
en t par la dérivée a droite.

Définition 4.1. [22, page 6] On dit que le probléme est bien posé sur Rt si
pour tout ug € D(A), il existe une unique solution classique pour ce probleme et si

pour tout uy C D(A) telle que uf UmaiaN 0, la suite des solutions vérifiée aussi:
un(t) =% 0, Vi e RY

Théoreme 4.1. On suppose que A est le générateur infinitésimale d’un Co-semi-
groupe (Ty)i>o et que [ est continuement dérivable EI

Alors le probléme admet une unique solution classique donnée sous la forme
sutvante:

u(t) = Tyug + /t Ti_sf(s)ds, t>0. (4.2)
0

ICette condition assure l'existence de la solution.
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Preuve. Pour l’énoncé et la preuve de ce théoréme on se refére a [21, Theorem
2.2.8, page 30]

4.2 La presque périodicité des solutions

Le long de cette partie, on pose le probleme suivant et on suppose qu’il est bien

posé (voir la définition (4.1])):

u(t) = Awu(t)+ f(t), t>0.
(4.3)
u(0) = 0,

ou f € AP(R;E).

Une question naturelle est de savoir sous quelles conditions la solution obtenue est
presque périodique 7

Par analogie a la formule ([£.2), la solution w du probleme ([4.3), sera donnée par

I’écriture intégrale suivante:

u(t):/o Ti—sf(s)ds. (4.4)

Regardons a présent la presque périodicité de u a travers un exemple simple:

Exemple 4.1. Soit f une fonction constante telle que
f(s)=Azg, Vs € R ou xzy€ D(A).

On aura alors:

u(t) = /Ot T sf(s)ds = /Ot Tof(t — s)ds = /Ot TsAxg = Tyxg — xo.

Qui n'est en générale pas presque périodique. En effet, dans le cas ou le Cy-semi-
groupe (Ti)i>0 n'est pas uniformément borné, la fonction T.xy et d’aprés le point

i) du théoréme , n’est pas presque périodique. D’ot:

u(s) = T.xg — 90 € AP(RT;E)

Remarque 4.2. En général la solution u n’est pas presque périodique.

Nous donnerons dans la suite, a travers des résultats partiels, des conditions
suffisantes (non nécessaires) garantissant la presque périodicité de la solution w.
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Théoréme 4.2. [11, theorem 4.3, page 11] La fonction u est presque périodique
si les conditions suivantes sont assurées:

1. w est bornée et uniformément continue (u € BUC(R;E)).

2. 0(A)NiR est dénombrable.

3. Uune des trois conditions suivantes:

(a) co ¢ E.

(b) u est totalement ergodique, c-a-d:

1 [,
lim —/ eu(s +.)ds € BUC(R;E), VneR.

a——+00 20, —a

(c) (u)(R™) est relativement faiblement compact.
Remarque 4.3. La condition 2) du théoréme est automatiquement vérifiée,
deés que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-groupe et Ry,(A) est un opérateur
compact E|
Nous énoncons alors la proposition suivante:
Proposition 4.1. u est presque périodique si:

1. u est bornée et uniformément continue (u € BUC(R;E) ).

2. A est le générateur infinitésimal d’un Cy-groupe et Ry,(A) est un opérateur
compact.

3. Dune des trois conditions suivantes:

(a) co ¢ E.

(b) u est totalement ergodique, c-a-d:

lim i/ e"u(s +.)ds € BUC(R;E), VneR.

a—+00 2CL —a

(¢) (u)(RY) est relativement faiblement compact.

2Un opérateur est dit compact si 'image d’un ensemble borné est relativement compact.
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Preuve. En effet, on sait que le spectre ponctuel d’un opérateur compact est au
plus dénombrable [12, Theorem 5.5.G, page 281], donc:

p(Rx,(A)) est dénombrable (4.5)

Maintenant, a ce stade, nous appliquons un théoreme qui fait le lien entre le spec-
tre d’un opérateur borné (Ry,(A)) et le spectre d’un opérateur non borné (A),
nommé Spectral Mapping Theorem for the Resolvent[9, page 161/, dont la rela-
tion mathématique est la suivante:

1

A A A = 4.
W €p). aRay(A)\ (0} = o (46)
o ) .
m = {m avec ,8 € O'p(A)}
La dénombrabilité de 0,(A) découle des relations et ({4-6).
Mais ([9, corollary 1.15, page 162]) affirme que:
o(A) = 0p(A) (4.7)

D’ou le spectre de A est dénombrable.
Pour achever la preuve, rappelons qu’au cours de la démonstration du théoréme
on a vus que o(A) C iR. Finalement la condition 2) est satisfaite.

De I'étude précédente on déduit le théoreme suivant.
Théoreme 4.3. La fonction u est presque périodique si:

1. u est bornée et uniformément continue.

2. (Ty)e>0 est uniformément presque périodique.

3. ¢co ¢ E.

Preuve. On suppose que la condition 2) est satisfaite, i.e que (T}) est uniformément
presque périodique, cela implique, d’apres la condition 2) du théoréme, la
dénombrabilité du o(A). Le reste de la preuve découle du théoréme précédent. M

Théoreme 4.4. [7, exemple 2, page 64] La solution u est presque périodique si:
1. dty >0, tel que Ttgl eziste et est borné.
2. (T)i>0 est presque périodique.

3. R(u) est relativement compact dans E.
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Dans le cas ot cog ¢ E, on peut remplacer la condition 3), par:
3) R(u) est borné dans E.

Preuve. Avec quelques simplifications, on reprend les idées de la démonstration
de [7, Zaidman/. Mais avant ¢a rappelons tout d’abord que:

u(t) = /0 T f(s)ds =T, /0 T (s)ds (4.8)

On démontre la presque périodicité de u en 3 étapes:

Etape 1: La fonction s — T_sf(s) est presque périodique (voir corollaire

3.1).

Etape 2: On montre la presque périodicité de fo T_.f(s)ds.

Comme cette intégrale représente la primitive d’une fonction presque périodique,
il suffit d’apres le théoréme , d’établir la relative compacité de l’ensemble
R(J; T-sf(s)ds). On a:

w(t) =T, /O T f(s)ds = T i[u(t)] = /0 T f(s)ds.

Done, R(fy T-f(s)ds) = R(T-[u(t)]).
Dans la suite, nous exploiterons l’hypothése 3), pour démontrer que l’ensemble
R(T_¢[u(t)] est relativement compact dans E.

Soit (1) ,>1 une suite d’éléments de R, par Uhypothése 3), on sait qu’il existe

une sous suite (t,) C (tI) telle que u(t,) in=+oe, yeE.

Ensuite de (t!,) on tire une sous suite (t,,) telle que la suite (T_4,y) est de
Cauchy dans E.
Nous vérifions que la suite (T, [u(t,)]) est aussi de Cauchy, en effet pour
tout n, m > ng

1Tt [u(tn)] = T, [u(tn)]| 1T, [ u(tn)] =yl
||T—tny - T—tmyH

1T, [y = [u(tn)]]]
2Mei +e9 = €.

IN + + IA

Nous synthétisons ce qui précede, on disent qu’il est possible d’extraire de (t]!)
une sous suite (t,) telle que la suite Ty [u(t,)] est convergente. Finalement
Uensemble R(T_[u(t)]) = f)%(f(f T_sf(s)ds) est relativement compact dans E.

D'ou [;T-s f(s) ds, est presque périodique.
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Etape 3: La presque périodicité de la fonction u
Selon [’écriture @, u est la composée d’une fonction presque périodique
Tyx avec une autre fonction presque périodique qui est fg T .f(s)ds, alors

un raisonnement pareil a celui utilisé a ’étape 1, permet de conclure sur la
presque périodicité de u.

Dans le cas ot cg ¢ K, et suite au théoréme , il suffit de prouver que
Uensemble R(T_[u(t)]) est borné dans E, mais ceci résulte directement de ['uniforme
bornitude de la famille (T});>o et de la condition 3)'. O
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Appendix A

Analyse fonctionnelle

Dans cette partie, nous allons énoncer des résultats (sans démonstrations) de
topologie et d’analyse fonctionnelle qui nous seront utiles.

Théoreme A.1. Pour qu’un ensemble M, inclus dans un espace métriqgue complet
E, soit relativement compact, il faut et il suffit que cet ensemble soit totalement
borné.

Théoréme A.2. Banach-Steinhaus[l, Theorem 2.2, page 32]:
Soient E et F deux espaces de Banach.
Soit (Ty)iez une famille d’opérateurs linéaires et continus de E dans F.
On suppose que :

sup || Tiz|| < o0, Vzx € E.

tez

Alors :
sup || T3|| < oc.
tez

Théoréme A.3. du Graphe fermé[il, Theorem 2.9, page 37]:
Soient E, F deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire de E dans F. On
suppose que G(T'), muni de la norme suivante:

Iz, Tx)llg = lzlle + [T,
est fermé dans E x F. Alors T est continu.

Définition A.1. Opérateur fermé:
Un opérateur A : D(A) C E — T, est dit fermé ssi son graphe (G(A), ||.|lg) est
fermé dans E x F.

Définition A.2. Projecteur[12]
Un opérateur linéaire borné P : E — E est appelé un projecteur si il est idempotent
c’est a dire : P2 = P.
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Proposition A.1. [i2, page 241] Si P : E — E est un projecteur, alors l’espace
E peut étre décomposé en somme directe, comme suit : E = R(P) & N (P).

Espaces faiblement complets

Définition A.0.1. Soient E un espace normé sur K € {R;C} et {x,}nen C E.
{Z, }nen est dite une suite de Cauchy faible, si {¢(x,)}nen C K est une suite de
Cauchy dans K, pour tout ¢ € E*.

Définition A.0.2. Un espace E est dit faiblement complet si toute suite de Cauchy
faible, admet une limite faible.

Exemples.

o les espaces suivants sont faiblement complets:
les espaces réflexifs, L'([a,b]), €1, ---.

o les espaces suivants ne le sont pas:
C([a,b]), €=, AP(R,C), ¢, co, ---.[]

Nous renvoyons a 'ouvrage [2], pour plus de détails sur cette notion.

Opérateurs réduits

Soient E un espace de Banach, M;, M, deux sous espaces de [E et T" un opérateur
linéaire défini sur D C E a valeurs dans E.

Définition A.0.3. [12, page 268] L’opérateur T est dit complétement réduit par
les sous espaces My et My si:

O My et My sont linéairement indépendants E]

O My et My sont invariants par T' c’est a dire : T(D N M) C My, k=1,2.

O E=M & M.

Dans [3, page 120], Yosida a illustrer la non complétude faible de C([0,1]) par un contre
exemple.

2Soient My;- - - ; M, des sous espaces de E, alors My;--- ; M,, sont linéairement indépendants

si:

n
ye Mio tel que Y = Z QETl ot T € Mk =y = 0.
k=1;k+io
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O x(D) € D, k= 1,2. ou Iy, est le projecteur canonique défini de E a
valeurs dans M.

Théoréme A.0.1. [12, Theorem 5.4.A, page 270]
Soit T un opérateur linéaire complétement réduit par (My; Msy), notons par Ty, =
T\, la restriction de Uopérateur T au sous espace My, pour k = 1,2, alors:

1. D(T) = D(Ty) @ D(T3).
2. R(T) = R(TY) & R(T).
3. R(T) = E si et seulement si R(Ty) = My, pour tout k =1,2.

4. T~ existe si et seulement si T,;l existe pour tout k =1, 2.

Intégrale de Bochner

Soient E, ' deux espaces de Banach et f : I — [E une fonction intégrable au sens
de Bochner

Proposition A.0.1. [18, proposition 1.1.6, page 11] Soit T € L(E;F). Alors,
T o f est aussi intégrable au sens de Bochner et

T(/If(t) dt) = /ITof(t) dt.

Proposition A.0.2. [18, proposition 1.1.7, page 11] Soit A un opérateur linéaire
fermé sur E, supposons que f(I) € D(A) et Ao f: I — E une fonction Bochner
intégrable. Alors:

A(/If(t) dt) = /IAof(t)dt.

Pour plus de détails sur I'intégrale de Bochner, voir [I§].

60



Appendix B

Un Apercu sur la théorie
spectrale des opérateurs fermés

Soit E un espace de Banach complexe et T': D(T) C E — E un opérateur linéaire
fermé [ et non borné.

Définition B.0.4. On appelle ensemble résolvant de T, ’ensemble
p(T):={AeC | X —T:D(T) — E est bijectif }.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de T et sera noté
a(T). On notera que si X\ € p(T'), l'inverse

RA(T) =N -T)7"

est défini sur tout lespace B et est ferméfl Par le théoréme du graphe fermé, il
est borné, i.e:

RA(T) € L(E),

Cet opérateur est appelé la résolvante de T au point .
Le spectre de T, contient les sous ensembles suivants:

1. Le spectre ponctuel, noté o,(T), défini par:
0,(T) :={Ae€ C | X[ =T : D(T) — E n’est pas injectif }.

Un élément \ € 0,(T) est dit valeur propre de T', il lui correspond un
0# x € D(T) tel que (A —T)x = 0 que l'on appelle vecteur propre corre-
spondant a A.

LC’est pas une restriction de la généralité car, d'une part dans le chapitre 3 nous avons travaillé
uniquement avec le spectre du générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (groupe), qui est

fermé (voir la proposition (2.2.3))) et d’autre part la remarque (B.0.1) justifie notre approche.
2Lopérateur (A —T') est fermé (puisque T est fermé), et la fermeture de (Al — 7)1 découle

de la proposition (B.0.3).
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2. Le spectre approché, noté o,,(T), défini par:

0op(T) :={A € C| X[-T : D(T') — E n’est pas injectif ou a image non fermée }.

3. Le spectre résiduel, noté o,.(T), défini par:

0.(T):={Ae C| A —T:D(T) — E a image non dense }.

On a toujours

0(T)=0,p(T)U0, (T) et 0,(T) C oq(T).
Mais les deuzx ensembles o,,(T) et 0,.(T) ne sont pas forcément disjoints.
Proposition B.0.3. L’inverse d’un opérateur injectif fermé est fermé.

Preuve. Soit T un opérateur fermé entre deux espaces de Banach E et F, on a:

ou A\ est l’homéomorphz’smeﬂ défini par:

A=ExF — FxE
(z,y) — (y,2).

Done, G(T™1) est fermé. O

Remarque B.0.1. Les opérateurs fermés sont trés intéressants pour la théorie
spectrale en effet, si X\ € p(T), Uopérateur (\I —T)~! est continu (par définition
de p(T)) donc a graphe ferméﬂ on en déduit que son inverse (A —T') est fermé
(voir proposition ), et il en résulte que T est fermé.

Autrement dit: si T n’est pas fermé on aura o(7T) = C.

Proposition B.0.4. (Identité de la résolvante)
Les résolvantes R, et Ry, correspondant aux points p et X, sont permutables et
vérifient la relation:

R)\_Rp,: (M—/\) R)\Ru.

3Bijection bicontinue.
4Toute application continue a un graphe fermé [I, Remark 6, page 37].
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Preuve. On a :

Ryx—R, = Ra[(pl—A) - (AN -A)]R,.
= Ral(n=N 1] R,
= (LL—/\) R)\ R#‘
Il est facile de voir que R, Ry =RrR,, en effet on a:
R)\—R# = (M—A)R,\R#.
_(RM_R)\> _[()‘_M) RuRA]-
(h=2A) Rx Ry = —[(A=p) RuRx |-
RyR, = R, Rx.

n

L’un des théoremes les plus importants en théorie spectrale des opérateurs est
le théoréme de décomposition spectrale, car a partir d’'une décomposition ensemb-
liste du spectre, on peut récupérer une décompostion d’espace en somme directe
de deux (ou plus) sous espaces.

La construction de cette décomposition d’espace dans le cas des opérateurs bornés
se trouve traité d’une maniere détaillée dans [14, section 1.2, Spectral decomposi-
tion and Riesz projection, page 8].

Nous présentons via le théoreme ci-dessous une version du théoreme de décomposition
spectrale, valable pour les opérateurs fermés.

Théoréeme B.0.2. [1j|]. Soit A: D(A) C E — E un opérateur fermé et supposons
que o(A) = o UT avec o N7 =0, alors:

1. L’opérateur P, défini par:

P, — = [ Ry4) dn

21t Jr
est un projecteur sur Eﬂ
2. Les sous espaces N (P,) et R(P,) sont invariants par A.
3. R(P,) C D(A) et Alwp,) est un opérateur borné.
4. 0(Alwp,)) = 0 et o(Alnp,)) =T

Preuve. Pour une démonstration de ce résultat, on se réféere a [14, theorem 2.1,
page 326]. [ |

5T est un contour parcouru une fois dans le sens direct, qui encercle o et qui est disjoint de 7.
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