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Avant-propos

Le but de cet ouvrage est d’étudier et comprendre par une présentation assez fournie

d’exercices d’application les phénomènes de vibrations, ondes et optiques puisque ces

derniers ont de nos jours envahis tout l’espace dans lequel nous vivons, et il ne s’agit pas

seulement de celles qui transportent les programmes de radio, de télévision, les messages de

nos téléphones portables ; il s’agit aussi des ondes de diverses natures qui servent aujourd’hui

à expliquer les comportements des divers phénomènes présents dans le monde qui nous

entoure.

Certes, cet ouvrage s’adresse en priorité aux étudiants de la deuxième année licence chimie –

physique puisqu’il regroupe l’ensemble de mes activités pédagogiques que j’avais exercé au

sein du département de chimie. Néanmoins, une extension de l’utilité de cet ouvrage pour des

étudiants d’autres spécialités (génie mécanique, électronique, physique,…) pourrait se

formaliser, car la forme très attractive de présentation des notions de base des phénomènes de

vibrations, ondes et optique permet à ces étudiants d’appréhender les difficultés de

compréhension de ces concepts.

L’ouvrage est divisé en huit chapitres. Les trois premiers chapitres portent sur

l’utilisation du formalisme de Newton pour décrire les oscillations de systèmes physiques.

L’étude des oscillations linéaires (faible amplitude) libres des systèmes à un degré de liberté

est présentée dans le premier chapitre. Le deuxième chapitre traite le mouvement amorti qui

prend en compte les forces de frottement de type visqueux proportionnelles à la vitesse du

mobile. La notion de résonance consacrée aux oscillations forcées est présentée au troisième

chapitre. Le quatrième chapitre traite les vibrations de systèmes à deux et à plusieurs degrés

de liberté avec le formalisme de Lagrange. Les ondes progressives, la corde vibrante et les

ondes stationnaires sont présentées dans le cinquième et le sixième chapitre. Le septième et

le huitième chapitre sont consacrés à l’étude de l’optique ondulatoire.

Chaque chapitre est suivi d’une série de problèmes résolus permettant aux étudiants de mieux

assimiler les phénomènes étudiés.

Je tiens à remercier Monsieur le Professeur M.TAMINE enseignant à l’université

Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou d’avoir accepté d’évaluer la pertinence et l’utilité de cet

ouvrage et de me faire bénéficier des nombreuses remarques dont il m’a fait part lors de ses

lectures successives.
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Rappel de cours sur l’oscillateur libre.

1.1 Introduction.

Les vibrations ou les oscillations sont des mouvements ou des changements d’état des

systèmes physiques de part et d’autre d’une position d’équilibre se répétant plus ou moins

régulièrement dans le temps. On rencontre les phénomènes de vibration dans le domaine

chimique (vibration de molécule), la physique, la mécanique, l’électronique…etc.

Les vibrations sont libres dans un système lorsque ce dernier, après avoir été sollicité par une

excitation initiale, continue à vibrer sans être soumis à des forces extérieures. En revanche, les

vibrations sont dites forcées dans le cas des systèmes qui vibrent sous l’effet de forces

extérieures permanentes qui peuvent être associées à la présence de forces internes.

1.2 Equation différentielle du mouvement.

Une vibration est dite périodique si le système physique se retrouve exactement dans le

même état aux instants séparés par un intervalle de temps T, celui-ci est appelé période de

vibration. Les fonctions mathématiques qui expriment la périodicité sont appelées fonctions

sinusoïdales puisqu’ elles reprennent les même valeurs après des intervalles de temps nT, où n

est un entier positif. Ces dernières s’expriment sous la forme :

x(ݐ)=݉ݔ cos (߱0 (߮+ݐ = ݔ݉ sin (߱0 +ݐ ߮+
గ

ଶ
) (1.1)

La constante xm est l’amplitude, ߱0 est la pulsation propre et ߮ la phase initiale.

En dérivant l’expression (1.1) deux fois par rapport au temps, on obtient les équations (1.2) et

(1.3) :

.

0000 )
2

cos()sin( xtxtx
dt

dx
mm 


 (1.2)

..

0
2
00

2
02

2

)cos()cos( xtxtx
dt

xd
mm   (1.3)

Avec :

.

x
dt

dx
 : la vitesse d’oscillation.

..

2

2

x
dt

xd
 : l’accélération d’oscillation.

0mx : l’amplitude de la vitesse. 2
0mx : l’amplitude de l’accélération.

L’expression de x (ݐ) est la solution de l’équation différentielle de l’oscillateur harmonique.
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+ݔ̈ ߱଴
ଶݔ= 0 (1.4)

L’équation (1.4) définit une équation différentielle linéaire de second ordre à coefficients

constants, elle décrit l’équation du mouvement. La pulsation normale ou la pulsation propre

0 du système dépend de ses caractéristiques physiques (masse, force…etc).

1.3 Etude énergétique.

Si on multiplie les deux termes de l’équation (1.4) par
.

xmmv  on obtient l’équation (1.5).

02
0

.
.

2
0

....

 x
dt

dx
m

dt

xd
xmxxmxxm  (1.5)

D’où par intégration on arrive à l’équation (1.6).

Cxmxm  22
0

2.

2

1

2

1
 (1.6)

L’expression (1.6) est donc une intégrale première de l’équation du mouvement.
2.

2

1
xmEC 

décrit l’énergie cinétique de la masse m, le deuxième terme 22
0

2

1
xmE p  est son énergie

potentielle. La constante C est l’énergie totale de l’oscillateur, qui est conservée (Fig.1.1)

Figure 1. 1 : (a) Evolution de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle en fonction du temps,
(b) Evolution de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle en fonction de la position.
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Applications

Exercice 1

Soit un dispositif est composé d’une poulie homogène de masse M et de rayon R, d’un ressort

de raideur K et d’une masse m attachée à un fil inextensible passant par la gorge de la poulie

sans glisser (figure. 1.2.a).

1. Décrire la condition d’équilibre du dispositif.

2. Etudier le mouvement oscillatoire du système et déterminer sa pulsation propre en utilisant

le principe fondamentale de la dynamique (PFD). Sachant que le moment d’inertie deܬ la

poulie est donné par : .2ܴܯ1/2=ܬ

3. Calculer l’énergie mécanique du système.

4. Etablir l’équation du mouvement en utilisant l’énergie mécanique du système.

5. Déduire la condition d’équilibre et l’équation du mouvement pour le système 1.2.b.

6. Calculer la pulsation et la période propre d’oscillation de ce système, sachant que m1= 4kg,

m2 = M=1kg et k=20N/m.

Solution

1. Les forces exercées sur les masses m et M à l’équilibre sont représentées sur la figure 1.3.

Figure 1.3 : Représentation de l’ensemble des forces sur le système étudié.

Fig.1.2.a Fig.1.2.b

z

z’

i

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Les forces exercées sur la masse m à l’équilibre : on utilise le principe de Newton:

01


 TpF (1)

En faisant la projection sur l’axe z z’ on obtient :

00 11  TmgTp (2)

Les forces exercées sur la masse M à l’équilibre :

021/


 TRTRM O (3)

La projection sur l’axe z z’ donne l’équation (4) :

0)(0
2

sin
2

sin 2121/   TTRTRTM


(4)

Les équations (2) et (4) donnent la formule (5)

00 02  kzmgTmg (5)

1. Le système en mouvement :

L’équation (1) dans ce cas, s’écrit par l’équation (6)

amTpF


 1 (6)

La projection sur l’axe z donne :

..

1 zmTmg  (7)

L’équation (3) peut aussi s’écrire de cette forme en mouvement

kJRTRTM O

 ..

21/  (8)

..

21

..
2

21

..

21/

2

1
)(

2

1
)(





MRTT

MRTTRJRTRTM



 

(9)

Les équations (7) et (9) donnent :

....

0
2

1
)( MRzmzzkmg  (10)

À l’équilibre, nous avons : 00  kzmg , donc l’équation (10) peut s’écrire sous la forme

suivante :

....

2

1
MRzmkz  (11)
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Pour de faibles oscillations, on considère  sin , avec Rz / . L’équation (11) devient :

0
2

2..




 
Mm

k

L’expression (11) est une équation différentielle du second ordre à coefficient constants.

La pulsation propre de ce système :
Mm

k

Mm

k







2

2

2

2
0

2
0 

3. L’énergie mécanique :

Em=EC+Ep (12)

où Ec et Ep sont l’énergie cinétique et l’énergie potentielle respectivement. Le système a une

énergie cinétique 2
.

2
.

)(
2

1
)(

2

1
 JRmEC  . L’énergie potentielle de m est composée de

l’énergie potentielle de ressorts à l’équilibre 2)(
2

1
RkEP  et une énergie mécanique

22
.

2
.

)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
 RkJRmEm 

4. L’équation du mouvement en utilisant l’énergie mécanique du système est ci-dessous :

0

0)(

0))(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
(0

..

2
..

2

22
.

2
.
















Jm

k

kRRJm

RkJRm
dt

d

dt

dEm

On remplace 2

2

1
MRJ  dans l’équation précédente on obtient :

0
2

2..




 
Mm

k
qui représente l’équation du mouvement de ce système.

5.1 La condition d’équilibre pour le système 1.2.b est :
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On applique le principe fondamental de la dynamique de Newton sur la masse m1 et m2 on

obtient :

02211


 TFpTpF e (14)

La projection sur l’axe zz’ est :

02211  TFpTp e (15)

Concernant le système poulie (M,R) :

00/ 21


 TRTROM (16)

D’après la projection l’équation précédente devient :

0

0
2

sin
2

sin0

21

2121





TT

RTRTTRTR


(17)

L’équation (15) + l’équation (17) donnent la condition d’équilibre:

0)(0 02121  kzgmmFPp e (18)

5.2. L’équation du mouvement pour le systeme1.b est décrite selon:

L’équation (15) s’écrit sous la forme suivante :

..

2121021

..

212211 )()()()( zmmTTzzkgmmzmmTFPTp e  (19)

L’équation (17) peut se traduire par :

..

221

....

21

..

21
2

sin
2

sin

z
R

J
TT

z
R

J
JRTRTJTRTR



 





(20)

Les équations (19) et (20) donnent :

..

21

..

2021 )()( zmmz
R

J
kzkzgmm  (21)

D’après la condition d’équilibre 0)( 021  kzgmm l’équation (21) devient l’équation du

mouvement de ce système 1.b :

0

)
2

1
(

)(

21

....

21

..

2




 z

mmM

k
zzmmz

R

J
kz

(22)

L’expression (22) est une équation différentielle du second ordre sans second membre à

coefficient constant, elle peut s’écrire sous la forme 02
0

..

 zz 
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tel que :
21

0
22

2

mmM

k


 définit la pulsation propre

srad /906.1
24*21

20*2
0 




D’où la période propre :

21

0

22

2

2

mmM

k
T






sT 29.3
906.1

2
0 



Exercice 2

Une molécule diatomique est composée de deux atomes notés 1 et 2. Les forces d’interaction

entre les atomes m1 et m2 sont modélisées par un ressort de raideur K. Notons 1ݔ et 2ݔ les

écarts de chacune des masses 1 et 2 par rapport à sa position d’équilibre, respectivement.

1. Ecrire l’équation du mouvement des deux atomes en utilisant le PFD.

2. En effectuant le changement de variables ,1ݔ−2ݔ=12ݔ déterminer la pulsation propre et la

fréquence de vibration de la molécule.

3. Que devient cette pulsation dans le cas de la molécule H2.

Solution

1. L’équation du mouvement des deux atomes en appliquant la relation fondamentale de la

dynamique (PFD) s’établit comme suit :

Fig 1. 4: Système représentant une molécule en vibration.

L’équation du mouvement de l’atome 1

111 amTF




OAOB=l0

MAMB=l’
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Après projection sur l’axe Ox, on obtient :























..

1112

..

11

..

11

..

110

..

111

)(

)(

)(

)'(

xmxxk

xmMOMOk

xmOOMMk

xmllKxmT

AABB

BABA
(1)

L’équation du mouvement de l’atome 2 est :



























..

2212

..

22

..

22

..

220

..

222

222

)(

)(

)(

)'(

xmxxk

xmMOMOk

xmOOMMk

xmllKxmT

amTF

AABB

BABA



(2)

2. Le changement de variables 2ݔ=12ݔ − ,1ݔ

L’équation (1) peut s’écrire sous la forme suivante :

..

112

1

xx
m

k
 (3)

L’équation (2) peut s’écrire sous la forme suivante :

..

212

2

xx
m

k



(4)

Les équations (3) et (4) donnent :




























0)(

)(

)
11

(

21

21
1212

..

12

..

21

21
12

12

..

12

12

..

1

..

212

1

12

2

mm

mm
kxx

x
mm

mm
kx

x
mm

kxxxx
m

k
x

m

k

(5)

L’équation (5) d’expression 012
2
012

..

 xx  , représente une équation différentielle de second

ordre sans second membre et sa solution s’écrit: )cos()( 012   tAtx .

La pulsation propre de vibration de la molécule : )()(
21

21
0

21

212
0

mm

mm
k

mm

mm
k





 

La fréquence de vibration de la molécule diatomique est :
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


2

)(

)(2 21

21

0

21

21
00

mm

mm
k

f
mm

mm
kf








Dans le cas de la molécule H2 la pulsation pour 121  mmm

k20 

La fréquence de vibration pour la molécule H2 est :
2

2
0

k
f 

Exercice 3

Soit un système mécanique composé d’une masse m=0.2 kg accrochée à un ressort de

constante de raideur k=4 N/m (Fig.1.5). On écarte verticalement la masse de sa position

d’équilibre puis on relâche sans vitesse initiale.

1. Déterminer l’allongement l du ressort à l’équilibre.

2. Ecrire l’équation du mouvement en utilisant le PFD, la période propre et la fréquence du

système.

3. Donner l’expression x(t) de la solution de cette équation du mouvement.

Fig .1.5 .

Solution

L’allongement l du ressort à l’équilibre :

k

mg
l

lkmg

TpTpF





 00


Figure 1. 6: L’ensemble de forces du système à l’équilibre.
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On a l’accélération de pesanteur g = 10 m/s2, la masse m = 0.2 kg et la constante de raideur du

ressort k = 4 N/m.

ml 5.0
4

10)2.0(


2. L’équation du mouvement de ce système est :












..

..

)( xmllkmg

xmTPamTPF

if



(1)

On a : )()( 0xxll if  donc l’équation (1) s’écrit :

..

0 )( xmxxkmg  (2)

Le poids mg de la masse est équilibré par la force de rappel du ressort – kx0. L’équation (2) se

transforme alors :

0
....

 x
m

k
xxmkx (3)

L’égalité (3) est une équation différentielle de second ordre sans second membre.

La période propre et la fréquence du système sont traduites par:

m

k
2

0 et
k

m
T 20 

La fréquence normale du système est :

2

1
0

0

0
m

k

f
T

f 

La solution de l'équation différentielle 02
0

..

 xx  décrivant le mouvement est :

)cos()( 00   txtx

Exercice 4

On considère un pendule simple constitué d’un fil inextensible, sans masse et de longueur

cm20 cm accroché au point O. A son extrémité, on accroche une masse m = 1 g

assimilée à un point matériel.

1. Déterminer l’équation du mouvement de ce pendule pour les faibles oscillations.

2. Déduire la période propre et la fréquence d’oscillation de ce pendule.

3. Déterminer )(t avec 5)0( et .0)0(
.


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Solution

1. L’équation du mouvement de ce pendule, dans le cas des faibles oscillations, peut s’écrire

comme suit : kJpAoM O

 ..

/ 
Après la projection on obtient :

....

/ sinsin  JPJPOAM    (1)

avec :

J représente le moment d’inertie de la masse m ( 2mJ  )

Dans le cas de faibles oscillations: 1cossin   et . L’équation (1) peut s’écrire sous la

forme suivante :

02
0

..

  (2)

avec


g
2

0

2. La période propre d’oscillation de ce pendule est donnée par :

g
TT







2

2
0

0

0 

sT 88.0
10

2010
2

2

0 




La fréquence d’oscillation de ce pendule est :

0

00

1
2

T
f

g
T 




1
0 136.0

88.0

1  sf

3. L’expression de l’équation du mouvement )(t :

L’équation (2) est une équation différentielle du second ordre sans second membre. Ce type

d’équation peut être intégré directement par l’emploi d’une fonction exponentielle, qui

transforme l’équation différentielle en équation algébrique. Dans le cas présent, posons :

)exp(ptc (3)

Ou p désigne une constante. La substitution de (3) dans (2) donne

0ip  avec 1i

D’où les intégrales particulières linéairement indépendantes

)exp( 011 tic   , )exp( 022 tic  
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L’équation (2) étant linéaire, la solution générale est :

)exp()exp()( 0201 tictict  

où 21,cc désignent des constantes. De même les fonctions réelles

t021 cos)(
2

1
  et t

i
021 sin)(

2

1
 

vérifient l’équation (2), donc aussi

tctct 0403 sincos)(  

43, cc : étant des constantes réelles car  est réel ou encore

)cos( 0   tm

d’où :

3

42
4

2
3

43 sincos

c

c
tgetcc

cetc

m

mm









L’équation (2) étant du second ordre, elle admet deux solutions linéairement indépendantes

avec deux constantes d’intégration ( 21 cetc ou 43 cetc , ou encore  etm ). Ces constantes

sont déterminées par les conditions initiales du mouvement.

D’après cette exercice on a : rad
180

5
5)0(


   et 0)0(

.



00 )cos()0()cos(   mm t (4)

L’expression de la vitesse à t=0 est :





,00)sin(

0)sin()0()sin( 0

.

00

.





pour

t mm (5)

En remplaçant les valeurs de  dans l’équation (4) on obtient deux possibilités :

Premier cas :

)(087.0

)cos()0(Pour

0

0

validenonradm

m









Deuxième cas :

radm

m

087.0

)0cos()0(0Pour

0

0









D’où l’expression de )(t :

)cos(087.0)( 0tt  
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Exercice 5

Une tige rigide sans masse et de longueur L porte à son extrémité une masse m. Cette tige

peut tourner autour de O. Celle-ci subit une force de rappel horizontale due à un ressort de

raideur K, celui-ci est détendu lorsque le pendule est sur la verticale et il est fixé à la distance

OA=a du point de suspension O (Fig .1. 7.a).

1. Exprimer l’équation du mouvement du système et déduire la période dans le cas de faibles

oscillations en utilisant le PFD.

2. On place le ressort à une la distance OA=L du point de suspension O, que devient alors

l’équation du mouvement de ce système (fig.1.7.b).

3. Quelle est la condition d’oscillation du système 1.7.c.

Réponse :

Solution

1. L’équation du mouvement du système (fig 1.7.a) dans le cas de faibles oscillations peut être

retrouvée avec le PFD.

Le bilan des forces résultant du système mécanique montre la présence de poids du à la

masse P


et de force de rappel du ressort T


) :

Fig.1.7.cFig.1.7.bFig.1.7.a

p


T




B

L

A

a

o



B

L

A

a

o

m

k

o



A

L

O

m



B

L

A

a

o

m

k

k
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..

/

..

/

)
2

sin(sin 






JOATPOBM

KJTAOPBOM O















(1)

On a ,, aOALOB  allongement du ressort sinaxL 

Faibles oscillations :  sin et 1cos)
2

sin(  


 , l’équation (1) devient :

0)(
2

....
2 


 

J

aKmgL
JaKmgL (2)

où 2mLJ  est le moment d’inertie, en le remplaçant dans l’équation (2) on obtient alors:

0)(
2

2
..




 
mL

aKmgL
(3)

Cette dernière peut s’écrire sous la forme canonique :

02
0

..

 

avec :

2

2

2
0

mL

aK

L

g


1.2 La période d’oscillation T0 est donnée par :

2

20

0

0

2

2

mL

aK

L

g
T

T













2. On place le ressort à une distance OA=L du point de suspension O. L’équation du

mouvement de ce système dans le cas de la (Fig.1.7.b) est :

o

p


T




A

L

O
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0)(
2

..




 
J

LKmgL
(4)

En remplaçant le moment d’inertie 2mLJ  dans l’équation (4) on obtient :

02
0

..

 

avec : )(2
0

ml

LKmg 


3. La condition d’oscillation du système de la fig.1.7.c

L’équation du mouvement pour ce système est :

,02
0

..

  avec :
2

2

2
0

mL

aKmLg 


Sachant que :

K

mLg
a  22

0 0  le système oscille, si
K

mLg
a 2 le système n’oscille pas.

Exercice 6

Une barre sans masse et de longueur L porte à son extrémité une masse m1 qui peut osciller

autour d’un centre fixe O, d’un disque homogène (m2, R). L’ensemble est relié avec un ressort

k. Le ressort n’est pas déformé quand le pendule est à la position verticale (position

d’équilibre). On donne : 4 m1= m2/2 = m, J = 1/2 m2 R2, OB = OC/2 =L/2 = R (Fig .1.8).

1. Ecrire l’équation du mouvement de ce système.

2. Déduire sa pulsation propre.

3. Déterminer la solution de l’équation différentielle.

p


T




B

L

A

a

o
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Solution

1. Détermination de l’équation différentielle.

Le disque effectue seulement un mouvement de rotation autour de O avec un moment

d’inertie J = ½ m2 R2, la masse m1 se trouve à une distance L = 2R de O et l’allongement du

ressort est : sinRx 

kJTOBPOCM O

 ..

1/ 
Après la projection on obtient :

..

1/ )
2

sin(sin 


 JOBTOCpM  



)1(sinsin2
..

2
1/  JKRgRmM  



Dans le cas des faibles oscillations,  sin l’équation (1) devient comme suit :


J

KRgRm
JKRgRm

)2(
)2(

2
1

....
2

1


 (2)

On a : 22
1 2,

2
,2,

2
4

21
mRJJJR

L
BCOBROCm

m
m mm  puis on les

remplace dans l’équation (2) on obtient alors:

00
2

2
4 2

0

..

2

2
..




 
mR

Rg
m

KR

2. La pulsation propre de ce système est calculée selon:

R

mgR

m

K

R

mgR

m

K

4242
0

2
0  

Fig. 1.8
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Rappel de cours sur l’oscillateur libre amorti.

2.1 Introduction.

Jusqu'à présent, nous avons décrit des oscillations idéales sans tenir compte des différentes

forces de frottement intervenant dans le processus du mouvement de vibration. Il est évident

que dans les situations réelles, les oscillations subissent des frottements. On distingue alors

deux types de frottements.

Le frottement solide : dans ce cas le solide est soumis à une force constante (frottement dû au

contact avec le support…)

Le frottement visqueux : pour lequel la force de frottement dépend de la vitesse (résistance de

l’air…)

2.2 Equation de mouvement d’un oscillateur libre amorti.

Le système libre amorti est régi par l’équation différentielle du second ordre à coefficients

constants positifs :

022 2
0

...
2
02

2

 xxxx
dt

dx

dt

xd
 (2.1)

Avec :

Le paramètre  lié à l’intensité d’amortissement de l’oscillateur (coefficient

d’amortissement).

0

00

2
2

T
f


  : Pulsation propre,

2.3 Solution de l’équation différentielle du mouvement.

L’équation du mouvement (2.1) est une équation différentielle linéaire, du second ordre et à

coefficients constants.

On choisit une solution particulière sous la forme rtAetx )( .

rtrt eArtx
td

xd
etAretx

dt

dx 2
..

2

2.

)()( 

On remplace x ,
dt

dx
et

2

2

td

xd
dans l’équation (2.1) on obtient l’équation (2.2) dite équation

caractéristique:

02 2
0

2   rr (2.2)

dont le discriminant réduit est donné par l’équation (2.3)
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2
0

2'   (2.3)

Nous distinguons trois régimes selon le signe de ' .

2.3.1 Régime fortement amorti.

0  02
0

2'  

Dans ce cas l’équation caractéristique admet deux racines réelles:

2
0

2
1  r et 2

0
2

2  r

La solution générale de l’équation différentielle (2.1) est :

)()( 21 ttttrtr BeAeeBeAetx   

avec :

2
0

2  

Dans cette configuration la solution )(tx est la somme de deux termes d’amortissement de

forme exponentielle, mais ces derniers ne représentent plus le caractère oscillant si 0A et si

B n’est pas petit. Le premier terme s’amortit beaucoup mais moins vite que le second terme.

Dans cette configuration, l’amortissement est fort. Ce régime est appelé apériodique ou sur-

amorti.

Pour les conditions initiales (t = 0 s) de position 0x et de vitesse ଴ݔ̇ on obtient :

21

02

.

0

rr

xrx
A




 ;

21

.

001

rr

xxr
B






2.3.2 Amortissement critique.

 0 00 2
0

2'  

Pour les situations qui sont représentées par ce cas, l’équation caractéristique admet une

racine double réelle:  21 rr ,

La solution de l’équation différentielle est alors décrite par:

)()( BtAetx t  

Pour les mêmes conditions initiales que précédemment on obtient alors:

0xA  et 0

.

0 xxB 
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L’amortissement critique détermine le seuil où la configuration de régime amorti commence à

apparaitre, c'est-à-dire la limite pour laquelle le régime oscillatoire cesse d’exister.

2.3.3 Faible Amortissement (régime pseudo -périodique).

0  222
0

'' 0 a  

Pour ce cas l’équation caractéristique admet deux racines complexes :

aiir   22
01 et aiir   22

02

La solution de l’équation du mouvement (2.1) est: titi aa BeAetx )()()(    , qu’on peut

mettre sous la forme )cos()(    tcetx a
t : le mouvement est pseudo-périodique avec une

amplitude qui décroit exponentiellement.

Avec :

a pseudo-pulsation,
a

aT


2
 : pseudo-période,




1
 : constante de temps,

0


 : degré

d’amortissement et
0

0
0

2 T
fQ







 coefficient de qualité.

Dans les mêmes conditions initiales que précédemment on obtient :

20

.

02
0 )(

a

xx
xc






La phase )tan(
0

0

.

0

ax

xx
Arc









2.4 Décrément logarithmique.

Le décrément logarithmique est le logarithme du rapport de deux amplitudes successives dans

le cas des oscillations faiblement amorties. Il se définit par la forme suivante :













)(

)(
ln

1

1

aTtx

tx
D

Pour un système faiblement amorti on a : )cos()(    tcetx a
t

a
T

aa
Tt

a
t

Te
Ttce

tce
D a

a




 

















 





)ln(
))(cos(

)cos(
ln )

1
)(

1

1

1
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2.5 Energie maximale et énergie dissipée.

La solution de l’équation différentielle du mouvement dans le cas d’un système faiblement

amorti peut être décrite sous la forme suivante :

)cos()( 0   txtx a

avec: tcex 0 et 22
0  a

Dans le cas d’un amortissement très faible 0 , la pseudo-pulsation est, à peu prés, égale à

la pulsation propre du système soit : 0 a .

D’après le chapitre (1) l’énergie maximale est temcmxE  22
0

22
0

2
0max

2

1

2

1 

L’énergie perdue (dissipée) par le système est définie par dxtFE
tT

t

f

a

)(




Tel que : )(tFf est la force des frottements visqueux :
.

)( xtF f 

En remplaçant
.

)( xtF f  dans l’expression de E on obtient :

dtxE
tT

t

a 2.




 

0
2
0

2
0

2
0

02
0

2
0

0
22

0
2
0

2.

22

)(2sin1

)(sin








x
T

xdt
t

x

dttxdtxE

a

tT

t

tT

t

tT

t

a

aa















On a

0,
2





 a

a

aT , tecx 222
0



Applications

Exercice 1

Un bloc de masse de 20 kg est monté sur un support en caoutchouc de masse négligeable.

Celui-ci se comprime de 6,1 cm sous l’action du poids du bloc. Quand le bloc vibre librement,

on enregistre les positions de la masse après l’avoir déplacée de 5 cm de sa position

d’équilibre (Fig. 2.1). Sachant que le support en caoutchouc peut être assimilé à un ressort de

raideur K associé à un amortisseur de coefficient de frottement visqueux α. On rappelle que

l’équation du mouvement dans le cas des petites oscillations est : 02 2
0

...

 xxx 

1. Calculer le décrément logarithmique, la pseudo-période, l’amplitude des oscillations au

bout de la première et la deuxième pseudo-période.
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2. Déduire les coefficients α,  ainsi que la pulsation propre du système 0 , le facteur de

qualité Q et la constante de raideur K associé au support en caoutchouc.

Solution

1.1 Détermination du décrément logarithmique D :

La Fig.2.1 représente un mouvement pseudo-périodique dû à l’amortissement, il ne se produit

pas de la même façon au bout d’un temps
a

aT


2
 . Le rapport de deux amplitudes

consécutives est : a

n

n
a

n

n T
x

x
DT

x

x
 



 )ln()exp(
1

1 ,

Donc d’après la Fig.2.1 on a :

92.0
2

5
ln

))0((

)0(
ln

























D

Ttx

tx
D

a

1.2 La pseudo-période se mesure entre deux maximums qui se suivent ou bien entre deux

minimums qui se suivent. D’après la figure (2.1) on a sTa 5.0

1.3 L’amplitude d’oscillations au bout d’une et deux pseudo-périodes :

=ݐ ௔ܶ⇒ =ݐ)ݔ ௔ܶ) = 2ܿ݉

=ݐ 2 ௔ܶ⇒ =ݐ)ݔ 2 ௔ܶ) = 0.8ܿ݉

2. 1 Le coefficient d’amortissement :

1

1

84.1
5.0

92.0
)ln( 



 s
T

D
T

x

x
D

an

n 

2. 2 Le coefficient de frottement visqueux  :

Fig. 2.1
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16.7384.1)20(22
2

 kgsm
m






2.3 La pulsation propre ω݋ du système :

On a la pseudo-pulsation 156.12
5.0

22  srad
Ta

a




1
0

22222
0

22
0

69.12

14,161)84.1()56.12(




rads

aa





2.4 Le facteur de qualité Q :

3. Détermination de la constante de raideur k.

1er méthode :

mNk

mk
m

k

/210.32)14.161(20 2

0
2

0



 

2eme méthode : le système en équilibre

mNk

x

mg
k

kxmg

TpTpF

/210.32
110.6

)81.9(20

00

2

2

0

0













Exercice 2

Un oscillateur harmonique amorti a pour équation réduite 042
...

 xxx .

1. Calculer sa pulsation propre 0 , sa pseudo-pulsation a , son coefficient d’amortissement

et sa constante de temps γ.

2. Trouver la solution de l’équation du mouvement.

Solution

1.1 La pulsation propre 0 :

1
0

2

0 244  rads

33.3
84.1)2(

69,12

2
0 



Q

k

m

p


T


x

X’

i

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1.2 La pseudo-pulsation a :

122

0 314  radsa 

1.3 Le coefficient d’amortissement  :

 =1 1s

1.4 La constante de temps γ: γ =1

2. La solution de l’équation du mouvement 042
...

 xxx :

On cherche une solution homogène de type: trAetx )( , ou r est une constante. Par

substitution dans cette équation 042
...

 xxx , ou on a  0 (régime faiblement amorti)

on obtient une équation algébrique, dite équation caractéristique : r2+2r+4=0.

L’équation (r2+2r+4=0) admet deux racines qui sont complexes conjuguées: ir  1 ,

avec 322
0  a

La solution homogène de l’équation 0=ݔ4+ݔ2̇+ݔ̈ est :

)]exp()exp()[exp()( 21 ticticttx aa  

où bien :

)cos()(

)]sin()cos([)(
)(

43
)(















tcetx

tctcetx

a
t

aa
t

avec :

3

42
4

2
3 ,

c

c
tgccc  

Exercice 3

Une masse M est fixée à un ressort de raideur 2k et un amortisseur de coefficient de

frottement visqueux α (fig. 2.2.a).

1. Etablir l’équation différentielle du mouvement et la pulsation propre ainsi que la solution

x(t) lorsque le système est libre non amorti.

2. Décrire l’équation différentielle du mouvement lorsque le système est amorti.
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3. Calculer le coefficient d’amortissement et la pulsation d’oscillation amortie en fonction M,

k et α.

4. Exprimer la solution de l’équation différentielle du mouvement.

5. On place un autre ressort de raideur k et de masse m au dessous de masse M (fig. 2.2.b).

Déduire l’équation du mouvement. Que devient la pseudo-pulsation puis explicitez sa solution

en régime amorti.

Solution

D’après la fig.2.2.a la masse M est fixée à un ressort de raideur 2k et un amortisseur de

coefficient de frottement α.

1. L’équation différentielle du mouvement lorsque le système est libre non amorti :

A l’équilibre le principe de Newton s’écrit :

0


 TpF

Projections sur l’axe ( 'xx ) :

020 0  kxMgTp

Le principe de Newton donne : aMTpF



Projections sur l’axe (xx’) :

..

0

..

0

..

22

)(2

xMkxkxMg

xMxxkMgxMTp




(1)

On a 02 0  kxMg quand le système est en équilibre, d’ou l’équation (1) s’écrit sous la

forme suivante :

0
2

2
....

 x
M

k
xxMkx (2)

2kα

K,m

M

2kα

M

Fig.2.2.a

Fig.2.2.b

p

M

T


i


x

X’
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1.2 La pulsation propre :
M

k2
0 

La solution de l’équation (2) est sinusoïdale de type : )cos( 0   txx m

2. L’équation différentielle du mouvement lorsque le système est libre amorti :

L’équation (2) prend en régime amorti la forme suivante :

0
2

2
......

 x
M

k
x

M
xxMxkx


 (3)

3.1 Le coefficient d’amortissement :
M2


 

3.2 La pseudo-pulsation: 222
0 )

2
(

2

MM

k
a


 

4. La solution de l’équation du mouvement en régime amorti :

Le système peut osciller, donc 0  


















t
MM

k
cetx

t
M 22 )

2
(

2
cos)(

5.1 L’équation du mouvement du dispositif mécanique (2.2.b) :

Le ressort de masse m contribue seulement avec m/3 donc la masse totale du système est

égale à : 3/mM  . Les ressorts de raideur (2k) et (k) n’ont pas le même déplacement puisque

ils ne sont pas disposés en parallèle.

Donc :

Le système est en équilibre :

0)(3)
3

(0 0  xkg
m

MTpF


Le système est en mouvement :

...

0

...

0

..

)
3

(33)
3

(

)
3

()(3)
3

()
3

(

x
m

Mxkxkxg
m

M

x
m

Mxxxkg
m

Mx
m

MfTpF f










ff


M 3

m
M 

2k

k

α

p


M

T


3

m
M 

3k
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D’après la condition d’équilibre : 0)(3)
3

( 0  xkg
m

M , l’équation précédente s’écrit :

0
)

3
(

3

)
3

(
)

3
(3

......







 x
m

M

k
x

m
M

xx
m

Mxkx



(4)

Si on pose
)

3
(

32
0 m

M

k


 et

)
3

(

2
m

M 






l’équation (4) peut s’écrire sous la forme:

02 2
0

...

 xxx  (5)

5.2 Le pseudo-pulsation :

222
0 )

)26(

3
(

3

3

mMm
M

k
a











La solution de l’équation (5) en régime amorti

Le système oscille lorsque 0  d’ou la solution


























 








t
mMm

M

k
cetx

t
mM 2)26(

3

)
)26(

3
(

3

3
cos)(

Exercice 4

On suppose un système mécanique constitué d’une tige OA de masse négligeable et de

longueur 2R ; au bout du point A de la tige se trouve fixée une masse m. Soit un ressort de

raideur k fixé au milieu de la tige et un amortisseur de coefficient α, attaché à la masse m1 à

une distance 2R du point O (Fig. 2.3.a).

1. Ecrire l’équation différentielle du mouvement amorti en appliquant le P.F.D.

2. Déduire la pulsation propre ainsi que le coefficient d’amortissement.

3. Exprimer la solution de l’équation différentielle dans le cas d’un faible amortissement.

4. Préciser cette solution pour les conditions initiales suivantes : t = 0 s, )0( = 0, .)0( 0

..

 

5. On place une tige de longueur 3R qui porte à ses extrémités deux masses m1 et m2

(fig.2.3.b). La tige peut tourner autour d’un point O. L’ensemble des frottements sont

symbolisés par l’amortisseur de coefficient α qui se trouve à une distance R du point O. A
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l’équilibre, le ressort étant non déformé et la tige verticale. Déduire l’équation du mouvement

puis le coefficient de frottement et la pseudo-période.

Solution

1. L’équation différentielle du mouvement amorti en appliquant le P.F.D pour le système (fig

2.3.a) :

kJFOATOBpOAFM fOext

 ..

1/)( 

Après projection :

...

1/ )
2

sin()
2

sin(sin 





 JxOATOBOApM   (1)

A faibles oscillations:  sin et 1cos)
2

sin(  


 ,OA=2R et OB=R, donc l’équation

(1) devient :
...

1 2  JxRxRkRgm  (2)

On a  RRx  sin ,
..

2 Rx  et 2
1 )2( RmJ  l’équation (2) devient alors :

0
4

)2(
44)2(

2
1

2
1

.

1

....
2

1

.
22

1 


 






Rm

kRRgm

m
RmRkRRgm (3)

2.1 La pulsation propre du système est :

1

02
1

2
12

0
424

)2(

m

K

R

g

Rm

KRRgm



 

2.2 Le coefficient d’amortissement est
12m


 

Fig.2.3.a
Fig.2.3.b

T


m2

m1

R

α

θ
R

θ
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B

C

α

R

R

O

1p
m1
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T


K θ

B fF

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3. La solution de l’équation différentielle dans le cas d’un faible amortissement :





















t
mm

K

R

g
cet

t
m 2

11

2 )
2

(
42

cos)( (4)

4. La solution de l’équation différentielle du mouvement en prenant compte les conditions

initiales suivantes : t = 0 s, )0( = 0, 0

..

)0(  


















.

0
2

111

.

)sin()
2

(
42

)cos(
2

)0(

2
0)cos()0(
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








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K

R

g
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m

c

)(

)
2

(
42

2
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2

11

.

0 validenon
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K

R

g
c









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.
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(
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g
c













La solution homogène de l’équation (4) est donnée par:

)
2

)
2

(
42

cos(

)
2

(
42

)( 2

1

2

2

1

.

0 















t
mm

K

R

g
e
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K

R

g
t

t
m

5.1 L’équation différentielle du mouvement en appliquant le P. F.D pour le système (2.3.b) :

kJFOBTOCpOCpOAFM fOext

 ..

21/)( 

T


cR

2p


m2

θ
R

θ

B

A

m1

1p

fF

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Après projection sur les axes :

...

21/ )
2

sin()
2

sin(sinsin 





 JxOBkxOCOCpOApM   (5)

Faible oscillation:  sin , 1cos)
2

sin(  


 ,  RRx  sin ,
..

Rx  , OA=2R,

OB=R, et OC=R 2
2

2
1 )()2( RmRmJ  ; donc l’équation (5) devient :

..
2

2
2

1

.
22

21 ))()2((2  RmRmxRkRgRmRgm  (6)

On divise l’équation (6) par 2
2

2
1 )()2( RmRm  on obtient alors:

0
)()2(

)2(

28 2
2

2
1

2
21

.

21

..








 




RmRm

kRgRmRgm

mm
(7)

5.2 Le coefficient d’amortissement :
21 416 mm 






5.3 La pseudo-période est :
a

2




aT

2

21

2

2121

21

a
2844

)2(
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
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
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


mmmm
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gmgm 

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2121
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2844

)2(

2
































mmmm

k

RmRm

gmgm

Ta





Exercice 5

Une masse sphérique de rayon R = 0.01 m et de masse volumique mkg /7800 est

suspendue au point O par un fil de masse négligeable et de longueur L= OC = 0.98 m (C :

centre de la sphère). Elle est complètement immergée dans un liquide de masse volumique

mkg /970'  (Fig 2.4.a). On supposera .,' LR  

1. Déterminer l’équation différentielle du mouvement vers les faibles amplitudes du pendule

en tenant compte de la force des frottements visqueux du liquide ,6 VRF f


 V


est la

vitesse du centre C de la sphère.  est le coefficient de viscosité du fluide.

2. Quelle est la relation entre  ,,,, ' RL dans le régime critique.

3. Calculer la valeur de .



Chapitre 2 oscillateur amorti

30

4. Une masse m de rayon r est suspendue à un ressort de constante de raideur k, de longueur à

vide l0, l’autre extrémité du ressort étant attachée à un support fixe (fig.2.4.b)). On plonge le

système dans le liquide précédent, la masse est alors soumise à une force de frottement.

4.1. Écrire l’équation du mouvement de la masse plongée dans le liquide.

4.2. Déduire l’expression de la pseudo-période.

4.3. Dans l’air (frottements sont négligeables), la période propre d’oscillation de la masse est

T0. Exprimer le facteur de qualité en fonction de T0 et Ta.

1.

Solution

1. L’équation différentielle du mouvement pour la fig. 2.4.a est :

La masse de la sphère est : 3

3

4
RVm  

On applique le principe fondamental de la dynamique :

kJFcoFcopcoFM fAOext

 ..

/)( 
Après projection sur les axes on obtient:

..
23

.
23'3

/
3

4
6

3

4

3

4
 gLRRLgLRgLRM  

..
23

.
2'3

3

4
6)(

3

4
 gLRRLgLR 

(1)

En divisant l’égalité décrite dans l’équation (1) par la masse 23

3

4
gLR on trouve :

Fig. 2.4.bFig.2.4.a
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0
)(

)
2

9
(

'.

2

..




 










L

g

R
(2)

2. L’amortissement critique implique :









L

g

R

)(
)

4

9
(

'

20




3. Le coefficient de viscosité est :





L

gR )(

9

4 '2 


spa.036.1
7800)98.0(

)9707800(10

9

)01.0(7800)4( 2






4. L’équation différentielle du mouvement pour le système (2.4.b) :

En appliquant le principe fondamental de la dynamique (P.F.D):

..

xmTFp f 


.

0

..

6)( xrxxkmgxm 

(3)

À l’équilibre: 00  kxmg , d’où

0
6 ...

 x
m

r
x

m

k
x


(4)

On pose :
m

r

m

k

2

6
,2

0


  l’équation (4) s’écrit :

02
.

2
0

..

 xxx 

4.2 L’expression de la pseudo-période :

Régime pseudo-périodique 0 
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2
0

2

0

22
0

1

2

2



















a

a

aa

T

T

On a

20

1
41

2








aT

Avec le facteur de qualité défini par





2
0

4.3. Dans l’air où les frottements sont négligeables, la période propre d’oscillation de la

sphère est T0 :

L’équation différentielle (4) devient alors :

0
..

 x
m

k
x (5)

La solution de l’équation (5) est sinusoïdale non amorti de pulsation propre 0 , donc la

période est de
0

0

2




T on a donc, la pseudo-période 0TTa 

2
0

2

0

20

1
41

1
41

1
41

2




















a

a

a

T

TT
T

T

D’où :

4

1
1

41
2

2
0

2

22

2
0 a

a

T

T

T

T


 


Exercice 7

Un piston de section S, de masse m, peut coulisser sans frottement dans un cylindre. Ce

dernier emprisonne au repos un volume V0 d’air sous la pression atmosphérique p0 et à la

température T0. Le piston initialement immobile est soumis à une impulsion. On néglige la

viscosité de l’air.
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1. Dans l’hypothèse où la masse d’air emprisonné suit la loi d’évolution adiabatique

CtePV  , établir l’équation de l’oscillation x(t) de la masse m et montrer que le

mouvement n’est pas amorti. Calculer la pulsation propre.

2. On suppose maintenant que l’équation caractéristique de l’air dans le cylindre est toujours

la loi des gaz parfaits PV = nRT et que pendant la durée infiniment petite dt, le gaz reçoit de

l’extérieur la quantité de chaleur dQ = -kTdt. En supposant que l’énergie interne U de l’air

dans le cylindre varie suivant la relation dTncdWdQdU V (premier principe de la

thermodynamique) établir l’équation différentielle reliant dtdTTdtxddtdxx /,,/,/, '22 .

3. Résoudre le système d’équations pour un régime harmonique d’oscillation de la masse m,

c'est-à-dire )cos( txx  et )cos(   tTT . Calculer le coefficient d’amortissement et

la nouvelle pulsation propre d’oscillation.

4. Discuter l’influence du coefficient de transmission k de la paroi et de la pulsation  sur le

coefficient d’amortissement .

Solution

1. L’évolution adiabatique CtePV  :

0

0

'

00

'

P
V

s
P

0
V

s

P

P

0
V

dV

P

dP
cte=PV

x

x













(1)

0
V

s
P

0

0
2....

' 
xP

xmxms  (c’est l’équation du mouvement sans amortissement)

P0 , T0

V0,P0 ,T0 S,P0 ,m,T0

0 x x

V0,=v0 +V’,
p0,=p0 +p’ ,

T0,=T0 +T’

Fig.2.5



Chapitre 2 oscillateur amorti

34

La pulsation propre :
0

0
2

0

0

0
2

2
0

mV

s

mV

s xPxP
 

2. Loi des gaz parfaits PV = nRT

L’équation différentielle s’exprime comme suit :

0

'

00

'

p

p

p

dp
nRT=PV

T

T

V

sx
ou

T

dT

V

dV
 (2)

On a :
..

0

00

'..
' )( xmsp

V

xs

T

T
xmsp 

0
0

'

0

0

0
2..


T

T
spx

V

ps
xm

(3)

Lors d’un déplacement dx du piston, le gaz reçoit le travail sdxpdw 0 et la quantité de

chaleur dtkT 'dQ  et donc l’énergie interne :

0'
'

0
'

0
'  kT

dt

dT
nc

dt

dx
spdTncsdxpdtkTdU VV (4)

3. Régime sinusoïdal : on remplace dans les équations (3) et (4) dtdTTdtxddtdxx /,,/,/, ''22

par leur amplitude complexe :

iwt

titi

ex
td

xd

eix
dt

dx
exxtxx

2

2

2

)cos(



 





ti

titi

eT
dt

Td

eiT
dt

dT
eTTtTT









2

2

2

)cos(





Les équations (3) et (4) deviennent :

0
0

'

0

0

0
2

2 
T

T
spx

V

ps
xm (5)

0''
0  TkTincxsip V (6)

Eliminons la température T’entre les équations (5) et (6). Après simplifications, on
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aboutit :

0
)()( 2222

0

222

0

0
2

2222
0

2
0

2
2 0 





 x

cnkT

cnps
x

V

ps
xi

cnkT

kps
xm

v

v

v 







L’équation qui traduit le mouvement amorti est :

0)
)(

(
)( 2222

0

222

0

0
2.

2222
0

2
0

2..
0 





 x
cnkT

cnps

V

ps
x

cnkT

kps
xm

v

v

v 





Le coefficient d’amortissement :
)(2 2222

0

2
0

2




vcnkmT

kps




La nouvelle pulsation : )
)(

(
2222

0

222

0

0
2

2
1

0






v

v

cnkmT

cnps

mV

ps




Sachant que 2
02222

2222
2
0

2
1 )

/
( 




 

v

v
Vp

v

p

cnk

kcn
Rcetc

c

c






4. Influence du coefficient de transmission k :

Pour k=0 (paroi parfaitement isolante) 2
0

2
10   et on retrouve le résultat

adiabatique.

Pour k (la paroi est dissipatrice de la chaleur)
Vm

ps
et 0

2
2
0

2
1 /0   ,

l’évolution est alors isotherme ( cteTdoncTk  0' ).

Pour k intermédiaire, lorsque  augmente  diminue jusqu’à 0 et 1 croit jusqu’a 0 : le

système est d’autant moins amorti que la fréquence est grande car l’influence des parois

diminue.

Exercice 8

On suspend le dispositif ci-contre, constitué d’un barreau et d’une plaque plane à un fil

d’acier de longueur L et de diamètre d. On mesure la fréquence propre des oscillations libres

non amorties f0 = 0.5 s-1.

1. Calculer la constante de torsion du fil d’acier tel que le moment d’inertie de ce système

soit égal à 2.8 10-3 m2Kg.

2. On place le système dans l’eau comme le montre la figure.2.6, de telle sorte que la plaque

s’enfonce sur une profondeur H = 0.02 m. Les oscillations sont amorties et leur amplitude

divisée par 10 après une durée de 4 pseudo-périodes.
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2.1 Exprimer la période propre en fonction de Ta.

2.2 Calculer le coefficient d’amortissement.

Solution

1. La constante de torsion du système :

Sachant que le moment de torsion de fil d’acier est : cM 

Le système n’est pas plongé dans l’eau, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit:

,0
....

 
J

c
cJ avec la pulsation propre

J

c
2

0 et la période
c

J
T 42

0  , d’ou le

moment d’inertie :

2
0

2

2
0

2

2

2
0 44

4 f

J

T

J
c

cT
J




 .

3

2

23

.44.0
)5.0(

4810.2
mpac 

 

2.1 La période propre en fonction de aT est donnée par :

On calcule le décrément logarithmique











n

a
A

A

n
T 0ln

1


Fig.2.6

Plaque plane

eau

H

L

barreau

Fil d’acier
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La pseudo-période a est donnée par :
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2.2 Le coefficient d’amortissement :

5.0

2
0

5.02
0 )008.1

1
(

575.0

)008.1(

575.0575.0
575.0

f

TT
T

a

a  

1

5.0

2

29.0

)008.1
)5.0(

1
(

575.0  s



Chapitre 3 Oscillateur forcé

38

Rappel de cours sur l’oscillateur forcé.

3.1 Equation du mouvement.

Jusqu’à présent, nous avons considéré que des systèmes physiques étaient capables d’entrer

en vibrations par eux mêmes. Ceux-ci décrivent des mouvements libres sous l’influence de

forces intérieures et d’amortissement. Les solutions décrivant les oscillations ont montré la

présence d’un régime transitoire s’atténuant au cours du temps. Dans le besoin d’entretenir

ces oscillations, il devient alors nécessaire de solliciter le système par apport d’énergie

extérieure. Ainsi la modélisation du problème consiste à soumettre le système physique à une

force d’excitation de nature périodique avec une fréquence ߱ (fréquence du résonateur). Dans

l’hypothèse d’une excitation sinusoïdale, l’équation différentielle du mouvement s’écrit alors:

)cos(2)cos(2 2
0

...
2
02

2

tFxxxtFx
dt

dx

dt

xd
  (3.1)

Avec :  pulsation imposée (dépend de la force d’excitation du résonateur).  ,0 sont des

paramètres intrinsèques à la nature des vibrations décrites par l’oscillateur. Les définitions et

significations physiques respectives à ces deux grandeurs ont été exposées précédemment.

3.2 Solution de l’équation différentielle du mouvement.

La solution de l’équation (3.1) est de forme suivante:

)()()( txtxtx pl  (3.2)

)(tx : solution générale de l’équation différentielle du mouvement l’équation (3.1).

)(txl : solution de l’équation sans second membre (solution homogène de l’équation (3.1) en

régime transitoire qui ne dure qu’un certain temps).

)(txp : solution avec second membre qui représente une solution particulière de l’équation

(3.1).

3.2.1 Solution particulière.

Dans le cas où, la solution homogène est négligeable, il ne reste plus que la solution

particulière qui est imposée par l’expression mathématique de la force d’excitation.

La solution particulière en régime permanent s’écrit :

)cos()(   tAtx p (3.3)

Elle peut se mettre sous forme complexe :
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tj
p

tj
p

tjtjjtj
p eAtxeteAjtxeAeAeAetx   2

...
)( )()(,)(   (3.4)

Le terme du second membre de l’équation différentielle du mouvement (3.1) s’écrit:

)(cos tjcomplexeforme eFtF    ,

Où jAeA est l’amplitude complexe.

3.2.2 Calcul de l’amplitude et la phase.

En adaptant les écritures adéquates pour )(
.

tx p , )(
..

tx p et )( tjeF  découlant de la solution

particulière )(txp , l’équation (3.1) s’écrit alors:

)2(
)2(

2
0

2

2
0

2


 




j

F
AeFjeA tjtj

(3.5)

A partir de l’équation (3.5), on calcule l’amplitude d’oscillation A et la phase  :








 




 

sin)2(

cos)(
))2()((

22
022

0
FA

FA
FejA j

(3.6)

La phase de la solution permanente est :




















22
0

22
0

22

cos

sin
tan













 arctgg (3.7)

De l’équation (3.6) on déduit l’amplitude A :

)sin(cos))2()((
sin)2(

cos)( 2222222
0

2

2222

22222
0

2














FA

FA

FA
(3.8)

Tenant compte de l’égalité 1)sin(cos 22   l’équation précédente s’écrit :

)(
)2()(

)2()(
))2()((

2222
0

2222
0

2
222222

0
2







A
F

A

F
AFA









(3.9)

3.3 Equation horaire.

Quand le régime transitoire disparait i.e. la solution homogène 0)( txl , la solution générale

)(tx de l’équation (3.1) devient la solution permanente )()( txtxp  ,




























22
0

2222
0

2
cos

)2()(
)(







arctgt

F
tx p (3.10)
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Remarques :

 Lorsque )(A est maximal cela implique que le dénominateur est minimal dans

l’équation (3.9) :
















,20)2(

0

0)2(4

08440
)(

22
0

222
0

222
0

232
0

r

d

dA












Avec :

r : pulsation de résonance.

On pose
0


  ,





2
0Q

 : pulsation relative de la source et Q facteur de qualité.

En remplace l’expression de  etQ dans les deux équations (3.7) et (3.9) on obtient :
































Q

arctg





1

1

2

2
222

0 )1(
Q

F
A


 



(3.11)

 l’amplitude d’oscillation A pour une excitation avec une force constante i.e. une

fréquence nulle 0 est :
2
0

0


F
A 

L’équation (3.11) devient :

2

2
220

)1(

1

Q

A

A


 


(3.12)

Le rapport
0A

A
représente l’amplitude relative.

 Pour des fréquences relatives très grandes i.e. 1
0


A

A
 , le résonateur ne vibre

plus puisque la fréquence d’excitation est très supérieure à sa fréquence propre.
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 Pour une fréquence relative Q
A

A


0

1

 Le coefficient de qualité
2

0 1

1
)0(







A

A
ouQ

3.4 Analogie entre oscillateur mécanique et électrique.

Oscillateur mécanique Oscillateur électrique

1) Schéma :

2) L’équation du mouvement :

)cos(02

2

tFkx
dt

dx

dt

xd
m  

0

0
0 ;;

2
;









 

m
Q

mm

k

)max;:(cos efficaceeMFFtFM 

2
;

)cos(

2
. 


















jj
j

j
M

eAAeexjVV
dt

dx
x

eAxtAx

3) Energie cinétique :
2)(

2

1

dt

dx
m

4) Energie potentielle élastique :
2

2

1
xk

5) Impédance du résonateur

V

F

vibratoireVitesse

eexcitatricForce
Z  )(




k
mjZ 







)(
tan

k
m

g




2222
)(




k
mZZ 

6) Puissance active délivrée par la source et dissipée
dans le résonateur :

222

2

1
sin

2

1
cos  MeMMeeA AVAFVFp 

7) Puissance réactive : amplitude de la puissance
réversible échange entre le résonateur et la source :

2)(cos
2

1
sin eMMeer V

k
mAFVFp


 

1) Schéma :

2) L’équation du mouvement :

)cos(
1

02

2

tuq
Cdt

dq
R

dt

qd
L 

0

0
0 ;;

2
;

1







 

R

L
Q

L

R

LC

)max;:(cos efficaceeMUUtU M 
 j

M eiitii  )cos(

3) Energie de la bobine :
2)(

2

1

dt

dq
L

4) Energie de la capacité :
21

2

1
q

C
5) Impédance du résonateur

je
i

U

i

U

Intensité

eexcitatricTension
Z 

)
1

(



C

LjRZ  ;

R
C

L
g

)
1

(
tan 







2222
)

1
(




C
LRZZ 

6) Puissance active délivrée par la source et

dissipée dans le résonateur :

2cos eeeA RiiUp  

7) Puissance réactive : amplitude de la
puissance réversible échange entre le
résonateur et la source :

2)
1

(sin eeer i
C

LiUp


 
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Applications

Exercice1

On s’intéresse ici à la rupture de la liaison d’une molécule diatomique sous l’effet d’un champ

électrique. On modélise la molécule par un couple de masses (m1, m2) relié par un ressort de

constante de raideur k, on note
m

k
0 . On considère que l’atome 1 reste immobile et que

seul l’atome 2 se déplace. On note 21MMr


.

On considère que la liaison est rompue si r >R. Pour modéliser la polarisation de la liaison, on

supposera que l’atome 2 porte une charge électrique q. On se placera en régime stationnaire

forcé.

1. La molécule est soumise à un champ électrique .et)cos(E=(t)E x00




1.1 Montrer en quoi une solution de la forme particulière x00 e)+tcos(r=(t)r


 ne peut pas

convenir.

1.2 On cherche la solution sous la forme ,e))ttBsin()t(Acos(=(t)r x00


  déterminer A et B.

1.3 Quelle valeur minimale doit avoir le champ (t)E


pour rompre la molécule.

2. On modifie à présent le modèle de la molécule pour faire apparaître un facteur de qualité Q.

2.1 Déterminer l’expression de (t)r


.

2.2 Quelle valeur doit avoir le champ E


pour rompre la molécule ?

Solution

La molécule est soumise à un champ électrique : x00 et)cos(E=(t)E




En appliquant le PFD :
2

2

Relc
dt

rd
FFam=F


m

En projetant sur l’axe ox :

)cos(
dt

rd
q 0

0
2

2

2

2

t
m

qE
r

m

k

td

rd
mkrE  (1)

1-Premier cas : ,e)+tcos(r=(t)r x00




rr 2
000

2
02

2

)+tcos(
dt

rd
  , En remplaçant r et

2

2

dt

rd
dans l’équation différentielle (1) on

obtient : 00)cos( 00
0  Et

m

qE

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2-deuxième cas : x00 e))ttBsin()t(Acos(=(t)r


 

)tcos(Btsin(t))tBsin()t(Acos(=
dt

dr
000000   A

))ttBsin()t(Acos())tcos(B2)t2Asin(-=
dt

rd
0

2
000002

2

  ,

En injectant la forme de r et
2

2

dt

rd
dans l’équation différentielle (1), on a :















0

00
0

0

0
0

0000

2
BB2

0A02A-

)cos())tcos(B2)tsin(2A-








m

qE

m

qEt
m

qE

D’où x

0

0 e))tt
m

sin(
2

=(t)r
 k

m

qE



La valeur minimale du champ, pour rompre la liaison de la molécule quel que soit le champ,

est différente de zéro. Celle-ci impose une distance r


qui n’est pas bornée. Il existe donc

nécessairement un instant  tel que R

r , pour tout le champ 0E qui est arbitrairement petit.

2. On modifie à présent le modèle de la molécule pour faire apparaître un facteur de qualité Q.

2.1 Détermination de l’expression de (t)r : on cherche une solution particulière dans le cas

d’une perte d’énergie (présence d’un amortisseur) donc l’équation différentielle (1) devient :

)cos(2 0
02

02

2

t
m

qE
r

td

dr

dt

rd
  (2)

En tenant compte de la relation =ߜ2
ఠబ

ொ
, l’équation différentielle (2) devient :

)cos( 0
02

0
0

2

2

t
m

qE
r

td

dr

Qdt

rd



 (3)

La solution particulière pour l’équation (2) s’écrit sous la forme : )cos()( 00   trtrp

En notation complexe :

























)()(

)()(

)(

2
0

)(2
00

..

0
)(

00

.

)(
0

0

0

0

trertr

trieirtr

ertr

p
ti

p

p
ti

p

ti
p











Et en remplaçant )(
..

tr p , )(
.

tr p et )(tr p dans l’équation (3), on aura :

m

qE
er

Q

i
e

m

qE
er

Q

i ititi 0
0

2
0)(0)(

0

2
0 00   

(4)
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Sachant que :  sincos iei 
















2

0
2

0
0




 m

QqE
r

La forme finale de la solution particulière est : 











2
cos)(

0
2

0 


t

m

k

m

QqE
trp

2.2 La valeur du champ E


pour rompre la liaison de la molécule est donnée par :

Qq

mQq
ER

m

QqE
Rr

0
2

0
0

2
0

0






Exercice 2

THOMSON a proposé un modèle d’atome dans lequel chaque électron (M) est élastiquement

lié à son noyau (O) (il est soumis à une force de rappel vers le centre de l’atome

).OMkFR 


Nous supposerons que cet électron est freiné par une force de frottement

visqueux proportionnelle à sa vitesse (loi de Stockes) VFf 


et que le centre O de l’atome

est fixe dans le référentiel d’étude supposé Galiléen. Nous cherchons à étudier l’action d’une

onde lumineuse caractérisée par un champ électrique t)cos(E=(t)E 0 


de pulsation ω 

(provenant du soleil) sur un électron d’un atome de l’atmosphère. Celui-ci est représenté à

l’aide d’un modèle dit de THOMSON.

AN: m = 9, 110−31kg; e = 1, 610−19C; k = 100N.m−1; α = 10−20kg.s−1.

1. Écrire l’équation différentielle du mouvement de l’électron, puis la normaliser.

2. Déterminer le régime forcé (solution particulière de l’équation différentielle).

3. Simplifier l’expression précédente sachant que le rayonnement visible provenant du Soleil

possède des longueurs d’ondes s’étendant de λb= 400 nm (bleu) à λr= 800 nm (rouge),

longueurs d’onde du champ E(t).

4. Calculer la puissance moyenne pour le rayonnement bleu et rouge, sachant qu’elle est

proportionnelle au carré de l’amplitude de son accélération.

Solution

La force de rappel : kOM=R F

La force de frottement :
.

f = OMVF  

Le champ d’excitation : t)cos(E=E 0 
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1. L’équation différentielle en appliquant le PFD :

2

2

fRelc FFFam=F
dt

oMd
m



En projetant sur l’axe ox :

m

qE
OM

m

k

dt

OMd

mtd

OMd

td

OMd
m

dt

OMd
kOME 




2

2

2

2

q (1)

on pose : )cos(,,,2 0
2
0 tEEeq

m

k

m



 

L’équation (1) devient :

)cos(2 02
02

2

t
m

eE
OM

dt

OMd

td

OMd



 (2)

2. La solution particulière :

On pose une solution particulière )(tOM p sous la forme complexe :

























)()(

)()(

)(

2
0

2)(2
0

..

0
)(

0

.

0
)(

0
)(

0

0 tOMerertOM

tOMierieirtOM

ereerertOM

p
titi

p

p
titi

p

tiititi
p











En remplaçant )(tOM p , )(
.

tOM p et )(
..

tOM p dans l’équation différentielle du mouvement

(2) on obtient alors :




 ititititi er

i
m

eE

re
m

eE
ererier 022

0

0

0
0

0
2
000

2

2
2 










Pour mettre 0r et ie sous la forme +ܾܽ݅ , on multiplie le dénominateur et le numérateur par

l’expression conjuguée  i222
0  on obtient :

2222
0

022
0

0

22
0

22
0

22
0

0

00
)2()(

2)(

)2)(2(

)2(






















i

m

eE

m

eE

ii

i
m

eE

err i

Avec 22
0 bar  et

a

b
tg 

D’où le module 0r et l’argument  :

)(

2
,

4)(
2
0

22222
0

2

0

00





 



 tgm

eE

rr
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En posant
0


  , le module 0r et l’argument  s’écrit :

22222
0

0

0

4)1(  
 m

eE

r et )
)1(

2
(

)1(

2
2

0
2

0 













 arctgtg

D’où la solution permanente est donné comme suit:

3. Simplification des expressions précédentes :

La longueur d’onde du bleu λb= 400nm

La longueur d’onde du rouge λb= 800nm

115

9

8

115

9

8

116

310

/3610.2
80010

31022

,/7110.4
40010

31022

,/04810.1
110.9

100























srad
c

srad
c

srad
m

k

r

r

b

b

















D’après ces pulsations on peut conclure que : rb  0 .

Si la pulsation d’excitation 00
0





 d’où l’expression de l’amplitude 0r

s’écrit :
m

eE
r

2
0

0
0




4. La puissance moyenne est proportionnelle au carré de l’amplitude de son accélération :

2)'( onaccéleratildeamplitudekp 

Comme :


















)

)1(

2
(

2
0

0
2

0)(







arctgti

p e
m

eE
tOM

))
)12(0

2
((

2
0

02
..

)(













arctgti

e
m

eE
tOM p

La puissance du bleu est :

















 

















)
)1(

2
(cos

4)1(
)(

4)1(
)(

2
0

22222
0

0

)
)1(

2
(

22222
0

0

2
0














arctgtm

eE

tOM

em

eE

tOM

p

arctgti
p



Chapitre 3 Oscillateur forcé

47

2

2
0

0

2

)(




m

Ee
kp b

b 

La puissance du rouge est :

2

2
0

0

2

)(




m

Ee
kp r

r 

Soit :

16

)(

)( 4

4

4

2

2
0

0

2

2

2
0

0

2











b

r

r

b

r

b

r

b

m

Ee
k

m

Ee
k

p

p





















Exercice 3

Dans le système ci-dessous, une force d’excitation sinusoïdale F


appliquée à la masse m

l’incite à osciller verticalement. Suivant l’axe vertical, la force F


est donnée par

itFF


)cos(0  par rapport à la position d’équilibre, le sens positif est choisi vers le bas. On

modélise les frottements visqueux par un amortisseur de coefficient de frottement visqueux α.

1. Déterminer l’équation du mouvement par le P.F.D.

2. Expliciter la solution permanente et préciser son amplitude et sa phase.

3. Déduire la pulsation de résonance.

4. Quelle est la valeur maximale que la masse ne doit pas dépasser pour éviter le phénomène

de résonance et calculer cette valeur pour k = 4 N/m et α= 4 N.s/m.

5. Calculer la puissance instantanée et moyenne fournies par la force d’excitation.

Fig. 3.1
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Solution

1. L’équation du mouvement par le formalisme fondamental de la dynamique est :

Figure 3.1.a : Bilan des forces.

Le système est en équilibre :

00=F  Tp


En projetant sur l’axe ( 'xx ) on obtient :

0kx-m 0 g

Le système est en mouvement :

En appliquant le PFD :

td

xd
mtF

dt

dx
xxkg

td

xd
mFFTp f

2

2

00

2

2

)cos()(m

am=F









(1)

On a 0kx-m 0 g (condition d’équilibre) d’où:

)cos(2)cos( 02
0

...
0

2

2

t
m

F
xxxt

m

F
x

m

k

dt

dx

mtd

xd



 (2)

2. La solution permanente en précisant son amplitude et sa phase.

La solution permanente de l’équation précédente est donné par : )cos()(   txtx mp

On met )(txp sous la forme complexe :

















 

)()(

)()(

)(

2)(2
..

)(
.

)()(

txextx

txiexitx

exextx

p
ti

mp

p

ti

mp

ti
m

ti
mp











F

K

T


α

fF


m

p

x

x’

௜
→ ݅
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En injectant )(),(),(
...

txtxtx ppp dans l’équation (2), on obtient :




 i

mm
titi

m
ti

m
ti

m ex
i
m

F

xe
m

F
exexiex 




2
0

2

0

)(0)(2
0

)()(2

2
2

d’où l’amplitude des oscillations :

)
2

(

,
)(4)(

22
0

2222
0

0
















artg

avec

m

F

xx mm

La solution en régime permanent est : ))
2

(cos(
)(4)(

)(
22

0
2222

0

0






 





 artgtm

F

tx p

3. La pulsation de résonnance est la pulsation R permettant d’obtenir une amplitude

maximale (lorsque le dénominateur de xm est minimal) : elle correspond à la valeur pour

laquelle la dérivée du dénominateur s’annule.

   
 

 

r

mm

mm

k

m

F

m

F

d

xd

d

xd


































2

2

0)2(0
)(4)(

)2(2

)(4)(

)2(2
0

2

2
0

22
02/32222

0

22
0

0

2/32222
0

22
0

0

Si on ne veut pas avoir de résonnance, l’expression sous la racine doit être négative

k
m

mm

k

2
0

2

2

2

2 
 

Pour 1/4  msN et K=4N/m kgm 2
)4(2

42

 

5.1 La puissance instantanée est :
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)(
)( .

txF
dt

tdx
FP  ))

2
(sin(

)(4)(
)cos(

22
0

2222
0

0

0














 artgtm

F

tF




















 ))

2
(2sin())

2
(sin(

)(4)(2

1
22

0
22

0
2222

0

0

0











artgtartgm

F

FP

5.1 La puissance moyenne fournie par la force d’excitation est :

dttxF
T

Pdt
T

p
TT

)(
11 .

00

 

dtartgtartgm

F

F
T

p
T




















  ))

2
(2sin())

2
(sin(

)(4)(2

11
22

0
22

0
2222

0

0

0

0













 




























 22222
0

0

02222
0

0

0

1)(4)(2

1
sin

)(4)(2

1

tg

tgm

F

Fm

F

FP 

On remplace l’expression de )
2

(
22

0 







 artg dans l’équation précédente on obtient :

2

2222
0

2
0

)(4)(


 
 m

F

P 

Exercice 4

Un système mécanique est constitué d’une barre de masse m et de longueur L, oscillant autour

du point fixe O et deux de ressorts de constantes raideur k fixés à la barre respectivement à

des distance L/2 et L. A l’équilibre, ces deux ressorts sont déformés. Un amortisseur de

coefficient est fixé à son tour à la barre à une distance L de point O. Le centre de la tige est

soumis à une force d’excitation sinusoïdale .cos)( 0 tFtF 

1. Déduire la condition d’équilibre puis établir l’équation différentielle du mouvement et sa

solution dans le cas de faibles oscillations.

2. Calculer l’expression de l’amplitude A et la phase  de la solution particulière et

déterminer la solution globale de l’équation différentielle.
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Solution

1. 1 La condition d’équilibre est :

0)( 21/


 pOGTOCTOGFM OExt

Figure 3.2.a : les forces exercées sur le système en équilibre.

Le moment d’une force par rapport à un axe  est :

0)
2

sin(
2

)
2

sin()
2

sin(
2

0)(

000100

21/



 







L
mgLKx

L
Kx

pOGTOCTOGFM Ext


Sachant que: 1cos)
2

sin(  


 , 000
2

)sin(
2


LL

x  et 0001 )sin(  LLx 

0
24

0
22

)( 0
2

0

2

010/  

L
mgKL

L
K

L
mgLKx

L
KxFM Ext 

1. 2 l’équation différentielle du mouvement est :

kJpOGfOGFOCTOCTOGFM exfOExt

 ..

21/)(  (1.a)

Figure 3.2.b : Ensembles des forces exercées sur le système mécanique en mouvement.
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Fig. 3.2
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Le moment d’une force par rapport à un axe  est :

..

.

10110

..

21/

)
2

sin(
2

)
2

sin(
2

)
2

sin()
2

sin()()
2

sin(
2

)(

)(



















J
L

mg
L

f

LxLxxK
L

xxK

JpOGfOGFOCTOCTOGFM

ex

exfExt





 



(1.b)

En remplaçant  
OG

x
sin ,  

OC

x1sin , 1cos)
2

sin(  


 dans l’équation (1.b)

on obtient alors:

..
2

.2
2

0
2

0

2

..
2

.
2

0

2

0

2442

22
)(

4
)(





J
L

fL
L

KKLKLK
LL

mg
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L
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L

fLLK
L

K

ex

ex





On a 0
42

0
2

0

2

  KLK
LL

mg (condition d’équilibre) l’équation précédente s’écrit:

...
22

2

/
24

)(  J
L

fLKL
L

KFM exExt  
(1.c)

En divise l’équation (1.c) par J on obtient :

J

L
f

J

L

J

KL
ex

2
)

4

5
(

.22..

 


 (2)

En appliquant le théorème de Huygens le moment d’inertie de ce système est :

2
2

2
2

/
3

1

412

1

4
mL

L
mmL

L
mJJ O 

Donc, l’équation précédente (2) peut s’écrire sous la forme suivante :

)cos(
2

33
)

4

15
( 0

...

tF
mLmm

K



 

(3)

La solution de l’équation (3) dans le cas faiblement amorti est :

Sachant que faiblement amortie : )cos()(0     tcet a
t

m avec 22
0  a ,

2. L’expression de l’amplitude A et la phase :

On peut écrire l’équation (3) comme suit :

)cos(2 2
0

...

tB   (4)

Tels que : 0
2
0

2

3
,

3
2,

4

15
F

mL
B

mm

K




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La solution générale de l’équation différentielle (3) est )()()( ttt pm  

Pour le régime pseudo périodique )cos()(0     tcet a
t

m avec 22
0  a ,

et )cos()(   tAtp : est la solution particulière de l’équation (3).

En utilisant la notation complexe pour )(tp


















)(2)(2
..

)()(
.

)()(

titi
p

titi
ptiti

p

eAeA

eAieiA
eAAe











En remplaçant p , p

.

 et p

..

 dans l’équation, on aura :

)2()(
2

2
0

2

2
0

2




i

B
ABAiAA




L’amplitude des oscillations est :

222
0

2 )2()(  


B
AA

La phase est décrite par:

)
2

(
)(

2
2
0

22
0

2 

















 arctgtg

3. La solution globale de l’équation différentielle est exprimée alors :

))
2

(cos(
)2()(

2/3
)cos()(

2
0

2222
0

2

0







 







  arctgt

LmF
tcet a

t

Exercice 5

Un disque de masse M et de rayon R tourne autour d’un axe de rotation horizontal O. Au

point B de ce disque on applique une force tFtF 00 cos)(  .On donne OA=L/2 et OB=R

(figure.3.3).

1. Etablir l’équation différentielle du mouvement lorsque le système est librement amorti.

2. Déduire la solution de l’équation différentielle pour le régime critique.

3. Etablir l’équation différentielle et la solution permanente décrivant les oscillations.

4. Que deviennent l’amplitude et la phase, si on applique au point B une force d’excitation de

la forme tFtF cos)( 0 , puis calculer la puissance moyenne et la largeur de la bande

passante.
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Solution

1. L’équation différentielle pour le système est librement amorti avec le P.F.D :

kJFOATOATOBFM fOext

 ..

21/)( 

Figure 3.3.a : Ensemble des forces exercées sur le système en mouvement.

Le moment d’une force par rapport à un axe  est :

...22
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/

..

21/
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



J
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KKRFM
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













(1)

On divise l’équation (1) par J, on obtient alors:

04)4(
.

22
2

..




 



J

L

J

L
KKR

(2)

J est le moment d’inertie du disque : 2

2

1
mRJ 

En remplaçant l’expression de J dans l’équation du mouvement (2), on obtient :

02042)4(2 2
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....

2
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2
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

 
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Fig. 3.3
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Avec :

2

2

4mR

L
  , )4(2

2

2
2

2
0

mR

L
KKR 



2. La solution de l’équation du mouvement pour le régime critique )( 0  est donnée

comme suit :

)()( BtAet t  

3.1 L’équation différentielle du mouvement lorsque le système est amorti et forcé

En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le système, on a:

kJfOBFOATOATOBFM exfOext
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(4)

En divisant l’équation précédente par J :
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R
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
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4)4( 
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(5)

On remplace 2

2

1
mRJ  dans l’équation précédente (5).
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On pose : )
2

4
(

22
2
0

mR

KLKR 
 et

2

2

2
2

mR

L
  l’équation précédente s’écrit alors comme suit:

)cos(
2

2 0
0

.
2
0

..

t
mR

F
  (6)

3.2 La solution permanente de l’équation (6) est donnée par :

On pose )cos()( 0   tAtP

La notation complexe de )(tP s’écrit:
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)(

0

.
)()( 0000 )(,)(,)( ti

P
ti

P
titi

P eAteiAteAAet    

En remplaçant par la notation complexe ( )(tP , )(
.

tP et )(
..

tP ) dans l’équation différentielle

du mouvement (5), on obtient alors:
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L’amplitude complexe est donne par :
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On a : 



0

0

2

2
)sin(cos




mR

Fi
iAAeA i

2





 ,

0

0

2

2

mR

F
A 

D’où la solution permanente :



















22

4
cos

2

2
)(

22

0

0 


 t

mR

KLKR

mR

F
tP

4.1 L’amplitude et la phase si on applique au point B une force d’excitation de la forme

tFtF cos)( 0 sont :

Dans ce cas l’équation (7) s’écrit sous la forme suivante:

)(0)(2
0

2 2
)2(

titi
e

mR

F
eAiAA


  (8)

L’amplitude du mouvement s’écrit alors comme suit :

)4)(

2
2

)2(
2222

0
2

0

02
0

2





 mR

F

A
mR

F
iA (9)

Le déphasage entre )(t et )(tF est donné par :

)
)(

2
(

2
0

2 







 artg

La solution du mouvement en régime permanent s’écrit :





















 )

)(

2
(cos

)4)(

2

)(
2
0

22222
0

2

0







 artgtmR

F

t

4.3 La puissance moyenne :

Sachant que :

dtttF
T

Pdt
T

p
TT

)()(
11 .

00

 
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)4)(

2

2222
0

2

0
2

2






 mR

F

P 

4.4 La largeur de la bande passante :

Les pulsations 1 et 2 pour lesquelles < ܲ > est la moitié de son maximum sont appelées

pulsation de coupure. La largeur B 12  est appelée la bande passante.

La puissance moyenne est maximale lorsque :

00 





  P
et

mR

F
P

4

2 0
2

max 

Pour
2

max


P
P  lorsque   01 et   02

Donc : 2B

Exercice 6

1. Rappeler les équations différentielles reliant u(t) et l’intensité i(t) dans chacun des trois

dipôles ci-dessous :

2. Déterminer l’impédance pour chacun des dipôles (L ,C ,R ).

3. Le circuit ci-dessous est alimenté par un générateur qui délivre une tension sinusoïdale Ue

de pulsation . Déterminer l’impédance équivalente Z du circuit.

C
R

U(t)

L

U(t)U(t)

US(t)

Ue(t)

I

C

I1

R

I2

L
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Solution

1. En convention des récepteurs :

dt

dI
LtU L )( ,

C

q
tU c )( , RR RItU )(

2. L’impédance pour chaque dipôle s’exprime comme suit :

On pose: tjeUtU )( et tjeItI )(

RRRR IZIRU  ,

LLLL IZIjLU   ,

cCcc IZI
jc

U 


1

Avec :

RZR  , jLZL  et
jc

ZC

1


3. L’impédance équivalente Z du circuit est :

C

LR

CRLCLR Z
ZZ

ZZZZZZ 
11

)//(





jCRjL

jLR
Z

ZZ

ZZ
Z C

RL

RL 1








Exercice 7

Un circuit électrique R, L,C en série est alimenté par une source de tension )sin()( 0 tVtV 

1. Déduire l’équation différentielle d’oscillation de ce circuit électrique.

2. Calculer le coefficient d’amortissement et la pulsation propre du circuit.

3. Dans le cas où
L

R
C

 , déterminer l’expression de la solution transitoire ainsi que sa

pseudo-pulsation.

4. Calculer l’intensité de la charge q0 et le déphasage.

5. Exprimer le courant i(t) et déduire l’impédance électrique.

RC
IL(t) L

UR(t)UC(tUL(t)

IC(t)
IR(t)

Figure 3.4 : Schéma de Fresnel pour les dipôles (R, C, L)

RZR 

c
ZC

1
LZ L 

Z
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6. Calculer la pulsation de résonnance et l’amplitude maximale.

Solution

1. l’équation différentielle de ce circuit électrique est donnée par :

La tension du générateur est donnée par : )sin()( 0 tVtV 

)sin(
1

0 tVRiq
Cdt

di
L 

On remplace
dt

dq
i  dans l’équation précédente devient :

)sin(2

)sin(
1

)cos(
1

0
.

2
0

..

0
...

0

...

t
L

V
qqq

t
L

V
q

L

R
q

LC
qtVqRq

C
qL







Avec :

LC

12
0  pulsation propre et

L

R

2
 coefficient d’amortissement

3. Le cas où
L

R
C

 , on détermine l’expression de la solution transitoire :

On a
L

R
C


CL4

12 

LCLC

1

4

12
0

2  

Sachant que :

2
0

2   le système est faiblement amorti donc la solution transitoire s’écrit :

)sin()(    tcetq a
t

avec :

LCLC
a

4

1122
0  

3. L’intensité de la charge q0 et le déphasage sont :

On cherche une solution sous la forme :

  tjjtjcomplexenotation eqeqtqtqtq    0
)(

00 )(cos)(    jeqtq tj
0

.

)( ,

tjeqtq  0
2

..

)(

On remplace )(tq , )(
.

tq et )(
..

tq dans l’équation différentielle, on obtient alors :
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
 




2
)2(

2
0

2

0

0
0

0
2
0

2

j
L

V

qe
L

V
eqj tjtj

D’où le module du 0q et le déphasage :

   
)(

2
0

222
0

2

0

0 


 qL

V

q


, 













2
0

2

2




 arctg

4. Le courant i(t)

Sachant que :

   









































































2
0

222

2

0

2
0

2
222

0
2

0

2
cos

1

2
cos

2
)(

)(
)(











arctgt

L

R

LC

L

V

arctgtL

V

ti
dt

tdq
ti





























































2
0

2
0

2
0

2

2

2

0 2
cos

2
cos

1
)(








arctgt

Z

V
arctgt

R
C

L

V
ti

Où 2

2
1

R
C

LZ 









 est appelée impédance électrique du circuit

5. La pulsation de résonnance et l’amplitude maximale sont exprimées selon:

La pulsation de résonance pour la charge est la pulsation qui donne une intensité maximale

pour la charge électrique :

2

22
0

2

1
2

2

L

R

LC
r  

La valeur de l’intensité de la charge à la résonance est donnée par:

22
0

0

0

2
)(

 
 L

V

q r
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Formalisme de Lagrange appliqué aux systèmes à un et deux degrés de liberté.

4.1 Systèmes linéaires libres.

Les oscillateurs à un ou plusieurs degrés de libertés sont généralement définis par des

variables indépendantes dites « coordonnées généralisées ». Les coordonnées cartésiennes

sont utilisées pour décrire l’équation du mouvement, ces dernières sont unies par des relations

linéaires qui prennent en compte les variables d’espace et de temps. Il est avantageux

d’exprimer directement le principe fondamental de la dynamique au moyen des coordonnées

généralisées, désignées par les composantes qi, en nombre égal à celui régissant le nombre de

degrés de liberté du système.

Le nombre de degrés de liberté d’un oscillateur est égal au nombre minimal de paramètres

qui fixent sans ambigüité l’état du système.

Oscillateur à 1 degré de liberté: pendule à ressort, pendule de torsion, circuit R LC…

Oscillateur à n degrés de liberté: chaine de n molécules, n pendules pesants reliés entre eux.

4.2 Equation de Lagrange.

4.2.1 Equation de Lagrange d’un oscillateur harmonique libre.

Les systèmes à un degré de liberté sont des systèmes dont l’état est entièrement déterminé par

la connaissance d’une variable q et de sa dérivée par rapport au temps
.

q . Leur énergie est

composée de deux types :

Une énergie potentielle quadratique en q :

2

2

1
AqU  (4.1)

Une énergie cinétique quadratique en
.

q

.
2

2

1
qBT  (4.2)

Le Lagrangien s’écrit :

UTL  (4.3)
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L’équation de Lagrange pour un système conservatif est définie par:

0
.







































q

L

q

L

dt

d
(4.4)

L’équation différentielle du mouvement pour l’oscillateur harmonique libre s’écrit:

0
..

 bqq (4.5)

4.2.2 Equation de Lagrange d’un oscillateur harmonique libre amorti.

Dans le cas d’un mouvement harmonique amorti, l’équation de Lagrange s’écrit :

..

q

D

q

L

q

L

dt

d





































Avec :

(4.6)

2.

2

1
qD  : fonction de dissipation dite fonction de Rayleigh.

 : coefficient de frottement visqueux.

L’équation différentielle du mouvement d’un d’oscillateur harmonique amorti s’écrit:

0
...

 bqqaq (4.7)

4.2.3 Equation de Lagrange d’un oscillateur harmonique libre amorti et

forcé.

L’équation de Lagrange d’un oscillateur harmonique libre amorti et forcé à un degré de liberté

est :

F
q

D

q

L

q

L

dt

d





































.. (4.8)

Avec :
F : force d’excitation

.
2

2

1
qD  : fonction de dissipation.

L’équation différentielle du mouvement pour ce type d’oscillateur s’écrit:

Fbqqaq 
...

(4.9)
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4.3. Application à un système libre à deux degrés de liberté.

L´équation de Lagrange :















































































0

0

2
.

2

1
.

1

q

L

q

L

dt

d

q

L

q

L

dt

d

(4.10)

L’équation du mouvement :












0

0

122

..

211

..

cqdqq

bqaqq
(4.11)

Les modes propres :























)(

2
)(

22

)(

1
)(

11

222

111

2

1

)cos(

)cos(
titi

titicomplexenotation

eAeAq

eAeAq

tAq

tAq







(4.12)

Avec :

21

2211 ,  ii eAAeAA 

On remplace 1q , 2q dans l’équation du mouvement ; on obtient :









0)(

0)(

12
2

21
2

AcAd

AbAa




(4.13)

La solution est non triviale si et seulement si :

0)()(0
)(

)( 24

2

2





bcadda

dc

ba





(4.14)

Premier mode 1   0
2
1

2

1 
c

d

A

A 



les vibrations sont en phase.

Deuxième mode 2   0
2
1

2

1 
c

d

A

A 



les vibrations sont en position de phase.

Un système amorti forcé à deux degrés de liberté (une seule force).

L´équation de Lagrange est donnée par l’équation (4.14) :
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

















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L

q

L

dt

d

F
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D

q

L

q
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d

(4.15)

L’équation du mouvement :












02

2

1
2
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2
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.

222

..

2
2
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2
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.

111

..

qqqq

Fqqqq




(4.16)

Les modes propres :

tieFFtFF  00 )cos(  ,













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
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
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)cos(
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eAeAq
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



 (4.17)

On remplace 1q , 2q et F dans l’équation du mouvement et on obtient :











0)2(

)2(

1

2

422

2

2
2

02

2

311

2

1
2

AAi

FAAi




(4.18)

Applications

Exercice 1

Soit le système mécanique ci-dessous, la masse m peut glisser sans frottement sur le plan de

pente α=30°. On lâche le système après l’avoir écarté de la position d’équilibre.

1. Exprimer l’énergie potentielle U du système.

2. Déduire la condition d’équilibre, trouver la déformation du ressort dans cet état et

simplifier l’expression de U.

3. Exprimer l’énergie totale du système et déduire l’équation du mouvement en utilisant le

principe de Lagrange.

Fig.4.1.

k
m
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Solution

1. On prend l’axe Ox1 comme repère pour l’énergie potentielle de ressort et l’axe Ox2 pour

l’énergie potentielle de gravitation. La masse en position d’équilibre est représentée sur la

figure de gauche. Lorsqu’elle est écartée de sa position d’équilibre (figure de droite) sa

position est x2 suivant l’axe Ox2 et x1 suivant l’axe Ox1. L’allongement du ressort est x1 + x01,

avec x01 l’allongement du ressort à l’état d’équilibre.

L’expression de l’énergie potentielle prend alors la forme suivante :

2
2

101 )(
2

1
mgxxxkU 

Les deux coordonnées x2 et x1 sont reliée par: 112 x
2

1
-

6
inx-=x 


s . On peut garder une

seule coordonnée qu’on considère comme degré de liberté, l’énergie potentielle prend alors la

forme ci-dessous :

101
2

01
2

11
2

101 )
2

1
()(

2

1
)(

2

1

2

1
)(

2

1
xmgkxxkxkmgxxxkU 

2. A l’équilibre la dérivée de l’énergie potentielle 0
01

1






x
x

U
est :

0)
2

1
(

0

011

01 11






 xx

mgkxkx
x

U
(1)

A la position x1= 0 l’équation (1) devient :

0)
2

1
( 01  mgkx , c’est la condition d’équilibre

L’allongement à l’équilibre x01 est :

k

mg
xmgkx

2
0)

2

1
( 0101 

Donc, l’expression de l’énergie potentielle devient :

2
01

2
1 )(

2

1
)(

2

1
xkxkU 
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L’énergie cinétique est :

2
.

1)(
2

1
xmT 

3. L’énergie totale du système est : E = T + U

2
01

2
1

2
.

1 )(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
xkxkxmE 

4. L’équation du mouvement avec le principe de Lagrange:

La fonction de Lagrange :

2
01

2
1

2
.

1 )(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
xkxkxmUTL 

L’équation de Lagrange :

0
1

.

1

































x

L

x

L

dt

d

Avec :

L’équation du mouvement 00 1
2
01

..

11

..

1
.

1
































xxx

m

k
x

x

L

x

L

dt

d
 c’est une

équation différentielle du second ordre, à coefficient constant et sans second membre, d’un

oscillateur harmonique libre.

m

k
2

0 (pulsation propre).

Exercice 2

Dans le système de la figure 4.2, une poulie de masse m1 et de rayon R peut tourner autour de

son centre sans frottement. Le fil est de masse négligeable et ne glisse pas sur la poulie, à son

extrémité on place une masse m2.

A l’équilibre, la tige est horizontale et le ressort vertical n’est pas déformé. La poulie est

écartée de sa position d’équilibre d’un petit angle θ puis relâchée. On considère que θ est

suffisamment petit pour admettre que sin θ ≈ θ.














































1

1

..

1.

1

kx
x

L

xm
x

L

dt

d
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1. Exprimer l’énergie potentielle U du système en fonction de l’angle θ.

2. Ecrire la condition d’équilibre à partir de U. Déduire l’allongement initial x02 du ressort de

constante de raideur 2k puis simplifier l’expression de U.

3. Quelle est la valeur que doit avoir m2 en fonction de m1 pour que x02 soit nulle.

4. On suppose que m3 = 2m2 = m et m1=2m. Trouver l’énergie cinétique T du système et

déduire le Lagrangien.

5. Déduire l’équation du mouvement en utilisant l’équation de Lagrange.

Solution

1. l’énergie potentielle U du système en fonction de θ est :

3312
2

202
2

1 )(2
2

1
)(

2

1
gxmgxmxxkxkU  (1)

Les trois coordonnées x1, x2 et x3 dépendent de θ comme suit :







RRx

RRxRRx

RRx







sin

,sin,sin

2sin2

3

00022

1

On remplace x1, x2 et x3 dans l’expression (1) de l’énergie potentielle :

 gRmgRmRRkRkU 32
2

0
2 2)(2

2

1
)2(

2

1


2.1 La condition d’équilibre à partir de U :

0)2()(220 0320
22

00





















RgmgmkRkR
UU

(2)

On a aussi à l’équilibre 0 donc l’expression précédente (2) s’écrit :

0)22( 320  RgmgmkR (3)

2.2 L’allongement initial du ressort de constante 2k est 002 Rx 

Fig.4.2.
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D’après l’équation (3) on a :

k

gmgm
xRgmgmkx

2

2
0)22( 32

023202




2.3 L’expression de U : 2
02

2 )()(3 xkRkU  

3. La valeur que doit avoir m2 en fonction de m3 pour que x02 soit nulle est :

32
32

02 20
2

2
mm

k

gmgm
x 




4.1 L´énergie cinétique T du système

L’énergie cinétique du système est la somme de l’énergie cinétique de la poulie et de la tige

(en rotation) à laquelle on ajoute l´énergie cinétique de translation de la masse attachée au fil.

On suppose : m3 = 2m2 = m et m1=2m

2
.

2
3

.

3 )(
2

1
)(

2

1
JxmT  (4)

avec :

22
1

2
2 3

2

1
)2( RmRmRmJ  , 2

3

..

3

.

3 )(xRxRx   et 2
.

2
3

.

)()( Rx 

On remplace ଷݔ
ଶ et J dans l’expression (4) de l’énergie cinétique, on obtient :

2
.

22
.

22
.

2 )(2)(
2

3
)(

2

1
 mRmRmRT  (5)

4.2 La fonction de Lagrange :

22
.
22 32  kRmRUTL 

5. L’équation du mouvement en utilisant l’équation de Lagrange :

0
.



































LL

dt

d
(6)

Avec :







2

..
2

.

6

4

kR
L

mR
L

dt

d



































On remplace dans l’équation (6) on obtient alors :
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0
4

6..

.




































 m

kLL

dt

d

On pose
m

k

2

32
0  ; l’équation du mouvement devient : 02

0

..

 

Exercice 3

Une tige de masse négligeable de longueur 2L porte à chacune de ses extrémités un ressort k

et une masse m = m/3 et peut pivoter autour de son axe horizontal fixe situé en son milieu.

L’un des deux ressorts est attaché à un amortisseur vertical de coefficient de frottement α1.

L’autre ressort est attaché à deux ressorts de constante de raideur k. Au milieu de la tige on

place une barre de masse négligeable de longueur L, une masse m/3 sur laquelle on fixe un

ressort de constante k et un amortisseur de coefficient de frottement α2 (figure 4.3).

1. En tenant compte de la disposition des ressorts, décrire une simplification de ce système

mécanique.

2. Exprimer l’équation différentielle du mouvement sous forme canonique.

3. Déduire la solution de l’équation différentielle dans les deux cas : fortement et faiblement

amorti.

Solution

1. Le système équivalent (simplification du système) :

On remplace les deux ressorts k qui sont parallèles par le ressort équivalent de raideur 2k.

Fig.4.3.
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2. L’équation du mouvement

L’énergie potentielle de ce système :

En choisissant l’axe (ox) comme origine des énergies potentielles, l’énergie potentielle du

système s’écrit :

cos
3

)(
2

1
)(2

2

1
)(

2

1
)(

2

1 2
3

2
2

2
2

2
1 gl

m
xkxkxkxkU  (1)

Les trois coordonnées x1, x2 et x3 dépendent de θ comme suit :







llx

llx

llx







sin

sin

sin

3

2

1

En remplaçant x1, x2 et x3 dans l’expression (1) on obtient :

 cos
3

)sin(
2

1
)sin(3

2

1
)sin(

2

1 222 gl
m

lklklkU  (2.a)

 cos
3

)sin(
2

5 2 gl
m

lkU  (2.b)

Energie cinétique du système :

2.

333
2

1
JTTTT mmm 

2.
2

2.
222 )(

2

1
)

333
(

2

1
 mll

m
l

m
l

m
T 

(3)

La fonction de dissipation :
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2
.

21
2

.

21

2
.

2
2

.

1

21

))((
2

1
)cos)((

2

1

)cos(
2

1
)cos(

2

1





llD

llD

DDD







(4)

La fonction de Lagrange s’écrit comme suit :

en mettant l’équation (3) - l’équation (2b) on trouve :

 cos
3

)sin(
2

5
)(

2

1 2
2.

2 gl
m

lkmlL

UTL





(5)

L’équation de Lagrange s’écrit :























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
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DLL

dt

d
(6)

Sachant que :   sin,1cos
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2

.



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L

dt

d
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En remplaçant









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L
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





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


.



D
dans l’équation de Lagrange (6), on obtient :
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3
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
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m
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

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
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


(7)

Et en divisant par l’équation (7) par
2ml , on obtient :

0
)

3
5(

)(
2

2
.

21
..







 



ml

gl
m

kl

m

(8)

La forme canonique de l’équation (8) est :

02 2
0

...

  (9)
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Si on pose
2

2

2
0

)
3

5(

ml

gl
m

kl 
 et

m2

)( 21 





02 2
0

...

  , c’est l’équation différentielle du second ordre à coefficients constants. Sa

solution dépend du discriminant réduit : 2
0

2'   de l’équation caractéristique

02 2
0

...

  rr (10)

3. Solution de l’équation différentielle du mouvement :

3.1. Cas où l’amortissement est fort :
2

2

21'
)

3
5(

2

)(
0

ml

gl
m

kl

m




 




Dans ce cas l’équation caractéristique (10) admet deux racines réelles  2,1r avec

2
0

2  

La solution est :   )()( 21
ttt eAeAet  cette solution ne présente plus de caractère

oscillant, )(t tend vers 0 sans oscillation quand t augmente, ce régime est dit apériodique

ou amorti.

3.2. Cas ou l’amortissement est faible :  0' 
2

2

21

)
3

5(

2

)(

ml

gl
m

kl

m




 




Dans ce cas l’équation caractéristique (10) admet deux racines complexes air  2,1

avec 22
0  a

La solution est : )()( 21
titit aa eAeAet    , cette solution peut se mettre sous la forme :

)cos()(     taet a
t c’est le régime pseudo-périodique.

Exercice 4

Le système de la figure (4.4.a) effectue des oscillations de faible amplitude.

1. Quel est le nombre de degrés de liberté de ce système.

2. Ecrire l’expression du Lagrangien du système.

3. Etablir l’équation différentielle du mouvement et déduire le facteur de qualité et la pseudo-

pulsation.

4. Trouver la solution de l’équation différentielle du mouvement avec les conditions initiales

suivantes x(0) = x0, V(0) = 0.
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5. La masse m est soumise à une force harmonique )30cos(2)( ttF  , que devient l’équation

du mouvement et déduire sa solution en régime permanent.

6. On attache la masse m avec deux ressorts de constante de raideur k, placés verticalement

(figure 4.4.b). La masse m est aussi soumise à une force excitatrice )cos()( 0 tFtF  .

6.1 Déduire la condition d’équilibre et établir l’équation du mouvement pour ce système.

6.2 Calculer l’expression de l’amplitude des oscillations A, puis tracer la variation de

l’amplitude en fonction de Ω pour ces valeurs de )5.0,2.0,1.0,0(  

Solution

1. Le système a un degré de liberté.

2. Le Lagrangien du système

Energie cinétique :
2.

2

1
xmT 

Energie potentielle :
2

2

1
kxU 

Fonction de dissipation :
2.

2

1
xD 

D’où la fonction de Lagrange :

2
2.

2

1

2

1
kxxmLUTL 

2. L’équation différentielle du mouvement

On a l’équation de Lagrange dans le cas d’un système libre amorti :
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

Fig.4.4.b

Fig.4.4.a
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En remplaçant
..

.
xm

x

L

dt
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


dans l’équation (1), on obtient :
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 xxxkxxxm  (2)
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m
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Le facteur de qualité :
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La pseudo-pulsation est :
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4. La solution de l’équation différentielle du mouvement (2) pour >ߜ ߱଴ est :

)sin()(    tcetx a
t

On applique les conditions x(0)=x0, V(0)=0 pour calculer c et 

A t = 0 s )1()sin()sin()0( 0
0

c

x
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Pour t = 0 s on a :















)2()cos()cos(

)(,

0)cos()sin()0(
00

.

a

a

aa

a

c

x
c

c

x
c

arctgtg

ccx


















En élevant les équations (1) et (2) au carré et en les sommant, on obtient :

a

a

a

xx
c

c

x

c

x








2
0

222
0

2

0

2

0 1




















Donc
















  )(

4
sin)(

2

22
0

222
0







  at

a

a arctgt
mm

k
e

xx
tx

5.1 La masse m est soumise à une force harmonique )30cos(2)( ttF  , l’équation du

mouvement est :

)30cos(
2

2)30cos(2 2
0

......

t
m

xxxtxkxxm   (3)

5.2 La solution en régime permanent



Chapitre 4 Méthode de Lagrange et Système à Deux Degrés de Liberté

75

On pose une solution particulière )(tx p harmonique et de pulsation 30 Rad/s :

)30()(  tj
p Aetx , )30(

.

30)(  tj
p Aejtx et )30(2

..

)30()(  tj
p Aetx

En substituant ces expressions dans (3) on obtient :

   2
0

2

30302
0

2

60)30(

2
2

60)30(


 




j
mAee

m
eAej jtjtjj

L’amplitude d’oscillation est :
222

0 3600)900(

2

 
 mA

La phase du mouvement est : 













)900(

3600
2
0


 arctg

La solution permanente est : 













 )900(

3600
30cos(

3600)900(

2
2
0

222
0






arctgt

m

6. On attache la masse m avec deux ressorts de constante de raideur k, placés verticalement

(figure 4.4.b). La masse m est soumise à une force d’excitation )cos()( 0 tFtF  .

6.1 L’équation du mouvement pour le système (figure 4.b)

L’énergie cinétique est :
2

.

)(
2

1
xmT 

L’énergie potentielle :

)()(2
2

1

)()(
2

1
)(

2

1

0
2

0

0
2

0
2

0

xxmgxxkU

xxmgxxkxxkU





La condition d’équilibre est :

020 00







mgkx
x

U
x

La fonction de dissipation :
2

.

)(
2

1
xD 

D’où la fonction de Lagrange

22
.

)(2
2

1
)(

2

1
xkxmLUTL 
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On a l’équation de Lagrange dans le cas d’un système libre amorti avec une force donnée par :

)(
..

tF
x

D

x

L

x

L

dt

d






















































On a :
..

.
xm

x

L

dt

d





















, kx

x

L
2




et

.

.
x

x

D






En remplaçant
..

.
xm

x

L

dt

d





















, kx

x

L
2




,

.

.
x

x

D





dans l’équation de Lagrange on

obtient :

Avec :
m

k

m

2
,

2
2
0  




6.2.1 L’expression de l’amplitude mx

On choisit une solution )()(  ti
mP extx vérifiant l’équation différentielle avec second

membre :

m

F
iex

e
m

F
iexe

m

F
t

m

F
xxx

i
m

titi
m

ti
ppp

02
0

2

02
0

2)(002
0

...

)2(

)2()cos(2



 









On divise cette équation
m

F
iex i

m
02

0
2 )2(  

par
ie on obtient ainsi :

 i
m e

m

F
ix  02

0
2 )2( (4)

Le conjugué de l’équation (4) est :

 i
m e

m

F
ix  02

0
2 )2( (5)

En multipliant l’équation (3) par l’équation (4) on trouve :

 
222

0
2

0
2

0222
0

22

)2()(
)2()(

























m

F

x
m

F
x mm

)cos(2

)cos(
2

)cos(2

02
0

...

0
...

0

..

t
m

F
xxx

t
m

F
x

m

k
x

m
xtFxkxxm









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6.2.2 La variation de l’amplitude en fonction de Ω pour les différentes valeurs

2.0,1.0,0   et 5.0

On a :
222

0
2

0

)2()(
)(

 











m

F

xm

D’après cette figure, l’amplitude )(mx augmente quand le coefficient d’amortissement 

diminue. L’amplitude de vibration )(mx atteint un maximum quand le carré du dénominateur

est minimal : on pose 222
0

2 )2()()(  f

0)2(40
)( 22

0
2 






f

De l’équation précédente on obtient la pulsation 01  et 22
02 2  r

Pour la première pulsation 01  , l’amplitude )(mx est minimale puisque

0
)(

02

2




 f
mais à 22

0 2  r l’amplitude )( rmx  est maximale puisque

0
)(

02

2

2




 f
qui est la pulsation de résonnance. La valeur de l’amplitude à la résonance

est donnée par :
22

0

0

2
)(

 


m

F
x rm

Exercice 5

Le système de la figure 4.5 est constitué d’un pendule de longueur 3L. Deux ressorts de

constantes de raideur k1 et k2 se situent à une distance OA=L et OB=2L, respectivement. On

applique un amortisseur de coefficient α avec une force d’excitation sinusoïdale

)sin()( 0 tFtF  à la masse du pendule.
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1. Exprimer l’équation différentielle du mouvement forcé amorti.

2. Décrire la solution homogène de l’équation différentielle.

3. Expliciter la solution particulière puis calculer l’amplitude en fonction de la pulsation

relative
0




 et le facteur de qualitéQ . Commenter l’évolution de cette amplitude en

fonction de la fréquence relative .
0f

f


4. Déduire la solution générale de cette équation différentielle.

Solution

1. L’équation différentielle du mouvement forcé et amorti.

On applique à la masse m une force excitatrice )sin()( 0 tFtF 

1.1 Le lagrangien du système

Energie cinétique :
2

.
22

.

)()3(
2

1
)(

2

1
 LmJT 

Energie potentielle :





cos3)sin)(4(
2

1

cos3)sin2(
2

1
)sin(

2

1
cos)(

2

1
)(

2

1

2
21

2
2

2
1

2
22

2
11

mgLLkk

mgLLkLkmglxkxkU





Fonction de dissipation :
2

.
22

.

)(9
2

1
)3(

2

1
 LLD 

La fonction de Lagrange :

)cos3)sin)(4(
2

1
()(

2

9 2
21

2
.

2  LmgLkkmLL

UTL





Fig.4.5
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L’équation de Lagrange dans le cas d’un système libre amorti et forcé en rotation s’écrit:

)(
.. EXTFM

DLL

dt

d























































, (1)

avec LFFM EXT 3)(  est le moment de la force appliquée. Le moment est la capacité d’une

force à faire tourner un objet autour d’un axe.

On a :
..

2

.
9 


mL

L

dt

d





















, )sin3sincos)4(( 2

21 


LmgLkk
L













,

.
2

.
9 


L

D




















En remplaçant



















.



L

dt

d
, 















L
,


















.



D
et )( EXTFM dans l’équation de Lagrange(1), on

obtient :

LFLLmgLkkLm 39)sin3sincos)4((9
.

22
21

..
2   (2)

Dans le cas des faibles oscillations, les angles sont très petits,   tgsin,1cos .

En divisant l’équation (2) par la quantité 9݉ ଶܮ on trouve l’équation différentielle du

mouvement sous la forme suivante :

tt
mL

F

mLm

mgLkk



 cos2cos

39

3)4( 2
0

...
0

.
21

..




 , (3)

avec :
mL

F

mmL

mgLkk

3
,2,

9

3)4( 0212
0 


 




2. La solution homogène de l’équation différentielle (3)

La solution homogène correspond à la solution de l’équation différentielle (3) sans second

membre :

02 2
0

...

  (4)

Dans le cas faiblement amorti, on a

0  )sin()(     tcet a
t

H

avec :
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2

2
21

22
0

369

3)4(

mmL

mgLkk
a

a













22
0

2






aT

On remarque que l’évolution de )(tH devient vraiment négligeable avec l’augmentation du

temps.

3.1 La solution particulière de l’équation différentielle

La solution particulière correspond à la solution de l’équation différentielle avec second

membre. Dans ce cas la force excitatrice oblige le système mécanique à suivre une évolution

temporelle donc, si F(t) est une fonction sinusoïdale de pulsation , alors la solution

particulière )(tp sera une fonction sinusoïdale de même pulsation . Les oscillations ne

sont pas en phase avec la force excitatrice et celle-ci présente un déphasage qu’on notera .

La solution particulière )(tp correspondant au régime permanant s’écrit comme suit :

)cos()(   tAtp . Nous utilisons la notation complexe :

)()( ti
p eAt  , )(

0)( tieFtF 

avec : iAeA 

Donc, l’équation différentielle (3) s’écrit en régime permanent sous la forme suivante :

tppp  cos2 2
0

...

 (5)

En remplaçant dans l’équation (5) )(2
..

)(
.

)( )(,)()( ti
p

ti
p

ti
p eAteAiteAt    , on

obtient :

   )2(2 2
0

2)()(2
0

)()(2 iAeeAeAieA titititi (6)

Sachant que: iAeA 

  )2( 2
0

2 iAe i (7)

L’équation (7) peut s’écrire sous la forme suivante :

).7(sin)2(

).7(cos)( 2
0

2

bA

aA








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En élevant au carré les équations (7.a) et (7.b) et en les sommant, on obtient :

22222
0

222222
0

22

4)(
)sin(cos))2()((







 AA (8)

L’amplitude en fonction de la pulsation relative
0




 et le facteur de qualitéQ .

En injectant
0




 et le facteur de qualité




2
0Q dans l’équation (8) on obtient :

2

2
222

0

22222
0 )1(

4)(

Q

A

















On remarque que lorsque la fréquence d’excitation est nulle 0 la fréquence

relative 0 .Dans ce cas l’expression de l’amplitude est :
mL

F
A

32
0

0
2
0 


 (élongation du

résonateur pour une excitation continue).

Lorsque la fréquence d’excitation est très grande  , la fréquence relative  . Dans

ce cas l’expression de l’amplitude est : 0A (le résonateur ne vibre plus puisque la

fréquence d’excitation est très grande devant la fréquence propre 0 ).

Déphasage  :


















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







)(

2
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2
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













Arctg
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A

A

La solution générale de l’équation différentielle est : )()()( ttt pH  

))
)(

2
(cos(

)1(

3
)

49

3)4(
sin()(

22
0

2

2
22

2
0

0

2

2
212





























arctgt

Q
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F

t
mmL

mgLkk
cet

t
m

2. Applications pour des systèmes à deux degrés de liberté.

Exercice 6

Le système de la figure 4.6 est composé de deux pendules simples de longueur L couplés par

un ressort de constante de raideur k.

1. Déterminer l’énergie cinétique puis l’énergie potentielle du dispositif.

2. Déduire le Lagrangien ainsi que les équations du mouvement.
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3. Calculer les deux modes propres.

4. Trouver la nature de vibration pour chaque mode sachant que : k=20 N/m, g=10 m/s-2,

m1=1 kg, m2=2 kg, L=1 m.

Solution

1.1 L’énergie cinétique.

.
2
2

2
2

.
2

1
2

1
2

2

.

2
2

1

.

1
2

1

2

1
)(

2

1
)(

2

1
21

 LmLmJJTTT mm  (1)

1.2 L’énergie potentielle

2
212211 )sinsin(

2

1
)cos()cos(

21
 LLkLLgmLLgmUUUU ressortmm  (2)

Le développement de Taylor de cos au deuxième ordre est :
2

1cos
2

  et  sin

donc, l’équation (2) devient :

2
21

22
2

2
2

2
1

2
1 )(

2

1

2

1

2

1
  kLgLmgLmU (3)

2. 1 Le Lagrangien

En tenant compte des équations (1) et (3), on obtient :

2
21

22
2

2
2

2
1

2
1

.
2
2

2
2

.
2

1
2

1 )(
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
  kLgLmgLmLmLmUTL (4)

2.2 Les équations différentielles du mouvement

L’équation de Lagrange dans le cas d’un système libre à deux degré liberté :






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

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
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2
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1
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1
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1
.

1







kLkLgLmLm
LL

dt

d

kLkLgLmLm
LL

dt

d

(5)

Fig.4.6.
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Donc, les équations du mouvement de ce système sont :























0
)(

0
)(

1

2

22
2

2
2

..

2

2

1

12
1

2
1

..

1





m

k

Lm

kLgLm

m

k

Lm

kLgLm

(6)

3. Les modes propres de ce système

On pose deux solutions complexes sous la forme :

)(

2
2

..

2
)(

2

.

2
)(

1
2

..

1
)(

1

.

1

)(
22

)(

11

)()()()(

)(,)(

titititi

titi

eAteAiteteAteAit

eAteAt












(7)

sachant que : 1

11
ieAA  et 2

22
ieAA 

En injectant l’équation (7) dans l’équation (6), on obtient alors:























0
)(

0
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1

2

22
2

2
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1

12
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2
12

1

A
m

k
A

Lm

kLgLm
A

A
m

k
A

Lm

kLgLm
A





(8)

Pour que 1A et 2A ne soient pas tous les deux nuls à la fois, il faut que le déterminant

caractéristique soit nul.

0

)
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(

)
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(

22
2

2
22

21
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1

12
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2
12

1











A
Lm

kLgLm
A

m

k

A
m

k
A

Lm

kLgLm





(9)

On pose :
2

1

2
1 )(

Lm

kLgLm
a


 ,

1m

k
c  ,

2
2

2
2 )(

Lm

kLgLm
d


 et

2m

k
b 

En remplaçant a, b, c et d dans l’équation (9), on obtient :

0)(

0))((0
)(

)(

24

22

2

2








bcadad

bcda
dc

ba








(10)

L’équation caractéristique (10) admet deux solutions :
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2

)(4)()( 2

1

bcadadad 
 ,

2

)(4)()( 2

2

bcadadad 


4. la nature de vibration pour chaque mode sachant que : k=20N/m, g=10m/s-2, m1=1kg,

m2=2kg, L=1m :

2
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
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





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1 3.2rad/s
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
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

2 6.3rad/s

Le premier mode : 1 

01
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1 
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



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Lm

kLgLm

c

d

A

A



, dans ce cas les deux pendules oscillent en

phase.

Le deuxième mode : 2 

On a :

02

)(
2

)2(

)2(

1

2
2

2
22

12
2

2

1 









m

k

Lm

kLgLm

c

d

A

A



, dans ce cas les deux pendules oscillent

en opposition de phase.

Exercice 7

On considère deux pendules simples de longueur L1 et L2 couplés par inertie comme le montre

la figure 4.7.

1. Donner l’expression de la fonction de Lagrange pour ce système.

2. Ecrire les deux équations différentielles du mouvement régissant le mouvement des deux

masses.
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3. On pose L1 = L2= L et m=m1=m2, déterminer les pulsations propre des modes de vibration

correspondants.

Solution

Les coordonnées de ce système θ1 et θ2 sont indépendantes. D’où le nombre de degré de

liberté égal à 2.

L’énergie cinétique totale est :

்ܧ = ௖೘ܧ భାܧ௖೘ మ
=

1

2
݉ ଵ ଵܸ

ଶ +
1

2
݉ ଶ ଶܸ

ଶ

En calculant les vitesses par rapport au repère fixe :

݉݋ ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ቆ
௠ݔ భ

= ଵ݈݅ߠ݊ݏଵ
௠ݕ భ

= ଵ݈ ଵߠݏܿ݋
ቇ

݉݋ ଵ̇ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ቆ
௠ݔ̇ భ

= ଵ݈̇ߠଵ ଵߠݏܿ݋

௠ݕ̇ భ
= ଵ݈̇ߠଵ݅ߠ݊ݏଵ

ቇ

݉݋ ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ቆ
௠ݔ మ

= ଶߠ݊ݏ݈݅ + ଵߠ݊ݏ݈݅
௠ݕ మ

= ଶߠݏ݋݈ܿ + ଵߠݏ݋݈ܿ
ቇ

݉݋ ଶ̇ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ቆ
௠ݔ̇ మ

= ଶ݈̇ߠଶ ଶߠݏܿ݋ + ଵ݈̇ߠଵ ଵߠݏܿ݋

௠ݕ̇ మ
= ଶ݈̇ߠଶ݅ߠ݊ݏଶ + ଵ݈̇ߠଵ݅ߠ݊ݏଵ

ቇ

La vitesse pour la masse m1 est :

௠ܸ భ
ଶ = ௠ݔ̇ భ

ଶ + ௠ݕ̇ భ

ଶ

௠ܸ భ
ଶ = ( ଵ݈̇ߠଵ ଵ)ଶߠݏܿ݋ + ( ଵ݈̇ߠଵ݅ߠ݊ݏଵ)ଶ

௠ܸ భ
ଶ = ଵ݈

ଶ̇ߠଵ
ଶ

puisque ଵߠଶݏܿ݋ + ଵߠଶ݊ݏ݅ = 1

D’où ௖೘ܧ భ
=

ଵ

ଶ
݉ ଵ ଵ݈

ଶ̇ߠଵ
ଶ

La vitesse pour la masse m2 est :

௠ܸ ଶ
ଶ = ௠ݔ̇ మ

ଶ + ௠ݕ̇ మ

ଶ

m2

Θ2

Θ1

O1

m1

L2

L1

Θ1

h2

h1

m2

Θ2

Θ1

O1

m1

L2

L1

Fig.4.7
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௠ܸ ଶ
ଶ = ( ଶ݈̇ߠଶ ଶߠݏܿ݋ + ଵ݈̇ߠଵ ଵ)ଶߠݏܿ݋ + ( ଶ݈̇ߠଶ݅ߠ݊ݏଶ + ଵ݈̇ߠଵ݅ߠ݊ݏଵ)ଶ

௠ܸ ଶ
ଶ = ଶ݈

ଶ̇ߠଶ
ଶ

+ ଵ݈
ଶ̇ߠଵ

ଶ
+ 2 ଵ݈ ଶ݈̇ߠଵ̇ߠଶcos(ߠଶ− (ଵߠ

௠ܸ మ
ଶ = ଶ݈

ଶ̇ߠଶ
ଶ

+ ଵ݈
ଶ̇ߠଵ

ଶ
+ 2 ଵ݈ ଶ݈̇ߠଵ̇ߠଶ puisque cos(ߠଶ− (ଵߠ ≈ 1

D’où ௖೘ܧ మ
=

ଵ

ଶ
݉ ଶ( ଶ݈

ଶ̇ߠଶ
ଶ

+ ଵ݈
ଶ̇ߠଵ

ଶ
+ 2 ଵ݈ ଶ݈̇ߠଵ̇ߠଶ)

Après tout calcul fait, l’énergie cinétique s’écrit :

஼ܧ =
1

2
(݉ ଵ + ݉ ଶ) ଵ݈

ଶ̇ߠଵ
ଶ

+
1

2
݉ ଶ ଶ݈

ଶ̇ߠଶ
ଶ

+ ݉ ଶ ଵ݈ ଶ݈ߠଵ̇ߠଶ̇

Pour l’énergie potentielle

௣ܧ = ݉ ଵ݃ℎଵ + ݉ ଶ݃ℎଶ

௣ܧ = ݉ ଵ݃ ଵ݈(1− (ଵߠݏܿ݋ + ݉ ଶ݃( ଵ݈(1 − (ଵߠݏܿ݋ + ଶ݈(1− ((ଶߠݏܿ݋

௣ܧ = ݉ ଵ݃ ଵ݈
ఏభ

మ

ଶ!
+ ݉ ଶ݃ ଵ݈

ఏభ
మ

ଶ!
+ ݉ ଶ݃ ଶ݈

ఏమ
మ

ଶ!
puisque (1 − (ଵߠݏܿ݋ =

ఏభ
మ

ଶ!
et (1 − (ଶߠݏܿ݋ =

ఏమ
మ

ଶ!

Le Lagrangien s’écrit :

=ܮ
1

2
(݉ ଵ + ݉ ଶ) ଵ݈

ଶ̇ߠଵ
ଶ

+
1

2
݉ ଶ ଶ݈

ଶ̇ߠଶ
ଶ

+ ݉ ଶ ଵ݈ ଶ݈ߠଵ̇ߠଶ̇− ݉ ଵ݃ ଵ݈

ଵߠ
ଶ

2!
− ݉ ଶ݃ ଵ݈

ଵߠ
ଶ

2!
− ݉ ଶ݃ ଶ݈

ଶߠ
ଶ

2!

2. Les deux équations différentielles du mouvement sont :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
݀

ݐ݀
ቆ
ܮ߲

ଵ̇ߠ߲
ቇ− ൬

ܮ߲

ଵߠ߲
൰= 0 ⇔ (݉ ଵ + ݉ ଶ) ଵ݈

ଶߠଵ̈ + ݉ ଶ ଵ݈ ଶ݈ߠଶ̈ + ݉ ଵ݃ ଵ݈ߠଵ + ݉ ଶ݃ ଵ݈ߠଵ = 0

݀

ݐ݀
ቆ
ܮ߲

ଶ̇ߠ߲
ቇ− ൬

ܮ߲

ଶߠ߲
൰= 0⇔ ݉ ଶ ଶ݈

ଶߠଶ̈ + ݉ ଶ ଵ݈ ଶ݈ߠଵ̈ + ݉ ଶ݃ ଶ݈ߠଶ = 0

3. On pose L1 = L2= L et m = m1 = m2 puis nous déterminons les pulsations propre des deux

modes :

Les deux équations différentielles du mouvement précédent s’écrivent comme suit :

ቊ
2݉ ݈ଶߠଵ̈ + ݉ ݈ଶߠଶ̈ + 2݉݃ ଵߠ݈ = 0

݈݉ଶߠଶ̈ + ݈݉ଶߠଵ̈ + ݉݃ ଶߠ݈ = 0

On divise les équations ci-dessus par ݈݉ଶon obtient :

൞
ଵ̈ߠ2 + ଶ̈ߠ + 2

݃

݈
ଵߠ = 0 (1)

ଶ̈ߠ + ଵ̈ߠ +
݃

݈
ଶߠ = 0 (2)

On cherche des solutions de la forme :

൝
ଵߠ = ଴ଵߠ cos(ݐݓ+ ߮ଵ )

௡௢௧௔௧௜௢௡ ௖௢௠ ௣௟௘௫௘
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ଵߠ = ଴ଵ݁ߠ

௜ఝభ݁௜௪௧ = ଵതതത݁ߠ
௜௪௧

ଶߠ = ଴ଶߠ cos(ݐݓ+ ߮ଶ )
௡௢௧௔௧௜௢௡ ௖௢௠ ௣௟௘௫௘
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ଶߠ = ଴ଶ݁ߠ

௜ఝమ݁௜௪௧ = ଶതതത݁ߠ
௜௪௧
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ቊ
ଵ̈ߠ = ݓ− ଶ ଵതതത݁ߠ

௜௪௧ = ݓ− ଶߠଵ
ଶ̈ߠ = ݓ− ଶ ଶതതത݁ߠ

௜௪௧ = ݓ− ଶߠଶ

en remplaçant ଵ̈ߠ , ,ଶ̈ߠ ଵߠ et ଶߠ dans les deux equations (1) et (2), on obtient :

൞
ݓ2− ଶߠଵതതത− ݓ ଶߠଶതതത+ 2

݃

݈
=ଵതതതߠ 0

ݓ− ଶߠଶതതത− ݓ ଶߠଵതതത+
݃

݈
=ଶതതതߠ 0

Ce système homogène admet des solutions non nulles si, et seulement si le déterminant est

nul :

ܦ = ተ
ݓ2− ଶ + 2

݃

݈
− ݓ ଶ

ݓ− ଶ − ݓ ଶ +
݃

݈

ተ= 0

ܦ = ቀ−2ݓ ଶ + 2
݃

݈
ቁቀ−ݓ ଶ +

݃

݈
ቁ− ݓ ଶݓ ଶ = 0

ܦ = ቆݓ ସ− ݓ4 ଶ
݃

݈
+ 2

݃ଶ

ଶ݈
ቇ= 0

On pose ݓ ସ = ܻ, l’équation de ܦ s’écrit :

ܦ = ቆܻଶ− 4ܻ
݃

݈
+ 2

݃ଶ

ଶ݈
ቇ= 0 → le discriminant réduit ∆ᇱ= 2

݃ଶ

ଶ݈

L’équation ቀܻ ଶ− 4ܻ+ 2
௚మ

௟మ
= 0ቁ admet deux solutions :

൞
ଵݓ

ଶ =
݃

݈
൫2 + √2൯→ ଵݓ = (

݃

݈
൫2 + √2൯)ଵ/ଶ

ଵݓ
ଶ =

݃

݈
൫2 − √2൯→ ଵݓ = (

݃

݈
൫2 − √2൯)ଵ/ଶ

Exercice 8

Le dispositif de la figure (4.8.a) est composé de deux oscillateurs (M, R) et (m, 2k) couplés par

un ressort k se trouvant à une distance A du centre O du disque de rayon R. On considère les

oscillations de faibles amplitudes, on donne : cmAOamMRJ O 1,
2

1 2
/ 

1. Trouver les équations du mouvement.

2. Expliciter les solutions des équations du mouvement.

3. Que deviennent les équations du mouvement si le ressort 2k n’existait pas.

4. On place un pendule au centre du disque O de longueur l puis on excite la masse m avec

une force tFtF  cos)( 0 , mais cette fois-ci, le cylindre (M, R) roule sans glisser sur le plan



Chapitre 4 Méthode de Lagrange et Système à Deux Degrés de Liberté

88

horizontal. Calculer le Lagrangien pour le système (fig.4.8.b) et déduire la pulsation de

résonnance et d’antirésonance.

Solution :

1. Les équations du mouvement pour la figure (4.8.a)

L’allongement du ressort k reliant les deux oscillateurs est : sinAxxk 

L’énergie cinétique :

.
2

.
22

.
2

.

/
2

1

2

1
)(

2

1
)(

2

1
xmmxmJTTT OmM   (1)

L’énergie potentielle :

22
2 )sin(

2

1
kxAxkUUU kk   (2)

La fonction de Lagrange :

))sin(
2

1
(

2

1

2

1 22
.
2

.
2 kxAxkxmmUTL   (3)

2.2 Les équations différentielles du mouvement sont :

Les équations de Lagrange dans le cas d’un système libre à deux degré liberté sont :














































































0302)(0

00)sin(cos0

....

.

....

.






kkxxmkAxAxkxm
x

L

x

L

dt

d

kxkmAxkAm
LL

dt

d

(4)

L’équation (4) admet deux solutions harmoniques.

On pose deux solutions complexes de la forme :

Fig.4.8.a
Fig.4.8.b
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xtxt

eAtxeAt
tt

2
..

2
..

)(

2
)(

1

)(,)(

)(,)( 21











(5)

En injectant l’équation (5) dans l’équation (4) on trouve :










































0

0

)3(

)(

0)3(

0)(
2

2

2

2

xkmk

kkm

kxkm

kxkm 








(6)

Nous calculons le déterminant du système d’équations (6) :

0)3)((

0
)3(

)(

222

2

2









kkmkmD

kmk

kkm
D







(7)

On pose d2 , l’équation (7) devient :

024 222  kkmddmD (8)

L’équation (8) admet deux solutions puisque le discriminant 08 22 mk :
















m

k
d

m

k
d

)22(

)22(

2
2

2

1
2

1





Calcul des modes propres

Le premier mode :
m

k)22(
1

2 


On a :













21

1
)21(0)21( Vxkkx




Le deuxième mode :
m

k)22(2
2




On a :













21

1
)21(0)21( Vxkkx




Donc, la solution est :
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)cos(
1

21
)cos(

1

21
222111 










 








 









tAtA

x

)cos()cos()(

)cos()21()cos()21()(

222111

222111









tAtAtx

tAtAt

3. Les équations du mouvement si le ressort 2k n’existent pas.

L’énergie cinétique :

.
2

.
22

.
2

.

/
2

1

2

1
)(

2

1
)(

2

1
xmmxmJTTT OmM  

L’énergie potentielle :

2)sin(
2

1
AxkUU k 

La fonction de Lagrange :

))sin(
2

1
(

2

1

2

1 2
.
2

.
2  AxkxmmUTL 

Les équations différentielles du mouvement :

00)sin(cos0
....

.
























kxkmAxkAm

LL

dt

d










00)(0
....

.

































kkxmxAxkxm

x

L

x

L

dt

d

4. On place un pendule au centre du disque O de longueur L puis, on excite la masse m avec

une force excitatrice tFtF  cos)( 0 .

4.1 Le Lagrangien pour le système (fig.4.8.b).

Le cylindre (M, R) roule sans glisser sur le plan horizontal, dans se cas il fait un mouvement

de rotation et de translation en même temps, donc l’énergie cinétique du cylindre s’écrit :

ெܶ = ோܶ௢௧௔௧௜௢௡ + ௧ܶ௥௔௡௦௟௔௧௜௢௡ =
1

2
ߠ଴̇/ܬ

ଶ +
1

2
ܯ ெܸ

ଶ

ெܶ =
1

2
൬

1

2
ܯ ܴଶ൰̇ߠଶ +

1

2
ܯ ܴଶ̇ߠଶ =

3

4
ܯ ܴଶ̇ߠଶ

L’énergie cinétique de la masse m2 est :

௠ܶ మ
=

1

2
݉ ଶ ௠ܸ మ

ଶ =
1

2
݉ ଶ(̇ݔ௠ మ

ଶ + ௠ݕ̇ మ
ଶ )
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On a :

௠ݔ మ
= −ߠ݊ݏ݈݅ →ߠܴ ௠ݔ̇ మ

= ߠ݈̇ −ߠݏܿ݋ ߠܴ̇

௠ݕ మ
= →ߠݏ݋݈ܿ ௠ݕ̇ మ

= ߠ݊ݏ݅ߠ݈̇

On remplace ,ଶݔ̇ ଶݕ̇

௠ܶ మ
=

1

2
݉ ଶ(( ߠ݈̇ −ߠݏܿ݋ ଶ(ߠܴ̇ + ( (ଶ(ߠ݊ݏ݅ߠ݈̇

Puisque +ߠଶݏܿ݋ ߠଶ݊ݏ݅ = 1 et faible oscillation ≈ߠݏܿ݋ 1

௠ܶ మ
=

1

2
݉ ଶ(݈− ܴ)ଶߠଶ̇

L’énergie cinétique de la masse m1 est :

௠ܶ భ
=

1

2
݉ ଵ ௠ܸ భ

ଶ =
1

2
݉ ଵ൫̇ݔ௠ భ

ଶ ൯=
1

2
݉ ଵ̇ݔ

ଶ

L’énergie cinétique totale du système :

ܶ = ெܶ + ௠ܶ భ
+ ௠ܶ మ

ܶ =
3

4
ܯ ܴଶ̇ߠଶ +

1

2
݉ ଶ(݈− ଶ̇ߠ(ܴ +

1

2
݉ ଵ̇ݔ

ଶ

L’énergie potentielle :

)cos1()sin(
2

1
2

2

2
  gLmxAkUUU mk

Faible oscillation  sin et
2

)cos1(
2

 

2
2

2

2

1
)(

2

1
 gLmxAkU 

La fonction de Lagrange :

=ܮ ܶ− ܷ =
3

4
ܯ ܴଶ̇ߠଶ +

1

2
݉ ଶ(݈− ଶ̇ߠ(ܴ +

1

2
݉ ଵ̇ݔ

ଶ−
1

2
−ߠܣ݇) −ଶ(ݔ ݉ ଶ݃ܮ

ଶߠ

2!

Les équations différentielles du mouvement :

൞

݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ߠ߲̇
൰− ൬

ܮ߲

ߠ߲
൰= 0 ⇔

3

2
ܯ ܴଶ̈ߠ+ ݉ ଶ(݈− +ߠ̈(ܴ ݉ ଶ݃ߠܮ+ −ߠଶܣ݇ =ݔܣ݇ 0 (9. )ܽ

݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ݔ߲̇
൰− ൬

ܮ߲

ݔ߲
൰= ଴ܨ ݉⇔ݐΩݏܿ݋ ଵ̈ݔ+ −ݔ݇ ߠܣ݇ = ଴ܨ ݐΩݏܿ݋ (9. )ܾ

On divise l’équation (9.a) par ܯ3) ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ) s’écrit :

+ߠ̈
2(݉ ଶ݃ܮ+ (ଶܣ݇

ܯ3 ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ)
−ߠ

2 ܣ݇

ܯ3 ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ)
=ݔ 0 (10. )ܽ

En divisant l’équation (9.b) par 1m , on obtient :
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t
m

F

m

kA
x

m

k
x  cos

1

0

11

..

 (10.b)

4.2 La pulsation de résonnance et d’antirésonance.

On pose deux solutions complexes sous la forme :

xtxt

eAtxeAt
titi

2
..

2
..

)(

2
)(

1

)(,)(

)(,)(










En introduisant les deux solutions dans les équations du mouvement (10.a) et (10.b), on

obtient :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ቆ−Ωଶ +

2(݉ ଶ݃ܮ+ (ଶܣ݇

ܯ3 ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ)
ቇܣଵതതത−

2 ܣ݇

ܯ3 ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ)
=ଶതതതܣ 0 (11. )ܽ

൬−Ωଶ +
݇

݉ ଵ
൰ܣଶതതത−

ܣ݇

݉ ଵ
=ଵതതതܣ

଴ܨ
݉ ଵ

(11. )ܾ

De l’équation (11.a)

=ଶതതതܣ
൬−Ωଶ +

2(݉ ଶ݃ܮ+ (ଶܣ݇
ܯ3 ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ)

൰ܣଵതതത

2 ܣ݇
ܯ3 ܴଶ + 2݉ ଶ(݈− ܴ)

On pose ܽ=
ଶ(௠ మ௚௅ା௞஺

మ)

ଷெ ோమାଶ௠ మ(௟ି ோ)
, ܿ=

ଶ௞஺

ଷெ ோమାଶ௠ మ(௟ି ோ)
, ݀ =

௞

௠ భ
et ܾ=

௞஺

௠ భ

=ଶതതതܣ
(−Ωଶ + ଵതതതܣܽ(

ܿ

On remplace 2A , d et b dans l’équation (11.b) obtient:

cbad

m

F
c

A
m

F
Ab

c

Aa
d

m

F
AbAd







))((

)(
)()(

22
1

0

1

1

0
1

1
2

2

1

0
12

2

cbad

m

F
a

A





))((

)(

22
1

02

2

Les pulsations de résonnances sont :
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 12 AA lorsque 00))(( 22422  cbaddacbad cette

équation admet deux solutions

2

)(4)()( 2

2,1

cbaddaad 
 .

Les pulsations d’anti-résonnances sont : 02 A lorsque aa  22 0)(

Exercice 9

Dans le système de la figure 4.9 la masse m1 est fixée par un ressort k1 et la masse m2 par un

ressort k2 puis on couple les deux masses par un amortisseur de coefficient de frottement

visqueux α. On considère les oscillations de faible amplitude.

1. Calculer l’énergie cinétique et l’énergie potentielle.

2. Déduire la fonction de dissipation puis la fonction de Lagrange.

3. Trouver les équations du mouvement.

4. On excite la masse m1 avec une force excitatrice tFtF  cos)( 0 . Déduire les équations du

mouvement pour ce système, son impédance d’entrée puis décrire l’analogie électrique.

Solution

L’énergie cinétique est :
2

2

.

2
2

1

.

1 )(
2

1
)(

2

1
21

xmxmTTT mm 

L’énergie potentielle est : 2
22

2
11 )(

2

1
)(

2

1
21

xkxkUUU kk 

2. La fonction de dissipation est :
2

.

2

.

1 )(
2

1
xxD  

La fonction de Lagrange :

2
22

2
11

.
2
22

.
2
11 )(

2

1
)(

2

1

2

1

2

1
xkxkxmxmUTL 

3. Les équations différentielles du mouvement sont :

Fig.4.9
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
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d
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x

D

x

L

x

L

dt

d





(1)

4. En excitant la masse m1 avec une force excitatrice tFtF  cos)( 0 , l’équation (1)

devient :

0
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





















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


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
















































xxxkxm
x

D

x

L

x

L

dt

d

tFxxxkxm
x

D

x

L

x

L
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d





(2)

4.2 L’impédance d’entrée :

On pose deux solutions complexes sous la forme :

22
2

2

..
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2
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1

2
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.
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.
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)()(,)()(
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VitxtxVitxtx
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V
txtxitxV
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V
txxitxV

eAtxeAtx titi









 

En remplaçant les deux solutions x1(t) et x2(t) dans l’équation (2), on obtient :




















0)(0

)(

12
2

2122222
2

21
1

1021111
2

1

ViVi
i

k
miAiAiAkAm

FViVi
i

k
imFAiAiAkAm





(3)

On pose : 





 iZ
i

k
mZ

i

k
miZ 0

2
2

2
2

1
11 ,,

L’équation (3) s’écrit :














1

02

0
210202

20101

0)(
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V
ZZ

Z
VVZVZZ

FVZVZZ

En remplaçant 1

02

0
2 V

ZZ

Z
V


 dans l’équation FVZVZZ  20101 )( , on obtient :
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)())(()(
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0
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0
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Z
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Z
ZVZZ


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





D’où, l’impédance d’entrée : )//()( 211
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21
1

1

ZZZ
ZZ

ZZ
Z

V

F





4.2 Analogie électrique

ceresiZ

CurcondensateLbobineZ

CurcondensateLbobineZ

tan

)()(

)()(

0

22

11







Exercice 10

Soient les circuits électriques représentés par les figures ci-dessous. Etablir les équations

différentielles régissant les oscillations des charges électriques pour chacun des circuits. On

décrira les oscillations électriques dans chaque maille associée au circuit correspondant.

Déterminer les pulsations propres pour le circuit (d).
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Solution

1. Les équations différentielles régissant les oscillations des charges électriques dans les deux

mailles pour chaque circuit électrique.

1- Circuit électrique (a)

Maille électrique (1) :

0)(
11

0 11211

1

1
11 11

 iRqq
c

q
cdt

di
LUUUU RCCL (1)

En remplaçant
..

12
1

2
1

.

1
1

1 , q
td

qd

dt

di
q

dt

dq
i  dans l’équation (1), on obtient :

0
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)
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( 21

1
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.
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1  q
c

q
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qRqL (2)

Maille électrique (2) :

0)(
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2

22 22
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c
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c
iR

dt
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LUUUU RCCL (3)

En remplaçant 2

..

2
2

2
2

.

2
2

2 , q
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qd

dt

di
q

dt

dq
i  dans l’équation (3), on obtient :

0
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c

q
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qRqL

Donc, les deux équations différentielles sont :














0
1

)
11

(

0
1

)
11

(

12

2

2

.

22

..

2

21

1

1

.

11

..

1

q
c

q
cc

qRqL

q
c

q
cc

qRqL

(4)

2- Circuit électrique (b)

Maille électrique (1) :

0
1

)(0 2

.

1

1

1

.

11

..

11 11
 qRq

c
qRRqLUUUU RRCL (5)

Maille électrique (2) :

0
1

)(0 1

.

2

2

2

.

22

..

22 22
 qRq

c
qRRqLUUUU RRCL (6)

Donc les deux équations différentielles sont :
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












0
1

)(

0
1

)(

12

2

2

.

22

..

2

2

.

1

1

1

.

11

..

1

Rqq
c

qRRqL

qRq
c

qRRqL

3- Circuit électrique (c)

Maille électrique (1) :

0
1

)(0 2

..

1

1

1

.

11

..

11 11
 qLq

c
qRqLLUUUU RLCL (7)

Maille électrique (2) :

0
1

)(0 1

..

2

2

2

.

22

..

22 22
 qLq

c
qRqLLUUUU RLCL (8)

Donc, les deux équations différentielles sont :














0
1

)(

0
1

)(

1

..

2

2

2

.

22

..

2

2

..

1

1

1

.

11

..

1

qLq
c

qRqLL

qLq
c

qRqLL

4- Circuit électrique (d)

Maille électrique (1) :

0)(
11

0 211

1

1
11 1

 qq
c

q
cdt

di
LUUU CCL (9)

avec :
..

12
1

2
1

.

1
1

1 , q
td

qd

dt

di
q

dt

dq
i 

En remplaçant
..

12
1

2
1

.

1
1

1 , q
td

qd

dt

di
q

dt

dq
i  dans l’équation (9), on obtient :

0
1

)
11

( 21

1

1

..

1  q
c

q
cc

qL (10)

Maille électrique (2) :

0)(
11

0 121

2

2
22 2

 qq
c

q
cdt

di
LUUU CCL (11)

En remplaçant 2

..

2
2

2
2

.

2
2

2 , q
td

qd

dt

di
q

dt

dq
i  dans l’équation (11), on obtient :

0
1

)
11

( 22

2

2

..

2  q
c

q
cc

qL

Donc, les deux équations différentielles sont :
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












0
1

)
11

(

0
1

)
11

(

12

2

2

..

2

21

1

1

..

1

q
c

q
cc

qL

q
c

q
cc

qL

(12)

L’équation (12) peut s’écrire en fonction des deux courant 1i et 2i :














0
1

)
11

(

0
1

)
11

(

12

2

2

..

1

21

1

1

..

1

i
c

i
cc

iL

i
c

i
cc

iL

2. Les pulsations propres pour le circuit (d).

On considère deux solutions sinusoïdales :

)()sin()()sin()( 1
2

1
2

11

..

111 tqtAtqtAtq  

)()sin()()sin()( 2
2

2
2

22

..

222 tqtAtqtAtq  

En remplaçant )(1

..

tq , )(1 tq , )(2 tq et )(2

..

tq dans l’équation (12), on obtient alors:














0)(
1

)())
11

((

0)(
1

)())
11

((

12

2

2
2

21

1

2
1

tq
c

tq
cc

L

tq
c

tq
cc

L





(13)

L’équation (13) admet des solutions non nulles si et seulement si le déterminant est nul

0

))
11

((
1

1
))

11
((

2

2
2

1

2
1







cc
L

c

ccc
L





(14)

On remplace L1=L2=L, C1=C2=C dans l’équation (14) :

0
1

)
2

(0

)
2

(
1

1
)

2
(

2

22

2

2







cc
L

c
L

c

cc
L







(15)

D’où les pulsations propres de ce système électrique (d) sont données par:

Lc

Lc

3

,
1

2

1








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Rappel de cours sur les ondes progressives.

5.1 Définition.

Une onde progressive est une perturbation périodique (qui se répète dans le temps) et qui se

déplace dans l’espace, telles les vagues à la surface de l’eau, les ondes sonores et les ondes

électromagnétiques. Une onde ne peut être périodique que si sa source est elle-même

périodique. Comme tous les phénomènes périodiques, une telle onde est aussi caractérisée par

sa fréquence f qui peut être calculée à partir de différentes relations.

Sa pulsation : aussi appelée vitesse angulaire (en radians/seconde) est égale à fw 2 ,

f étant la fréquence du signal (le nombre de périodes par seconde).

La fréquence f est liée à la période T par cette la relation :
2

1 w

T
f  .

La période T est un temps, c’est la durée qui sépare les instants où le signal périodique se

retrouve dans des états identiques (même valeur et même sens de variation, par exemple deux

maximums, deux minimums, ou dans le cas d’un signal sinusoïdal, deux passages par zéro

dans le même sens, tous deux montants ou tous deux descendants).

5.2 Différentes catégories d’ondes.

Onde transversale : le mouvement des particules de la matière qui propagent l’onde sont

perpendiculaires à la direction de propagation de l’onde elle-même (Ex : onde le long d’une

corde)

Onde longitudinale : le mouvement des particules de la matière qui propagent l’onde sont

dans la même direction que la direction de propagation de l’onde elle-même (Ex : onde le

long d’un ressort)

Onde à une dimension : Ondes qui se propagent le long d’un ressort ou le long d’une corde.

Onde à deux dimensions : Vagues de surface.

Onde à trois dimensions : Ondes sonores et ondes lumineuses.

5.3 Propriétés.

Les ondes progressives ont en un point donné dans l’espace une périodicité temporelle T.

C’est à dire qu’elles sont engendrées par une répétition périodique de signaux identiques avec

cette période T. Les ondes progressives ont également à un instant donné une périodicité

spatiale. Au point d’émission, la perturbation du milieu se reproduit à l’identique après une
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durée de temps T. Mais pendant cette durée, l’onde s’est déplacée à la vitesse V, elle a donc

parcouru au terme de cette durée une distance TV . Cette distance qui sépare donc les lieux où

la perturbation du milieu se reproduit à l’identique est appelée la longueur d’onde et est notée

VT , V est la vitesse de propagation de l’onde (dans le cas des ondes électromagnétiques

dans le vide, cette vitesse de propagation correspond à la vitesse de la lumière, V=

C=310+8m/s). La longueur d’onde  est égale à la distance parcourue pendant une période.

Plus généralement, après une durée t, l’onde a progressé de la distance x = Vt. On peut

l’exprimer d’une autre façon, équivalente : à la distance x de la source et au temps t, l’onde a

la valeur qu’avait la source au temps
V

x
t  . En effet, à la distance x de la source et à l’instant

t, l’onde a la valeur qu’avait à la source au temps t−t0, t0 étant le temps mis pour parcourir la

distance x, c’est à dire que t0 = x/v , donc on retrouve bien t−t0=
V

x
t 

5.4 Etude Théorique.

5.4.1 Expression de Y (x, t).

Soit Y la valeur de la perturbation (qui peut signifier par exemple suivant la nature du

problème réel au quel on est confronté la hauteur d’une vague, la position d’un point d’une

corde vibrante, l’intensité d’une tension ou d’un courant électrique, d’un champ électrique ou

magnétique, etc....). L’expression de Y (x, t) est une fonction de deux variables qui sont:

l’espace x et le temps t. Considérons une onde progressive sinusoïdale se propageant sur l’axe

)( ' xx dans le sens positif (de 'x vers x ).

)cos(),0( wtAty  (5.1)

Ou ),0( ty désigne la valeur de Y à l’endroit x = 0 et au temps t.

Un point quelconque M atteint par l’onde subit une perturbation identique à celle de la source

à l’instant t : .
V

x
ttt M 

V

x
tM  : temps mis par l’onde pour parcourir la distance OM.

V : vitesse de propagation de l’onde ou célérité.

)()(
V

x
tytty M  (5.2)

De ces deux équations on déduit:
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)cos()(cos)(
V

wx
wtA

V

x
twA

V

x
ty 

Or nous avons la pulsation
T

w
2

 et la longueur d’onde VT

On remplace w et dans l’équation précédente on obtient :

)
22

cos(),(


 Tx

T
t

T
Atxy  (5.3)

Nous posons le vecteur d’onde


2
k , puis on le remplace dans l’équation (5.3) on

obtient :

)
2

cos(),( kxt
T

Atxy 


(5.4)

Si l’onde se déplace en sens inverse dans le sens x vers 'x le même calcul donne:

)cos()
2

cos(),( kxwtAkxt
T

Atxg 


(5.5)

L’équation générale d’une onde progressive sinusoïdale est :

)cos()cos(),(),(),( kxwtAkxwtAtxgtxytxG  (5.6)

En dérivant deux fois l’équation (5.6) par rapport à t puis par rapport à x on obtient l’équation

de propagation :

߲ଶ(ݐ,ݔ)ܩ

ଶݐ߲
= ܸଶ

߲ଶ(ݐ,ݔ)ܩ

ଶݔ߲
(5.7)

dont la solution générale G(x, t) est décrite par l’expression (5.6).

Applications

Exercice 1

Une corde tendue très longue est excitée à l’une de ses extrémités par un mouvement

transversal d’amplitude A=40 cm et d’équation: =ݕ ܣ sinݐݓ.

1. Trouver l’équation de l’onde progressive dans corde.

Une source fait vibrer une corde à 20 Hz en lui imprimant un mouvement harmonique simple.

La tension est F=40 N et on admet que 10 m de longueur pèse 10 g.

2. Calculer la célérité V de l’onde ainsi que le vecteur d’onde.

3. Ecrire l’équation du mouvement d’un point M distant de 2m de la source.

4. A quelle distance se trouve deux points voisins vibrants en opposition de phase.
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Solution

1.L’équation de l’onde progressive de la corde est :

)kx-sin(wtA

)
2

-sin(wtA

)
2

-sin(wtA

)
w

-sin(wtA

))-sin(w(tA)(

















x
VT

x
V

x
V

x

V

x
ty

On a :

A = 0.4 m )kx-sin(wt4.0),(  txy

2. La corde est soumise à une tension F=40 N et on admet que 10 m de longueur pèse 10 g.

2.1 La célérité d’une onde dans une corde est définie par :

smV

m

FL
V

F
V

/200
01.0

10*40







2.2 Le vecteur d’onde est :

510

2
10

20

200

1










km

f
VVT

3. L’équation du mouvement d’un point M distant de 2m de la source est :

)
5

2
-t04sin(4.0),2(

)2k-sin(wt4.0),2(






ty

ty

4. La distance entre deux points voisins vibrants se trouve en opposition de phase est :

mxxkx 5
2

2








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Exercice 2

Une onde progressive )56sin(47.0),( xwttxy  de fréquence 13Hz se propage dans la

direction (ox) d’un repère cartésien Oxyz.

1. Exprimer la longueur d’onde et la célérité de propagation.

2. Calculer la vitesse maximale et l’accélération maximale.

3. Soit une onde )66.0451570sin(026.0),(  xttxy calculer
2

2

,
t

y

t

y








à l’instant t = 2s

et x = 1m.

4. L’onde de propagation dans une corde est caractérisée par la fonction

)1020cos(),(   xtAtxy à l’instant t = 1s, on observe cmy 1)1,2(  et

scmy /320)1,2(
.

 , déterminer la valeur de l’amplitude A et la phase .

Solution

1. La longueur d’onde est:

56

2
56

2 





k

La célérité de propagation est :

56

26
13

56

2 
  fV

2.1 La vitesse maximale :

La vitesse du point : )56cos(47.0)56sin(47.0),( xwtw
t

y
xwttxy 






La vitesse maximale est : smfw
t

y
/22.12)2(47.047.0  





2.2 L’accélération maximale :

L’accélération du point : )5626sin(47.0 2

2

2

xtw
t

y







L’accélération maximale est : 2222

2

2

/72.317)26(47.047.0 smw
t

y
 





3. Une onde )66.0451570sin(026.0),(  xttxy
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)66.0451570cos(026.0*1570 



xt

t

y

Pour t = 2s et x = 1m sm
t

y
/5.40)66.0)1(45)2(1570cos(026.0*1570 






)66.0451570sin(026.0*)1570( 2

2

2





xt

t

y

Pour t=2s et x=1m 232

2

2

/210.8)66.0)1(45)2(1570cos(026.0*)1570( 



 sm

t

y

4. La valeur de l’amplitude A est :

D’après la fonction d’onde )1020cos(),(   xtAtxy , on déduit l’expression de la

vitesse transversale : )1020sin(20),(
.

  xtAtxy

À l’instant t = 1s et x=2cm on a :

cmAcmAy 1)cos(1)2020cos()1,2(   (1)

3)sin()2020sin(20)1,2(
.

  AAy (2)

On met l’équation (1)2+l’équation (2)2 on obtient :










4

1)(sin)(cos
4))(sin)((cos

22
222

A
A




d’où l’amplitude A=2

On obtient de l’équation (1) la phase
3


  .

L’équation d’onde s’écrit comme suit :

)
3

1020cos(2),(


  xttxy

Exercice 3

Une onde se propage avec une célérité V=340 ms-1 dans les conditions ordinaires de

température.

1. Déterminer le domaine de longueur d’onde de cette onde sachant que son domaine de

fréquence est compris entre 20Hz et 20kHz.

2. La fréquence d’immobilisation est de l’ordre 15 Hz, quelle est la célérité de l’onde à la

surface de l’eau sachant que la distance entre deux maximums consécutifs est de 3cm.

3. On enregistre une onde à l’aide d’un micro phone relié à un oscilloscope. Sachant que la

durée de balayage est fixe sur 1ms/div (figure1), que la température de la salle est de l’ordre
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T=25°C et que la vitesse de propagation de l’onde
5.0











M

RT
V  avec 4.1 ; SIR 32.8

et 1.29  molgM . Calculer la vitesse de l’onde, la période, la fréquence ainsi que la

longueur d’onde.

Solution

L’expression de la longueur d’onde
f

V
VT 

1.1 Pour une fréquence mHzf 17
20

340
20   .

1.2 Pour une fréquence mkHzf 2

3
710,1

2010

340
20 


  .

Le domaine de longueur d’onde pourߣ cette onde est 1.7ܿ݉ < ≥ߣ 17݉ .

2. La célérité de l’onde à la surface d’eau :

La longueur d’onde est : 12 45.015310   msfV
f

V
TV 

3.1 La vitesse d’onde est donnée par cette équation :

sm
M

RT
V /31.1935

2910

2537332.84.1
3

5.0














3.2 La période : sT 3410.2 

3.3 La fréquence : 13

3
4110.0

410.2

11 


 s

T
f

3.4 La longueur d’onde : mVT 64.2410.2*31.1935 3  

t(ms)

A(m)

Figure.1
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Exercice 4

Le mouvement d’une extrémité d’une corde vibrante est sinusoïdal avec une fréquence

100Hz, d’amplitude 4mm et la vitesse de propagation est de 30m/s.

1. Ecrire l’équation du mouvement pour un point M de la corde (t = 0s, y = 0m).

2. Exprimer l’équation de la forme de cette corde à t = 0.1s puis à t = 0.1025s.

3. Elaborer un schéma identique pour le point M3 telle que la distance entre M3 et la source M

soit de 0.15m.

4. Les deux graphes représentent la forme de la corde à deux instants différents t = 60 ms et t

= 120ms, déduire la longueur d’onde, la période ainsi que la vitesse.

Solution

1. L’équation de mouvement pour le point M (source) :

)sin(  wtxyM

120010022  sradfw 







,0

0)sin(

0))0(sin(

00









x

wx

ytpour M

Pour )( validenon  parce que la vitesse est négative

Dou l’équation de la source M est : )200sin(4 tyM 

2. 1 La forme de la corde à t=0.1s est :
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)(
1

 tyy MM

)
2

)1.0(200sin(4

)
2

)(200sin(4

1

1

xy

xty

M

M















La longueur d’onde : m
f

V
3.0

100

30


La longueur de la corde qui vibre : mVtL 3)1.0(30 

On a 10
3.0

3





L
mmL la longueur d’onde

x 0

4



2



4

3 

y 0 -4 0 4 0

2.2 La forme de la corde à t=0.1025s

)
2

)1025.0(200sin(4
1

xyM



 

)
2

cos(4

)
2

20
sin(4

)
2

20
20sin(4

1

1

1

xy

xy

xy

M

M

M


















y  m 

   9 8 7 6 4  5 3 2  x  m 

t = 0 , 1 s

Fig.5.1 : Forme de la corde à t=0.1s
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La longueur de corde qui vibre est : mVtL 075.3)1025.0(30 

sachant que : 25.10
3.0

075.3





L
mmL de longueur d’onde

x 0

4



2

3

4

3 

y 4 0 -4 0 4

y(m )

10 x (m )
9

8765432

t= 0 ,1 02 5s

3. La forme de la corde lorsque la distance entre le point M3 et la source M de 0.15m est :

)
2

)(200sin(4
3

xtyM



 

Or,  mxm 15.0,3.0 ))(200sin(4)15.0
3.0

2
)(200sin(4

3



  ttyM

On a : ))(200sin(4))(200sin(4
3

ttyM  

Le temps nécessaire pour que la corde vibre est : s
V

x
tVtx 3510

30

15.0 

La période est : sTVT 210
30

3.0 

y(m)

x(m)32

x=0,15m

Fig.5.2 : Forme de la corde à t=0.1025s.

Fig.5.3 : Forme de la corde à x=0.15m.
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4. La longueur d’onde, la période et la vitesse à partir des deux graphes :

Les deux graphes1 et 2 donnent la longueur d’onde :  =30cm=0.3m.

En comparant les deux graphes on remarque que à t=60ms et t=120ms la distance parcourue

de l’onde est égale à longueur d’ondes donc la période T=T2-T1=120-60=60ms.

La vitesse de propagation est: 1

3

2

5
6010

3010 





 ms
T

V


.

Exercice 5

On produit des ondes progressives dans un bassin d’eau en déplaçant verticalement une tige

qui effleure l’eau d’un mouvement vibratoire de fréquence 20Hz selon l’équation

)sin(3 wty  (y en mm). On observe des rides de longueur 10cm qui se propagent dans une

direction perpendiculaire à la tige.

1. Calculer le vecteur d’onde et la vitesse de propagation.

2. Etablir l’équation de déplacement d’un point situé à une distance x de la tige.

Solution

1.1 Le vecteur de la longueur d’onde:

mk 





20

)10(10

22
2




1.2. La vitesse de propagation :

sm
f

TV /
20

20



 

On a une fréquence de 20Hz 1402  sradfw 

2. L’équation de déplacement d’un point situé à une distance x de la tige est :

)4040sin(3

)sin(3

))(sin(3

),0(),(

xt
v

wx
wt

v

x
tw

v

xt
ytxy











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Exercice 6

Une onde de fréquence de 300Hz se propage dans la direction du vecteur k (2, 5, 4) rad/cm.

La phase initiale est 4/ et on considère les points suivants A(1,1,1)cm, B(-1,-2-3)cm

appartenant à cette onde.

1. Déterminer la longueur d’onde et la vitesse de propagation de cette onde

2. Calculer la position et la vitesse autour du point O à t=1s.

3. Déduire le temps que met l’onde pour parcourir 10m.

4. Calculer le temps que met l’onde pour aller du point A au point B.

5. Une source émet une onde ψ de fréquence ν qui se propage dans la direction 0x avec une

vitesse V constante. Ecrire l’équation de propagation, en posant les variables suivantes : P= t

+ x/ V, q = t – x/ V et montrer que la solution de l’équation est la somme de deux types de

signaux.

6. En déduire la forme de la solution dans le cas d’un milieu homogène linéaire et infini en

considérant le régime sinusoïdal.

Solution

1. La longueur d’onde et la vitesse de propagation de cette onde sont :

Sachant que les coordonnées du vecteur d’onde k sont (2, 5, 4) rad/cm ce qui donne :

1222 45452  cmradk


La longueur d’onde : cm
k 45

22 
  

La vitesse de propagation : scm
k

f

k

w
V /

45

6002 
 

2. La position et la vitesse autour de O à t=1s sont :

La fonction d’onde est )
4

45600cos(),(


  rtAtr m

D’où la position est : cm
A

As m
m

2
)

4
600cos()1,0( 




La vitesse est : scm
A

As m
m /

2

600
)

4
600sin(600)1,0(

. 





4. Le temps que met l’onde à parcourir 10m.
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s
V

d
t

 600

4510

45

600

10


4. 1 Le temps que met l’onde pour aller du point A au point B est :

Tout d’abord nous calculons le vecteur 4)cm-(-2,-3AB

La distance qui sépare le point A de point B en tenant compte du vecteur de propagation k

est :
45

1
-35

45

1
(2,5,4)(-2,-3,-4)u. 


ABd

AB

Le temps que met l’onde pour aller de A au point B est :

s
V

d
t AB

AB


2.63-

45/600

45

1
35-



Dans ce cas ABt et ABd sont négatifs parce que l’onde passe de point B avant le point A.

5.1. Equation de propagation :

Comme la direction de propagation est unidimensionnelle (selon ox), l’équation aux dérivées

partielles régira la fonction (ݐ,ݔ)߰ est s’écrira alors :

2

2
2

2

2

X
V

t 







(1)

5.2. La solution générale, en utilisant la méthode du changement des variables :

P= t + x/ V, q = t – x/ V

On a :

q

q

tp

p

tt 




















(2)

Avec :

,1,1 









t

q

t

p

On remplace ,1,1 









t

q

t

p
dans l’équation (2) devient :

qpt 












(3)

On multiple l’équation (3) par
t


on obtient
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pqqpqpt

q

q

qptp

p

qpt

qpttt




















































































































22

2

2

2

2

2

2

(4)

De la même façon on procède avec le deuxième terme :

Pour la première drivée on a :

q

q

xp

p

xx 




















(5)

Avec :
Vx

q

Vx

p 1
,

1 











On remplace
Vx

q

Vx

p 1
,

1 










dans l’équation (5), on obtient alors:

)(
1

qpVx 












(6)

On multiple l’équation (6) par
x


on obtient la deuxième drivée:






































































































































pqqpqpVx

q

q

qpxp

p

qpxV

qpxVxx

22

2

2

2

2

22

2 1

1

1

(7)

Donc les deux termes dans l’équation de propagation (1), on obtient :

































)(0

)(0

022

1

2

2

2

22

q
pq

p
qp

pqqp
(8)

D’où la solution totale qui s’écrit sous la forme :

)()( 21 qp 

On obtient alors la superposition (somme) de deux ondes qui s’écrit sous la forme :

)()( 21 kxwtkxwt 
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Fig.5.4 : Onde progressive dans le sens de la direction positive

Fig.5.5 : Onde réfléchie dans le sens contraire de la direction positive.

6. Dans un milieu homogène infini et en régime sinusoïdal, la solution est de la forme :

)cos()cos(),( kxwtAx
V

w
wtAtx 

Exercice 7

une onde progressive longitudinale se propage le long d’un ressort de raideur k=10 N/m , de

longueur l=50cm et de masse m=400g.

1. Etablir l’équation de propagation de cette onde.

2. Déduire l’expression de la célérité de propagation de cette onde.

3. A l’instant t=0s, le profil du ressort est décrit par la fonction
12

1
)(

2 


y
yf . Exprimer la

fonction d’onde ),( ty .

4. Déduire le profil du ressort en y=0.

5. Déduire la vitesses en y=0 à t= 3s.
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Solution

On considère petit déplacement dx du ressort d’abscisse x au repos. Celui-ci se déplace

lorsque l’onde passe. La face arrière 1M de la tranche devient 1
'M . On pose yMM 1

'
1 . La

face avant se déplace de : dx
x

y
yMM




'

22

La force exercée au point 1
'M sur le petit

déplacement dx de ressort est ff 1 et au

point M'2 la force exercée sur le ressort est:

dx
x

f
ff




2

La loi de la dynamique (loi de Newton) sur le déplacement dx :

2

2

21
t

y
dmff








Avec :
dx

dm


Suivant l’axe (ox) on obtient :

2

2

t

y
dxdx

x

f
ff









  (1)

D’prés la loi de l’élasticité le petit déplacement dx est soumise à une force moyenne de

traction égale à f qui allonge de dx
x

y




,sa raideur est de

dx

k
donc :

2

2

x

y
k

x

f

x

y
k

x

y
dx

dx

k
f



















 .

On remplace
x

f




dans l’équation (1) on obtient :

2

2

2

2

2

2

2

2

x

yk

t

y

t

y
dxdx

x

y
k























2. La célérité de propagation de l’onde est :

sm
m

klk
V

k
V /

4

50

4.0

5.0*102 


3. A l’instant t=0s, on a le profil connu
12

1
)(

2 


y
yf alors :

dx
x

y
y






dx

x x+dx

M1 M2

M’1 M’2

2f


1f


y
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1)
4

50
(2

1

)
4

50
(

)(),(

2 





ty

tyf

Vtyfty

.

4. Le profil de ressort en y=0 est :

1)50(

1

)
4

50
0(

)0(),0(

2 





t

tf

Vtft

5. La vitesse en y = 0 à t = 3s est :

)
4

50
(

),(),(
.

tyf
t

ty
t

ty










 

22

2

.

)1)
4

50
(2(

)
4

50
(

4

50
4

1)
4

50
(2

1
),(






























ty

ty

ty
t

ty

Pour y=0 à t= 3s la vitesse est donnée :

22

.

)1)
4

50
(2(

)
4

50
(

4

50
4

)3,0(






ty

ty
s

sms /9310.2

)1)
4

50
3(2(

150
)3,0( 3

22

.





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Exercice 8

Une corde homogène et inextensible de masse linéique  est tendue horizontalement avec une

tension constante 0T . Celle-ci est déplacée de sa position d'équilibre, la corde acquiert un

mouvement quasi-vertical ),( tx , celui-ci est mesuré à partir de la position d'équilibre. À

l’instant t , la tension ),( txT


exercée par la partie de la corde à droite d'un point M d'abscisse

x sur la partie gauche de la corde à gauche de M qui fait un petit angle ),( tx par rapport à

l'horizontale (Figure 5.6). On négligera les effets de la force de pesanteur et des forces de

frottement devant celui de la force de tension.

1. En considérant un tronçon infinitésimal de la corde compris entre x et dxx  , montrer que

0)),(cos(),()),(cos(),( TtdxxtdxxTtxtxT  

2. Montrer que le déplacement transversal ),( tx obéit à l'équation d'onde suivante :

2

2

22

2 ),(1),(

t

tx

Vx

tx








 

3. Exprimer V en fonction de  et 0T .

4. La corde semi-infinie est le siège de la propagation d'une onde progressive sinusoïdale de

pulsation qui se déplace dans le sens des x croissants telle que :

)cos(),( kxtAtx   .

a) Vérifier que cette onde est la solution de l'équation d'onde puis donner l'expression de la

relation de dispersion et de la vitesse de phase.

b) Calculer numériquement la vitesse de phase avec 13.0  Kgm et NT 300 

Fig.5.6
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Solution

1. En considérant un tronçon infinitésimal de la corde compris entre x et dxx 

Schéma des forces existantes sur un tronçon de la corde

En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le tronçon, on obtient :

admtdxxTtxT


 ),(),(

La projection sur l'axe horizontal (ox ) donne :

xadmtdxxtdxxTtxtxT  )),(cos(),()),(cos(),( 

Le mouvement de la corde étant quasi-vertical, l'accélération selon l’axe (o x ) est quasi-nulle :

2/0 smax  , alors :

)),(cos(),()),(cos(),( tdxxtdxxTtxtxT   (1.a)

De plus, les angles étant petits : 1)),(cos()),(cos(  tdxxtx 

l’équation (1.a) devient :

0),(),( TtdxxTtxT  (1.b)

2. Le déplacement transversal ),( tx obéit à l'équation d'onde :
2

2

22

2 ),(1),(

t

tx

Vx

tx








 

En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le tronçon dx, il vient :

admtdxxTtxT


 ),(),( (2.a)

Après projection sur l'axe ( oy ) et ),( tx étant le déplacement vertical de la corde, on obtient :

2

2

)),(sin(),()),(sin(),(
t

dmtdxxtdxxTtxtxT






 (2.b)

De plus, les angles étant petits : ),()),(sin( txtx   et ),()),(sin( tdxxtdxx  
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On remplace ),()),(sin( txtx   et ),()),(sin( tdxxtdxx   dans l’équation (2.b)

donne :

2

2

),(),(),(),(
t

dmtdxxtdxxTtxtxT






 (3)

D’aprés la premiere question on’a : 0),(),( TtdxxTtxT  l’équation précédente

devient :

2

2

0 )),(),((
t

dmtdxxtxT






 (4)

La masse linéique de corde s’exprime
dx

dm
 , d'où :

dx

dx
xT

tt
dxtdxxtxT x

)(
)),(),(( 0

2

2

2

2

0




















 (5)

On remplace
x

g






tan dans l’équation (5) celle-ci devient :

2

2
2

2

2
0

2

2

x
V

x

T

t 











 




(6)

3. La vitesse de propagation de l’onde est :


002 T

V
T

V 

4. Vérifions qu'une solution réelle de cette équation d'onde est de la forme :

)cos(),( kxtAtx   ou


2
k est appelée vecteur d’onde.

4.a) En dérivant deux fois ),( tx par rapport au temps :

),()cos(
),( 22

2

2

txkxtA
t

tx









En dérivant deux fois ),( tx par rapport à x :

),()cos(
),( 22

2

2

txkkxtAk
x

tx









En remplaçant dans l'équation d'onde (6), on obtient :

2

2
2

2

2
2 ),(),(

V
ktx

V
txk





 




Alors, )cos(),( kxtAtx   est solution de l'équation d'onde à la condition que
V

k


 :

c'est la relation de dispersion.

4.b) La vitesse de phase est aussi appelée la célérité 10 /10
3.0

30
 sm

T
V


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Rappels de cours sur les ondes stationnaires.

6.1 Définition.

On appelle onde stationnaire, une superposition de deux ondes y1 (x, t)et y2(x, t) de même

fréquence, de même polarisation, de même amplitude ou d’amplitude différente qui se

propagent suivant deux directions opposées. La superposition de ces deux ondes est illustrée

par l’équation suivante :

)
2

cos()
2

2
cos(

))(cos(
2

))(cos(
2

),(),(),(

2121

2121




















txA

V

x
t

A

V

x
t

A
txytxytxy

 En certains points y est toujours nulle: ce sont des nœuds (points immobiles). Ils sont

définis par tels que :

2
)12()

2

2
(0)

2

2
cos( 2121 














 mxxA =0

D’ou )
2

(
2

1
(

2
21



 
 mx avec m un nombre entier

 L’ensemble des points pour lequel l’amplitude A est maximale s’appelle des ventres.

On les définit par :











mxAxA 





 )

2

2
()

2

2
cos( 2121

D’où )
2

((
2

21



 
 mx

Figure 6.1 : Les positions des nœuds ou des ventres dans une onde stationnaire.

La distance entre deux nœuds ou deux ventres consécutifs est de
2


. Un ventre se situe à mi-

chemin entre deux nœuds consécutifs. Les points localisés entre deux nœuds consécutifs

vibrent en phase et les points de deux fuseaux consécutifs vibrent en opposition de phase.
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Une onde stationnaire peut être établie dans un milieu limite, elle résulte alors de la

réflexion sur les limites de ce milieu. Si le mouvement vibratoire fait apparaitre un nombre

entier n de ventres alors on peut montrer que seul le iiéme terme s’avère nécessaire pour

décrire le mouvement dans ce milieu limite. Dans ce cas l’équation de l’onde stationnaire peut

s’écrire comme suit :

)cos()
2

cos()
2

sin(),( ii

i

i

i

ii t
x

B
x

Atxy 


















avec

n : nombre de modes d’oscillations.

߱௜= ߨ2 ௜݂= ݊ߨ2 ଵ݂ : pulsation du iiéme mode. Avec 1 ≤ ݅≤ ݊

:௜ߣ longueur d’onde(ߣ௜=
௙

௙೔
) pour le iiéme mode.

6.2 Les ondes électromagnétiques.

La nécessité d’introduire les différents concepts liés à l’optique géométrique nous oblige à

présenter de manière succinte les principales propriétés des ondes électromagnétiques

(lumière). En effet, les ondes électromagnétiques sont des phénomènes périodiques qui,

contrairement au son, se propagent aussi bien dans le vide que dans l’air. Dans le vide, leur

vitesse est la plus grande qui puisse exister dans l’univers. On parle de célérité ou de la vitesse

de la lumière et elle est représentée par le symbole C (C = 310+8 ms−1). Dans les milieux

matériels isotropes, les ondes électromagnétiques se propagent à une vitesse plus lente notée

V. Si n est l’indice du milieu traversé, on peut écrire ܸ =
஼

௡
. Les ondes électromagnétiques,

décrites par deux champs vectoriels, électrique (ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ et magnétique (ݐ,ݎ⃗)ሬሬ⃗ܪ vérifient

l’équation d’onde suivante dans un milieu transparent, homogène et isotrope:

(ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ∆ −
1

ܸଶ
߲ଶ

ଶݐ߲
(ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ = 0ሬ⃗ (ݐ,ݎ⃗)ሬሬ⃗ܪ∆ݐ݁ −

1

ܸଶ
߲ଶ

ଶݐ߲
(ݐ,ݎ⃗)ሬሬ⃗ܪ = 0ሬ⃗

Figure 6.2 : représentation schématique d’une onde électromagnétique.
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Le champ électrique s’écrit alors dans l’approximation des ondes planes :

(ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ = −ݐ߱)cos(ݎ⃗)ሬ⃗଴ܧ ሬ⃗݇⃗ݎ)
௡௢௧௔௧௜௢௡ ௖௢௠ ௣௟௘௫௘
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ (ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ = e௜(ఠ(ݎ⃗)ሬ⃗଴ܧ ௧ି ௞ሬ⃗௥⃗)

L’expression de champ magnétique ,ሬሬ⃗(r⃗ܪ t)se déduit de Eሬሬሬ⃗(r⃗, t) par la relation :

(ݐ,ݎ⃗)ሬሬ⃗ܪ =
1

߱
ሬ⃗݇ Λ (ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ

Propriétés :

Pour une onde électromagnétique, les trois vecteurs : champs magnétiqueܪሬሬ⃗(⃗ݐ,ݎ), champ

électrique (ݐ,ݎ⃗)ሬ⃗ܧ et le vecteur d’onde ሬ⃗݇ (direction de propagation) forment un trièdre direct.

La relation =ߣ ܶܥ =
ଶగ

௞
(݇ le module du vecteur d’onde) permet d’écrire la pulsation ߱ =

ܥ݇ .

Rappelons enfin que si ሬ⃗݇ désigne le vecteur d’onde d’une onde se propageant dans le vide à

la vitesse C et avec une pulsation ߱ , l’onde passant dans un milieu d’indice n garde la même

pulsation : on dit que la pulsation est un invariant de la propagation. Sa vitesse de propagation

V dépend de (C et n) et son vecteur d’onde devient: ݇' =
ఠ

௏
= ݊ .݇

Applications

Exercice1

Deux ondes )6025.0sin(4),(
1

txtxy  et )6025.0sin(4),(2 txtxy  se propagent sur une

corde.

1. Déterminer la fréquence de propagation des deux ondes.

2. Calculer la longueur d’onde.

3. Quelle est la vitesse de propagation des deux ondes.

4. Déterminer la position des nœuds et des ventres.

5. Que devient la position des nœuds et des ventres si la deuxième onde s’écrit :

).6025.0sin(4),(2  txtxy

Solution

1. La fréquence : 11 55.9
2

602   s
w

fsradwf




2. La longueur d’onde : 
25.0

22
25.0

2 






k
k 25.12 cm

3. La vitesse de propagation des deux ondes :
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12 40.255.91210.25   msf
T

VVT 




4.1 Les positions des nœuds :

Onde totale : 21
yyy 

)cos()sin(16)60cos()25.0sin(16),(

)
2

6025.06025.0
cos()

2

6025.06025.0
sin(16),(

)6025.0sin(4)6025.0sin(4),(),(),( 21

wtkxtxtxy

txtxtxtx
txy

txtxtxytxytxy








Les positions des nœuds sont : 16 xmkxkx





2
0)sin( 

cmmmmx )56.12(
2

12.25

2



, avec (m entier)

4.2 Les positions des ventres sont : xpkxkx


 2

2
)12(16)sin(16 

cmpppx )12(28.6
4

12.25
)12(

4
)12( 


, avec (p entier)

5. Les positions des nœuds et des ventres si la seconde onde s’écrit :

)6025.0sin(4),(2  txtxy

Donc, l’onde totale s’écrit :

)
2

cos()
2

sin(16)
2

60cos()
2

25.0sin(16),(

)
2

6025.06025.0
cos()

2

6025.06025.0
sin(16),(

)6025.0sin(4)6025.0sin(4),(),(),( 21














wtkxtxtxy

txtxtxtx
txy

txtxtxytxytxy

D’où les positions des nœuds sont :







mxkx  )

2

2
(0)

2
sin(16

)2(
42

2









 


 m
m

x , donc les nœuds sont décalé de 




4
x

D’où les positions des ventres sont :

2
)12()

2

2
(0)

2
sin(16






 mxkx

D’ou ))12((
4 


 mx
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Donc les point qui ont des amplitudes maximales A sont aussi décalés de l’ordre 




4
x

Exercice 2

Une corde de longueur 6m et de masse m =30g est fixée à ses extrémités. Un vibreur sollicite

cette corde avec une fréquence de 52Hz sachant que la célérité de propagation est de

V=26m/s.

1. Déduire la longueur d’onde de propagation de l’onde sur la corde.

2. Calculer sa tension.

3. On règle la fréquence de vibration à 20HZ pour avoir deux fuseaux, lorsqu’on place un

obstacle à une distance de 1m par rapport au point A (extrémité de la corde). Que devient sa

tension F’.

4. Déduire le nombre de fuseaux qui sont formés sur la longueur précédente sachant que sa

tension est F= F’/2.

5. Déduire la longueur de corde qui vibre lorsqu’on déplace l’obstacle pour avoir deux

fuseaux, trois fuseaux et quatre fuseaux.

6. La corde forme des ventres d’une largeur 2cm et de longueur d’onde 2m, déduire la forme

de la corde à l’instant t=0s et à t=0.0125s sachant que sa longueur qui vibre est de 1m.

Solution

1. La longueur d’onde de propagation est :

m
f

V
5.0

52

26


2. La force tension :

On a : mkg
l

m
/510

6

03.0 3

NVF
F

V 38.3)26(510 232  


3. La force de tension F’ :

On a :

f=20Hz, ml 1 et deux fuseaux m=2

La longueur d’ondes ml
l

1
2

2

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La vitesse de propagation smffV /201*20  

NVF
F

V 2)20(510 232  


4. Le nombre de fuseaux formé sur la longueur précédente :

On a :

N
F

F 1
2

2

2

'



La célérité de propagation :

sm
F

V /14.14
510

1
3




Le nombre de fuseau est : 382.220
14.14

222
 f

V

ll
m



5. La longueur de corde :

On a la longueur :


F

f

m
l

2


Deux fuseaux : m
F

f
l 1

2

2




Trois fuseaux : m
F

f
l 5.1

2

3




Quatre fuseaux : m
F

f
l 2

2

4




6.1 La forme de la corde à l’instant t = 0 s est :

)
2

sin(
2

sin2),(





 wtxAtxy m

Avec: la pulsation 1402  sradfw 

La largeur d’un ventre est 2cm=2b
2

1
12  mm AcmAb

D’où l’équation précédente ),( txy devient :

)
2

40sin(
2

sin),(






 txtxy

xxxyt






 2
sin)

2
sin(

2
sin)0,(0 
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Pour 00
2

sin)0,0(0 



yx cm c’est le premier point.

Pour cmyx 1
4

2
sin)0,

4
(

4







.

Pour cmyx 0
2

2
sin)0,

2
(

2







c’est le deuxième point.

Pour 


,
4

3
x non valide puisque on a la longueur de la corde qui vibre qui est de 1m

inferieur 


,
4

3

6.2 La forme de la corde à l’instant t=0.0125s :

On a :

0)
22

sin(
2

sin)
2

)0125.0(40sin(
2

sin)0125.0,( 










xxxy

A cette instant t= 0.0125s la corde reste statique.

Exercice 3

Deux cordes d’impédances Z1, Z2 et de tension 200N sont reliées en x=0. La corde de droite

vibre à 100Hz et son impédance est Z2 =20kg/s (figure.6.3). L’onde incidente (milieu1) se

propage vers la droite à une vitesse 100m/s, son amplitude 2cm et sa phase initiale
π

ଷ
.

1. Déterminer l’impédance dans la corde de gauche.

2. Déterminer les vecteurs d’onde.

3. Expliciter les expressions des amplitudes et des fonctions d’onde incidente, réfléchie et

transmise.

4. Calculer la hauteur et la vitesse de la corde en x = -5m et t = 1s.

5. Traduire les expressions des puissances moyennes des trois ondes.

y(cm)

4



2


3

4


x

(cm)

Fig. 6.3
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Solution

1. L’impédance dans la corde de droite est :

ଶܼ = 20kg/s

Puisque les deux cordes sont relies, la tension et la fréquence sont identique dans les deux

cordes, d’où l’impédance dans la corde gauche qui s’écrit :

ଵܼ =
୊

୚భ
=

ଶ଴଴

ଵ଴଴
= 2kg/s

2. les vecteurs d’onde sont :

ଵ݇ =
ω

୚భ
=

ଶగଵ଴଴

ଵ଴଴
= 2π rad/m

ଶ݇ =
ω

୚మ
=

ω

୊
Zଶ =

ଶగଵ଴଴

ଶ଴଴
20 = 20π rad/m

3. Les expressions des amplitudes des ondes réfléchies et transmises

=ݎ
௥ܣ
௜ܣ

=
ଵܼ− ଶܼ

ଵܼ + ଶܼ
⇒ ௥ܣ = ௜ܣ

ଵܼ− ଶܼ

ଵܼ + ଶܼ

௥ܣ = 0.02
2 − 20

2 + 20
= 1.6310ିଶ݉

L’expression des amplitudes des ondes transmises :

=ݐ
௧ܣ
௜ܣ

=
2 ଵܼ

ଵܼ + ଶܼ
⇒ ௧ܣ = ௜ܣ

2 ଵܼ

ଵܼ + ଶܼ

௧ܣ = 0.02
2 ∗ 2

2 + 20
= 0.3610ିଶ݉

Onde incidente s’écrit : (ݐ,ݔ)௜ݕ = −ݐݓ)௜cosܣ ௜݇ݔ+
గ

ଷ
)

(ݐ,ݔ)௜ݕ = 0.02cos(200ݐߨ− +ݔߨ2
ߨ

3
)

Onde réfléchie est : (ݐ,ݔ)௥ݕ = ௜ܣ
௓భି௓మ

௓భା௓మ
cos(ݐݓ+ ௥݇ݔ+

గ

ଷ
)

(ݐ,ݔ)௥ݕ = 1.6310ିଶcos(200ݐߨ+ +ݔߨ2
ߨ

3
)

Onde transmise est : (ݐ,ݔ)௧ݕ = ௜ܣ
ଶ௓భ

௓భା௓మ
cos(ݐݓ− ௧݇ݔ+

గ

ଷ
)
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(ݐ,ݔ)௧ݕ = 0.6310ିଶcos(200ݐߨ− +ݔߨ20
ߨ

3
)

4. La hauteur et la vitesse de la corde en x = -5m et t = 1s

A x = -5m, les ondes incidentes et réfléchies se superposent dans le milieu 1

(ݐ,ݔ)ଵݕ = (ݐ,ݔ)௜ݕ + (ݐ,ݔ)௥ݕ

(ݐ,ݔ)ଵݕ = 0.02cos(200ݐߨ− +ݔߨ2
ߨ

3
) + 1.6310ିଶcos(200ݐߨ+ +ݔߨ2

ߨ

3
)

Pour x=-5m et t=1s on a :

ଵ(−5݉ݕ , (ݏ1 = 0.02cos(200(1)ߨ + +ߨ10
ߨ

3
) + 1.6310ିଶcos(200(1)ߨ − +ߨ10

ߨ

3
)

ଵ(−5݉ݕ , (ݏ1 = 1.02310ିଶ− 0.8610ିଶ = 0.15810ିଶm

5. Les expressions des puissances moyennes des trois ondes sont :

W௜= ଶA୧ߨ2
ଶfଶZଵ

ଶ ,W௥ = ଶA୰ߨ2
ଶfଶZଵ

ଶ et W௧ = ଶA୲ߨ2
ଶfଶZଶ

ଶ

Exercice 4

La vitesse de propagation d’une onde est de 332m/s dans un tuyau de longueur 30 cm ouvert à

ses deux extrémités.

1. Etablir l’équation de déplacement pour la néme harmonique.

2. Quelles sont les fréquences des trois premières harmoniques.

Solution

1. 1 L’équation de déplacement est :

)
3.0

sin(
3.0

cos),(

)sin(cos),(

nnn

nnn

t
nf

x
n

Atxy

t
L

nf
x

L

n
Atxy











2. Les fréquences des trois premières harmoniques :

On a : la longueur d’onde des modes
nnn

L
n

6.0)3.0(22

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Les fréquences des modes : 
6.0

332

2
n

L

V
nf n n553.33Hz.

La fréquence de la 1ere harmonique: Hz
L

V
f 33.553

6.0

332
1

2
11  .

La fréquence de la 2eme harmonique: Hz
L

V
f 66.1106

6.0

332
2

2
22  .

La fréquence de la 3eme harmonique: Hz
L

V
f 99.1659

6.0

332
3

2
33  .

Remarque :

Le tuyau est fermé à l’origine et ouvert à l’extrémité, il doit contenir un nombre demi – entier

(n-1/2) de fuseaux de longueur .2/n

Exercice 5

Une colonne liquide de longueur L=15mm est mise en vibration longitudinale par un

excitateur à quartz Q qui émet en A des ultrasons de fréquence f qui se propagent avec la

célérité V=1400m/s dans le liquide. A et B sont des extrémités fixes pour les ondes

longitudinales dans le liquide.

1. Calculer toutes les fréquences f qui font vibrer la colonne liquide.

2. Le quartz est alimenté par un générateur électrique dont la tension est sinusoïdale pour une

fréquence f réglable entre 2.6MHZ et 6 MHZ, déterminer les différents modes (repérés par n)

dans le liquide qui sont provoqués par excitateur à quartz.

Solution

1. Les fréquences f qui font vibrer la colonne liquide sont:

Dans ce cas la longueur d’une corde qui vibre à deux extrémités fixées est égale au nombre de

fuseaux c’est des multiples pour chaque longueur de fuseaux:
2


nl 

La vitesse de propagation est donnée :

Hznn
l

nVV
ffV 46660

1510*2

1400

2 3





2. Les modes n que le quartz peut exciter dans le liquide sont :
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59.1284561046660110.2 66  nn 

Pour MHZfn 14.246  …….. MHZfn 73.380  …. MHZfn 97.5128 

Exercice 6

Une corde de longueur 1m et de masse 100g est fixée à ses deux extrémités avec une tension

de 4000N.

1. Calculer les fréquences d’oscillation pour les quatre modes et les longueurs d’onde

correspondantes.

2. Etablir l’expression de la vibration au point x et l’instant t.

3. Déduire la densité d’énergie cinétique et la densité d’énergie potentielle.

4. Déduire la valeur de l’énergie totale dans la corde.

Solution

1.1 Les fréquences d’oscillations pour le nieme mode

L

nf
fn

2
 avec Hz

m

FL
f 200

1.0

1*2000


D’ou 100
2

200
n

n
f n 

Pour Hzfn 1001 1  , Hzfn 2002 2  , Hzfn 3003 3  et Hzfn 4004 4  .

1.2 Les longueurs d’onde pour le nieme mode:
n

l
n

2


Pour mn 21 1   , mn 12 2   , mn 66.03 3   et mn 5.04 4   .

2. L’expression de la vibration au point x et l’instant t

)sin(sin),( nnn t
L

nf
x

L

n
Atxy 




3.1 La densité d’énergie cinétique :

)(cossin
2

1
)(

2

1 222

2

222
2

.

nnnC t
L

nf
x

L

n
A

L

fn
yE 


 

3.2 La densité d’énergie potentielle :

)(sincos
2

1

)(sincos
2

1
)(

2

1

222

2

222

222

2

22
2

nn

nn
n

p

t
L

nf
x

L

n
A

L

fn

t
L

nf
x

L

n
A

L

n
F

x

y
FE
















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4. l’énergie totale de la corde :

222
22

2
222

4

1

4

1

4

1

)(

nnnnn

pcTn

AfLA
L

Fn
A

L

fn
E

EELELE




 

 

Exercice 8

Un tuyau sonore de longueur L est ouvert à ses deux extrémités. Devant l’une d’elles, on

place un haut-parleur relié à un générateur de basse fréquence (GBF) délivrant une tension

sinusoïdale de fréquence réglable. On modifie la fréquence du GBF en partant d’une valeur

très faible et on note les valeurs de fréquence pour lesquelles le son est nettement audible dans

le tuyau. Ces valeurs sont consignées dans le tableau suivant :

f (Hz) 142 283 425 567 708 850

On admet qu’à chacune de ses extrémités, la colonne d’air présente un ventre de vibration.

1. Quelle est la fréquence fondamentale pour ce tuyau ?

2. Déduire le nombre des ventres et des nœuds pour la fréquence de vibration f = 425 Hz.

3. Sachant que pour cette expérience, la célérité du son dans l’air vaut V = 340 m /s, calculer

la longueur du tuyau.

Solution

1. La fréquence fondamentale pour ce tuyau : c’est la plus petite valeur de f pour laquelle le

tuyau émet un son audible, il s’agit donc de f1=142 Hz.

2. La fréquence de 425 Hz correspond à f3 = 3 f1. Sachant qu’à chaque extrémité du tuyau, il y

a un ventre de vibration, et que la longueur du tuyau est nl 
2

3
 , il y a trois nœuds de

vibration dans la colonne d’air (et aussi quatre ventres).

3. La longueur du tuyau et la longueur d’onde sont reliées par : n

n
l 

2


pour n = 3 la célérité V 340 m/s de l’onde étant connue, on déduit :

3
2

3
l ,

13

33
3 f

V

f

V
VT 

D’où la longueur de tuyau est donnée:

m
f

V
l 20.1

)142(2

340

32

3

1


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Exercice 9

Soit deux diapasons D1 et D2 qui vibrent à la même fréquence f=50Hz, avec des phases 1 et

2 . Ils transmettent, en A pour D1 et en B pour D2 (AB=1m), deux vibrations de même

amplitude à une corde de grande longueur tendue suivant l’axe xx’ (figure.6.4), qui se

propagent sur celle-ci avec une célérité V = 20m/s. On admettra que, grâce aux liaisons

souples entre les diapasons et la corde, l’onde issue de D1 ne se réfléchit pas en B, et que

l’onde issue de D2 ne se réfléchit pas en A.

1. Déduire l’onde issue de D1 arrivant au point M d’abscisse x.

2. Déduire l’onde issue de D2 arrivant au point M d’abscisse x.

3. Calculer l’onde résultante en ce point et conclure sur la nature de l’onde obtenue.

4. Déduire les positions des nœuds et des ventres et que deviennent ces positions lorsque

21  

5. Quelle est la distance entre deux nœuds ou deux ventres consécutifs pour 21  

Solution

Le point M se situe entre A et B donc :

)
2

( x
l

AM  et )
2

( x
l

BM 

1. L’onde issue de D1 arrivant au point M est :

)
2

cos())
2

(cos(),( 111 





 
V

l
x

V
tax

l

V
tatxy

)
2

cos(),( 11 


 
V

l
kxtatxy

2. L’onde issue de D2 arrivant au point M est :

)
2

cos(),(

)
2

cos())
2

(cos(),(

21

222


















V

l
kxtatxy

V

l
x

V
tax

l

V
tatxy

3. l’onde résultante est : ),(),(),( 21 txytxytxy 

Fig.6.4
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)
22

cos()
2

cos(2),(

)
2

cos()
2

cos(),(

2112

21






















V

l
txkatxy

V

l
xkta

V

l
kxtatxy

),( txy représente une stationnaire de l’amplitude )
2

cos(2 12  
 kxaA

4.1 Les positions des nœuds et des ventres sont :

Les positions des nœuds 0 A

)2(
4

)2(
2

1
2

)
2

(0

1212

12










pp
k

x

pkxA

N

N








Les positions des ventres 


pkximaleestA V 


 )
2

(max 12

)2(
4

)2(
2

1
)

2
(

12

12
12









px

p
k

xpkx

V

VV








Lorsque  21  pxV




2


Lorsque  21  )21(
4

pxN 


5. La distance entre deux nœuds ou deux ventres consécutifs pour 21   est :

On a la longueur d’un fuseau est m
f

V
L 2.0

50*2

20

22




Lorsque  21 











)21(1.0

2.0

px

px

N

V


Exercice 10

Une corde de longueur L est fixée en ses extrémités d'abscisse x = 0 et x = L.

1. On cherche des solutions de l'équation de propagation 0
),(1),(

2

2

22

2











t

txy

Vx

txy
sous la

forme de fonctions à variables séparées: (ݐ,ݔ)ݕ = .(ݐ)݃(ݔ݂) Montrer que (ݔ݂) et (ݐ)݃

doivent être des fonctions sinusoïdales. En notant ߱ la pulsation de ,(ݐ)݃ donner l’expression

de la fonction spatiale ?(ݔ݂)
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2. Montrer que les conditions aux limites imposent à ߱ de ne pouvoir prendre qu'une série de

valeurs discrètes notées ߱௡ (݊ ∈ ܰ ∗) et donner l'expression de ߱௡ . Exprimer la longueur L

en fonction de l௡.

3. Quelle est l'expression d'une solution correspondant(ݐ,ݔ)௡ݕ au mode de vibration d’indice

?݊ En déduire qu'une solution générale de l'équation de propagation de l’onde s'écrit sous la

forme d'une série de Fourier : (ݐ,ݔ)ݕ = ∑ [ ௡ܽ
ஶ
௡ୀଵ ݏܿ݋

௡గ௏௧

௅
+ ௡ܾ݅݊ݏ

௡గ௏௧

௅
݊ݏ݅[

௡గ௫

௅
(1)

4. Montrer que l'équation (1) peut être écrite sous la forme (ݐ,ݔ)ݕ = −ݐଵቀܨ
௫

௏
ቁ+ +ݐଶቀܨ

௫

௏
ቁ

5. Justifier le terme d'onde stationnaire donné à (ݐ,ݔ)௡ݕ (modes )݊. Montrer qu'il existe le

long de la corde des points immobiles ; en préciser le nombre et la position. En supposant qu'à

l'instant =ݐ 0, la corde coïncide avec l'axe (ox), représenter graphiquement l'état des

déformations de la corde aux instants ೙்

ସ
, ೙்

ଶ
,
ଷ ೙்

ସ
avec ௡ܶ =

ଶగ

ఠ೙
dans les cas n=1,2,3.

6. Pour une corde de longueur L=1.22m, oscillant à la fréquence ,݂ donner l’expression de la

tension ௡ܶ
ᇱ à appliquer pour obtenir le seul mode .݊ Déduire la fréquence ݂ pour ݊ = 1

pour ଵܶ
ᇱ= 2930ܰ =ߤ, 5.6510ିଷ݇݃ ݉ ିଵ.

Solution

1. On a l'ébranlement est régi par l'équation suivante:

0)(
)(1

)(
)(

0
),(1),(

2

2

22

2

2

2

22

2










xf

dt

tgd

V
tg

dx

xfd

t

txy

Vx

txy

2

2

22

2

2
)()(0

)(

)(1

)(

)(
 tgxf

dx

xfd

xf

V

dt

tgd

tg
(les variables x et t sont indépendantes)














tDsin+tcos)(0)(
)(

xBsin+xAcos)(0)(
)(

22

2

2

2

2

2





CtgtgV
dt

tgd

xfxf
dx

xfd

D’où la pulsation est : ߱ = ⇒ܸߙ ߙ = ݇=
ఠ

௏

L’expression de la fonction spatiale est : (ݔ݂) = ܣ) ݏܿ݋ +ݔ݇ ݊ݏ݅ܤ (ݔ݇

Donc (ݐ,ݔ)ݕ = (ݐ)݃(ݔ݂) = ܣ) ݏܿ݋ +ݔ݇ ݊ݏ݅ܤ ܥ)(ݔ݇ ݏ߱ܿ݋ +ݐ ݐ߱݊ݏ݅ܦ (ݐ
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2. Les conditions aux limites imposent à ߱ de ne pouvoir prendre qu'une série de valeurs

discrètes notées ߱௡ (݊ ∈ ܰ ∗)












)1(0sinsin)(0),(

0)(0),(

L
V

BkLBLftLy

Aoftoy



De l’équation (1) on déduire :




nLkL
V

L
V

 0sin

D’où :














n

n

k
L

n
k

L

Vn








Avec: n=1, 2, 3…..

Donc l’expression de s’écrit(ݐ,ݔ)ݕ sous la forme suivante:

 tDtCx
V

B

t
L

Vn
Dt

L

Vn
Cx

L

n
Btxy

nnnn
n

n

n






sincossin

sincossin),(













La longueur L en fonction de l௡ est définie par :

2

22 n

n

nn nL
n

LV
TV






 

3. L’expression de (ݐ,ݔ)ݕ s’écrit :

 

  











t
L

Vn
bt

L

Vn
ax

L

n
tbtax

V

tDtCx
V

Btxy

nnnnnn
n

nnnn
n

nn









sincossinsincossin

sincossin),(

Avec : ௡ܽ = ௡ܥ௡ܤ et ௡ܾ = ௡ܦ௡ܤ

4. La solution générale s’écrira comme une combinaison de tous les modes :
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







































)(cos)(cos
2

)(sin)(sin
2

sincossin),(

1

1

V

x
t

L

Vn

V

x
t

L

Vnb

V

x
t

L

Vn

V

x
t

L

Vna

t
L

Vn
bt

L

Vn
ax

L

n
txy

nn

n

nn
n





5.1 Le mode n s’écrit comme suit :

(ݐ,ݔ)௡ݕ = ݊ݏ௡݅ܤ
߱௡ݔ

ܸ
௡ܥ) ݏ߱ܿ݋ ௡ݐ+ (ݐ௡߱݊ݏ௡݅ܦ = ݊ݏ௡݅ܧ

߱௡
ܸ
ݔ +ݐ௡߱)ݏܿ݋ ߮)

La solution (ݐ,ݔ)௡ݕ est caractéristique d’une onde stationnaire.

Avec :

߱௡ =
௡గ௏

௅

Le terme ݊ݏ௡݅ܧ
ఠ೙

௏
ݔ apparait comme l’amplitude des oscillations.

Les positions des nœuds qui sont en nombre (n+1) en comptant les deux extrémités, sont

définit par ݊ݏ݅
ఠ೙

௏
=ݔ 0 (des points immobiles). Elles correspondent à :

0 < =ݔ ݉
గ௏

ఠ೙
=

௠

௡
=ܮ

௠

ଶ
l௡ < ܮ .

5.2. Représentation graphique l'état des déformations de la corde aux instants ೙்

ସ
, ೙்

ଶ
,
ଷ ೙்

ସ

6. L’expression de la tension ௡ܶ
' à appliquer pour obtenir un seul mode ݊ est :

߱௡ =
௡గ௏

௅
= ߨ2 ௡݂

La vitesse de propagation le long de la corde est ܸ = ට ೙்
'

ఓ
=

ଶ௙೙௅

௡
⇒ ௡ܶ

' = ቀߤ
ଶ௙೙௅

௡
ቁ
ଶ

D’où la tension ௡ܶ
' = ቀߤ

ଶ௙೙௅

௡
ቁ
ଶ

La fréquence pour le premier mode n=1 est :

ଵ݂ =
1

ܮ2
ඨ ଵܶ

'

ߤ
=

1

2(1.22)
ඨ

2930

5.6510ିଷ
= ݖܪ294
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Exercice 11

A l’instant =ݐ ,ݏ0 une corde de piano est immobile dans la position d'équilibre ,ݔ)ݕ 0) = 0.

Elle est frappée avec un petit marteau de largeur ݁ (݁<< (ܮ situé entre les abscisses =ݔ ܽ et

=ݔ ܽ+ ,݁ qui communique par le choc une impulsion initiale à la partie frappée. Dans ces

conditions, la vitesse de chaque point de la corde à l'instant =ݐ 0 est modélisée par une

fonction " créneau " :

డ௬

డ௧
,ݔ) 0) = ܷ pour ܽ≤ ≥ݔ ܽ+ ݁

et

డ௬

డ௧
(0,(ݔ) = 0 partout ailleurs.

1. Déterminer les coefficients ௡ܽ et ௡ܾ.

2. Trouver une application musicale du fait que les coefficients dépendent de a. Que faut-il

faire pour supprimer une harmonique, en particulier celle qui correspondant à ݊= 7?

3. Dans le cas ܽ=
௅

ଶ
, quels sont les harmoniques présentes ?

4. Une corde minuscule de guitare ou de harpe est pincée et lâchée au temps =ݐ 0 de telle

sorte que sa vitesse initiale soit nulle. L’endroit =ݔ ܽ où a lieu le pincement joue le même

rôle vis à vis des harmoniques que celui de la frappe. En conséquence, et afin de limiter les

calculs, nous nous limitons à un pincement en =ݔ
௅

ଶ
si bien que la position initiale de la

corde est définie par la fonction triangle :

൞
,ݔ)ݕ 0) =

2ℎ

ܮ
ݔ 0ݎݑ݋݌ ≤ ≥ݔ

ܮ

2

,ݔ)ݕ 0) =
2ℎ

ܮ
−ܮ) (ݔ ݎݑ݋݌

ܮ

2
≤ ≥ݔ ܮ

4.1 Déterminer les coefficients ௡ܽ et ௡ܾ .

4.2 Déduire la solution générale de (ݐ,ݔ)ݕ .

Solution

1. Les valeurs des coefficients ௡ܽ et ௡ܾ sont exprimées selon :

La solution de l'équation de propagation de l’onde
డమ௬(௫,௧)

డమ௫
−

ଵ

௏మ
డమ௬(௫,௧)

డమ௧
= 0 est donnée:

(ݐ,ݔ)ݕ = ෍

ஶ

௡ୀଵ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
( ௡ܽ ݏܿ݋

ݐܸߨ݊

ܮ
+ ௡ܾ݅݊ݏ

ݐܸߨ݊

ܮ
)
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A t = 0s

,ݔ)ݕ 0) = ෍ ௡ܽ

ஶ

௡ୀଵ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
= 0 ⇒ ௡ܽ = 0

D’où (ݐ,ݔ)ݕ: = ∑ ௡ܾ
ஶ
௡ୀଵ ݊ݏ݅

௡గ௫

௅
݊ݏ݅

௡గ௏௧

௅

D’après les conditions initiales imposées à la vitesse de chaque point de la corde à l'instant

=ݐ :ݏ0

௡̇ݕ (ݐ,ݔ) =
ݕ߲

ݐ߲
= ෍ ௡ܾ

ஶ

௡ୀଵ

ܸߨ݊

ܮ
݊ݏ݅

ݔߨ݊

ܮ
ݏܿ݋
ݐܸߨ݊

ܮ

A t = 0s

௡̇ݕ ,ݔ) 0) = ൬
ݕ߲

ݐ߲
൰
௧ୀ଴

= ෍ ௡ܾ

ஶ

௡ୀଵ

ܸߨ݊

ܮ
݊ݏ݅

ݔߨ݊

ܮ
= ܷ⇒ ௡ܾ

ܸߨ݊

ܮ
=

2

ܮ
න ܷ
௔ା௘

௔

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
ݔ݀

=
2ܷ

ߨ݊
[ ݏܿ݋

ܽߨ݊

ܮ
− ݏܿ݋

+ܽ)ߨ݊ )݁

ܮ
]

D’où l’expression de ௡ܾ est donnée sous la forme suivante :

௡ܾ =
ܮ2ܷ

݊ଶߨଶܸ
[ ݏܿ݋

ܽߨ݊

ܮ
− ݏܿ݋

+ܽ)ߨ݊ )݁

ܮ
]

On utilise le développement cos( )ܽ − cos( )ܾ = −2 sin
௔ା௕

ଶ
݊ݏ݅

௔ି௕

ଶ
l’expression précédente

devient alors :

௡ܾ =
ସ௎௅

௡మగమ௏
݊ݏ݅

௡గ

௅
ቀܽ +

௘

ଶ
ቁ݅݊ݏ

௡గ

ଶ௅
݁

Sachant que ݊ݏ݅
௡గ

ଶ௅
݁≈

௡గ

ଶ௅
݁puisque ݁≪ 0

௡ܾ ≈
2ܷ݁

ܸߨ݊
݊ݏ݅

ߨ݊

ܮ
ቀܽ +

݁

2
ቁ

D’ou la solution de (ݐ,ݔ)ݕ qui s’écrit comme suit :

(ݐ,ݔ)ݕ =
2ܷ݁

ܸߨ
෍

1

݊
݊ݏ݅

ߨ݊

ܮ
ቀܽ +

݁

2
ቁ

ஶ

௡ୀଵ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
݊ݏ݅

ݐܸߨ݊

ܮ

Si ݁<< ܽ la solution devient(ݐ,ݔ)ݕ alors:

(ݐ,ݔ)ݕ =
ଶ௎௘

గ௏
∑

ଵ

௡
݊ݏ݅

௡గ௔

௅
ஶ
௡ୀଵ ݊ݏ݅

௡గ௫

௅
݊ݏ݅

௡గ௏௧

௅

2. Le choix de a, endroit où la corde est frappée, permet de choisir les harmoniques et leurs

amplitudes. Pour supprimer l'harmonique n = 7, il suffit d'avoir : ݊ݏ݅
଻గ௔

௅
= 0 ⇒

଻గ௔

௅
= ,ߨ݉

La valeur de a est: ܽ=
௠ ௅

଻
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Les valeurs trouvées pour a sont :

݉ = 1,2, … 6 ⇒ ܽ=
௅

଻
,
ଶ௅

଻
, …

଺௅

଻
correspondent aux nœuds de l'harmonique considéré.

3. Dans le cas ܽ=
௅

ଶ
, les harmoniques présentes sont :

On a ܽ=
௅

ଶ
⇒ ݊ݏ݅

௡గ

ଶ
= 0 pour n=2, 4, 6…. Dans ce cas les harmoniques présentes sont les

harmoniques impairs n=1, 3, 5….

4. La corde est maintenant écartée de la position d’équilibre à l’instant t = 0 comme indiqué

sur la figure :

La solution de l'équation de d'Alembert est donnée:

(ݐ,ݔ)ݕ = ෍

ஶ

௡ୀଵ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
( ௡ܽ ݏܿ݋

ݐܸߨ݊

ܮ
+ ௡ܾ݅݊ݏ

ݐܸߨ݊

ܮ
)

On a :

ݕ߲

ݐ߲
= (ݐ,ݔ)ݕ̇ = ෍ (− ௡ܽ

ܸߨ݊

ܮ
݊ݏ݅

ݔߨ݊

ܮ
݊ݏ݅

ݐܸߨ݊

ܮ
+ ௡ܾ

ஶ

௡ୀଵ

ܸߨ݊

ܮ
݊ݏ݅

ݔߨ݊

ܮ
ݏܿ݋
ݐܸߨ݊

ܮ
)

D’après les conditions initiales on a : ,ݔ)ݕ̇ 0) = ቀ
డ௬

డ௧
ቁ
௧ୀ଴

= 0 ⇒ ௡ܾ = 0

Donc la solution s’écrit: (ݐ,ݔ)ݕ = ∑ ௡ܽ
ஶ
௡ୀଵ ݊ݏ݅

௡గ௫

௅
ݏܿ݋

௡గ௏௧

௅

Pour t=0 ⇒ ,ݔ)ݕ 0) = ∑ ௡ܽ
ஶ
௡ୀଵ ݊ݏ݅

௡గ௫

௅
⇒ ௡ܽ =

ଶ

௅
∫ ,ݔ)ݕ 0)
௟

଴
݊ݏ݅

௡గ௫

௅
ݔ݀

௡ܽ =
2

ܮ
න

2ℎ

ܮ

௅/ଶ

଴

݊ݏ݅ݔ
ݔߨ݊

ܮ
+ݔ݀

2

ܮ
න

2ℎ(ܮ− (ݔ

ܮ

௟

௅/ଶ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
ݔ݀

௡ܽ =
2

ܮ
න

2ℎ

ܮ

௅/ଶ

଴

݊ݏ݅ݔ
ݔߨ݊

ܮ
+ݔ݀

2

ܮ
න

2ℎ(ܮ− (ݔ

ܮ

௟

௅/ଶ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
=ݔ݀

2

ܮ
(

4 ℎܮ

݊ଶߨଶ
݊ݏ݅(

ߨ݊

2

௡ܽ =
ଶ

௅
ቀ
ସ௛௅

௡మగమ
ቁ݅݊ݏ

௡గ

ଶ

4.2 La solution générale s’écrit :

(ݐ,ݔ)ݕ = ෍ (
8 ℎ

݊ଶߨଶ
݊ݏ݅(

ߨ݊

2

ஶ

௡ୀଵ

݊ݏ݅
ݔߨ݊

ܮ
ݏܿ݋
ݐܸߨ݊

ܮ
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Exercice 12

Une membrane élastique de masse ms par unité de surface, carrée de côte a est fixée tout au

long de sa périphérie avec une tension F


par unité de longueur de la périphérie.

1. Ecrire l’équation de propagation.

2. Calculer la fréquence des quatre premiers modes.

3. Quelle est la dégénérescence de ces fréquences.

4. Calculer l’énergie totale de la membrane oscillant selon un mode (m, n) et l’énergie

moyenne sur la surface de la membrane.

Solution

1. l’équation de propagation :
























y

u

x

u

m

F

t

u nn

s

n
2

2

2

2

2

2

2. la fréquence des quatre premiers modes :

Les modes sont : )()2sin(sinsin ,,,, Nnetmtfy
L

n
x

L

m
Au nmnmnmnm  



22
,

2
nm

a

m

F

f s
nm 

La fréquence des premiers modes sont: 0,11,0
2

f
a

m

F

f s  , 2
2

1,1
a

m

F

f s , 0,22,0 f
a

m

F

f s  ,

1,22,1 5
2

f
a

m

F

f s  et 8
2

2,2
a

m

F

f s

3. La dégénérescence de ces fréquences 1,0f , 20 ,f , 21 ,f est double (2) alors que 11 ,f et 22 ,f ne

sont pas dégénérées.

4. 1 L’énergie totale de la membrane oscillant selon le mode (m, n) est : PCt EEE 

L’énergie cinétique est :
2

,,,,
2

.

, )2cos(sinsin2
2

1
)(

2

1








 nmnmnmnmsnmsC tfy

L

n
x

L

m
fAmumE 




L’énergie potentielle est :
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2

,,,

2

,,,
2,2,

)2sin(cossin
2

1

)2sin(sincos
2

1
)(

2

1
)(

2

1































nmnmnm

nmnmnm

nmnm

p

tfy
L

n
x

L

m

L

m
AF

tfy
L

n
x

L

m

L

m
AF

y

u
F

x

u
FE







Donc l’énergie totale est :

2

,,,

2

,,,

2

,,,,

)2sin(cossin
2

1

)2sin(sincos
2

1

)2cos(sinsin2
2

1































nmnmnm

nmnmnm

nmnmnmnmst

tfy
L

n
x

L

m

L

m
AF

tfy
L

n
x

L

m

L

m
AF

tfy
L

n
x

L

m
fAmE












L’énergie moyenne sur la surface de la membrane est :

 2,,
2

1
afAmEEE nmnmsPCt  

Exercice 13

Une onde électromagnétique de fréquence f égale à 51014Hz se propage dans le vide.

1. Déterminer sa vitesse de propagation, sa longueur d’onde et conclure à quelle partie du

spectre des ondes électromagnétiques appartient-elle. En déduire sa couleur ?

2. L’onde pénètre maintenant dans un milieu d’indice de réfraction n = 2.5. Calculer sa

nouvelle vitesse, sa fréquence et sa longueur d’onde? peut-on encore lui attribuer une couleur.

Solution

1.1 L’onde propage dans le vide donc sa vitesse est c = 3108 ms−1.

1.2 La longueur d’onde dans le vide est donnée par :

=ߣ
ܿ

݂
=

310ା଼

510ାଵସ
= 0.610ି଺݉

1.3 Cette onde appartient au spectre visible et est de couleur rouge.

2. L’onde propage dans un milieu d’indice n = 2.5 donc :

La vitesse de propagation devient :ܸ =
௖

௡
=

ଷଵ଴శఴ

ଶ.ହ
= 1.210ା଼݉ିݏଵ

Cependant l’onde propage dans un milieu d’indice n=2.5sa fréquence f reste invariante et

donc sa couleur demeure la même dans ce milieu. Par contre, sa longueur d’onde change et sa

nouvelle valeur est :

=ᇱߣ
ܿ

݂݊
=
ߣ

݊
=

0.610ି଺

2.5
= 0.2410ି଺݉
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Rappels de cours sur la réflexion et la réfraction de la lumière.

7.1Introduction.

Dans le cadre de l’optique géométrique, la lumière (onde électromagnétique) est considérée

comme un rayon lumineux qui se propage d’une manière rectiligne, avec une direction et un

sens bien définis. Ainsi, dans un milieu transparent (pouvant être traversé par la lumière par

opposition à un milieu opaque), homogène (caractéristiques optiques indépendantes de

l’espace), isotrope (caractéristiques optiques indépendantes de la direction de propagation du

rayon lumineux.) et caractérisé par son indice de réfraction, la lumière se propage en ligne

droite. Il faut garder à l’esprit que l’optique géométrique n’est valable que si toutes les

dimensions du problème, notamment la dimension des diaphragmes qui limitent les faisceaux,

sont très supérieures à la longueur d’onde. Sans quoi, des phénomènes de diffraction

interviennent, et la notion même de rayon lumineux n’a plus de sens.

7.2 Indice de réfraction d'un milieu.

La lumière se propage dans le vide avec une vitesse C = 3.108 m s-1 alors que dans les autres

milieux matériels la lumière se propage à une vitesse V inférieure à la vitesse C. Chaque

milieu peut être caractérisé par un indice, noté n, dit indice de réfraction tel que n = C/V (air

n=1.00, eau n=1.33, verre n=1.5, quartz n=1.45).

7.3 Principes de Fermat.

1. Soit A et B deux points dans l’espace, pour aller de A à B on peut suivre plusieurs

chemins :

La lumière emprunte le chemin le plus court en temps.

2. Principe de propagation rectiligne de la lumière.

Dans un milieu homogène, la distance la plus courte en temps entre deux points est le segment

de droite reliant les deux points.

A

B

A

B
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Lorsque l’espace est formé par plusieurs milieux différents, la lumière se propage en ligne

brisée.

3. Principe de retour inverse.

Considérons un rayon lumineux issu d'un point A, traversant plusieurs milieux et aboutissant

à un point B, sans subir de réflexion. Si on inverse le sens de la lumière en considérant un

rayon lumineux issu du point B et aboutissant au point A, on remarque que la lumière suivra

le même trajet entre ces deux points (le trajet suivi par la lumière est indépendant du sens de

propagation).

7.4 Lois de Snell-Descartes.

Les lois de Snell-Decartes décrivent le comportement d’un rayon lumineux à l’interface de

deux milieux d’indices de réfraction différents. Un rayon lumineux issu d’une source S,

traverse un milieu 1 d’indice n et arrive à la surface d’un 2eme milieu n’ Sur le dioptre, le

rayon lumineux se divise en deux rayons (un rayon réfléchi IR et un rayon réfracté IR’).

SI : rayon incident

I : point d’incidence

i : angle d’incidence

IR : rayon réfléchi

݅ᇱ: angle de réflexion

IR’ : rayon réfracté

r : angle de réfraction

NN’ : la normale à la surface des deux milieux

Plan SIN : plan d’incidence

5 6

Fig. 7.1 : Comportement d’un rayon lumineux à
l’interface de deux milieux différents (dioptre plan).

9 107 8
1 2 3 4
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7.4.1 Lois de Snell-Descartes pour la réflexion.

Définition.

On dit qu’un rayon lumineux est réfléchi par une surface lorsqu’il est renvoyé par celle-ci

dans une direction bien déterminée, (exemples: miroir, une surface d’eau calme, une surface

métallisée, une vitrine….) lorsque la surface réfléchissante est plane, on dit qu’il s’agit d’un

miroir plan.

Le rayon incident, le rayon réfléchi et la normale à la surface réfléchissante (miroir)

sont situés dans un même plan, appelé plan d’incidence. L’angle de réflexion est égal â

l’angle d’incidence :

i‘ = i

Les directions du rayon réfléchi et du rayon incident sont donc symétriques l’une de l’autre

par rapport à la normale au plan réfléchissant. Comme la montre la Fig. 7.2.

Fig. 7.2 : Réflexion par un miroir plan.

7.4.2 Loi de Snell-Descartes pour la réfraction.

Le rayon réfracté fait un angle r avec la normale (fig. 7.1), tel que :

rni

r
n

n
irnin

r sinsin

sinsinsinsin
'

'





avec :
n

n
n r

'



n, n’ sont respectivement les indices de réfraction du milieu 1 et du milieu 2 ; nr est l’indice

relatif.

Si l’on inverse son sens de propagation, le rayon lumineux décrit la même trajectoire d’après

le principe de Fermat. La réfraction de lumière se fait selon deux cas :
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1er cas : la propagation vers un milieu plus réfringent.

Si un rayon se propage vers un milieu plus réfringent ( n'n ) après avoir traversé une surface

de séparation (Fig.7.3. a), l’angle d’incidence i et l’angle de réfraction r sont liés par la

relation de Snell- Descartes :

ri

ri

r sinnsin

sin
n

n
sinrsinn'=isinn

'





avec :

1
n

n '

rn .

Ainsi l’angle r est toujours inférieur ou égal à l’angle i et le rayon incident, dévié après

réfraction, se rapproche toujours de la normale à la surface de séparation. Le rayon réfracté

existe toujours mais l’angle qu’il fait avec la normale peut atteindre une valeur limite qui

correspond à 90°. C’est le cas de l’incidence rasante. Elle induit un angle de réfraction limite

limr , donnée par :

rnn

n
r

1
sin

'lim  .

2eme cas : propagation vers un milieu moins réfringent.

Si un rayon lumineux traverse une surface de séparation et se propage vers un milieu moins

réfringent ( n'n ) (Fig.7.3.b), l’angle d’incidence i et l’angle de réfraction r sont liés par la

loi de Snell-Descartes.

n sin i = n’ sin r mais dans ce cas: 1
n

n '

rn .

Dans ce cas, r est toujours supérieur ou égal à i et le rayon incident dévié après réfraction,

s’écarte toujours de la normale à la surface de séparation. Ainsi, le rayon réfracté n’existe plus

pour un angle d’incidence supérieur à un angle limite limi , sa valeur est donnée par :

rni limsin ,

avec :

 90r

n

n '

rn
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Fig. 7.3 : Réfraction dans un milieu :(a) plus réfringent, (b) moins réfringent.

7.4.2.1 Notion de déviation.

Quand un rayon lumineux change de milieu en traversant un dioptre, il est en général dévié.

La déviation est l’angle dont il faut faire tourner le rayon incident pour l’amener sur le rayon

réfracté. Contrairement à i ou r, D est par définition un angle orienté avec les conventions

habituelles. Quand un rayon se propage vers un milieu plus réfringent après la traversée d’un

dioptre, l’angle D est orienté dans le sens des aiguilles d’une montre et il est négatif (Fig. 7.3.

a). Si, au contraire, le rayon se propage vers un milieu moins réfringent, l’angle D est orienté

dans le sens inverse des aiguilles d’une montre; il est donc positif (Fig. 7.3.b).

7.5 Loi de Kepler.

Lorsque l’angle d’incidence i est petit, au premier ordre sin i ≈ i et sin r ≈ r. On obtient une

expression approchée de la loi de Snell-Descartes appelée loi de Kepler :

rn=i

r
n

n
=irn=in

r

'
'





Avec :
n

n '

rn

7.6 Le prisme.

Définition.

Un prisme est un milieu homogène, transparent, isotrope (constitué de verre, de quartz,...) et

limité par deux plans non parallèles appelés faces du prisme. Leur intersection forme l’arête

du prisme caractérisée par l’angle A. La base du prisme est la troisième face. Généralement,

le prisme est représenté en coupe dans le plan principal qui contient les rayons incidents et
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réfractés (voir fig. 7.4). Celui-ci est utilisé souvent dans les montages optiques pour séparer

les longueurs d’ondes d’une source lumineuse (Ex : laser avec les cristaux doubleurs ou

tripleur… (2w, 3w et 4w)).

Fig. 7.4 : chemin lumineux dans le prisme.

Formules de prisme.

On applique la loi de Snell-Descartes sur la face AB au point I1, on obtient :

1r1 rsinn=isin

On applique la loi de Snell-Descartes sur la face AC au point I2, on obtient :

2r2 rsinn=isin

A=r+r 21 (L’angle de prisme), avec:
0

r
n

n
=n (n : est l’indice du prisme, n0 l’indice du vide).

7.6.1 Calcul de la déviation.

Soit K le point d’intersection des supports du rayon incident et du rayon émergent (fig. 7.4) ;

le support de ce dernier peut se déduire du support de l’incident par une rotation autour de K,

vers la base de prisme, d’un angle D appelé déviation. Pour calculer cette grandeur nous

utilisons le triangle I1I2K (fig. 7.4) ; la somme des angles I1



et I2



est égale à l’angle

extérieur D :

111 iI r


et 222 iI r


.

Par la suite, la déviation D est donnée par :

)ii(

)i()i(

21

2211

AD

rrD




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Comme l’angle d’émergence i2 peut se calculer à partir des trois données nA, et 1i , nous

constatons que la déviation dépend des deux caractéristiques A et n du prisme et de l’angle

d’incidence i1.

Remarque:

Imaginons que le sens de propagation de la lumière change conformément à la loi de retour

inverse, le trajet de la lumière n’est pas modifié, le rayon est toujours dévié vers la base du

prisme du même angle D (fig. 7.5).

Fig. 7.5. Application de la loi du retour inverse de la lumière.

La valeur de cette déviation est encore donnée par la relation )ii( 21 AD  dans laquelle i2

est maintenant l’angle d’incidence et i1 l’angle d’émergence.

On en déduit que la même déviation D peut être obtenue avec deux valeurs différentes de

l’incidence, respectivement égales aux angles i1 et i2 relatifs à un même trajet lumineux.

Cas d’un prisme de petit angle utilisé sous une faible incidence.

Si l’angle d’incidence i1 est petit, l’angle de réfraction est encore plus petit. Ainsi, la formule

de Descartes peut se transformer en celle de Kepler :

0

r

2r2

1r1

n

n
=n

:avec

rn=i

rn=i

D’autre part, si A est petit, l’angle r2 est donné : r-A=r 12 ,

D’où la nouvelle expression de la déviation s’écrit:
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A

A

A

1)-n(

)r(rn

rnrnA-iiD

r

21r

2r1r21







Ainsi, dans ce cas particulier, la déviation est indépendante de l’angle d’incidence et elle est

proportionnelle à l’angle de prisme. Celle-ci est évidement faible puisque A est petit.

7.6.2 Déviation minimale.

La déviation D passe par un minimum (D = Dm) lorsque l’angle d’incidence i1 est égal à

l’angle d’émergence i2 (i1 = i2). Cette égalité entraine celle des angles r1 et r2, d’où :

;
2

A
rrr22rA 2121 

Donc, la déviation minimum Dm est :

Ai  1m 2D ; i



2

DA
ii m

21

Il s’ensuit que l’on peut relier la déviation minimale aux caractéristique A et nr du prisme

grâce à la relation suivante :

1r1 rsinn=isin

01

1
r

n

n

rsin

isin
=n 

l’expression de l’indice relatif s’écrit comme suit :

0

m

n

n

)
2

sin(

)
2

DA
sin(






A

nr

7.6.3 Conditions d’émergence.

7.6.3.1 Condition à imposer à l’angle de prisme.

A l’entrée dans le prisme (milieu plus réfringent que l’air), la réfraction à toujours eu lieu et

on a nécessairement :

r1 (1)

Avec :  c’est angle limite

Dans ce cas, la condition d’émergence est :

r2 (2)

Les équations (1)+ (2) donnent :
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 22rr 21  A

Pour que certains rayons puissent traverser le prisme, il faut que l’angle du prisme soit

inférieur ou égal au double de l’angle limite.

7.6.3.2 Condition à imposer à l’angle d’incidence.

La condition relative à l’angle de prisme étant supposée satisfaite, cherchons les valeurs entre

lesquelles doit être comprise l’incidence i1 pour que le rayon lumineux traverse le prisme.

Commençons par calculer l’incidence i0 correspondant à l’émergence rasante (i2=90°) ; à cette

fin, il est commode de suivre le trajet lumineux dans le sens inverse de propagation de la

lumière (Fig. 7. 6).

Fig. 7. 6. la condition d’émergence.

Au point I’ : l’angle d’émergence 2i = 90° correspond à un angle d’incidence 2r égale à l’angle

limite .

Par la suite, en I on a  ArAr 21 , d’où la valeur de 0i , est donnée par la relation :

)sin(sin 0  Ani r .

Pour toute incidence inférieure à 0i , le rayon intérieur (au point I’’) est plus incliné

vers la base et il frappe la seconde face sous une incidence 2r supérieure à l’angle limite  et

par la suite, celui-ci subit la réflexion totale.
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Si l’incidence sur la première face du prisme est supérieure à 0i , l’incidence 2r sur la

seconde face est inférieure à l’angle limite de prisme et supérieure à 0i . Dans ce cas, la

condition d’émergence est satisfaite et le rayon traverse le prisme.

Pour la plus grande valeur d’angle d’incidence 1i =90° correspond la plus faible valeur

de l’angle d’émergence 02 ii  .

Applications

Exercice 1

Le tableau ci-dessous donne les longueurs d’onde de deux radiations monochromatiques dans

le vide et les indices correspondants pour deux types de verre différents.

Couleur 0 (nm) n (crown) n (flint)

rouge 656.3 1.504 1.612

bleu 486.1 1.521 1.671

1. Calculer les fréquences de ces ondes lumineuses. Dépendent-elles de l’indice optique du

milieu? On prendra C = 3.108 m.s−1.

2. Calculer les célérités et les longueurs d’onde de la radiation rouge dans les deux verres.

3. a . Un rayon de lumière blanche arrive sur un dioptre plan air-verre, sous l’incidence 60°.

L’indice de l’air est pris égal à 1. Rappeler les lois de Descartes relatives à la réfraction de la

lumière.

3. b. Calculer l’angle que fait le rayon bleu avec le rayon rouge pour un verre crown, puis

pour un verre flint.

3. c. Quel est le verre le plus dispersif ?

Solution

1. Les fréquences de ces ondes lumineuses :

L’expression de la fréquence en fonction de la longueur d’onde est donnée par :
c

f




La fréquence rouge Hz
R

14

9-

8

0

R 5710.4
656.310

310c
f 





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La fréquence Bleu Hz
B

14

9-

8

0

B 1710.6
486.110

310c
f 






Nous remarquons que la fréquence de ces ondes lumineuses ne dépend pas de l’indice du

milieu.

2. Les célérités et les longueurs d’onde de la radiation rouge dans les deux verres :

on a l’expression de la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu différent du vide

est
c

V
n



La longueur d’onde est :
nnff

0cV 
 

Dans le verre crown n=1.504

18
8

9910.1
504.1

310c
V 



 ms
n

nm
n

36.436
504.1

310.656 9
0 




Dans le verre flint n=1.612

18
8

8610.1
612.1

310c
V 



 ms
n

nm
n

1.407
504.1

310.656 9
0 




3. a. La loi de Descartes relatives à la réfraction de la lumière : rsinn=isinn '

3. b. 1. L’angle que fait le rayon bleu avec le rayon rouge pour un verre crown :

i)sin
n

n
arcsin(r

isin
n

n
rsinrsinn=isinn

'

'

'





L’angle réfracté pour le rouge est :





35.16)60sin
1.504

1
arcsin(r

i)sin
n

n
arcsin(r

R

'

L’angle réfracté pour le bleu est :

 34.71)60sin
1.521

1
arcsin(rB
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D’où en déduit que le rayon bleu est plus dévié que le rayon rouge. L’angle entre le rayon

rouge et le rayon bleu vaut Δr = 0. 45°.

3. b. 2. L’angle que fait le rayon bleu avec le rayon rouge pour un verre flint :

L’angle réfracté pour le rouge est :

 32.5)60sin
1.612

1
arcsin(rR

L’angle réfracté pour le bleu est :

 31.22)60sin
1.671

1
arcsin(rB

D’où en déduit que le rayon bleu est plus dévié que le rayon rouge. L’angle entre le rayon

rouge et le rayon bleu vaut Δr = 1. 28°.

3. c. Le verre flint est plus dispersif que le verre crown car l’angle entre les deux rayons est

plus important.

Exercice 2

Un rayon lumineux monochromatique passe de l’air à l’eau. Reproduire un schéma en

indiquant les angles d’incidence et de réfraction, en dessinant la normale à la surface de

séparation des deux milieux.

2. Ecrire l’expression de la loi de Snell-Descartes.

3. Calculer l’angle de réfraction si l’angle d’incidence vaut 45° et sachant que l’indice de

l’eau vaut 1.33 et que l’indice de l’air vaut 1.00.

Solution

1. Le schéma indiquant les angles d’incidence et de

réfraction : avec 1i l’angle d’incidence et 2i l’angle de

réfraction.

2. L’expression de la loi de Snell-Descartes

2211 isinn=isinn

3. L’angle de réfraction si l’angle d’incidence vaut 45° est

donné comme suit :

D’après la loi de Snell-Descartes, l’angle de réfraction est :
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



32533.0
1.33

45sin1
isin

n

isinn
isin

22

2

11
2

i

Exercice 3

L’un des rayons d’un faisceau de lumière se propage dans l’air et pénètre dans un diamant

d’indice de réfraction 2.43.

1. Écrire la loi de Snell-Descartes.

2. Calculer l’angle d’incidence permettant d’obtenir un angle de réfraction égal à 20°.

3. Calculer l’angle de réfraction limite pour un rayon passant de l’air (indice 1.00) dans le

diamant (indice 2.43).

4. Calculer l’angle de réfraction limite pour un rayon passant de l’air vers l’oxygène liquide

(indice 1.20).

Solution

1. La loi de Snell-Descartes s’écrit comme suit :

21

2daimant1air

isin43.2isin

isinn=isinn



2. L’angle d’incidence permettant d’obtenir un angle de réfraction de 20° :

sachant que : 21 isin43.2isin 





3.5683.0isin

20sin43.2isin

11

1

i

3. L’angle de réfraction limite pour un rayon passant de l’air vers le diamant d’indice 2.43

nn daimantair   L21 i,90i angle limite.

Dans ce cas la loi de Snell-Descartes s’écrit comme suit:

41.0Lsin
43.2

901sin
Lsin

90sinn
LsinLsin90sinn air

air






diamant

diamant
n

n

D’où l’angle de réfraction limite :  )41.0(sinL -1
 3.24L
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4. L’angle de réfraction limite pour un rayon passant de l’air d’indice 1.00 vers l’oxygène

liquide d’indice 1.2 est :

833.0Lsin
2.1

901sin
Lsin

90sinn
LsinLsin90sinn air

air






ideOygeneliqu

ideOygeneliqu
n

n

Donc, la valeur de L est :  5.256)833.0(sinL -1 L

Exercice 4

Les rayons de soleil viennent frapper à la surface d’un lac sous une incidence égale à 90°. On

assimile l’air au vide d’indice égal à 1 et on prend l’indice de l’eau n = 4/3. Un faisceau de

rayons étroit est reçu par un poisson.

1. Quelle est pour un poisson dans le lac la direction apparente du soleil qui se couche ?

2. Existe-t-il une position du soleil pour laquelle la direction apparente pour le poisson

coïncide avec sa direction réelle ?

Solution

1. Le faisceau parallèle rasant est réfracté dans l’eau. L’angle de réfraction r satisfait la

relation de Descartes :







6.4875.0rsin
4

903sin
rsin

90sinn
rsinrsinisinn air

air

r

n
n

eau

eau

Pour le poisson, le faisceau parallèle semble provenir d’une direction faisant un angle r =

48.6° avec la verticale.

1 i=90°
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2. Le poisson voit le soleil dans la direction réelle si i = r, i étant l’angle d’incidence des

rayons issus du soleil. Avec sin i = n sin r, cette condition n’est vérifiée que si i = r = 0°.

Exercice 5

Un rayon lumineux tombe sur la surface de séparation S de deux milieux d’indices respectifs

n1=1.2 et n2=1.6. Celui-ci, donne un rayon réfracté qui forme un angle de 60° avec la surface.

1. Calculer l’angle d’incidence et représenter le rayon incident correspondant à ce rayon

réfracté.

2. Un rayon lumineux passe de l’air n=1 vers l’eau n=1.33, l’angle d’incidence est de 65°

calculer l’angle de réfraction.

3. Calculer l’angle limite pour la surface de séparation eau/air ; que se passera-t il si l’angle

d’incidence est égale à 50°, le rayon passe de l’eau vers l’air.

Solution

A tout rayon incident correspond un rayon réfléchi du même côté du dioptre et dans l’autre

milieu un rayon réfracté. Le rayon réfléchi et le rayon réfracté sont tous les deux dans le

même coté de la normale au dioptre.

Pour un rayon réfracté, qui forme un angle de 60° avec la surface S, correspond la valeur de

l’angle de réfraction : r = 90°-60°=30°

D’après la loi de Snell-Descartes :







8.41667.0isin
2.1

301.6sin
isin

30sinn
isinrsinisinn

2

1
21

i

n
n

2. L’angle réfracté est:

60°

i=41.6°

r=30°

n1=1.2

n2=1.6

N

Surface de séparation
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On a un rayon lumineux qui passe de l’air n=1.00 vers l’eau n=1.33 avec un angle d’incidence

65°.

D’après la loi de Snell-Descartes :







9.4268.0rsin
33.1

651sin
rsin

65sinn
rsinrsinisinn

2

1
21

r

n
n

3.1 L’angle limite de réfraction L

C’est l’angle de réfraction maximum correspondant à un angle d’incidence maximum de 90°

Dans ce cas la loi de Snell-Descartes s’écrit :

2

1
21

n
LsinLsin90sinn

n
n 

 7.4875,0
33.1

1
Lsin L

L’angle limite de réfraction L se trouve toujours dans le milieu le plus réfringent (de plus

grand indice n).

3.2 L’angle d’incidence est égal à 50°, le rayon passant de l’eau vers l’air (dans ce cas n2 est

le plus grand des deux indices), l’angle d’incidence est supérieur à l’angle limite, le rayon

réfracté n’existe plus. La lumière subit alors une réflexion totale sur la surface réfringente.
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Exercice 6

On considère le rayon incident en I sur un cube ABCD de verre d’arête 4 cm.

1. Déterminer successivement les points de réflexion du rayon sur les différentes faces du

cube.

2. Par quelle face va-t-il sortir. On donne AB = 4 cm et AI = 1 cm.

Solution

D’après la loi de Snell-Descartes :







6.366.0rsin
4434.1

601sin
rsin

60sinn
rsinrsinisinn air

air

r

n
n

verre

verre

sin 60 = 1.4434 sin r, sin r = 0.6, cos r = 0.8 et tan r = 0.75 ⇒r = 36.869°.

Au point J on a :



j = 90° − r=90° − 36.6°= 53.4°, donc sin j = 0.8

cm33.1
0.75

1
=

rtan

JH
=IH

IH

JH
=rtan  .
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cm

IH

67.2=J B

33.14=J B

AB=J B

AJAB=J BJ BAJAB









Le rayon arrive en K sur la face BD avec un angle égal à r.

cmK 00.20.75*2.67rBJtan=B
BJ

BK
=rtan  . Dans ce cas, il y a une symétrie

complète.

Le rayon ressort sur la face AC, à 1 cm de C avec un angle d’émergence de 60°. Une partie du

rayon JK ressort en K avec un angle d’émergence de 60°.

Exercice 7

Une demi-boule de plexiglas sphérique de centre O et de rayon R, transparente et d'indice

1.49 reçoit sur sa face sphérique un rayon lumineux SI parallèle à son axe de symétrie HO

sous un angle d'incidence i = 40°.

Construire le chemin optique du rayon lumineux. Ce rayon émerge-t-il de la demi -boule?

Solution

Soit r1 l’angle correspondant au rayon réfracté en I. d’après la loi de Descartes :









5.25

43.0rsin
49.1

40sin1
rsin

isinn
rsinrsinisinn

1

1

1

air
11air

r

n
n

plx

plx

Sur la face plane de la demi-boule, le rayon arrive en k avec un angle d’incidence r2

14.525.5-40r-irr+r=i 1212 
40°

O
H

I

K
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Cherchons l’angle critique d’incidence λ qui vérifie dans ce cas :









15.42

671.0sin
49.1

90sin1
sin

90sinn
sinsin90sinn air

air








plx

plx
n

n

D’où λ = 42.15°. Or r2 < λ, il y a donc réfraction en k et le rayon émerge de la face plane de la

demi-boule.

Exercice 8

On considère un bassin rempli d'un liquide d'indice n = 4/3 et de hauteur h =1.5 m. On place

au fond du bassin un miroir plan horizontal. Soit un rayon lumineux incident faisant un angle

d'incidence i1=30° à la surface de l'eau.

1.1. Déterminer l'angle de réfraction i2.

1.2. Tracer le chemin optique du rayon lumineux qui émerge du bassin après réflexion sur le

miroir. En déduire la déviation D du rayon lumineux.

2. On place au centre de la base du bassin une source lumineuse monochromatique S.

2.1 On observe à la surface de l'eau un disque lumineux. Expliquer le phénomène. Calculer le

rayon R du disque.

2.2 Tracer la marche de deux rayons lumineux issus de la source correspondant aux angles

d'incidence j1=30° et j2=60°.

Solution

1.1 L’angle de réfraction i2

D'après la loi de la réfraction :

n1 sin i1 = n2 sin i2.
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D’où:







22375.0sini

30sin
1.33

1
sini

sin
n

n
sini

22

2

1

2

1
2

i

i

D'après la loi de la réflexion,

Au point J : 5432 22 iiii 

Au point K, on a : n sin i5 = sin i6

D’où i6 = 29.93°.

1.2.1 Construction du trajet optique du rayon lumineux émergent du bassin après réflexion sur

le miroir

1.2.2 La déviation du rayon lumineux est donnée par la somme des déviations aux points I, J

et K

D = DI + DJ + DK

Avec :

DI = i2 - i1 = 22° -30°= - 8°

DJ = 180°- 2 i3 = 180°- 2 (44°) = 136°

DK = i5 - i6 = 22°-29.93°= - 7.93°

D’où la déviation est:

D = 120.07°.

2.1 Le rayon lumineux issu de S passe d'un milieu d'indice n à un milieu d'indice inférieur

égal à 1 ; il existe un rayon réfracté si et seulement si i ≤ λ où λ est l'angle limite d'incidence.


2

sinsin


n
n

1
sin 

 6.48
4

3
sin 
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Les rayons issus de S, qui ont un angle d'incidence inférieur à λ=48.6°, traversent le

dioptre. En revanche, les rayons issus de S ayant un angle d'incidence supérieur à λ=48.6°,

subissent une réflexion totale à la surface du dioptre. Ceci explique l'apparition d'un disque

lumineux de rayon R.

Le rayon de disque est :

R = h sin λ = 1.5 sin 48.6° = 1.125 m

Un angle d’incidence j1= 30 ° inférieur à λ=48.6° :

La loi de réfraction s’écrit :

666.0
3

2

1

30sin
3

4

'jsin

sin
'jsin'jsinsin

1

1
111




air

air
n

jn
njn

j'
1= 41.8°

Un angle d’incidence j2 = 60° supérieur à l’angle limite λ, donc il y a réflexion totale à la

surface du dioptre (j2 > λ).

Exercice 9

Un prisme de verre crown d’indice 1.52 et de petit angle A=4°, placé dans l’air est éclairé par

un faisceau de lumière parallèle sous un faible angle d’incidence i.

1. Montrer que le faisceau qui émerge fait avec le faisceau incident un angle D = (nverre – 1) A.
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2. Calculer la déviation subie par deux rayons qui font à l’entrée l’angle d’incidence i = 3°,

l’un au-dessous, l’autre au-dessus de la normale.

Solution

D’après la loi de Snell-Descartes on a :

2air2

11air

isinnrsin

rsinisinn





verre

verre

n

n

Pour des angles petits, on a 11 iisin  , 11 rrsin  , 22 rrsin  et 22 iisin  alors les deux

équations précédentes deviennent :

2air2

11air

inr

rin





verre

verre

n

n

D’où la déviation D

D = i1 + i2 – A et A = 21 rr 

Pour des angles petits, la déviation est :

AnD

AnD

AnnD

verre

verre

verreverre

1)-(

)r(r

rr

21

21







2. La déviation est la même dans les deux cas :

la déviation de prisme est :

AnD verre 1)-(

 241)-5.1(D

On peut retrouver ce résultat en suivant le chemin de chacun des rayons et en calculant les

différents angles. D’après la loi de Kepler :

 le premier rayon, on a l’angle d’incidence i = + 3°





2
1.5

3
r

n

in
rrnin

1

verre

air
11verreair

On a :





224

rr

2

1221

r

ArAr

La loi de Kepler sur la deuxième face s’écrit alors :
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



3
1

(1.5)2
i

n

rn
irnin

2

air

2verre
22verre2air

D’où la déviation :

D = i + i’ – A

D = 3+ 3 – 4 =2°

 Le deuxième rayon, on a l’angle d’incidence i = - 3°





2
1.5

3-
r

n

in
rrnin

1

verre

air
11verreair

On a :





624

rr

2

1221

r

ArAr

La loi de Kepler sur la deuxième face s’écrit :





9
1

6*1.5
i

n

rn
irnin

2

air

2verre
22verre2air

D’où la nouvelle déviation :

D = i + i’ – A

D = -3+ 9 – 4 =2°

Exercice 10

Soit un prisme de verre flint d’angle A et d’indice de réfraction n = 1.60.

1. Que vaut cet angle si la lumière émerge par sa face de sortie ?

2. On place ce prisme dans un liquide d’indice de réfraction 1.33, que devient cet angle si la

lumière émerge par sa face de sortie ?

Solution

1. Le prisme dans l’air :

Pour qu’un rayon émerge par la face de sortie du prisme, l’angle d’incidence r2 sur la

deuxième face ne doit pas dépasser l’angle limite r2lim, dans ce cas la loi de Descartes sur la

deuxième face s’écrit :
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)
n

sin(r90sin*nrsin air
2limair2lim

verre

verre
n

Arcn 

 7.38)
60.1

1
sin(r2lim Arc

La valeur maximale de l’angle de réfraction r1 sur la face d’entrée du prisme est telle que r1lim

= r2lim = 38.7°. Cela correspond à une incidence rasante sur la face d’entrée du prisme.

On a l’angle au sommet du prisme :

A = r1 + r2, donc, sa valeur limite est donnée par :

Alim = r1lim + r2lim = 2r1lim = 77.4°.

On peut écrire que A < Alim avec Alim = 2 )
n

arcsin( air

verren
, ce qui revient à dire que

)
n

arcsin()
2

( air

verren

A
 est la condition d’émergence d’un rayon par la deuxième face d’un

prisme.

2. Le prisme dans un liquide d’indice de réfraction 1.33

D’après la loi de Descartes sur la deuxième face de prisme plongée dans le liquide on écrit :

)
n

sin(r90sin*nrsin
liquide

2limliquide2lim

verre

verre
n

Arcn 

 23.56)
60.1

1.33
sin(r2lim Arc

La valeur maximale de l’angle de réfraction r1, sur la face d’entrée du prisme est telle que r1lim

= r2lim = 56.23°. Ceci correspond à une incidence rasante sur la face d’entrée du prisme.

On a l’angle au sommet du prisme :

A = r1 + r2, donc sa valeur limite est donnée par :

Alim = r1lim + r2lim = 2r1lim

Exercice 11

Soit un prisme ABC rectangle en B d'indice n = 1.5. Les angles en A et C valent

respectivement 30° et 60°.

1. Décrire le chemin optique d'un rayon lumineux normal à la face AB.

2. Calculer la déviation de la lumière.

3. Tracer le trajet optique du rayon lumineux normal à la face BC.
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Solution

1. Rayon incident normal à la face AB

Au point I, le rayon incident est parallèle à la normale

(L’angle d’incidence i=0°) donc, c’est une incidence

normale, dans ce cas le rayon n'est pas réfracté.

Au point J : l’angle d'incidence i1 =A= 30°

D’où la loi de Descartes sur la deuxième face AC :

)
isin

sin(sinnisin 1

1 22air

air

verre

verre
n

n
Arciin 





6.48

)
1

30sin5.1
sin(

2

2

i

Arci

Donc, le rayon émerge par la face AC avec un angle  6.482i

2. La déviation de la lumière

D’après l’expression de la déviation D, on a







6.18

306.480
2

D

D

AiiD

3. Rayon incident normal à la face BC

Au point I, on a l’incidence normale (i=0°): le rayon n'est pas réfracté.

Au point J, l’angle d'incidence i1 =C= 60°







8.48
5.1

1
sin

sin90sinsin






verre

air
airverre

n

n
nn

Avec :  l’angle limite.

Donc, i1 > λ ⇒ réflexion totale

Au point K : angle d'incidence i'1 =A= 30°

D’où la loi de Descartes sur la deuxième face AB
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
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
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'
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2
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i
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n
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air
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Exercice 12

Un rayon lumineux arrive en I sur un bloc de glace qui forme un prisme rectangulaire d’indice

n = 1.33 (figure 7.7.a).

1. Calculer les valeurs de r, r’ et i’ pour la valeur limite i = 90°. Donner sans démonstration

l’expression de la déviation D. Calculer D. Que se passe-t-il en J ?

2. Donner sans démonstration une relation donnant Dm, la valeur de D au minimum de

déviation. Calculer Dm et la valeur im de i correspondante.

3. On colle le premier prisme ABC (bloc de glace d’indice n=1.33) avec un autre prisme

DBC d’indice n’ pour former un rectangle comme l'indique la figure 7.7.b. Un rayon lumineux

SI arrive sur la face AB sous une incidence i = 70°.

3.1. Repérer le trajet optique du rayon lumineux SI à travers le premier prisme.

3.2. Discuter selon la valeur de l’indice n’ du second prisme, les différents trajets possibles de

la lumière.

Solution

L’angle d’incidence i = 90°.

D’après la loi de Snell-Descartes sur AB :

Fig.7.7.a

Fig.7.7.b
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On applique la loi de Snell -Descartes sur AC, on obtient :






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24.41sin33,1sin
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sinsinsin

'

'

'

'''

i

i

n

rn
iinrn

air
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L’expression de la déviation D :

D = i + i’ − A = 90°+61.27°-90° = 61.27°.

Au point J : la réflexion est totale en J si i < 61.27°.

2. la relation de la déviation minimale Dm :














51

5.70
2

45sin33.1
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2
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2
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m

m
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air

glacem

D

DA

DAA

n

nDA

3.1- Au point I, la loi de réfraction sur la face AB s’écrit :

707.0
33.1

70sin
i'sini'sin1.33=70sin 

i' = 45 °.

Le rayon réfracté est orthogonal à la face BC. Il ne subit donc aucune déviation à la traversée

du dioptre BC.

3.2- Le rayon lumineux arrive sur la face BD en un point J avec un angle d’incidence donné

par : j = 45°.

Dans ce cas, Il y a trois possibilités qui dépendent à la fois de la valeur de n’ et de l’angle

limite d’incidence

n’sin λ = n sin90° ⇒λ= Arc sin (1/n’)

 Si j < λ ⇒ sin j = < sin λ 
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n

Donc, le rayon émerge de la face BD avec un angle d’incidence j’ tel que :

sin j’ = n’ sin j

  sinsin  jjsi

2

1

2

2
sinsin

'

'





n

n
j 

Dans ce cas, le rayon émerge du prisme parallèlement à la face BD.

 Si j > λ ⇒ 2' n : il y aura une réflexion totale en J. Le rayon arrive en K sur la face

CD où il subit encore une réflexion totale. Il arrive en P sur la face AC avec un angle

d’incidence égal à 45°. Il émerge avec un angle de 70°.
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Rappel de cours sur la formation des images.

8.1 Notion d’objet et d’image.

Soit un système optique représenté par ses deux faces extrêmes ),( 21  . La face 1 est du

côté de la lumière incidente et elle reçoit les rayons lumineux (face d’entrée). La face 2

est la face de sortie de faisceau lumineux incident qui rencontre la face d’entrée 1 . Une

partie de ce faisceau pénètre dans le système optique, en le traversant et ressort par la face

2 constituant ainsi un faisceau émergent.

 Objet :

Un objet réel peut être assimilé à un point source émettant des émet des rayons lumineux. En

revanche, un objet virtuel n’émet pas de rayons lumineux, c’est le point de convergence de

rayons virtuels.

Fig. 8.1. Objets définis par rapport à la face d’entrée (Σ1), (a) : Objet A réel ; (b) : Objet A virtuel.

 L’image :

Si le faisceau, qui émerge, est conique de sommet A’, on dit que A’ est l’image du point A à

travers le système optique. Si le faisceau conique est convergent au niveau de (Σ2), les rayons

qui le constituent passent effectivement par A’ : l’image A’ de A est dite réelle. Si le faisceau

conique est divergent, A’ est située sur la partie virtuelle de ces rayons : A’ est appelée image

virtuelle.

Fig. 8.2. Images définies par rapport à la face de sortie (Σ2) ;(a) : Image réelle ; (b) Image virtuelle.
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8.1.1 Espaces réel et virtuel.

Le classement de l’espace des objets en espace réel (avant la face d’entrée 1 ) ou espace

virtuel (après cette face d’entrée 1 ) est caractérisé par les données relatives en rapport au

sens de propagation effectif de la lumière avant l’entrée dans le système optique.

De manière analogue, les images A’ envisagées ci-dessus se forment après la face de sortie

2 du système optique. Il est ainsi possible de placer en A’ un écran pour observer la

formation de l’image. Cette situation correspond aux images réelles. Pour les images

virtuelles, celle-ci se forment avant la face d’entrée 1 du système otique, (fig. 8.3).

Fig. 8.3. Espaces objet réel/virtuel et espaces image réel/ virtuel.

8.2 Stigmatisme.

8.2.1 Stigmatisme rigoureux.

Définition : Un système optique (S) est dit rigoureusement stigmatique (miroirs plan et

sphérique…) pour un couple de points (A, A’), si tout rayon lumineux issu de l’objet A

émerge de (S) en passant par A’ qui est l’image de A par (S).

8.2.2 Stigmatisme approché.

Définition : Un système optique présente un stigmatisme approché (dioptre plan…) pour un

couple de points (A, A’), si tout rayon passant par A passe au voisinage de A’ après avoir

traversé le système optique.

8.3 Approximation de Gauss.

Pour qu’un système donne des images de bonne qualité, il est préférable de l’utiliser dans

l’approximation de Gauss. Cette approximation n’est valable que si les faisceaux issus des

objets sont peu ouverts et assimilables à des pinceaux et si les angles d’incidences sont petits.
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Les rayons incidents sont alors considérés comme proches de l’axe optique (rayons

paraxiaux).

8.4 Dioptre.

Définition.

Un dioptre est une surface qui sépare deux milieux d’indices différents, il est caractérisé par

les indices de ces milieux. Il existe plusieurs formes de dioptres classés selon la forme des

deux milieux.

8.4.1 Dioptre plan.

Il représente une surface plane séparant deux milieux d’indices différents. Le dioptre plan

constitue un cas d’école pour la compréhension du stigmatisme approché et choisi ainsi

comme exemple de système présentant un stigmatisme approché. La minimisation du chemin

optique au premier ordre permet d’écrire une relation dite relation de conjugaison. Cette

dernière relie la position de l’objet A, associée à l’indice objet n, à celle de son image par le

dioptre A’, associée à l’indice image n’ pour des angles d’incidence i et de réflexion r faibles.

On a alors, d’après la loi de réfraction de Descartes n sin i= n’ sin r.

Fig. 8.4. Dioptre plan, les points A et A’ sont des points conjugués à travers le dioptre.

La formule de conjugaison est : 0
'

'


HA

n

HA

n

8.4.2 Dioptre sphérique.

C’est une surface sphérique qui sépare deux milieux d’indices différents. On peut distinguer

deux types de dioptres sphériques : dioptre convexe et dioptre concave (fig.8.5).

• Si la lumière rencontre une surface bombée, le dioptre est dit convexe et son rayon de

courbure r > 0.
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• Si la lumière rencontre une face creuse, le dioptre est dit concave et son rayon de courbure r

< 0.

Fig. 8.5. Rayon incident sur un dioptre concave ou convexe.

8.4.2.1 Relation de conjugaison.

8.4.2.1 .1 Relation de conjugaison avec origine au sommet.

Pour établir la relation de conjugaison du dioptre sphérique, nous utilisons l’expression du

chemin optique entre un point lumineux A et un point A’.

Fig. 8.6. Points A et A’ conjugués à travers un dioptre sphérique de sommet S et de centre C.

Avec : HIxSAPSAP  ,,,SCR ''

L’expression du chemin optique (Fig. 8.6) est :

)1(21)1(21L
''

''

AA ' 
p

R

p

x
pn

p

R

p

x
np

Nous savons que le dioptre sphérique n’est pas rigoureusement stigmatique, pour cela nous

utilisons cette approximation    n
n

 11 . Dans cette approximation, le chemin optique

LAA’ s’écrit:
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Nous retrouvons la condition de stigmatisme rigoureux à l’ordre zéro qui conduit à la

minimisation du chemin optique :
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Nous déduisons alors la relation de conjugaison du dioptre sphérique :
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8.4.2.1 .2 Relation de conjugaison avec origine au centre.

On peut établir une autre formule de conjugaison en choisissant l’origine du repère au centre

C du dioptre. Notons: '',,SCR CAqCAq  ; il vient que : Rpq  et Rpq  '' . D’où,

la relation de conjugaison avec l’origine au sommet :
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Après simplification, nous obtenons l’expression :
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8.4.2.1.3 Expression du grandissement du dioptre sphérique.

Pour calculer le grandissement γ, considérons le rayon issu de B et passant par le sommet S

du dioptre (Fig. 8.7). Nous notons i l’angle d’incidence de ce rayon BS sur le dioptre et i’

l’angle que fait le rayon réfracté SB’.

Fig. 8.7. Grandissement à travers un dioptre sphérique.

Dans l’approximation des angles faibles, on a :

'
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Avec : '', SAPSAP 
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Dans l’approximation paraxiale, la loi de la réfraction (loi de Kepler) s’écrit n i = n’ i’.

Autrement dit :
'

''
' BAAB

p
n

p
n 

Nous obtenons l’expression du grandissement :

pn

pn
'

'''

AB

BA


Si γ < 0, l’image est inversée ; elle est droite dans le cas contraire (γ > 0). Si |γ| < 1, l’image

est plus petite que l’objet ; elle est plus grande si |γ| > 1.

8.4.2.2 Foyers du dioptre.

 foyer objet : est le point appartenant à l’axe optique traversé par un rayon incident ayant

un rayon réfracté parallèle à l’axe optique.

 foyer objet (F): est le point objet ayant son image à l’infini.

 foyer image (F’) : est le point appartenant à l’axe optique traversé par un rayon réfracté

issu des rayons incidents parallèles à l’axe optique.

 La distance focale de l’objet (f) est :

R
nn

n




'
fSF

 La distance focale de l’image (f’) est :

R
nn

n




'

'
'' fSF

Fig. 8.8. Les foyers du dioptre sphérique.
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8.4.2.3 Dioptre convergent ou divergent.

Dans un dioptre sphérique convergent, le rayon, après avoir traversé le dioptre, se rapproche

de l’axe optique. Au contraire, dans un dioptre divergent, il s’éloigne (Fig. 8.9).

Un dioptre convexe est dit convergent si le deuxième milieu est plus réfringent que le

premier n’ >n (Fig. 8.9.b); si au contraire, n’ < n (Fig. 8.9.c), il est dit divergent.

Un dioptre concave est dit divergent si le deuxième milieu est plus réfringent que le premier

n’ > n (Fig. 8.9.d) si au contraire, n’ < n, il est dit convergent (Fig. 8.9.a).

Fig. 8.9 : Les quatre configurations possibles d’un dioptre sphérique : dioptres convergents : a
(concave) et b (convexe). Dioptres divergents : c (convexe) et d (concave).

Dans l’approximation de Gauss, on prendra l’habitude de schématiser ces dioptres comme des

portions de droite dont les extrémités sont inclinées comme la courbure du dioptre. Ils sont

représentés sur la figure 8.10. Dans la mesure où on considère des rayons lumineux semblant

provenir de l’infini (rayons peu inclinés sur l’axe optique), cette représentation est

parfaitement justifiée.

Fig. 8.10 Les quatre configurations dans l’approximation de Gauss.
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8.4.2.4 Méthode de construction d’images à travers un dioptre sphérique.

Considérons un point B situé hors de l’axe principal (axe optique) ; ce point matérialise le

haut de l’objet AB. Afin de construire son image A’B’, on choisit de façon astucieuse deux

rayons particuliers incidents sur le dioptre en passant par B. On utilise en général deux des

trois rayons suivants (figure.8.11) :

• Le rayon (1) (ou son prolongement) arrive sur le dioptre parallèlement à l’axe principal ;

après le dioptre, il passe par F’ (1’),

• Le rayon (2) passe par C et il n’est pas dévié,

• Le rayon (3) (ou son prolongement) passe par F ; après le dioptre, il ressort parallèlement à

l’axe optique selon (3’).

Fig. 8.11. Image A’B’ d’un objet étendu qui transverse AB à travers un dioptre sphérique.

Si l’objet AB est réel (figures (8.11a) et (8.11b)), les deux rayons incidents passent

réellement par B. Cependant, si l’objet est virtuel (figure 8.11c), c’est le prolongement d’un

ou de deux des rayons incidents qui passe par B. Après le dioptre, les rayons ou leur

prolongement se rencontrent en un point B’, situé aussi hors de l’axe principal image de B. En

abaissant à partir de B‘ la perpendiculaire à l’axe optique, on obtient le point A’, image

conjuguée de A ; l’image A’B’ est ainsi construite.

Si B’ est à l’intersection des rayons lumineux qui ont traversé le dioptre, l’image A’B’ est

réelle (le cas de la figure 8.11: a et c). Si B’ est à l’intersection du prolongement d’au moins

un des rayons ayant traversé le dioptre, elle est virtuelle (figure 8.11b).
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8.5.1 Miroir plan.

Le miroir plan est un exemple de système optique présentant un stigmatisme rigoureux pour

tout couple de points symétriques par rapport au plan du miroir.

Image d’un objet par un miroir plan:

Fig. 8.12. Image A’ d’un objet A à travers un miroir plan.

La relation de conjugaison du miroir plan: 'HAHA 

Où H est le projeté de A sur le miroir.

8.5.2 Miroir sphérique.

Un miroir sphérique est une portion de sphère dont la surface est recouverte d’une couche

réfléchissante pour les longueurs d’onde du faisceau incident. Comme pour le dioptre

sphérique, la représentation du miroir sphérique dans le plan d’incidence est une portion de

cercle de centre C qui coupe l’axe principal (axe optique) et orienté de la gauche vers la droite

en un point S appelé le sommet du miroir (fig.8.13).

Le rayon de courbure du miroir sphérique est la quantité algébrique R = SC. On

rappelle que, conventionnellement, l’orientation de l’axe optique, suit le sens de propagation

de la lumière incidente sur le miroir.

Fig. 8.13. Image A’ d’un objet A par un miroir concave (a) et convexe (b).

Un objet réel pour le miroir concave donne une image virtuelle tandis que le miroir convexe

donne une image réelle.
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8.5.2.1 Relation de conjugaison.

8.5.2.1 .1 Relation de conjugaison du miroir sphérique avec origine au sommet.

Dans le cadre de l’approximation de Gauss, un point objet A correspond à un point image

unique noté A’, dit conjugué de A. La relation de conjugaison relie la position de A sur l’axe

principal à celle de son image A’. Si l’on pose p = SA et p’ = SA’ (Fig. 8.13), la relation de

conjugaison s’écrit pour le miroir sphérique :

RPP

211
'



8.5.2.1 .2 Relation de conjugaison du miroir sphérique avec origine au centre.

En reprenant le résultat obtenu pour le dioptre sphérique et en appliquant à nouveau n’ = –n à

la relation de conjugaison d’un dioptre sphérique (avec origine au centre), nous obtenons :

RCACA

211
'



8.5.2.2 Foyers du miroir sphérique.

Foyer objet (F) : C’est la position d’un objet dont l’image est rejetée à l’infini.

Foyer image (F’) : C’est la position de l’image d’un objet situé à l’infini

Les foyers F et F’ sont deux points conjugués et leur position sur l’axe principal sont repérées

par rapport au sommet S du miroir sphérique par les distances algébriques തതതതetܨܵ .’തതതതܨܵ f = SF

est la distance focale objet du miroir sphérique et f’ = SF’ sa distance focale image ; on a :

22
SFf,

22
SFf '' RSCRSC

 .

Fig. 8.14. Construction des foyers objet et image d’un miroir sphérique : (a)concave et (b)convexe .
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Remarque:

Dans un miroir sphérique, les foyers objet et image sont confondus. Le résultat est cohérent

avec le principe du retour inverse de la lumière.

8.5.2.3 Méthode de Construction d’images à travers un miroir sphérique.

Nous nous plaçons dans le cadre de l’approximation de Gauss. Un objet AB et son image A’B’

sont dans un plan perpendiculaire à l’axe principal. Ce dernier passe par le centre C et le

sommet S du système étudié (Fig. 8.15). On rappelle que la méthode de construction suppose

connues les positions des foyers objet F et image F’. Rappelons que, dans le cas d’un miroir

sphérique, ces deux points sont confondus et placés à mi-chemin entre le sommet S et le

centre C. À partir du point B de l’objet, on choisit deux rayons particuliers incidents, selon la

même démarche que pour le dioptre sphérique.

Si l’objet AB est réel (Fig. 8.15(a) et Fig. 8.15(b)), les deux rayons incidents passent par B ; si

l’objet est virtuel (Fig. 8.15.c), c’est le prolongement d’un ou de deux de ces rayons incidents

qui passe par B. Pour construire l’image A’B’ de AB nous recommandons l’utilisation des

deux rayons incidents suivants : tout en analysant leur chemin optique.

• Celui qui passe par le centre C du miroir, car il n’est pas dévié après réflexion ;

• Celui qui est parallèle à l’axe principal du miroir car il passe par F’ après réflexion.

Après le miroir sphérique, les rayons ou leurs prolongements convergent en B’. En traçant à

partir de B’ la perpendiculaire à l’axe optique, on obtient le point A’, point conjugué du point

A, et donc l’image A’B’. Là encore, si B’ est à l’intersection des rayons incidents, l’image A’B’

est réelle (Fig. 8.15.a et c) ; sinon, elle est virtuelle (Fig. 8.15.b).

Fig. 8.15. Image A’B’ d’un objet étendu transverse AB à travers un miroir sphérique.
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8.6 Lentilles minces.

Une lentille est une association de deux dioptres, la combinaison des dioptres plans et

sphériques donne naissance à plusieurs types de lentilles :

 Une lentille mince correspond à une lentille dont l’épaisseur maximale est très petite

devant les rayons de courbure des deux dioptres. On les représente par :

Fig. 8.16. Convention de représentation d'une lentille mince convergente ou divergente.

En général Les lentilles minces sont étudiées dans l’approximation de Gauss. Dans cette

approximation, les points objets sont situés au voisinage de l’axe optique. De plus, les rayons

considérés sont limités à ceux qui restent proches de l’axe (rayons paraxiaux).

Nous rappelons que, dans le cadre de cette hypothèse, tout point A admet un point conjugué

A’ : c’est la condition de stigmatisme.

8.6.1 Propriétés optiques d’une lentille mince.

1. Les rayons se réfractent parallèlement à l’axe optique d’une lentille mince s’ils sont arrivés

en passant réellement ou virtuellement par un même point de l’axe optique : le foyer objet (F)

de la lentille.
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2. Les rayons incidents parallèles à l’axe optique d’une lentille mince se réfractent en passant

réellement ou virtuellement par un même point de l’axe optique : le foyer image (F’)

3. La distance focale objet d’une lentille mince est la longueur comprise entre son centre

optique et son foyer objet f = OF

4. La distance focale image d’une lentille mince est la longueur comprise entre son centre

optique et son foyer image f’= OF’

5. L’image d’un point objet situé au foyer objet d’une lentille mince se forme à l’infini sur

l’axe optique de cette lentille.

6. L’image d’un point objet situé à l’infini sur l’axe optique d’une lentille mince se forme au

foyer image de cette lentille.

7. Le plan perpendiculaire à l’axe optique d’une lentille mince et qui contient son foyer objet

est le plan focal objet de cette lentille.

8. Le plan perpendiculaire à l’axe optique d’une lentille mince et qui contient son foyer image

est le plan focal image de cette lentille.

9. L’image d’un point objet situé dans le plan focal objet d’une lentille mince se forme à

l’infini.

10. l’image d’un point objet situé à l’infini se forme dans le plan focal image d’une lentille

mince.

Tableau.8.1 : foyers objet et image pour deux lentilles convergente et divergente.
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8.6.2 Construction optique.

8.6.2.1 Image d’un objet à l’infini.

Pour construire l’image B’ d’un objet B situé à l’infini hors de l’axe optique, nous utilisons le

rayon issu de B passant par le centre optique de la lentille : ce rayon n’étant pas dévié, son

intersection avec le plan focal image correspond au point image B’ puisque l’on sait que tous

les rayons convergent en un point du plan focal image (Fig. 8.17).

Fig. 8.17. Image A’B’ d’un objet AB étendu transverse, situé à l’infini, à travers une lentille mince (a)
convergente et (b) divergente (le point A est sur l’axe optique).

8.6.2.2 Image d’un objet situé dans le plan focal objet.

Le point B situé dans le plan focal objet hors de l’axe optique forme son image à l’infini. Pour

déterminer la direction d’émergence du faisceau de rayons issus de B, on trace le rayon issu

de B et passant par le centre optique de la lentille. Ce rayon n’étant pas dévié, il donne la

direction α du faisceau émergent (Fig. 8.18)

Fig. 8.18. Image A’B’, renvoyée à l’infini, d’un objet AB étendu transverse situé dans le plan focal objet d’une

lentille mince (a) convergente et (b) divergente.

8.6.2.3 Image d’un objet quelconque.

Considérons un objet AB quelconque, le point A étant sur l’axe optique. Nous savons que

l’image A’B’ de l’objet AB par la lentille est également transverse et que le point image A’

est sur l’axe optique. La méthode la plus simple pour déterminer la position de l’image A’B’
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consiste à construire l’image B’ de B. A’ se déduit de B’ puisque nous savons que A’B’ est

transverse (Fig. 8.19).

Fig. 8.19. Construction à trois rayons particuliers de l’image A’B’ d’un objet transverse étendu à travers une

lentille : (a) convergente et (b) divergente.

8.6.3 Relations mathématiques régissant les lentilles minces.

Construisons l’image réelle d’un objet AB de hauteur h formée sur un écran par une lentille

mince convergente de distance focale f. L’objet est à une distance p de la lentille, avec p > f

(Fig. 8.20).

L’image A’B’ de hauteur h’ est observée sur un écran qui est placé à une distance p’ de la

lentille.

Fig. 8.20 – Image réelle formée par une lentille convergente.

D’après la Fig. (8.20), la similitude des triangles OAB et O‘A’B’ donnent :

p

p

h

h '''''

OA

OA

AB

BA


Le rapport des dimensions est appelé grandissement :
h

h '



La position de l’image dépend de la position de l’objet et de la distance focale de la lentille.

Les triangles F‘OI et F‘A‘B’ étant semblables, nous pouvons écrire :
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f

fp

h

h 


''

En injectant la relation de grandissement dans l’expression précédente on aura :

1
''


f

p

p

p

D’où, en divisant par p’ :

fpppfp

111111
''
 ,

cette relation est appelée relation de conjugaison de Descartes

Remarques

 Quand l’objet est placé entre le foyer et la lentille, donc p < f, l’image est observée à

travers la lentille. On obtient de façon analogue :
fpp

111
'


 Une image renversée correspond à un grandissement négatif 0 quand l’image est de

même nature que l’objet (p et p’ ont alors le même signe) et qu’elle est droite 0 dans le

cas contraire (p et p’ des signe contraires).

Donc la relation générale de grandissement est :
p

p '



Applications

Exercice 1

Un dioptre sphérique de rayon de courbure r = 2 cm sépare deux milieux d’indices n = 3/2 et

n’= 1.

1. Sur une figure, placer les foyers F et F’ puis calculer les distances ?

2. Sur l’axe optique on place une source ponctuelle en A telle que p = 2r. Quelle est la

position de l’image A‘ ?

3. Quel est la valeur du grandissement transverse γ obtenu pour un objet de 1 cm de hauteur ?

Quel est la grandeur de l’image A‘B’.

4. Reprendre les mêmes questions de l’exercice pour un rayon de courbure du dioptre

sphérique r = −2 cm et p = 2r.
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Solution

1. Pour r = 2 cm.

Rappelons qu’une image est virtuelle si elle est placée à l’intersection du prolongement des

rayons particuliers et réelle si elle est placée à l’intersection de ces mêmes rayons.

La relation de conjugaison s’écrit :

V
r

nn

P

n

P

n





'

'

'

Les positions des foyers sont données par les relations suivantes :

SF =
nn

n
rf




'
et

nn

n
rfSF




'

'
''

n=1.5, n’=1 cmf 4

1
2

3

1
2 



 et cmf 6

1
2

3

5.1
2' 





D’où la vergence : 


  dioptriecm
f

n

f

n

r

nn
V 2525.0 1

'

''

le dioptre sphérique

est donc divergent.

2. La position de l’image A‘ si p = 2r :

D’après la relation de conjugaison :

V
r

nn

P

n

P

n





'

'

'

8

3

4

11

2

5.11

4

5.11
''








PP

Donc, la position de l’image est p’=8cm.

3.Le grandissement transverse γ obtenu pour un objet de 1 cm de hauteur est :

Pn

np
'

'

 =3

Un objet de hauteur 1 cm donne une image d’une taille :
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33 ''
''

 BA
AB

BA
 cm

4. Le rayon de courbure du dioptre sphérique est r = −2 cm et p = 2r :

Les positions des foyers sont données par les relations

SF =
nn

n
rf




'
et

nn

n
rfSF




'

'
''

n=1.5, n’=1 cmf 4

1
2

3

1
2 



 et cmf 6

1
2

3

5.1
2' 





D’où l’équation de la vergence d’un dioptre sphérique :




 dioptrie
f

n

f

n

r

nn
V 25

'

''

Le dioptre sphérique est donc convergent

2. La position de l’image A‘ si p = 2r :

D’après la relation de conjugaison on a :

V
R

nn

P

n

P

n





'

'

'

8

3

4

11

2

5.11

4

5.11
''










PP

Donc, la position de l’image est p’= -8cm.

3.Le grandissement transverse γ obtenu pour un objet de 1 cm de hauteur

Pn

np
'

'

 =3 donc, un objet de hauteur de 1 cm donne une image d’une taille

33 ''
''

 BA
AB

BA
 cm, ce qui donne une image virtuelle de 3 cm de hauteur et

orientée dans le même sens que AB.

Exercice 2

1. Écrire sans démonstration la formule de conjugaison ainsi que la formule du grandissement

transverse γ d’un dioptre sphérique de rayon de courbure r séparant deux milieux d’indices n

et n’.



Chapitre 8 formations des images

187

2. En éliminant p’ (position de l’image) à l’aide de la formule de conjugaison, exprimer γ en

fonction de p, r, n et n’.

3. Que devient le grandissement γ pour un dioptre plan ?

4. On considère un dioptre sphérique (figure 8.21.a) de 1 cm de rayon de courbure séparant

l’air d’indice n = 1 du verre d’indice n’= 1.5. Déterminer la position des foyers F1 et F’
1 de ce

dioptre. On donne SC = 1 cm.

5. On considère un dioptre plan (figure 8.21. b) séparant deux milieux d’indices n’= 1.5 et n’’

= 1 et dont le sommet est en S’. Montrer que la relation de conjugaison s’écrit AS'A'S'
'

''

n

n
 .

Calculer la valeur A'S' , on donne SA = 3 cm, SS' = 1 cm.

Solution

1.1 La formule de conjugaison : V
R

nn

P

n

P

n





'

'

'

1.2 La formule du grandissement :
Pn

np
'

'



2.1 La position de l’image 'P à l’aide de la formule de conjugaison :

Rp

nRpnn

P

n

R

nn

P

n

P

n 





)( '

'

''

'

'

D’où la position de l’image est donnée par :
nRpnn

Rpn
P




)( '

'
'

2.2 L’équation de γ en fonction de p, R, n et n’

On remplace la position de l’image dans la formule du grandissement on obtient :

nRpnn

nR




)( '


3.le grandissement γ pour un dioptre plan :

Pour un dioptre plan le rayon de courbure 1 R

4. La position des foyers F1 et F’
1 de ce dioptre :

Fig. 8.21.a Fig. 8.21.b
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SF1 =
nn

n
Rf




'
et

nn

n
RfSF




'

'
''

1

Avec SC = r= 1 cm, n=1, n’=1.5 on trouve :

SF1 = cmf 2
15.1

1
1 




cmfSF 3
15.1

5.1
1''

1 




5.1 Le dioptre plan (figure 8.21.b) séparant 2 milieux d’indices n’= 1.5 et n’’ = 1 peut être

considéré comme un dioptre sphérique de rayon infini, ainsi la relation de conjugaison

s’écrit :

)SS(AS'A'S'0 '

'

''

'

''

'

'

''

''

SA
n

n

n

n

AS

n

AS

n


5.2 La valeur de A'S' : si SA = 3 cm, SS' = 1 cm.

cm33.1)13(
5.1

1
A'S' 

Exercice 3

Un ballon sphérique d’épaisseur négligeable, de centre C et de rayon R, est rempli d’un

liquide d’indice n (figure 8.22). On considère un point lumineux M qui se déplace le long du

diamètre AB à l’intérieur de ce ballon et M’ son image après une réfraction à travers la

surface du ballon. On repère les positions de M et de M’ par x = CM et x’ = CM'. On se place

dans les conditions de l'approximation de Gauss.

1. Trouver l’expression de la position de M’ en fonction de celle de M.

2. Montrer que lorsque le point M se déplace de A à B, la distance MM' passe par un

maximum. Trouver la position M0 de M correspondante.

3. Calculer les grandissements linéaires lorsque M est en A, en M0 et en B.

On donne : n = 3/4 et R = 25 cm.

Solution

1. M’ est l’image de M par le dioptre sphérique D liquide-air de sommet B. On a donc :

CB

n

CA

n

CMCM

n 111
'







Fig. 8.22



Chapitre 8 formations des images

189

On remplace CM’= x’, CM = x et CA= CB = R dans l’équation précédente d’où :

Rxn

nRx
x

R

n

xx

n







)1(

11 '

'

2. On a : x
Rxn

nRx
xxCMMCMM 




)1(
''

Pour que la distance MM' passe par un extremum, il faut que sa dérivée par rapport à x soit

nulle :

0
'


dx

MMd
ce qui donne :

RnRxn

nRRxn
Rxn

nR






)1(

))1((1
))1((

22

2

2

Donc, la valeur de x est
1

1,0





n

RRn
x

La solution
1

1





n

RRn
x n’est pas acceptable car, le point serait dans ce cas à l’extérieur

de la boule avec 1x = - 6.47 R. La solution
1

0





n

RRn
x = 0.46 R est acceptable.

En effectuant le calcul de la dérivée aux points x = 0 et x = R, on trouve que :

0
'


dx

MMd
pour 0x et 0

'


dx

MMd
pour Rx  .On vérifie bien qu’il s’agit d’un maximum

en x = x0 .

La position de M correspondant au maximum est donnée par :

x0 = 0.115 m. c’est à dire que M se situe entre C et B.

On calcule la distance 1)-n(3R=M'M 2
00 = 1.8 cm.

3. Le grandissement est donné par la relation suivante :

γ =
x

)1(

x

x

CM

CM
=

'' Rxn

nRx




Lorsque M est en A : x = -R et 2
n-2

n
= 

Lorsque M est en M0 : x = x0 et n= = 1.15

Lorsque M est en B : x = R et γ = 1.
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Exercice 4

Un adulte de hauteur H = 1.80 m se regarde dans un miroir vertical. Ses yeux sont à une

hauteur h = 1.70 m. Quelles doivent être la dimension et la position de ce miroir pour que

l’adulte puisse se voir en entier ?

Solution

1. L’adulte est repéré par le segment OA, ses yeux sont en Y.

L’image A”O” de l’adulte AO est symétrique par rapport au miroir. Pour que l’adulte puisse

se voir en entier, il faut que les rayons provenant de sa tête A” et de ses pieds O” pénètrent

dans son œil placé en Y. On note CD les extrémités du miroir.

Par construction, les triangles AA”Y et A’A”C sont semblables tout comme les

triangles OO”Y et O’O”D, on a donc :

2

1

2

1

''

''''

''

''''





OO

OO

YO

DO

AA

AA

YA

CA

Puisque la position A’ du miroir est par définition au milieu de AA”. Le miroir doit donc, être

placé à la hauteur DO’ telle que: m
h

DO 85.0
2

' 

La longueur du miroir est :

m
H

DC

H
HDC

OYYA
AODC

DOCAAODC

90.0
2

2

)
2

(

)(

''

''''










Donc, la longueur et la position sont indépendantes de la distance entre l’adulte et le miroir.
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Exercice 5

Un rayon lumineux se réfléchit successivement sur deux miroirs plans qui font entre eux un

angle θ (Figure 8.23.a).

1. Déterminer l’angle que fait le rayon émergent avec le rayon incident.

2. Que devient cette déviation si les deux miroirs plans font entre eux un angle θ =90°.

3. Dans cette disposition, on place une source de lumière au point S (Figure8.23.b) et un

observateur se trouve juste derrière cette source.

3.1. Combien d’images de S peut-on observer ?

3.2. Vérifier que la source et ses images sont situées sur un cercle de centre O, intersection

des deux miroirs.

Solution

1. Le rayon incident frappe le premier miroir au point A, avec l’angle i puis réfléchi avec le

même angle, sa déviation est donnée :

D = π – 2i

Le rayon réfléchi par le premier miroir arrive ensuite au point B, avec un angle d’incidence i’

pour le deuxième miroir puis réfléchie avec le même angle i’, dans ce cas sa déviation est :

D’= π – 2i’

La déviation totale est donnée :

D = D + D’ = π – 2i + π – 2i’

D = 2(π – i– i’)

En considérant le triangle OAB, on a :

θ +
ߨ

2
− ݅+

ߨ

2
− ’݅ = π⇒ θ− ݅− ’݅ = 0

L’expression de la déviation totale devient

D = 2 −ߨ) (ߠ

Fig. 8.23.bFig. 8.23.a
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2. Si θ est égal à
గ

ଶ
, on a la déviation ܦ = 2ቀߨ−

గ

ଶ
ቁ= ,ߨ dans ce cas le rayon est réfléchi

parallèlement au rayon incident. Ce système est utilisé comme réflecteur idéal (par exemple

sur les bateaux pour réfléchir les ondes radars).

3.1. Le nombre d’images de S à travers deux miroirs plans perpendiculaires :

S donne une image S1 directe à travers le miroir M1 et une image S2 directe à travers le

deuxième miroir M2. Dans les deux cas, le faisceau conique divergent issu de S donne après

réflexion sur le miroir un faisceau conique divergent qui semble provenir d’un point situé

derrière le miroir.

S1 et S2 se comportent comme des sources virtuelles émettant un faisceau conique. Une partie

du faisceau semblant provenir de S1 se réfléchit sur M2 et donne, après réflexion, un faisceau

conique divergent qui semble provenir de S’, image de S1 à travers le miroir M2. Dans le cas

où, les deux miroirs sont placés perpendiculairement l’un à l’autre, S’ correspond également à

l’image de S2 à travers M1. On obtient 3 images S1, S’ et S2.

3.2. S, S’, S1 et S2 appartiennent à un même cercle de centre O. Le rayon incident SO est

réfléchi sur M1 et donne un rayon réfléchi semblant provenir de S1 tel que S1O = OS. De la

même manière, SO est réfléchi sur M2 donc S2O = OS. Le rayon SO est également réfléchi

sur le miroir M1 puis sur M2 (ou l’inverse), ainsi S’O = OS. On en déduit que S, S1, S2 et S’

sont équidistants de O donc, ils sont situés sur un même cercle de rayon SO et de centre O.
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Exercice6

I. On considère un miroir sphérique concave, de centre C, de sommet S de rayon de courbure

R = SC = - 0.3 m et un objet AB de hauteur 1 cm.

1. Localiser la position du foyer F.

2. Déterminer l’image A'B' de AB en précisant sa position, sa nature, son sens et sa taille dans

les différents cas suivants : SA = - 0.6m, SA = - 0.2 m, SA = 0.1 m. Préciser dans chaque cas

la nature de l’objet. Faire la construction de l’image dans les trois cas.

II. Considérons un miroir sphérique convexe, de centre C, de sommet S de rayon de courbure

SC = 30 cm et un objet AB de hauteur 1 cm.

1. Donner la position du foyer F.

2. Déterminer l’image A'B' de AB en précisant sa position, sa nature, son sens et sa taille dans

les différents cas suivants : SA = - 30 cm, SA = 20 cm. Préciser dans chaque cas la nature de

l’objet. Réaliser la construction de l’image.

Solution

1. Par définition, le foyer objet F et le foyer image F’ d’un miroir sont confondus donc, le

foyer F de miroir se trouve au milieu du segment [SC] et
2

' SC
SFSF  = - 0.15 m.

2. La position de A’ est obtenue à partir de la formule de conjugaison :

SCSA

SCSA
SA

SASCSASFSCSASA






2

1211211

'

''

La formule de grandissement est donnée :
SA

SA'



1 er cas : mSA 6.0 , mSF 15.0

mSA 2.0'  ,
3

1
 et 33.0'' BA donc, l’image et l’objet sont réels. L’image est

renversée et trois fois plus petite que l’objet.
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2eme cas : mSA 2.0 ,

mSA 6.0'  , 3 et 3'' BA donc, l’image et l’objet sont réels. L’image est renversée et

trois fois plus grande que l’objet.

3eme cas : mSA 1.0 , L’objet est dans ce cas virtuel. On trouve mSA 06.0'  , γ = 0.6 et

6'' BA . L’image est donc, réelle et de même sens que l’objet.

II. 1. Le foyer F de miroir convexe se trouve au milieu de segment [SC=30cm] et SF=15 cm.

II. 2. La position de A’ est obtenue à partir de la formule de conjugaison :
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SCSA

SCSA
SA

SASCSASFSCSASA






2

1211211

'

''

1 er cas :

cmSA 30 mSA 1.0'  , γ =0.33 et cmBA 33.0''  donc, l’image est virtuelle, elle est

droite et plus petite que l’objet.

2 éme cas :

cmSA 20 mSA 6.0'  , γ = - 3 et cmBA 3''  . L’objet et l’image sont virtuels.

L’image est renversée et trois fois plus grande que l’objet.

Exercice 7

Un dioptre sphérique convexe de rayon S1C1 = 0.5 m, de centre C1, de sommet S1 et d'axe

optique Δ, sépare l'air d'indice 1 d'un milieu d'indice n = 1.5. On place un miroir sphérique

concave M, sur le même axe Δ, de centre C2, de sommet S2 et de rayon C2S2 = 2R, dans le

milieu d'indice n.

1. Le centre C2 du miroir M est placé à la distance R de C1 (C1C2 = R).Tracer la marche d'un

rayon lumineux incident parallèle à l'axe Δ.
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2. On déplace le miroir. Quelle doit être la position du centre C2 par rapport à C1 pour qu'un

rayon lumineux incident parallèle à l'axe Δ émerge du milieu d'indice n, confondu avec lui-

même ?

Solution

1. Foyers F1 et F2 du dioptre sphérique :

RCS
nn

n
FS 2

11

12

1
11 


 et MFCSFRCS

nn

n
FS 


 22211

12

2
21 3

2. Pour que le rayon incident émerge du milieu d’indice n confondu avec lui-même, il faut

que ce rayon se réfléchisse sur le miroir sur lui-même. Ce rayon doit donc, passer par le centre

C2 de miroir considéré, ce qui entraîne que F2 doit être confondu avec C2

RCCCF 2, 2122 

Exercice 8

Un objet AB de 1cm est placé à une distance de 8cm d’une lentille convergente de distance

focale f = 12 cm.

1. Retrouver l’image par le calcul analytique et par l’exploitation graphique.

Fig. 8.23
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2. Un objet AB de 4cm placé à une distance de 64 cm d’une lentille divergente de distance

focale f = 16 cm. Déduire la nature de l’image et la valeur du grandissement ?

Solution

D’après la relation de Descartes :

8

1

12

11

111111





q

pfqfqp

D’où  024 cmq l’image est virtuelle

D’après la relation du grandissement de l’image :

cm
p

q
3

8

24


La taille de l’image :  ABBA
AB

BA
 ''

''

La taille de l’mage est cmBA 3''  .

Exploitation graphique

2. La nature de l’image et la valeur de grandissement d’une lentille divergente :

On applique la relation de Descartes :

q

qpffqp

1

64

3

64

1

16

1

111111





D’où, la distance de lentille divergente à l’image : cmq 33.210  donc, l’image est réelle.

La valeur du grandissement est : 033.0
64

33.21q


p


033.0  , alors, l’image n’est pas renversée (même sens que l’objet)

La taille de l’image est :
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cmABBA
AB

BA
32.14)33.0(33.033.0 ''

''



Donc, la taille de l’image est plus petite que la taille de l’objet

Exercice 9

On dispose d’une lentille convergente de distance focale f = 20cm dont on veut obtenir une

image réelle 4 fois plus grande que l’objet.

1. Est-ce que l’image est renversée par rapport à l’objet ?

2. A quelle distance de l’objet se trouve l’image ?

Solution

L’image réelle est plus grande que l’objet de 4 fois donc, la relation de grandissement de

l’image s’écrit : 1
p

q


pq
p

q

AB

BA

p

q
444

''







 

L’image est renversée lorsque 0

0

0



















reelobjetp

p

q

reelleimageq



On applique la relation de Descartes, on obtient alors:

cmp

ppfqp

25

20

11

4

1111





 025 cmp L’objet est réel

 01004 cmpq L’image est réelle
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2. La distance entre l’objet et l’image :

cmcmcmqp 12510025 

Exercice 10

Une lentille mince dont, la première face est plane donne un objet réel situé à 1 m de son

sommet. Celle-ci, donne une image droite deux fois plus petite que l’objet. L’indice de la

lentille vaut n = 3/2.

1. Calculer la vergence de la lentille.

2. Quelle est la nature de la lentille ? Calculer le rayon de courbure de la seconde face.

Solution

1. La vergence de la lentille

D’après la relation du grandissement de l’image :

pq
p

q

AB

BA

p

q






 25.0

2

1''



La vergence de la lentille :

dioptrieV
fpq

112
111



2.1 La nature de la lentille

La vergence la lentille est négative donc, la lentille est divergente.

2.2 Le rayon de courbure de la deuxième face est donné par :

)
11

)(1(
21 RR

nV 

La première face est plane ( 0
1

1


R

), l’expression de la vergence s’écrit :

cm
V

R
RR

nV 50
2

1
)

1
)(15.1()

1
)(1( 2

22

 .

Exercice 11

A l’aide d’une lentille mince convergente et de distance focale f=20cm on obtient une image

A’ B’ d’un objet réel AB de hauteur 10 cm et placé à 50 cm de la lentille.

1. Calculer la position en donnant la nature, le sens et la grandeur de l’image obtenue.

2. Une lentille mince convergente, placée à 20cm d’un objet réel AB, donne une image

virtuelle trois fois plus grande que l’objet ; quelle est la distance focale de cette lentille.
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3. On considère les deux lentilles convergentes (L1, L2) suffisamment minces pour que, celles-

ci placées l’une contre l’autre définissent un centre optique qui est pratiquement confondu en

O. Déduire la vergence de la lentille équivalente.

4. En accolant une lentille convergente de 5 dioptries à une lentille divergente de -3 dioptries,

décrire la nature de la lentille équivalente.

5. Si, à la même lentille convergente, on accolait une lentille divergente de -6 dioptres,

déduire la vergence de la lentille équivalente.

Solution

1. La position et la nature

On a la vergence de la lentille :

fp

pf
p

pfp
V

fpp






'

''

111111

cmp 33
2050

20*50

20cm=feconvergentLentille

+50cm=pdoncreelObjet ' 









L’image est de +33cm de la lentille ; elle est réelle (puisque nous trouvons pour p’ une valeur

positive).

Le sens et la grandeur de l’image obtenue

D’après la formule du grandissement, on obtient alors:

cm
p

p
67.0

50

33'

 .

Le grandissement étant négatif, l’image est renversée, sa grandeur est 0.67 fois celle de

l’objet, soit :

cmcmBA 7.667.0*10'' 

2. La distance focale de cette lentille est :

negatifestpdonclle,est virtueimagel'

positifestpdoncreel,Objet
'

Par la suite, le grandissement,
p

p '

 est positif ; il est égale +3, nous déduisons :

pp
p

p
33 '

'



En remplaçant pp 3'  dans l’équation de la vergence, obtient :
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cmf

f

pf

ppf
V

fpp

30

20
2

3
2

3

3

111111
'










3. La vergence de la lentille équivalente

Soit un point objet A sur l’axe principal commun aux deux lentilles :

La lentille L1 de distance focale 1f , utilisée seule, donnerait de A1 une image réelle A1 telle

que :

1

11

111
V

fpp
 (1)

Pour la lentille L2, de distance 2f cette image A1 devient un objet virtuel dont, elle donne

l’image définitive A’, nous avons donc, en comptant maintenant négativement le segment

1OA (puisque A1 est virtuel)

2

2
'

1

111
V

fpp



(2)

En sommant les équations (1) et (2) membre à membre on obtient :

21

21
'

1111
VV

ffpp


Donc, la vergence de la lentille équivalente est : 21 VVV 

4. Le type de lentille équivalente si on accolait une lentille convergente de 5 dioptries à une

lentille divergente de -3 dioptries est :

On obtient un système de vergence 21 VVV 

dioptriesV 235  , équivalent à une lentille convergente puisque 0V de distance

focale : cmf 50

5. La vergence de la lentille équivalente si, à la même lentille convergente, est accolée une

lentille divergente de -6 dioptre est :

Le système aurait une vergence : 21 VVV 

dioptriesV 165  , équivalent à une lentille divergente puisque 0V et de distance

focale : cmf 10
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