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Avant-propos

Le but de cet ouvrage est d'étudier et comprendre par une présentation assez fournie
d’ exercices d'application les phénoménes de vibrations, ondes et optiques puisque ces
derniers ont de nos jours envahis tout |’ espace dans lequel nous vivons, et il ne s agit pas
seulement de celles qui transportent les programmes de radio, de télévision, les messages de
nos téléphones portables ; il s agit aussi des ondes de diverses natures qui servent aujourd’ hui
a expliguer les comportements des divers phénoménes présents dans le monde qui nous
entoure.

Certes, cet ouvrage s adresse en priorité aux étudiants de la deuxieme année licence chimie —
physique puisqu’il regroupe I’ ensemble de mes activités pédagogiques que j’ avais exercé au
sein du département de chimie. Néanmoins, une extension de |’ utilité de cet ouvrage pour des
étudiants d'autres spécialités (génie mécanique, éectronique, physique,...) pourrait se
formaliser, car la forme trés attractive de présentation des notions de base des phénomeénes de
vibrations, ondes et optique permet a ces étudiants d appréhender les difficultés de
compréhension de ces concepts.

L’ouvrage est diviseé en huit chapitres. Les trois premiers chapitres portent sur
I’utilisation du formalisme de Newton pour décrire les oscillations de systemes physiques.
L’ étude des oscillations linéaires (faible amplitude) libres des systemes a un degré de liberté
est présentée dans le premier chapitre. Le deuxieme chapitre traite le mouvement amorti qui
prend en compte les forces de frottement de type visgueux proportionnelles a la vitesse du
mobile. La notion de résonance consacrée aux oscillations forcées est présentée au troisieme
chapitre. Le quatrieme chapitre traite les vibrations de systemes a deux et a plusieurs degrés
de liberté avec le formalisme de Lagrange. Les ondes progressives, la corde vibrante et les
ondes stationnaires sont présentées dans le cinquiéme et e sixieme chapitre. Le septieme et
le huitiéme chapitre sont consacrés al’ éude del’ optique ondulatoire.

Chaqgue chapitre est suivi d une série de problémes résolus permettant aux étudiants de mieux
assimiler les phénomenes étudiés.

Je tiens & remercier Monsieur le Professeur M.TAMINE enseignant a I’ université
Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou d avoir accepté d’ évaluer la pertinence et I’ utilité de cet
ouvrage et de me faire bénéficier des nombreuses remarques dont il m’afait part lors de ses

| ectures successives.
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CHAPITRE 1 Oscillateur (ibre

Rappel de courssur |’ oscillateur libre.

1.1 Introduction.

Les vibrations ou les oscillations sont des mouvements ou des changements d état des
systemes physiques de part et d autre d’ une position d’équilibre se répétant plus ou moins
réguliérement dans le temps. On rencontre les phénomenes de vibration dans le domaine
chimique (vibration de molécule), la physique, lamécanique, I’ éectronique...etc.

Les vibrations sont libres dans un systeme lorsque ce dernier, aprés avoir été sollicité par une
excitation initiale, continue a vibrer sans étre soumis ades forces extérieures. En revanche, les
vibrations sont dites forcées dans le cas des systémes qui vibrent sous |’effet de forces

extérieures permanentes qui peuvent étre associées a la présence de forces internes.

1.2 Equation différentielle du mouvement.

Une vibration est dite périodique s le systéme physique se retrouve exactement dans le
méme état aux instants séparés par un intervalle de temps T, celui-ci est appelé période de
vibration. Les fonctions mathématiques qui expriment la périodicité sont appelées fonctions
sinusoidales puisgu’ elles reprennent les méme valeurs apres des intervalles de temps nT, ou n
est un entier positif. Ces dernieres s expriment sous laforme :

X(£)=xmC0S (wo t+¢) =F xm SN (wo t+ P+7) (1.2)
La constante xm est I"amplitude, wo est la pulsation propre et ¢ laphaseinitiale.
En dérivant I’ expression (1.1) deux fois par rapport au temps, on obtient les équations (1.2) et
1.3):

% = —X_ @, SiN(0gt + @) = X_@, COS(w,t + @ + %) = X (1.2)
d2X 2 2 N
ra = —X, @5 COS(w,t + @) = X, 05 COS(@,t + @ + 1) = X (1.3)
Avec:
dx _ - d?x

ot =X : lavitesse d’ oscillation. F:;( : I"accélération d’ oscillation.

X, I’amplitude de lavitesse. x . : I’amplitude de |’ accélération.

L’ expression de x (t) est lasolution de I’ équation différentielle de I’ oscillateur harmonique.



CHAPITRE 1 Oscillateur (ibre

¥+ wix=0 (1.4)
L’ équation (1.4) définit une équation différentielle linéaire de second ordre a coefficients

constants, elle décrit I’équation du mouvement. La pulsation normale ou la pulsation propre

o, du systéme dépend de ses caractéristiques physiques (masse, force... etc).

1.3 Etude énergétique.

Si on multiplie les deux termes de I’ équation (1.4) par mv = mx on obtient I’ équation (1.5).

m>'<$'<+m>'<a)§x:m>'<ﬂ+m%a)§x:0 (1.5)
dt dt
D’ou par intégration on arrive al’ équation (1.6).
2
L mx +1mco§x2 =C (1.6)
2 2

2
L’ expression (1.6) est donc une intégrale premiére de I équation du mouvement. E. = % m X

decrit I"énergie cinétique de la masse m, le deuxieme terme E = Emngz est son énergie

potentielle. La constante C est |’ énergie totale de I’ oscillateur, qui est conservee (Fig.1.1)

\ @ el ®
1 2
Ec = Em X * Ep
| - / \
79 ! E ]
E, =lma}3‘r ? / \
2 o / \
— Ec / \
| / \
| / \ ¢ ke
| \
] | | / Ep
/ \
S | / o\
| | / \
‘ [ / \
y - —
tls) Xn Xm

Figure 1. 1: (a) Evolution del’ énergie cinétique et de |’ énergie potentielle en fonction du temps,
(b) Evolution de I’ énergie cinétique et de I’ énergie potentielle en fonction de la position.
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Applications

Exercicel

Soit un dispositif est composé d’ une poulie homogene de masse M et de rayon R, d’ un ressort
deraideur K et d’ une masse m attachée a un fil inextensible passant par la gorge de la poulie
sans glisser (figure. 1.2.a).

1. Décrire la condition d’ équilibre du dispositif.

2. Etudier le mouvement oscillatoire du systeme et déterminer sa pulsation propre en utilisant
le principe fondamentale de la dynamique (PFD). Sachant que le moment d’inertie / de la
poulie est donné par : J=1/2MR?.

3. Caculer |’ énergie mécanique du systeme.

4. Etablir |’ éguation du mouvement en utilisant I’ énergie mécanique du systeme.

5. Déduire la condition d’ équilibre et I’ équation du mouvement pour le systeme 1.2.b.

6. Calculer la pulsation et la période propre d’ oscillation de ce systéme, sachant que my= 4Kkg,
mz = M=1kg et k=20N/m.

Solution

1. Les forces exercées sur lesmassesm et M al’ équilibre sont représentées sur la figure 1.3.

Figure 1.3 : Représentation de |’ ensemble des forces sur le systeme étudié.
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Lesforces exercées sur lamasse m al’ équilibre : on utilise le principe de Newton:
> F=p+T,=0 (1)
En faisant la projection sur I’axe z z on obtient :
p-T,=0mg-T,=0 2
Lesforces exercées sur lamasse M al’ équilibre :
ZM,OzﬁAfl+ﬁAf2=6 3
La projection sur I’axe z Z donne |’ équation (4) :

M, =T1Rsin%—T2Rsin%:0:>(T1—T2):0 (4)

Les equations (2) et (4) donnent laformule (5)
mg-T,=0<mg-kz, =0 (5)
1. Lesysteme en mouvement :
L’ équation (1) dans ce cas, S écrit par |’ éguation (6)
Y F=p+T,=ma (6)
Laprojection sur I’ axe z donne :
mg-T, = mz (7

L’ équation (3) peut aussi s écrire de cette forme en mouvement

Z|\7I,O='|:l/\|§+f2/\li=\]élz (8

. 1 5

ZM/A :TlR—TZR:J9<:>R(T1—T2)=§MR 0
; (©)

& (T,-T,)=- MR 0
Les équations (7) et (9) donnent :
g — k(z+ 20):m2+%MRé (10)
A I"équilibre, nous avons :mg—kz, =0, donc I’équation (10) peut s écrire sous la forme
suivante :

—kz=mi+%|v|Ré (11)



CHAPITRE 1 Oscillateur (ibre

Pour de faibles oscillations, on considéresing ~ 6 , avecO = z/ R. L’ éguation (11) devient :

2k
2m+ M

0+ 0=0

L’ expression (11) est une équation différentielle du second ordre a coefficient constants.

2k 2k
La pulsation propre de ce systéme : @? = =0, =
P brop K4 o 2m+ M " "\ 2m+ M

3. L’ énergie mécanique :

Em=Ec+E, (12)

ou Ec et Ep sont I’ énergie cinétique et I’ énergie potentielle respectivement. Le systeme a une

énergie cinétique E. =%m(R9)2+%J(0)2. L’ énergie potentielle de m est composée de

I’énergie potentielle de ressorts a I'équilibre E, :%k(RO)Zet une énergie mécanique

1 : 1., 1
E, ==m(RO)*+=J3(0)* +=k(RO)’
n=5 (RO) 5 (6) > (RO)
4. L’ éguation du mouvement en utilisant |’ énergie mécanique du systéme est ci-dessous :
dg,
dt

d 1 N 2 1 1\ 2 1 2
0=—(CEmRO) +=3(0)"+=k(RO)°)=0
:dt(zm( )+2()+2( )%)

— (M+J)R?0+ kR?0 =0
k
m+J

— 0+ 0=0

Onremplace J = % MR? dans |’ équation précédente on obtient :

2k
2m+ M

0+ 0 =0 qui représente |’ équation du mouvement de ce systéme.

5.1 Lacondition d’ équilibre pour le systeme 1.2.b est:
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On applique le principe fondamental de la dynamique de Newton sur la masse m; et m on
obtient :
Zﬁ:ﬁl+fl+|§2+ﬁ+f2:6 (14)
Laprojection sur I'axe zz est :
p-T,-p,-F.+T,=0 (15)
Concernant le systeme poulie (M,R) :
>M/0=0< RAT,+RAT, =0 (16)

D’apres la projection I’ équation précédente devient :

|ﬁAfl|—|ﬁAf2|=O<:>T1Rsin%—T2RSin%:O

(17)
T, -T,=0
L’ équation (15) + I’ équation (17) donnent la condition d’ équilibre:
p-B-F=0 <(m-m,)g-kz;=0 (18)

5.2. L’ éguation du mouvement pour le systemel.b est décrite selon:
L’ équation (15) s écrit sous laforme suivante :

P-Ti-R-FtT,=(m+m)ze (M -m)g-k(z+2)-T,+T,=(M+m,)z (19

L’ équation (17) peut se traduire par :

||i/\fl|—||i/\f2|=Jé@TlRSin%—TZRSin%ZJéZ%i

7. (20)
= Tl — T2 = ? Z
Les équations (19) et (20) donnent :
(m,—m,)g—kz, —kz :Fz+(ml+m2)z (21)

D’ apreés la condition d'équilibre (m, —m,)g—kz, =0 I'équation (21) devient I’équation du
mouvement de ce systeme 1.b :
J - S k
-kz =—z+(m+m,)z< 2+ z=0
R (EM +m +m,)

(22)

L’ expression (22) est une équation différentielle du second ordre sans second membre a

coefficient constant, €elle peut s écrire souslaforme z+ w;z =0
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tel que : o, = 2K définit la pulsation propre
M +2m, + 2m,

*
W, = ‘/i =1.906rad /s
1+2*4+2

D’ou lapériode propre: T, =

2

2k
M +2m, +2m,

2

T, = = 3.295
1.906

Exercice 2

Une molécule diatomique est composée de deux atomes notés 1 et 2. Les forces d’interaction
entre les atomes my et my sont modélisées par un ressort de raideur K. Notons xi et x2 les
écarts de chacune des masses 1 et 2 par rapport a sa position d équilibre, respectivement.

1. Ecrire |’ équation du mouvement des deux atomes en utilisant le PFD.

2. En effectuant le changement de variables x1=x>—x1, déterminer |a pulsation propre et la
fréquence de vibration de la molécule.

3. Que devient cette pulsation dans le cas de |la molécule Ha.

Solution

1. L’équation du mouvement des deux atomes en appliquant la relation fondamentale de la
dynamique (PFD) s établit comme suit :

D000 01057l
- ORI M Me=!

Fig 1. 4: Systéme représentant une molécule en vibration.

L’ éguation du mouvement de |’ atome 1

zlf:fl:rnlgl
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Aprés projection sur I’axe Ox, on obtient :
T,=mx < K(-l)=mx

o k(M M, -0,0,)=m, x,

. 1
< K(OgMgz-O,M,)=m, x,
< k(x, —x)=m, >Zl
L’ équation du mouvement de I’ atome 2 est :
> F =T, =m,3,
“T,=my %, < —K('-l)=m, x,
o —k(M M, -0,0,)=m,Xx, (2)
& —k(OgM, —O,M,)=m, X,
< —Kk(x,—x)=m, X'Z
2. Lechangement de variables x10=x2>— x1,
L’ équation (1) peut s écrire sous laforme suivante :
Koo =%, ©)
m
L’ égquation (2) peut s écrire sous laforme suivante :
—_kX12 = X, (4)
m2
Les équations (3) et (4) donnent :
—kx12 — Xy = X— X xlzk(—+—) = Xw
m m, m
m+m,
< —x,K( —— ) = Xi 5)
& xt+ x k(M) _ g
m2

L’ équation (5) d’ expression X+ wi X, = 0, représente une équation différentielle de second
ordre sans second membre et sasolution s écrit: X,,(t) = Acos(w,t + @) .

La pulsation propre de vibration de lamolécule : w¢ = k(m +m2):> (m ll 2)

lm2 mlmZ

La fréguence de vibration de la mol écule diatomique est :
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k(ml+m2

m, + m m,m
o =2mf = k(2™ M2y S f _ il
0 0 (mlmz) 0 271_

Dans le cas delamolécule Hz lapulsation pour m, =m, =m=1

0, = 2K
Lafréguence de vibration pour lamolécule Hzest : f, = g
T

Exercice3

Soit un systéme mécanique composé d une masse m=0.2 kg accrochée a un ressort de
constante de raideur k=4 N/m (Fig.1.5). On écarte verticalement la masse de sa position
d’ équilibre puis on reléche sans vitesse initiale.

1. Déterminer I’ allongement Al du ressort al’ équilibre.

2. Ecrire I'équation du mouvement en utilisant le PFD, la période propre et la fréquence du
systeme.

3. Donner I’ expression x(t) delasolution de cette éguation du mouvement.

Solution
L’allongement Al du ressort al’équilibre :

YF=p+T =0< p-T =0

< mg = kAl
:>AI:ﬂ
k

Figure 1. 6: L’ensemble de forces du systéme a I’ équilibre.
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On al’ accé ération de pesanteur g = 10 m/s?, lamasse m = 0.2 kg et la constante de raideur du
ressort kK =4 N/m.

A (0210 _

05m
2. L’ équation du mouvement de ce systeme est :

SF=P+T =md< P-T =mx

. «y
< mg-k(l, —1,)mx
Ona: (I, —1,)=(x+x,) donc!’ éguation (1) s écrit :
mg — k(X + X,) = mx )
Le poids mg de lamasse est équilibré par laforce de rappel du ressort — kxo. L’ équation (2) se
transforme alors :
—Io<=m§<:5<+%x:0 ©)

L’ égalite (3) est une équation différentielle de second ordre sans second membre.

La période propre et |a fréquence du systéme sont traduites par:

a)§=% etT0:2n\/g

La fréguence normale du systeme est :

k
RN ]
T, 2r

La solution de'équation différentielle x +wZx =0 décrivant le mouvement est :

X(t) = X, cos(wyt + @)

Exercice4

On considére un pendule simple constitué d’un fil inextensible, sans masse et de longueur
¢ =20cm cm accroché au point O. A son extrémité, on accroche une masse m = 1 g
assimilée aun point matériel.

1. Déterminer I’ équation du mouvement de ce pendule pour les faibles oscillations.

2. Déduire lapériode propre et lafréquence d’ oscillation de ce pendule.

3. Déterminer ¢(t) avec 6(0)=5 et 0(0) = 0.

10
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Solution

1. L’ équation du mouvement de ce pendule, dans le cas des faibles oscillations, peut S écrire

commesuit: > M,, =0AA p=J 6Ok

Aprés la projection on obtient : \ /

]
> M, =—POAsn0=J0 < -Prsng=Jo (1) [ »
avec . -y ’

J représente le moment d’inertie de lamasse m (J = m¢?)
Dans le cas de faibles oscillations: sin @ ~ 6 etcos 0 ~ 1. L’ éguation (1) peut s écrire sous la

forme suivante :
0+ w20 =0 2)

avec wgzg

14

2. Lapériode propre d’ oscillation de ce pendule est donnée par :

TO=2—”:>TO=27:\/Z
Wy g

201072

T,=2r
10

=0.88s

La fréequence d’ oscillation de ce pendule est :

TO=27T\/ZZ> fo=i
g Ty
1

f,=——=0136 s*
0.88

3. L’expression de I’ équation du mouvement 4(t) :
L’ équation (2) est une équation différentielle du second ordre sans second membre. Ce type
d’ equation peut étre intégré directement par I’emploi d’une fonction exponentielle, qui
transforme |’ équation différentielle en équation algébrique. Dans | e cas présent, posons :

0 = cexp(pt) (3)
Ou p désigne une constante. La substitution de (3) dans (2) donne
Ptiw, aveci=+-1
D’ou lesintégrales particulieres linéairement indépendantes

6, = c,expliogt) , 6, = C, exp(-iwgt)

11
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L’ équation (2) éant linéaire, lasolution générale est :

0(t) = c, exp(iom,t) + ¢, exp(—imgt)

ou c,,c, désignent des constantes. De méme les fonctions réelles
1 1 :

E(H1 +6,) = cosm,t et E(é’1 —-0,) =snaw,t

vérifient I’ équation (2), donc aussi

0(t) = c; cosa,t + ¢, SNt

C,, C, : éant des constantes réelles car 0 est réel ou encore

0 =0, cos(w,t —¢)

dou:

c,=0,cosp e c,=60_9ng

0, = [ci+c et tgp =2
C3

L’ équation (2) éant du second ordre, elle admet deux solutions linéairement indépendantes
avec deux constantes d’intégration (c, et c,ouc, et ¢,, ou encoref,, et ¢ ). Ces constantes

sont déterminées par les conditions initiales du mouvement.

D’ apres cette exerciceon a: g(0) =5 =fgorad et 6(0)=0

0 =0, cos(w,t —p) = 6(0) =6, cos(p) =6, 4
L’ expression de lavitesse at=0 est :
0 = —6_w,sin(wt —p) = 0(0) = 6, w,sin(p) =0 (5)
=gn(p)=0pour o =0, 7
En remplacant les valeurs de ¢ dans |’ équation (4) on obtient deux possibilités:
Premier cas:

Pour ¢ = 7 = 6(0) = 6., cos(r) = 6,
= —0,, = 6, =0.087rad(non valide)

Deuxiéme cas :

Pour ¢ = 0= 6(0) = 6,,cos(0) =6,
=0, =6,=0.087rad

D’ou I’expression de 6(t) :

0(t) = 0.087cos(wt)

12
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Exercice5

Une tige rigide sans masse et de longueur L porte a son extrémité une masse m. Cette tige
peut tourner autour de O. Celle-ci subit une force de rappel horizontale due a un ressort de
raideur K, celui-ci est détendu lorsgue le pendule est sur la verticale et il est fixé ala distance
OA=a du point de suspension O (Fig .1. 7.a).

1. Exprimer |’ équation du mouvement du systéme et déduire la période dans le cas de faibles
oscillations en utilisant le PFD.

2. On place le ressort a une la distance OA=L du point de suspension O, que devient alors
I’ équation du mouvement de ce systeme (fig.1.7.b).

3. Quelle est la condition d’ oscillation du systeme 1.7.c.

i

Rt

Fig.1.7.a Fig.1.7.b Fig.1.7.c
Solution

1. L’ équation du mouvement du systéme (fig 1.7.a) dans le cas de faibles oscillations peut étre

retrouvée avec le PFD.

Le bilan des forces résultant du systéme mécanique montre la présence de poids du ala

masse P et de force de rappel du ressort T ):

13
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ZM,O —OBAP +OAAT =J0OK

§ . N (1)
dM,, =- POBsmH—TOAsm(9+E) =J0O
Ona OB=L,0OA=a, dlongementduressort AL =x=asiné
Faibles oscillations : sing ~ @ et sin(@ +%) = cos ~ 1, I’ équation (1) devient :
S L+K a?
—mgLH—Ka29=J9<:>9+(mgf)9:O (2

ot J = mL® est lemoment d'inertie, en le remplacant dans I’ équation (2) on obtient alors:

mgL + K a®

2

0+
( mL

)6 =0 ©)

Cette derniere peut s écrire sous laforme canonique :

0+ w20 =0
avec .
K a?
=34
° L m?

1.2 Lapériode d’ oscillation To est donnée par :

-2
Wy
T, = 2
g K a2
L mL

2. On place le ressort a une distance OA=L du point de suspension O. L’équation du

mouvement de ce systeme dansle casdela (Fig.1.7.b) est :

14
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. mgL+K L
b+ (=)0 =0 @)

En remplacant le moment d’inertie J = mL* dans I’ équation (4) on obtient :

0+ w20 =0

+K L
avec:co(f:(mT)

3. Lacondition d’ oscillation du systeme de lafig.1.7.c

L’ équation du mouvement pour ce systeme est :

-mLg+K a?

0+ w20 =0, avec: & = g

Sachant que :

. . . mL R .
w? - 0= a’ e le systéme oscille, si a® <Tg le systéme '’ oscille pas.

mLg

Exercice 6

Une barre sans masse et de longueur L porte a son extrémité une masse mz1 qui peut osciller
autour d’'un centre fixe O, d'un disque homogene (mz, R). L’ ensemble est relié avec un ressort
k. Le ressort n'est pas déformé quand le pendule est a la position verticale (position
d’ équilibre). On donne : 4 mi= mz/2=m, J=1/2m;R? OB = OC/2=L/2 =R (Fig .1.8).

1. Ecrire I’ équation du mouvement de ce systeme.

2. Déduire sa pulsation propre.

3. Déterminer la solution de I’ éguation différentielle.

15
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Fig. 1.8

Solution
1. Détermination de I’ équation différentielle.

Le disgue effectue seulement un mouvement de rotation autour de O avec un moment
d’inertie J = %2 m, R?, la masse m; se trouve a une distance L = 2R de O et I’ allongement du

ressort est : x = Rsin@
ZM,O =(YIAI5;+(73A1T= JOk
Apres la projection on obtient :

3'M,, =pOCsin6 -T OBsin(0+%) =J0

>'M,, =2m,gRsind - KR?sing = J 0 )
Dans le cas des faibles oscillations, sinf ~ 6 |’équation (1) devient comme suit :

0 )

- . _ 2
(2moR-KR))0=J0= 0= (2mlgRJ KR?)

L

On a: 4ml=%:m,OC:2R,OB:BC=Z:R,J:Jml+Jm2:2mR2 puis on les

remplace dans |’ équation (2) on obtient alors:

- krR2-Tg2R ,_
0+T229:O© 0+ w20 =0

2. Lapulsation propre de ce systeéme est calculée selon:

pro K MR _ K mR
2m 4R 2m 4R

16
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Rappel de courssur |’ oscillateur libre amorti.

2.1 Introduction.

Jusgu'a présent, nous avons décrit des oscillations idéales sans tenir compte des différentes
forces de frottement intervenant dans le processus du mouvement de vibration. 1l est évident
gue dans les situations réelles, les oscillations subissent des frottements. On distingue alors
deux types de frottements.

Le frottement solide : dans ce cas le solide est soumis a une force constante (frottement di au
contact avec le support...)

Le frottement visgueux : pour lequel 1a force de frottement dépend de la vitesse (résistance de
I"air...)

2.2 Equation de mouvement d’un oscillateur libre amorti.

Le systeme libre amorti est régi par |’ égquation différentielle du second ordre a coefficients

constants positifs :

d2X dx : . . )
+20 —+o;X=X+20 X+ w;x=0 (2.2)
dt? dt ° 0

Avec:
Le paramétre 6 lié a [I'intensité damortissement de [|'oscillateur (coefficient
d’ amortissement).
2 ,
w, =2, = ?ﬂ : Pulsation propre,

0

2.3 Solution del’ équation différentielle du mouvement.

L’ équation du mouvement (2.1) est une équation différentielle linéaire, du second ordre et a

coefficients constants.

On choisit une solution particuliére sous laforme x(t) = Ae" .

dx - d?x -
— =x(t) = Are"et —= = x(t) = Ar%e"
dt ®) d t? ®)

d?x

e dans I’équation (2.1) on obtient I’éguation (2.2) dite équation

On remplace x % et

caractéristique:
r’+25r+w; =0 (2.2

dont le discriminant réduit est donné par I’ éguation (2.3)
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

AN=5-at (2.3)

Nous distinguons trois régimes selon lesigne de A'.

2.3.1 Régime fortement amorti.

S=wy,=>A=8"-a¢ >0

Dans ce cas |’ éguation caractéristique admet deux racines réelles:

L=—6++02-02 er,=-6-.6"-0?
Lasolution générale de |’ équation différentielle (2.1) est :
X(t) = Ae™ + Be? = e (Ae "' + Be’")

avec .

p=o?-0;
Dans cette configuration la solution X(t) est la somme de deux termes d’ amortissement de
forme exponentielle, mais ces derniers ne représentent plus le caractére oscillant s A= Oet s
B n’'est pas petit. Le premier terme s amortit beaucoup mais moins vite que le second terme.
Dans cette configuration, |’ amortissement est fort. Ce régime est appel € apériodique ou sur-
amorti.

Pour les conditions initiales (t = 0 s) de position X, €t de vitesse x, on obtient :

Xo— %o 'an%_%

n—r n-r

A=

2.3.2 Amortissement critique.

S=w,=>A=0=56"-0;=0

Pour les situations qui sont représentées par ce cas, |’équation caractéristique admet une
racine double rédlle:r, =1, =5,

Lasolution de I’ équation différentielle est aors décrite par:

X(t) = e *(A+ Bt)

Pour les mémes conditions initiales que précédemment on obtient alors:

A= X, etB:XO+5xo

18
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L’ amortissement critique détermine e seuil ou la configuration de régime amorti commence a

apparaitre, c'est-a-dire lalimite pour laguelle le régime oscillatoire cesse d’ exister.
2.3.3 Faible Amortissement (régime pseudo -périodique).

S<0y=>A<0=-A =0 -6°=0

Pour ce cas I’ équation caractéristique admet deux racines complexes :
N=-0+iJol-6°=-6+in, €er,=-6-iJoi-6"=-5-in,

La solution de I’équation du mouvement (2.1) est: x(t) = Ae?7)t 4 Be* )t | qu'on peut

mettre sous laforme x(t) = ce®' cos(w,t + @) : le mouvement est pseudo-périodique avec une

amplitude qui décroit exponentiellement.

AVEC :

@, pseudo-pulsation, T;zzr . pseudo-période, rzé: constante de temps, ﬂzé: degré
@,

d’ amortissement et Qz% :nforz%f coefficient de qualité.
0

Dans les mémes conditions initiales que précédemment on obtient :

c_\/xg +(XO+5XO)2

W,

La phase ¢ = —Arctan(x0+—5xo)

Owa
2.4 Décrément logarithmique.

Le décrément logarithmique est le logarithme du rapport de deux amplitudes successives dans

le cas des oscillations faiblement amorties. 1l se définit par laforme suivante :

D= In(—x(tl) j
X(tl +Ta)

Pour un systéme faiblement amorti ona:  x(t) = ce*' cos(w,t + @)

-5t
D =i ooy R0 0| e ™) 5T,
ce " cos(w, (t, + T,) + @)

19



CHAPITRE 2 oscillateur amorti

2.5 Energie maximale et énergie dissipée.

La solution de |’ éguation différentielle du mouvement dans le cas d’ un systeme faiblement

amorti peut étre décrite sous laforme suivante :

X(t) = x, cos(w,t + ¢)

avec: X, =€’ ew, =+ w? -5°

Dans le cas d’ un amortissement trés faible 6 — 0, la pseudo-pulsation est, a peu prés, égale a

la pulsation propre du systéme soit : o, = @, .

D’ aprés|le chapitre (1) I énergie maximaeest E,, = % MX o = % mc’wje "

T+t

L’ énergie perdue (dissipée) par le systéme est définie par AE = j F, (t)dx
t

Tel que: F, (t) est laforce des frottements visqueux : F, (t) = —a X

En remplacant F; (t) = —« x dans |’ expression de AE on obtient :
T+t 2

AE = j—aX at
t

T+t 2 T+t

AE = J.—aX dt:—jaxgwgsinz(a)ot+(p)dt
t t

T+t

1+sin2(w,t + T
= —a X} '[ (2600 qD)dt =—a X.wf ?"" = —oX¢,
t
Ona
2z 2,25t

2
T, =—. 0, @y, x; =C°€
1)

a

Applications

Exercicel

Un bloc de masse de 20 kg est monté sur un support en caoutchouc de masse négligeable.
Celui-ci se comprime de 6,1 cm sous I’ action du poids du bloc. Quand le bloc vibre librement,
on enregistre les positions de la masse apres I’avoir déplacée de 5 cm de sa position
d’ équilibre (Fig. 2.1). Sachant que le support en caputchouc peut étre assimilé a un ressort de

raideur K associé a un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a. On rappelle que

|’ équation du mouvement dans le cas des petites oscillations est : x+ 25 X+ wZx =0

1. Calculer le décrément logarithmique, la pseudo-période, I’amplitude des oscillations au

bout de la premiere et |a deuxiéme pseudo-période.
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2. Déduire les coefficients a, & ainsi que la pulsation propre du systémew, , le facteur de

qualité Q et la constante de raideur K associé€ au support en caoutchouc.

régime pseudo-periodique

amplitude
(cm)
5 o
M
4 R
.
3 R
-
2 ! .h-_-.., /
1 | LN~
| / \ ~ .
P Y S W Nl Fig. 2.1
| | 05 % ."I. 1 "‘-:__ — S — -—
D e
| ] -
2 | I ‘\
! |~ —e
-3 AL
r
-3 F
-5/

temps

Solution
1.1 Détermination du décrément logarithmique D :

La Fig.2.1 représente un mouvement pseudo-périodique da a I’ amortissement, il ne se produit

pas de la méme fagon au bout d'un tempsT, :Z—ﬂ. Le rapport de deux amplitudes
)

a

. X X
conséeutives est : L =exp(-6 T,) = D =In(—

)=0T,,
X, X

n+1

Donc d'apreslaFig.2.1ona:

_ |n( X(t = 0) j
X(t=0+T,)
D= In(Ej =0.92
2

1.2 La pseudo-période se mesure entre deux maximums qui Se suivent ou bien entre deux
minimums qui se suivent. D’apreslafigure (2.1)on aT, =0.5s

1.3 L’amplitude d’ oscillations au bout d’ une et deux pseudo-périodes :

t=T,=>x(t=T,) = 2cm

t =2T, = x(t =2T,) = 0.8cm

2.1 Le coefficient d amortissement § :

%y ooT = s=2 =09 gge

D =In( =
X1 T, 05

2. 2 Le coefficient de frottement visqueux « :
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5= % = a = 2mé = 2(20)1.84 = 73.6kgs

2.3 La pulsation propre o du systéeme :

On ala pseudo-pulsation @, = _Zr—ﬂ = % =12.56rad s™

0, =\ -6 > =0>+5°= (1256)° +(1.84)°= 16114
= w, =12.69rads™

2.4 Lefacteur de qualité Q:

_ @ 12,69

=% _ =333
25 (2)1.84

Q

3. Détermination de la constante de raideur k.

1% méthode :

a)oz\/%:k:ma)zo

= k =20(161.14) = 32.210"* N /m

2°"¢ méthode : le systéme en équilibre

Y F=p+T =0 p-T =0

< mg = kx,
=k= mg
XO
k = 20(9'8_12) =32.210”*N/m
6.110

Exercice 2
Un oscillateur harmonique amorti a pour équation réduite X+ 2 x+ 4x = 0.

1. Calculer sa pulsation proprem, , sa pseudo-pulsationw, , son coefficient d’ amortissement &
et sa constante de temps 7.

2. Trouver lasolution de I’ équation du mouvement.
Solution

1.1 Lapulsation propre o, :

0, =4= w,=~/4 =2rads™
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1.2 Lapseudo-pulsation w, :
W, =\J0," -8 =J4-1=+/3rads™

1.3 Le coefficient d’ amortissement §
5=1¢s"
1.4 La constante de temps v: v =1

2. Lasolution de I’ équation du mouvement X+ 2 X+ 4x=0:

On cherche une solution homogéne de type: x(t) = Ae'", ou r est une constante. Par

substitution dans cette équation x+2 x+4x=0, ouon a w, > (régime faiblement amorti)

on obtient une équation algébrique, dite équation caractéristique : r>+2r+4=0.

L’ équation (r’+2r+4=0) admet deux racines qui sont complexes conjuguées: r = -1+iw ,

avec o, = ol - 52 =+/3

La solution homogeéne de I’ équation x+2x+4x=0 est :
X(t) = exp(=6t)[c, exp(iw, t) + ¢, exp(-i w,t)]
ou bien :

x(t) = e7°V[c, cos(w, t) + ¢, sin(w,t)]
x(t) = ce"Y cos(m,t — )

avec :

C
C=.C+c tgp=-"2
C3

Exercice 3

Une masse M est fixée a un ressort de raideur 2k et un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux o (fig. 2.2.a).

1. Etablir I’ égquation différentielle du mouvement et la pulsation propre ainsi que la solution
X(t) lorsgue le systeme est libre non amorti.

2. Décrire I’ équation différentielle du mouvement lorsque le systéme est amorti.
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3. Caculer le coefficient d’ amortissement et |a pulsation d’ oscillation amortie en fonction M,
k et a.

4. Exprimer la solution de I’ équation différentielle du mouvement.

5. On place un autre ressort de raideur k et de masse m au dessous de masse M (fig. 2.2.b).
Déduire I’ équation du mouvement. Que devient |a pseudo-pul sation puis explicitez sa solution

en régime amorti.

K,m

Fig.2.2.a

_ Fig.2.2.b
Solution

D’apres la fig.2.2.a la masse M est fixée a un ressort de raideur 2k et un amortisseur de

coefficient de frottement a.

1. L’ équation différentielle du mouvement lorsque le systéme est libre non amorti :

A I’équilibre le principe de Newton s écrit : X
D F=p+T =0 T
.
Projections sur I’axe (XX ) : Y
p-T =0 Mg -2kx, =0 D ’
v X

Le principe de Newton donne: Y F = p+T = Ma
Projections sur I’ axe (xXx’) :
p—T =M x < Mg —2k(x, + X) = M x "
< Mg — 2kx — 2kx, = M X
On a Mg-2kx, =0 quand le systeme est en équilibre, d'ou I’équation (1) s écrit sous la

forme suivante :

—2kx=M§<:>5<+2ka=O )
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1.2 Lapulsation propre: @, = Zﬁk

La solution de I’ équation (2) est sinusoidale de type : X = X, CoS(@,t + ¢)
2. L’ équation différentielle du mouvement lorsque le systeme est libre amorti :

L’ équation (2) prend en régime amorti laforme suivante :

—2kx—a X =M 5%:>$k+£5<+2—kx=0 (3)
M M
3.1 Le coefficient d' amortissement : 6 = %

3.2 La pseudo-pulsation: , =/af —5% = Zﬁk_ (ﬁ)2

4. Lasolution de I’ équation du mouvement en régime amorti :

Le systéme peut osciller, donc 6 <@, —>X(t) = ceM cos(wfzﬁk - (ﬁ)2 t+ @J

5.1 L’ équation du mouvement du dispositif mécanique (2.2.b) :

Le ressort de masse m contribue seulement avec m/3 donc la masse totale du systeme est
egae a: M +m/3. Lesressorts de raideur (2k) et (K) n’ont pas e méme déplacement puisque
ils ne sont pas disposés en paralléle.

Donc :

—h|
—

I
i T

|
!

w‘é

Le systéme est en équilibre :

F = paT =0 (M +2)g-3(x) =0

Le systéme est en mouvement :

SF=p4T +f, =(M +g)5<©(|v| +%)g—3k(x0+x)—a$<= (M +%)5<

o (M +%)g—3kx0—3kx—a5<=(M +%)5<
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D’ apréslacondition d équilibre : (M +g)g —-3k(x,) =0, I"équation précédente s écrit :

—3kx—a$<:(M +m)$i:>$§+ am X+ 3km x=0 4
(M +§) (M +§)
Sionposew§:3—km et 25:Lm
(M +§) (M +§)
I’ équation (4) peut s écrire sous laforme:
X+ 268 X+ wix =0 (5)

5.2 Le pseudo-pulsation :

X 3
_ 2_52 _ 2
@a =N m~(6M +2m)

M+—
3

Lasolution de |’ équation (5) en régime amorti

Le systéme oscille lorsque ¢ < o, d'ou lasolution

3o t
x(t) = ce®**™ cog £ —( 3o Y t+o
M+ r; (6M + 2m)

Exercice4

On suppose un systeme mecanique constitué d’ une tige OA de masse négligeable et de
longueur 2R ; au bout du point A de la tige se trouve fixée une masse m. Soit un ressort de
raideur k fixé au milieu de la tige et un amortisseur de coefficient a, attaché ala masse m; a
une distance 2R du point O (Fig. 2.3.a).

1. Ecrire I’ éguation différentielle du mouvement amorti en appliquant le P.F.D.

2. Déduire la pulsation propre ainsi que le coefficient d’ amortissement.

3. Exprimer la solution de I’ équation différentielle dans le cas d’ un faible amorti ssement.

4. Préciser cette solution pour les conditions initiales suivantes : t=0's, 6(0) =0, 8(0) = 6o .
5. On place une tige de longueur 3R qui porte a ses extrémités deux masses m; e my
(fig.2.3.b). La tige peut tourner autour d'un point O. L’ensemble des frottements sont

symbolisés par I’amortisseur de coefficient a qui se trouve a une distance R du point O. A
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I”équilibre, le ressort étant non déforme et latige verticale. Déduire I’ équation du mouvement

puis le coefficient de frottement et la pseudo-période.

Solution

1. L’ équation différentielle du mouvement amorti en appliquant le P.F.D pour le systéme (fig
23.9):

ZM(F@Q),O =OA A ﬁl+@Af+&A F, =Jok

Apres projection :

M, =- ploAsinQ—TOBsin(9+%)—aOA5<sin(9+%) —Jo (1)

A faibles oscillations: sinf ~ 0 etsin(0+%) =cosh =1,0A=2R et OB=R, donc I’'éguation
(2) devient :
~mg2RO-Rk x—a Rx=J6 (2)

Ona x=Rsnd=RO, x=2RO et J=m(2R)? I'équation (2) devient alors:

. . . . 2
(-m,g2RO ~KR?)0 - 4R26 = AmR? 0 = 6+ L MAZROTKRD o (5
! ! m, 4m R?

2.1 La pulsation propre du systeme est :

o2 (M g2R + KR?) oy | 9K

= +
° 4m R? ° V2R 4m,

2.2 Le coefficient d amortissement est 6 = Za—
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

3. Lasolution de I’ équation différentielle dans |e cas d’ un faible amortissement :

o(t) = cexn co{\/ L —(L)ztﬂl)] (4)

2R 4m:  2m,

4. La solution de I’éguation différentielle du mouvement en prenant compte les conditions

initiales suivantes : t=0's, 6(0) =0, (0) = o

9(0)=ccos(<p)=o:>(p=i7”
9(0)-—rnlccos(<p) CngR 4—1—( % )2 sin(p) = 6,
. _'90 |
Pour(p=E:>c= : (non valide)
\/ZR am, o)
.y 90

Pour(p=72>C=
9. _
\/ZR am, ¢ 1)

La solution homogene de I’ équation (4) est donnée par:

o(t) =

Z e cos(J T~ -0

\/g_( ) 2R 41
2R 4m;

5.1 L’ équation différentielle du mouvement en appliquant le P. F.D pour le systeme (2.3.b) :

ZM(FM),CJ:(T&/\ P, +OCAP,+OCAT+OBAF, =J0Ok
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

Apres projection sur les axes:
3'M,, =— p,OAsNG + szCsin(?—kxOCsin(H+%)—aOBi<sin(9+%) =J0 (5
Faible oscillation: sind =6, sin(9+%) —cosh =1, x=Rsnd =RO, x=RH, OA=2R,
OB=R, et OC=R J =m,(2R)*+m,(R)® ; donc I’ équation (5) devient :

—m,g2R0 + m,gRO —kR?0 — aR? x = (M,(2R)2 + m,(R)?) 6 (6)

On divise I'équation (6) par m,(2R)*+m,(R)? on obtient dors:

a P (mg 2R—ngR+kR2)0 _

+ n 7
8m, +2m, m,(2R)? + m,(R)? (7)
5.2 Le coefficient d’ amortissement : 6 = — 2%
16m, +4m,
.. 21
5.3 La pseudo-périodeest: T, =—
a)a
o femg-me) kY (o« Y
i Am,R +mR  4m +m, 8m, +2m,
Ta — 27T
2 2
(2mg —m,g) N k ~ a
AmR +m,R  4m +m, 8m, +2m,
Exercice 5

Une masse sphérique de rayon R = 0.01 m et de masse volumique p = 7800kg/m est
suspendue au point O par un fil de masse négligeable et de longueur L= OC =0.98 m (C::

centre de la sphere). Elle est complétement immergée dans un liquide de masse volumique
p =970kg/m (Fig 2.4.8). On supposerap > p ,R << L.

1. Déterminer |’ équation différentielle du mouvement vers les faibles amplitudes du pendule
en tenant compte de la force des frottements visqueux du liquide F, = —67zuRV, V estla
vitesse du centre C de lasphére. u est le coefficient de viscosité du fluide.

2. Quelle est larelation entreL, p, p , R, u dansle régime critique.

3. Calculer lavaleur de 1 .
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

4. Une masse m de rayon r est suspendue a un ressort de constante de raideur k, de longueur &
vide lo, I’ autre extrémité du ressort éant attachée a un support fixe (fig.2.4.b)). On plonge le
systeme dans le liquide précédent, |a masse est alors soumise a une force de frottement.

4.1. Ecrire I’ équation du mouvement de la masse plongée dans le liquide.

4.2. Déduire I’ expression de la pseudo-période.

4.3. Dans |'air (frottements sont négligeables), la période propre d’ oscillation de la masse est
To. Exprimer le facteur de qualité en fonction de To et Ta.

Fi)

Fig.2'4.a Figl 2-4-b

Solution

1. L’ équation différentielle du mouvement pour lafig. 2.4.aest :

- | .
La massedelasphére est: m= pV =g pnR® | E L
a
On applique le principe fondamental de la dynamique : ’ =
2 A
> M (F..),0 =0C A P+0E AF,+0C AF, =J 0k é)F s
;P

Apres projection sur les axes on obtient:
4 3 4 . 3 2/ 4 342N
DM, =—§an gLe+§an gL6 — 67uRL ¢9=§an gl’o
1)

—g aR3gLO(p — p) — 67uURL? O = g prR3gL2 6

En divisant I’ égalité décrite dans I’ équation (1) par la masse% prR*gL? on trouve :
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

5 9 o glp-p)
0+(>-+H o 0=0
+(2pR2) + L 2

2. L"amortissement critique implique: 6 = o, = (9 “2) _ g(p-p)
4 pR Lo
2 '
3. Le coefficient de viscosité est : u = 4/): {g(/l)__p )
Jo,

_ (4)7800(0.01)* |10(7800—970)
# 9 (0.98)7800

=1.036pa.s

4. L’ équation différentielle du mouvement pour le systeme (2.4.b) :

3!
;

En appliquant le principe fondamental de la dynamique (P.F.D):

p+F, +T =mx

mx =mg —K(X+ X,) — 6zur X
A I équilibre: mg —kx, =0, d’ ol
e Kx 8L o 4)
m m
Onpose: w2 =< 6 = quation (4) s écrit
m 2m

X+ oix+25x =0

4.2 L’ expression de la pseudo-période :

Régime pseudo-périodique = 6 < o,
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

W, = 0f — 57 :>Ta:2—7Z
1)

a

=T =

2
@, [1- 4%
V Q
Wy

Avec lefacteur de qualité défini par ¢ =35

4.3. Dans I'air ou les frottements sont négligeables, la période propre d oscillation de la

OnaT,=

sphere est To:
L’ équation différentielle (4) devient alors::

Xx+—x =0 5
- 5)
La solution de I’équation (5) est sinusoidale non amorti de pulsation proprea,, donc la

période est de T, = 2 on a donc, la pseudo-période T, > T,

Wy
T - 2r ]
w, [1-4—
(0}
T, = T - :l—oz 1—4i2
1-4~ @ 4
@
D'ou:
1- T°2
2 2
T°2 :1—4izz>¢2= Ta
T, [0} 4
Exercice 7

Un piston de section S, de masse m, peut coulisser sans frottement dans un cylindre. Ce
dernier emprisonne au repos un volume Vo d'air sous la pression atmosphérique po et a la
température To. Le piston initialement immobile est soumis & une impulsion. On néglige la

viscosité del’ air.
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

1. Dans I'hypothese ou la masse d'air emprisonné suit la loi d évolution adiabatique

PV’ =Cte, éablir I’éguation de I'oscillation x(t) de la masse m et montrer que le

mouvement N’ est pas amorti. Calculer la pulsation propre.

VO,PO ;TO SIPO ImITO

P S

Vo=vo+V/,

Po=po+p, PO ’ TO

To=To+T /

Fig.2.5

2. On suppose maintenant que |’ équation caractéristique de I’air dans le cylindre est toujours
laloi des gaz parfaits PV = nRT et que pendant la durée infiniment petite dt, le gaz recoit de
I’ extérieur la quantité de chaleur dQ = -kTdt. En supposant que I’ énergie interne U de I'air

dans le cylindre varie suivant la relation dU =dQ+dW = nc,dT (premier principe de la

thermodynamique) établir I’ équation différentielle reliant x, dx/dt, d*x/dt*, T , dT /dt.

3. Résoudre le systéme d’ éguations pour un régime harmonique d oscillation de la masse m,
c'est-a-dire x = Axcos(wt) et T = AT cos(wt + @) . Calculer le coefficient d’ amortissement et
lanouvelle pulsation propre d’ oscillation.

4. Discuter I"'influence du coefficient de transmission k de la paroi et de lapulsation o sur le

coefficient d’ amortissement s .

Solution

1. L’ évolution adiabatique PV’ = Cte :

PV’ =cte:>ﬁ+yd—\/=0
P Vv

:E+ —=0
TEAVE (1)

P=—y=Xp
- = -y —

7\/0 0
QZ

: - - s°xPR, L .
Ps=mx=mx+y v 9 = 0(c’est I’équation du mouvement sans amorti ssement)
0
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2

: xR SxP
Lapulsation propre : o? = 0 s = [y 20
p propre: of =7° U8 => o =

2. Loi des gaz parfaits PV = nRT

L’ équation différentielle s’ exprime comme suit :

PV =nRT = p dv:d—Toungg:T— 2
p Vv T Po Vo T
Ona:
p's—mka(l—s—x)sp =mX

TO VO ’
. ©)

mXx pOX Spo =

0 O

Lors d'un déplacement dx du piston, le gaz recoit le travail dw =—p,sdx et laquantité de

chaleur dQ = —kT dt et donc |’ énergie interne :

dU = —KT dt — p,sdx = nc,dT = pos%+nc\, ddltJrkT' =0 (4)

3. Régime sinusoidal : on remplace dans les équations (3) et (4) x, dx/dt, d*x/dt>, T ,dT /dt
par leur amplitude complexe :

- X —.
x:Axcos(cot)—>x:xe'””:%:xme""t

d?x

e :_§ w’e™

=

dT

T=ATcos(wt+¢) >T=Te*' = — =Tiwe'"

dzT_ = 2

Les équations (3) et (4) deviennent :

o T
— Mo’ X+ —"2X—5p,— =0 5
w v spo.l.0 )

0

ipso X+inc,0 T +KkT =0 (6)

Eliminons la température T entre les équations (5) et (6). Aprés simplifications, on
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aboutit :

2 .2 2 2 .2 2

— s pok . — S — s pncow  —

—Mmw?X+ . p02 — X+ Po 4 —————x=0
T,(k*+n°Clo V, T,(k" +n°clo

L’ équation qui traduit le mouvement amorti est :

- 2 2.2 2
) k . s’p?n g
m X+ 25 p022 - ER EO 22 3y)X=0
To(k +N°C,w VO To(k +Nn°Co
s?pZk
Le coefficient d’ amortissement : & = ——
2mT,(k* + n“cio?)
2 2 .2 2
) S S ncaow
Lanouvelle pulsation : @ = ( Po p; Cvz 73
mv, mTy(k® +n°cjom”)
C » o ,NCC® +K* 1y »
Sachant que y:c_petcp =C, +R= o] :a)o( 12 1 0’ )<a)o

\

4. Influence du coefficient de transmission k :

Pour k=0 (paroi parfaitement isolante) =5 =0€t w’=w? on retrouve le résultat

adiabatique.

Pour k—> o (la paroi est dissipatrice de la chaleur):>5:0etoof:ooglyzS :

I’évolution et alorsisotherme (k — oo =T =0donc T = cte).
Pour k intermeédiaire, lorsque @ augmente o6 diminue jusqu'a O et o, croit jusqu'a a, : le
systéme est d’autant moins amorti que la fréquence est grande car I'influence des parois

diminue.

Exercice8

On suspend le dispositif ci-contre, constitué d’un barreau et d’ une plague plane a un fil
d acier de longueur L et de diamétre d. On mesure la fréquence propre des oscillations libres
non amorties fo= 0.5 s,

1. Calculer la constante de torsion du fil d’acier tel que le moment d’inertie de ce systéme
soit égal 42.8 102 m’Kg.

2. On place le systéme dans |’ eau comme le montre la figure.2.6, de telle sorte que |a plaque
s enfonce sur une profondeur H = 0.02 m. Les oscillations sont amorties et leur amplitude

divisée par 10 apres une durée de 4 pseudo-périodes.
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CHAPITRE 2 oscillateur amorti

2.1 Exprimer la période propre en fonction de Te.

2.2 Cdculer le coefficient d amortissement.

ANANANAN
Fil d’acier —» L
|<_barreau
---------- | “I;“““;““““ Plaque plane
eau
Fig.2.6

Solution

1. La constante de torsion du systeme :

Sachant que le moment detorsion de fil d’acier est: M =—c6

Le systéme n'est pas plongé dans I'eau, la relation fondamentale de la dynamique s écrit:

JO=-co= é+%9 =0, avec la pulsation propre . =§ et la période T = 47r%, doule

moment d’'inertie :

3 CTO2 B Jar? B JAr?
4r? TO2 fo2
2.810%4r?

= W = 044 pa.m3

2.1 Lapériode propre en fonction deT, est donnée par :

On calcule le décréement logarithmique

oT, =iln(ij
n A
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oT, :lln(i]
n (A

1
=_—In(10

4 (10)
=0.575

La pseudo-période w, est donnée par :

o) =w;-5°
27T 27‘[ 2
Y
(Ta) (To)
118 11 T
T2 T2 4n? T2 T2 472
1 (0575)
— _ 1+
T2 T2( )
=Ti21.008
2
izziloos:st o
T2 T2 1.008
T
=T, = a
° /1.008

2.2 Le coefficient d' amortissement :

5T, — 05756 = 0.575 _ 20.575 - O 575

a
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

Rappel de courssur I'oscillateur forcé.

3.1 Equation du mouvement.

Jusgu’ a présent, nous avons considéré que des systéemes physiques éaient capables d’ entrer
en vibrations par eux mémes. Ceux-ci décrivent des mouvements libres sous I’influence de
forces intérieures et d amortissement. Les solutions décrivant les oscillations ont montré la
présence d' un régime transitoire s atténuant au cours du temps. Dans le besoin d’ entretenir
ces oscillations, il devient alors nécessaire de solliciter le systeme par apport d’énergie
extérieure. Ains la modélisation du probléme consiste a soumettre le systeme physique a une
force d’ excitation de nature périodique avec une fréguence w (fréguence du résonateur). Dans

I” hypothése d’ une excitation sinusoidale, I’ équation différentielle du mouvement s écrit aors:

d®x dx ) . . 5
e +255+w0x= F cos(w t) < X+ 26 X+ wyX = F cos(w t) (3.1

Avec: o pulsation imposée (dépend de la force d' excitation du résonateur). w,,d sont des

parametres intrinseques a la nature des vibrations décrites par |” oscillateur. Les définitions et

significations physiques respectives a ces deux grandeurs ont été exposées précédemment.

3.2 Solution del’ équation différentielle du mouvement.

Lasolution del’ égquation (3.1) est de forme suivante:

x(t) = %, (1) + x,(t) (3.2)
X(t) : solution générale de I’ équation différentielle du mouvement I’ équation (3.1).
X, (t) : solution de I’ équation sans second membre (solution homogene de I’ équation (3.1) en
régime transitoire qui ne dure qu’ un certain temps).
X,(t) : solution avec second membre qui représente une solution particuliére de I équation

(3.1).

3.2.1 Solution particuliere.
Dans le cas ou, la solution homogeéne est négligeable, il ne reste plus que la solution
particuliere qui est imposée par |’ expression mathématique de laforce d’ excitation.
Lasolution particuliére en régime permanent s écrit :

X, (t) = Acos(w t + ) (3.3)

Elle peut se mettre sous forme complexe :
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X, (1) = Aei@U?) = Aelvelot = Pt X, (t) = jwAe!” et Xp(t) = —0® A" (3.4)

Le terme du second membre de |’ équation différentielle du mouvement (3.1) S écrit:

forme complexe

F cose t —Xmeemlee , g gllet)
OU A= Ae” estI’amplitude complexe.
3.2.2 Calcul del’amplitude et la phase.

En adaptant les écritures adéquates pour X, (t), Xo(t) et F el découlant de la solution

particuliere x,(t) , I’ équation (3.1) s écrit alors:

— . < — F
P (—0® + 200+ wf) = F € = A=
( J 2 (—0® + j 260 + ) (33)
A partir de |’ équation (3.5), on calcule I’amplitude d' oscillation A et laphase ¢ :
. i Alw? — »*) = F cose
A((wf - 0°) +(j26w))=Fe’ = ° 3.6
(@ - 0?) +(j200)) {A(zgw):_mw (36)
La phase de la solution permanente est :
sin — 20w — 20w
tange = ¢ _ — :>go:arctg{ 5 2} (3.7)
CoOsp w,—w Wy —

De I’ éguation (3.6) on déduit I’amplitude A :

A2 (02 - ®?)% = F? cos? ]
{ (0 — %) Y= B0 - 0%)? + (200)2) = F¥(cos p +sin’p)  (38)

A’ (26w)° = F?s€in® ¢
Tenant compte de I’ égalité (cos® @ +sin®p) =1 I’équation précédente s écrit :
F 2
(0 — 0°)? + (20w)*

F —_—
V(@ - ©?)? + (250)?

A* (0} — 0°)? + (20w)*) = F* = A* =

(3.9)

= A= Alw)

3.3 Equation horaire.

Quand le régime transitoire disparait i.e. la solution homogene x, (t) = 0, la solution générale

X (t) del’équation (3.1) devient lasolution permanente x,, (t) = X(t),

F { { ~ 250 D
X, (t) = cos ot+arctg ——— (3.10)
J(@F - 0?)? + (260)* Wy — @
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Remarques :

» Lorsgue A(w) est maxima celaimplique que le dénominateur est minimal dans
I’ équation (3.9) :

dA(w) _
do

0 4w +40° +85°0 =0

S do(-of +0° +25%) =0

w=0

=
(~o+0° +25%)=0=> 0 =0’ -25° =o,,
Avec:

o, : pulsation de résonance.

(0] ),
Onposen=—, Q=—2
posen o Q 25

n : pulsation relative de la source et Q facteur de qualité.

En remplace I’expressionde n etQ dans les deux éguations (3.7) et (3.9) on obtient :

F

A= -
n
6902\/(1—772)2 +§

> |"amplitude d oscillation A pour une excitation avec une force constante i.e. une

fréquencenullen =0est: A, = iz
Wy
L’ équation (3.11) devient :
A 1
A ? 3.12
(1_n2)2+gz ( )

Le rapport % représente I’ amplitude relative.

. . . . A . .
» Pour des fréquences relatives tres grandesi.e.n - o = — =1, le résonateur ne vibre

plus puisque la fréguence d’ excitation est tres supérieure a sa fréquence propre.
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> Pour une fréquence relative n =1= A Q

A

> Lecoefficient de qualitéQ — «o(ous — 0) = A

1
1—172

3.4 Analogie entre oscillateur mécanique et électrique.

Oscillateur mécanique

Oscillateur dectrique

1) Schéma :
k T m F=Fgcos@r)?
—(3 330 —>
fr L
= e

2) L’ éguation du mouvement :
d?x dx
m
dt? dt
B k B ma)0 ®
% = 2m Q= " 0,
F, cosat — F = F(M : max; e = efficace)
x= A, cos(wt—p) > X=Ae

:%:V >V =joX= e 2whe i = Awe’jg;quo—%

. 1 dx,,
3) Energie cinétique : — m(—
) Energ que: - (dt)

4) Energie potentielle dastique : % kx?

5) Impédance du résonateur

7_ Forceexcitatrice F =Z=a+ j(mw ——)
Vitessevi brat0|re V
(Mo — f)
tangp =

‘Z‘Z =72 =q? +(ma)—h)2
®

6) Puissance active délivrée par la source et dissipée
dans | e résonateur :

p, =F.V, cosf = % Fy Ay0Sing =aV} = %aAf,l w®
7) Puissance réactive : amplitude de la puissance
réversible échange entre le résonateur et la source :

p, =FV, sind = —; Fy, A, ©COSp = (mw—E)Vez
0]

1) Schéma'
chos(mt]
I
.y
2) L’ équation du mouvement :
d’q _dq
+R—+ U, cos(wt
e o Cq o COS(wt)
_|L.s-Ro_ Lwo _®
@0 = LC’ Q _a)o

U,, cosot —>U :U(I\/I : max; e = efficace)

i =i, cos(wt—¢p)—>i=iel

3) Energie delabobine : = L(dq)2

4) Energiedelac a(:ité'l—q2
g ap 5

5) Impédance du résonateur
Tension excitatrice

Z= _U Y
Intensité i i
) 1
Z =R+ |j(Lo——) ;
J( Ca))
(Lo-1)
tangep = RC‘"

= 1
Z] =22 = R*+ (Lo - —)?
Co
6) Puissance active délivrée par la source et
dissipée dans |e résonateur :
pA = UeieCOS(p = RI(S

7) Puissance réactive : amplitude de la
puissance réversible échange entre le
résonateur et la source :

0. =U.i.sing = (Lo——)i2
Cw
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Applications

Exercicel

On sintéresseici alarupture de laliaison d’ une molécule diatomique sous |’ effet d’un champ

électrique. On modélise la molécule par un couple de masses (mz, my) reli€ par un ressort de
: k . : :
constante de raideur k, on notew, = \/% . On considére que |I’atome 1 reste immobile et que

seul |’atome 2 se déplace. On noter = MM, .

On considére que laliaison est rompue si r >R. Pour modéliser la polarisation de laliaison, on
supposera gque |’ atome 2 porte une charge éectrique g. On se placera en régime stationnaire
forcé.

1. Lamolécule est soumise & un champ éectrique E(t) = E, cos(am,t)E, .
1.1 Montrer en quoi une solution de la forme particuliére 7(t) =r, cos(w,t + )€, ne peut pas
convenir.

1.2 On cherche la solution sous laformeT(t) = (Acos(aw,t ) + Bsin(w,t ))tE, ,déterminer A et B.

1.3 Quelle valeur minimale doit avoir le champ E(t) pour rompre lamolécule.

2. On modifie a présent le modéle de la molécule pour faire apparaitre un facteur de qualité Q.
2.1 Déterminer I’ expression def(t) .

2.2 Quelle valeur doit avoir le champ E pour rompre lamolécule ?

Solution

Lamolécule est soumise aun champ dectrique : E(t) = E, cos(w,t)e,

2=
Enappliquant IePFD : > F=ma < F,, + F; = m%
En projetant sur |’ axe ox :
d’r d* k_QE

E-kr=m— = —+—r =—"—2cos(w,t 1
a dt? "~ d* m m Slodt) ()
1-Premier cas: 7(t) =r, cos(w,t + @)€,,

d°r d?

o —wir,co8(w,t + @) = —wir , Enremplacantr et Fzr dans I’ équation différentielle (1) on

obtient : qFEOCOS(a)Ot) =0=>E,=0
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2-deuxiéme cas : F(t) = (Acos(w,t ) + Bsin(w,t ))te,

% = (Acos(wyt) + Bsin(w,t)) +t (—Aw, Sinw,t + Bw,cos(w,t )
d’r _ : , )
prenh 2Asin(w,t ) + 2Bw,cos(m,t ) — (Acos(w,t ) + Bsin(w,t ))to o ,

2
Eninjectant laformeder et % dans |’ égquation différentielle (1), on a:

2Am,=0=>A=0

2B, =T g 95
m

-2Aasin(agt) + 2Bocosiog)) = I cos(agt) =
m 2Ma,

Dol T(t) = %dn(&t NE,

La valeur minimale du champ, pour rompre la liaison de la molécule quel que soit le champ,
est différente de zéro. Celle-ci impose une distance|?| qui n'est pas bornée. Il existe donc
nécessairement un instant 7 tel que |?| > R, pour tout le champ E,qui est arbitrairement petit.
2. On modifie a présent le modéle de la molécule pour faire apparaitre un facteur de qualité Q.
2.1 Détermination de I’expression de r(t) : on cherche une solution particuliére dans le cas
d une perte d’ énergie (présence d’ un amortisseur) donc I’ équation différentielle (1) devient :

2
d rJFZcSiWLcogr:q—Eo
m

g i1 cos(wqt) )

En tenant compte de larelation 26 = %, I’ équation différentielle (2) devient :

d’r @, dr

dr o dr . o
dt® Qdt

+olr = y cos(w,t) (3)

La solution particuliere pour I’ équation (2) s’ écrit sous laforme : r,(t) = r, cos(a,t + )
o (1) = rye )

En notation complexe : 11 p(t) = irga,e ™ = iayr, (1)
p(t) = —Toge ) = ol 1,(t)

Et en remplacant rp(t),rp(t) etr(t) dans |’ équation (3), on aura :

.2 H
10y roei(wot+<0) — qEO glet) — I&roei(ﬂ — % 4)
Q m Q m
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

Sachant que : €¢ =cosp +ising =

La forme finale de la solution particuliéreest : r,(t) = QgEO cos(\/Kt —EJ
®om m 2

2.2 Lavaleur du champ E pour rompre laliaison de lamolécule est donnée par :

U, , g, - @O

2

|>R<
 om Qq

Exercice 2

THOMSON a proposé un modéle d’ atome dans lequel chague électron (M) est éastiquement

lie a son noyau (O) (il est soumis a une force de rappel vers le centre de I'’atome

Ia:R = —kW).Nous supposerons que cet éectron est freiné par une force de frottement

visqueux proportionnelle a sa vitesse (loi de Stockes) Iﬁ:f =—-a 'V et que le centre O de |’atome
est fixe dans le référentiel d’ étude supposé Galiléen. Nous cherchons a étudier I’ action d'une
onde lumineuse caractérisée par un champ éectrique E(t) = E, cos(wt)de pulsation ©

(provenant du soleil) sur un électron d’un atome de I’atmosphére. Celui-ci est représenté a
I"aide d'un modéle dit de THOM SON.

AN: m=9,1103%kg; e=1, 610 °C; k = 100N.m%; o = 10 ®kg.c 2.

1. Ecrire |’ équation différentielle du mouvement de |’ éectron, puisla normaliser.

2. Déterminer le régime forcé (solution particuliere de I’ équation différentielle).

3. Simplifier I’expression précédente sachant que le rayonnement visible provenant du Soleil
possede des longueurs d’ ondes s éendant de Av= 400 nm (bleu) a A= 800 nm (rouge),
longueurs d’ onde du champ E(t).

4. Caculer la puissance moyenne pour le rayonnement bleu et rouge, sachant qu elle est

proportionnelle au carré de I’ amplitude de son accél ération.

Solution
Laforcederappe : F; =—kOM

Laforce de frottement : F, = —aV = —a OM

Le champ d’ excitation : E = E, cos(w t)
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

1. L’ équation différentielle en appliquant le PFD :
d?oM

YF=méoF +FR+F=m +

En projetant sur I’axe ox :

2 2
dOM _ d’OM _ d’OM adOM k.. _GE W

JE —kOM -« >t
dt dt d<t m dt m m

ON POSE : 25:2,w§ :K,qz—e,E: E, cos(wt)
m m

L’ équation (1) devient :

2
dd(ZL\/I +26 d ((j)tM +©,OM = renEO cos(wt) (2)

2. Lasolution particuliere :

On pose une solution particuliereOM | (t) souslaforme complexe :
OM p(t) — roei(wH(p) — roei(wt)ei(p — Eeiwt
OM p(t) = irywe' ™ =i 1, =iw OM ,(t)
OM p(t) — _rOa)z ei(w0t+(p) — _a)z Eeia)t — _a)z OM p(t)

En remplacantOM ,(t) ,OM  (t) &t OM ,(t) dans |’ équation différentielle du mouvement
(2) on obtient alors :

— e,

. o — . _eE. . _ .

—0® 1,€" +2i60 1" +0l1 € =—2€" s =—— M =€’
m Wy —O° + 2160

Pour mettre r, et € souslaforme a+ib, on multiplie le dénominateur et le numérateur par

I’ expression conjuguée o, — »” — 2idw on obtient :

;eEo(a)Oz—a)z—ZiSa)) iEO(a)g—a)2)+e—E°2i5a)
= e’ = m __m m
(@ — 0* + 2idw)(w; — w* - 2idw) (wf — 0*)* + (20w)°

Avec ‘E‘ =+a’+b’ et tge :g

D’oli lemodule r, et I’ argument ¢ :

ek,
— 200
m
‘ 0‘ ° \/(oo2 —l)? +45°0° (0 — ;)
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

1) — L.
En posanté =—, le module ‘ro‘ et I’argument ¢ S écrit :
Wy

ek,
- T 25¢ 25¢
1= I ettgp=——2— = ¢ = arctg(———
H w2 (E2 —1)? + 4527 % 0N (4 7 g(wo(é —1))

D’ ou la solution permanente est donné comme suit:

ek,
m i| ot+ar 266
OM (1) = m IS mg(wo(czfl))J
2 2 2 22
oZJ(E2-1)? + 45%
eE,
T 25¢
OM (t) = m cos(thrarctg(—)]
P (E2 1) + 457 @, (C%-1)

3. Simplification des expressions précédentes :
La longueur d’ onde du bleu Ap=400nm

La longueur d’ onde du rouge Ap= 800nm

Wy = \/E = JLO& =1.04810"rad /s™,
m 9.110

+8
a)b = 27[0 = 27[31079 = 4.711015rad/5_1)
4, 40010
+8
o, = 2;7;‘3 = 5237(; g’igg = 2.3610"rad /s

r

D’ apres ces pulsations on peut conclureque : o, > o, > @, .

S la pulsation d'excitation a)—>0:>g=ﬂ—>o d'ou I'expression de [|"amplitude r,
Wy

—-0
2

Sécrit: r, =
@;m

4. La puissance moyenne est proportionnelle au carré de I’ amplitude de son accélération :

< p ==k (amplitude de|'accéeration)?

; 25¢
eE |(wt+arctg( 7 )]
Comme :OM (1) =—5 € oy (¢*-1)

May
i(wt+ar 2%
eEO (wt ag(wo(;zil)))
5 €
@

OM (1) = -’
La puissancedu bleu est :
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

< p, = k(e”b °)

La puissance du rouge est :

ea)E

p, ==K(—=~ )

Mo
Soit :

ea)b €0 B2 \

4

<Py > _ ma)o _oy [ A _16
<p - k(€ Eo E) o' A

10
Exercice 3

Dans le systéme ci-dessous, une force d excitation sinusoidale F appliquée & la masse m
I'incite & osciller verticdlement. Suivant I’axe vertica, la forceF est donnée par
F= F, cos(wt)i par rapport & la position d équilibre, le sens positif est choisi vers le bas. On
modélise les frottements visgqueux par un amortisseur de coefficient de frottement visgueux .
1. Déterminer |” équation du mouvement par le P.F.D.

2. Expliciter la solution permanente et préciser son amplitude et sa phase.

3. Déduire la pulsation de résonance.

4. Quelle est la valeur maximale que la masse ne doit pas dépasser pour éviter le phénomeéne

de résonance et calculer cette valeur pour k =4 N/m et o= 4 N.g/m.
5. Caculer la puissance instantanée et moyenne fournies par laforce d’ excitation.

Fig. 3.1
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Oscillateur forcé

Solution

1. L’ équation du mouvement par le formalisme fondamental de la dynamique est :

Figure 3.1.a: Bilan desforces.

Le systéme est en équilibre :

YF=0<p+T=0

En projetant sur I’axe (xx ) on obtient :
mg - kx, =0

Le systéme est en mouvement :

En appliquant le PFD :

2
YF=md< p-T-F, +F:m%
dx d?x
< mg-K(x+X,) —a EJF Focos(a)t):mﬁ

On a mg - kx, = 0 (condition d’ équilibre) d ou:
& Ky =icos(cot) & X+ 28 X+ 02 X :icos(cot)
dt m m

d’x «
_2+_
dt m m

2. La solution permanente en précisant son amplitude et sa phase.

1)

2

L a solution permanente de I’ équation précédente est donne par : x,(t) = X, cos(wt + @)

On met X, (t) souslaforme complexe:

Xp(t) — xmei((uH(p) — )—<mei(wt)
Xp(t) = iX,0€"" =iwx,(t)

N o 2 Al 2
Xp(t) = —X 0% = —0®x_(t)
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

Eninjectant x,(t), Xp(t), ip(t) dans |’ équation (2), on obtient :

F
e e Foen o -
- X,0°€™ +i256 X, 0 € + 0%, €" =2 5x =M = X,€°
m -0+ 2160 + w;

d’ ou I’amplitude des oscillations :

F
Xop| = X = m ,
J(@F - 0%)? + 4(50)?
avec
— 20w
=artg(———
¢ =artg( g_wz)
I:O
m 26w

Lasolution en régime permanent est : x () = cos(wt + artg(———))
Q) w

0

V(@ - ©?)? + 4(50)?

3. La pulsation de résonnance est la pulsationwg permettant d obtenir une amplitude
maximale (lorsque le dénominateur de xm est minimal) : elle correspond a la valeur pour
laquelle la dérivée du dénominateur s annule.
Fo oo(w? — w? —

20(w5 — 0° —20)
m

=0 =—
do do  ((?- %)’ +460) "

5260(005 )
__m =0= (0f —0*-25)=0

(02 - 0%)? + 4(50)?)?
= 0=\, —25

kK a?
=0 =,—- =
m 2m

r

Si on ne veut pas avoir de résonnance, I’ expression sous laracine doit étre négative

k o a’
<0=m=<—
2k

m 2m?

2

Pour a = 4N /mset K=4N/m= m < 4
2(4)

= 2kg

5.1 Lapuissance instantanée est :
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I:O
p_p O _ x(t) = —F, cos(wt) m osin(ot + artg(%))
dt V(@ - ©?)? + 4(50)? Wy — @
F
P— 21 F, m {s n(artg(—)) +sin(2ot + artg(ﬂ))}
2 " (@ - 0?)? + 4(50)? @ Wy —

5.1 Lapuissance moyenne fournie par laforce d’ excitation est :

1t 17 -
<p===| Pdt==| Fx(t)dt
P T{ T{ (t)

I:O
17 1 "
_<p>_:_j —5Fo 2 zmz
To 2 (@ -0?) +4(6w)

{su n(artg(—)) +sin(2wt + artg( ))}

Fo Fo

m ino) = — L m tgp
V(@F - 0%)? + 4(50)? @(sne) 2°° (@ - o) +4(60) w[\/lthgzgoJ

<P>=—%Fo

. — 26 S L .
On remplacel’ expressionde ¢ = artg(z—wz) dans |’ équation précédente on obtient :
2

Fr
<P>= m Sw’
(a)g — a)2)2 + 4(5(0)2
Exercice 4

Un systéme mécanigue est constitué d’' une barre de masse m et de longueur L, oscillant autour
du point fixe O et deux de ressorts de constantes raideur k fixés a la barre respectivement a
des distance L/2 et L. A I’équilibre, ces deux ressorts sont déformés. Un amortisseur de
coefficienta est fixé a son tour alabarre a une distance L de point O. Le centre de latige est
soumis a une force d’ excitation sinusoidale F (t) = F, cosmt.

1. Deéduire la condition d équilibre puis établir |’ équation différentielle du mouvement et sa
solution dans le cas de faibles oscillations.

2. Calculer I'expression de I'amplitude A et la phase ¢ de la solution particuliere et

déterminer la solution globale de I’ équation différentielle.
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Fig. 3.2

Solution
1. 1 Lacondition d équilibre est :

ZM(EE)«)/O —OGAT,+OCAT,+0GA p=0

Figure 3.2.a: lesforces exercées sur le systeme en équilibre.
Le moment d’ une force par rapport aun axe A est:
ZM(EE)(‘[)/A =—‘&/\ﬂ‘—‘(7é/\f4+‘&é/\ F)‘ =0
L . T . T L . T
=—-KX, Esm(eo +E) - Kx01Lsm(E —-0,) + ngsm(H0 +E) =0

Sachant que: sin(6 +%) =cosf =1, X, = %sin(@o) z%@o et X, = Lsin(6,) = Lo,

2
ZM(FExt)/A =— KXOL— Kx01L+mgL :0<:>—KL00 - KL%, +mg£=0
2 2 4 2
1. 2 I’équation différentielle du mouvement est :

ZM(Em),O:(ﬁ/\f1+Cf/\f2+&f/\lff+CY§/\1?@<++(Y§/\E:JéIZ (13)

Figure 3.2.b : Ensembles des forces exercées sur le systéme mécanique en mouvement.
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Le moment d’ une force par rapport aun axe A est:

ZM(EE}«)/A Z—‘CYB/\T-l

joeAT,

—‘OC/\'Ef‘+‘OG/\fa‘+‘OGAﬁ‘:Jé
=—K(x+x0)%sin(0+%)—K(x1+x01)Lsin(%—9)—a>ilLsin(%—H)Jr (1b)
L . T L . T -
f —sn@+=)+mg—sin(@+=) =J0
> ( 2) mg > ( 2)
. X . X . T .
En remplacant sn0=——=60, sin@=—=0, sin(f@ +=) =cosO =1 dans |’équation (1.b
plag 0 oc ( 2) éq (1.b)

on obtient alors:

2 . .
—K(@+@O)%—K(9+60)L2—ae L2+fex%+mg% =J6O
L L ) ) L2 - L .
——-—K@6,-KLG,-KL'O—-K—0—-a0 L°+f,—==J6
Mo 0 4 ¢ =2
L L? 2 e . L
Onamg 5 1 K6, — KL°6, =0 (condition d équilibre) I’ équation précédente s écrit:
L2 2 2/ L 2
ZM(FBQ),A:—KTH—KLH—aL 0+ fex§=39 (1.0)
En divise |’ équation (1.c) par Jon obtient :
.- 2 2 .
0+(5KL )0+£0+: fexL 2
4] J 2J

En appliquant le théoreme de Huygens |le moment d’inertie de ce systeme est :

2 2
J :\],OerL:imLermL:lmL2
4 12 4 3

Donc, |’ éguation précédente (2) peut s écrire sous laforme suivante :

3 (©)

15K 3a ;
0 +=——F, cos(mt
omL | ° S(wt)

0+ (=)0 +==
(4m) m

Lasolution de |’ éguation (3) dans le cas faiblement amorti est :

Sachant que faiblement amortie : § < @, = 0, (t) = ce ' cos(w,t + @) avecw, = \Jo? - 52,
2. L’ expression de I’amplitude A et laphaseo

On peut écrire I’ éguation (3) comme suit :

0 +25 0+ 036 = Beos(wt) 4
Telsque : o =%,25 =ﬂ'3 =ip0
4m m 2mL
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Lasolution générale de I’ équation différentielle (3) est O(t) = 6,,(t) +0,(t)

Pour le régime pseudo périodique & < o, = 6, (t) = ce™*' cos(w,t + @) avecw, = Jol - 52,
eto,(t) = Acos(wt + @) : est lasolution particuliere de I’ équation (3).

En utilisant |a notation complexe pour 6,,(t)

0 Aei(a)t+go) ,_Aei(Wt) ép =iAw ei(a)t+go) = i/_Acoei(“’t)
= = -
p .

gp - —Aa)zei(“’”“’) — _Zcozei(wt)
En remplacant 9p,9p et 0, dans|’ équation, on aura ;

B
(~0® +w? )+ (2dw)

—Aw® + 0} A+2i60A+=B= A=

L’ amplitude des oscillations est :
Aene =t
\/(—a)z + ) )? +(260)*

Laphase est décrite par:

— 20w — o = arctg( — 26w
(ot +af) -

tgp = )

o +of
3. Lasolution globale de I’ équation différentielle est exprimée alors :

3F,/2Lm cos(wt + arctg(——— 226 2

\/(—wz +@? ) +(26w)> o° + g

0(t) = ce™ cos(w,t + @) +

Exercice5

Un disque de masse M et de rayon R tourne autour d’'un axe de rotation horizontal O. Au

point B de ce disque on applique une forceF (t) = F, cosw.t .On donne OA=L/2 et OB=R
(figure.3.3).

1. Etablir I’ équation différentielle du mouvement lorsque le systeme est librement amorti.

2. Déduire la solution de I’ équation différentielle pour le régime critique.

3. Etablir I’ équation différentielle et la solution permanente décrivant les oscillations.

4. Que deviennent |I’amplitude et la phase, si on applique au point B une force d’ excitation de

la formeF(t) = F,coswt, puis calculer la puissance moyenne et la largeur de la bande

passante.
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. Fig. 3.3
Solution g

1. L’ équation différentielle pour le systéme est librement amorti avec le P.F.D :

ZM(E@Q)/O =@Afl+&Af2+&A F, =J0k

Figure 3.3.a : Ensemble des forces exercées sur le systéme en mouvement.

Le moment d’ une force par rapport aun axe A est:

ZM(Fext)/A:—‘@Afl‘—‘&Afz‘—&Aﬁf‘:Jé
L? L2 . (1)
ZM(FM)/A:—KRZQ_K_ O—a— 6=J0
4 4
On divise I’ équation (1) par J, on obtient alors;
2 2
BT L o
9+( J 4 )9+ J4 6=0

Jest lemoment d'inertie du disque : J = %mR2

En remplacant | expression de J dans |’ équation du mouvement (2), on obtient :

2 2
KR2+KL L

. a— } '
0+2(——3)0+2—20 =0 0+250+020 =0 3
mR mR
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AVEC :

2
e
2. La solution de |’équation du mouvement pour le régime critique (6 =m,) est donnée
comme suit :
0(t) =€ ° (A+ Bt)
3.1 L’équation différentielle du mouvement lorsgue le systeme est amorti et force

En appliquant |e principe fondamental de la dynamique sur le systéme, on a:

— —_— I

ZM(Em),O =(73/\'|:1+(7A/\f2+&/\ F, +OBA fex =JOk

L? L? : @
D M (Foe)a :—KRZG—KZ G—az 0+ f,R=J6
En divisant I’ équation précédente par J:
2 2
) KR +K = ai, R )
0 +( 4)t9+ 49+:fa—
J J J
Onremplace J = %ml?2 dans |’ équation précédente (5).
L2 L
KR? +K 20— 2 2 2
- 4 4 ; 2F, - AKR® + KL ol® 2F,
0+2 0+ 0+= coS(w,t) <0 + 0+ 0+= cos(m,t
( mR ) mR? mR Sot) ( 2mR ) 2mR? mR se)
2 2 2
Onpose: wf = (M) et 26 = oL 5 I’équation précédente s’ écrit alors comme suiit:
2mR 2mR
. » : 2F,
0 + w0 +26 0+ = R cos(w,t) (6)

3.2 La solution permanente de I’ équation (6) est donnée par :
On pose 0, (t) = Acos(aw,t + ¢)

La notation complexe de 6, (t) S écrit:
6,(t) = Agl(@t+0) _ '_Aei(wot), ép(t) _ ,_Na)oei(w“t),ép(t) _ _Zo)g gl (@)

En remplagant par |a notation complexe (6, (t) ,0p (t) et Op (t)) dans|’equation différentielle

du mouvement (5), on obtient aors:
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2F,

(—A0Z + Ao? + 215 Ay )e' ™+ = =0 ) 7
mR
, : —  2F,
L’ amplitude complexe est donnepar : A=————
2ImRéw,
Ona: A=Ae’ = A(cosp +ising) L5 SN (D:i,A:i
2mRéw, 2 2mRow,

D’ou la solution permanente :

2
0. () =
(1) 2mRow,

= AKR* + K2, =
COS t
2mR 2

4.1 L’amplitude et la phase s on applique au point B une force d’excitation de la forme
F(t) =F,coswt sont:
Dans ce cas |’ équation (7) s écrit sous laforme suivante:
N2 A2 eeh i)y  2Fy o
(—Aﬁ) +A600 +2|5A60 )e :ﬁe (8)

L’ amplitude du mouvement s écrit alors comme suit :

2F,
A(-0® +0f +2i60 ) = 2F, = A= mR ©)
mR \/(—a)z +0f) +45°0°%)

Le déphasage entre 6(t) et F(t) est donné par :

-20 ®
(~0® + @f)

¢ =artg( )

La solution du mouvement en régime permanent s’ ecrit :

2F,
-20 o
o(t) = MR cog wt + artg(—————)
\/(—a)z +0))’ +46%0?) (-0 + ag)

4.3 La puissance moyenne :

Sachant que :

17 17 -
<p===| Pdt==| F(t)O(t)dt
p T! T! 6
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2
5 a)z 2F 0
mR
(~0® + @l)? +45%°0%)

<P>=

4.4 Lalargeur de la bande passante :

Les pulsations o, et w, pour lesquelles < P > est la moitié de son maximum sont appel ées

pulsation de coupure. Lalargeur o, — o, = B est appelée la bande passante.
L a puissance moyenne est maximale lorsque :

2
a<F)>=O:>ao=aoo e <P> = 2F %
0w 46 mR

<P
Pour <P>:Tmax lorsque o, = @, — 6 et w, = w, + O

Donc: B=26
Exercice 6

1. Rappeler les équations différentielles reliant u(t) et I'intensité i(t) dans chacun des trois

dipdles ci-dessous :

R
L C
—
—((O—
“un u(t) U(t)

2. Déerminer I'impédance pour chacun des dipbles (L ,C ,R ).

3. Le circuit ci-dessous est alimenté par un générateur qui délivre une tension sinusoidale Ue

de pulsationw . Déterminer I'impédance équivaente Z du circuit.

L —C | us)

Te(t) T ((O—

(NANNNY \NANRNY
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

Solution
1. En convention des récepteurs :
C
I (t L lr(t) R
L(t) (0 ’_ r(t)
— «— —
UL(t) Uc(t Ur(t)
dl
U0 =L U0 =2 U =R

2. L’ impédance pour chague dipble s’ exprime comme suit :

Onpose:U(t) =Ue et (t) = [e/*

URZRI_RzzRIR' z, -t
€ co
UL: jLa)l_L:ZLIL)
LTc:-il_czzclc
jco
AVec Figure 3.4 : Schéma de Fresnel pour lesdipbles (R, C, L)
. 1

Zr=R,Z =jLoetZ.=—

JCw

3. L’impédance équivalente Z du circuit est :

Z=(Z1Z)+2Z. =24 +Z, =i+i+zc
R L
7 ZL+ZR+ZC _ R+.JLa)+ .1
Z 7, RLo |Co
Exercice 7

Un circuit électrique R, L,C en série est alimenté par une source de tension V (t) =V, sin(Qt)

1. Déduire I’ équation différentielle d’ oscillation de ce circuit é ectrique.
2. Cdculer le coefficient d amortissement et |a pul sation propre du circuit.

3. Danslecasou R= \/g déterminer |’expression de la solution transitoire ainsi que sa

|
pseudo-pul sation. |

4. Calculer I’intensité de la charge qo et |e déphasage. R

5. Exprimer le courant i(t) et déduire I’impédance éectrique.
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6. Calculer la pulsation de résonnance et |I’amplitude maximale.

Solution

1. I’équation différentielle de ce circuit éectrique est donnée par :
Latension du générateur est donnée par : V (t) =V, sin(Qt)
d 1 . .
L—+—=qg+R+=V,sin(Qt
e o Sin(€t)
Onremplace i = %—? dans I’ éguation précédente devient :

Lq+ =+ Ra+ =V, 00801 & G+ = q+ G+ =~ Lsin(@)

o q+0iq+25q+ :%sin(m)
Avec .

of = 1 pulsation propre et 6 = R coefficient d’ amortissement
° LC 2L

3.LecasouR = \/g , on détermine |’ expression de la solution transitoire :

Oonar=. |- :52_i
C 4L C

52<co§<:>i<i
4LC LC

Sachant que :

5% < o} le systéme est faiblement amorti donc la solution transitoire s écrit :
q(t) = ce ' sin(w, t + @)

avec :

1 1
=Jof +8% = |—+——
@a =N LC  4LC

3. L’intensité de lacharge go et |e déphasage sont :

On cherche une solution sous laforme :

q(t) =0, COS(Qt n (D) notation complexe N q(t) _ qoe(th)+j<p _ q_Oeth q(t) _ q_oeth ]Q,

qt) = -Q7 g™

On remplaceq(t) ,q(t) et q(t)dans I’ équation différentielle, on obtient alors :
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CHAPITRE 3 Oscillateur forcé

Vo
L

. T A
-0 + 0 + 20 Q) e =L = q, =
( o +1200)0 L b T e 200

D’olilemoduledu g, et le déphasage:

V,
B L a@.0-weg 29 ]
\/(—Qz+a)§)2+(26£2)2 Q7+

4. Le courant i(t)
Sachant que :

VO
i(t) = q()c>|(t) Q L cos[QHarctg(%D
o +aif + (25 0y ~Q v
Vo
L

<0 cog Qt +arctg %
1 2 R 2 -Q + @,

i(t) = Vo cos| Qt +arctg % = Yo cod Qt + arctg %
1 )2 -Q° + o Z - Q° +
(_LQJer +R?

2
OuZ-= \/(— LQ + Q_lcj + R? est appel ée impédance éectrique du circuit

5. Lapulsation de résonnance et I’ amplitude maximale sont exprimées selon:
La pulsation de résonance pour la charge est la pulsation qui donne une intensité maximale
pour la charge éectrique :

oo | LR
LC 2L
Lavaeur del’intensité de la charge alarésonance est donnée par:

Vo

0(Q,) = — e
° 26Jf - 52
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CHAPITRE &4 Méthode de Lagrange et Systéme d Deux Degrés de Liberté

Formalisme de L agrange appliqué aux systémesa un et deux degrésdeliberté.

4.1 Systemes linéaires libres.

Les oscillateurs @ un ou plusieurs degrés de libertés sont généralement définis par des
variables indépendantes dites « coordonnées généralisees ». Les coordonnées cartésiennes
sont utilisées pour décrire I’ équation du mouvement, ces dernieres sont unies par des relations
linéaires qui prennent en compte les variables d'espace et de temps. |l est avantageux
d’ exprimer directement le principe fondamental de la dynamique au moyen des coordonnées
généraliseées, désignées par |es composantes g;, en nombre égal acelui régissant le nombre de
degrés de liberté du systéme.

Le nombre de degrés de liberté d’un oscillateur est égal au nombre minimal de paramétres
qui fixent sans ambigtiité |’ état du systeme.

Oscillateur a 1 degrédeliberté: pendule aressort, pendule detorsion, circuit RLC...

Oscillateur a n degrés deliberté: chaine de n molécules, n pendules pesants reliés entre eux.

4.2 Equation de L agrange.

4.2.1 Equation de Lagrange d’un oscillateur harmoniquelibre.

Les systémes a un degré de liberté sont des systemes dont I’ état est entiérement déterminé par

la connaissance d’'une variable q et de sa dérivée par rapport au tempsq . Leur énergie est

composée de deux types :
Une énergie potentielle quadratique en q :

u-1 Ag’ (4.1)
2
Une énergie cinétique quadratique en q
1_
T=2Bq (4.2)
2
Le Lagrangien s écrit :
L=T-U (4.3
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L’ équation de Lagrange pour un systeme conservatif est définie par:

dfoL _(8_LJZO
dt aq aq

(4.4)
L’ équation différentielle du mouvement pour I’ oscillateur harmonique libre s écrit:
G+bg =0 (45)
4.2.2 Equation de Lagrange d’un oscillateur harmonique libre amorti.
Dans le cas d’ un mouvement harmonique amorti, I’ équation de Lagrange s écrit :
dfaL|_ (6_LJ __ép
dt a4 oq 04 (4.6)
Avec:
2
D= %a g : fonction de dissipation dite fonction de Rayleigh.
o : coefficient de frottement visqueux.
L’ équation différentielle du mouvement d’un d oscillateur harmonigue amorti s écrit:
g+ag+bg=0 (4.7)

4.2.3 Equation de Lagrange d’un oscillateur harmonique libre amorti et
for ce.

L’ équation de Lagrange d’ un oscillateur harmonique libre amorti et force a un degré de liberté
est:

d| oL oL oD
a [a_qJ[a_q)___+F 4

oq
AVEC :

F : force d’ excitation
D= 5@ q° : fonction de dissipation.

L’ équation différentielle du mouvement pour ce type d’ oscillateur s écrit

g+ag+bg=F (4.9)

62



CHAPITRE &4 Méthode de Lagrange et Systéme d Deux Degrés de Liberté

4.3. Application aun systéme libre a deux degr és deliberté.
L"équation de Lagrange :

il i}_(ij Py (4.10)

L’ équation du mouvement :

G,+ag, —bg, =0

. (4.11)
q,+dg, —cg, =0
Les modes propres :
— t notation complexe — i(ot+e) _ A i(ot)
G, = A, cos(wt +¢,) g, = A€ = A
Avec:
A = AE™ A, = A"
On remplaceq,, g, dans!’équation du mouvement ; on obtient :
~w?*+a)A —bA, =0
(o’ +a)A -bA (4.13)
(~0"+d)A,—cA =0
Lasolution est non triviale si et seulement si :
(—0® +a) -b 4 2
=0=0"-w(a+d)+(ad —bc)=0 4.14
-C (—0® +d) (@rd)+ ) (4.14)
A 32
Premier mode o = o, = A_—o+d ) |esvibrations sont en phase.
C
. A —of+d N "
Deuxiememode v = 0w, = == I < 0 lesvibrations sont en position de phase.

Un systeme amorti forcé a deux degrés de liberté (une seule force).
L"équation de Lagrange est donnée par I’ équation (4.14) :
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d| oL oL oD
@ og | o) =0T
0g,) \“% oq,

(4.15)

L’ équation du mouvement :

él—i_ 20, q1,+ a’le_a’e?qz =F (4.16)
0+ 20, 0, + a’22CI2 - wfql =0
Les modes propres :

F =F,cos(wt) = F = F e,

{ql =Acos(wt+¢,) - ¢ = Alei(wtﬂpl) = Ee“”’t ) (4.17)
qz = Az COS(CO 1+ gDz) q2 — Azei(wt+¢2) _ Eei(wt )

Onremplaceq,,q, et F dans!|’équation du mouvement et on obtient :

(—0* + o, - 2ia,w)A -0, A, =F,
(~0* + 0, — 2io,0) A, — 0, A =0 (4.18)

Applications

Exercice 1

Soit le systeme mécanique ci-dessous, la masse m peut glisser sans frottement sur le plan de
pente a=30°. On |ache le systeme apres | avoir écarté de laposition d' équilibre.

1. Exprimer |’ énergie potentielle U du systéme.

2. Déduire la condition d'équilibre, trouver la déformation du ressort dans cet état et
simplifier I’ expression de U.

3. Exprimer |’ énergie totale du systéme et déduire I’ équation du mouvement en utilisant le
principe de Lagrange.

Fig.4.1.
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Solution

1. On prend |’axe Ox1 comme repere pour |’ énergie potentielle de ressort et |’axe Ox2 pour
I’énergie potentielle de gravitation. La masse en position d'équilibre est représentée sur la
figure de gauche. Lorsgu’'elle est écartée de sa position d équilibre (figure de droite) sa
position est X2 suivant I’ axe Oxz et x1 suivant |’ axe Ox1. L’ allongement du ressort est X1 + Xo1,

avec Xo1 |I’allongement du ressort a |’ état d’ équilibre.

L’ expression de I’ énergie potentielle prend aors la forme suivante :
1
U =Sk +%)" +mgx,
. ., LT 1
Les deux coordonnées x: et X1 sont reliée par: X, =-X; smg =- Exl' On peut garder une

seule coordonnée qu’ on considere comme degré de liberté, |’ énergie potentielle prend alors la

forme ci-dessous :

1 1 1 1 1
U= E k(xm + X1)2 _E mgx, = E k(X1)2 "‘E k(X01)2 + (kxm _E mg)xl

2. A I'équilibre la dérivée de I énergie potentielle 2| =0 ext:
11x=0
ou 1
87 =k +(kX01_§mg) =0 Q)

1 %,=0 %=0

A laposition x1= 0 I’ équation (1) devient :
1
(kxm—Emg) =0, c'est lacondition d' équilibre

L’ alongement a I’ équilibre xo1 est :

mg

1
(kxm_Emg):O:Xm:E

Donc, |’ expression de |’ énergie potentielle devient :

1 1
U= E k(x1)2 + E k()<01)2
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L’ énergie cinétique est :
1 .
T :Em(xl)z
3. L’énergietotaledu systémeest :E=T + U
E=1
2

4. L’ éguation du mouvement avec le principe de Lagrange:

: 1 1
m(x,)* + > k(%) + > K(%)*

Lafonction de Lagrange :

1 : 1 1
L=T-U-= > m(X1)2 5 k(X1)2 5 k(X01)2

gi{gﬂ
dt| 5 X, 0%,

L’ équation de Lagrange :

AvVec :
d| oL -
| T[T MX
dt {a xl}
3=
OX,
d

L’équation du mouvement 2| Ot |_[ L :$'<1+£x1=0<:>5<1+a)§x1:0 Cest une
dt| 5« 0%, m
1

equation différentielle du second ordre, a coefficient constant et sans second membre, d’un

oscillateur harmonique libre.
wf = % (pulsation propre).
Exercice 2

Dans le systéme de la figure 4.2, une poulie de masse m; et de rayon R peut tourner autour de
son centre sans frottement. Le fil est de masse négligeable et ne glisse pas sur la poulig, & son
extrémité on place une masse m.

A I'équilibre, la tige est horizontale et le ressort vertical n’'est pas déformé. La poulie est
écartée de sa position d équilibre d’un petit angle 6 puis relachée. On considére que 6 est

suffisamment petit pour admettre quesin 6 =~ 6.
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1. Exprimer |’ énergie potentielle U du systeme en fonction de I’ angle 6.

2. Ecrire la condition d’'équilibre & partir de U. Déduire I’ alongement initial Xo2 du ressort de

constante de raideur 2k puis simplifier I’ expression de U.

3. Quelle est lavaleur que doit avoir my en fonction de my pour que Xg2 Soit nulle.

4. On suppose que mz = 2mp = m et m=2m. Trouver |’énergie cinéique T du systéme et

déduire le Lagrangien.
5. Déduire I’ éguation du mouvement en utilisant I’ équation de Lagrange.

Fig.4.2. D ms

Solution
1. I’énergie potentielle U du systéme en fonction de 6 est :
U= % k(xl)2 +%2k(xoz + X2)2 + M, 0%, — M;0X,

Les trois coordonnées x1, X2 et X3 dépendent de 6 comme suit :
X, =2Rsin6 = 2RO

X, = Rsin@ = RO, x,, = Rsing, = R,

X; = Rsin6 =~ RO

On remplace x1, X2 et xsdans I’ expression (1) de |’ énergie potentielle :
U= % K(2RO)? + % 2k(R6, + RA)? + 2m, gRO — m,gRA

2.1 La condition d’ équilibre a partir de U :
ouU ouU

00

6=0 6=0

Onaauss al’équilibre 6 = 0 donc I’ expression précédente (2) s écrit :
(2kRO, + 2m,g - m,g)R=0

2.2 L’alongement initial du ressort de constante 2k est x,, ~ R6,
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D’apres |’ éguation (3) on a:
—2m, g+ m,g
2k

2.3 L expressionde U : U = 3k(RO)? +K(xy,)?

(2kxy, +2m,g-m,g)R=0= X, =

3. Lavaleur que doit avoir my en fonction de mz pour que Xoe Soit nulle est :

—-2m,g+mg
x02=#=0:>2m2=m3

4.1 L énergie cinétique T du systeme
L’ énergie cinétique du systeme est la somme de |’ énergie cinétique de la poulie et de la tige
(en rotation) alaquelle on gjoute |”énergie cinétique de trandation de la masse attachée au fil.

On suppose : mz = 2mz = m et m=2m
1 - 1.,
T :§m3(X3)2+§J(9)2 4)
avec :
1 : . : .

J= m2(2R)2+§mlR2 =3MR?, x, = RO = Xs = RO(Xs)? €t (x3)? = (RO)?
Onremplace x2 et Jdans|’expression (4) del’ énergie cinétique, on obtient :

T =%mR2(9 )2 +ng2(9)2 = 2mR2(0)? (5)

4.2 Lafonction de Lagrange :

L=T-U < 2mR 02 —3KR?0?

5. L’ équation du mouvement en utilisant I’ équation de Lagrange :
d| oL oL
P [—J - (—j =0 (6)
tl 56 00
Avec:

di L | _amr?g

dt 00
(%j = —6kR?%0
00

On remplace dans |’ équation (6) on obtient alors :
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SRR
dt 00 00 4Am

On pose w; = Zik . I"équation du mouvement devient: 6 + w20 =0
m

Exercice 3

Une tige de masse négligeable de longueur 2L porte a chacune de ses extrémités un ressort k
et une masse m = m/3 et peut pivoter autour de son axe horizontal fixe situé en son milieu.
L’un des deux ressorts est attaché a un amortisseur vertical de coefficient de frottement a..
L’ autre ressort est attaché a deux ressorts de constante de raideur k. Au milieu de la tige on
place une barre de masse négligeable de longueur L, une masse m/3 sur laquelle on fixe un
ressort de constante k et un amortisseur de coefficient de frottement o> (figure 4.3).

1. En tenant compte de la disposition des ressorts, décrire une simplification de ce systéme
meécanique.

2. Exprimer I’ éguation différentielle du mouvement sous forme canonique.

3. Déduire la solution de I’ équation différentielle dans les deux cas : fortement et faiblement

amorti.

Solution

1. Le systéme équivalent (simplification du systeme) :
On remplace les deux ressorts k qui sont paralléles par le ressort équivalent de raideur 2k.
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2. L’ éguation du mouvement

L’ énergie potentielle de ce systeme :

En choisissant |’axe (0x) comme origine des énergies potentielles, |’énergie potentielle du

systéme s écrit :

1 1 1 1 m
U==k(x)?+=k(x,)?+=2k(x,)% +=k(x.)*> —— gl cos@
2(1) 2(2) > (x,) 2(3) 39

Les trois coordonnées X1, X2 et X3 dépendent de 6 comme suit :

X =lsnd =10
X, =1sn@ =16
X;=1snf =16

En remplacant x1, X2 et X3 dans |’ expression (1) on obtient :

1 ) 1 . 1 ) m
U==k(lsin0)?+=3k(Isinf)?+=k(Isinf)?> - — gl cosO
2( ) > ( ) 2( ) 39

5 . m
U ==k(Isin8)?> - —gl cosO
2( ) 39
Energie cinétique du systéme :
1.2
T=T,+T,+T,==J0
3 3 3 2

.2 .2
T Me M2, Moy — Limzye
3 3 2

Lafonction de dissipation :
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D=D,+D,
D= 1ocl(l 0 cosH)? +1a2(l 0 cosH)?
2 2 (4)
D= %(al +a,)(1 6cos6)? ~ %(al +a,)(10)?
La fonction de Lagrange s écrit comme suit :
en mettant |’ équation (3) - I’ éguation (2b) on trouve :
L=T-U
1 25 m (5
L==(m?)86 —=k(Isinf)* +—gl cosd
2( ) 5 (Isind) 39
L’ équation de Lagrange s écrit :
d| oL oL oD
g (@J(—J ©
00 00
Sachant que : cosf ~1,sn0 =~ 0
diot |\ _mzg,
[ﬁjz—samzcosesjne—mqsjnez—(sldz LY
00 3 3
(@J = (o, + )16
00
En rempla(;antg o , a et D dans |’ éguation de Lagrange (6), on obtient :
dt| ~, 00 :
00 00
d i —(ﬁj = —[a—D] = mi? 6+ (5kl 2 . 91)0 = —(a, +,)1%6 (7)
Et en divisant par |’ équation (7) par mi*, on obtient :
5k2+ g
é+(061+0£2)9+( +3g)9:O (8)
m ml 2
Laforme canonique de I’ équation (8) est :
0+ 25 0+ w20 =0 )
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(5k|2+r:‘;g|)

2

(a, +a,)
2m

Si on pose o = e s =

ml
0+ 25 0+ 020 =0 , C'est | équation différentielle du second ordre & coefficients constants. Sa

solution dépend du discriminant réduit : A = 5 —w? del’équation caractéristique

r+25r+? =0 (10)

3. Solution de I’ éguation différentielle du mouvement :

(o, +ay)
2m

3.1. Casou I’amortissement est fort : A = 0= =

Dans ce cas |'équation caractéristique (10) admet deux racines réelles I, =—6t 8 avec

p=\o7—al

La solution est: O(t) =e *(Ae™ + Ae )= cette solution ne présente plus de caractére
oscillant, A(t) tend vers 0 sans oscillation quand t augmente, ce régime est dit apériodique

ou amorti.

52+ gl
(a1+a2) < ( +39)

2m

3.2. Casou |’amortissement est faible: A <0= 6 =

mi 2

Dans ce cas |’équation caractéristique (10) admet deux racines complexes r,, = -6 +iw,

avec w, = o, —5°
Lasolution est : O(t) = e * (A€ + Ae'™"), cette solution peut se mettre sous laforme :

0(t) = ae™*' cos(m,t — ) C est le régime pseudo-périodique.
Exercice 4

Le systéme de lafigure (4.4.a) effectue des oscillations de faible amplitude.

1. Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systeme.

2. Ecrire |’ expression du Lagrangien du systeme.

3. Etablir I’ équation différentielle du mouvement et déduire le facteur de qualité et la pseudo-
pulsation.

4. Trouver la solution de I’ éguation différentielle du mouvement avec les conditions initiales
suivantes x(0) = Xo, V(0) = 0.
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5. Lamasse m est soumise a une force harmonique F(t) = 2cos(30t) , que devient I’ équation

du mouvement et déduire sa solution en régime permanent.
6. On attache la masse m avec deux ressorts de constante de raideur k, placés verticalement

(figure 4.4.b). Lamasse m est aussi soumise a une force excitatrice F (t) = F, cos(Qt) .

6.1 Déduire lacondition d’ équilibre et établir I’ équation du mouvement pour ce systéme.

6.2 Cdculer I'expression de I’'amplitude des oscillations A, puis tracer la variation de

I’amplitude en fonction de Q pour cesvaleursde (6 =0,6 =0.1,6 =0.2,6 =0.5)

« [T« -

Fig.4.4.a E

Fig.4.4.b
Solution

1. Le systéme aun degré de liberté.
2. Le Lagrangien du systeme

2
Energiecinétique: T = % mx

Energie potentielle : U = % kx?

2
Fonction de dissipation: D =%ax

D’ou lafonction de Lagrange :
2

L=T-UeL=tmx -1k

2 2

2. L’équation différentielle du mouvement

On al’éguation de Lagrange dans le cas d’ un systeme libre amorti :

dfa| o

P el I (1)
dt| 5 | X 5y
. oL .
ona: 4 i =mx,—=—kxeta—p:ax
dt| 54 OX ox
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- oL : . .
En remplat;antg o =mx , —=—-kxet a—D:ozxdansl’équatlon (1), on obtient :
0 X 0 X
M X+ a X+ kx = 0= X+ 26 X+ 0Zx =0 )
k
avec: S = ——, o =—
2m m
@, MK

Lefacteur dequalité: Q= —-=——
20 a

La pseudo-pulsation est :

k of
w, =i -5° = o am?

4. Lasolution de I’ équation différentielle du mouvement (2) pour § < w, €st :
X(t) = ce ™ sin(w,t + @)
On applique les conditions x(0)=xo, V(0)=0 pour calculerc et ¢

Xo
c

At=0s= x(0) =csin(p) = X, = sin(p) = D

x(t) = ce”*' sin(o,t + @) = X(t) = —5ce™ sin(o,t + @) + co,e " cos(w,t + @)
Pour t=0sona:
o Q)
: gy = ?a,(p = arctg(?a)
x(0) = —-scsin(p) + co, cos(p) =0= .
0

o cﬁ =Cw, COS(p) < cos(p) =— (2)
c co

a

En élevant les éguations (1) et (2) au carré et en les sommant, on obtient :

(5] o[28] - on SR

C Co, o,

IXZ 2 52)(2 2
Donc x(t) = 0% 79 X e‘&sin[ %— a t+arctg(%)}

4m?

5.1 La masse m est soumise a une force harmonique F(t) =2cos(30t), I'équation du

mouvement est :
M X+a X+k X = 2c0s(30t) = X+ 26 X+ 02X = %003(300 (3)

5.2 La solution en régime permanent
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On pose une solution particuliere x () harmonique et de pulsation 30 Rad/s :

X, (1) = Ae!®U) X, (1) = j30Ae! @) et x,(t) = —(30)? Ag/)

En substituant ces expressions dans (3) on obtient :

2
(- (30)2 + 60j6 + w2 JAeiei™ = 2 i = pgiv = m_
m (- (30)% + 606 + w?)
2
L’amplitude d' oscillation est : A= m
\/ (—900- w?)? + 36005°

La phase du mouvement est : ¢ = arctg LOO(SZ

(—900- w?)
La solution permanente est : 2 cos(30t + arct g[ — 36000 : J

m,/(~900 - w?)? + 36005 (—900- w?)

6. On attache la masse m avec deux ressorts de constante de raideur k, placés verticalement

(figure 4.4.b). Lamasse m est soumise a une force d’ excitation F (t) = F, cos(Qt) .

6.1 L’ équation du mouvement pour le systeme (figure 4.b)
1 .
L’ énergiecinétiqueest: T = Em(x)2
L’ énergie potentielle :
1 2 1 2
U =§k(x+ X5) +Ek(—x—xo) —mg (X + X,)

U :%Zk(x+xo)2—mg(x+xo)

Lacondition d équilibre est :

ou
= oo =026 -mg=0

1 .
Lafonction dedissipation: D = Eoz(x)2
D’ou lafonction de Lagrange

L=T-U <:>L=%m(5< )2—%2k(x)2
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On al’éguation de Lagrange dans le cas d’ un systeme libre amorti avec une force donnée par :

gl (@) {].ry
dt ox OX ox

ona: 4 i =mk,%=—2kxeta—p:a$<
t o x Ox 0 X
. oL .
En remplagantg L =mx,— =—2KkX, @zaxdans I’éguation de Lagrange on
dt| 5. OX '
0 X 0 X
obtient :

mx+ 2kx = —ax + F, cos(Qat) = X+ % X+ 2_r: X = % cos(Qt)

= X+ 28 X+ 02X = icos(Qt)
m

Avec 5=i,a)§:2—k
2m m

6.2.1 L’ expression de|l’amplitude x
On choisit une solutionx, (t) = x, €'“"? vé&ifiant I’équation différentielle avec second

membre :

Xp+ 28 Xp+ 02X, = 5cos(Qt) _Fogon x € (0% + 0l +1Q25) = Fo gion
m m m

F

& X, €7 (-Q* + o +1Q285) =2
m

On divise cette équation x_€7(-Q° + @ +iQ25) = % par € on obtient ainsi :

X, (-Q° + ¢ +1Q25) = % e’ (4)
Le conjugué de |’ équation (4) est :

X (—Q% + w? —iQ25) = % e’ (5)

En multipliant I’ équation (3) par I’ équation (4) on trouve :

()
X, (-Q2 + w2)? + (Q25)?) = (Fﬁj T o wn; T (Q25)°
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6.2.2 La variation de I'amplitude en fonction de Q pour les différentes valeurs
6=06=016=02et6 =05

(=

Ona: Q)=
na: % () J(Q% + 02)? + (Q25)?

Xy (1) 4

Kom (S)'R)

Qr wo Q(rad/s)

D’ aprés cette figure, I'amplitude x, (€2) augmente quand le coefficient d’ amortissement &
diminue. L’ amplitude de vibration x_,(Q) atteint un maximum quand le carré du déenominateur
est minimal : on pose f (Q) = (-Q° + w?)* + (Q25)?

M:O©4Q(Qz—w§+25z):0
oQ

De I’ équation précédente on obtient la pulsation Q, =0 et Q, = Q, = |/} — 257

Pour la premiére pulsationQ, =0, [I'amplitude x.(Q2) est minimale puisque

o°f (Q) o , . . .
0 o, <0 mais & Q =,/ -25* I'amplitude x,(Q,) est maximale puisque
2
0 an(zQ ) | 0,0 0 qui est la pulsation de résonnance. Lavaleur de |’amplitude a la résonance
) F
est donnéepar: X (Q,)=—F—"——
T 2ms ol - 87
0

Exercice 5

Le systeme de la figure 4.5 est constitué d'un pendule de longueur 3L. Deux ressorts de
constantes de raideur ki et k2 se situent a une distance OA=L et OB=2L, respectivement. On

appliqgue un amortisseur de coefficient o avec une force d'excitation sinusoidale

F(t) = F,sin(Qt) alamasse du pendule.
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1. Exprimer |’ équation différentielle du mouvement forcé amorti.
2. Décrire la solution homogéne de I’ éguation différentielle.

3. Expliciter la solution particuliere puis calculer I'amplitude en fonction de la pulsation

. Q o ) . .
relativen = —et le facteur de qualitéQ. Commenter I'évolution de cette amplitude en
Wy

fonction de lafréquence relativen = fi
0

4. Déduire la solution générale de cette équation différentielle.

Q

i A

Solution

1. L’ équation différentielle du mouvement forcé et amorti.
On applique alamasse m une force excitatrice F (t) = F, sin(Qt)

1.1 Lelagrangien du systéme
1., 1 :
Energiecinétique: T =§J(9 )? :Em(SL)Z(H)2
Energie potentielle :
1 , 1 ) 1 .o, 1 o
U =§k1(xl) +§k2(x2) —mgl cosezikl(Lan) +§k2(2Lsm0) —3mgL cos6
:%(k1+4k2)(Lsin0)2—3mchose

Fonction de dissipation : D = %a(SL@)Z :%a9L2(9)2

Lafonction de Lagrange :

L=T-U

L= gmLz (6)? —(%(k1 +4k,)(LsinG)? - mg3L cosd)
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L’ équation de Lagrange dans le cas d’ un systéme libre amorti et forcé en rotation s écrit:
d| oL oL oD
)
00 06

avec M(F;) =3LF est le moment de la force appliquée. Le moment est la capacité d'une

force afaire tourner un objet autour d' un axe.

ona: 9| =9mL2é,(ﬁjz—((klmkz)ﬁcosesine +mg3Lsing), D1 qo126
dt 00 00 00

En remplacant dio (ﬁj D et M(F.,)dans I'équation de Lagrange(l), on
dt 50 00 00

obtient :
mIL2 0+ ((k, + 4k,)L* cosfsing +mg3Lsing) = —a9L2 0+ F3L 2
Dans le cas des faibles oscillations, les angles sont trés petits, cosd ~1,5in6 ~tgh ~ 6.

En divisant |’équation (2) par la quantitt 9mL? on trouve I'équation différentielle du

mouvement sous la forme suivante :

0+ (ky + ko)L +mg30+a_9 = icoth & 0+ 28 0+ w20 = BcosQt, 3
moL m 3mL
avec: wf = (k, +4k,)L +mg3,25 _% 5. Fo
mL9 m 3mL

2. Lasolution homogene de I’ équation différentielle (3)

La solution homogene correspond a la solution de I’ équation différentielle (3) sans second

membre :

0+ 25 0+ w26 =0 (4)

Dans le cas faiblement amorti, on a N
B0 |
8 <, = 0, (t) = ce” sin(w,t + @)

avec: ’
T(s)
\ﬁ,
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_ 2 2
W, =405 =0

. =\/(k1+4k2)L +mg3 o
) mL9 36m’

T - 2

b ol =50

On remarque que I’ évolution de 6, (t) devient vraiment négligeable avec |I’augmentation du
temps.

3.1 Lasolution particuliere de |’ équation différentielle

La solution particuliere correspond a la solution de I'équation différentielle avec second
membre. Dans ce cas la force excitatrice oblige le systéme mécanique a suivre une évolution
temporelle donc, s F(t) est une fonction sinusoidale de pulsationQ2, alors la solution

particuliere 0 (t) sera une fonction sinusoidale de méme pulsation(2. Les oscillations ne
sont pas en phase avec la force excitatrice et celle-ci présente un déphasage qu’ on noterag .

La solution particuliere 6,(t) correspondant au régime permanant s écrit comme suit :

6,(t) = Acos(Qt +¢) . Nous utilisons |a notation complexe :

0,(t) = A F(t) = Fe'™

avec: A= Ae?

Donc, I’ éguation différentielle (3) s écrit en régime permanent sous laforme suivante :

0,+2560,+ w20, = B cosQt ()

En remplagant dans I’ équation (5) 6, (t) = A6™ = 0, (t) =iQAE™,0,(t) = —-Q° A™, on

obtient :

QA 125 QA + 02 A = B o A(-Q* +i26Q+wl) =B (6)

Sachant que: A= Ae'”

AE” (-Q% +i25Q+w?)=p (7)

L’ équation (7) peut s écrire sous la forme suivante :

A(-Q% + w?) = B cosep (7.a)
A28Q)=—-Bsing (7.b)
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En élevant au carré les équations (7.a) et (7.b) et en les sommant, on obtient :

A ((-Q% + @) + (26 Q)?) = B*(cos’ @ +SiN ) = A= b (8)
V(@ -Q%)? + 45707

. . . . Q o
L’ amplitude en fonction de la pulsation relative n = — et le facteur de qualité Q.
Wy

Eninjectant n = @ et le facteur de qualité Q = 2)—50 dans |’ éguation (8) on obtient :
Wy

Al g _ g

B 02 — O2)? 4 45202 2
(o -€) wé,/(l—n2)2+gz

On remargue que lorsgue la fréguence d’excitation est nulle Q =0 la fréguence

. . . F . .
relativen = 0.Dans ce cas I'expression de |"amplitude est : A=-= =—2— (éongation du
w; ;3mb

résonateur pour une excitation continue).
Lorsque la fréquence d’ excitation est trés grande Q2 — o, la fréquence relativenp — o« . Dans
ce cas |I'’expression de I'amplitude est: A=0 (le résonateur ne vibre plus puisque la

fréquence d’ excitation est trés grande devant la fréguence propre o, ).

Déphasage ¢ :

02 2y _ _
A(-Q° + wy) ‘ﬂCOS(p:tg _ 225(22
A(26 Q) =—-psing (05 — Q%)
(p:Arctg(p( 250 j

(05 - Q%)

Lasolution générale de I’ équation différentielle est : 6(t) = 6, (1) +6,(t)

FO

2 w23mL
(k,+4k,)L +mg3  « n 9 3mL cos(Qt + arctg( 208

0 (t) = ce2m sm(\/ 9 am St+¢) W m))
Q?

2. Applications pour des systéemes a deux degr és de liberté.

Exercice 6

Le systeme de la figure 4.6 est composé de deux pendules simples de longueur L couplés par
un ressort de constante de raideur k.
1. Déterminer I’ énergie cinétique puis |’ énergie potentielle du dispositif.

2. Déduire le Lagrangien ainsi que les éguations du mouvement.
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3. Calculer les deux modes propres.
4. Trouver la nature de vibration pour chague mode sachant que : k=20 N/m, g=10 m/s?,
m1=1 kg, mx=2 kg, L=1 m.

NON N NN NN

m D) \_:) m;
Solution Fig.4.6.
1.1 L’ énergie cinétique.
1., 1. . 1 1 -
T=T,+T, = EJl(el)2 - E32(02)2 = EmlLZ @12+§m2|_2 02 1)

1.2 L’ énergie potentielle

Uu=u, +U_, +U mg(L —Lcos6,)+m,g(L —Lcos@2)+%k(Lsin01—Lsin92)2 (2

ressort

2
Le développement de Taylor de cos@ au deuxiéme ordre est : cosd zl—% et snfd~0

donc, I’ éguation (2) devient :
N 1 202 1 202 1 2 . 2
U ~§mlgL 91 + Engl— 92 +§ L k(91 92) (3)

2.1LelLagrangien

En tenant compte des équations (1) et (3), on obtient :

L=T-U-= %mle 02+ % m,L2 02— % m,gL?6? + %ngl_zeg + % L°k(0, — 0,)° (4)
2.2 Les équations différentielles du mouvement

L’ équation de Lagrange dans le cas d’ un systéme libre a deux degré liberté :

d a—'f - (%J =0 mL?6,+ (mgL +kL2)6, — kL0, =0
00, 1
©)

djo _(G_LJ =0 m,L20,+ (m,gL +kL2)6, —kL?6, =0
| o0
00, 2
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Donc, les éguations du mouvement de ce systeme sont :

2
(mlgL +2kL )01 _LQZ 0
m, L m,
2
WLWQZ_LQFO
m, L m,

(6)

2
3. Les modes propres de ce systéme

On pose deux solutions complexes sous laforme :

0,(t) = A", 0,(1) = A

' A '- x - — : . 7
Hl(t) = ia)Alei(wt) = 91(t) — _wz Alei(wt) et ez(t) —iw Azei(‘”t) — Qz(t) _ _a)z Aze'(‘“) ( )

sachant que: A = Ae”et A, = A€
En injectant |’ équation (7) dans |’ éguation (6), on obtient aors:

(moL +KkL?) — _L—_
m, L2 A m, =0

(m,gL +KL?) A - K kAo

m,L? m,

~ Ao’ +
_ (8)
-~ A’ +

Pour que A et A, ne soient pas tous les deux nuls a la fois, il faut que le déterminant

caractéristique soit nul.

(mlgL +k)\~  k
(- w1 mlL )A.L m,
K — (ngL+ kL?

|- ©)
m, m,L? )%

2 2
(mlgL+kL)' c=£, d- (ngL+kL)et b:L

Onpose: a= 5 5
m, L m, m, L m,

En remplacant a, b, ¢ et d dans |’ équation (9), on obtient :

(~w’+a) b , ,
0 (~w? +a)(~w? +d)—bc=0
—c (~w? +d)

(10)
S o' -w’(d+a)+ad-bc=0

L’ équation caractéristique (10) admet deux solutions :
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. ~J(d+a)+/(d +a)* — 4(ad - bc) . ~J(d+a)-/(d +a)* — 4(ad - bc)
1 2 » 2 2

4. la nature de vibration pour chague mode sachant que: k=20N/m, g=10m/s?, mi=1Kg,
my=2kg, L=1m:

)2 _4((mlgL+ kL?) (m,gL + kL) Kk?
m,L? m,L? m,L? m, L? m,m,

2

((ngL+ KL?) . (mgL + kLZ)) . ((ngL+ KL?) . (mgL +kL?)
m,L? m,L?

601:

@, =3.2rad/s

2 _4((mlgL+ KL?) (mygl+k?) K

m, L* m, L’ m, L’ m,L? m,m,
2

((ngL+ kL?) . (moL+k?), ((ngL+ KL?) . (mygL +KL?)
m,L? m,L?

w, =

w, =6.3rad/s

Lepremiermode: w=w,

2, (m,gL +kL?)

AN 2 1 2

22; - wlc+d - kmzL =1> 0, dans ce cas les deux pendules oscillent en
m

phase.

Ledeuxiememode: o = o,

Ona:
2
. - —02+ (m,gL JLerL)
A@) _-—a+d_ M, =-2<0, dans ce cas les deux pendules oscillent
A(2) C k
m

en opposition de phase.
Exercice7

On considére deux pendules smples de longueur L1 et Lo couplés par inertie comme le montre
lafigure 4.7.

1. Donner I’ expression de la fonction de Lagrange pour ce systeme.

2. Ecrire les deux équations différentielles du mouvement régissant le mouvement des deux

masses.
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3. On pose L1 = Lo= L et m=my=my, déterminer les pulsations propre des modes de vibration
correspondants.

Solution

Les coordonnées de ce systéme 60: et 0> sont indépendantes. D’ou le nombre de degré de
liberté égal a 2.

L’ énergie cinétique totale est :

1
ET = ECm1+ECm2 = Elelz + §m2V22

En calculant les vitesses par rapport au repere fixe:

— Xm, = l1sing;
"\ Ym, = licosb,

W J'le = l19160591
1 yml S llélsinel

(xmz = Ilsinf, + lsin01>

oMMz Ym, = lcosB, + lcos6,
—— (X, = 1,0,c0s0, + 1,0,cos6,
omz (ymz = 1,0,sin6, + llélsin91>
Lavitesse pour lamasse m; est :

Vi, = i, + I,

Va2 = (146,c056,)% + (1,0;5in0;)?
Vi, = l129-12 puisgue cos?6; + sin?6; = 1
D'obl E,,, = 2m; 1,8,
Lavitesse pour lamasse m; est :

2 2 .2
sz_xmz +Ym2
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V2, = (1,0,c050, + 1,0,c050,)? + (1,0,5in8, + 1,6,5in6,)?
V2, = 1,20," + 1,20, + 21,1,6,0,c0s(8, — 6;)
V2 =1,%0," + 1,26," + 21,1,6,6, puisque cos(6; — 6;) ~ 1
Dol E,,, = 2my(1;°0," + %0, +2111,6,65)

Cm2

Aprestout calcul fait, I’ énergie cinétique s’ écrit :
1 a2 1 o
EC :E(ml +m2)1191 +§m21292 +m2l1128192
Pour |’ énergie potentielle
Ep = mlghl + nghz

E, =mygli(1—cos6;) + myg(l;(1 — cosb,) + [,(1 — cos6,))

6,2 6,2 6,2 . 6,2 6,2
Ep = mygly — -+ mpgly —- + mygl, —-puisque (1 —cosb,) = e (1 —cos0,) = -

Le Lagrangien s écrit :

1 a2 1 . 0,° 6,> 0,°
L==(0m; +my)li6;, +-myl50, +myli1,0,0, —migly———mygly ———mygl, —

2 2 2! 2! 2!
2. Les deux éguations différentielles du mouvement sont :

oL oL . .
— | — ] - (ﬁ) =0 (ml + mZ)l%HI + mzlllzez + mlgllgl + ngllel =0
1

d (JL oL . .
L_ - | — (ﬁ) = O<:> mzl%QZ + mzlllzel + nglzgz S O
2

3.0nposeLi=L=L et m=mi=m puis nous déterminons les pulsations propre des deux
modes :
Les deux équations différentielles du mouvement précédent s écrivent comme suit :
{Zmlzé'l + ml?6, + 2mglé, = 0
ml?6, + mi?6; + mgld, = 0

On divise les équations ci-dessus par miZon obtient :

26, + 6, +2%91 ~0 )
6, + 6, +70, =0 @

On cherche des solutions de laforme :
notation complexe i@, iwt — iwt
91 = 901 COS(Wt + (pl) 01 = 9013 le = 916

notation complexe ; iwt — iwt
92 = 002 COS(Wt + (pz) 92 = 0026 q)ze = 926
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91 = _W2 9_1€th = _erl
0, = —w?20,e"t = —w2g
2 2 2

en remplacant 6, , 6,, 0, et 6, dansles deux equations (1) et (2), on obtient :
~2w?0 — w8, + 278, = 0
w8, — wl, + 58, = 0

Ce systéme homogene admet des solutions non nulles s, et seulement si le déterminant est

nul :

2
g g
D= (W4—4WZT+2l—2> =0
Onposew* =Y, I’équation de D s écrit :

2 2
D= (Yz - 4Y% + 2%) = 0 - le discriminant réduit A’= 2‘?—2

2
L’ équation (Y2 —4Y +2 Ll’—z = O) admet deux solutions :
w2 =2(24V2) s wy = G2 +V2)Y?

w2 = %(2 V) ow, = (%(2 —V2))2

Exercice 8

Le dispositif de lafigure (4.8.8) est composé de deux oscillateurs (M, R) et (m, 2k) couplés par
un ressort k se trouvant a une distance A du centre O du disque de rayon R. On considere les

1
oscillations de faibles amplitudes, on donne : J,o = > MR? =m,Oa= A=1cm

1. Trouver les éguations du mouvement.
2. Expliciter les solutions des équations du mouvement.
3. Que deviennent les éguations du mouvement s le ressort 2k n’existait pas.

4. On place un pendule au centre du disque O de longueur | puis on excite la masse m avec

une force F (t) = F, cosQt, mais cette fois-ci, le cylindre (M, R) roule sans glisser sur le plan
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horizontal. Calculer le Lagrangien pour le systéme (fig.4.8.b) et déduire la pulsation de

résonnance et d’ antirésonance.

Fit)

__g —GUEWEHEM J ﬁﬁ?ﬁﬂﬁﬁﬁ LE

\J{/

Fig.4.8.a )
Fig.4.8.b

Solution :

1. Les équations du mouvement pour lafigure (4.8.9)

L’ allongement du ressort k reliant les deux oscillateurs est : X, = x— Asin@
L’ énergie cinétique :

1 1 1, 1 =
T=T, +T_ = 5 J,0(0)? —m(x) —2m02+§mx2
L’ énergie potentielle :
U:U2k+Uk:%k(x—Asiné?)2+kx2
Lafonction de Lagrange :

1, 1 5 1 . 2 2

L=T-U :Eme +§mx —(Ek(x—Asme) + kx°)

2.2 Les équations différentielles du mouvement sont :

Les équations de Lagrange dans le cas d’ un systeme libre a deux degré liberté sont :

dia (GL) 0< Mo+ kAcosO(x — Asinf) = 0= mo+ko —kx =0
dt 00 00

dt OX

d(@LJ (5LJ Oamx+k(x AD) + 2kAx = 0= mx+3kx—k6 =0

L’ équation (4) admet deux solutions harmoniques.

On pose deux solutions complexes de laforme:
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0 (t) — Ale(“’”q’l) ,X(t) _ Aze(wth)
) ) (5
O(t) = -0’0 , X(t) = —°x

En injectant | équation (5) dans I’ équation (4) on trouve :

(-mo’+K)o—kx=0 _ ((-mw’+k) -k (ej_(oj ©
(-mw?+3k)x-k6=0 |-k (-ma? +3k) \x) 0

Nous calculons le déterminant du systeme d’ équations (6) :

2
5 _|cme® k) —k o
—k (-ma? + 3K) (7)
D = (-mw? + k) (-mw? + 3k) —k*> =0
On pose @” =d, I'équation (7) devient :
D = m?d? - 4kmd + 2k? =0 (8)

L’ équation (8) admet deux solutions puisque le discriminant A = 8k’m? - O:

0, = o, = K242

m
k(2—./2
d2:w22: ( m\/_)

Calcul des modes propres
Le premier mode : o = 0’1 = %

Ona:

- (1
1+/2)kx k0 =0= 0 = (1+/2)x =V =
( ) ( ) (l+\/§j
Le deuxiéme mode : o = > :%
Ona:

- (1
(1—ﬁ)kx—k9=0:>9=(1-@”v:(1_ﬁj

Donc, lasolution est :
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(z j = A&(i+ \/Ej cos(aot +¢,) + Az(i_ \/Ej cos(w,t + ;)

0(t) = A(L+~2) cos(ayt + ;) + (1-2) A, cos(@,t +9,)
X(t) = A cos(ot +¢,) + A, cos(w,t +¢,)
3. Les équations du mouvement si le ressort 2k n’ existent pas.
L’ énergie cinétique :
1 - 1 - 1, 1 -
T=T, +T, ==J3,0(0)*+=m(x )> ==mO’+=mx?
M m 2 /O() 2 ( ) 2 2

L’ énergie potentielle :

_ _ 1 . 2 —-_’-,——_,_ "
U—Uk—Ek(x—Asmé?) {,
Lafonction de Lagrange : \ R 0/

N, M

L=T-U=1mo?+ Tmx— Lkx- Asino )?)
MY 2

Les équations différentielles du mouvement :

dra —(ij=o@mé+kAcose(x—Asin9)=o:>m'9+k9—kx=o
dt 50 00

dja —(ﬁj=0<:>m$k+k(x—A9)=O:>rﬁx+kx—k9=O
dt 5% OX

4. On place un pendule au centre du disque O de longueur L puis, on excite lamasse m avec

une force excitatrice F (t) = F, cosQt .

4.1 Le Lagrangien pour le systeme (fig.4.8.b).

Lecylindre (M, R) roule sans glisser sur le plan horizontal, dans se casil fait un mouvement

de rotation et de trandlation en méme temps, donc I’ énergie cinétique du cylindre s écrit :

1 . 1
Tv = Trotation + Teranstation = 51/092 + EMV]EI

1/1 1 .3 .
T, =—(—MR2)92 ~MR?0% = = MR2§?
M= 2\2 t3 4

L’ énergie cinétique de lamasse my est :
1

1 . .
= _mZVTrzlz = —mz(xrznz + }’7512)

T,
M2 2
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Ona:
Xm, = lsin@ — RO - x,,,, = 10cos — RO
Ym, = lcos® — y,, = 10sind
On remplace x2, y2
1 . . .
T, = Emz((lecose — RO)? + (18sinh)?)

Puisque cos?6 + sin?6 = 1 et faible oscillation cosf ~ 1

1 .
Tmz = _mz(l - R)292

2
L’ énergie cinétique delamasse m; est :
1 1 1
T, = Elenzll = §m1(x72nl) = Emlx2

L’ énergie cinétique totale du systéme :
T =Ty + Tm, + Tm,

3 o1 1
T = ZMRZHZ +§m2(l - R)92 +§m1562

L’ énergie potentielle :
U=U,+U, =%k(Asin9—x )2 4 m,gL(1— cos)
02
Faible oscillation sin6 ~ 0 et(l—cos@)=7
1 1
U==k(A0-x)*+=m,gLO?
> ( ) >Mg
Lafonction de Lagrange :
92

3. .1 1,01 ,
L=T—U=ZMR 0 +§m2(l—R)9 +§m1x —Ek(AG—x) _ngLf

Les eéquations différentielles du mouvement :

d (dL\ (0L 3 )
( )_(_>=0(:)—MR29+m2(l—R)9+m2gL9+kA29—kAx=0

dt\ag) \ao 2
(L) (%) _ st oy + ko 440 = Fcost
7t \a7 5z = Focos my X + kx = Fycos

On divise |’ équation (9.a) par (3MR? + 2m,(l — R) S écrit :

b4 2(mygL + kA?) 2kA — 0
3MR2 + 2my(L— R) 3MR% +2m,(L—R)"

En divisant I’ équation (9.b) par m,, on obtient :
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$'<+LX—M6?:i

cosOit
S m T m (10.b)

4.2 Lapulsation de résonnance et d antirésonance.

On pose deux solutions complexes sous laforme :

0 (1) = A€ x(t) = Ae“"
0(t) = -Q%0 , X(t) = —Q2x

En introduisant les deux solutions dans les équations du mouvement (10.a) et (10.b), on

obtient :
2(mygL + kA?) | — 2kA _
-Q? A — A, =0 11.
( T IMRZ 1 2my( = R) ) T3MRZ 7 2m,(l—R) (1l.a)
( Qz+k)A_ iy (11.b)
k my 2 my v my .
Del’éguation (11.a)
(_QZ 4 2(myglL + kA?) )—
T - 3MR? + 2m,(I — R)) ‘!
2= 2kA
3MR? + 2m,(I — R)
_ 2(magL+kA?) _ 2kA _k _ kA
Onposea = 3MR2+2m,(1-R)’ €= 3MR2+2m,(I-R)’ d = m, eth = m,
— (-0’ +a)A;
! )4,
Cc
On remplace E , d et b dans |’ équation (11.b) obtient:
C Fo
—_— JR— J— 2 N JR— JR— "
QP+ A, ~bA =10 oy CEEAA pp R p M
m, C m, (Q°+d)(-Q°+a)—-cb
(-Q% + a)i
A ™

(-Q% +d)(-Q* +a) —cb

L es pulsations de résonnances sont :
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A, = A =wlorsque(—Q* +d)(-Q* +a)-cb=0= Q"' - Q%a-Q°d +ad —ch =0 ceite

équation admet deux solutions

o _\/(d+a)i\/(a+d)2—4(ad—cb)
1,2 — 2 .

Les pulsations d’ anti-résonnances sont : A, =0 lorsque (-Q° +a)=0=0Q" =a
Exercice 9

Dans le systeme de la figure 4.9 lamasse m; est fixée par un ressort k1 et |la masse my par un
ressort k2 puis on couple les deux masses par un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux a. On considére les oscillations de faible amplitude.

1. Calculer I’ énergie cinétique et I’ énergie potentielle.

2. Déduire lafonction de dissipation puis lafonction de Lagrange.

3. Trouver les équations du mouvement.

4. On excite lamasse m; avec une force excitatrice F (t) = F, cosQt. Déduire les équations du

mouvement pour ce systeme, son impédance d’ entrée puis décrire I’ anal ogie électrique.

k: k:
Fig.4.9

Solution
y 2 . .. 1 L, \2 1 L, \2
L' énergiecinétiqueest: T =T, +T_ =§ml(xl) +Emz(X2)
). . . ) 1 , 1 2
L’ énergie potentielleest : U =U, +U, :Ekl(xl) +§k2(x2)

1 . .
2. Lafonction de dissipationest : D = Ea(xl— X,)?

Lafonction de Lagrange :

3. Les équations différentielles du mouvement sont :
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d| a (GLJ (ao] -- o
—|— || == — | & M Xx+KX +ax-ax,=0
0% ) %% O%

1)

d| oL oL oD - : -
— - =— <M, Xa+ KX, +a X,—a X =0
0 X, 2 0 X2

4. En excitant la masse m; avec une force excitatrice F(t) = F,cosQt, I'équation (1)

devient :

dia |_ (ij = {Q] < m >El+ KX, + o Xl— o )éz = F, cosQt
0%, 1 0 X1

@)
df oL (aL] (ao] : o
—|— |- =— — | &M, X2+ KX, +a X,—ax =0
dti ox, | (9% 0%z
4.2 L’impédance d’ entrée :
On pose deux solutions complexes sous laforme :
X,(t) = A x,(t) = A
V, = x,(t) =iQ x, = x(t) = Vi V, = X,(t) =iQ X, (t) = x,(t) _Ve

1Q 1Q
%, (1) = —Q2x,(t) =iQV, , X2(t) = —Q?x,(t) = iQV,
En remplacant les deux solutions xa(t) et xo(t) dans |’ équation (2), on obtient :
—mO*A +k A +ia QA —ia QA = F, = (imQ +_k—£12+iaQ)Vl—iocQV2 -F
[
©)

—O’m,A, + KA +ia QA —ia QA = 0= (IQ m2+%+iaQ)V2—iaQV1=O
|

. Kk k :
On pose : Zl:|Qm1+ﬁ,Zz =-0°m, +é,20:|a9

L’ équation (3) s écrit :
(Zl + ZO)Vl -ZNV,=F
ZO

(Z,+ZyN, —ZN, = 0=V, = 717

Vi

z : :
En remplagant V, = 5 OZ V, dans|’équation(Z, + Z,)V, — Z,V, = F , on obtient :

2 0
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Z Z% 2,z
Z,+Z,)V,-Z o V,=F<F=V,((Z,+Z,)- =V, (Z, + ——22
( 1 O) 1 OZZ+ZO 1 l(( 1 O) ZZ+ZO) 1( 1 ZZ+ZO)
1~ 1y A ’ A F ZlZZ
D’'ou, I'impédanced’entrée: —=(Z,+———=-)=(Z,+Z,/l Z,)
\'A Z,+2Z,
4.2 Analogie éectrique

Z, < bobing(L,) + condensateur (C)
Z, < bobing(L,) + condensateur (C)
Z, < resitance

Exercice 10

Soient les circuits éectriques représentés par les figures ci-dessous. Etablir les équations
différentielles régissant les oscillations des charges électriques pour chacun des circuits. On

décrirales oscillations électriques dans chague maille associée au circuit correspondant.

C1 C
_| | |1 (b)
[ |
C & G 13 G

i1 i

ol (1
L L
(d)

i b

Cs t] t) C,
iy iz

Déterminer les pulsations propres pour le circuit (d).
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Solution

1. Les équations différentiell es régissant les oscillations des charges électriques dans les deux
mailles pour chague circuit éectrique.
1- Circuit éectrique (a)
Maille électrique (1) :
UL1+UQ+UC+URL=0:>L1%+Ciql+%(ql—q2)+l?lil=0 Q)
1

. I 2
En remplagant ilz%:q1 d, _dg _

q, dans |’ équation (1), on obtient :

" dt d’
L1q1+RLq1+(—+—)ou——q2=0 2
c, C C
Maille électrique (2) :
di, . 1 1
UL2+UC2+UC+UR2:0:>L2E+R2|2+C—ql+z(q2—q1)=0 (3)
2

. I 2 .
Enremplacant i, = % = qz,% = dd 22 = (g, dans|’équation (3), on obtient :

- : 1 1 1
L,g,+R,q,+(—+-)9,——0, =0
202t R O (C2 C)Qz cq2
Donc, les deux équations différentielles sont :

: : 1 1 1
+ +(—+-)q,——q,=0
L g, +Rq, (Cl C)ql %

4

LG+ RO (- )~ =0 X
2- Circuit électrique (b)
Maille éectrique (1) :

UL1+UQ+UR+UR1=O:>L1dl+(R1+R)ql+C—11ql—Rq2=0 (5)
Maille éectrique (2) :

U, +Ug +Ug+Up =0= L, 0+ (R, + R)z’qz+ciq2 ~Rg, =0 (6)

2

Donc les deux équations différentielles sont :
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. 1 :
|—1q1+(R1+R)q1+C_q1_Rq2 =0
1

. : 1
Lo Qo+ (R, + R)Gp+ — 0, — R, =0

2

3- Circuit électrique (c)
Maille électrique (1) :

U, +Ug +U +Ug =O:>(I_1+L)q1+R1q1+C—q1—Lq2 =0

1
Maille éectrique (2) :

U, +Uc +U +Ug =0= (L, +L)qg,+ R2q2+c—q2—Lq1:O

2

Donc, les deux équations différentielles sont :
(L+ba+Ra+ —q-Lg,=0
1

. : 1 .
(L, +L)g,+ R, qz"'c_qz -Lg, =0

2

4- Circuit éectrique (d)
Maille électrique (1) :

di 1 1
U,+Ug +U,=0= le_t1+c_q1+E(ql_q2)=0

1

_dg, _ . di, _d’g

avec: | -q, - -q
oodt Mt at
. 1 2 .-
Enremplacant i, = % = ql,% = dd 2‘11 = ¢, dans |’ équation (9), on obtient :

- 1 1 1

+(—+3)g,--q,=0
qul(C1 Jh %
Maille électrique (2) :

di 1 1
U,+U, +Uc=0= de_t2+c_20“+E(q2_0“)=0

. 1 2
En remplacant i, =%: 2,% = ddzqtz

- 1 1 1
L, g+ (—+-)0,--0,=0
2> Uz (c2 C)Qz cq2
Donc, les deux équations différentielles sont :
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.11 1
L1<:11+(—C +E)Q1‘EQ2=O
- i 1 1 (12)
L, g+ (—+>)q, ——¢, =0
, 0, (C2 C)q2 &

L’ équation (12) peut s écrire en fonction des deux couranti, et i, :

- 1 1. 1.
i+ (—+-)i,——1,=0
Ll (cl c)1 c’
- 1 1. 1.
2+ (—+-)i,——1,=0
hiz (02 c)2 c’

2. Les pulsations propres pour e circuit (d).
On considére deux solutions sinusoidales :

() = A sin(ot+¢,) = g,(t) = —Ae’ Sin(wt +¢,) = —q(t)
() = A sin(owt+¢,) = dz(t) = _Azw2 sn(ot+e,) = _wzqz(t)

En remplagant g, (t) , q,(t) , 6, (t) et q,(t) dans!’équation (12), on obtient alors:

(-Lo? + (Ci n %»ql(t) - % 4,1 =0
: (13)
(CLo® + (= + D)a,t) - T g, (t) = 0
C C C

2
L’ équation (13) admet des solutions non nulles si et seulement si le déterminant est nul
(Lof+(C+D) -2
! 1 117 0 (14)
(-Lo? + (= +2))
c, C

2

1
C

On remplace L1=L>=L, C1=C,=C dans |’ équation (14) :

(—La)2+£) 1 ) 1
¢ —0= (Lo’ +2)2 -~ =0 (15)
1 (-L 0 + 2) ¢ ¢
C C

D’ou les pulsations propres de ce systeme éectrique (d) sont données par:

N
Y qLe’
N
2 Lc

98



CHAPITRES les ondes progressives

Rappel de courssur lesondes progressives.

5.1 Définition.
Une onde progressive est une perturbation périodique (qui se répéte dans le temps) et qui se
déplace dans |’ espace, telles les vagues a la surface de I’ eau, les ondes sonores et les ondes
électromagnétiques. Une onde ne peut étre périodique que s sa source est elle-méme
périodique. Comme tous les phénomeénes périodiques, une telle onde est aussi caractérisée par
safréquence f qui peut étre calculée a partir de différentes relations.

Sa pulsation : aussi appel ée vitesse angulaire (en radians/seconde) est égale aw = 2xf
f étant lafréquence du signal (le nombre de périodes par seconde).
w
2r

La période T est un temps, c’est la durée qui sépare les instants ou le signal périodique se

Lafréquencef est lieealapériode T par cette larelation: f = % =

retrouve dans des états identiques (méme valeur et méme sens de variation, par exemple deux
maximums, deux minimums, ou dans le cas d'un signal sinusoidal, deux passages par zéro

dans le méme sens, tous deux montants ou tous deux descendants).

5.2 Différentes catégories d’ ondes.

Ondetransversale : le mouvement des particules de la matiére qui propagent I’ onde sont
perpendiculaires aladirection de propagation de I’ onde elle-méme (Ex : onde le long d’ une
corde)

Ondelongitudinale : le mouvement des particules de la matiere qui propagent I’ onde sont
dans laméme direction que la direction de propagation de |’ onde elle-méme (Ex : onde le
long d'un ressort)

Onde a une dimension : Ondes qui se propagent le long d’ un ressort ou le long d' une corde.
Onde a deux dimensions : Vagues de surface.

Onde a trois dimensions : Ondes sonores et ondes lumineuses.

5.3 Propriétés.

Les ondes progressives ont en un point donné dans I’ espace une périodicité temporelle T.
C'est a dire qu'elles sont engendrées par une répétition périodique de signaux identiques avec

cette période T. Les ondes progressives ont également a un instant donné une périodicité

gpatiale. Au point d’ émission, la perturbation du milieu se reproduit a I’identique aprés une
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durée de temps T. Mais pendant cette durée, I’onde s’ est déplacée a la vitesse V, €elle a donc

parcouru au terme de cette durée une distanceV T . Cette distance qui sépare donc les lieux ou

la perturbation du milieu se reproduit a I’ identique est appelée la longueur d’ onde et est notée
A =VT, V est lavitesse de propagation de I’onde (dans le cas des ondes él ectromagnétiques
dans le vide, cette vitesse de propagation correspond a la vitesse de la lumiere, V=
C=310"®m/s). La longueur d’'onde 1 est égae a la distance parcourue pendant une période.
Plus généralement, aprés une durée t, I’onde a progressé de la distance x = Vt. On peut

I’exprimer d’une autre fagon, équivaente : aladistance x de la source et au tempst, I’onde a
. X . . .

lavaleur gqu’ avait la source au tempst Ve En effet, aladistance x de la source et a I’instant

t, I’'onde ala valeur qu avait a la source au temps t—to, to étant le temps mis pour parcourir la
, “ . X

distance x, c'est adire que to= x/v , donc on retrouve bien t—to=t — —

5.4 Etude Théorique.

5.4.1 Expression deY (X, t).

Soit Y la vaeur de la perturbation (qui peut signifier par exemple suivant la nature du

probléme réel au quel on est confronté la hauteur d’une vague, la position d’un point d’une

corde vibrante, I'intensité d' une tension ou d’un courant éectrique, d'un champ éectrique ou

magnétique, etc....). L’expression de Y (X, t) est une fonction de deux variables qui sont:

I’ espace x et le tempst. Considérons une onde progressive sinusoidal e se propageant sur |’ axe
(x'x) dansle sens positif (de x versx).

y(0,t) = Acos(wt) (5.
Ou y(0O,t)désignelavaeur de Y al’endroit x = 0 et au tempst.

Un point quelconque M atteint par I’ onde subit une perturbation identique a celle de la source

alinstantt: t—t, =t—.
Y

t, = 3 : temps mis par |’ onde pour parcourir la distance OM.

V : vitesse de propagation de I’ onde ou cél érité.

Y(t—t,) = y(t—§> (5.2)

De ces deux équations on deduit:
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X X WX
t——) = Acosw(t ——) = Acos(wt — —
y( v) ( v) S v)

Or nous avons la pulsation w = 2_|_—7r et lalongueur d'onde A =VT

On remplace wet A dans|’ équation précédente on obtient :

2 21 TX
X,t) = Acos(—t ——— 53
y(x,1) S(T = ﬂ,) (5.3

Nous posons le vecteur d’ onde k = 27” , puis on le remplace dans I’ équation (5.3) on
obtient :
yix.t) = Acos(ZT—”t k) (5.4)
Si I’onde se déplace en sensinverse dansle sens x vers x le méme calcul donne:
g(x,t) = Acos(z_l_—ﬂt + kx) = Acos(wt + kx) (5.5
L’ équation générale d’ une onde progressive sinusoidale est :

G(x,t) = y(x,1) + g(x,t) = Acos(wt — kx) + Acos(wt + kx) (5.6)
En dérivant deux fois |’ équation (5.6) par rapport at puis par rapport ax on obtient I’ équation
de propagation :

0%G(x, t) e 0%G(x, t)
at? 0x?
dont la solution genérale G(x, t) est décrite par I’ expression (5.6).

(5.7)

Applications

Exercice 1l

Une corde tendue trés longue est excitée a I'une de ses extrémités par un mouvement

transversal d’amplitude A=40 cm et d’ équation: y = A sinwt. gll E

1. Trouver I’ équation de I’ onde progressive dans corde.

Une source fait vibrer une corde a 20 Hz en lui imprimant un mouvement harmonique simple.
Latension est F=40 N et on admet que 10 m de longueur pese 10 g.

2. Cdculer lacdérité V del’onde ainsi que le vecteur d’ onde.

3. Ecrire |’ équation du mouvement d’ un point M distant de 2m de la source.

4. A quelle distance se trouve deux points voisins vibrants en opposition de phase.
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Solution

1.L’ équation de I’onde progressive de la corde est :

X . X
y(t —\7) = A sin(w(t -\7))
. WX
= A SIH(W'[-V)
_ Asinwt- 2%
VT

_ Asinwt - 22
A
= A sin(wt - kx)
Ona:
A =04 m = y(x,t) =0.4sin(wt - kx)

2. Lacorde est soumise a une tension F=40 N et on admet que 10 m de longueur pese 10 g.

2.1 Lacélérité d’ une onde dans une corde est définie par :

v = |t
u
v = |Ft
m

*
= 40 10=200m/s
\' 0.01

2.2 Levecteur d onde est :

A =VT :v%
2 = gomo k=T
20 10 5

3. L’ égquation du mouvement d’un point M distant de 2m de la source est :

y(2,t) = 0.4sin(wt-2k)
y(2,1) :O.4sin(407rt-2?ﬂ)

4. Ladistance entre deux points voisins vibrants se trouve en opposition de phase est :

b(zz—ﬂx:n:x:i=5m
A 2
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Exercice 2

Une onde progressive y(x,t) =0.47sin(wt + 56x) de fréquence 13Hz se propage dans la
direction (ox) d’un repere cartésien Oxyz.
1. Exprimer lalongueur d’ onde et |a cél érité de propagation.

2. Caculer lavitesse maximale et |’ accél ération maximale.

2
3. Soit une onde y(x,t) =0.026sin(—1570t + 45x + 0.66) calculer %’8 Y aringant t=2s

o
etx=1m.

4. L'onde de propagation dans une corde est caractérisee par la fonction
y(x,t) = Acos(207t-10r x+¢) a l'instant t = 1s, on observe Yy(21) =1cmet

y(2.1) = —207+/3cm/ s, déterminer lavaleur de I’amplitude Aet laphaseq.
Solution

1. Lalongueur d’ onde est:

k=27 _56= 1=~
A 56
La célérité de propagation est :

V=/lf=2—ﬂ13=&
56 56

2.1 Lavitesse maximale :

Lavitessedu point : y(x,t) = 0.47sin(wt + 56x) = V_ 0.47wcos(wt + 56X)

ot
Lavitesse maximale est :% =0.47w=0.472xf) =12.227r m/ <

2.2 L'accélération maximale :

2
L’ accéération du point : 2 ty = —0.47W* sin(26xt + 56x)

2

2

L’ accél ération maximale est :zt—z =0.47W° = 0.47(267)* = 317.72x> m/ s’

3. Uneonde y(x,t) =0.026sin(—1570t + 45x + 0.66)
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% = —1570* 0.026 cos(—1570t + 45x + 0.66)

Pourt=2s etx =1m= % =-1570* 0.026cos(—1570(2) + 45(1) + 0.66) = 40.5m/ s

0%y

t2

= —(-1570)** 0.026sin(—1570t + 45x + 0.66)

2
Pour t=2s et x=1m=> 8at Y _ —(-1570)* * 0.026 cos(—1570(2) + 45(1) + 0.66) = 8.210"*m/ 52

2

4. Lavaeur del’amplitude Aest :
D’aprés la fonction d'onde y(x,t) = Acos(20at —107x + @), on déduit |'expression de la

vitesse transversale : y(x,t) = —207Asin(207t — 107X + @)
Alinstantt = 1s et x=2cmon a:
y(2,1) = Acos(20zr — 207 + @) =1cm = Acos(p) = 1cm (1)

y(2.1) = —207Asin(207 — 207 + ) = Asin(p) = /3 )
On met |’ équation (1)>+’ équation (2)? on obtient

cos’ (@) +sin(p) =1

A=+/4

A (CoS (@) +SIN’ (@) =4 = {
d’ ou |I"amplitude A=2

On obtient de I’ équation (1) laphasee = % .
L’ équation d’ onde s' écrit comme suit :
y(x,t) = 2c0s(201t — 107x + %)

Exercice 3

Une onde se propage avec une célérité V=340 ms! dans les conditions ordinaires de
température.

1. Déterminer le domaine de longueur d’ onde de cette onde sachant que son domaine de
fréguence est compris entre 20Hz et 20kHz.

2. La fréguence d’'immobilisation est de I’ordre 15 Hz, quelle est la célé&rité de I’onde a la
surface de I’ eau sachant que la distance entre deux maximums consécutifs est de 3cm.

3. On enregistre une onde a I’aide d’un micro phone relié a un oscilloscope. Sachant que la

durée de balayage est fixe sur Img/div (figurel), que la température de la salle est de |’ ordre
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0.5
T=25°C et que lavitesse de propagation de I’onde V = (}/ %) avecy =14 ; R=8.329

et M =29g.mol . Calculer la vitesse de I’onde, la période, la fréquence ains que la

AL

longueur d’ onde.

A(m)

Figure.l
Solution
L’ expression de lalongueur d’ onde A =VT :VT
) 340
1.1 Pour unefréquence f =20Hz = 1 = >0 =17m.
) 340 )
1.2 Pour unefréguence f =20kHz = 4 = > 1710°m.

0107
Le domaine de longueur d’ onde A pour cette ondeest 1.7cm < A < 17m..
2. Lacééritédel’ondealasurfaced eau :

Lalongueur dondeest: A=V T = VT =V =1f=310"15=0.45ms™

3.1 Lavitesse d onde est donnée par cette équation :

05
V=|y RTY . \/1'4 8.32 ?33 2 1935.31m/s
M 2910

3.2 Lapé&iode: T =24107°s

33 Lafréquence: f = 1 ;_3 =0.4110°s™
T 2410

3.4 Lalongueur donde: A =TV =1935.31* 2.410° = 2.64m
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Exercice 4

Le mouvement d’ une extrémité d une corde vibrante est sinusoidal avec une fréguence
100Hz, d’ amplitude 4mm et la vitesse de propagation est de 30m/s.

1. Ecrire I’ équation du mouvement pour un point M de la corde (t = Os, y = Om).

2. Exprimer I’ éguation de laforme de cette corde at = 0.1spuisat = 0.1025s.

3. Elaborer un schéma identique pour le point M3 telle que la distance entre M3 et la source M
soit de 0.15m.

4. Les deux graphes représentent la forme de la corde a deux instants différentst = 60 ms et t

= 120ms, déduire lalongueur d’ onde, |la période ainsi que la vitesse.

Graphel : t=60ms Graphe?2 :t=120ms
¥lcm) y(cm)
4 4
l 2
.0 i 1 L L ;xgm)u I :“‘:‘ 'Ix{cm)
0 40 60 80 100 120 @ 60 80 100120
-1 -1
-4 -4

Solution

1. L’ équation de mouvement pour le point M (source) :

Yy = XSin(wt + @)

w = 2af = 27100 = 2007 rad s
pourt=0=1y, =0

= xsin(w(0) + ) =0

= xsin(p) =0

=¢o=0r
Pour ¢ = z(non valide) parce que la vitesse est négative
Dou |’ éguation delasource M est : y,, = 4sin(200xt)
2.1Laformedelacordeat=0.1s est :
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Yv, = Yu (t-0)

Y, =4sin(2007)(t - 27” X)
Yu, =4sin(2007(0.1) - 2777 X)

Lalongueur d'onde: A =¥=E=o.3m
f 100

La longueur dela corde qui vibre : L =Vt =30(0.1) = 3m

Ona L:m/l:mzzz%:lolalongueur d’ onde
x [0 T2 A 3 ]2
4 2 4
y 0 -4 0 4 0

y(m)

t=0,1s

il
V/\//\Z\//}\/A\/}\/\A\/\V/'\v [

Fig.5.1: Forme delacorde at=0.1<

2.2 Laformedelacorde at=0.1025s
. 27
Yu, = 4sin(2007 (0.1025) — o X)

. T 27
=49n(20r + — ——X
Ywm, (207 0 1 )

. T 2%
=4sn(——-—xX
Yum, (20 7 )

Y, = 4cos(27ﬂ X)
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La longueur de corde qui vibre est : L =Vt = 30(0.1025) = 3.075m

sachant que : L:mA:m:%z%zlo.ZS de longueur d’ onde
< Jo T4 [3 [ ]4
4 2 4
y 4 0 -4 0 4

y(m)]

t=0,1025s

LA
WV~

Fig.5.2 : Forme de la corde at=0.1025s.

3. Laforme de la corde lorsque la distance entre le point Mz et la source M de 0.15m est :

Yu, = 4Sin(200z (1) —27”x)

Or, A =03m,x=0.15m= y,, =4sin(200z(t) - %0.15) — 45n(2007(t) - 7)

Ona:y,, =4sin(200z(t) - x) = ~4sin(200z (t))

Le temps nécessaire pour que lacordevibreest: x =Vt =t = Vﬁ = % =510"s

Lapériodeest: A =VT =T =% =10"7s

y(m)
——x=0,15m

ANN
VT

Fig.5.3: Forme dela corde a x=0.15m.
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4. Lalongueur d onde, la période et la vitesse a partir des deux graphes :
Les deux graphesl et 2 donnent lalongueur d’onde : 4 =30cm=0.3m.

En comparant les deux graphes on remarque que a t=60ms et t=120ms la distance parcourue
del’onde est égale alongueur d’ ondes donc la période T=T»-T1=120-60=60ms.

. . A 30107
Lavitesse de propagationest: V== ="—_=5ms* .
Propag T 6010°

Exercice 5

On produit des ondes progressives dans un bassin d' eau en déplagant verticalement une tige
qui effleure I'eau d’'un mouvement vibratoire de fréquence 20Hz selon [I'équation
y = 3sin(wt) (y en mm). On observe des rides de longueur 10cm qui se propagent dans une
direction perpendiculaire alatige.

1. Calculer le vecteur d’ onde et la vitesse de propagation.

2. Etablir I’ équation de déplacement d’ un point situé a une distance x delatige.

Solution

1.1 Le vecteur de lalongueur d’ onde:
K= 2_7r 2z

= —— =20 m
A 10(107)
1.2. Lavitesse de propagation :
Voo AT
f 20

On a une fréquence de 20Hz= w = 2af =407 rad s

2. L’ équation de déplacement d’ un point situé a une distance x de latige est :
t—X
y(X,t) = y(o!_)
v
. X
= 3sin(w(t ——))
v

— 3sin(wt — %)
= 3sin(40xt — 40x)
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Exercice 6

Une onde de fréguence de 300Hz se propage dans la direction du vecteur K (2, 5, 4) rad/cm.
La phase initiale est 7 /4 et on considere les points suivants A(1,1,1)cm, B(-1,-2-3)cm
appartenant a cette onde.

1. Déterminer lalongueur d’ onde et la vitesse de propagation de cette onde
2. Calculer laposition et lavitesse autour du point O at=1s.

3. Déduire le temps que met I’ onde pour parcourir 10m.

4. Calculer le temps que met I’ onde pour aller du point A au point B.

5. Une source émet une onde y de fréguence v qui se propage dans la direction Ox avec une
vitesse V constante. Ecrire I’ équation de propagation, en posant les variables suivantes : P=t
+x/'V,q=1t-x V et montrer que la solution de |’ éguation est la somme de deux types de
signaux.

6. En déduire la forme de la solution dans le cas d’un milieu homogene linéaire et infini en

considérant |e régime sinusoidal .

Solution
1. Lalongueur d’ onde et |a vitesse de propagation de cette onde sont :
Sachant que les coordonnées du vecteur d’ onde k sont (2, 5, 4) rad/cm ce qui donne :

Kl=v22 +5%+4% =./45 radcm™
K=+

2 2

Lalongueur d'onde: A = W = Ecm
Lavitesse de propagation : V = ﬁ = % = 600z cm/s

Lafonction d’ onde est W(r,t) = A cos(600rt — /45 + %)
D’ou laposition est : ¥(0,1s) = A, cos(6007 + %) = % cm

— A,.6007

cm/s
V2

Lavitesse est : ¥(0,1s) = —A_ 6007 sin(6007 + %) _
4. Letemps que met I’ onde a parcourir 10m.
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,_d _ 10 _10V45_
v 6007  600%

/a5

4. 1 Letemps que met I’ onde pour aller du point A au point B est :

Tout d’ abord nous calculons le vecteur AB = (-2,-3-4)cm

Ladistance qui sépare le point A de poi nt B en tenant compte du vecteur de propagation K

est: d_=ABu (-2,-3,-4) (2,5,4) _— -35— Ve
Letemps que met I’onde pour aller de A au point B est :
1
-35
_dg J45 -2.63_

t.. = —
BTN T 600 /NBE | 7

Danscecas t,, et d,; sont négatifs parce que I’ onde passe de point B avant le point A.

5.1. Equation de propagation :

Comme la direction de propagation est unidimensionnelle (selon ox), I’ éguation aux dérivées
partiellesrégiralafonction (x,t) est s écriradors:

o*Y |, 0%
=V 1
ot? oX? @
5.2. La solution générale, en utilisant la méthode du changement des variables :
P=t+x/V,q=t-x/'V
Ona:
a_lP ¥ ap oY oq 2
ot ot ap ot aq
Avec:
op_,09_
& et
ap_.aq : :
On remplace — p —l =1, dans!’équation (2) devient :
ov_ov ov .
o0 op g )

On multiple I’ équation (3) par% on obtient
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i(a_*vj_g oy ov
ot\ ot ot\op 0oq
a o o¥iop ofo¥ oJ¥)dq
—+— + = —+—
op oqj)op ot\op oq)aq

0*Y 82‘P+82‘P o*Y 6‘1’
ot?  9*p  o%q 8p8q oqop

De laméme fagon on procéde avec |e deuxiéme terme::
Pour lapremieredrivéeon a:

oY 8‘{’ ap oY oq

X ox ap x aq

Avec: P_1 0a_-1

ox V ox V
On remplace P _ = 1 @ = -1 dans |’ équation (5), on obtient alors:
ox V'éx V

ov_1 0¥ _ov
ox V op 0oq

On multiple I’ équation (6) par % on obtient la deuxieme driveée:
2(6_‘1')_12 ov _o¥
OX \_ OX Voxop oq

L(o(av _ov\op o(o¥ ov)ag

V ox op oq)op ox\op 09 )oq

oW _1(ow oY oY oY
o V? o°p  8°q Opdq oqop

Donc les deux termes dans I’ équation de propagation (1), on obtient :

o*Y
=0=>Y=Y,(p)
2 2 2
R
PR ~—0= 7= %,(0)
oqop

D’ou lasolution totale qui S écrit sous laforme::
Y=Y (p)+¥,(0)

On obtient alors |a superposition (somme) de deux ondes qui S écrit sous laforme:

P = W (Wt — kx) + ', (Wt + kx)
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(f-xp/V)
V() 4 | Direction de propagation

- 0
. x

= X1 Xz
= :
B W)

\ x
— —

X1 x2
; Vs 2
e —

F=(xa-x) A1)

Fig.5.4 : Onde progressive dans le sens de la direction positive

Direction de propagation

Ve ‘

(T Wtxyv)

=

" %
WltrxV) A “

=

T
B x'1 S—

I
V= -(x2- xy)(t2 - 1)

Fig.5.5: Onde réfléchie dans|e sens contraire de la direction positive.

6. Dans un milieu homogéne infini et en régime sinusoidal, la solution est de la forme :

P(x,t) = Acos(Wt — g x) = Acos(wt — kx)

Exercice 7

une onde progressive longitudinale se propage le long d’un ressort de raideur k=10 N/m , de

longueur 1=50cm et de masse m=400g.

1. Etablir I’ équation de propagation de cette onde.

2. Déduire I’ expression de la cél érité de propagation de cette onde.

3. A I'instant t=0s, le profil du ressort est décrit par lafonction f(y) =

fonction d onde \P'(y,t) .

4. Déduire le profil du ressort en y=0.

5. Déduire lavitesses en y=0 at= 3s.
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Solution

On considére petit déplacement dx du ressort d abscisse x au repos. Celui-ci se déplace

lorsque I’ onde passe. Laface arriére M, dela tranche devientM 1. Onpose M\M1=y. La

faceavantsedéplacede:MzM'Z_y+Q dx
M]/\/\/\\/IZ

La force exercée au point M1 sur le petit

) d
déplacement dx de ressort est f, = —f et au " >
oint M'2 laforce exercée sur le ressort est: f
p 2 f <_W : f,

8f M1 M2
f,="f +—dx «—
«—»

Laloi deladynamique (loi de Newton) sur le déplacement dx : v+ Do

- = azy

fl + f2 = dmy
Avec: u= d_m

dx

Suivant |’ axe (0x) on obtient :

2
Y L Vi |
OX ot

D’prés la loi de I'éasticité le petit déplacement dx est soumise a une force moyenne de

(D)

traction égalea f qui allonge de %dx ,5a raideur est de% donc :

2
LI AL SN §

dx  ox ox  ox  ox
of S .
On remplace v dans |’ équation (1) on obtient :

2

2 2 2
kY o= pax Y o 0¥ KT
0 X ot ot®  pu ox

2. Lacélérité de propagation de I’ onde est :

e

3. A I'instant t=0s, on a le profil connu f (y) = o
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P(y,t) = f(y-W)

=f(y—Et)

1

2(y - Et)z +1

4. Le profil de ressort en y=0 est :
Y(0,t) = f(0-Vt)

- f(o—got)

1
(/50t)2 +1

5. Lavitesseeny=0at=3sest:

T(y,t>=§w(y,t>
0 50
- 0 1
\P(y,t) =
a 2(y - \/%t)z +1
4
50 50
e
@y _Et)z +1)?

Pour y=0 at= 3slavitesse est donnée :

50 50
oy 0
Y(0,3s) = =
(2(y - \/:t)z +1)°

150

¥(0,3s) = —
(2(-3 7)2 +1)*

=2.9310°m/s
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Exercice 8

Une corde homogene et inextensible de masse linéique u est tendue horizontalement avec une
tension constanteT,. Celle-ci est déplacée de sa position d'équilibre, la corde acquiert un
mouvement quasi-vertical y(x,t), celui-ci est mesuré a partir de la position d'équilibre. A
I'instantt, latensionT(x,t) exercée par la partie de la corde & droite d'un point M d'abscisse

X sur la partie gauche de la corde a gauche de M qui fait un petit angle 6(x,t) par rapport a

I'horizontale (Figure 5.6). On négligera les effets de la force de pesanteur et des forces de
frottement devant celui de laforce de tension.
1. En considérant un troncon infinitésimal de la corde compris entre x et x + dx, montrer que
T(x,t)cos(0(x,t)) + T(x+dx,t) cos(@(x + dx,t)) = T,
2. Montrer que le déplacement transversal v (x,t) obéit al'équation d'onde suivante :
Oy(x1) _ 1 dw(xt)
ox* VZ ot?
3. Exprimer V enfonctionde p et T,.
4. La corde semi-infinie est |e siége de la propagation d'une onde progressive sinusoidal e de
pulsation o qui se déplace dansle sensdes x croissantstelle que :
v (x,t) = Acos(mwt — kx) .
a) Vérifier que cette onde est la solution de I'équation d'onde puis donner I'expression de la

relation de dispersion et de la vitesse de phase.

b) Calculer numériquement la vitesse de phase avec u = 0.3Kgm™et T, = 30N

!

corde en mouvement T t)

M

0 corde au repos

Fig.5.6

116



CHAPITRES : les ondes progressives

Solution

1. En considérant un troncon infinitésimal de la corde comprisentre x et x + dx

T
im
~_ Ox.1) b O(x+dx,t)

(o]

Schéma des forces existantes sur un trongon de la corde

En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le trongon, on obtient :

T(x,t) + T(x+dx,t) =dma
La projection sur |'axe horizontal (ox ) donne :
—T(x,t)cos(8(x,t)) + T(x+dx,t) cos(0(x + dx,t)) = dma,

Le mouvement de la corde étant quasi-vertical, I'accélération selon |’ axe (0 x ) est quasi-nulle :
a, =0m/<*, adors:

T(x,t) cos(0(x,t)) = T(x + dx,t) cos(6(x + dx,t)) (1.9)
Deplus, les angles étant petits : cos(0(x,t)) = cos(6(x + dx,t)) =1

I’ éguation (1.a) devient :
T(x,t)=T(x+dx,t) =T, (1.b)

Oy (xt) _ 1 dw(xt)
x> V2 ot

2. Le déplacement transversal y(x,t) obéit al'équation d'onde :

En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le trongon dx, il vient :

T(xt)+T(x+dxt)=dma (2.9)

Apres projection sur I'axe (oy) et y(x,t) étant le déplacement vertical de la corde, on obtient :
2

=T(x,t)sin(@(x,t)) + T(x+ dx,t)sin(6(x + dx,t)) = dmaaTl/z/ (2.b)

Deplus, les angles étant petits: sin(0(x,t)) = 6(x,t) etsin(@(x + dx,t)) = O(x + dx, t)
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On remplace sin(0(x,t)) = 0(x,t) et sin(6(x + dx,t)) = O(x + dx,t) dans|’ égquation (2.b)
donne :

2

2
—T(X,)0(x,t) + T(x+dx,t)0(x + dx,t) = dm %tw 3)
D’ aprés lapremiere questionon’a: T(x,t) = T(x+dx,t) =T, I’éguation précédente
devient :

T, (~0(x, 1) + O(x + dx,t)) = dm a;t"; @)

La masse linéique de corde S exprime u = ((dj_m d'ou:
X

( dX)
T o%w 0w T,'p (5)
0(x,t), +0(x+dx,t)) = udx = - _0_0X
O( ( )x ( )) y2! tz Zt v

Onremplace tangf = 0 = %—Z dans |’ équation (5) celle-ci devient :

Oy _To 0w _\,2 0%
2 = 2 = 2 (6)
ot L OX OX

3. La vitesse de propagation de |’ onde est :

V2=E:>V= T

JZ H
4. Vérifions qu'une solution réelle de cette équation d'onde est de laforme::

v (X,t) = Acos(ot —kx) ou k = i—ﬂ est appel ée vecteur d’ onde.
4.8) En dérivant deux fois w(x,t) par rapport au temps :

2
%@ — o Acos(ot — kx) = %y (x,1)

En dérivant deux fois y(x,t) par rapport a x :

2
: lgi);'t) = —k*Acos(wt - kx) = -k (x,1)

En remplacant dans |'éguation d'onde (6), on obtient :

2 2
0

- w
— K2 (x,t) = o2 W(x,t)<:>k2:\7

Alors, w(x,t) = Acos(wt — kx) est solution de I'équation d'onde ala condition que k = 3 :
c'est larelation de dispersion.

/ /30
4.b) Lavitesse de phase est aussi appelée lacdérité V = T =03 =10m/s™
y7, .
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Rappels de cours sur les ondes stationnair es.

6.1 Définition.

On appelle onde stationnaire, une superposition de deux ondes y1 (X, t)et y2(x, t) de méme
frégquence, de méme polarisation, de méme amplitude ou d’amplitude différente qui se
propagent suivant deux directions opposées. La superposition de ces deux ondes est illustrée

par |’ équation suivante :
A X A X
y(x,t) =y (X1) +Y,(x,t) =~ cos(o(t — =) + ¢;) + — cos(o(t + =) + ¢,)
2 \Y 2 \Y
2T . =@ Pt
= Acos(— X + —1—"2) cos(wt + L1—2
S( 2 5 ) cos(@ 5 )

v" En certains points y est toujours nulle: ce sont des neeuds (points immobiles). Ils sont
définis par tels que :

2r Q,—Q 2r Q,—Q 4
Acos(— X+ 1 —"2)=0= (—Xx++—"2)=(2m+1)==0
S(/l 5 ) (/l 5 )= ( )2

D’ou x=£(1+m—(w) avec m un nombre entier
2 2 2r

v' L’ensemble des points pour lequel I'amplitude A est maximale s appelle des ventres.
On les définit par :

Acos(2—”x+—¢1_¢2): A:>(2—ﬂx+—¢l_(02):mﬂ
A 2 A 2

' A 01— @
Dol x==(m- (=122
2( (27[)

Noeud Ventre
/ D E—

< = » ¢ ﬂ'l/l >

Figure 6.1 : Les positions des neeuds ou des ventres dans une onde stationnaire.

La distance entre deux nceuds ou deux ventres consécutifs est de% . Un ventre se situe a mi-

chemin entre deux nceuds consecutifs. Les points localisés entre deux neceuds consecutifs

vibrent en phase et les points de deux fuseaux consécutifs vibrent en opposition de phase.
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Une onde stationnaire peut étre établie dans un milieu limite, elle résulte aors de la
réflexion sur les limites de ce milieu. Si le mouvement vibratoire fait apparaitre un nombre
entier n de ventres alors on peut montrer que seul le i'*™ terme s avére nécessaire pour
décrire le mouvement dans ce milieu limite. Dans ce cas |’ équation de |’ onde stationnaire peut
S écrire comme suit :

. 27X 27X
yi(x,1) = (A Sm(T) +B COS(T)J cos(at +¢;)
i i
avec
n : nombre de modes d’ oscillations.

w; = 2nf; = 2nnf, : pulsation dui'®™ mode. Avec1 <i <n
A;: longueur d’ onde(4; = %) pour lei'*™ mode.

6.2 L es ondes électr omagnétiques.

La nécessité d'introduire les différents concepts liés a I’ optique géométrique nous oblige a
présenter de maniere succinte les principales propriétés des ondes éectromagnétiques
(lumiére). En effet, les ondes électromagnétiques sont des phénomenes périodiques qui,
contrairement au son, se propagent aussi bien dans le vide que dans I’air. Dans le vide, leur
vitesse est la plus grande qui puisse exister dans |’ univers. On parle de célérité ou de la vitesse
de la lumiére et elle est représentée par le symbole C (C = 310" ms ™). Dans les milieux

matériels isotropes, les ondes électromagnétiques se propagent a une vitesse plus lente notée

V. Si nest I'indice du milieu traversé, on peut écrireV = % Les ondes éectromagnétiques,

décrites par deux champs vectoriels, éectrique E#t) et magnétique ﬁ(?, t) veérifient
I’ éguation d’ onde suivante dans un milieu transparent, homogene et isotrope:

LN - - 1 92
E#t) =0 et AH( t) — — =
(#0) =0 et AH (1) — 73 5

= 1 s —
AE(7,t) — H#t)=0

V2 at?

— I I
|
/ |=—— Longueur d'onde A —=

A,
& | |
~ (o'l"q 1 — | —
1 _ I k
: g H/” | E1 —H A L
B T

£] _ AH E l

électronique (E

%,

Charmp I't

Direction de propagation ——=

Figure 6.2 : représentation schématique d’une onde électromagnétique.
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Le champ électrique s écrit alors dans I’ approximation des ondes planes :

— ___ notation complexe

E@# t) = Ey(P)cos(wt — k)

E(#,t) = Ey(F)el@FD
L’ expression de champ magnétique H (%, t)se déduit de E(, t) par larelation :

H# o = %E A E@ 0
Propriétés:
Pour une onde éectromagnétique, les trois vecteurs: champs magnétiqueﬁ (7,t), champ
électrique E(# t) et le vecteur d’ onde k (direction de propagation) forment un triédre direct.
Lardation A = CT = 27" (k le module du vecteur d’onde) permet d’ écrire la pulsation w =
kC .

Rappelons enfin que si k dés gne le vecteur d onde d’ une onde se propageant dans le vide a
la vitesse C et avec une pulsation w, |’onde passant dans un milieu d’indice n garde la méme

pulsation : on dit que la pulsation est un invariant de la propagation. Sa vitesse de propagation
V dépend de (C et n) et son vecteur d’ onde devient: k' = % = nk.

Applications

Exercicel

Deux ondes Yy (x,t) =4sin(0.25x—60t)et Yy,(X,t) = 4sin(0.25x + 60t) se propagent sur une
corde.

1. Déterminer lafréquence de propagation des deux ondes.
2. Cdculer lalongueur d’ onde.

3. Quelle est lavitesse de propagation des deux ondes.

4. Déterminer la position des neeuds et des ventres.

5. Que devient la position des nceuds et des ventres s la deuxiéme onde s écrit:
Y,(x,t) =4sin(0.25x + 60t + ).

Solution
1. Lafréquence: 2af =w=60rad s' = f = 2ﬂ =9.55¢7"
T
2t 2n

2. Lalongueur d'onde: k = 2z _ 025=>1=—=—-=2512cm
A k 025

3. La vitesse de propagation des deux ondes :
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A=VT =V = % = Af =25.12107°9.55=2.40ms™"

4.1 Les positions des nceuds :

Ondetotale: y=Yy +Y,
y(x,t) =y (Xt) +y,(X,t) = 4sin(0.25x — 60t) + 4sin(0.25x + 60t)
0.25x — 60t + 0.25x + 60t 0.25x — 60t — 0.25x — 60t

y(x,t) =16sin( 5 ) cos( 5 )

y(x,t) =16sin(0.25x) cos(60t) = 16sin(kx) cos(wt)

Les positions des nceuds sont : 16sin(kx) = 0= kx = mz = Z%X

m A mﬁ =m(12.56) cm, avec (m entier)

4.2 Les positions des ventres sont : 16sin(kx) =16 = kx = (2p +1)% = 27” X

x:(2p+1)%:(2p+1)¥:6.28(2p+1) cm, avec (p entier)

5. Les positions des neeuds et des ventres si |a seconde onde s écrit :
Y, (x,t) =4sin(0.25x + 60t + ¢)

Donc, I’onde totale s écrit :

y(x,t) =y (X,t) + y,(x,t) = 4sin(0.25x — 60t) + 4sin(0.25x + 60t + @)
0.25x — 60t + 0.25x + 60t + 0.25x — 60t — 0.25x — 60t —
: ?) cos( > 2)

y(x,t) = 16sn(0.25x +%) cos(60t +%) = 165n(kx +%) cos(wt +%)

y(x,t) =16sin(

D’ou les positions des neeuds sont :

16sin(ke+2) = 0= (Zx+ )= mx
2 A2

mz — %

X=A 2 =i(2m—£),donclesnoeudssontdécaléde x=—2
2r 4 T Az

D’ou les positions des ventres sont :

. @ 2r [0} b4
16sn(kx + =) =0=> (—x+)=(2m+1)—
( 2) (1 2) ( )2

D'oux = 2 ((2m+1)-2)
4 T
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Donc les point qui ont des amplitudes maximales A sont aussi décalés de |’ ordre x = —4£/1
T

Exercice 2

Une corde de longueur 6m et de masse m =309 est fixée a ses extrémités. Un vibreur sollicite
cette corde avec une fréguence de 52Hz sachant que la célérité de propagation est de
V=26m/s.

1. Déduire lalongueur d’ onde de propagation de I’ onde sur la corde.

2. Calculer satension.

3. On regle la fréquence de vibration a 20HZ pour avoir deux fuseaux, lorsqu’on place un
obstacle a une distance de 1m par rapport au point A (extrémité de la corde). Que devient sa
tension F.

4. Déduire le nombre de fuseaux qui sont formés sur la longueur précédente sachant que sa
tension est F= F /2.

5. Déduire la longueur de corde qui vibre lorsqu’on déplace I'obstacle pour avoir deux
fuseaux, trois fuseaux et quatre fuseaux.

6. La corde forme des ventres d’ une largeur 2cm et de longueur d’ onde 2m, déduire la forme

delacorde al’instant t=0s et at=0.0125s sachant que salongueur qui vibre est de 1m.
Solution

1. Lalongueur d’ onde de propagation est :
A= V_26_ 0.5m
f 52

2. Laforcetension:

=~ =510°kg/m

one: = =00

V= \/E = F = uV? =510°(26)* = 3.38N
i

3. Laforcedetension F :

Ona:
f=20Hz, | =1met deux fuseaux m=2
Lalongueur d'ondes A = 2?' = =1m
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Lavitesse de propagation V =4 f =20*1=f =20m/s

V =\/E = F = uV?=510"°(20)* = 2N
i

4. Le nombre de fuseaux formé sur lalongueur précédente :
Ona:

F:F—zgle
2 2

La célérité de propagation :

V= E: %=14.14m/s
u \'510

Lenombredefuseau%t:m:z—lzz—lf :L20:2.82z3
AV 14.14

5. Lalongueur de corde :

m |F
Onalalongueur: | = — |—

2f
Deuxfuseaux:lzi E=]m

2f\ u

3 |F

Troisfuseaux ;| =— [— =1.5m
2f \ u

Quiatre fuseaux : | :i F =2m
2f\ u

6.1 Laformedelacordeal’instantt =0 sest:
y(x,t) = 2A, sin27ﬂ xsin(vvt+%)

Avec: lapulsation w= 2zf =407 rad s™

Lalargeur d'unventreest 2cm=2b—= b=2A, =1lcm= A, =
D’ou |’ éguation précédente y(x,t) devient :

y(x,t) = sin27ﬂxsin(40nt+%)

. 2T . T . 27
t=0= y(x,0)=9n— xs9n(—) =9n— X
y(x,0) 7 (2) )
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Pour x =0= y(0,0) :sinZTHO:O cm C’est le premier point.

Pour x:£:> y(i,O):sinZ—ﬂizlcm
4 4 A4
Pour x :%: y(%,O) =sin27”%:00m C'est le deuxieme point.

Pour x =§,A non valide puisque on a la longueur de la corde qui vibre qui est de 1m

inferieur%,/l

y(cm),

6.2 Laforme delacorde al’instant t=0.0125s :

Ona:

. 2T . T . 2Tt . T T
X,0.0125) = sn— xs9n(407(0.0125) + —) =sn—xsn(—+—) =0
y( ) 7 (407 ( ) 2) 1 (2 2)

A cette instant t= 0.0125s |a corde reste statique.

Exercice 3

Deux cordes d’'impédances Z1, Z» et de tension 200N sont reliées en x=0. La corde de droite
vibre a 100Hz et son impédance est Z> =20kg/s (figure.6.3). L’ onde incidente (milieul) se

propage vers ladroite a une vitesse 100m/s, son amplitude 2cm et sa phaseinitiale g :

1. Déterminer |I'impédance dans la corde de gauche.

2. Déterminer les vecteurs d’ onde.

3. Expliciter les expressions des amplitudes et des fonctions d onde incidente, réfléchie et
transmise.

4. Calculer lahauteur et lavitessedelacordeen x =-5mett = 1s.

5. Traduire les expressions des puissances moyennes des trois ondes.

onde incidente
-

™\ P
z. = Fig. 6.3
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Solution
1. L’impédance dansla corde de droite est :
Z, = 20kg/s

Puisque les deux cordes sont relies, la tension et la fréquence sont identique dans les deux

cordes, d' ou I’impédance dans la corde gauche qui S écrit :

lei—&=2kg/s

vV, 100
2. les vecteurs d’ onde sont :

® 21100
kl = — =

\'2 100

= 2nrad/m

ky = o~ =27, = =220 = 20n rad/m

3. Les expressions des amplitudes des ondes réfléchies et transmises

A Z, -7, 7, — 7,
r=—= =>AT=A1'

A, 7+ 7, 7. + 7,
A = 002220 _ 1 63102
r= N0 m

L’ expression des amplitudes des ondes transmises :

4, 27 27,
A 721+ 7, Z1+ 27,
2%2
A = 0.02 = 0.3610"%m

2+ 20
Ondeincidente s écrit : y;(x,t) = A;cos(wt — k;x + g)
T
vi(x,t) = 0.02cos(200mt — 2mx + §)
Onderéfléchieest : y,.(x,t) = 4; Mcos(wt +kx + )
Z,+2; 3
T
¥ (x,t) = 1.631072cos(200mt + 2mx + 5)
27,

Ondetransmiseest : y.(x,t) = 4; mcos(wt — kx + g)
1 2
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T
y:(x,t) = 0.63107%cos (200t — 207X + §)
4. Lahauteur et lavitessedelacordeen x =-5bmett = 1s
A x = -5m, les ondes incidentes et réfléchies se superposent dans le milieu 1
yl(xr t) = yi(xr t) + YT(x: t)
Vs Vs
y1(x,t) = 0.02cos(200mt — 2mx + 5) + 1.63107%cos(2007t + 27mx + 5)
Pour x=-5m et t=1sona:
T T
y1(=5m, 1s) = 0.02cos(2007 (1) + 107 + §) + 1.631072cos(200m(1) — 107 + §)

y1(=5m, 1s) = 1.023107% — 0.86107% = 0.15810 %*m

5. Les expressions des puissances moyennes des trois ondes sont :
W, = 2m2A?f272 \W, = 2m2A%f272 et W, = 2m2A2f?73
Exercice 4

Lavitesse de propagation d’ une onde est de 332m/s dans un tuyau de longueur 30 cm ouvert &
ses deux extrémiteés.
1. Etablir I’ équation de déplacement pour lan™ harmonique.

2. Quelles sont les fréequences des trois premiéres harmoniques.

Solution
1. 1 L’ équation de déplacement est :

y (xt)= A cos”T” xsin(”fT”t+(pn)

nt . nfr
X,t) = A, cos— xsin(——t+ ¢,
Yo (X, 1) = A, 03 (0.3 ®,)

2. Les fréquences des trois premiéres harmoniques :

2L _2(03) 06

On a: lalongueur d’onde desmodes A, =
n n n

127



CHAPITREG les Ondes Stationnaires

Les fréguences desmodes : f = n% = n% =n553.33Hz.

n

La fréquence de la 1€ harmonique: f, = 1% = 1% =553.33Hz .

La fréquence de la2°™ harmonique: f, = 2% = 2% =1106.66Hz .
La fréquence dela 3*™ harmonique: f, = 3% = 3% =1659.99Hz .

Remarque:

Le tuyau est fermé al’ origine et ouvert al’ extrémité, il doit contenir un nombre demi — entier

(n-1/2) de fuseaux delongueur 4, /2.

Exercice5

Une colonne liquide de longueur L=15mm est mise en vibration longitudinale par un
excitateur a quartz Q qui émet en A des ultrasons de fréguence f qui se propagent avec la
céérité V=1400m/s dans le liquide. A et B sont des extrémités fixes pour les ondes
longitudinales dansle liquide.

1. Calculer toutes les fréquences f qui font vibrer la colonne liquide.

2. Le quartz est alimenté par un générateur éectrique dont la tension est sinusoidale pour une
fréguence f réglable entre 2.6MHZ et 6 MHZ, déterminer les différents modes (repérés par n)

dans e liquide qui sont provoqués par excitateur a quartz.
Solution

1. Les fréguences f qui font vibrer la colonne liquide sont:
Dans ce cas lalongueur d’une corde qui vibre a deux extrémiteés fixées est égale au nombre de
fuseaux ¢’ est des multiples pour chaque longueur de fuseaux: | = n%

La vitesse de propagation est donnée :

Voifof=y-NV_, 1400

- =N = Nn46660Hz
A2 2*1510

2. Lesmodes n que le quartz peut exciter dans le liquide sont :
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2.110° < n46660 < 610° = 45 < n < 128.59

Pour n=46= f =2.14MHZ ........ N=80= f =373MHZ ....n=128 = f =5.97MHZ

Exercice 6

Une corde de longueur 1m et de masse 100g est fixée a ses deux extrémités avec une tension
de 4000N.

1. Cadculer les fréequences d oscillation pour les quatre modes et les longueurs d onde
correspondantes.

2. Etablir I’expression de la vibration au point x et I’instant t.

3. Déduire ladensité d’ énergie cinétique et la densité d’ énergie potentielle.
4. Déduire lavaleur del’ énergie totale dans la corde.

Solution

1.1 Les fréquences d oscillations pour le n'®™ mode

*
f :i avec f =\/ﬂ=\/2000 1:200Hz
m 0.1

n200

Douf =

n

=n100

Pourn=1= f, =100Hz,n=2= f, =200Hz,n=3= f, =300Hzetn=4= f, = 400Hz.

21
n
Pourn=1=1 =2m,n=2=1,=Im,n=3= 4, =0.66met n=4= 1, =0.5m.

1.2 Les longueurs d’ onde pour le n'®™ mode: A, =

2. L’ expression de lavibration au point x et I’instant t

y,(x,t) = A, smT xsm(nf—ﬂtﬂon)

3.1 Ladensité d’ énergie cinétique :

1 1 n f27T2 nfrz
E. == = 26in2 % x cog? t+
3.2 Ladensitéd é energle potentlelle
1_0y,., 1
E, ==-F(Z)?%= 2 xsin? (-t +
=2 ) 75 L (L o)
1 n2f2 2
==pu cos? —Z xsin —t+
S H A, 1 “( [ L+ on)
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4.1’ énergietotale delacorde :
E,=L<E ==L(<E >+<E,>)

1 n°f’z®> , 1n°Frn®> , . 1
E == == =L=y f2A
iy A L A 4unA1
Exercice 8

Un tuyau sonore de longueur L est ouvert a ses deux extrémités. Devant I’une d’éelles, on
place un haut-parleur relié a un générateur de basse fréquence (GBF) délivrant une tension
sinusoidale de fréguence réglable. On modifie la fréquence du GBF en partant d’une valeur
tres faible et on note les valeurs de fréquence pour lesquelles |e son est nettement audible dans
le tuyau. Ces valeurs sont consignées dans le tableau suivant :

f(Hz) | 142 | 283 | 425|567 | 708 | 850

On admet qu’ & chacune de ses extrémités, la colonne d air présente un ventre de vibration.

1. Quelle est l1a fréquence fondamentale pour ce tuyau ?

2. Déduire le nombre des ventres et des neeuds pour lafréquence de vibration f = 425 Hz.

3. Sachant que pour cette expérience, la célérité du son dans |’air vaut V = 340 m /s, calculer

lalongueur du tuyau.
Solution

1. La fréquence fondamentale pour ce tuyau : ¢’ est la plus petite valeur de f pour laquelle le
tuyau émet un son audible, il s agit donc de f1=142 Hz.
2. Lafréquence de 425 Hz correspond a fz = 3 f1. Sachant qu’ a chaque extrémité du tuyau, il y

il y atrois neeuds de

n?

a un ventre de vibration, et que la longueur du tuyau estl :g/l

vibration dans la colonne d’air (et aussi quatre ventres).

n

3. Lalongueur du tuyau et lalongueur d onde sont reliéespar : | = 2/1

pour n = 3la céé&itéV = 340m/s de |’ onde éant connue, on déduit :
=30 g a =T, =L
2 f, 3f,
D’ou lalongueur de tuyau est donnée:

3V _ 340

“23f, 204
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Exercice9

Soit deux diapasons D1 et D2 qui vibrent ala méme fréguence f=50Hz, avec des phases ¢, et
@, . |lIs transmettent, en A pour D1 et en B pour D> (AB=1m), deux vibrations de méme
amplitude a une corde de grande longueur tendue suivant I'axe xx’ (figure.6.4), qui se
propagent sur celle-ci avec une célérité V = 20m/s. On admettra que, grace aux liaisons
souples entre les diapasons et la corde, I’ onde issue de D1 ne se réfléchit pas en B, et que
I’ onde issue de D2 ne se réfléchit pasen A.

1. Déduire |’ onde issue de D; arrivant au point M d’ abscisse x.

2. Déduire |’ onde issue de D> arrivant au point M d’ abscisse x.

3. Caculer I’ onde résultante en ce point et conclure sur la nature de |’ onde obtenue.

4. Déduire les positions des nceuds et des ventres et que deviennent ces positions lorsgue
P11 =9,

5. Quelle est |a distance entre deux neeuds ou deux ventres consécutifs pour ¢, = ¢,

- I

' 0
X A(-1/2) M(x} B(l/2) X
Fig.6.4

Solution

Lepoint M sesitue entre A et B donc :
I I
AM|=(=+Xx) et |BM|=(=-X
[AM]= (5 +x) et [BM|=(; - )
1. L’onde issue de D; arrivant au point M est :
ol

ol 0]
X, 1) =acos(ot ——(—+ X) + =acos(ot——XxX——+
Y, (% t) S v(z ) +¢1) S v ?,)

BxD) = 200t~ kx - 21+ ¢,)

2. L’ onde issue de Do arrivant au point M est :
o | 10) ol
x,t) =acos(wt——(=—-X)+¢,) =acos(wt+—X——+
Y2(%:1) S(@ V(2 )+¢2) S(@ v 3y ?2)
yl(x,t)zacos(a)t+lo<—%l+go2)

3.I'onderésultante est : y (x,t) = y,(x,t) + Y, (X,t)
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y(xat):acos(a)t_kx—g‘f‘@l)-f-aCOS(a)t—f-kX—E—i-(pz)

— @, | (Pl""(Pz
X,t) = 2aco kx+ cos(wt — =<
y(x,t) = S 2 —=——)cos(w YR )

7 _(01)

y(X,t) représente une stationnaire de I’ amplitude A = 2acos(kx + 5

4.1 Les positions des nceuds et des ventres sont :

Lespositionsdes nceuds<> A=0
A=0= (ke +2 q”1)_ L

A
= Xy =_(_§02 +@+ 7 +2pn) = —— (-, + @, + 7 +2pr)
2k A
Les positions des ventres <> | Al est maximale = (kx, + 9 (pl)—

- 1
(kx, +%): pr =X, :Z(_(/’z"'(/’l"'zpﬂ)

A
= X, =— (-0, + o, +2pr)
A

A
Lorsque ¢, =g, = X, =5 P

Lorsque ¢, = ¢, = X, :%(1+ 2p)

5. Ladistance entre deux neeuds ou deux ventres consécutifs pour ¢, = ¢, est:

On alalongueur d’un fuseau est L—/l v __ 20 =0.2m
2 2f 2*50
v - p02
Lorsque ¢, =g, = 1~ P2

Xy = 0.2(1+ 2p)

Exercice 10

Une corde de longueur L est fixée en ses extrémités d'abscissex =0 et x = L.
o’y(x,t) 1 8%y(x.t)
ox? (VAR &
forme de fonctions a variables séparées: y(x,t) = f(x)g(t). Montrer que f(x) et g(t)

1. On cherche des solutions de |'éguation de propagation =0 sousla

doivent étre des fonctions sinusoidales. En notant w la pulsation de g(t), donner |’ expression
delafonction spatiae f(x)?
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2. Montrer que les conditions aux limites imposent a w de ne pouvoir prendre qu'une sé&rie de
valeurs discretes notées w,, (n € N*) et donner I'expression de w,, . Exprimer la longueur L
en fonction de 4,,.

3. Quelle est I'expression d'une solution y,, (x, t) correspondant au mode de vibration d’indice

n? En déduire qu'une solution générale de I'éguation de propagation de I’ onde s‘écrit sous la

, L . % . navt, .
forme d'une série de Fourier : y(x,t) = ¥_,[a, cos ""Tt + bysin n”Tt]sm % (1)

4. Montrer que I'équation (1) peut étre écrite sous laforme y(x, t) = F, (t — %) +F, (t + %)

5. Justifier le terme d'onde stationnaire donné ay, (x,t) (modesn). Montrer qu'il existe le
long de la corde des points immobiles ; en préciser le nombre et |a position. En supposant qu'a

Iinstantt = 0, la corde coincide avec I'axe (0x), représenter graphiquement I'état des

P . . Th T, 3T, 2
déformations de la corde aux instants 7”7”7” avec T, =w—” dans les cas n=1,2,3.
n

6. Pour une corde de longueur L=1.22m, oscillant a la fréquence f, donner |’ expression de la
tensionT,, a appliquer pour obtenir le seul moden. Déduire la fréquence f pourn =1
pour T{ = 2930N, u = 5.6510 3kgm™1.

Solution
1. On al'ébranlement est régi par I'équation suivante:

1 d*g(t)
V?Z  dt?

’y(x,t) 1 2%y(xt) 0w d?f(x)

G a0 - f(x)=0
OX? VAR, & dx? 9 ()

9() _ 1) =0= f(x)=g(t) = a’(lesvariables x et t sont indépendantes)

1
d2g(t) V2 d2f(x)

dt? dx?
2
ddeX) +a’f(X)=0< f(X)=Acosa x + Bsina x
X
2
%M‘Z\/Zg(t) =0< g(t) =Ccosat+Dsinat

D'oulapulsationest: w =aV = a =k =%

L’ expression de lafonction spatiale est : f(x) = (Acos kx + Bsinkx)

Donc y(x,t) = f(x)g(t) = (Acos kx + Bsinkx)(Ccoswt + Dsintwt)
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2. Les conditions aux limites imposent a w de ne pouvoir prendre qu'une série de valeurs
discrétes notées w,, (n € N*)

y(o,t)=0< f(0)=A=0

y(L,t) =0 f(L)=BsinkL:Bsin§L=O (1)

Del’équation (1) on déduire :

dn?L=0=2_ =kL=nr
i i

Donc I'expression de y(x, t)s écrit sous laforme suivante:

Y, (x,t) = BsinnTﬂx(Ccos%H Dsin%tj

=B, sin% x(C, cosw,t + D, sinw,t)

Lalongueur L en fonction de A,, est définie par :

PRVE A A LG%

n n
w, N

3. L’expressionde y(x,t) S écrit :

Yy, (x,1) =B, sin% X(C, cosm,t + D, sinw,t)
: . . N nzV . NV
=sin2r x(a, (:05cont+bnsmcont):sm—ﬂx(an cosLternsmLtj
\ L L L
Avec: a, = B,C, et b, = B,D,

4. Lasolution générale s écriracomme une combinaison de tous les modes :
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y(x,t) = z sinnT7r x(an cos nnV

n=1

Z sm—nﬂv (t ——) + sin—nﬂv (t+ —)j b, (cos—nﬂv (t ——) cos—mv (t+— )j
~ L L 2 L L

5.1 Le moden s'écrit comme suit :

b, s‘nﬂtj
L

W, W,
Yn(x,t) = Bysin— (C coswyt + Dysinw,t) = E,sin— T cos(wpt + @)

Lasolution y,(x, t) est caractéristique d’ une onde stationnaire.
Avec:

nnV

n L
Leterme E, sin %x apparait comme I’amplitude des oscillations.
Les positions des nceuds qui sont en nombre (n+1) en comptant les deux extrémités, sont
définit par sin%x = 0 (des points immobiles). Elles correspondent & :

O<x=m—="L=22,<L.

wn n

6. L’ expression de latension T,, & appliquer pour obtenir un seul mode n est :

TlTL’V
Wy = =2 fn

! 2
Lavitesse de propagation le long delacordeest V = \/i_n 2fnl T, = (Zf—”L)

n

2 fnL)Z

D’ou latension T,, = lt( .

La fréquence pour le premier mode n=1 est :

1,1 2980 _ o
h=31 %~ 2022 56810 z
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Exercice 11

A I'instant t = 0s, une corde de piano est immobile dans la position d'équilibre y(x, 0) = 0.
Elle est frappée avec un petit marteau de largeur e (e << L) situé entre les abscisses x = a et
X = a+ e, qui communigue par le choc une impulsion initiale a la partie frappée. Dans ces
conditions, la vitesse de chague point de la corde a l'instant t = 0 est modélisée par une
fonction " créneau " :

ay .
E E’.l )

L} [

=l

Z—Jt’(x,O)zUpouranSa+e

et ,

g—f(x),O) = 0 partout ailleurs.
1. Déterminer les coefficients a, et by,.

2. Trouver une application musicale du fait que les coefficients dépendent de a. Que faut-il

faire pour supprimer une harmonique, en particulier celle qui correspondant an = 7?
3.Danslecasa = % guels sont les harmoniques présentes ?

4. Une corde minuscule de guitare ou de harpe est pincée et |achée au tempst = 0 de telle
sorte que sa vitesse initiale soit nulle. L’endroit x = a ou alieu le pincement joue le méme

réle vis a vis des harmoniques que celui de la frappe. En consequence, et afin de limiter les
. N . L . . e e ey
calculs, nous nous limitons a un pincement en x = 5 S bien que la position initiadle de la

corde est définie par la fonction triangle :
2h L hb-—-----5
y(x,O)sz pourOSxSE :
2h L
y(x,O)zT(L—x) pourESxSL |
|

4.1 Déterminer les coefficients a,, €t b, .

4.2 Déduire lasolution générale de y(x, t) .
Solution

1. Lesvaeurs des coefficients a,, et b,, sont exprimées selon :

?y(xt) 1 9%y(xt)

2. T g2, — U estdonnee:

La solution de |'équation de propagation de |’ onde

[oe)

. nmx nnVt - nult
y(x,t)zz smT(ancos L + b, sin L )

n=1
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At=0s

[oe)

. nmx
y(x,0) =ZansmT =0=a,=0

n=1

D'ou:y(x,t) = Yip=1 by sm—sm%‘/t

D’ apres les conditions initiales imposées a la vitesse de chaque point de la corde a l'instant

t=0s:

0
Vo (x,t) = 2 Z b, sin cos

dat L L L
n=1
At=0s
) oV nmx noV 2 [4te nmwx
Vn (x,0)=(—) Z nSin——= = b, =—j sin——dx
L L), L
n=1
Y nma nr(a + e)
= [cos I cos I ]

D’ou I’ expression de b,, est donnée sous laforme suivante :

2UL nma nr(a + e)

n =7y [cos T cos I

On utilise le développement cos(a) — cos(b) = —2 sinazﬂsinaz;b I’ expression précédente
devient alors :

4UL . nm ., nm
b, ==, Sin— (a+ )sm—e
nem<Vv 2L

Sachant que Si”Ze ~ Ze puisquee «< 0
2Ue nm

WsmT(a +§)

D’ou lasolution de y(x, t) qui S écrit comme suit :

Q

by, ~

( t)_ZUe = 1 nn( +e) - nnx  nuVt
y(x,t) = 7 1nsm I a 5 sin i sin I
n=

Si e << a lasolution y(x, t)devient aors:

2U . nmuvt
y(x, t) = —ezn 1 sm—smixsmnnT

2. Le choix de a, endroit ou la corde est frappée, permet de choisir les harmoniques et leurs

amplitudes. Pour supprimer I'harmonique n = 7, il suffit d'avoir : sm— =0 :ﬂ_ mm

Lavaleurdea est: a = mTL

137



CHAPITREG les Ondes Stationnaires

Lesvaleurstrouvées pour asont :

L 2L 6L
m=12,.6a=-,—,..—

R correspondent aux nceuds de I'harmonique considéré.

L . ,
3.Danslecasa = P les harmoniques présentes sont :

L . . p:
Onaa= 5= sm"z—" =0 pour n=2, 4, 6.... Dans ce cas les harmoniques présentes sont les

harmoniques impairsn=1, 3, 5....

4. Lacorde est maintenant écartée de la position d’ équilibre al’ instant t = 0 comme indiqué

sur lafigure : y

Lasolution de |'équation de d'Alembert est donnée:

[oe)

. nmx nnVt - nult
y(x,t)zz sin— (aycos L + b, sin L )

L
n=1
Ona:
ay__ . _Z nnV  nmx nth_I_b nnV = nnx nnVt
at—y(x,)— (anLSLanm I n—p - Sin——cos—;
D’ aprésles conditionsinitialesona: y(x,0) = (ZZ) =0=>b,=0

. 2 . nnvt
Donc lasolution s écrit: y(x,t) = Y%, a, smTcos”T

Pourt=0 = y(x,0) = X3, a, sin™=—= = a, = %folyo" 0) sin=~dx

2 (122n  nmx 2 (Y 2r(L—x)
a":ZL szdex+ZfL/2 I sin I dx

2 (Y22h  nmx 2 (Y 2h(L—x)  nnx 2 4hL_  nm
a":ZL szdex+ZfL/2 I sin I dxzz(nznz)sm7

@ = 2(4hL)Sinn7t
n T \n2x2 2

4.2 Lasolution générale s écrit :

nmw . Nnx nnVt
y(x,t) = Z( )sm—smTcos I
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Exercice 12

Une membrane élastique de masse me par unité de surface, carrée de cote a est fixée tout au

long de sa périphérie avec unetension F par unité de longueur de la périphérie.

1. Ecrire I éguation de propagation. b aa
2. Caculer lafréguence des quatre premiers modes. E a E F
3. Quelle est la dégénérescence de ces frégquences. N 'g v

4. Calculer I'énergie totale de la membrane oscillant selon un mode (m, n) et I’énergie

moyenne sur la surface de la membrane.
Solution
1. I’ équation de propagation :
o%u, F (0%, &%,
= B +—
0%t m.\ 0°x 0%y

2. lafréquence des quatre premiers modes :

Lesmodessont: u,,, = A, sinm—Lﬂ xsinnT” ysin(2f, t+o. ) (metneN)

F
f :\/:S\/m2+n2

" 2a
F F |F
m m m
La fréquence des premiers modessont: f,, =+ =f , f, =<2, f,,=+—=1f,,,
' 2a T 2a ’ a '
F F
m, m,
f1,2 :Z—ah\/gz f2,1 et 1:2,2 = 2a \/g

3. La dégénérescence de ces fréquences f,, f,,,, f,,, est double (2) alors que f,,, et f,,,ne
sont pas dégeneérées.

4. 1L’ énergie totale de lamembrane oscillant selonle mode (m, n) est: E, = E. + E;

L’ énergie cinétique est :

2
B =2 m. (Uy)* =2 ms(Am 21, SN xsin< -y cos(2af, 1 + com,n>j

L’ énergie potentielle est :
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1_0U,,., 1_0U., ., 1( mz mr . nmo . jz
E =—F—)"+=F(—)"==F ——CcoS—— Xxsin— ysin(2»f t+ +
0= PO ) 5 PGy = 5 F| Ann L cos - xsinTm ysin(2af, t+oy,0)
1 mrz . mr nr . 2
—F ——sSin— xcos— ySsin(2af _ t+
> (Am C C C Y (2t wm,n)j

Donc I’ énergietotale est :

2
E =§m{/ﬁm2nfm,n sinm—fxsin”{ycos(zfrfm,ntwm,n)j +

1 mn mr
—F ——COS
2 (A”’” L L

2
xsin”{ysin(zfrfm,ntwm,n)j .

1 mz . Mmn nc . ?
=—F ——sin——xcos— ysin(2xaf_ t+
: (Am i 1 Y (2nf ., (pm,n)j

L’ énergie moyenne sur la surface de lamembrane est :

<E ==<E.>+<E; >'=%ms(m6}n,n fm,na )2
Exercice 13

Une onde é ectromagnétique de fréquence f égale & 510*“Hz se propage dans le vide.

1. Déterminer sa vitesse de propagation, sa longueur d’onde et conclure a quelle partie du
spectre des ondes é ectromagnétiques appartient-elle. En déduire sa couleur 7

2. L’onde pénetre maintenant dans un milieu d’'indice de réfraction n = 2.5. Calculer sa

nouvelle vitesse, safréguence et salongueur d’ onde? peut-on encore lui attribuer une couleur.
Solution

1.1 L’ onde propage dans |e vide donc savitesse est ¢ = 3108 ms .
1.2 Lalongueur d’ onde dans le vide est donnée par :

c 310%8
f T 510+14

1.3 Cette onde appartient au spectre visible et est de couleur rouge.

=0.610"%m

2. L’onde propage dans un milieu d’ indice n = 2.5 donc :

+8
La vitesse de propagation devient :V = % = 31205 = 1.210%"%ms?

Cependant I’onde propage dans un milieu d’indice n=2.5sa fréquence f reste invariante et
donc sa couleur demeure la méme dans ce milieu. Par contre, salongueur d’ onde change et sa

nouvellevaleur est :

c 1 06107

= 0.2410°
fn n 2.5 m
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Rappels de courssur laréflexion et laréfraction delalumiére.

7.1Introduction.

Dans le cadre de I’ optique géométrique, lalumiére (onde éectromagnétique) est considérée
comme un rayon lumineux qui se propage d’ une maniere rectiligne, avec une direction et un
sens bien définis. Ainsi, dans un milieu transparent (pouvant étre traversé par la lumiére par
opposition a un milieu opague), homogene (caractéristiques optiques indépendantes de
I’ espace), isotrope (caractéristiques optiques indépendantes de la direction de propagation du
rayon lumineux.) et caractérisé par son indice de réfraction, la lumiére se propage en ligne
droite. Il faut garder a I'esprit que I'optique géométrique n’est valable que s toutes les
dimensions du probléme, notamment |a dimension des diaphragmes qui limitent les fai sceaux,
sont tres supérieures a la longueur d’onde. Sans quoi, des phénoménes de diffraction

interviennent, et la notion méme de rayon lumineux n’a plus de sens.

7.2 Indicederéfraction d'un milieu.

La lumiére se propage dans le vide avec une vitesse C = 3.10® m s alors que dans les autres
milieux matériels la lumiere se propage a une vitesse V inférieure a la vitesse C. Chague
milieu peut étre caractérisé par un indice, noté n, dit indice de réfraction tel que n = C/V (air

n=1.00, eau n=1.33, verre n=1.5, quartz n=1.45).

7.3 Principes de Fermat.

1. Soit A et B deux points dans I’espace, pour adler de A a B on peut suivre plusieurs

chemins :

Lalumiére emprunte le chemin le plus court en temps.
2. Principe de propagation rectilignedelalumiere.
Dans un milieu homogene, |a distance la plus courte en temps entre deux points est |e segment

A/B
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Lorsque |’ espace est formé par plusieurs milieux différents, la lumiere se propage en ligne
brisée.

3. Principe deretour inverse.

Considérons un rayon lumineux issu d'un point A, traversant plusieurs milieux et aboutissant
a un point B, sans subir de réflexion. Si on inverse le sens de la lumiére en considérant un
rayon lumineux issu du point B et aboutissant au point A, on remarque que la lumiére suivra
le méme trgjet entre ces deux points (le trgjet suivi par la lumiére est indépendant du sens de

propagation).

7.4 Loisde Snell-Descartes.

Les lois de Snell-Decartes décrivent le comportement d'un rayon lumineux a I'interface de
deux milieux d'indices de réfraction différents. Un rayon lumineux issu d une source S,
traverse un milieu 1 d’'indice n et arrive a la surface d'un 2°™ milieu n'" Sur le dioptre, le
rayon lumineux se divise en deux rayons (un rayon réfléchi IR et un rayon réfracté IR’).

Sl : rayon incident

| : point d'incidence B

i : angled incidence

IR : rayon réfléchi

i’ : anglederéflexion Dioptre plan

IR’ : rayon réfracté Milieu2
r : angle de réfraction
NN’ : lanormale alasurface des deux milieux

Plan SIN : plan d'incidence PN

Fig. 7.1 : Comportement d’' un rayon lumineux a
I'interface de deux milieux différents (dioptre plan).
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7.4.1 Lois de Snell-Descartes pour laréflexion.

Définition.
On dit qu'un rayon lumineux est réfléchi par une surface lorsgu’il est renvoyé par celle-ci
dans une direction bien déterminée, (exemples. miroir, une surface d’ eau calme, une surface
métallisée, une vitrine....) lorsque la surface réfléchissante est plane, on dit qu’il s'agit d’un
miroir plan.

Le rayon incident, le rayon réfléchi et la normale a la surface réfléchissante (miroir)
sont situés dans un méme plan, appelé plan dincidence. L’angle de réflexion est éga a
I"angle d’incidence::
=i
Les directions du rayon réfléchi et du rayon incident sont donc symeétriques I’une de I’ autre

par rapport alanormale au plan réfléchissant. Comme lamontrela Fig. 7.2.

normale rayon réfléchi
I

[
: I'angle de

i r_s’.:ﬂexiun
. |

A~ '. 'j.a"-. "—”. 'J.—-' ‘. ";,-".— '}/’. 'ff-' .. -, "f —-”.— -~ -. "/’.— 7 /’f ",-".— r""f '}.-' ‘.- '}.:'-..- ‘<

,

mirair plan

Fig. 7.2 : Réflexion par un miroir plan.

7.4.2 Loi de Snell-Descartes pour laréfraction.

Lerayon réfracté fait un angler avec lanormale (fig. 7.1), tel que:

nsini =nsinr = sini =—sinr
n
=sni =n sinr

0
avec: n,=—

n
n, N’ sont respectivement lesindices de réfraction du milieu 1 et du milieu 2 ; nr est I'indice
relatif.
Si I’on inverse son sens de propagation, le rayon lumineux décrit la méme trgjectoire d’ apres

le principe de Fermat. La réfraction de lumiere se fait selon deux cas :
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1¥ cas : la propagation versun milieu plusréfringent.

Si un rayon se propage vers un milieu plus réfringent (n'>n ) apres avoir traversé une surface
de séparation (Fig.7.3. a), I’angle d'incidence i et I’angle de réfraction r sont liés par la
relation de Snell- Descartes :
nsini=n'sinr < sini :% sinr

&< sini=n, sinr

avec :

r

n
n=—>1.
n

Ains I’angle r est toujours inférieur ou égal a I’angle i et le rayon incident, dévié apres
réfraction, se rapproche toujours de la normale a la surface de séparation. Le rayon réfracté
existe toujours mais I'angle qu'il fait avec la normale peut atteindre une valeur limite qui
correspond a 90°. C’est le cas de I'incidence rasante. Elle induit un angle de réfraction limite

I, » dONNEe par :
. n
sint,,, = - =

2°M€ cas : propagation versun milieu moins réfringent.

Si un rayon lumineux traverse une surface de séparation et se propage vers un milieu moins
réfringent (n'<n) (Fig.7.3.b), I'angle d'incidence i et |’angle de réfraction r sont liés par la
loi de Snell-Descartes.

o . n
nsini=n sinr mais danscecas. n, =—<1.
n

Dans ce cas, r est toujours supérieur ou égal ai et le rayon incident dévié apres réfraction,
S écarte toujours de la normale ala surface de séparation. Ainsi, le rayon réfracté n’ existe plus
pour un angle d’incidence supérieur aun angle limitei,,,, savaleur est donnée par :

sini,, =n,,

avec :
r =90°
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Fig. 7.3 : Réfraction dans un milieu :(a) plus réfringent, (b) moins réfringent.

7.4.2.1 Notion de déviation.

Quand un rayon lumineux change de milieu en traversant un dioptre, il est en général dévié.
La déviation est I’angle dont il faut faire tourner le rayon incident pour I’ amener sur le rayon
réfracté. Contrairement ai ou r, D est par définition un angle orienté avec les conventions
habituelles. Quand un rayon se propage vers un milieu plus réfringent apres la traversée d’un
dioptre, I'angle D est orienté dans e sens des aiguilles d’ une montre et il est négatif (Fig. 7.3.
a). Si, au contraire, le rayon se propage vers un milieu moins réfringent, |I’angle D est orienté

dans le sensinverse des aiguilles d’ une montre; il est donc positif (Fig. 7.3.b).

7.5Loi deKepler.

Lorsque I'angle d'incidence i est petit, au premier ordresini =i et sinr = r. On obtient une

expression approchée de la loi de Snell-Descartes appelée loi de Kepler :

: : . N

nNi=n r=i=—r
n

=i =nr

Avec: n, =0
n
7.6 Leprisme.

Définition.

Un prisme est un milieu homogene, transparent, isotrope (constitué de verre, de quartz,...) et
limité par deux plans non paralléles appelés faces du prisme. Leur intersection forme I’ aréte
du prisme caractérisée par I’angle A. La base du prisme est |a troisiéme face. Généralement,

le prisme est représenté en coupe dans le plan principal qui contient les rayons incidents et
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réfractés (voir fig. 7.4). Celui-ci est utilisé souvent dans les montages optiques pour séparer
les longueurs d’'ondes d' une source lumineuse (Ex : laser avec les cristaux doubleurs ou
tripleur... (2w, 3w et 4w)).

Fig. 7.4 : chemin lumineux dans le prisme.

Formules de prisme.

On applique la loi de Snell-Descartes sur laface AB au point 11, on obtient :
sni,=n,sinr,
On applique la loi de Snell-Descartes sur laface AC au point |2, on obtient :
sni,=n, sinr,

r,+r, =A (L'angle de prisme), avec: n, :i(n > est I'indice du prisme, no I’ indice du vide).
nO

7.6.1 Calcul de la déviation.
Soit K le point d’intersection des supports du rayon incident et du rayon émergent (fig. 7.4) ;
le support de ce dernier peut se déduire du support de I’incident par une rotation autour de K,

vers la base de prisme, d'un angle D appelé déviation. Pour calculer cette grandeur nous

utilisons le triangle 1112K (fig. 7.4) ; la somme des angles IA1 et I; est égale a I'angle

extérieur D :

AN

l,=i,-retl, =i,-r,.
Par la suite, ladéviation D est donnée par :

D=(,—r)+(,-r1,)
D=(i,+i,—-A)
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Comme I’ angle d’ @mergence i2 peut se calculer a partir des troisdonnées A,n et i , nous

constatons que la déviation dépend des deux caractéristiques A et n du prisme et de |’angle
d'incidenceis.

Remarque:

Imaginons que le sens de propagation de la lumiére change conformément a la loi de retour
inverse, le trajet de la lumiere n’est pas modifié, le rayon est toujours dévi€ vers la base du

prisme du méme angle D (fig. 7.5).

Fig. 7.5. Application delaloi du retour inverse de la lumiére.

La valeur de cette déviation est encore donnée par larelationD = (i, +i, — A) dans laquelle iz
est maintenant I’ angle d’incidence et i1 I’ angle d’ émergence.
On en déduit que la méme déviation D peut étre obtenue avec deux valeurs différentes de

I’incidence, respectivement égales aux anglesis et i relatifs a un méme trajet lumineux.

Casd’un prisme de petit angle utilisé sous une faibleincidence.
Si I’'angled'incidence i1 est petit, I’ angle de réfraction est encore plus petit. Ainsi, laformule
de Descartes peut se transformer en celle de Kepler :

Il_ r r1
|2: r r.2
avec
n
n =—
nO

D’autre part, Si A est petit, I'anglerzestdonné: r, =A-r, ,

D’ou lanouvelle expression de la déviation S écrit:
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D=i,+i,-A=n,r+nr,—A
~n, (r+r,)-A
~(n -1)A

Ainsi, dans ce cas particulier, ladéviation est indépendante de I’ angle d’incidence et elle est

proportionnelle a1’ angle de prisme. Celle-ci est évidement faible puisque A est petit.

7.6.2 Déviation minimale.

La déviation D passe par un minimum (D = Dn) lorsque I’angle d’'incidence i1 est égal a
I’angle d’ émergenceiz (i1 = i2). Cette égalité entraine celle des anglesri et ro, d’ ou :

A:2r1:2r2:>r1:r2:%;

Donc, ladéviation minimum Dn, est :
. . . A+D .

D,=2,-A;l,=1I,= +2 =

Il S'ensuit que I’on peut relier la déviation minimale aux caractéristique A et n, du prisme
gréce ala relation suivante :

sini, =n, sinr,

_sini;, n
“§in R n,

n

r

I’expression deI'indice relatif s écrit comme suit :

7.6.3 Conditions d’ émer gence.

7.6.3.1 Condition aimposer al’angle de prisme.

A I’entrée dans le prisme (milieu plus réfringent que I’air), la réfraction a toujours eu lieu et
on a nécessairement :

n<i @D

Avec: A Cest anglelimite

Dans ce cas, la condition d’ émergence est :

r,<A 2

Les équations (1)+ (2) donnent :
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n+r<2F < A<21

Pour que certains rayons puissent traverser le prisme, il faut que I’angle du prisme soit

inférieur ou égal au double de I’ angle limite.

7.6.3.2 Condition aimposer al’angled’incidence.

La condition relative al’ angle de prisme étant supposée satisfaite, cherchons les valeurs entre
lesquelles doit ére comprise I’incidence i1 pour que le rayon lumineux traverse le prisme.
Commengons par calculer |’incidence io correspondant al’ émergence rasante (i.=90°) ; a cette
fin, il est commode de suivre le trget lumineux dans le sens inverse de propagation de la
lumiére (Fig. 7. 6).

Fig. 7. 6. la condition d’ émergence.

Aupoint I' : I'angle d’ émergence i, = 90° correspond a un angle d'incidence r,égale al’angle
limite A .
Par lasuite,enlonar, = A-r,= A— A, d oulavaeur de iy, est donnée par la relation :
Sni,=n, sin(A-1).

Pour toute incidence inférieure a i, le rayon intérieur (au point 1) est plus incliné
vers la base et il frappe la seconde face sous une incidence r, supérieure al’angle limite 1 et

par la suite, celui-ci subit laréflexion totale.
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Si I’incidence sur la premiére face du prisme est supérieure ai,, I’incidencer, sur la
seconde face est inférieure a I’angle limite A de prisme et supérieure ai,. Dans ce cas, la

condition d’ émergence est satisfaite et le rayon traverse le prisme.

Pour la plus grande valeur d angle d’incidence i,=90° correspond la plus faible valeur

del’angle d’ émergencei, =i, .

Applications

Exercice 1

L e tableau ci-dessous donne les longueurs d’ onde de deux radiations monochromatiques dans

le vide et les indices correspondants pour deux types de verre différents.

Couleur | Ao (nm) | n(crown) | n(flint)
rouge 656.3 1.504 1.612
bleu 486.1 1521 1671

1. Calculer les fréquences de ces ondes lumineuses. Dépendent-€elles de I'indice optique du
milieu? On prendraC = 3.108 m.s ™.

2. Calculer les célérités et les longueurs d’ onde de la radiation rouge dans les deux verres.

3. a. Un rayon de lumiére blanche arrive sur un dioptre plan air-verre, sous I’incidence 60°.
L’'indice del’air est pris égal a 1. Rappeler les lois de Descartes relatives a la réfraction de la
lumiere.

3. b. Calculer I'angle que fait le rayon bleu avec le rayon rouge pour un verre crown, puis
pour un verre flint.

3. . Quel est leverrele plus dispersif 7
Solution

1. Les fréguences de ces ondes lumineuses :

. . . . Cc
L’ expression de la fréguence en fonction de lalongueur d’ onde est donnée par : f = 7

c 310*°

- _45710™Hz
don  656.310

Lafréquencerouge f =
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C 3108

= ~ =6.1710""Hz
Aog  486.110

LafréquenceBleu f; =

Nous remarquons que la fréquence de ces ondes lumineuses ne dépend pas de I'indice du
milieu.
2. Les célérités et les longueurs d’ onde de laradiation rouge dans les deux verres :

on al’expression de la vitesse de propagation de lalumiére dans un milieu différent du vide

et V=S
n
Lalongueur dondeest: A = v =—= o
f n n
Dansle verre crown n=1.504
+8
_C_ 310" 4 9910 me?
n 1.504
-9
A=t 6563107 jon e
n 1.504
Dansleveareflint n=1.612
+8
_C_310" 1 8610 me
n 1612
-9
A= ﬁ = —656'310 =407.1nm
n 1.504

3. a. Laloi de Descartes relatives alaréfraction de lalumiére: nsini =n' sinr

3. b. 1. L’angle que fait le rayon bleu avec le rayon rouge pour un verre crown :
nsini =n sinr=sinr=—sgini
n
L o R
= r =arcsin(—sini)
n
L’ angle réfracté pour le rouge est :
N
r =arcsin(—sini)
n

sin60°) = 35.16°

r, =arcsin
R (1.504
L’ angle réfracté pour le bleu est :

fg = arcs n(Lsi n60°) = 34.71°
1521
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D’ou en déduit que le rayon bleu est plus dévié que le rayon rouge. L’angle entre le rayon
rouge et le rayon bleu vaut Ar = 0. 45°.
3. b. 2. L’angle que fait le rayon bleu avec le rayon rouge pour un verre flint :

L’ angle réfracté pour le rouge est :

r, = arcsin( 1
R 1.612

L’ angle réfracté pour le bleu est :

Sin60°) = 32.5°

fg = arcs n(Lsi n60°) = 31.22°
1671

D’ou en déduit que le rayon bleu est plus dévié que le rayon rouge. L’angle entre le rayon
rouge et le rayon bleu vaut Ar = 1. 28°.
3. c. Levereflint est plus dispersif que le verre crown car I’angle entre les deux rayons est

plus important.
Exercice2

Un rayon lumineux monochromatique passe de I'air a I'eau. Reproduire un schéma en
indiquant les angles d'incidence et de réfraction, en dessinant la normale a la surface de
separation des deux milieux.

2. Ecrire I’expression de laloi de Snell-Descartes.

3. Calculer I’angle de réfraction si I'angle d’'incidence vaut 45° et sachant que I'indice de
I’eau vaut 1.33 et quel’indicedel’air vaut 1.00.

Solution

1. Le schéma indiquant les angles d’'incidence et de
réfraction: avec i, I’angle d'incidence eti, I’angle de

réfraction. n

2. L’ expression delaloi de Snell-Descartes

n,sini, =n,sini,

3. L’angle de réfraction si I’angle d’incidence vaut 45° est
donné comme suit :

D’ aprés laloi de Snell-Descartes, I’ angle de réfraction est :
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. . ngsini
sini,=—+—-
r12
. 1sin45

sini, =0533=i, =32

Exercice3

L’un des rayons d'un faisceau de lumiere se propage dans I’air et pénétre dans un diamant
d'indice de réfraction 2.43.

1. Ecrirelaloi de Snell-Descartes.

2. Calculer I'angle d’incidence permettant d’ obtenir un angle de réfraction égal a 20°.

3. Caculer I'angle de réfraction limite pour un rayon passant de I’air (indice 1.00) dans le
diamant (indice 2.43).

4. Calculer I'angle de réfraction limite pour un rayon passant de |I'air vers I’oxygéne liquide
(indice 1.20).

Solution

1. Laloi de Snell-Descartes s écrit comme suiit :

N, SINi; = Ngae SINT,

sini, =243 sini,

2. L’angle d’'incidence permettant d’ obtenir un angle de réfraction de 20° :

sachant que :sini, =2.43 sini,

sini, =243 sin20°

sini, =0.83=1i, =56.3°

3. L’angle de réfraction limite pour un rayon passant de |’ air vers le diamant d’indice 2.43

N, < Nggimae =1, =90° 1, =L =anglelimite.

Dans ce cas laloi de Snell-Descartes s écrit comme suit:

n,sn90=n,,., SNL=snL= NSNS0

ndiamant

1sin90

243
=snL=041

=s98nlL =

D’ou I'angle de réfraction limite: L =sin™(0.41) = L =24.3°
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4. L’angle de réfraction limite pour un rayon passant de I'air d’indice 1.00 vers I’oxygene
liquided'indice 1.2 est :

N SIN90 =Ny giqice SNL =SNL = Ny SN90
nOygeneliquide
. 1sin 90
=49gnL =
1.2
=snlL =0.833

Donc, lavaeur deL est: L =sin™(0.833 = L = 256.5°

Exercice 4

Les rayons de soleil viennent frapper a la surface d’ un lac sous une incidence égale 2 90°. On
assimile I’air au vide d'indice égal a 1 et on prend I’indice de I’eau n = 4/3. Un faisceau de
rayons étroit est regu par un poisson.

1. Quelle est pour un poisson dans le lac la direction apparente du soleil qui se couche ?

2. Existe-t-il une position du soleil pour laguelle la direction apparente pour le poisson

coincide avec sadirection rédlle ?
Solution

1. Le faisceau paralléle rasant est réfracté dans I’eau. L’angle de réfraction r satisfait la
relation de Descartes :
n,sin90

n

eau

3sin90

n,sini=n,, sSnr=snr=

= sgnr=

=s8nr=0.75=r =48¢6°

Pour le poisson, le faisceau paraléle semble provenir d’ une direction faisant un angle r =
48.6° avec laverticale.
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2. Le poisson voit le soleil dans la direction réelle si i = r, i éant I'angle d'incidence des

rayonsissus du soleil. Avec sini = nsinr, cette condition n’est vérifiéequesi i =r =0°.
Exercice 5

Un rayon lumineux tombe sur la surface de séparation S de deux milieux d’indices respectifs
n;=1.2 et n,=1.6. Celui-ci, donne un rayon réfracté qui forme un angle de 60° avec la surface.
1. Calculer I’angle d’incidence et représenter le rayon incident correspondant a ce rayon
réfracté.

2. Un rayon lumineux passe de I'air n=1 vers I’eau n=1.33, |’angle d’incidence est de 65°
calculer I’angle de réfraction.

3. Calculer I’angle limite pour la surface de séparation eau/air ; que se passera-t il si I’angle

d’incidence est égale a 50°, le rayon passe de I’ eau vers | air.
Solution

A tout rayon incident correspond un rayon réfléchi du méme cété du dioptre et dans I’ autre
milieu un rayon réfracté. Le rayon réfléchi et le rayon réfracté sont tous les deux dans le
méme coté de lanormale au dioptre.

Pour un rayon réfracté, qui forme un angle de 60° avec la surface S, correspond la valeur de
I’angle de réfraction : r = 90°-60°=30°

n1=1.2

Surface de séparation

n=1.6

D’ aprés laloi de Snell-Descartes :

n,sin 30

nsini=n, sinr=sni=
n2

1.6sin 30

1.2
—=sini =0.667 =i =41.8°

= Ssini=

2. L’angleréfracté est:
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On aun rayon lumineux qui passe del’air n=1.00 vers |’ eau n=1.33 avec un angle d’'incidence
65°.
D’ apres laloi de Snell-Descartes :

. . . n,sin 65
nsni=n, sinr=snr=——
n2
. 1sin 65
= sinr=
1.33

=snr=0.68=r=429°
3.1 L’angle limite de réfraction L
C’est I’ angle de réfraction maximum correspondant a un angle d’incidence maximum de 90°
Dans ce caslaloi de Snell-Descartes s écrit :

n,

nsin90=n,sinL =sinL =—
n2

1
SNL=—-=075=L=48.7°
1.33

n,=1.2

n=16~ ns=1.2
L=48.7°

L’angle limite de réfraction L se trouve toujours dans le milieu le plus réfringent (de plus

A BT

grand indice n).

3.2 L’angle d’incidence est égal a 50°, le rayon passant de |’ eau vers I'air (dans ce cas n; est
le plus grand des deux indices), I'angle d’'incidence est supérieur a I’angle limite, le rayon

réfracté n’existe plus. Lalumiere subit alors une réflexion totale sur la surface réfringente.
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Exercice 6

On considere le rayon incident en | sur un cube ABCD de verre d’aréte 4 cm.

A Lr B
( .
6iF
n= 14434
C il

1. Déerminer successivement les points de réflexion du rayon sur les différentes faces du
cube.
2. Par quelle face va-t-il sortir. On donne AB=4cmet Al =1 cm.

Solution

D’ apréslaloi de Snell-Descartes :

. . . n,sin 60
n,sni=n,,, SNnr=snr=—2——
nverre
. 1sin 60
=sinr=
1.4434

=9nr=06=r=236.6°

sin60=1.4434sinr, sSinr=0.6, cosr =0.8 et tanr =0.75 =r = 36.869°.

AupointJona:

j =90° — r=90° — 36.6°= 53.4°, donc sinj = 0.8

tanrzﬂ :>HI:£:L =1.33cm.
tanr 0.75
A J B
Ly H i r(
60°K """""""" K
C D
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AB=AJ+JB=JB=AB-AJ
=JB=AB-1IH
=JB=4-1.33
= JB=2.67cm
Lerayon arrive en K sur laface BD avec un angle égal ar.

tanr:% = BK=BJanr=2.67*0.75=2.00cm. Dans ce cas, il y a une symétrie

compléte.
Le rayon ressort sur laface AC, a1 cm de C avec un angle d’ émergence de 60°. Une partie du
rayon JK ressort en K avec un angle d’ émergence de 60°.

Exercice 7

Une demi-boule de plexiglas sphérique de centre O et de rayon R, transparente et d'indice
1.49 recoit sur sa face sphérique un rayon lumineux Sl paralléle a son axe de symétrie HO

sous un angle d'incidence i = 40°.

Construire le chemin optique du rayon lumineux. Ce rayon émerge-t-il de la demi -boule?
Solution
Soit r1 I’angle correspondant au rayon réfracté en |. d’ apréslaloi de Descartes :

. : . n,, sini
ng Sini=n, snr=snr, =

plx

1sin40
1.49

=snr, =043

=1, =255°

=sdnr, =

Sur la face plane de la demi-boule, le rayon arrive en k avec un angle d’incidence r»
i=r,+r=r,=i-r, =40-255=14.5°

I =

"W
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Cherchons I’ angle critique d’incidence A qui vérifie dans ce cas :
n,sin90

n,;sin90°=n,, siniA =snl = -

plx

1sin90

1.49
=3sni=0.671

= A =4215°

=9nAi=

D’oui =42.15°. Orr2 <A, il y adonc réfraction en k et le rayon émerge de laface plane de la

demi-boule.

Exercice 8

On considere un bassin rempli d'un liquide d'indice n = 4/3 et de hauteur h =1.5 m. On place
au fond du bassin un miroir plan horizontal. Soit un rayon lumineux incident faisant un angle
d'incidence i1=30° alasurface de |'eau.
1.1. Déterminer |'angle de réfraction io.
1.2. Tracer le chemin optique du rayon lumineux qui émerge du bassin apres réflexion sur le

miroir. En déduire ladéviation D du rayon lumineux.
\E

rd v

2. On place au centre de la base du bassin une source lumineuse monochromatique S.

o

S

2.1 On observe ala surface de I'eau un disgue lumineux. Expliquer le phénoméne. Calculer le
rayon R du disque.

2.2 Tracer la marche de deux rayons lumineux issus de la source correspondant aux angles
dincidence j1=30° et j2=60°.

Solution

1.1 L’angle de réfraction iz
D'apreslaloi delaréfraction :

nSnNii=n2sSnis.
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D'ou:

. .oon ..
sini, = —tsini;
n2

sini, = %sinBO"

sini,=0.375=i, =22°

D'apréslaloi delaréflexion,

Aupoint J: i,=22=i,=—,=Iq

AupointK,ona: nsinis=snis

D’ou is = 29.93°.

1.2.1 Construction du trajet optique du rayon lumineux émergent du bassin apres réflexion sur

le miroir

////////f LSS

1.2.2 La déviation du rayon lumineux est donnée par la somme des déviations aux points I, J
et K

D=DI+DJ+ DK

Avec:

DIl =i2-i1=22°-30°=- 8°

DJ=180°- 213 =180°- 2 (44°) = 136°

DK =i5-is =22°-29.93°= - 7.93°

D’ou ladéviation est:

D = 120.07°.

2.1 Le rayon lumineux issu de S passe d'un milieu d'indice n a un milieu dindice inférieur
éga al; il existe un rayon réfracté si et seulement si i <A ou A est I'angle limite d'incidence.

nsni :sin£:> sin/lz1
2 n

Sin/1=§:>/1=48.6°
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h A

S

Les rayons issus de S, qui ont un angle dincidence inférieur a A=48.6°, traversent le
dioptre. En revanche, les rayons issus de S ayant un angle d'incidence supérieur a A=48.6°,
subissent une réflexion totale a la surface du dioptre. Ceci explique |'apparition d'un disque
lumineux de rayon R.

Lerayon de disque est :
R=hsinA=15s8n48.6°=1125m

Un angle d’'incidence j1= 30 ° inférieur aA=48.6° :

Laloi deréfraction s écrit :

. . ., .., nsnj
nsinj, =n,sinj,'=snj'=s——=
ﬂsin30 5
—snj,'=3 [ =5 =066

j1=41.8°
Un angle d'incidence j» = 60° supérieur a I’angle limite A, donc il y a réflexion totale a la

surface du dioptre (j2 > ).

Exercice 9

Un prisme de verre crown d’'indice 1.52 et de petit angle A=4°, placé dans |’ air est éclairé par
un faisceau de lumiere paralléle sous un faible angle d’incidencei.

1. Montrer que le faisceau qui émerge fait avec le faisceau incident un angle D = (Nverre — 1) A.
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2. Calculer la déviation subie par deux rayons qui font a I’entrée I'angle d'incidence i = 3°,

I"un au-dessous, I” autre au-dessus de lanormale.

Solution

D’apreslaloi de Snell-Descarteson a :
n,sini; =n
n

verre snrl
verre 3|an = IﬂlairS”’“Z

Pour des angles petits, on a sini, =i,, sinr,~r, sinr, ~r, etsini, ~i, aors les deux
équations précédentes deviennent :

N, i, =n
n

N

I, =Ngls

verre

Verre
D’ou ladéviation D
D=ii+i—AeA= n+r,

Pour des angles petits, la déviation est :

D= Nierrel T Nyerrelz — A
D= r‘lverre(rl + rz) —A
D=(Ng.-1A

2. Ladéviation est laméme dans les deux cas :
la déviation de prisme est :
D=(Ng.-1A
D=(L5-1)4=2°
On peut retrouver ce résultat en suivant le chemin de chacun des rayons et en calculant les
différents angles. D’ apreslaloi de Kepler :

e lepremier rayon, onal’angled incidence i =+ 3°

. n,, i
na’r I= r‘lverre rl = rl =
nverre
3
=>nh=—=2°
15
Ona:

n+n=A=r=A-r
=>r1,=4-2=2°

Laloi de Kepler sur ladeuxieme face S écrit alors :
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A (N ¢
nair I2 = I'-]verre r'2 = I2 = e 2
nair
1.5)2
I, =u=30
1
D’ou ladéviation :
D=i+i"-A
D=3+3-4=2°
e Ledeuxiémerayon, onal’angled’ incidence i =- 3°
n, i
nalr = I'-]verre I"1 = I"1 =
nverre
:>r1:_—3=—2°
15
Ona:

n+n=A=r=A-r
=>r,=44+2=6°

Laloi de Kepler sur ladeuxiéme face S écrit :

: : r’|verrt—: r.2
na’r I2 = r’|verrt—: I’2 = I2 =n—air
*
i :1.5 6:90
1
D’ou lanouvelle déviation :
D=i+i"-A
D=-3+9-4=2°
Exercice 10

Soit un prisme de verreflint d’ angle A et d'indice de réfraction n = 1.60.
1. Que vaut cet angle si lalumiere émerge par saface de sortie ?
2. On place ce prisme dans un liquide d’indice de réfraction 1.33, que devient cet angle si la

lumiére émerge par saface de sortie ?

Solution

1. Le prismedans!’air :
Pour qu'un rayon émerge par la face de sortie du prisme, I'angle d'incidence r2 sur la
deuxieme face ne doit pas dépasser I’ angle limite raim, dans ce cas laloi de Descartes sur la

deuxiéme face s écrit :
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. : Ny
n SiNry, =N, *sin90° = r,, = Arcsin(—2-)

verre
verre

loim = Arcsin(l—éo) =38.7°

Lavaleur maximale de I’angle de réfraction r1 sur laface d’ entrée du prisme est telle que rim
=r2im= 38.7°. Cela correspond a une incidence rasante sur la face d’ entrée du prisme.

On al’angle au sommet du prisme :

A=r1+r2, donc, savaeur limite est donnée par :

Alim = Iiim + '2iim = 2r 1tim = 77.4°.

nair

On peut écrire que A < Aim avec Aim = 2arcsin( ), ce qui revient a dire que

verre

(§)<arcsin(i) est la condition d’émergence d un rayon par la deuxieme face d'un

verre

prisme.

2. Le prisme dans un liquide d’indice de réfraction 1.33

D’apreslaloi de Descartes sur la deuxiéme face de prisme plongée dans | e liquide on écrit :

nquuide)

n SIN Ty = Miguige * SIN90° = 1y, = Arcsin(

verre
verre

Fyjim = Arcsin(i'—gg) =56.23°

La valeur maximale de I’ angle de réfraction r1, sur laface d’ entrée du prisme est telle que rim
= raim= 56.23°. Ceci correspond & une incidence rasante sur laface d entrée du prisme.

On al’angle au sommet du prisme :

A=r1+r2, doncsavaeur limite est donnée par :

Alim = I'tlim + I'2lim = 2r 11im
Exercice 11

Soit un prisme ABC rectangle en B dindice n = 1.5. Les angles en A et C vaent
respectivement 30° et 60°.

1. Décrire le chemin optique d'un rayon lumineux normal alaface AB.

2. Caculer ladéviation de lalumieére.

3. Tracer letrget optique du rayon lumineux normal alaface BC.
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Solution

1. Rayon incident normal alaface AB

Au point I, le rayon incident est paralléle alanormale
(L’angle d’incidence i=0°) donc, ¢’ est une incidence
normale, dans ce cas le rayon n'est pas réfracté.

Au point J: I'angle dincidence i1 =A= 30°

D’ou laloi de Descartes sur ladeuxieme face AC :

ini = Sni. =i = Arcs Ngre  SINT,
Nerre  SINT =Ny SiNi, =i, = Arcsin(———+

air

)

i, = Arcsin(:>Sns0 f”so)
i, =48.6°
Donc, le rayon emerge par laface AC avec un angle i, = 48.6°

2. Ladéviation delalumiere

D’ apres |’ expression de ladéviation D, on a

D=i+i,-A
D=0+48.6-30
D =18.6°

3. Rayon incident normal alaface BC

Au point I, on al’incidence normale (i=0°): le rayon n'est pas réfracté.
Au point J, I’angle dincidence i1 =C= 60°

: . : n,
sni=n,snN90=sni=—2%

nverre
nverre
=sni= 1
15
= A1 =488°

Avec: 4 [|'anglelimite.

Donc,ii >\ = réflexiontotale

Au point K : angledincidencei's =A= 30°

D’ou laloi de Descartes sur la deuxiéme face AB
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e . L n Snl'
N SN, =N, SINIL, = SN, —_vere” 1
air
. .. 15s8n30
=>sni,="——
1
=i, = 48.6°
Exercice 12

Un rayon lumineux arrive en | sur un bloc de glace qui forme un prisme rectangulaire d’indice
n=1.33(figure 7.7.a).

1. Caculer lesvaleursder, r' et i pour lavaleur limitei = 90°. Donner sans démonstration
I’ expression de ladéviation D. Calculer D. Que se passe-t-il en J ?

2. Donner sans démonstration une relation donnant Dy, la valeur de D au minimum de
déviation. Calculer D et lavaleur im dei correspondante.

3. On colle le premier prisme ABC (bloc de glace d’indice n=1.33) avec un autre prisme
DBC d'indice n pour former un rectangle comme I'indique la figure 7.7.b. Un rayon lumineux
Sl arrive sur laface AB sous uneincidencei = 70°.

3.1. Repérer letrgjet optique du rayon lumineux Sl atraversle premier prisme.

3.2. Discuter selon lavaleur de I’indice 0’ du second prisme, les différents trajets possibles de

lalumiere.
Air (n = 1) , i
S A C
n

1

- - = n
I
B D

Fig.7.7.b

Solution
L’angled’incidencei = 90°.

D’apreslaloi de Snell-Descartes sur AB :
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N, SINi
n

N, SiNi =N, SINr = sinr =

glace
glace

sin90
1.33
= snr =0.7518

= =48.75°

=sgnr =

r+r =A=r =A-r
= r =90°-48.75°
=r =41.24°

On applique laloi de Snell -Descartes sur AC, on obtient :

: . . n._sinr
1 — FA i ;o Ulglace
Nyae SINT =N SN = sini = 25—
r-Iajr
= sini' =1,33sin41.24
=i =61.27°

L’ expression de ladéviation D :
D=i+i —A=90°+61.27°-90° = 61.27°.
Aupoint J: laréflexion est totaleen Jsi i < 61.27°.

2. larelation deladéviation minimale D :

n
sin A+ Dy _ Ngace siné = sn A+ Dy, =1.33sin45°
2 I'-]air 2
_ A+Dn _ 2050
- D, =51°

3.1- Au point I, laloi de réfraction sur laface AB S écrit :
sin70=1.33sni' :>sini':M =0.707
1.33
iI'=45°,
Le rayon réfracté est orthogonal alaface BC. Il ne subit donc aucune déviation a latraversée
du dioptre BC.

3.2- Lerayon lumineux arrive sur laface BD en un point J avec un angle d’'incidence donné
par:j =45°.
Dans ce cas, Il y a trois possibilités qui dépendent a la fois de la valeur de n” et de I’angle
limite d’incidence
nsinA=nsin90° =)= Arcsin (1/n)

» S j<A=>d8nj=<8nA
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J2
> —<—
2 n
—=n <2
Donc, le rayon émerge de laface BD avec un angled’incidencej’ tel que :
snj’=n sinj
» 8 j=A=snj=sni
sinj:sin/l:>£=i|
2 n
—n =42

Dans ce cas, le rayon émerge du prisme parallélement alaface BD.

> Sij>A=n >+/2 :il yaurauneréflexion totale en J. Le rayon arrive en K sur laface
CD ou il subit encore une réflexion totale. Il arrive en P sur la face AC avec un angle

d’incidence égal a45°. Il émerge avec un angle de 70°.

e e et
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Rappel de courssur la formation desimages.

8.1 Notion d’objet et d’image.

Soit un systéme optique représenté par ses deux faces extrémes (>, ,>,) . Laface >, estdu
coté de la lumiére incidente et €lle regoit les rayons lumineux (face d'entrée). La face %,
est la face de sortie de faisceau lumineux incident qui rencontre la face d’entrée >, . Une
partie de ce faisceau pénétre dans le systéme optique, en le traversant et ressort par la face

2., constituant ainsi un faisceau émergent.

% Objet :

Un objet réel peut étre assimilé aun point source émettant des émet des rayons lumineux. En
revanche, un objet virtuel n'émet pas de rayons lumineux, c’est le point de convergence de

rayons virtuels.

@) ()

.‘ 1 k‘,‘
A ¥ I~ A l

LY
L J v . 7
(Z) (X (Z) (X
Fig. 8.1. Objets définis par rapport a la face d entrée (21), (a) : Objet Aréel ; (b) : Objet A virtuel.

% L’image:

Si le faisceau, qui émerge, est conique de sommet A’, on dit que A’ est I'image du point A a
travers le systéme optique. Si le faisceau conique est convergent au niveau de (X2), les rayons
qui le constituent passent effectivement par A’ : I'image A’ de A est diteréelle. Si le faisceau
conique est divergent, A’ est située sur la partie virtuelle de cesrayons : A’ est appelée image

virtudle.

(2) (b)
rd
DaA A
L -
L J | N
() () () ()

Fig. 8.2. Images définies par rapport a la face de sortie (25) ;(a) : Imageréelle; (b) Image virtuelle.
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8.1.1 Espacesreéd et virtuel.

Le classement de I’ espace des objets en espace réel (avant la face d’entrée 3.,) ou espace

virtuel (apres cette face d'entrée X, ) est caractérise par les données relatives en rapport au

sens de propagation effectif de lalumiéere avant |’ entrée dans le systéme optique.

De maniére analogue, les images A" envisagées ci-dessus se forment aprés la face de sortie
>, du systéme optique. Il est ainsi possible de placer en A" un écran pour observer la

formation de I'image. Cette situation correspond aux images réelles. Pour les images

virtuelles, celle-ci seforment avant laface d’ entrée >, du systeme otique, (fig. 8.3).

Espace objet Espace objet

réel - virtuel -
Espace image Espace image
virtuelle réelle
L fe——

(X,) (Z.)

Fig. 8.3. Espaces objet réel/virtuel et espacesimage réel/ virtuel.

8.2 Stigmatisme.

8.2.1 Stigmatisme rigour eux.

Définition : Un systéme optique (S) est dit rigoureusement stigmatique (miroirs plan et
sphérique...) pour un couple de points (A, A’), s tout rayon lumineux issu de |’objet A

émerge de (S) en passant par A’ qui est I’image de A par (S).
8.2.2 Stigmatisme approché.

Définition : Un systéme optique présente un stigmatisme approché (dioptre plan...) pour un
couple de points (A, A’), si tout rayon passant par A passe au voisinage de A’ aprés avoir
traversé le systeme optique.

8.3 Approximation de Gauss.

Pour qu’un systeme donne des images de bonne qualité, il est préférable de I’ utiliser dans
I” approximation de Gauss. Cette approximation n'est valable que s les faisceaux issus des

objets sont peu ouverts et assimilables a des pinceaux et si les angles d’incidences sont petits.
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Les rayons incidents sont alors considérés comme proches de |’axe optique (rayons

paraxiaux).
8.4 Dioptre.

Définition.
Un dioptre est une surface qui sépare deux milieux d’'indices différents, il est caractérisé par
les indices de ces milieux. Il existe plusieurs formes de dioptres classés selon la forme des

deux milieux.

8.4.1 Dioptre plan.

Il représente une surface plane séparant deux milieux d'indices différents. Le dioptre plan
constitue un cas d école pour la compréhension du stigmatisme approché et choisi ainsi
comme exemple de systéme présentant un stigmatisme approché. La minimisation du chemin
optique au premier ordre permet d écrire une relation dite relation de conjugaison. Cette
derniere relie la position de I’ objet A, associée a l’indice objet n, a celle de son image par le
dioptre A’, associée a I’indice image n' pour des angles d’'incidence i et de réflexion r faibles.

On aalors, d' aprés laloi deréfraction de Descartes nsini=n sinr.

image A’ @
1

Normale M

1

]

ObjetA W I
L I
_
a

Fig. 8.4. Dioptre plan, les points A et A’ sont des points conjugués a travers le dioptre.

Laformule de conjugaison est : L L
HA HA

8.4.2 Dioptre sphérique.

C’est une surface sphérique qui sépare deux milieux d'indices différents. On peut distinguer
deux types de dioptres sphériques : dioptre convexe et dioptre concave (fig.8.5).
* Si la lumiere rencontre une surface bombée, le dioptre est dit convexe et son rayon de

courburer > 0.
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* Si lalumiére rencontre une face creuse, le dioptre est dit concave et son rayon de courbure r
<0.

Fig. 8.5. Rayon incident sur un dioptre concave ou convexe.

8.4.2.1 Relation de conjugaison.

8.4.2.1 .1 Relation de conjugaison avec origine au sommet.

Pour établir la relation de conjugaison du dioptre sphérique, nous utilisons |’ expression du

chemin optique entre un point lumineux A et un point A’.

n \ "

Fig. 8.6. Points A et A’ conjugués a travers un dioptre sphérique de sommet Set de centre C.

Avec: R=SC,P=SAP =SA,x=HI

L’ expression du chemin optique (Fig. 8.6) est:

x R L X R
L, =np /1+2—(——1)—np\/1+2—.(—.—1)
P P p P

Nous savons gue le dioptre sphérique n’est pas rigoureusement stigmatique, pour cela nous

utilisons cette approximation (1+ g)” =1+ ne. Dans cette approximation, le chemin optique

Laa S écrit:
X, R C X, R
L mpd+—(=-1)-npQ+—=(=-1)
p p P p

Nous retrouvons la condition de stigmatisme rigoureux a I’ordre zéro qui conduit a la

minimisation du chemin optique :
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oL . .
» _ 0o n-n R -1=0
O X p p

Nous déduisons alors larelation de conjugaison du dioptre sphérique :

8.4.2.1 .2 Relation de conjugaison avec origine au centre.

On peut établir une autre formule de conjugaison en choisissant |’ origine du repere au centre
C du dioptre. Notons: R =SC,q=CA,q =CA : il vientque: q=p-Ret q = p —R. D’ol,
larelation de conjugaison avec |’ origine au sommet :
n ~n _n-n
g+R g+R R

Apres simplification, nous obtenons |’ expression :

8.4.2.1.3 Expression du grandissement du dioptre sphérique.
Pour calculer le grandissement vy, considérons le rayon issu de B et passant par le sommet S
du dioptre (Fig. 8.7). Nous notons i I’angle d’'incidence de ce rayon BS sur le dioptre et i’

I’angle que fait le rayon réfracté SB’.

Fig. 8.7. Grandissement a travers un dioptre sphérique.

Dans |’ approximation des angles faibles, on a:

|z@=E
A p

L AB_AB
A P
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Dans |’ approximation paraxiale, laloi delaréfraction (loi de Kepler) sécritni=n"i’.

Autrement dit : nE =n %

Nous obtenons |’ expression du grandissement :

), = B np
AB np
Sy <0, I'image est inversee ; elle est droite dans le cas contraire (y > 0). Si |y| < 1, I'image

est plus petite que I’ objet ; elle est plusgrande si [y| > 1.

8.4.2.2 Foyersdu dioptre.

« foyer objet : est le point appartenant a |’ axe optique traversé par un rayon incident ayant
un rayon réfracté paralléle al’ axe optique.

% foyer objet (F): est le point objet ayant son image al’infini.

% foyer image (F) : est le point appartenant a |’ axe optique traversé par un rayon réfracté
issu des rayons incidents paralléles al’ axe optique.

« Ladistancefocaedel’ objet (f) est :

n
n—n

SF=f = R

X/
°e

Ladistancefocaledel’image (f’) est :
SF=f=_"_R
n-n

n n '
| —— -
-
F_—~ E
g 5
Fayer T ol Fayer
obpet = B - T image
1
n n
- T
- - +
FI
- 3
Foyer T
e
1 J -
wirtuel n-<n )

Fig. 8.8. Lesfoyersdu dioptre sphérique.
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8.4.2.3 Dioptre convergent ou diver gent.
Dans un dioptre sphérique convergent, le rayon, aprés avoir traversé le dioptre, se rapproche
de |’ axe optique. Au contraire, dans un dioptre divergent, il s'éoigne (Fig. 8.9).
Un dioptre convexe est dit convergent s le deuxieme milieu est plus réfringent que le
premier n >n(Fig. 8.9.b); si au contraire, n’ < n (Fig. 8.9.c), il est dit divergent.
Un dioptre concave est dit divergent si le deuxieme milieu est plus réfringent que le premier
n' > n(Fig. 8.9.d) s au contraire, n’ < n, il est dit convergent (Fig. 8.9.a).

(a) : (b)

() T
(@)

Fig. 8.9 : Les quatre configurations possibles d' un dioptre sphérique : dioptres convergents : a
(concave) et b (convexe). Dioptres divergents : ¢ (convexe) et d (concave).

Dans I’ approximation de Gauss, on prendra |’ habitude de schématiser ces dioptres comme des
portions de droite dont les extrémités sont inclinées comme la courbure du dioptre. IIs sont
représentés sur la figure 8.10. Dans la mesure ou on considere des rayons lumineux semblant
provenir de l'infini (rayons peu inclinés sur |’axe optique), cette représentation est

parfaitement justifiée.

n'<n

+

convexe BIJIITB['gEJ“

- o (]
- n=n

convexe duvergent

s {c
—

9
S

SJ
concave divergent concave convergent

Fig. 8.10 Les quatre configurations dans |’ approximation de Gauss.
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8.4.2.4 Méthode de construction d’ images a traversun dioptre sphérique.

Considérons un point B situé hors de I’ axe principal (axe optique) ; ce point matériaise le
haut de I’ objet AB. Afin de construire son image AB', on choisit de facon astucieuse deux
rayons particuliers incidents sur le dioptre en passant par B. On utilise en général deux des
trois rayons suivants (figure.8.11) :

* Lerayon (1) (ou son prolongement) arrive sur le dioptre parallelement &1’ axe principa ;
aprésledioptre, il passe par F (1),

* Lerayon (2) passe par C et il n’est pas dévie,

* Lerayon (3) (ou son prolongement) passe par F ; apres le dioptre, il ressort parallelement a

I axe optique selon (3).

(a) (b)
i
B B '

S m _—
\{3\’ L_______q_ EHEH P A - H-'#‘_J,i
== 1 axe optique - o B

e o c ""—-.__\___":__ ] ._.=: S— -_:__;._-,__‘__.__,l_._l,-_,___.__ — b axe optique
A \ . "“,:_«_b_l N AT A s P -

3] B'J. ;

(17
) _— 8~
’/_,/'__"""",-:!
= ] 1 axe optique

@ 1

Fig. 8.11. Image A'B’ d'un objet éendu qui transverse AB a travers un dioptre sphérique.

Si I'objet AB est rédl (figures (8.11a) et (8.11b)), les deux rayons incidents passent
réellement par B. Cependant, si I’objet est virtuel (figure 8.11c), ¢’ est le prolongement d’un
ou de deux des rayons incidents qui passe par B. Apres le dioptre, les rayons ou leur
prolongement se rencontrent en un point B, situé aussi hors de I’ axe principal image de B. En
abaissant a partir de B la perpendiculaire a I’axe optique, on obtient le point A, image
conjuguéede A ; I'image AB est ainsi construite.

Si B est a I’intersection des rayons lumineux qui ont traversé le dioptre, I'image AB est
réelle (le cas de lafigure 8.11: a et c). Si B est al’intersection du prolongement d’ au moins

un des rayons ayant traverse le dioptre, elle est virtuelle (figure 8.11b).
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8.5.1 Miroair plan.
Le miroir plan est un exemple de systeme optique présentant un stigmatisme rigoureux pour
tout couple de points symétriques par rapport au plan du miroir.

Image d’un objet par un miroir plan:

Fig. 8.12. Image A’ d'un objet A a traversun miroir plan.

Larelation de conjugaison du miroir plan: HA = HA'

Ou H est le projeté de A sur le miroir.

8.5.2 Miroir sphérique.

Un miroir sphérique est une portion de sphére dont la surface est recouverte d’ une couche
réfléchissante pour les longueurs d'onde du faisceau incident. Comme pour le dioptre
sphérique, |a représentation du miroir sphérique dans le plan d’'incidence est une portion de
cercle de centre C qui coupe I’ axe principal (axe optique) et orienté de la gauche vers la droite
en un point S appel € le sommet du miroir (fig.8.13).

Le rayon de courbure du miroir sphérique est la quantité algébrique R = SC. On
rappelle que, conventionnellement, I’ orientation de |’ axe optique, suit le sens de propagation
de lalumiére incidente sur le miroir.

@ ) )

axe optaqae : - | axe optagae

Fig. 8.13. Image A’ d'un objet A par un miroir concave (a) et convexe (b).

Un objet réel pour le miroir concave donne une image virtuelle tandis que le miroir convexe

donne uneimage réelle.
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8.5.2.1 Relation de conjugaison.

8.5.2.1 .1 Relation de conjugaison du miroir sphérique avec origine au sommet.

Dans le cadre de |’ approximation de Gauss, un point objet A correspond a un point image
unique noté A, dit conjugué de A. La relation de conjugaison relie la position de A sur |’ axe
principal a celle de son image A'. Si 'on pose p = SA et p = SA (Fig. 8.13), la relation de
conjugaison s €crit pour le miroir sphérique :

1 1 2
—t+===
P P R

8.5.2.1 .2 Relation de conjugaison du miroir sphérique avec origine au centre.

En reprenant le résultat obtenu pour le dioptre sphérique et en appliquant anouveau n’ =-n a
larelation de conjugaison d un dioptre sphérique (avec origine au centre), nous obtenons :
1 1 2
— + _— =
CA CA R

8.5.2.2 Foyersdu miroir sphérique.

Foyer objet (F) : C'est laposition d’ un objet dont I'image est rejetée al’infini.

Foyer image (F') : C'est laposition de I’'image d' un objet situé a I’ infini

Les foyers F et F sont deux points conjugués et leur position sur I axe principa sont repérées
par rapport au sommet S du miroir sphérique par les distances algébriques SF et SF . f = SF

est la distance focale objet du miroir sphérique et f' = SF sa distance focale image ; on a :

f: F:

§.C_ R _F_X_R
2 2 2 2

Fig. 8.14. Construction des foyers objet et image d’un miroir sphérique : (a)concave et (b)convexe .
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Remar que:
Dans un miroir sphérique, les foyers objet et image sont confondus. Le résultat est cohérent

avec le principe du retour inverse de lalumiére.

8.5.2.3 Méthode de Construction d’images a travers un miroir sphérique.
Nous nous plagons dans le cadre de |’ approximation de Gauss. Un objet AB et son image AB
sont dans un plan perpendiculaire a I’axe principal. Ce dernier passe par le centre C et le
sommet S du systeme étudié (Fig. 8.15). On rappelle que la méthode de construction suppose
connues |es positions des foyers objet F et image F . Rappelons que, dans le cas d’un miroir
sphérique, ces deux points sont confondus et placés a mi-chemin entre le sommet S et le
centre C. A partir du point B de I’ objet, on choisit deux rayons particuliers incidents, selon la
méme démarche que pour le dioptre sphérique.

Si I’objet AB est rédl (Fig. 8.15(a) et Fig. 8.15(b)), les deux rayons incidents passent par B ; si
I’ objet est virtuel (Fig. 8.15.c), ¢’ est le prolongement d’un ou de deux de ces rayons incidents
qui passe par B. Pour construire I'image A'B de AB nous recommandons I’ utilisation des
deux rayons incidents suivants : tout en analysant leur chemin optique.

* Celui qui passe par le centre C du miroir, car il n’est pas dévié apres réflexion ;

« Celui qui est paralléle a1’ axe principal du miroir car il passe par F aprés réflexion.

Aprés le miroir sphérique, les rayons ou leurs prolongements convergent en B'. En tragant &
partir de B’ la perpendiculaire a |’ axe optique, on obtient le point A, point conjugué du point
A, et donc I'image AB'. La encore, si B est al’intersection des rayons incidents, I'image A B
est réelle (Fig. 8.15.a et ¢) ; sinon, elle est virtuelle (Fig. 8.15.b).

(a) (b}
\ I \
~.__B 4
L
-_ AI
A c F S
B [
L~
L~
/ /

(@

B F-

- VFA‘ 5 A

/

Fig. 8.15. Image A'B’ d'un objet étendu transverse AB a travers un miroir sphérique.
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8.6 Lentillesminces.
Une lentille est une association de deux dioptres, la combinaison des dioptres plans et

sphériques donne naissance a plusieurs types de lentilles :

lentille biconvexe lentille plan convexe ménisque a bords minces

lentille biconcave lentille plan concave ménisque 3 bords épais

+ Unelentille mince correspond a une lentille dont |’ épai sseur maximale est tres petite

devant les rayons de courbure des deux dioptres. On les représente par :

Lentille convergente Lentille divergente

Fig. 8.16. Convention de représentation d'une lentille mince convergente ou divergente.

En général Les lentilles minces sont étudiées dans I’ approximation de Gauss. Dans cette
approximation, les points objets sont situés au voisinage de | axe optique. De plus, les rayons

considérés sont limités a ceux qui restent proches de I’ axe (rayons paraxiaux).

Nous rappel ons que, dans le cadre de cette hypothese, tout point A admet un point conjugué

A’ : C’'est la condition de stigmatisme.

8.6.1 Propriétés optiques d’une lentille mince.
1. Lesrayons se réfractent parallelement al’ axe optique d’ une lentille mince s'ils sont arrivés
en passant réellement ou virtuellement par un méme point de I’ axe optique : le foyer objet (F)

delalentille.
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2. Les rayons incidents paralléles a |’ axe optique d une lentille mince se réfractent en passant
réellement ou virtuellement par un méme point de I’ axe optique : le foyer image (F)

3. La distance focale objet d' une lentille mince est la longueur comprise entre son centre
optique et son foyer objet f = OF

4. La distance focale image d'une lentille mince est la longueur comprise entre son centre
optique et son foyer image f = OF

5. L’image d'un point objet situé au foyer objet d une lentille mince se forme a I'infini sur
I’ axe optique de cette lentille.

6. L’image d’un point objet situé al’infini sur |I’axe optique d une lentille mince se forme au
foyer image de cette lentille.

7. Le plan perpendiculaire al’ axe optique d’ une lentille mince et qui contient son foyer objet
est le plan focal objet de cette lentille.

8. Le plan perpendiculaire al’ axe optique d une lentille mince et qui contient son foyer image
est le plan focal image de cette lentille.

9. L’image d'un point objet situé dans le plan focal objet d' une lentille mince se forme a
I"infini.

10. I'image d’un point objet situé a I’infini se forme dans le plan focal image d une lentille

mince.

Foyer image F’ Foyer objet F
N
e | _
Lentille —— "
convergente S — ~
Vv
F réel F réel
\V Y
> - - 5 - i
Lentill _F.-f0 [ PSRN (O
: entllle NI . _____‘7—-""_'.—-4-'_-)—
divergente , L )
I\
/\ ™ .
F’ virtuel F virtuel

Tableau.8.1 : foyers objet et image pour deux lentilles convergente et divergente.
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8.6.2 Construction optique.

8.6.2.1 Imaged’un objet al’infini.

Pour construire I’'image B’ d'un objet B situé al’infini hors de |’ axe optique, nous utilisons le
rayon issu de B passant par le centre optique de la lentille : ce rayon n’' é&ant pas dévié, son
intersection avec le plan focal image correspond au point image B’ puisgue |’ on sait que tous
les rayons convergent en un point du plan focal image (Fig. 8.17).

{b)

@ B i l'infini ~

Balinfini ™a

A-F

A i l'infini

e

A i l'infini ~ e - -

Fig. 8.17. Image A'B’ d'un objet AB étendu transverse, situé al’infini, a travers une lentille mince (a)
convergente et (b) divergente (le point A est sur I’ axe optique).

8.6.2.2 Image d’un objet situé dansle plan focal objet.

Le point B situé dans le plan focal objet hors de | axe optique forme son image al’ infini. Pour
déterminer la direction d’ émergence du faisceau de rayons issus de B, on trace le rayon issu
de B et passant par e centre optique de la lentille. Ce rayon n’étant pas dévié, il donne la
direction o du faisceau émergent (Fig. 8.18)

(@) (B)

/, B’ l'infini

., A
I ™~ - A i l'infini .- Ao
A-F Of~« F FrFol0 AR

B B

—= A'4 l'infini

e - = .
™ B’ l'infini

Fig. 8.18. Image A'B’, renvoyée a I’infini, d un objet AB étendu transverse situé dans e plan focal objet d’une

lentille mince (a) convergente et (b) divergente.

8.6.2.3 Image d’un objet quelconque.

Considérons un objet AB quelconque, le point A éant sur |'axe optique. Nous savons que
I'image A’B’ de I’objet AB par la lentille est également transverse et que le point image A’

est sur I’axe optique. La méthode la plus simple pour déterminer la position de I'image A’B’
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consiste a construire I'image B’ de B. A’ se déduit de B’ puisgue nous savons que A’'B’ est

transverse (Fig. 8.19).

(@ {b)

B B |
A 1:'\\0 RN A A O T~ F

Fig. 8.19. Construction a troisrayons particuliers deI’'image A'B’ d’ un objet transverse étendu a travers une

lentille : (a) convergente et (b) divergente.

8.6.3 Relations mathématiques régissant les lentilles minces.

Construisons |'image réelle d’un objet AB de hauteur h formée sur un écran par une lentille
mince convergente de distance focale f. L’ objet est a une distance p de la lentille, avec p > f
(Fig. 8.20).

L’image A'B" de hauteur h' est observée sur un écran qui est placé a une distance p’ de la

lentille.

Fig. 8.20 — Image réelle formée par une lentille convergente.

D’apréslaFig. (8.20), lasimilitude des triangles OAB et O AB donnent :
AB OA h p

AB OA h p

Le rapport des dimensions est appelé grandissement : y = %
Laposition de |I’'image dépend de la position de |’ objet et de la distance focale de lalentille.
Lestriangles F Ol et FA'B éant semblables, nous pouvons écrire :
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D’ou, en divisant par p’ :
i 1 1 1. 1 1

p f p p p f
cette relation est appel ée relation de conjugaison de Descartes

Remarques

» Quand I'objet est place entre le foyer et la lentille, donc p < f, I'image est observée a

traverslalentille. On obtient de fagon analogue : 1 1. 1

p p f
» Une image renversée correspond a un grandissement négatif y <0 quand I'image est de
méme nature quel’objet (p et p’ ont dorsle méme signe) et qu’elle est droitey > 0 dansle

cascontraire (p et p’ des signe contraires).

Donc larelation générae de grandissementest : y = P
P

Applications

Exercicel

Un dioptre sphérique de rayon de courburer = 2 cm sépare deux milieux d'indicesn = 3/2 et

n=1.

1. Sur une figure, placer lesfoyersF et F puis calculer les distances ?

2. Sur I’axe optique on place une source ponctuelle en A telle que p = 2r. Quelle est |a
position del’image A ?

3. Quel est lavaleur du grandissement transverse y obtenu pour un objet de 1 cm de hauteur ?
Quel est lagrandeur del’image AB'.

4. Reprendre les mémes questions de I’exercice pour un rayon de courbure du dioptre

sphériquer =—2cmet p = 2r.
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Solution
1. Pourr =2cm.
Rappelons qu’une image est virtuelle si elle est placée a I’intersection du prolongement des

rayons particuliers et réelle si elle est placée al’ intersection de ces mémes rayons.

Br
B
TEFT e R
La relation de conjugaison s écrit :
n_n_n-n_,
P P r
Les positions des foyers sont données par |es relations suivantes :
F=f=rg_" & F=f=r
n-n n—-n
n=15n=1 = f ot e oe =22 eem
3 3
T —-1
2 2
n-n n n

D’oulavergence: V =

== T —-0.25cm™ = —25dioptrie = le dioptre sphérique

est donc divergent.
2. Lapositiondel’image A sip=2r:
D’ apres larelation de conjugaison :

P 4 2 TP 4 8
Donc, la position de |’image est p =8cm.

1 15 1-15 1 -1 3
= :_+_

3.Le grandissement transverse y obtenu pour un objet de 1 cm de hauteur est :

AT

Un objet de hauteur 1 cm donne uneimage d’ unetaille :
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4. Lerayon de courbure du dioptre sphériqueest r=—-2cmetp=2r:
Les positions des foyers sont données par les relations

F=foor @ S =f=r_n
n-n n—n
n=15n=1= f :Zi:4cm et f :—2£:—6cm
3 3
21 °1
2 2
B
T F A - 5T o

D’ou I éguation de la vergence d’ un dioptre sphérique :
V= n r_ n_ ?— = —% = 25dioptrie = Le dioptre sphérique est donc convergent

2. Lapositiondel’image A sip=2r:

D’ apres larelation de conjugaison ona:

1 15 1-15 1 1 3

—_— = = — = — — —
P -4 -2 P 4 8
Donc, laposition de’image est p = -8cm.
3.Le grandissement transverse y obtenu pour un objet de 1 cm de hauteur
np _

y = ey =3 donc, un objet de hauteur de 1 cm donne une image d' unetaille
n

y = % =3= AB =3 cm, cequi donne uneimage virtuelle de 3 cm de hauteur et

orientée dans |le méme sens que AB.
Exercice 2

1. Ecrire sans démonstration la formule de conjugaison ainsi que la formule du grandissement
transverse y d’ un dioptre sphérique de rayon de courbure r séparant deux milieux d'indices n
etn.
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2. En diminant p’ (position de I'image) al’ aide de la formule de conjugaison, exprimer y en
fonctiondep,r,netn.

3. Que devient le grandissement y pour un dioptre plan 7

4. On considére un dioptre sphérique (figure 8.21.a) de 1 cm de rayon de courbure séparant
I'air d’indice n = 1 du verre d’indice n'= 1.5. Déterminer la position des foyers F1 et F 1 de ce
dioptre. On donne SC =1 cm.

5. On considére un dioptre plan (figure 8.21. b) séparant deux milieux d’'indicesn'=1.5et n’

=1 et dont le sommet est en S. Montrer que la relation de conjugaison s écritS A’ = n—.S‘A :
n

Calculer lavaleurSA', ondonne SA =3cm, SS =1cm.

—f—— - T
.'||=Ij . “\
n'=13 \
Fig. 8.21.a Fig. 8.21.b
Solution
1.1 Laformule de conjugaison : i SIS Ll LYY
P P R

1.2 Laformule du grandissement :  y = %
n

2.1 Laposition de’'image P al’aide delaformule de conjugaison :

P P R P Rp

n n n—n:n_:(n—n)p+nR

D’ou la position de I’'image est donnée par : P :.¢
(n —n)p+nR

2.2 L’ équation de y en fonctiondep, R, net n

On remplace la position de |’ image dans la formule du grandissement on obtient :

nR

’= (N —n)p+nR

3.le grandissement y pour un dioptre plan :
Pour un dioptre plan le rayon de courbure R >0 =y =1

4. Laposition des foyers F1 et F 1 de ce dioptre :
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SFi=f=R eF=f=R
n-n n-n
Avec SC=r=1cm, n=1, n=1.5on trouve:
1
S1=f=-1—=-2cm
15-1
S =f =111;5:3cm

5.1 Le dioptre plan (figure 8.21.b) séparant 2 milieux d'indices n= 1.5 et n' = 1 peut étre
considéré comme un dioptre sphérique de rayon infini, ains la relation de conjugaison

S écrit :

>

—0=>SA=-"5Aa-" (Ss+ )
S n n

(n_H =3
>

52 Lavaeurde SA':si SA=3cm, SS =1cm.
SA'= i(s—l) =1.33cm

15
Exercice 3

Un ballon sphérique d’épaisseur négligeable, de centre C et de rayon R, est rempli d’un
liquide d’'indice n (figure 8.22). On considere un point lumineux M qui se déplace le long du
diamétre AB a I'intérieur de ce ballon et M’ son image aprés une réfraction a travers la
surface du ballon. On repeére les positionsde M et de M’ par x = CM et X’ = CM'. On se place
dans les conditions de |'approximation de Gauss.

1. Trouver I’ expression de laposition de M’ en fonction de celle de M.

2. Montrer que lorsque le point M se déplace de A a B, la distance MM' passe par un
maximum. Trouver laposition Mo de M correspondante.

3. Caculer les grandissements linéaires lorsque M est en A, en Mo et en B.

Ondonne: n=3/4etR=25cm.

LN
Af . M B
1 — T
|" C l|ll

Fig. 8.22

Y

Solution

1. M’ est I'image de M par le dioptre sphérique D liquide-air de sommet B. On adonc :
n 1 n-1 n-1
cM CM CA CB
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Onremplace CM’=x’, CM = x et CA= CB = R dans |’ éguation précédente d’ou :

n 1 n-1 : NRX
. >X=——————
X X R (n-D)x+R

NRX

2.0na: MM =MC+CM =X - Xx=———~ ¥
(n-)x+R

Pour que la distance MM' passe par un extremum, il faut que sa dérivée par rapport a x soit

nulle :
aMM_ =0 cequi donne:
dx
2
Lz =1= ((n-1)x+R)* =nR’
(n=D)x+R)
= (n-1)x+R=+J/nR

JnR-R

Donc, lavaleur de x est X1 =F 1

JnR-R

1 N’ est pas acceptable car, le point serait dans ce cas al’ extérieur

Lasolution X, =—

= 0.46 R est acceptable.

: NR-R
delabouleavec x,=-6.47 R. Lasolution X, = \/_n—

En effectuant le calcul de la dérivée aux pointsx =0 et X = R, on trouve que :

d'\gM > Opour x=0 et dMM
X

enx= Xo.

< 0 pour x=R.On vérifie bien qu'il s agit d’ un maximum

Laposition de M correspondant au maximum est donnée par :
%o =0.115m. c'est adire que M se situe entre C et B.

On calcule ladistance M ,M', =3R (/n-1)? =1.8cm.

3. Le grandissement est donné par larelation suivante :

NRX
y=y =M _x _(n-Dx+R
CM x X
Lorsque M estenA:x:-Retyzz—nn:Z

Lorsque M est en Mo : X = Xo et y:\/ﬁ =115
LorsqueM estenB : x= Rety=1.
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Exercice 4
Un adulte de hauteur H = 1.80 m se regarde dans un miroir vertical. Ses yeux sont a une
hauteur h = 1.70 m. Quelles doivent étre la dimension et la position de ce miroir pour que

I’ adulte puisse se voir en entier ?

Solution
1. L’ adulte est repéré par le segment OA, sesyeux sonten'Y.

A A

il

|

|

|

|

|
23}"‘;

—

e

—

Fi
-
L)
e

=

= u2

0’ O =

L’image A”O” de I’ adulte AO est symétrique par rapport au miroir. Pour que I’ adulte puisse
se voir en entier, il faut que les rayons provenant de sa téte A” et de ses pieds O” pénétrent
dans son il placéen Y. On note CD les extrémités du miroir.

Par construction, les triangles AA”Y e A’A”C sont semblables tout comme les
triangles OO”Y et O'O"D, on adonc :

CA AA 1
AT a2
DO 00 1
Yo oo 2

Puisque la position A’ du miroir est par définition au milieu de AA”. Le miroir doit donc, étre
placé alahauteur DO’ telle que: DO = g =0.85m

Lalongueur du miroir est :

DC=0OA —(CA +0OD)
E:O_A_(YA-I—OY)
2
pc-H-1
2
D_C:%:O.%m

Donc, lalongueur et la position sont indépendantes de |a distance entre |’ adulte et le miroir.
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Exercice 5

Un rayon lumineux se réfléchit successivement sur deux miroirs plans qui font entre eux un
angle 0 (Figure 8.23.a).

1. Déterminer I’ angle que fait le rayon émergent avec le rayon incident.

2. Quedevient cette déviation si les deux miroirs plans font entre eux un angle 6 =90°.

3. Dans cette disposition, on place une source de lumiere au point S (Figure8.23.b) et un
observateur se trouve juste derriére cette source.

3.1. Combien d’'images de S peut-on observer ?

3.2. Vérifier que la source et ses images sont situées sur un cercle de centre O, intersection

des deux mirairs.

()
(a)

M, S

M,

O

Fig. 8.23.a Fig. 8.23.b

Solution
1. Le rayon incident frappe le premier miroir au point A, avec I’anglei puis réfléchi avec le
méme angle, sadéviation est donnée :

D=n-2i

Le rayon réfléchi par le premier miroir arrive ensuite au point B, avec un angle d'incidence i’
pour le deuxiéme miroir puis réfléchie avec le méme anglei’, dans ce cas sa déviation est :
D=n-2I

Ladéviation totale est donnée :
D=D+D =n-2i+n-2I
D=2(n-i-i")

En considérant le triangle OAB, on a:

7T - 7T . - -
0+ ——i+—— " =m=20—-i— i'=0

2 2
L’ expression de ladéviation totale devient
D=2(m—0)
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2. Si 0 est égal ég, on a la déviation D = 2 (n —g) = 1, dans ce cas le rayon est réfléchi

parallelement au rayon incident. Ce systeme est utilise comme réflecteur idéal (par exemple
sur les bateaux pour réfléchir les ondes radars).

3.1. Lenombre d’'images de S atravers deux miroirs plans perpendiculaires :

S donne une image S; directe a travers le miroir M1 et une image S, directe a travers le
deuxiéme miroir M. Dans les deux cas, le faisceau conique divergent issu de S donne apres
réflexion sur le miroir un faisceau conique divergent qui semble provenir d'un point situé
derriere le miroir.

g — Observateur

. M| e
Rl My o T
~ ’ '/ﬂ
O —
sl M,
5 S

S1 et S; se comportent comme des sources virtuelles émettant un faisceau conique. Une partie
du faisceau semblant provenir de Sz se réfléchit sur M et donne, apres réflexion, un faisceau
conique divergent qui semble provenir de S, image de S; a travers le miroir M. Dans le cas
ou, les deux miroirs sont placés perpendiculairement I’un al’autre, S correspond également a
I'image de Sz atravers M1. On obtient 3images Sy, S’ et So.

32. S S, S et S gppartiennent a un méme cercle de centre O. Le rayon incident SO est
réfléchi sur M1 et donne un rayon réfléchi semblant provenir de S; tel que S0 = OS. De la
méme maniére, SO est réfléchi sur M2 donc S;0 = OS. Le rayon SO est également réfléchi
sur le miroir M1 puis sur M2 (ou I'inverse), ains SO = OS. On en déduit que S, S1, S, et S

sont équidistants de O donc, ils sont situés sur un méme cercle de rayon SO et de centre O.
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Exer cice6

I. On considére un miroir sphérique concave, de centre C, de sommet S de rayon de courbure
R=SC=-0.3m et un objet AB de hauteur 1 cm.

1. Localiser laposition du foyer F.

2. Déterminer I'image A'B' de AB en précisant sa position, sa nature, son sens et sataille dans
les différents cas suivants : SA = - 0.6m, SA =- 0.2 m, SA = 0.1 m. Préciser dans chague cas
lanature de I’ objet. Faire la construction de I'image dans les trois cas.

I1. Considérons un miroir sphérique convexe, de centre C, de sommet S de rayon de courbure
SC =30 cm et un objet AB de hauteur 1 cm.

1. Donner la position du foyer F.

2. Déterminer I'image A'B' de AB en précisant sa position, sa nature, son sens et sataille dans
les différents cas suivants : SA = - 30 cm, SA = 20 cm. Préciser dans chaque cas la nature de
I’ objet. Réaliser la construction de I'image.

Solution

1. Par définition, le foyer objet F et le foyer image F' d’un miroir sont confondus donc, le

foyer F de miroir se trouve au milieu du segment [SC] et SF -F :% =-0.15m.

2. Laposition de A’ est obtenue a partir de laformule de conjugaison :

1 1 2 1 1 2 1
—_—t e == = =
sA A SC S A L A
LA = L

28A-C

La formule de grandissement est donnée : y = —%
1%cas: SA=-0.6m , SF =-0.15m

SA =-0.2m , y:—% et AB =033 donc, I'image et I’objet sont réels. L’'image est

renversee et trois fois plus petite que |’ objet.
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/

/

5

/
o
T

f
mxmm\lm\mmw

AN

2€Me cas: SA=-0.2m

SA =-06m,y=-3et AB =3 donc, I'image et I’ objet sont réels. L’image est renversée et
trois fois plus grande que I’ objet.

l

(]
B A AN

3°™ cas : SA=0.1m, L’objet est dans ce cas virtuel. On trouve SA = —0.06m, y = 0.6 et

AB =6 . L’image est donc, réelle et de méme sens que I’ objet.

/

R
\
et £

SRR

AR

I1. 1. Lefoyer F de miroir convexe se trouve au milieu de segment [ SC=30cm] et SF=15 cm.

I1. 2. Laposition de A’ est obtenue a partir de laformule de conjugaison :
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1 1 2 1 1 2 1
sA SA XL & A S SA
S = AL
23A-SC

1% cas

SA=-30cm = SA =0.1m , vy =0.33 et AB' =0.33cm donc, I'image est virtuelle, elle est
droite et plus petite que I’ objet.

1
LK}
- i
4

-
______

=
T S

=

sl

2 M€ cas
SA = 20cm :>§:O.6m,y:-3 et AB =-3cm . L’objet et I'image sont virtuels.

L’image est renversée et trois fois plus grande que I’ objet.

N

s
&5

Exercice 7

Un dioptre sphérique convexe de rayon $:C1 = 0.5 m, de centre C1, de sommet S; et d'axe
optique A, sépare l'air d'indice 1 d'un milieu dindice n = 1.5. On place un miroir sphérique
concave M, sur le méme axe A, de centre Cp, de sommet S, et de rayon CoS; = 2R, dansle
milieu d'indice n.

1. Le centre C, du miroir M est placé aladistance R de C1 (C1C2 = R).Tracer la marche d'un

rayon lumineux incident paralléle al'axe A.
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2. On déplace le miroir. Quelle doit étre la position du centre C, par rapport a C1 pour qu'un
rayon lumineux incident paralléle al'axe A émerge du milieu dindice n, confondu avec lui-

méme 7

%]
0
[T

air n

Solution
1. Foyers F1 et F2 du dioptre sphérique :

SF,=——2_-SC,=2Re SF,=—2-SC,=3R=F,=SC, =F,
n, —n n, —n,
D’ M
i
D ——
S \F\.{ SEL\
- & - """'---.._‘____ +
:F] C] F] S\ A
air i} ﬁ

2. Pour que le rayon incident émerge du milieu d'indice n confondu avec lui-méme, il faut
que ce rayon se réfléchisse sur le miroir sur lui-méme. Ce rayon doit donc, passer par le centre

C2 de miroir considéré, ce qui entraine que F2 doit étre confondu avec C»

F,=C,,C,C,=2R

]:1 C'_

air il

Fig. 8.23
Exercice 8

Un objet AB de 1cm est placé a une distance de 8cm d’ une lentille convergente de distance
focaef =12 cm.

1. Retrouver I'image par le calcul analytique et par |” exploitation graphique.
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2. Un objet AB de 4cm placé a une distance de 64 cm d’une lentille divergente de distance

focale f = 16 cm. Déduire la nature de I'image et la valeur du grandissement 7

Solution

D’ apres larelation de Descartes :
11 1 1 1 1
L=

paq f q f p
11 1

=
qg 12 8
D’ou q=-24cm < 0= I"image est virtuelle

D’ apres larelation du grandissement de I’'image :

Latailledel’image: ¥ =ﬁ:>ﬁ=ﬁy

Latailledel’'mageest AB = 3cm.

Exploitation graphique
h
./"—*—
.
- > e -
-H‘-"L_\___ ~ -\._\_\_-_\-““--\-\-_
A E o= S - — R %_T"‘- -_____EH_ »
g=24cm

2. Lanature del’image et lavaleur de grandissement d’ une lentille divergente :
On applique larelation de Descartes :
1,11 1 1 1

p g f f pgq

1 1_3.1

16 64 64 (¢
D’ou, ladistance de lentille divergente al’image : q> 0= 21.33cm donc, I'image est réelle.
Lavaeur du grandissement est : y :3:21—'23:0.33>O

y =0.33> 0 , dors, I'image n’ est pas renversée (méme sens que I’ obj et)
Latallledel’image est :
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y = % - 0.33= AB =0.33AB = (0.33)4 = 1.32cm

Donc, lataille de|’image est plus petite que lataille de I’ objet

ﬂ
B |
<5
\ F A O~}

Exercice9

On dispose d'une lentille convergente de distance focale f = 20cm dont on veut obtenir une
image réelle 4 fois plus grande que I’ objet.

1. Est-ce que I'image est renversée par rapport a |’ objet ?

2. A quelle distance de |’ objet setrouve I’image ?

Solution

L’image réelle est plus grande que I’objet de 4 fois donc, la relation de grandissement de

I"image s écrit : |7/|:‘_—pq -1
—q_AB —q
=—=—=4oy=—=4=q=4
/4 0 AB /4 0 q=4p
g>-0 imagereelle
L’image est renversée lorsgue =>y= _—pq <0

p>0 objetreel

On applique larelation de Descartes, on obtient alors:
1 1 1 1 1

1
_+_—_
p

>—+—==—
q f 4p p 20

= p = 25cm
p=25m> 0= L’objet est rédl
g=4p=100cm > 0= L’image est réelle
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CHAPITRE 8 formations des images

2. La distance entre |’ objet et I'image :

p+q=25cm+100cm=125cm

Exercice 10

Une lentille mince dont, la premiére face est plane donne un objet réel situé a 1 m de son
sommet. Celle-ci, donne une image droite deux fois plus petite que I’objet. L’indice de la
lentille vaut n = 3/2.

1. Cdculer lavergence delalentille.

2. Quelle est lanature de lalentille ? Calculer e rayon de courbure de la seconde face.
Solution

1. Lavergence delalentille

D’ apréslarelation du grandissement de I’ image :

:_—q=£=_—1:>;/=ﬂ=—0.5:>—2q=p
p AB 2 p

La vergence delalentille :

1JFE:E:V:—2+1:—1 dioptrie

q p f

2.1 Lanaturedelalentille
Lavergence lalentille est négative donc, la lentille est divergente.

2.2 Lerayon de courbure de la deuxiéme face est donné par :

1 1
V= (n—l)(ﬁ—ﬁ)

2

o 1 . .
Lapremiere face est plane (E =0), I’expression de la vergence s’ écrit :
1

V= (n—1)(—Ri) = (1.5—1)(—Ri) >R, =% = 50cm.

Exercice 11

A I’aide d'une lentille mince convergente et de distance focale f=20cm on obtient une image
A’ B" d'un objet réel AB de hauteur 10 cm et placé 250 cm de lalentille.

1. Calculer la position en donnant la nature, le sens et la grandeur de I'image obtenue.

2. Une lentille mince convergente, placée a 20cm d'un objet réel AB, donne une image

virtuelle trois fois plus grande que I’ objet ; quelle est la distance focal e de cette lentille.
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3. On considere les deux lentilles convergentes (L1, L2) suffisamment minces pour que, celles-
ci placées I’une contre I’ autre définissent un centre optique qui est pratiquement confondu en
O. Déduire la vergence de lalentille équivalente.

4. En accolant une lentille convergente de 5 dioptries a une lentille divergente de -3 dioptries,
décrirelanature delalentille équivalente.

5. Si, a la méme lentille convergente, on accolait une lentille divergente de -6 dioptres,
déduire lavergence de lalentille équivaente.

Solution

1. Laposition et la nature

On alavergence de lalentille :

1 1 1 1 1 1
—F—==—=V=—==—-—
p p f p f p
:>p'=—pf
p-f
. . | .
Obje.treel doncp = +50cm —p = 50* 20 -
Lentilleconvergentef =-+20cm 50-20

L’image est de +33cm de lalentille ; elle est réelle (puisque nous trouvons pour p* une valeur
positive).

Le sens et la grandeur de I’image obtenue

D’ apres laformule du grandissement, on obtient alors:

p _33
p 50
Le grandissement étant négatif, I'image est renversée, sa grandeur est 0.67 fois celle de
I’ objet, soit :

AB =10*0.67cm=6.7cm

2. Ladistance focale de cette lentille est :

Objet reel, donc p est positif

I'imageest virtudle, doncp est negatif

=0.67cm.

Par la suite, le grandissement, y = Py positif ; il est égale +3, nous déduisons :
P

En remplacant p =—3p dans!’ équation de lavergence, obtient :
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1 1 1 1
—F—==—=V=>—=—+—
f f p -3p
3
=f==
2p
:>f:§20
2
= f =30cm

3. Lavergence de lalentille équivalente
Soit un point objet A sur I’axe principal commun aux deux lentilles :

Lalentille L1 de distance focale f,, utilisée seule, donnerait de A1 une image réelle As telle

que ;
Lt =toy, ©
PP T

Pour la lentille L2, de distance f, cette image A1 devient un objet virtuel dont, elle donne

I’image définitive A’, nous avons donc, en comptant maintenant négativement le segment
OA, (puisque A1 est virtuel)

1 + i 1 V, 2
-pp P
En sommant les équations (1) et (2) membre a membre on obtient :

1+i=i+i=vl+v2

pp £ f
Donc, lavergence de lalentille équivalenteest : V =V, +V,
4. Le type de lentille équivalente si on accolait une lentille convergente de 5 dioptries a une
lentille divergente de -3 dioptries est :

On obtient un systeme de vergence V =V, +V,

V =5-3=2dioptries , équivaent a une lentille convergente puisque V =0 de distance
focale : f =50cm

5. La vergence de la lentille équivalente si, a la méme lentille convergente, est accolée une
lentille divergente de -6 dioptre est :

Le systéme aurait unevergence: V =V, +V,

V =5-6=-1dioptries, équivalent a une lentille divergente puisque V <0 et de distance
focale: f =-10cm
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