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Introduction générale

Dans plusieurs domaines de la statistique fonctionnelle et opératorielle, les outils de
modélisation souvent utilisés sont placés dans un contexte stationnaire. Néanmoins, de
nombreux phénomenes présentent des propriétés de périodicité dues souvent a leur mode
de production (machines rotatives, oscillateurs ...) ou des causes naturelles connues ou
inconnues (rotation de la terre, etc. ...), et les hypotheses simplificatrices permettant de
travailler dans un contexte stationnaire ne sont plus valables.

Cette périodicité, temporelle ou spatiale, peut étre détectée a partir de I'observation
directe de la série des données, ou elle peut étre cachée dans sa structure (par exemple dans
la corrélation temporelle ou spatiale). Les processus périodiquement corrélés ou presque-
périodiquement corrélés (aussi nommés cyclostationnaires) peuvent servir a modéliser ce
type de données dans des domaines tres variés, [38] et [47], parmi lesquels la météorologie
[44], I'économétrie [18], les communications, les radars, la génétique [69] ...

Mathématiquement, un processus est dit périodiquement corrélé (resp. presque périodiquement
corrélé) si 'on retrouve des périodicités (resp. de presque périodicité) dans certains de ses
parametres statistiques. Dans la littérature, la notion de périodicité corrélée est connue sous
plusieurs vocables : processus cyclostationnaire, processus périodiquement stationnaire ou
encore processus corrélé cyclique.

Les premieres études sur ces processus “périodiques” datent des années 1950 avec no-
tamment les travaux pionniers de Bennett, [4], et de Gladyshev, [40, 41]. En effet, Bennett
était le premier a introduire les processus cyclostationnaires dans le contexte de la théorie
des communications. Quelques années plus tard, Gladyshev a publié les premieres analyses
sur les séquences périodiquement corrélées. Depuis, cette notion de cyclostationnarité a
suscité un intérét croissant a partir surtout des années 1980 avec 'explosion du domaine
des télécommunications. A titre d’exemples, on peut citer, entre autres, les travaux de
Gardner, [32, 33, 35], qui a développé plusieurs représentations des processus cyclosta-
tionnaires a temps continu (voir Gardner, [31]) et les a utilisées dans la résolution des
problemes d’estimation (voir Gardner, [34, 37]), Yaglom [74], Makagon et al. [53], et de
nombreux travaux publiés en russe. Notons aussi que des problemes relatifs a 'analyse et
a l'estimation spectrale de processus cyclostationnaires sont traités dans Dehay [23, 24],
Dehay et Hurd [26], et Dehay et Monsan [25, 27]. On peut également citer I'investissement

bt
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de Serpedin et al. [68] portant sur une revue bibliographique de la cyclostationnarité avec
plus de 1500 travaux cités en référence dans ce domaine. On peut retrouver de nombreuses
autres applications : dans Benterzi [5], Boshnakov [15] ou encore Serpedin et al. [68].

La théorie des fonctions presque périodiques se développe avec vigueur depuis quatre-
vingts ans environ ; tres exactement, les premiers résultats de celle-ci ont été publiés dans
les trois articles du pionnier de cette classe de fonctions H. Bohr [12; 13, 14|, parus dans
la revue “Acta Mathematica”, en 1925-1926.

Elle a été développée par d’autres, notamment Bochner [10], vers 1933, qui a donné
deux autres versions de la définition des fonctions presque périodiques équivalente a celle
donnée par Bohr, mais plus maniable.

En 1926, cette étude a été reprise par Stépanov [70], qui a définit la notion de fonc-
tion presque périodique en moyenne L . Dans les années soixante, Bertrandias a présenté
un travail dans le prolongement de celui de Stépanov en définissant les fonctions presque
périodiques continues seulement en moyenne [6].

I1 faut aussi mentionner les noms de Wiener, Besicovitch [7], Weyl, Delsarte, Maak
[52], Bogolioboff, Levitan [50],..., dont les travaux consistent en 'étude de la régularité des
fonctions presque périodiques.

Avant que Bohr et donné la définition générale, il y a eu des études de fonctions
presque périodiques d’un type spécial : somme de Fourier de fonctions presque périodiques
par Bohl et Esclangon en 1923. Cette idée a été déja soulevée vers la fin du XIXeéme siecle
par H. Poincaré. Les premieres publications dans ce domaine ne concernaient que les fonc-
tions presque périodiques a valeurs réelles ou complexes. C’est Bochner [9] qui a étendu
cette notion au cas des fonctions a valeur dans un espace de Banach quelconque de dimen-
sion finie ou infinie.

La presque périodicité des solutions des équations différentielles a été longuement
étudiée depuis le tout début du vingtieme siecle, en connexion, la théorie des fonctions
presque périodiques qui a été développée avec les problemes d’équations différentielles, des
systemes dynamiques, la théorie de la stabilité et ses applications a la théorie de controle
et les différents domaines des mathématiques.

Les ouvrages classiques de C. Corduneanu [20, 21], Fink [29] , Yoshizawa [75], Amério
et Prouse [2], Levitan et Zhikov [50], Zaidman [78], etc... donnent une belle présentation
des méthodes et des résultats sur ce sujet. La notion de fonctions presque automorphes a
été aussi tres tot introduite, mais récemment entreprise au niveau de ’étude qualitative des
systemes dynamiques. Depuis, un grand intéret a été donné pour l'extension de certains
résultats classiques au cas des équations différentielles dans des espaces de Banach.

Le cas des fonctions presque périodiques a valeur dans ’espace polonais Pr (Rd) de
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toutes les mesures de probabilités sur R? a été étudié par Morozan et Tudor dans [56].

Il existe moult notions de presque périodicité pour un processus stochastique. En plus
de la presque périodicité corrélée et la presque périodicité unitaire, citons entre autre : la
presque périodicité en loi, la presque périodicité en moyenne quadratique et celle en proba-
bilité [43, 61]. On notera aussi que pour la presque périodicité en loi, plusieurs concepts ont
été introduits, notamment, la presque périodicité en loi (APD), la presque périodicité uni-
dimensionnelle (APOD) et la presque périodicité fini-dimensionnelle (APFD) (voir [71]).
Une étude comparative entre ces différents concepts est consignée dans la référence [3].

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a I’étude des processus stochastiques a
temps discret X = (X, )nez € L3(, A, P) périodiquement corrélés et presque périodiquement
corrélés ainsi que a leurs représentations spectrales.

Une attention particuliere est accordée au probleme d’existence de solutions périodiquement
et presque périodiquement corrélées du modele AR(1) suivant :

X, =a, Xy 1+& ;n €. (1)

ot (&,)nez est une suite de variables aléatoires non corrélées de moyenne nulle et de va-
riance constante (o¢ = 1).

Un processus (X, )nez, a valeur dans l'espace de Hilbert H = L*(9, A, P) muni du pro-
duit scalaire (X,Y) = Cov(X,Y) (covariance de X et Y), est dit périodiquement corrélé
(PC) de période 7 si pour tout k € Z, la suite ((X,,, Yy, 4x)),, est T-périodique par rapport &
n. Il est dit presque périodiquement corrélé (PPC) si pour tout k € Z, la suite ((X,,, Yoi4)),,
est presque périodique par rapport n. Ce processus est dit presque périodiquement unitaire
(PPU) s’il existe un opérateur unitaire U dans H et un processus (Y,,), dans H tel que
X,=U0U"Y,,necZ.

Nous avons les implications suivantes : PC' = PPU = PPC'. Tout processus stochastique
PC de période 7 = 1 est stationnaire (au sens faible, c’est dire que (X,,, Y, %) ne dépend
que de k) et tout processus stationnaire est PC.

Dans la suite de cette introduction, nous faisons une présentation succincte des différentes
parties de ce travail.

Organisation et contenu du mémoire :
Le mémoire est composé de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présenterons les espaces de Hilbert et quelques opérateurs
linéaires particuliers, notamment, les opérateurs projecteurs et les opérateurs unitaires. Une

attention particuliere sera accordée a la présentation spectrale des opérateurs unitaires.

Le deuxieme chapitre sera dédié a la théorie des fonctions et suites presque périodiques.
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Nous exposerons les différentes définitions et propriétés essentielles de la presque périodicité.

Dans le troisieme chapitre, nous aborderons des processus stochastiques particuliers :
les processus stationnaires, périodiquement corrélés, et presque périodiquement corrélés et
unitaires. Des théoremes montrant le lien entre ces différentes notions seront exposés. Nous
présenterons également différentes représentations spectrales des processus stationnaires et
périodiquement corrélés en se basant sur celle des opérateurs unitaires.

Le dernier chapitre constitue une application a 1’étude des solutions périodiques et
presque périodiques du modele (1) lorsque les coefficients a, sont périodiques et presque
périodiques. Les résultats présentés dans ce chapitre sont axés sur I’article de H. Hurd, A.
Makagon et A.G. Miamee, On AR(1) models with periodic and almost periodic coeffcients,
Stochastic Processes and their applications 100, 167-185, (2002).

Nous achéverons ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Espace de Hilbert

Le cadre adapté a I’étude des séries chronologiques est celui d'un espace vectoriel de
variables aléatoires de variance finie, offrant une interprétation simple de la corrélation
(et/ou la non corrélation ).

Nous exposons dans ce chapitre les éléments de la théorie des espaces de Hilbert qui
correspond a ce cadre, notamment, les notions d’orthogonalité et de projection. Notre
présentation est essentiellement inspirée des références [30], [42] et [47].

On terminera ce chapitre par une présentation sommaire de quelques opérateurs linéaires
bornés sur un espace de Hilbert.

1.1 Définitions et propriétés géométriques

Définition 1.1. Soit E' un espace vectoriel sur K (K =R ou C). Un produit scalaire sur E
est une application, notée (-,-), de E x E a valeurs dans K telle que pour tout x,y,z € E
et a € K, on ait :

1. (z,z)>0etsi(r,z)y=0c2=0;
2. (z, y) =y, v);
3. (r+uy, 2) =(x, 2) + (y, 2) et {ax, y) = oz, y).

Dans le deuxieme point, (y, x) est le conjugué dans C de (y, x). Les deux derniers
points nous donnent (x, ay) = a(z, y).
Lorsque K = R, ces barres du conjugaison sont inutiles.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera le cas ou K = C.

Définition 1.2. On appelle espace hermitien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

On pose ||z|| = v/ (z, z).

Nous verrons que cette quantité est une norme sur un espace hermitien H lorsque nous
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aurons énonceé les propriétés :

— Inégalité de Schwarz : pour tout z,x € H, on a

(=, )| < Ml - Nl

— Identité du parallélogramme :
2 2 2 2
lz+yl” + llz =yl =2 (= + lyl°) -

Proposition 1.3. Un espace hermitien H est un espace vectoriel normé avec la norme
|x|| = \/{z, z) induite par le produit scalaire.

Démonstration. Le seul axiome non évident a obtenir est l'inégalité triangulaire.

On a
Iz +ylI” = llz|I* + [|lylI” + 2Re(z, y).

De I'inégalité de Schwarz, on déduit que
2Re(z, y) < 2|z - |lyll,

d’ou
2 2
[l +ylI” < ([l + [lyl))"-
0

Définition 1.4. Lorsqu’un espace hermitien H muni de la norme induite par le produit
scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 1.5. 1. L’espace euclidien
Cr={z=(x1, ,a4); 2, €C,i=1,2,--- ,k},

muni du produit scalaire
k
<I, y> = Z xiyiv
i=1

est un espace de Hilbert ;

2. L’espace

= {x: (z)j>0; xj; € C, Z|xj|2 < oo},

J=1

muni du produit scalaire
j=1

est un espace de Hilbert ;
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3. Lespace L*(Q, A,P) de toutes les variables aléatoires complexes X définies sur un
espace probabilisé (2, A, P) telles que

E(|X[) < o0,

muni du produit scalaire
(X,Y)=E(XY) = / X(w)Y (w)dP(w),
Q

est un espace de Hilbert.

1.2 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

Soient (B, ||-||z) et (B, ||-|l5) deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de B vers B’ est
dit linéaire si on a :

Alaz + by) = aA(z) + bA(y), Yx,y € Bet Va, b e K.
A est borné s’il existe un réel positif M tel que
[A(@)| g < M [lz]lg, Vo € B. (1.1)

Dans ce cas, la norme de 'opérateur A est le plus petit M qui assure (1.1), et on écrit

@)
x /
JA]l = sup =—=-=F = sup [[A(z)]|z .
0 |7lg el 5=1

Un opérateur linéaire A : B — B’ vérifie les propriétés équivalentes suivantes :
a- A est borné;
b- A est continue sur B;

c- A est continue en 0;

d- A est uniformément continue sur B.

Soit B(H) 'ensemble des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H. Alors
B(H) a une structure d’algebre, i.e., Si A, B € B(H) et a, f € C, on a

aA+ BB € B(H) et AB € B(H).

De plus
[AB|| < [|Al[|B][ ,

ou [|-|| est la norme induite par le produit scalaire dans H.
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Exemple 1.6. L’opérateur différentiel

(D) @)= T — piay,

défini sur 'espace de toutes les fonctions dérivables sur un intervalle [a,b] € R, qui est un
sous-espace de L?([a,b]), est un opérateur linéaire non borné.
En effet, considérons la suite de fonctions

fo(z) =sin(nx), n > 1, z € [-m, 7.

fullys = \/ [ i as = v

|\Dfull 2 = \//7T (ncos (nz))* dz = ny/7.

1l vient que
[Dfnllpz = nllfull2

d’ou

Df,
IDfullz .,

1D > S
Ifallpz m

1.2.1 Opérateurs adjoints et auto-adjoints

Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H. Pour tout xy € H, la fonctionnelle
f définie sur H par :
f(@) = (Az, xo),
est une forme linéaire bornée sur H. Par le théoreme de représentation de Riesz, (voir [42],
page 38), il existe un unique yo € H tel que

flz) = (z,y0), Vo € H,

ou de fagon équivalente
(A, x9) = (x,%0), YV € H. (1.2)

Définition 1.7. Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H. L’opérateur
A* :H — H défini par
(v, A%y) = (Az,y), Yo,y € H,

est dit opérateur adjoint de A.

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de cette définition.
Soient A et B deux opérateurs de B(H) et a € C, alors on a :
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A+ B)* = A* + B*;
aA)* =aA*;

V= A

) =1;

AB)* = B* A",

SANE R e
A~ /N /N /N
= o

Théoréme 1.8. L’opérateur adjoint A*, d’un opérateur borné A, est borné, de plus, nous
avons

1A = 1A% et [lAAT] = A",

Démonstration. 1. En premier lieu, on montre que la norme d’un opérateur est égale a
la norme de son adjoint.
On a

14" (@) I3, = (A*(2), A*(2)) = (AA"(2), z);
< [|AA" @), - 1y
< AL A @)l - llly, -

Et par conséquence ||A*(x)[|;, < ||A|l ||z,

Comme ||A*[| = supa10 ”A”;(‘TJJ , donc on a ||A*|| < ||A]l-

On a aussi (A*)* = A, donc [|A| = [|[(A*)*]| < ||A*]|.
D’ou I'égalité : || A|| = ||A*]].

2. Reste & monter que ||AA*| = ||A|.
D’une part, nous avons

A < A ||l = 1A
et d’autre part, nous avons
[A@)I5, = (A(x), A(z)) = (A" A(z), z);
< [[ATA() [l - Nl ;
< [ AAT] - =13

Ce qui donne

1AAT]| = [1A]I*.
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Remarque 1.9. Nous n’avons pas, en général, A = A*.
Par exemple, si H = C? et A un opérateur défini par

A(Zl, 22) = (O, Zl).

Alors
<A(Zlv 22)7 (yb y?)) = Zl%a

et
<(Zl7 22)7 A(yh y2)> = 2201.

Définition 1.10. Un opérateur A est dit auto-adjoint (ou hermitien) si A = A*, i.e.,
(Az,y) = (z, Ay), ¥V z,y € H.
Exemple 1.11. Considérons l'opérateur A défini sur L*(R) par
(Az)(t) = e a(t).

A est un opérateur borné auto-adjoint. En effet,

(Az,y) = /_+°0 e"t'x(t)ﬁdt,

oo

= /M (t) [e—Ty(t)} dt,
= (z, Ay).
Remarque 1.12. 1. Tout opérateur borné T’ sur un espace de Hilbert a la représentation
T=A+iB,
ou A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, de plus
T =A—iB.
En effet, il suffit de prendre

A:%(T*—l—T) et B:%(T*—T).

2. Un opérateur A tel que A = —A* est dit anti-hermitien.
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1.2.2 Opérateurs inversibles, normaux et unitaires

Soit A un opérateur défini sur un sous-ensemble D(A) d’un espace vectoriel E. On
notera par R(A) le rang de A, i.e., R(A) = {Az, v € D(A)}.

Définition 1.13. (Opérateur inverse)
Un opérateur B défini sur R(A) est dit inverse de A si

(AB)y =y, Vyec R(A),

et
(BA)x =z, Yo eD(A).

Un opérateur A qui possede un inverse est dit inversible, et on notera son inverse par
A~ L’opérateur inverse A~! est toujours unique, de plus

Si un opérateur linéaire A est inversible, alors son inverse A~! est aussi linéaire, de plus
A~ existe si, et seulement si, Az = 0 implique = 0.

Exemple 1.14. Soit E = (%, o
62 = {(1'1,1'2,"' 7xn7"'); T; € (C, Z‘Z’l’z < OO}
i>1

L’opérateur A défini par
A(.Tl,l’g, e ) = (O7x17x27 Tt )a

est un opérateur linéaire inversible sur (, de rang R(A) = (2.

L’exemple suivant montre que l'inverse d’un opérateur borné n’est pas forcement borné.

Exemple 1.15. Soit E = (*. L’opérateur A défini par

A est inversible, et son inverse est donné par

A_l(xlax% o ) - (:L‘172x2a RN £ )
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Cependant, A~! est non borné. En effet, si (e,)nen est la suite définie par

1, sit=mn;
€n = (quuxga o ) avec ZE;L = { 0: sinon. ,
On a e, =1 et |A ™ e,|| = n. Donc A™! n'est pas borné.

Notons que la somme de deux opérateurs inversibles n’est pas nécessairement inver-

sible : I 4 (—1).

D’autres propriétés des opérateurs inversibles sont :
1. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™' = B~1A™!;

2. Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert avec R(A) = H. Si A a un inverse
borné, alors A* est inversible et (A*)™! = (A71)*;

3. Si un opérateur borné auto-adjoint A est inversible, alors A~! est auto-adjoint ;
4. Si A € B(H) avec ||A|| < 1, alors l'opérateur (I — A) est inversible, de plus

(I—-A)t=> A

n>0

Définition 1.16. (Opérateur normal)
Un opérateur borné T est dit normal s’il commute avec sont adjoint, i.e., TT* = T*T.

Evidemment, tout opérateur auto-adjoint est normal. Les opérateurs normaux sont
caractérisés par la propriété suivante :

Théoreme 1.17. Un opérateur borné est normal si, et seulement si,
| Tz|| = ||T"z||, Ya € H.
Exemple 1.18. Soit H un espace de Hilbert, T' un opérateur tel que
Tr=1x, Ve e H.
On a

T*z = —ix = —Tx (T n’est pas hermitien),
d’ot
|T*x|| = ||[Tx]|, Yz € H.

Ainsi, T est normal.

Définition 1.19. (Opérateur unitaire)
Un opérateur borné U, défini sur un espace de Hilbert H, est dit unitaire si

v =U0"U = 1.
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Il est important de signaler, dans la définition précédente, que le domaine et le rang de
U coincident avec 'espace H tout entier.

Il vient, de la définition ci-dessus, que tout opérateur unitaire est normal. L’inverse est
faux ; en effet, tout opérateur A tel que || A|| # 1 est un opérateur normal mais pas unitaire.

Ci-apres une caractérisation des opérateurs unitaires.

Théoreme 1.20. 1. Un opérateur U est unitaire si, et seulement si, il est inversible et
(]—1 ::[]*;
2. Si U est un opérateur unitaire, alors U=t et U* les sont aussi.

Exemple 1.21. 1. Soit H = L?(0,1]. Définissons un opérateur U sur H par

(O)[z(t)] = x(1 = 1).

On vérifie facilement que U = U* = U1,
Donc U est un opérateur unitaire.

2. Soit H lespace de Hilbert de toutes les suites de nombres complexes x = (- -+ ,x_1, o, T1,- -+ )
telles que
2
]l =) Jal* < o0,
nez

muni du produit scalaire
<xay>=any_n, onx = (" Tp,o )y, Y=+, Yn,--+) etn €.
ne”

Définissons lopérateur U, appelé opérateur de décalage, par :
U(zy) = (Tp-1)-
Alors, U est unitaire : U est inversible et on a
<U.’L', y> = Z xnflﬁ = anyn+l = <x) U_1y>a
nez nez

ce qui implique que U* = UL,

Les opérateurs unitaires possedent les propriétés suivantes :
Soient U et V' deux opérateurs unitaires, alors

- U]l =1;

— U* et U~ sont aussi opérateurs unitaires ;

— U est isométrique (i.e., ||U(x)|| = ||z||, Vo € H);
— L’opérateur UV est unitaire.
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1.2.3 Orthogonalité

Définition 1.22. Soit H un espace hermitien, on dit que x et y deux éléments de H sont
orthogonauz, et on écrit xly, si (x,y) = 0.

Plus généralement, on dit que deuzr sous-ensembles Ey et Ey de H sont orthogonauz, et on
écrit B1LEs, siVué€ E,VveEFE; onaulv.

Evidemment, si F; LFEs, alors E; N Fy = {0} ou bien E; N Ey = 0.

Définition 1.23. Dans un espace hermitien, une famille E = {e;; i € T} ou T C N, est
dite orthonormée si
L, i=y;
<ei>€j> = { 07

Sinon.

Définition 1.24. Soit S une partie d’un espace hermitien H. On appelle orthogonal de S,
noté S+, lensemble défini par :

St={yeH, (v,y) =0,Yz € S}.

Comme conséquence directe de la définition de I'orthogonalité, nous avons la relation
suivante, dite relation de Pythagore : si ‘H un espace hermitien et x,y € H, avec x_Ly, alors

2 2 2
[z +ylI” = [l=l + [lylI”-

Plus généralement, si xy, xs,- -+ , z, sont orthogonaux deux a deux, on a :

2 n
=D lawl [l
k=1

Définition 1.25. Soit H un espace de Hilbert et E un sous-ensemble de H, le sous-espace
vectoriel engendré par E, noté span(E) ou sp(E), est le sous-espace qui contient toutes les
combinaisons linéaires finies d’éléments de E.

n

E ATy

k=1

Remarque 1.26. 1. Pour toute partie S d’un espace de Hilbert H, I’ensemble S+ est
un sous espace fermé de H ;

2. 5t M est un sous-espace de H et S une partie de H, alors
- S_p(S) = SLL ;

- S C St et M= M

- [S_p (UnMn)]l = ﬂn-/\/lnL;

ot l'adhérence est prise au sens de la norme induite par le produit scalaire de H.
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1.2.4 Opérateurs de projection

Etant donné H un espace de Hilbert, V' une partie de H et f € H. On se pose les
questions suivantes :

1. Existe-t-il f* € V tel que
If = f| = inf{||f — |, ve V}?

Si f* existe, on 'appelle meilleure approximation de f sur V.

2. Peut-on obtenir une caractérisation de f*?

La réponse a ces deux questions est donnée par le théoreme suivant, dit projection
orthogonale.

Théoréme 1.27. (Projection orthogonale)
Soit M un sous espace d’un espace de Hilbert H. Etant donné v € H, alors :

a- [l existe un unique vecteur T € M, dit projection orthogonale de x sur M tel que

— 7l = inf _ .
lz — 7| = inf flz —yll;

b- Un vecteur T est une projection orthogonale de x sur M si, et seulement si, (v — T) € M*,
c’est a dire que pour tout y € M, nous avons

(x —2,y) =0. (1.3)
Le théoreme de projection orthogonale permet de définir un opérateur

Py:H—>M
z+— Py(x) =7,

ou 7 est la meilleure approximation de x sur M,

—Z|| = inf ||z —y|.
2~ 2] = inf lo =y

L’opérateur Py, est dit projection orthogonale sur M.

Exemple 1.28. Soit (x;)i=1,. n n-éléments d’un espace de Hilbert H, et M = sp{z;, i =
L,...,n}, soit x € H.
L’élément le plus proche de x dans M, noté =, a la forme

n
f: E ;5.
=1
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Comme x — T € M*, alors pour tout j =1,...,n

(x — Z a;z;, xj) = 0.
i=1

Pour trouver les valeurs de oy, on peut résoudre le systeme d’équations

n

Z(xi,xj>ai = (x,x;), j=1,...,n (1.4)

i=1

Dans le cas particulier ou M = sp{e;, i =1,...,n} avec

1 sii=7;
<€i7ej>:{ 0

S1NOoN.

La projection orthogonale de x dans M est donnée par

n

T = Z(xv €i>€i7

i=1
car, d’apres (1.4), a; = (zv,e;) pour tout j=1,... n.

Les propriétés essentielles de la projection orthogonale, sur un sous-espace fermé de H,
sont résumées dans la proposition suivante.

Proposition 1.29. Soit M et N deuz sous-espace d’un espace de Hilbert. Les propriétés
sutvantes sont vérifiées :

1. L’opérateur Py est linéaire ;

2. (I — Pp) est une projection de H dans M=+ ;

3. Tout élément x € H a une décomposition unique de la forme
2 = Pa(x) + (I = Pag)(@).

Autrement dit, H est une somme directe de M et M*, i.e., H = M B M*;
Jall? = 1Pl + P (@)

Puy est un opérateur borné, de plus ||Py|| =1;

T € M ssi Py(x) =2 et v € M+ ssi Py(z) =0,

Py est idempotent, i.e., Py = Pu;

Py est auto-adjoint ;

Puy est défini positif, i.e., (Py(x),2) >0, Vo € H;

10. M CN ssi PyPy = Py ;

© NS> G
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11. Si P est un opérateur auto-adjoint et idempotent sur un espace de Hilbert, alors P
est un opérateur de projection sur un sous-espace fermé M de H (i.e., P = Py pour
un certain sous-espace fermé de H);

12. L’opérateur (Pp, — Pay,) est une projection ssi My C My, dans ce cas Py, — Py, =
PM, ot
M:M1@M2:{ZL‘EM1; ?L’J_MQ};

18. La composition Py Py est une projection ssi Py Py = Py Py, et dans ce cas, nous
avons Py Py = Py

14. Si M;, 1 =1,2,--- ,n sont des sous-espaces de H, alors l'opérateur
Q= Pmy + Prmy + -+ Pum,s
est une projection ssi Py, Py, = 0 pour tout j # k, et dans ce cas Q = Py, ot

M - @?:1./\/11

L’exemple ci-apres illustre 'intérét de la projection orthogonale dans la régression
linéaire.

Exemple 1.30. Dans cet exemple, on s’intéresse de trouver une relation linéaire entre
deuz vecteurs x et y tels que x = (x1,--- ,x,) ety = (y1, -+ ,Yn). Cela nous conduit a
chercher un autre vecteur z = (z1,- -+ , z,) tel que z; = a+bx;, 1 =1,--+ ,n, qui s’approche
quadratiquement au vecteur y.

Alors, suite au théoréme de la projection, le vecteur z ne serai que la projection du
vecteur y sur le sous-espace engendré par les deuzr vecteur (xr,1), 1 = (1,1,---,1) de
longueur n.

Ce qui donne que a et b sont les solutions du systéeme suivant :

(y— (a+bx),1) =0;
(y — (a+bx),xz) =0.
D’une forme matricielle, on écrit le systeme précédent par
n D i Ti a D i1 Yi
Z?:l Li Z?:l 7 b Z:-L:l TiYi
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Le calcul de la meilleure approximation est facile lorsqu’on travaille avec une norme
induite par un produit scalaire. C’est ce qui fait le succes des méthodes de moindres
carrés. Ceci résulte de la caractérisation de la meilleure approximation (voir le point (b)
du théoreme 1.27)

Remarque 1.31. La condition (b) du théoréme 1.27 permet de calculer T lorsque M est
un sous-espace de dimension n. En effet, si {e1,ea,--- ,e,} forme une base de M, on écrit

n
T= E )\kek.
k=1

et l’équation (1.3) se traduit par le systeme linéaire
Z)\Mek>€j> = <x7€j>> J=1--,n
k=1

La matrice C' de ce systéme, de terme général a;; = (e;,e;), 4,5 = 1,--- ,n, est appelée
matrice de Gram associée a la base {e1,eq, -+ ,e,}.
Une des propriétés importantes de la matrice de Gram est qu’elle hermitienne.

1.3 Théorie spectrale d’un opérateur unitaire

Dans cette section, on présentera un résultat classique de la théorie des opérateurs.
Il s’agit de l'intégrale spectrale des opérateurs normaux. Pour ce faire, nous introduisons
d’abord la notion de mesure spectrale. Ensuite, nous définissons l'intégrale spectrale d’une
fonction mesurable bornée par rapport a une mesure spectrale. Nous achéverons cette sec-
tion par 1’énoncé du théoreme spectrale d’un opérateur unitaire. Pour une présentation
détaillée de cette section, le lecteur peut se référer a [1],[30] et [42].

Dans se qui suit, (€2,.4) désigne un espace mesurable, # un espace de Hilbert et P(H)
I’ensembles de toutes les projections orthogonales dans H.

Définition 1.32. (Mesure spectrale) Une fonction d’ensemble v : A — P(H) est dite
mesure spectrale si

1. v(Q) =1 (I : Uopérateur identité sur H);

2. Pour toute suite (A;);>1 de sous-ensembles de A, deux a deuz disjoints, on a

v (Uns1dn) = > v(Ay).

n>1

Enoncons quelques propriétés essentielles d'une mesures spectrale :
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Proposition 1.33. 1. v(0) =0 (l'opérateur nul) ;
2.VA BeA,omav(AUB)=v(A)+v(B)—v(ANB);
3. YA, BeA,onav(ANB)=v(A)v(B);
4. VA BeAtel que BCA,onav(A\B)<v(A)—v(B);
5. v est monotone, VA, B € A, tels que A C B, v(A) <v(B);

6. v est commutative, VA, B € A, v(A)v(B) =v(B)v(A);

7. v est orthogonalement dispersée, ¥V A, B € A disjoint, alors v(A) et v(B) sont or-

thogonaux (v(A)Lv(B)), i.e., v(A)v(B) = 0.

Le théoreme suivant, caractérisant les mesures spectrales, montre que celles-ci sont

étroitement liées aux mesures scalaires.

Théoréme 1.34. Une fonction d’ensemble v : (2, A) — P(H) est une mesure spectrale

si, et seulement si, v(2) = I et pour tout x,y € H, la fonction d’ensemble

fgy t A—C
M — [L%y(M) = <V(M)$,y>,

est une mesure.
Exemple 1.35. Soit H = L*(, A, 1). Définissons la fonction d’ensemble

v (Q4) = P(H)
A v(A) LA(Q,A 1) — L*(Q, A, )
g = glAa

i.e., v(A) est Uopérateur de multiplication par la fonction indicatrice de A.
Alors v est une mesure spectrale. En effet, V f,g € L*(Q, A, i), la fonction d’ensemble

Wi.g A — C

M s gy (M) = D L) = [ O30 L

est une mesure.
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Avant de définir I'intégrale spectrale, rappelons qu'une fonction ¢ : H x H — C linéaire
par rapport a chacune de ses variables est dite forme bilinéaire. Elle est bornée si

p(z,y)| < M|z lyll, vV =,y € H.

Rappelons aussi :

Théoreme 1.36. Pour toute forme bilinéaire ¢ sur H, il existe un unique opérateur A
sur H tel que
p(r,y) = (Az,y), Yo,y € H.

1.3.1 Intégrale spectrale

Soit f une fonction mesurable bornée sur (2, .A) et v une mesure spectrale sur .A. Pour
tout x,y € H, la famille d’intégrales [ f(\)du,,,()) est bien définie. C’est l'intégrale de f
par rapport a la mesure

pay (M) = (v(M)z, y).

On définit ainsi une forme bilinéaire ¢ sur H par

o(z,y) = / SNy ().

@ est bornée car :
[o(z,y)l <2 fllo lzlHlyll, Yo,y € H.

Par le théoreme 1.36, il existe un unique opérateur A(f) sur H tel que

(Af)z ) = le,y) = / SO (dN), ).

L’opérateur A(f) défini par
A = [ £owian,

est dit 'intégrale spectrale de f par rapport a la mesure spectrale v.

L’intégrale spectrale possede les propriétés remarquables suivantes :

(a) L’intégrale spectrale est linéaire;
(b) [ fNw(dX) = [[ fF(Nv(d\)]" (opérateur adjoint) ;
(©) [ FNgMw(dr) = [ FNw(dA) [ g(A\w(d).
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1.3.2 Théoreme spectral

Nous avons vu que la notion de la mesure spectrale permet de définir 'intégrale spectrale
[ f(A)v(dX) comme étant un opérateur A(f) : H — H tel que

/f p(dN)z,y) = (A(f)r,y), Va,y € H.

Cependant, dans de nombreuses applications, nous disposons d’un opérateur A : H — H,
et nous aimerions le représenter comme une intégrale spectrale. La question naturel que
I’on se pose : étant donné un opérateur A : ‘H — H, existe-t-il une mesure spectrale sur
un certain espace mesuré (£2,§) et une fonction f tels que

— [ fovm(an?

La réponse a cette question est affirmative pour la classe des opérateurs normaux, plus
précisément, tout opérateur A normal et borné possede une mesure spectrale, définie sur
les parties boréliennes de C telle que

A= /C o(d).

Pour plus de détails, voir [42], [47] et [65].
Pour un opérateur unitaire U, il existe une unique mesure spectrale v définie sur les
parties boréliennes du cercle unité T de C tel que

A= /T M(d)).

En identifiant 7" a [0, 27| grace a 'application :

0, 27[— T
A= e,

le résultat précédent peut s’énoncer comme suit :

Théoréme 1.37. (Théoreme spectrale des opérateurs unitaires, dit aussi théoreme de
Stone) Soit U un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert H, il eziste une unique
mesure spectrale v sur les parties boréliennes de [0, 2m) telle que

2T
U:/ ev(dt).
0

En tenant compte de la propriété (c) de la page 24, on obtient pour tout n,

21
Un:/ ztn (dt)
0

Ce résultat est le point de départ de la représentation spectrale des processus stochas-
tiques " périodiques”.



Chapitre 2

Les fonctions presque périodiques

2.1 Introduction et définitions

La notion de périodicité est étroitement liée aux sous-groupes additifs de R :
Rappelons qu'un sous-groupe additif G de R non réduit a zéro, est, soit dense dans R,
soit monogene, c’est-a-dire de la forme TZ avec T réel strictement positif, (dans ce cas,
nous appellerons 7' le générateur de GG). En particulier, un sous-groupe non réduit a zéro
d’un groupe monogene est monogene, et un sous-groupe contenant un sous-groupe dense
est dense.

Si f est une fonction définie sur R, a valeurs réelles ou complexe, alors I’ensemble des
réels T, noté G(f), tels que, pour tout x réel

flz+T) = f(z),
est un sous-groupe additif de R.

Définition 2.1. On dira qu’une fonction [ est périodique, si G(f) n’est pas réduit a 0.
Un élément T non nul de G(f) est une période de f, et l'on dira que f est périodique de
période T ou encore qu’elle est T-périodique. L’ensemble G(f) est alors appelé groupe des
périodes de f.

Pour une fonction périodique f, on a donc deux possibilités : ou bien G(f) est dense
dans R, ou bien il est monogene et engendré par son plus petit élément strictement positif.
Lorsque le groupe G(f) est monogene, si T est la plus petite période strictement positive
de G(f), on aura

G(f) =TZ,
et on dira que T est la période de f.

Remarque 2.2. 1. Le groupe G(f) est égal a R si, et seulement si, la fonction f est
constante ;

26
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2. On peut ramener [’étude des fonctions périodiques a celle des fonctions périodiques
de période 2. En effet, si f est T-périodique, alors g : x > f (%x) est 2m-périodique.

On note C (R) I'ensemble des fonctions continues sur R. II est clair que I'ensemble des
fonctions continues 27r-périodiques est un sous espace de C (R). Une question naturelle
est la suivante : qu’en est il de 'ensemble des fonctions continues périodiques sur R. La
réponse est négative. En effet, considérons la fonction f définie par f(x) = e'2™ + 27w
oll w est irrationnel. Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques. Supposons
qu'il existe 7 # 0, tel que pour tout z € R, on ait f(x 4+ 7) — f(z) = 0. C’est a dire

(I2R(HT) |y idmaledn) _ (gi2ne y gitmer) _ 0 Yy € R,
ou de fagon équivalente
€2 (27T 1) 4 i (2T 1) — 0 Vg € R.
En posant o = €2 — 1 et B = €'?™7 — 1, on peut aussi écrire :
e’ 4 Bet P = (), Vx € R.

La derniere équation a une solution si a = § = 0. C’est-a-dire que

€i27r7' — ei27rw7' - 1.
On conclut que 7 et wr sont dans Z, et comme w est irrationnel, donc 7 et w7 ne peuvent
pas étre simultanément dans Z. Ce qui est absurde.

En plus du fait que I’ensemble des fonctions continues périodiques sur R n’est pas stable
par rapport aux opérations usuelles, on peut aussi montrer que cet ensemble n’est pas stable
par limite uniforme. Il suffit de considérer la suite de fonctions continues et 2"-périodiques

1 T
fa () = Z 5 sin? <§> :
k=1
W_f

5 ) est uniformément convergente sur R. Mais sa limite f n’est pas

La série Y, -, o sin? (
périodique.

Soit (B, ||.||) un espace de Banach. Notons par C, (R, B) I'espace vectoriel des fonctions
continues bornées sur R a valeurs dans l'espace de Banach (B, ||.||), que 'on munit de la
norme uniforme. Dans ce qui suit, on verra comment relaxer la condition de périodicité de

facon a combler les insuffisances citées précédemment.

2.2 DMotivations et propriétés élémentaires

Les fonctions presque périodiques sont, intuitivement, des fonctions f (continues) pour
lesquelles, en choisissant des "périodes” T' de plus en plus grandes, on a une périodicité
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approximative de plus en plus précise, ¢’est-a-dire que (pour tout x) Uécart f(z+T)— f(x)
peut étre rendu arbitrairement petit. Mais la définition formelle correspondante, a savoir :
quel que soit £ > 0, il existe un nombre réel non nul 7" tel que

sup [f(z +T) = f(x)] <e,

z€R

est en fait insuffisante a capturer cette idée, puisque cette propriété est vérifiée par toutes
les fonctions uniformément continues.

Dans cette section, nous nous chargerons d’étudier les fonctions presque périodiques
introduites pour la premiere fois par H. Bohr (1923). Il s’agit ici de présenter quelques
résultats sur ces fonctions lorsqu’elles sont a valeurs dans un espace de Banach (B, ||.||).
Cette section est largement inspiré des références [16], [20],[21], [39] et [78]. Commengons
par introduire un concept qui traduit I'idée intuitive selon laquelle les points d'un sous-
ensemble de R "sont bien dispersés”.

Définition 2.3. On dit qu’une partie A de R est relativement dense s’il existe un réel |
tel que tout intervalle de longueur | rencontre A, i.e.,

31>0, VaeR:]a,a+I[NA#.

Exemple 2.4. 1. L’ensemble Z est relativement dense puisque tout intervalle de lon-
gueur 2 contient un élément de 7 ;

2. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque pour tout [ > 0, [’intervalle
[-l—1,-1]NN=10;

3. Tout sous groupe additif non trivial est relativement dense ;

4. L’ensemble {£+/n, n € N} est relativement dense. En effet, pour | = 2, un intervalle
de longueur | est de la forme [a,a + 2] pour un certain a € R. Sia <0 < a+ 2,
le probléeme est résolu. Si 0 < a < a+ 2, il eriste n € N tel que a®> < n < (a+ 2)2
et donca < y/n <a+2. Lecas ot a < a+2 <0 se traite de fagon similaire que
précédemment ;

5. L’ensemble {n? n € N} n'est pas relativement dense. Il existe n € N tel que 2n > 1.
Lintervalle [n? + 1,n* + 1 + 1] est de longueur [ et est strictement contenu dans

[n?, (n +1)7].

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité de Bohr :

Définition 2.5. Une fonction continue f : R — B est dite presque périodique au sens de
Bohr si, pour tout € > 0, l’ensemble

T(fe) = { e R, swp e+ 7) — 1) < }
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est relativement dense dans R. Autrement dit, pour tout € > 0, il existe | = 1. > 0, tel que
T(f,e)Nla,a+1#0, YaeR.

Un nombre réel T € T (f,e) est dit e-presque période ou e-translation. Le réel positif
l. est dit longueur d’inclusion associé a €.

Une fonction f, presque périodique et continue, est dite uniformément presque périodique
et on écrit f € PP(R, B) ou bien f est PP(R, B).

Il a y lieu de mentionner que toute fonction continue 7-périodique est presque périodique.
En effet, c’est une conséquence directe du fait que pour tout € > 0, 7Z CT (f,¢).

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des fonctions presque
périodiques. Nous les retrouverons avec plus de détails dans les références [7, 20, 21, 78].

2.3 Propriétés des fonctions Bohr presque périodiques

Si f et g sont deux fonctions presque périodiques, alors les fonctions f + g et fg le
sont aussi; contrairement aux apparences, ce résultat n’est pas trivial, comme on peut le
voir dans (Besicovitch par exemple) [7]. D’autres propriétés des fonctions Bohr-presque
périodiques sont cités ci-dessous :

Proposition 2.6. Si f est une fonction continue presque périodique, alors f est bornée et
uniformément continue.

Démonstration. Dans cette preuve, on a deux points a démontrer :

1. La bornitude de f :
Supposons que f € PP(R,B). Pour € = 1, on notera [y le réel positif correspond.
Comme f est continue sur le compact [0,;], elle est bornée sur [0, ], c’est a dire,

M >0, sup [[f(z)] < M.

xE[O,ll]

Soit T € [—x, —x + ;] un e-presque période associé a f.
On a donc
Ve eR, [|[f(z+7)— f@)] <1

Il vient que pour tout x € R,

LF @) = 11f () = fl@+7)+ flz+ 7],
< |f(@) = fl -+l + @+,

Donc f est bornée.
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2. La continuité uniforme de f :
Soit ¢ > 0 et [ = [. la longueur d’inclusion associée. Comme f est uniformément
continue sur [—1,1 + [], alors il existe 0 < d(¢) < 1 tel que,

Vo,y e [-L1+1]; |z —y[ <d(e) = [|f(z) — fly)] <e.
D’autre part, si 7 € [—z, —z + [] est un e-presque période, on a

[f(z+7) = flz)] <e.

D’ou pour tout x,y € R avec |x — y| < d(¢g),

1f () = FWll = I () + fle+7) = fle+7) = fly+7)+ Fly+7) = FWI,
<|f(@) = fle+n)l+1f@+7) = Fly+ Dl +[1fy+7) = FWIl,

<e+e+e=3e.

Donc f est uniformément continue sur R.

]

Proposition 2.7. Si f et g sont deuzx fonctions presque périodiques et A € R ou C. Alors
ANy 49 fn=1/f(C+h),heRet]|f]|:R — R sont aussi des fonctions presque
périodiques.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe de la définition de la presque
périodicité. 0
Proposition 2.8. Soit f une fonction continue presque périodique, [’ensemble { f(x); = € R}
est relativement compact dans B.

Démonstration. Un ensemble E C B est dit relativement compact, si pour toute suite dans
E, on peut extraire une sous-suite convergente dans F.
Dans un espace de Banach, la compacité relative coincide avec la précompacité. 11 suffit de
montrer que pour toute € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon ¢ dans B, telles
que leur réunion couvre 'ensemble {f(x); = € R}.
Soit ¢ > 0 et [ = [, le longueur d’inclusion associé a f. Comme f est continue sur le
compact [0, {], on déduit alors que ’ensemble {f(z); x € [0, {]} est un compact dans B.
On prend xq, X9, - ,T,, les centres des boules qui couvrent {f(x); = € [0, {]}. Soit
t € R et 7 (e-translation) dans l'intervalle [—¢, —t + [].
Comme t+ 7 € [0, [], il existe un entier p dans {1,2,---,n} tel que f(z+7) € b(z,, ¢),
b(z,, €) : boule de centre x, et de rayon ¢, donc

1 (@) =zl < [If(2) = flz+ D) + 1f(z+7) — 3| <22 =¢,

par conséquent
n

{f(z); x € R} = blay, £).

p=1
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La définition des fonctions PP(R, B) donnée ci-dessus est peu maniable dans 1'étude
de certaines propriétés, notamment, pour montrer que ’ensemble PP (R, B) forme un sous
espace de Cy(R, B), 'ensemble des fonctions continues bornées, muni de la norme uniforme.

Dans ce qui suit, on donnera deux caractérisations de la presque périodicité de Bohr, la
premiere est basée sur les fonctions translatées introduite par S. Bochner ; la deuxieme est
obtenue par Bohr au moyen des polynomes trigonométriques généralisés. Le second résultat,
appelé aussi théoreme fondamental d’approximation, affirme que l’ensemble PP(R, B)
s’identifie avec la fermeture uniforme de I’ensemble des polynomes trigonométriques généralisés.

Définition 2.9. Une fonction f : R — (B, ||.||) continue est dite normale, ou presque
périodique au sens de Bochner, si [’ensemble des translatées

H(f)=Afs, [s(t) = [f(t+s) , VL eR]}

est relativement compact dans Cy(R, B). Autrementdit : pour toute suite (u,)nen C R, on
peut extraire une sous-suite (un, )ren de (Un)nen, telle que, la suite (f(x + up,))ren est
uniformément convergente.

Le théoreme suivant affirme que la presque périodicité de Bohr et celle de Bochner sont
équivalentes :

Théoréme 2.10. Soit f : R — (B, ||.||) une fonction continue. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. f est normale;

2. f est uniformément presque périodique.

Démonstration. 1. (1) = (2)
On raisonne par contraposition. On suppose que f ¢ PP(R, B).
Il existe donc €9 > 0 tel que V[ > 0, il existe un intervalle de longueur [ qui ne
contient aucun eg-translation.
Dans ce qui suit, nous allons construire par récurrence une suite (u,), telle que

Vi # g, |ui —uj| € T(f,0);

ou T'(f,e0) I'ensemble des ep-translation associé a la fonction f.
Pour une telle suite, on aura :

sup || f(z +w; — u;) — f(2)]| > €o,
zeR
soit encore

sgﬂg”f(w%—ui) — f(x + ;)| > eo.

Ce qui montre que 1’'on peut pas extraire une sous-suite convergente de la suite (f,, )n-
Donc f ne peut étre normale.
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Soit uy # 0, il existe un intervalle [ay, by], tel que (by — ay) > 2 |uy|, qui ne contient
aucun 7 (e-translation).

On pose us = (1/2)(ay + by), comme (uy — uy) € [a1, by], donc (ug — uy) ne peut pas
étre un e-translation, donc

sup || f(x +us —uy) — f(x)]| > e.

Il existe un autre intervalle [aq, by], tel que (b — ag) > 2(|uy| + |ug|), qui ne contient
aucun e-translation.

On pose uz = (1/2)(ag + b2), comme (uz — uy) et (us — uz) € [az, ba], (us — uy) et
(us — ug) ne peuvent pas étre des e-translation, donc nous avons

sup ||f(x +uz —uy) — f(x)]| > e et sup || f(x + uz —us) — f(x)]| > e.

Avec la méme procédure, a l'ordre n, il existe un autre intervalle [a,, b,], tel que
(bp, — an) > 2(Jug| + |ug| + - - - + |u,|), qui ne contient aucun e-translation.

On pose upy1 = (1/2)(an +by), on a Vi < n+ 1, (upt1 — u;) € [ay, by, donc les
(Uns1 — u;), pour ¢ < n + 1, ne peuvent pas étre des e-translation.

2. (2)=(1)
Soit S = (S,,), une suite d’ensembles dense dans R.
(fu, )n une suite de translation, f,, (t;) = f(u,+t;). On procede au choix d’une sous-
suite de (f,, )n convergente.
(fuy,,)n une sous-suite de (f,, ), convergente dans Si, (fu,,)n une sous-suite de
(fuy ., )n convergente dans Ss, ainsi de suite pour les autres termes, (f,, ), une sous-
suite de (f%fl)'n)n convergente dans S;.
On forme la suite diagonale (f,, ), qui converge dans S.

Maintenant, on s’intéresse a la convergence uniforme de la suite (fy, , )n, qui sera
notée (fu, )n-

Soit € > 0, I = I. > 0 longueur d’intervalles qui contient e-translation correspond
a la presque périodicité, et o correspond a la continuité uniforme de la fonction
f; on décompose l'intervalle [0, I] en des sous-intervalles de longueur inférieur a
0 et dans chacun, on choisit un point de S. Soit Sy I'ensemble des points choisis
So=A{r1,ra,- -+ ,1p}

La suite (f,, ), est uniformément convergente, donc il existe N., ¥ m,n > N, on a

o (1) = fon (r)ll <&, i=1,2,--,p.

vVt € R, il existe un 7 (e-translation) dans l'intervalle [—t, —t + [].
T+t €0, 1], et soit r; € Sy tel que |7+t — 1] < 4.
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Pour m,n > N,, on a

[ for () = fon DI = [ f(vn + 1) = f(vm + D[,
S|flon+t) = flont T+ O+ [ flon+7+1) = flri+ v
+ 1 f(ri +va) = fFri + o)l + [1f (ri + o) = flom + 7+ 1)
+f(om+7+1t) — flom+t)|| <H-e=¢€.

Donc la sous-suite ( fo, )n de (fu, )n est uniformément convergente, ce qui nous confirme
la normalité de la fonction f.

]

Remarque 2.11. Dans le cas ou [ est périodique, 'ensemble H (f) est compact (voir

[29]).

En 1962, Bochner a donné, dans son article “A new approch to Almost periodicity”,
[11], une autre caractérisation, dite critéere des doubles suites de Bochner des fonctions
presque périodiques.

Théoréme 2.12. [11] f est Bochner-presque périodique ssi ‘v’{oz;} , {5;} C R, il emiste
deuz sous suites {a,} = {a,, },{B.} = {8, } de mémes indices telles que

lim Tim f(a, + f; +t) = lim f(on + 5, +1), (2.1)

5—00 r—00

existent ponctuellement par rapport a t.

Une propriété cruciale du critere des doubles suites de Bochner est que les limites de
(2.1) existent par rapport aux trois modes de convergences : ponctuelle, uniforme sur in-
tervalles compacts et uniformes sur R. Ce critere remarquable permet donc d’ établir la
convergence uniforme en vérifiant la convergence simple (voir [11]).

Nous allons maintenant présenter la propriété d’approximation des fonctions Bohr
presque périodiques par des polynomes trigonométriques généralisés. Notons d’abord que
les fonctions de la formes x —— exp(idz) avec A € R, sont périodiques donc presque
périodiques. Donc toute combinaison linéaire finie de telles fonctions est presque périodique.

Définition 2.13. On appelle polynome trigonométrique généralisé, toute combinaison de
la forme

n
Zakexp(irkt), ar, € B, r, ¢ R, neN.
k=1

On note A I'ensemble de tels polynomes.
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Définition 2.14. Une fonction f : R —B, continue posséde la propriété d’approximation
polynomiale, si pour tout € > 0, il existe un polynome trigonométrique P. € A tel que

sup || f(z) = Pe(a)l] <.

Une autre caractérisation élégante et pratique de 'algebre PP(R, B), lorsque B est muni
d’une norme équivalente a un produit scalaire, est obtenue au moyen des polynomes trigo-
nométriques. Ce résultat, appelé aussi théoreme fondamental d’approximation, affirme que
'algebre PP(R, B) s’identifie avec la fermeture uniforme de 'ensemble A (cf.[2], [20], [78])

P(R,B) = A=,

En d’autres termes,

Théoréme 2.15. Une fonction f est PP(R, B) si, et seulement si, elle posséde la propriété
d’approximation polynomiale.

La démonstration de ce théoreme est longue et technique, le lecteur intéressé pourra se
rapporter par exemple aux références [20] ou [39)].

Les deux caractérisations précédentes peuvent permettre de démonter, assez facilement,
les propriétés cités ci-avant et d’autres (voir proposition ci-apres).

Proposition 2.16. Soient f, g € PP(R,C) et a € R, alors

1. |f| est presque périodique ;

2. Les fonctions : v — f(x), x — f(ax), x — af(zr) et x — fla+z) sont aussi presque
périodiques ;

3. f+getf-g sont presque périodiques ;

4. La limite uniforme de fonctions presque périodiques est presque périodique ;

5. Les parties réelles et imaginaires d’une fonction presque périodique sont presque
périodiques.

Démonstration. 1. Ce point découle du fait que Va, y € C, on a ||z| — |y| | < |z — y|.

2. Vu la préservation du module par la conjugaison, on déduit que f est presque
périodique.
Soit P(z) = Z?Zl ajexp{iAz} le polynome trigonométrique correspond a la fonction
presque périodique f. Alors le polynome P (x) = Z;‘:l a; exp{iaAr} est le polynome
trigonométrique correspond a la fonction z — f(ax), donc cette derniere est presque
périodique.
Pour les autres fonctions, il est facile de vérifier, et grace au critere de Bochner, que
les translations d’une fonction presque périodique sont aussi presque périodiques.
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3. Soit € > 0, il existe deux polynomes trigonométriques P et ) tels que
sup [|f(z) — P(z)|| <& et supllg(z) - Qz)] <e.
z€eR z€R

Avec I'inégalité triangulaire, nous avons pour tout x € R

I(f+9)—(P+QI <If =Pl +llg—Qll <2e,

qui nous confirme la presque périodicité de la fonction (f + g).
Pour f - g, nous posons

A= max {sup 1F@)]sup Hg(sv)l!} .y
zeR zER

il existe deux polynomes trigonométriques P et ) tels que
€ €
sup [ f(z) = P(z)] < - et supllg(z) — Q)] < .
z€R A rEeR A

Le produit P - @ reste toujours polynome trigonométrique. On a donc

I(f-9) = (P-QU < -9) = (f- QI+ (/- Q) = (P-Q),
<A g = I+ lIQULF =PIl

£ £

Donc (f - g) est presque périodique.

4. Soit (fn)nen une suite de fonctions presque périodiques converge uniformément vers
la fonction f.
Soit € > 0, il existe un ng € N tel que

1f = Frolloe <&

Comme f,,, est presque périodique, il existe un polynéme trigonométrique P tel que

[fno = Plloe <&

Donc, on a
If = Pllo < I = frollse + 1fno = Pllo < 26

5. Ce point est un résultat direct des deux propriétés 2 et 3.
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2.3.1 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Soit f : R — B une fonction localement intégrable sur R. On définit la valeur moyenne
supérieure et la valeur moyenne inférieure, qu’on note respectivement, M (f) et M (f)
comme suit :

T
— 1
M(f) T@;oﬁ/f et M{J) Tlif;ﬁ/f

Lorsque ces deux valeurs sont égales, on obtient la valeur moyenne de f, notée M (f).

La valeur moyenne d’une fonction périodique, de période élémentaire 7 € R, existe et

vaut (cf.[21]) :
:%/f@ﬁ

Concernant les fonctions PP(R, B), on a le résultat partiel suivant (cf.[2],[8],[35]) :

Théoréme 2.17. Pour toute fonction f appartenant a PP(R, B), la limite suivante existe

et est finie :
a+T

M (f Thm /f dt, Va e R.
2.3.2 Convergence en moyenne des suites de fonctions PP (R, B)

Une suite {f,},-; est dite convergente en moyenne quadratique lorsque, pour tout
e > 0, il existe un entier ny = ng (¢) > 0 tel que

M (I fu = o lI?) <&, ¥n,n' > n.

Ce mode de convergence plus maniable n’implique pas la convergence uniforme de
la suite { fn}nzr Toutefois, lorsqu’on se restreint a des classes particulieres de fonctions
PP(R, B), un tel lien peut étre établi :

Définition 2.18. Une famille F' = {f,}
lorsque :

wer de fonctions PP(R,B) est dite homogéne

1. F est équicontinue : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que |x — 2’| < § implique
| fa (z) = fo (2))|| < &, uniformément sur o ;

2. pour tout € > 0, l’ensemble F‘IIT (e, fa) est relativement dense dans R.
ac
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Il est clair que toute suite de fonctions uniformément convergente est convergente en
moyenne quadratique. Ceci découle de I'inégalité (cf.[20]) :

2 2
M AN o= P} < = fll -

L’inverse est en général faux, cependant, une suite de fonctions PP (R, B) homogene (considérée

comme famille) convergeant en moyenne quadratique, ’est aussi uniformément (cf.[20]).

2.3.3 Séries de Fourier des fonctions PP (R, B)

A Tinstar des fonctions périodiques, les fonctions uniformément presque périodiques
admettent des développements en séries de Fourier. Cependant, les différents tests de
convergence des séries de Fourier de fonctions périodiques, basés sur le comportement
de la fonction au voisinage d'un point, n’ont pas été généralisés au cas des fonctions uni-
formément presque périodiques. Ces tests sont en fait liés a la nature des séries de Fourier
de fonctions périodiques et ne peuvent se généraliser qu’a des cas particuliers de fonctions
presque périodiques. Pour rendre une telle étude possible, les exposants de Fourier de la
fonction PP (R, B) doivent étre astreints a certaines conditions notamment pour le calcul
du noyau et les différentes estimations nécessaires pour de tels résultats (cf.[2], [7]).

Nous présentons ici les éléments fondamentaux concernant les séries de Fourier des
fonctions uniformément presque périodiques.

Soit f € PP(R,B). On sait que pour tout nombre réel A, la fonction f(z)exp{—iiz}
est PP(R, B). On pose donc :

a(X) = M (f(2) exp{—iz}).

Le vecteur a (\) € B est appelé coeflicient de Fourier-Bohr de la fonction f.
Soient A, Ag, ..., Ay, N nombres réels arbitraires et by, bo, ..., by, des éléments quel-
conques de B. En utilisant les propriétés de la moyenne, on montre que 1’'on a :

M Hf(x)—zbnexp(ikn:v) =M (I @)17) = > lla a)ll* + D lbw — a (Aa) I

Cette équation est appelée équation d’approximation en moyenne quadratique de f par
N
des polynomes > b, exp (i\,x) .
n=1
Lorsque b, = a(\,), on obtient, pour N fixé, la meilleure approximation par des

N
polynomes du type : > b, exp (i\,x). On aura, dans ce cas :
n=1

> lla ()P < M (IF (@)]7)
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Ceci étant vrai pour tout entier NV, on déduit I'inégalité dite de Bessel :
“+o0o
2 2
D lla(a)l* < M (If (2)]7)-
n=1

1
Comme conséquence de cette inégalité, 'ensemble C,, = {)\ eR,|la(N)| > —} est fini
n

pour tout entier positif n, et par suite, I’ensemble {\ € R, ||a (\)|| > 0} = L>JlCn est au plus

dénombrable. On peut donc affirmer le résultat fondamental suivant :

Il existe, un ensemble au plus dénombrable de valeurs de A pour lesquelles a (\) est non
nul. On note Aq, Ao, A3, ..., Ay, ... ces valeurs. La série de Fourier formelle associée a f est
donnée par

S(f) () =D a(An)exp(ir).
n>1

Les nombres réels \, sont appelés exposants de Fourier de f et les vecteurs a (A,)
correspondants sont appelés coefficients de Fourier-Bohr.

Remarque 2.19. Lorsque B est un espace de Hilbert, I'inégalité de Bessel devient une
égalité dite de Parseval (cf.[78]) :

D lla Q)= M (I1f @)I)

Ce résultat fondamental, di a H. Bohr, permet de montrer une propriété d’approxi-
mation des fonctions PP(R, B) par des polynomes trigonométriques particuliers, les po-
lynomes de Bochner-Fejer. Cette propriété d’approximation généralise ’approximation
classique de Fejer des fonctions périodiques (voir par exemple [7]).

2.4 Les suites presque périodiques

Dans cette section, on s’intéressera a la notion de fonctions presque périodiques a va-
riable entiere, dite aussi suites presque périodiques, et a valeurs dans un espace de Banach.
Cette notion a été initiée en 1928 par A. Walther [73] dans le cas des suites réelles ou
complexes, et indépendamment par K.Fan [28] en 1942 dans le cas de suites qui sont a
valeurs dans un espace de Banach . Cette notion, développée récemment par de nombreux
auteurs (voir par exemple [21], [58], [76] et [77]), a réussi a s’imposer dans divers domaines
des sciences appliquées grace aux modeles mathématiques discrets.

1. Dans une lettre a K. Fan, du 6 aout 1942, M. Kiropp a eu l'obligeance de signaler que A. Walther
a déja étudié, en 1928, les fonctions presque périodiques d’une variable entiere et de valeurs réelles ou
complexes.
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Définition 2.20. L’application U : Z — B est dite presque périodiques si a tout € > 0,
on peut faire correspondre un entier positif N = N(g), appelé longueur d’inclusion, avec la
propriété que dans n'importe quel ensemble de N entiers consécutifs quelconques, il existe
p € 7, tel que

Untp — Ul <e; Vn € Z.

Comme dans le cas des fonctions a variable réelle, le nombre p est dit e-translation, ou
e-presque période associé a e.
Il est clair que toute suite périodique est presque périodique. Nous verrons plus loin qu’il
existe des suites presque périodiques sans étre périodiques.

Nous disposons d’un critere du type Bochner pour la caractérisation des suites presque
périodiques.

Définition 2.21. Une suite (Uy)nez est dite normale ou elle vérifie le critéere de Bochner
si pour toute suite d’entiers (my)ren, on peut extraire une sous-suite (my,); telle que la
suite (Un+mkj)j>0 converge uniformément.

Cette définition est tout a fait analogue a celle des fonctions normale d’une variable
réelles. En suivant dans leurs grandes lignes, les démonstrations connues dans le cas continu,
on peut démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 2.22. [20] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction a va-
riable entiere soit presque périodique est qu’elle soit normale.

Ce théoreme permet d’établir facilement certaines propriétés des suites presque périodiques,
en particulier, si (a,), et (b,), sont deux suites presque périodiques, alors (a, + by), et
(anby)n sont presque périodiques.

On munit ’ensemble PP(Z, B), 'ensemble des suites presque périodiques a valeurs dans
un espace de Banach, de la norme de la convergence uniforme sur Z, i.e.,|| f|| ., = sup,ez || f(n)||-
Alors, PP(Z,B), ||-||,.) a la structure d’un espace de Banach [20].

Avant de donner quelques exemples de suites presque périodiques, nous allons énoncer
une autre propriété intéressante caractérisant les suites presque périodiques en termes de
fonctions presque périodiques. Ce résultat permettra de transporter certaines propriétés
valables dans le cas continu au cas discret.

Théoreme 2.23. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite (fy)nez Soit
presque périodique est l’existence d’une fonction h, Bohr-presque périodique (h € PP(R,B)),
telle que
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Démonstration. 1. Nécessité : Supposons que la suite (f,,), est presque périodique.
Posons

hx)=fo+@—n)(frs1—fo); x€[n,n+1]etnelZ. (2.2)

Notons que h n’est que 'extension linéaire de la suite (f},),.

Evidemment, h est continue sur R.

Nous allons démontrer qu’elle est Bohr-presque périodique.

La presque périodicité de la suite (f,,), entraine que pour tout ¢ > 0, il existe N. > 0
tel que parmi les N, entiers consécutifs, il existe un e-translation p vérifiant :

Vurp—full <2, ¥neZ (2.3)

Remarquons que si x € [n, n+ 1], alors (x+p) € [n+p, n+p+1][, et la valeur de
la fonction h au point (z + p) est

h(x +p) = fpin + (@ = 1) (farps1 = foin)

En tenant compte du fait que (z —n) € [0, 1] et de I'inégalité (2.3), on obtient :

17z +p) = h(@)|| = | fpin + (2 = 1) (frsptr = fpn) = [fn + (& = 1) (frr = S)Ill,
= || fpn — fo + (@ = 0)[(farpt1 — fpan) = (Furr — F)lIl
< | fptn = Sall = 1@ = ) (fasprr = far1) = (fprn — fu)ll
< pr+n - an + aner+1 - fn+1” + ”prrn - fn” <3-e=¢.

Cela signifie que p est e-translation associé a la longueur d’inclusion N.. Donc h est
Bohr-presque périodique.

2. Inversement, soit h € PP(R, B). Nous allons utiliser le critere de Bochner (normalité)
pour montrer que la suite (h (m)), ., est presque périodique. Soit (up)ney C Z. 11
existe une sous suite (u, Jken de (up)n, telle que la suite (h(u,, + ))ren converge
uniformément sur R. Ou encore, la suite (h(uy, +m))reny converge uniformément sur
Z. Ce qui signifie que (h(m))mnez est presque périodique.

0

Le théoreme (2.23) permet de former un grand nombre d’exemples de fonctions presque
périodiques d'une variable entiere, par exemple :

Exemple 2.24. La fonction h(z) = cos(z) est une fonction continue presque périodique
de la variable réelle x, f, = cos(n) est donc une suite presque périodique.

On remarque que f, = cos(n) n'est pas une suite périodique, bien que la fonction h(z) =
cos(x) soit périodique [39].

Le théoreme qui suit constitue une réciproque du théoreme (2.23) au sens ou la presque
périodicité d'une fonction continue a variable réelle est caractérisée en terme de la presque
périodicité d’'une certaine suite.



2. Les fonctions presque périodiques 41

Théoreme 2.25. [20] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f soit
presque périodique est que :

1. f soit uniformément continue sur R ;

2. 1l existe une suite (Sg)r>o0 de mombres réels positifs, décroissante vers zéro et telle
que pour chaque k > 0, {f(nsk)} est une suite presque périodique.

Le théoreme suivant, connu sous le nom ” Théoreme de la moyenne”, est analogue au
théoreme 2.17.

Théoréme 2.26. La valeur moyenne d’une suite presque périodique (f,)nez eriste et vaut :

M(f)= lim k- anﬂ

k—o00

Démonstration. Considérons la fonction presque périodique h correspondante a la suite
presque périodique (f,,)nez. D’apres la formule (2.2) on a

hz)=fo+ (x—n)[fos1— fu] ; z€[n,n+1], n€Z,

de plus sa valeur moyenne est donnée par

T—o0

M(h) = lim T—l/h(x)d:c

D’autre part :

n+k n-+i
ko / z)de =k~ Z /
n n—H 1
k n+i
Y [ Gt == 4 D ifanin) do
=lotiot
k 1 n-+1
= k_l Z |:xfn+i—1 + (1' —n—1+ 1)2 5 (fn+ifn+i—1) )
= n4i—1
kl 1 :
=k Z Jryio1 + > Z (fari = Jnri-1) 5
; i=1

= k1! me_z 1 + - (fn—i—k - fn) ’

= kil ;fn+z + % (fn - fn+k)
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Comme la suite (f,)nez est bornée, on a kh_}lrgo k—;l(fn — faax) =0.
n+k

Done M(h) = lim k~' [ h(z)dz = lim k~! S5 fari = M(f).

k—o0

]

Théoréme 2.27. Soit (a,)nez une suite sommable dans Bii.e.,y . . |la,| < oco. Alors
pour toute suite presque périodique (fy)nez, la suite (gy)nez définie par

gn = Z &ifnfia
i€Z
est presque pértodique.

Démonstration. Soit (f,,)nez une suite presque périodique et p, le e-presque période associé
a ¢ > 0, donné.
On a pour n € 7Z,

Hgn+p - gnH - Zaifnerfi - Zaifnfi 5
i€EZL 1E€EZ
< aill l fasp-i = Faill -
1€Z

Comme )., [|a;|| est finie, on a

SUP || Gn+p — gnll < Z laill sup || fotp-i — fuill -
" i€Z "

On déduit donc que p est un e’-presque période de (gn)nez ol €' = Y., |lail| €.
O]

Avant de cloturer cette section, nous allons énoncer deux résultats d’application des
suites presque périodiques qui sont d'un intérét fondamental dans la théorie des systemes
dynamiques discrets (voir [21]). Il s’agit de deux résultats de stabilité :

Théoréeme 2.28. Soit (f,)nez une suite presque périodique a valeurs réelles ou complexes,
et (gn)nez la suite définie implicitement par

{ go donné,
fn = Gn+1 — Gn-

Alors la suite (gn)nez est presque périodique si, et seulement si, elle est bornée.

Ce résultat admet une version analogue dans le cas des fonctions presque périodiques,
qui consiste a dire que la primitive d'une fonction presque périodique est presque périodique
si, et seulement si elle est bornée (voir par exemple [20], page 98).
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Démonstration. Soit (f,), € PP(Z,B), h la fonction presque périodique correspondante a
la suite (f,)n-
On a pour t > 0

t

/h(x)dx— /mh(x)dx—l—/h(x)d:c,

1
11 7 !

z; / h(z)dx + / h(z)dz,

7=075 1]

t

§(fj+1+fj)+/h($)dﬂ%

=0 g

[y

—_

t]—

t
1
=fitfot+fy +§ (fo_f[t]) +/h(m)dw,
[t]
1 t
=(g2—91)+(93—g2) +--- + (9[t}+1 — g[t]) + §(f0 — fig) + /h(@d%
[t]
1 t
= 9+1—90 ~ 5 (fo + f[t]) + /h(ﬁ)dﬂ
h ™ gy

() —_——
(1

On remarque que les deux parties (I) et (II) sont bornées, donc la suite (g,), est bornée
t

si, et seulement si, [ h(z)dx est bornée.
0

]

Concernant le deuxieme résultat de stabilité, nous nous intéressons aux équations aux
différences de la forme

Tpy1 = Axp, + fr; n€Z, (2.4)

ol (2 )nez €t (fn)nez sont deux suites dans R™, (f,)nez € PP(Z,R™), et A est une matrice
carré d’ordre m (A € M,,,(C)).

Avant d’énoncer le résultat concernant la presque périodicité des solutions de 1’équation
(2.4), on a besoin de rappeler le résultat classique de 1'algebre linéaire suivant :

Théoréme 2.29. Soit m € N et A = (a;;) € M,,(C). Il existe une matrice P € M,,(C)
inversible, B € M,,(C) triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de A sur le
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diagonale telles que

A= P 'BP. (2.5)

Nous disposons du résultat suivant :

Théoreme 2.30. Supposons que (f,)nez est presque périodique. Alors toute solution (x,,)nez
de Uéquation (2.4) est presque périodique si, et seulement si, elle est bornée.

Démonstration. En premier lieu, on effectue une transformation linéaire z,, = Py, pour
tout n € Z, ot P est la matrice donnée par (2.5).
Notons

[\l by bz oo b
0 Ay Do x
i 0O 0 0 - An |

la matrice triangulaire associée a A, ou les \; sont les valeurs propres de
A, et bijGC; ,j=1--- m.

En tenant compte de cette transformation, le systeme (2.4) devient :

Ynt1 = Byn + ¢ ; n €, (2.6)

ot (pn)nez = (Pfn)nez. Notons que la suite (¢,).ez reste aussi presque périodique (en
tant que combinaison linéaire a coefficients constants de telles fonctions).

On commence par résoudre la m-ieme équation de (2.6), a savoir

Yn+1,m = )\myn,m + Pnm, N € Z, (27)

I'équation (2.7) est une équation scalaire.

Notons que la résolution de (2.7) permet de résoudre le systeme (2.6) tout entier ( par
la méthode des remontés).
Considérons donc la forme simplifiée de (2.7)

Znel = A2+ Cp; n € Z. (2.8)

On distingue trois cas, suivant le module du coefficient .
1. Si |\ <1
Dans I’équation (2.8), on remplace n par n + p, p € Z, puis on soustrait 1’équation
(2.8) de ’équation obtenue. On obtient 1’équation suivante :

Znapt1 = Znit = MZngp = Zn) + (Cngp — ) 5 n € Z, (2.9)
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d’ou

sSup |zn+p+1 - Zn+1| < |)‘| sup |Zn+p - Zn| + sup |Cn+p — Cn| -
n n n

Comme

SUP [2n4p+1 — Znt1] = SUP [2ntp — 2l
n n
donc, grace a la bornitude de (2,)nez, on a pour tout p > 0

Sup [2n4p — 2n| < (1 — |)‘|)_1 SUp [Cntp — Cul - (2.10)

Cela signifie que si p est un e-presque période de (¢, )nez, il reste aussi un (1+|\|) " te-
presque période de (2, )nez.

2. Si |\ >1.
Avec le méme raisonnement du premier cas, on obtient la formule suivante :

sup [2n4p — 2n| < (JA] — 1)_1 SUp [Cntp — Cal - (2.11)

Ce qui nous assure la presque périodicité de la suite (z,)nez-
3.Si|Al=1,onaA=¢"% HcR.
En multipliant les deux membres de 1’équation (2.8) par e®(+1) on obtient I’équation

suivante
Zn+1619(n+1) — if(nt1) [e—zezn + Cn} - neZ.

Et pour simplifier I'écriture, on pose U, = z,e™ et ¢/, = "¢, alors I'équation
précédente sera de la forme suivante :

U1 —U,=d,; neZ. (2.12)

Comme la presque périodicité de la suite (¢}, )necz est assurée par la presque périodicité
de (¢n)nez, et la bornitude de la suite (U, )nez est garantie par celle de (2,)nez,
alors le théoreme 2.28 nous assure la presque périodicité de la suite (U, )nez, et par
conséquent, la suite (z,)nez est presque périodique si, et seulement si, elle est bornée.

]



Chapitre 3

Les processus stochastiques
périodiquement et presque
périodiquement corrélés

3.1 Introduction et définitions

Dans ce chapitre, nous nous attacherons a étudier une généralisation des processus sta-
tionnaire, les processus périodiquement corrélés (cyclostationnaires), les processus presque
périodiquement corrélés et les processus presque périodiquement unitaires. Nous verrons
quels liens les unissent et ce qui les différencie.

Par le biais de la représentation spectrale des opérateurs unitaires, nous étudierons ces
différentes classes sous cet angle, et étudierons les outils spectraux que nous pouvons leur
associer.

L’intérét statistique de la représentation spectrale d’un processus stochastique réside
dans la possibilité d’exprimer ce dernier sous la forme d’'une ”somme” de processus périodiques
non corrélés.

On se place dans (2, A, P), espace probabilisé.
On désigne par L?(Q) 'ensemble des variables aléatoires X définies sur (Q2, A, P) & valeurs
complexes telles que F(|X|*) < co. On utilisera aussi la mention

Li(Q) = {X € L*(Q); E(X)=0}.

Définition 3.1. Un processus stochastique complexe sur £ est une famille de variables
aléatoires (Xi)ier sur (2, A,P), ot T est un ensembles quelconque.
(X:); est un processus stochastique du second ordre si ¥Vt € T, X; € L*(Q).

46
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On définit donc un processus du second ordre de la maniere suivante :

T — L*(Q)
X t— X0 (Q,AP) —C
w— Xi(w).
Remarque 3.2. 1. 8i T C Z, alors le processus est appelé suite aléatoire ou série

temporelle, ou encore série chronologique ;

Si T C R, alors le processus (Xy)ier est appelé fonction aléatoire ;

Un processus stochastique est donc, une fonction de deux variables (t,w) € T x R.
Ainsi,

a- VteT, l'application

Xo=X(t) - { ff:ﬁcqt,w).

est appelée réalisation de X au moment t ;

b- Yw € Q, lapplication

T—C
Xo=X(hw): { t X(t,w).

est appelée trajectoire de X ;

Dans la pratique, une réalisation sur une durée finie d’une suite aléatoire est également
appelée série chronologique par abus de langage.

Il convient aussi de rappeler que pour un processus stochastique (X;);er € L*(9), &
valeur dans C, 'espérance, le moment d’ordre k, la covariance, la variance et la corrélation,
sont respectivement donnés, pour tous ¢, s € T', comme suit :

m(t) = E(X;) = fQ Xi(w)dP(w);

mk(t) = B(XF) = fQ XF(w)dP(w), k€ N*;

R(t,s) = Cov(X,, X,) = E (X, — B(X,) (X, — B(X,))] ;
V(t) = Var(X;) = Cov(Xy, Xy);

pls,t) = R(s, )[V (s)V ()] 72
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Nous ajoutons aussi que la fonction caractéristique de X est la fonction définie par

VieT,Vy e R, p(y) = E (e¥) = / eVrdP, ().
0

C’est donc la transformée de Fourier de la mesure P sur (2.

Rappelons aussi que la loi d’un processus stochastique est donnée par la loi conjointe
du vecteur (X, Xy,, -+, Xy, ), pour tout choix de n € N et t; € T, c’est a dire, par la
famille des probabilités

]P)thtg,v--,tn(Al)AQ? LAY =P(Xy € AL X, € Agy - X, €A,
VneN, Vi, ty, -, t, €T, et VA, Ay, --- A, € Ac,

ou Ac désigne la tribu borélienne de C.

Dans la suite de ce mémoire, sauf mention contraire, on prendra 1" = Z.

Définition 3.3. Un processus du second ordre (&,)nez identiquement distribué est dit bruit
blanc faible si pour chaque n, m € Z; m #n, on a :

- E(gn) =0;

- E(fg) =05

- COU(fn, gm) =0.

Il est dit bruit blanc fort si le troisieme point est remplacé par ” les variables &,, n € Z
sont indépendantes”.

Définition 3.4. Un processus stochastique (X,,), a une représentation causale si on peut
I’écrire sous forme d’une combinaison linéaire du passé d’un autre processus du bruit blanc,
1.€.,
Xn = § aj§n—j7 n €z,
3>0

ot la suite (ay,), est absolument sommable.

3.2 Processus stationnaires

Dans cette partie, on introduit quelque notion d’analyse des processus stochastique, no-
tamment les concepts de stationnarité, de fonction d’autocovariance ainsi que sa représentation
spectrale.

On distingue deux types de stationnarité :

Définition 3.5. (Stationnarité stricte)

Un processus stochastique (Xy)iez est dit strictement stationnaire, si pour tout sous-ensemble
finie de Z, {t; < ty < -+ < tn}, et pour tout h € Z, les deux vecteurs aléatoires,
(X, Xy, Xy,) et (Xgyan, Xigihy -+ s Xo,an), ont méme distribution.

Autrement dit, sa loi de probabilité est invariante par translation.
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Exemple 3.6. Une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
(Xn)n est un processus strictement stationnaire, en effet, [ = {t; <ty <--- <t,} et pour
tout A, € A, i=1,--- ,n;ona

]P)(th c Al, Xt2 € AQ, s ,th c An) - H?;l]P)(Xt c Az)

Définition 3.7. (Stationnarité faible)

Un processus stochastique du second ordre (Xy)iez est dit faiblement stationnaire (ou K-
stationnaire, K pour Khintchine) si ses statistiques d’ordre un et deux sont invariantes par
translations, i.e.,

1 E(X)=m, VteZ;
2. E(X}) < oo, VtEZ;
3. Cov(Xy, Xyin) = R(t,t+h) =~(h), Vi, heZ.

La fonction ~ est dite fonction d’auto-covariance du processus faiblement stationnaire
X.

On peut trouver, a ce mode de stationnarité, d’autres appellations : stationnarité en
moyenne d’ordre deux, stationnarité faible ou aussi stationnarité tout court.

Ci-apres, deux exemples de processus, I'un est faiblement stationnaire et I’autre ne I’est
pas.

Exemple 3.8. Soit (X,,)nez un processus stochastique du second ordre définit par
Xn = gn + agn—la

0t (&) nez est un bruit blanc faible et a € R.
On vérifie facilement que (X, )nez est faiblement stationnaire. En effet,

E(Xn) = E(fn + aﬁn—l) = 07 Vn € Z.
Et

COU(Xna Xm) =L [(Sn + a'gn—l) (gm + agm—l)] 5
= E (gngm) + CLE (fnﬁm—l) + CLE (fn—lgm) + (l2E (gn—lfm—l) .

Donc, l’expression de la covariance est donnée par :

o*(1+a®), n=m;
Cov(X,, Xp) = 0%a?, In—m|=1;
0, SINOmN.

Le processus (Xy, )nez est bien stationnaire. Un tel processus est appelé processus a moyenne
ajustée d’ordre un (M A(1)).
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Exemple 3.9. Le processus stochastique défini par
n
X,=) & nez,
i=1
ot (&n)nez est un bruit blanc faible, n'est pas stationnaire, car la covariance dépend de

[’état n du processus.
En effet,

[ /n+h n
Cov(Xpin, Xn)=FE (Z &) (Z &)] )

1=n+1

[ n 2] n—+h n
=FE Zfz‘ + LK (Z fi) (Z€z>]7
i1 i=n+1 i—1
- =
—E (D &) |
i—1
=) E(&),
i—1
= no?.

— La stationnarité forte implique la stationnarité faible, la réciproque est valable seule-
ment pour les processus gaussiens, voir par exemple [54], P. 123;
— Le bruit blanc est un processus stochastique faiblement stationnaire.

Une propriété primordiale de la fonction « d’autocovariance de processus stationnaire est
qu’elle est définie positive.
Proposition 3.10. La fonction d’autocovariance v vérifie les deux propriétés suivantes :
— 7 est une fonction hermitienne, i.e., (7(—h) = W) , heN;
— v est définie positive, i.e., pour toute suite finie (a;); de C,

n

Ziaia_ﬂ(i—j) >0;VneZ.

i=1 j=1

Définition 3.11. On appelle fonction d’autocorrélation d’un processus stochastique (X, )nez,
notée p, la fonction d’autocovariance normalisée de (X,)nez donnée par

ot v(0) = Var(X,) la variance du processus.



3. Les processus stochastiques périodiquement et presque périodiquement corrélés. 51

Comme la fonction d’autocovariance, la fonction d’autocorrélation vérifie les propriétés
suivantes :

— p est une fonction hermitienne, i.e., (p(—h) = p(h)> , heN;
= lp(h)] < 1;
— p est définie positive.

3.2.1 Représentation spectrale des processus faiblement station-
naires

Dans cette section, A~ désigne la tribu borélienne associée a (—m,7]. Un résultat
général d’analyse fonctionnelle, dit théoreme de Herglotz, permet d’associer, de maniere
univoque, une mesure positive définie sur ((—7?, 7, A(_mﬂ) a toute suite définie positive.
Cette mesure, appelée mesure spectrale, joue un role analogue a celle de la transformation
de Fourier pour les fonctions. En particulier, elle confere une expression simple aux trans-
formations linéaires.

Théoréme 3.12. [17] (Théoréme de Herglotz)
Une fonction v : Z — C est définie positive si, et seulement si, il existe une mesure
positive p sur ((—7r, W],A(,mﬂ) telle que

7@):/WJMMMM,hEz. (3.1)

—T

Si la suite (vn)n est sommable (), ., |v(h)| < 00), alors la mesure pi posséde une
densité f, par rapport a la mesure de Lebesgue, sur ((—7r, W],A(_mr]), donnée par

£1) = 5= S (e 0 (32)

heZ

En appliquant ce résultat a la fonction d’autocovariance v d’un processus faiblement
stationnaire (X, ),ez € L3, on obtient la représentation spectrale (3.1) de 7. La mesure
est dite mesure spectrale et la densité f est appelée densité spectrale.

Ce théoreme, parfois appelé théoreme de Wiener-Khintchine ou théoreme de Wold.

La démonstration de ce théoreme repose sur le théoreme de Prohorov que nous énongons
ci-dessous sans démonstration. Introduisons la notion de tension pour une variable aléatoire.

Définition 3.13. Une variable aléatoire X dans un espace topologique quelconque est dite
tendue si pour toute € > 0, il existe un compact K. tel que

P(X ¢ K.) <¢,
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et un processus (X, )ner est dit uniformément tendu ( ou borné en probabilité) si pour toute
e > 0, il existe un compact K. tel que

supP(X; ¢ K.) < ¢

iel

La notion de tension est étroitement liée a la notion de convergence en loi, le théoreme
suivant montre que toute suite de variables aléatoires convergente en loi est tendue, la
réciproque est partiellement vraie.

Théoréme 3.14. [57] (Théoréme de Prohorov)
Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires dans C.

a- (X,)n converge en loi vers X, alors la famille {X,,, n € N} est uniformément tendue

b- Sila famille {X,,, n € N} est uniformément tendue, alors il existe une sous-suite (X, );
de (X,)n converge vers une variable aléatoire X .

Démonstration. (la preuve du théoreme de Herglotz)

1. 11 est facile de vérifier qu'une telle fonction -y définie par la formule (3.1) est définie
positive.

a- Il est clair que y(—n) =~v(n), Vn € Z;
b- Soit (a;)i=1,..,, CC. On a

Z Z apy(J — / Z Z axa;e ™R u(dt),

k=1 j=1 T k=1 j=1

7r .
— / E a eztk
-

k=1
2. Inversement, supposons que (y(n)), est une suite définie positive, et considérons la
suite de fonctions (f,)nez définie par :

fult) = MZZ (= ke,

2

w(dt) > 0.

Donc ~ est définie positive.

=1 k=1
1 n—1 |]€‘
- § 1 _ —Zkt
k=—(n—1)
1 kt
- ikt (K
o Tn(k)
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it = (1= 1) saw)

qui vérifie |y, (k)e ™| < y(k) et lim, 7, (k) = (k).
Par construction, la fonction f, est positive (pour tout n) du fait que la séquence
d’autocovariance (k) est de type positif.

ou

Pour conclure la preuve, nous commencons par le cas particulier pour lequel on
suppose ’hypothese supplémentaire

> (k)| < oo (3.3)

Sous cette hypothese, une application directe du théoreme de convergence dominé
prouve que

€z
1 .
= — lim e Zkt%(k),
o2 n—00
keZ
1 —ikt _
= L3 e ) = (1)
keZ

Donc f est positive comme limite de fonctions positives.
Une application directe du théoreme de Fubini (la permutation étant possible car
f:r > v(k)|dt < oo), montre que, pour tout h € Z, on a

™

| rwerar =355 [ = w).

kEZ T

Ceci conclut la démonstration sous ’hypothese (3.3).

La démonstration dans le cas général utilise le théoreme 3.14. On remarque que l'on
peut supposer v(0) =1 .

Notons p,, la mesure de densité f,, par rapport a la mesure de Lebesgue sur (—m, 7].
On a par construction

i) = [ wema= (1-2) o)

En particulier, on a pu, ((—m, 7]) = 7(0). De toute sous-suite de (g, )n, on peut extraire
une sous-suite (Vg)r = (n, )r qui converge étroitement vers une mesure positive p de
masse totale v(0) (théoreme de Prohorov). On a pour tout p € Z

filp) = lim B (p) = 7(=p).
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La limite de Vk(p) ne dépend pas du choix de la sous-suite, et donc de toute sous-
suite de la suite (p,),, on peut extraire une sous-suite qui converge vers la méme
mesure limite p. On peut déduire que la suite (u,), converge étroitement vers .
Donc, dans le cas suscité, lorsque ), |v(k)| < oo, et par I'application du théoreme
de la convergence dominée, la suite (f,(t)), converge vers f(t).

O

Exemple 3.15. 1. La fonction d’autocovariance d’un bruit blanc (&,), est donnée par
(k) = a6 (h).

Comme ", ., |v(h)| = o2, alors d’aprés le théoréme de Herglotz, Uexpression de la
densité spectrale est donnée par

f(t) = % 20250(h)e“h = 0—2.

27
heZ

La densité spectrale d’un bruit blanc est donc constante. Cette propriété est a l’ori-
gine de la terminologie "bruit blanc” qui provient de [’analogue avec le spectre de la
lumiére blanche constante dans toute la bande de fréquences visible.

2. Soit (X,,)n le processus défini dans 'exemple 3.8
Xy = gn + agn—L
Sa fonction d’autocovariance est donnée par

c*(1+a*), h=0;
V(h) = 0.2a2’ |h| =1;
0, SInon.

L’expression de la densité spectrale est donnée par
. . 0'2 .
f(t)=—[c%a(e"+€") +0*(1+a%)] = oy 114 ae™™|.
T

Exemple 3.16. (Processus harmonique)
On considére une variable aléatoire uniforme ¢ sur lintervalle [—m, x|, donc la densité de

probabilité
1

04(0) = 3= Xonm (@),

On lui associe le processus aléatoire X = (X, )nez défini par :

X, = Aeiote),
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ou A € C et wy € [—m, 7] sont deuz constantes. un tel processus est dit harmonique.
11 est facile de vérifier que X € L2 :

B(X,) =0, Vn et E(|X,[°) = |Af, Vn.
De plus,
E (Xnym) = ’A|2€iw0(nim)a

d’ou l’en déduit que X est faiblement stationnaire. Finalement, on a
) = e = [ ey
X 27T . X )

cette derniére formule montre que la mesure spectrale de X n’est autre que la mesure de
. . 2

Dirac 6, en wy, a un facteur 27 |A|” prés.

Les processus harmoniques fournissent l'exemple le plus simple de processus aléatoires sta-

tionnaires (au sens faible) ne possédant pas de densité spectrale.

Application a la simulation de processus stationnaires

Le théoreme de Wiener-Khintchine fournit une représentation spectrale pour la fonc-
tion d’autocovariance des processus stationnaires. La question suivante est : pouvons nous
obtenir une représentation similaire( de type ”Fourier”) pour les processus (trajectoires)
aléatoires eux mémes ?

Par le biais des opérateurs unitaires, nous allons voir , dans la sous-section suivante, qu'un
tel théoreme de représentation spectrale existe.

Afin d’illustrer I'intérét pratique de la représentation spectrale du processus lui méme,
il est utile de considérer le cas du processus X de longueur finie, i.e., X = (Xn)n:ﬁ- Il
est tout d’abord nécessaire d’adapter la définition de la stationnarité a cette situation.
Il faut pour cela tenir compte des conditions aux bords, que ’on suppose ici périodiques.

Définition 3.17. Soit X = (X,),_gx—7 un processus stochastique du second ordre de
longueur N. X est faiblement stationnaire si

mx(n) =mx(0)=myx, Yn=0,---,N—1, (3.4)
et
Rx ((n+7) mod N,(m+7) mod N)=Rx((n—m) mod N), Vn,m,7. (3.5)

Soit X un tel processus aléatoire stationnaire, que 1’'on suppose de plus centré. Soit Ry
son autocovariance, et soit Sx le vecteur défini par

Sx<k7) = Z_: Rx(n)eimﬂ-knﬂv. (36)
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On considere la transformée de Fourier finie de X, le vecteur aléatoire ()/(\'0, e ,)/5 N,1>,
défini par

-1
Xp= ) Xye 2imn/N, (3.7)
Soit R¢ son autocovariance. Un calcul simple montre que
E(X)=0 et E ()?,E) = NSx(k)ow, Vhkle{l--- N—1}.

Les composantes de X sont donc non corrélées. Utilisant la transformée de Fourier inverse,
on peut donc écrire

i

1 .
Xn - eQzﬂ*kn/NYk’ (38)
VN =
ou les variables aléatoires
N-1
1 -~ 1 .
Vo= —X - XnefQWkn/N’

3
I
o

sont non corrélées :

E <Yk — SxOu.

\_/

La représentation (3.8) porte parfois le nom de représentation de Cramer en dimension finie.

Lorsque I’on souhaite simuler un processus aléatoire, on se place de facto dans une situa-
tion de dimension finie. Les ordinateurs proposent, en général, des générateurs de nombres
pseudo-aléatoires capables de fournir des séquences de nombres aléatoires aussi proche
que possibles de vecteurs identiquement distribués et non corrélés. Dans ces conditions, si
on souhaite générer une réalisation d’un processus faiblement stationnaire, de spectre Sx
donné, on peut procéder comme suit : on génere tout d’abord une séquences de nombres
pseudo-aléatoires (W, -+, Wyx_1), qui sont tels que

EWy) =0 et E(WW)) =6,

puis on exploite la représentation de Cramer en formant

N-1

e?iﬂkn/N Sx(k>Wk

k=0
Il est facile de vérifier que F(X,,) =0, Vn, et de plus

X, =

==

1

E( SX 2z7rkn m)/N :Rx(n—m),

oMf

donc X est faiblement stationnaire.
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Représentation spectrale des processus faiblement stationnaires via ’opérateur
unitaire

Le théoreme de Herglotz permet de donner une représentation spectrale pour la co-
variance d'un processus stationnaire. La covariance est un objet déterministe. Nous allon
maintenant obtenir une représentation spectrale pour le processus lui méme en utilisant
les opérateurs unitaires.

Commencgons par montrer que la stationnarité d’un processus se caractérise par 'exis-
tence d'un opérateur unitaire, dit opérateur de décalage (shift), vérifiant une certaine pro-
priété.

Soit X € L?(Q) un processus stationnaire. Sans perte de généralités, on peut supposer
que X € L(Q). Si tel processus n’est pas le cas, on peut toujours écrire X =Y + myx et
travailler avec le processus centre Y.

L’espace L2(€) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(X,Y)=Cov(X,Y).

On notera Hyx le sous-espace fermé de L2(§) engendré par les variables X,, n € Z,
e, Hy =35p{X,, n € Z}. L’adhérence étant prise au sens de la moyenne quadratique.

On notera également m la moyenne et R la covariance

Théoréme 3.18. Soit (X,,)nez un processus appartient a L3(Q, A, P), le processus (X, )nez
est stationnaire si, et seulement si, il existe un opérateur unitaire U définit sur Hx =
sp{X,, n € Z} tel que

UX, =X,1, n €Z. (3.9)

Démonstration. 1. Supposons qu’il existe un opérateur U vérifiant (3.9).
Nous avons alors

<Xn+17Xm+1> = <UXn7 UXm> = <Xn>Xm>

Ce qui signifie que (X,,)nez est stationnaire.

2. Inversement, Supposons que (X, )ncz est stationnaire. Soit U un opérateur défini sur
Lx = sp{X,, n € Z} par

U IL)(—> LX

n

Y = zn: 0; X, H UY = a; X, 1.
=1

=1

Nous allons montrer que 'opérateur U est bien défini, linéaire, de plus il est surjectif.
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(a) Pour montrer que U est bien défini, on suppose qu'un vecteur Y € Lx a deux
expressions différentes :

i=1 i=1

On peut alors écrire

n 2

> (a5 = b)) X

Y

n n 2
E ;X 41 — E bi X, +1
i=1 i=1

i=1

=) (@ = bi)(a; — b)) (X1, Xy 1),
ij=1

= Z(al - bi)(a’j B bj)<Xni7an>7
ij=1

n 2

Ce qui signifie que Y = >"" | 4, X, = > iy biXy,.

(b) Pour la linéarité de U, Soient Y, Y’ € Ly tels que Y = >0 a; X, et Y/ =

Nous avons alors

UlaY +Y7)

U <aZaZX +Zban) ,
U (i (cva; + b;) Xm.) ,

i=1

n

Z (ava; + b;) X1,

=1
n n

= Z ;i Xpn, 11+ Z biXni+1,
=1 =1

alU(Y) 4+ U(Y").

(c) Pour montrer que U est surjectif, soit Y =>"" | a;X,, € Lx, nous avons alors

U (i aani1> = iaiXm =Y,
i=1 i=1

d’ou la surjectivité de U.
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(d) Finalement, U est une isométrie car pour tous vecteurs ¥ = > "  a;X,, et
Y'=>"", bX,, dans Lx, on peut écrire

Y, Y") = Z aib; (X, X)),

zgl

—E E Clz n+1, m+1>7

=1 j=1

= (UY,UY").

Ce qui montre que U préserve le produit scalaire, donc aussi la norme induite.
L’opérateur U ainsi défini sur Lx peut s’étendre par continuité sur Hy = Ly,
de plus, son prolongement vérifie I’'équation (3.9).

m

Grace au théoreme 3.18, et a la représentation spectrale d’un opérateur unitaire (voir
chapitre 1), nous pouvons déduire la représentation spectrale d’un processus stationnaire

(Xn)n-

Soit (X,), un processus stationnaire et U l'opérateur de décalage (shift) associé. Il
existe alors une mesure spectrale a valeurs projecteurs p définie sur les parties boréliennes

de [0, 27) telle que
2T
Ur :/ mt (dt)
0

On peut alors écrire

2 2
X, =UXpy = U"Xg = / e u(dt) Xo = / eyl (dt). (3.10)
0 0

La fonction d’ensemble p/(A) = u(A)X, pour toute partie A borélienne de [0, 27), est dite
mesure aléatoire ou mesure aléatoire spectrale du processus (X,,),. Certaines propriétés de
la mesure spectrale p sont transférées a la mesure aléatoire y', a savoir

— i est o-additive;

— ' est orthogonalement dispersée au sens suivant :

(W'(A), 1 (B)y=0, VANB=0.

Nous pouvons a présent énoncer le théoreme de représentation spectrale, dite représentation
de Cramer-Khintchine, d’un processus stochastique stationnaire.

Théoréme 3.19. Le processus du second ordre (X,,), est stationnaire si, et seulement si,
il existe une mesure p o-additive orthogonalement dispersée sur ([0, 2m),.A) telle que (X,,)y
se présente sous la forme d’une intégrale stochastique :

21
Xn:/ " u(dt). (3.11)
0
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Démonstration. La nécessité vient d’étre démontrée ( voir la formule (3.10)). Pour la suf-
fisance, on suppose que le processus (X, ), a la représentation (3.11). On peut donc écrire
formellement :

2m 2m
(Kt Xo) = / (), [ o),
0
/ ztpezn(t s dF(t S)

/ ztde
f)/

Ce qui montre que (X,,), est stationnaire.
Ici, F' est la mesure spectrale du processus (X,,),, défini sur les boréliens de [0, 27) par

F(ANB) = (u(A), p(B)) = (AN B)||.

La transformée de Fourier de cette mesure spectrale est en fait la fonction d’autocovariance
du processus, cf. [47] :

v(h) = / ' e“MdF (w).

—T

3.3 Processus périodiquement corrélés

L’objectif de cette section est de définir la notion de périodicité corrélée (cyclostation-
narité) des processus du second ordre, et de donner quelques représentations spectrales des
trajectoires de tel processus via la théorie spectrale des opérateurs unitaires et celle des
processus stationnaires.

Définition 3.20. Un processus stochastique (X;)icz € L*(Q, A,P) est dit périodiquement
corrélé de période T, au sens de Gladyshev [40], si ses statistiques d’ordre un et deux
vérifient :

m(t) =m(t+ 1), VteZ;
(3.12)
R(s,t)=R(s+1,t+71), Vs,t,eZ.

— Il est clair que si la formule (3.12) de la définition précédente est vérifiée pour un 7
donné, alors elle ’est aussi pour k7, k € N;
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— Si (X})iez est périodiquement corrélé de période 71”7 (1-PC), alors le processus est
stationnaire au sens faible ; et tout processus stationnaire est périodiquement corrélé
de période quelconque.

Ci-apres quelques exemples des processus périodiquement corrélés.
Exemple 3.21. Si le processus (X;)iez € L*(Q, A, P) est périodique de période T, i.e.,
X, = Xyy,, Vte. (3.13)
Alors, (Xi)iez est T-PC. En effet, I'équation (3.13) signifie que
1 Xy — Xiirll 2, VEELZL

1l vient que pour tout s, t € Z,

mit) = /Q X,(w)P(dw) = /Q Xy () P(dw) = m(t + 7). (3.14)

R(s,t) = /QXs(w)Xt(w)P(dw) —m(t)m(s) = R(s +7,t + 7).

Donc le processus (X¢)iez est T7-PC.

Un cas particulier de suite aléatoire périodique est donné par
Xt:X'fta VtEZ,

o X € L*(Q, A, P) et (f)ez est une suite périodique (déterministe).
Dans ce cas, on a

E(Xy) = f,E(X) et Var(Xy) = f}Var(Xy).
En posant X = 1, on déduit que la suite (f;)iez est périodiquement corrélée.
Exemple 3.22. Soient (X;)iez et (Yi)iez deux processus non corrélés, i.e., ¥ s, t € Z,

Cov(Xy,Ys) = 0. Si (Xi)iez est T-périodique et (Yy)iez est faiblement stationnaire de
moyenne my et de covariance Ry (h), alors le processus (Zy)iez défini par

Zt:Xt—'—}/;, VtEZ,
est T-périodiquement corrélé. En effet, par (3.14) on a

mz(t) = mx(t) + my(t) =mx(t+7)+my(t+7)=mz(t+71),
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et

Ry(s,t) = Rx(s,t) + R,(s — t),
=Rx(s+7,t+7)+Ry(s+7—1t—1),
=Ry(s+T1,t+ 7).

Les deux conditions de (3.12) sont vérifiées, donc (Z;); est périodiquement corrélé.

Exemple 3.23. Soit (X;)iez un processus stationnaire avec E(X;) = 0, si (fn), est une
suite T-périodique, alors le processus (Yy)iez défini par

Yi=fi- Xy t €,

est un processus T-périodiquement corrélé.
En effet,

et pourVt,s € Z, on a

Ry(s+1,t+71)= fs+Tft_+TRX(S +T1—t—1),

= fsERX(S - t),
= Ry(S,t).

Il convient de mentionner que pour un processus périodique (au sens de (3.13)), la
fonction de covariance possede une propriété de périodicité plus forte que celle donnée par
(3.12), plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 3.24. [/7] Un processus (X;)iez € L*(Q2, A, P) est périodique de période T si,
et seulement si, m(t) est périodique et R(s,t) est doublement périodique, i.e.,V s,t, k,l € Z,

m(t) =m(t+71);

R(s,t) = R(s+ k7, t +11).

PC et stationnarité multivariée

Dans ce paragraphe, nous allons voir qu’a tout processus périodiquement corrélé 1’on
peut associer un processus stationnaire multidimensionnel (ou g-varié, ou encore vectoriel),
et cette relation est biunivoque (cf. [40]).
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Définition 3.25. Un processus vectoriel (Xy)ez, Xy = (X}, -+, X}), du second ordre est
dit faiblement stationnaire, si pour tout j,k = 1,--- ,q et s,t € Z, le processus scalaire

(X{)tez, j=1,.. ¢ Vérifie :

- Rji(s,t) = Cov(XI, XF) = Yik(s — 1), s,2te’, jk=1,---q.

Dans ce cas, on pose m = (mu, -+ ,mgq) et y(h) = (Rj(h)); 1. 4

Exemple 3.26. Soient (X;)icz un processus stationnaire q-varié et (fn)nez, fi = (f&, f2, -

une suite T-périodique.
Alors le processus (Yy)iez défini par

q
Y, =) fl- X
j=1

est un processus T-périodiquement corrélé.
En effet, les fonctions moyenne et autocovariance vérifient :

my(t + T) =F (Z ftj—I-T ' Xg+7> )
=1

- Zfij-&-T B (Xt]+r) )
j=1

NE

1

<.
Il

QF

Il
3
S

Et

Ry(s+71,t+7)=Cov(Ysir,Yiis),
~Con (Y R L 3
j=1 j=1

fg+7ft]fi-77jk(8 +7—1— 7—)7

NE
NE

k=1

<.
Il
—

fgftkf)/jk(s - t)?

).

NE

|
By
FI
—~
>
~ =

’ 7ftq);
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A tout processus univarié ( ou scalaire) (X;);ez, on peut lui associer un processus 7-
varié, noté X,,, défini par :

X =Xjip, n€Z, j=0,1,---,7—1. (3.15)

Un premier résultat clarifiant le lien entre la stationnarité multivariée et la périodicité
corrélé est di a Gladyshev :

Proposition 3.27. Un processus (X;)iez € L*(Q) est PC de période T si, et seulement si, T
est le plus petit entier pour lequel le processus T-varié X, donné par (3.15) est stationnaire.

Dans le méme contexte, nous disposons d’un deuxieme résultat qui affirme que tout
processus PC, X = (X})iez, possede une dilatation, c’est a dire, X peut étre exprimé
comme projection orthogonale

X, = P,V

d’un certain processus Y défini sur espace Hy contenant Hx (cf. [47]). Nous décrivons,
ci-dessous, ce résultat :

Soit (X})iez un processus T-périodiquement corrélé, notant H% la somme directe de T
copie de Hx = sp{X;, t € Z}, i.e.,

On munit H% du produit scalaire défini, pour tout X = (z1, -+ ,2,) et Y = (y1, -+ ,y;)

dans H%, par
-

<<Xa Y>> = Z(xjvyj>a

j=1
olt (-,-) le produit scalaire de L?(€2).
Alors la suite 7-varié Y; = [Xt, Xigq, - ,Xt+(7_1)} est stationnaire dans HY%.
En effet,
T—1
(Yo Vi) = D (Xorss Xun),
=0
= Z(Xs+j, Xeti)s car le processus (X;) ez est 7-PC,
j=1

= <<Ks+17YZ+1>>-

Il est clair que (X;)iez n'est que la projection de (Y;);ez dans 'espace Hyx x 0---0 x 0
isomorphe a Hx.
On déduit que les fonctions moyenne et autocovariance du (Y;); sont comme suit :

my(t) = E(Y) =F (XtaXt+1> ce 7Xt+(7'—1)) = (mx(t),mx(t + ].), e, My (t + (7' - 1))) .
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Cov(Xy, Xs) e . . Cov(Xy, Xoy(r—1)) ]
R(s t) _ COU(XtH', Xs) T COU(Xt+i> Xs+j) te COU<Xi+t: Xs+(7—1))
COU(Xt+(T—1)7 Xs) e s s COU<Xt+(T—1)7 Xs+(T—1))

Ci-apres, un exemple de processus PC obtenu via une projection :

Exemple 3.28. Soit Y un processus orthonorné, i.e., (Ys,Y;) = 854, c’est donc un bruit
blanc stationnaire.
Soit Hx = sp{Yon, n € Z}, alors le processus X défini par

Y,, sine€2Z;
0, sinon.

Xn:PHXYn:{

est périodiquement corrélé de période 2.

3.3.1 Représentation spectrale des processus PC

Avant de donner I'analogue du théoreme 3.18 pour les processus PC, il convient de
signaler que la moyenne m d’un processus PC n’est pas forcément identique. Comme Hx C
L*(Q) et que les variables aléatoires constantes sont aussi dans L?*({2), alors la fonction
moyenne m(t) peut s’écrire comme suit :

mit) = /Q X, (w)P(dw) = (X, 1). (3.16)

Or la suite constante 1 = (--- ,1,1,---) n’est pas forcément dans Hy.
Par ailleurs, si U un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert H et si 1 € H, alors
U1l =1 et donc 1 est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

Pour que (3.16) ait un sens lorsque H = Hyx, on définit le sous-espace
Lx =sp{l,X;, t€Z},

on posera alors Hyx = Lx.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoreme suivante :

Théoreme 3.29. Un processus (X, )nez du second ordre est dit périodiquement corrélé de
période T si, et seulement si, il existe un opérateur unitaire U sur Hx = sp{l, X,,, n € Z}
tel que

Xnir=UX,, VYneZ. (3.17)
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Démonstration. 1. On suppose que le processus (X, )nez périodiquement corrélé de
période 7.
Soit Y € Lx = sp{1, X,,, n € Z}, on peut écrire Y = > " | a;X,,,.
On définit un opérateur U sur Lx comme suite

U ILx—>LX

Y = iCLZXm — UY = iaanﬁT.
=1 =1

Comme dans le cas du Théoreme 3.18, nous pouvons montrer que tel opérateur bien
définit, linéaire, surjectif et ¢’est une isométrie, et qu’on peut prolonger par continuité
sur Hx = Lx. De plus son prolongement vérifie I’équation (3.17).

2. Réciproquement, supposons l'existence d’un opérateur unitaire U vérifie I’équation
(3.17).
Nous avons, d’'une part,
m(t+7) = (Xppr, 1) = (UX, 1) = (X, UT'1) = (X;, 1) = mi(t).
Et d’autre part, on a
R(t,s) = (X, Xs)
= (UX;, UX5)
= <Xt+77 Xs+7'>
=R(t+T1,5+7).

Dong, le processus (X,,)nez est périodiquement corrélé.

Remarque 3.30. — L’opérateur de décalage de longueur T est opérateur unitaire ;
- Si T =1, on retrouve le cas stationnaire ;
- Si X,, désigne un processus T-varié stationnaire, associé au processus T-PC X, alors
il existe un opérateur unitaire Ux défini sur Hyx tel que

Xg—l—l = UXng
pourt € Z, et 1 < j <, cf [47]

L’existence d'un tel opérateur donnera lieu a une autre caractérisation des processus
PC, tres utile pour la représentation spectrale des trajectoires de processus PC.

Proposition 3.31. Un processus (X, )nez du second ordre est dit périodiquement corrélé
de période T si, et seulement si, il existe un opérateur unitaire V et un autre processus
périodique (Y, )nez o valeur dans Hyx tels que

X, =V"Y,, VneLZ. (3.18)
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Démonstration. 1. Si (X,)nez est le processus donné par 1’'équation (3.18), alors

(X, Xo) = (VY VY,0),

= (VV"Y,, VTV™Y,,),

= (V"™TY,,, VY,

= (V" TUY,r, Vm+TUYm+T>
= (V"™ Y, VY,

= (X

n+T1s m+T>

Donc le processus (X,,)nez est périodiquement corrélé de période 7.

2. Inversement, on suppose que le processus (X, ),ez est T-périodiquement corrélé.
Soit U l'opérateur unitaire donné par (3.17). La représentation spectrale de U permet
de construire un opérateur unitaire V' en posant :

2
V:/ e p(dt),
0

ou V™ = U. En d’autre termes, V est la racine 7-ieme de U.
Si on pose Y, = V"X, alors Y,, vérifie 'équation 3.18, de plus Y,, est périodique,
car l'apres (3.18), on a

HYnJrT - Yn“ = HVﬁ(nJrT)XTL+T -V-
= |[V"(V T Xir — Xy)
= HVﬁT n+r - Xn )
= U Xnir — X,|| = 0.

J

]

Remarque 3.32. Il y a lieu de noter que :
— Dans le cas stationnaire, [’équation (3.18) est toujours assurée, de plus le processus
(Y,)n est représenté par une seule variable aléatoire, i.e..Y, = Xo, Vn € Z;
— Lopérateur V' et le processus (Yy,)n, cités dans la proposition précédente, ne sont pas
unique. En effet, V! = V2™ et Y! = Y, e 2™ wérifient X,, = V'Y! = VY, or que
V#V' etY, #Y! pourtoutn € Z.

Représentation de Gladyshev du processus PC

La proposition 3.31 permet d’obtenir deux représentations de Gladyshev des processus
7-PC, la premiere repose sur la représentation du processus en tant que processus vecto-
riel stationnaire, et la deuxieme utilise la représentation spectrale de I'opérateur unitaire V.
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Proposition 3.33. [}7] Un processus (X,)nez du second ordre est T-PC' si, et seulement

si, il existe un processus vectoriel stationnaire (Z,)nez 00 Zn = (Z},-+- , Z7) tel que
T—1
Xo =Y Z} e, (3.19)
j=1
Démonstration. 1. Si (X,,), vérifie I'équation (3.19), il est clairement 7-PC.

2. Inversement, on suppose que (X,,),ez est 7-PC, alors en vertu de la proposition 3.31,
le processus (X,,), a la forme suivante :

X, =V"Y,, VnecZ,

ou V est un opérateur unitaire et (Y,,), est processus 7-périodique.
A partir du transformé discret finie de Fourier de Y,,, on a

7—1
Yn — Zyj ei27rjn/T7
=0
ou 17] € Hx. Donc on a
7—1 7—1
Xn _ VnYn —n ZY; 6127rjn/’r _ Z Vny; 6127rjn/’r‘
j=0 Jj=0

Par conséquent, on prend ZJ = V"Y}, et le processus 7-varié (Z,), est bien station-
naire.

]

Proposition 3.34. Un processus (X;)iez € L*(Q) est T-périodiquement corrélé si, et seule-
ment si, il existe une mesure spectrale aléatoire dépendante de n, v(-,n), T-périodique par
rapport an, i.e., v(-,n) = v(-,n+7), Yn € Z, définie sur les parties boréliennes de [0, 27),
orthogonalement dispersée (au sens que (V(A,n),v(B,m)) =0,Vn,m € Z et ANB=10)
et telle que :

27
X, :/ e*y(d\,n), Vn € Z. (3.20)
0

Démonstration. 1. Si X, alaforme (3.20) avec v(-,n) = v(-,n+7) et (v(A,n),v(B,m)) =
0,YAN B = (), alors, comme

(v(A,n),v(B,m))=(v(ANB,n),v(ANB,m)),
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on posera alors, pour tout n,m € Z et A, B € Apan),
Fom (AN B) = (v(A,n),v(B,m)),
= (v(A,n+71),v(B,m+71)),
= Foirmir (AN B).
Pour n,m fixé, on a
[ Fnm (A)] = [(v(A,n), v(A,m)),
< [lv(A,m)[ - v (A, m)]l,
=/ Fan (4) Fru (A).

De plus, F,, ,(-) > 0 et F, ,,(+) hérite la propriété de o-additivité de la mesure v(-, n).
F,.m(+) est ainsi une mesure complexe (finie) et

(X, X)) = </27r My (), ),/% P2y, (), )>, (3.21)
/ " / T g On-dam) 1, ) A(ds ) (3.22)
:/0 eAm=mp L (dN), (3.23)

27
= / AT B e (AN, (3.24)
0
(Xngrs Xonr) - (3.25)

Notons que la représentation (3.23) n’est autre que la représentation spectrale de la
fonction de corrélation du processus 7-périodiquement corrélé.

2. Inversement, Si (X,,), est T-périodiquement corrélé, nous utiliserons la représentation
spectrale de 'opérateur V', citée dans la proposition 3.31, afin d’obtenir la représentation
suivante :

27
X, =V, = / T (dN)]Y,],
0

2m
/ e Ty(dA, n),
0

ou les mesure v(-,n) sont définies, pour toute partie borélienne A, par
v(A,n) = p(A)[Yn],

et vérifient clairement la relation v(A,n) = v(A,n+7), et que v(-,n) et v(-,m) sont
mutuellement orthogonalement dispersées, i.e.,

(v(A,n),v(B,m)) =0, AnNDB=0.
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Remarque 3.35. Les processus (X, ), définis par (3.20) et pour lesquels, la mesure spec-
trale v(-,n) est indépendante de n et non orthogonalement dispersée, sont dits processus
harmonisables (au sens faible).

La proposition 3.3/ montre que tout processus T-PC' est harmonisable.

Les processus harmonisables ont été introduits en 1948 par Loeve [51], puis développés
par Cramer [22] dans le cadre des processus non stationnaires.

Dans ce qui suit, nous introduisons les processus harmonisables au sens fort, et nous
verrons que sous certaines conditions que tout processus harmonisable au sens fort est
periodiquement corrélé.

Définition 3.36. Un processus stochastique (X,)nez est dit fortement harmonisable au
sens de Loeve si, et seulement si, sa fonction de covariance R a la forme suivante :

27 2w
R(s,t) = /0 /0 A P (dN, db), (3.26)

ou F :[0,2m)* — C est une mesure définie positive hermitienne a variations (au sens de
Vitali) bornées, c-a-d

V(F) = sup Z |F'(Ai, Bj)|, (Ai)is (Bj)j C Ajgam), (Ai, Bj) sont disjoints » < oo.
ij=1

Notons que tout processus fortement harmonisable est faiblement harmonisable.

L’avantage des processus harmonisables, dans notre cas, est d’étudier la possibilité de
rendre la fonction de covariance R de processus périodiquement corrélés a la forme de celle
de processus harmonisables.

Rappelons que la fonction de covariance R dun processus 7-périodiquement corrélé
peut s’écrit sous la forme d'une série de Fourier finie :

T—1

R(n+p,n) =Y By(p)e®™ " (3.27)

k=0
ou les By(p) sont les coefficients de Fourier donnés par

T—1

Bi(p)=7" Z e~ ™™ R(n + p,n). (3.28)

J=0

Notons aussi que les coefficients By (p) ont une représentation spectrale donnée par

Bi(p) = /0 ' ePAEL(dN). (3.29)
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Proposition 3.37. [48] Soit R la fonction de covariance du processus harmonisable (X,,).,.
Alors (X,,), est T-PC (i.e., la fonction R est T-périodique) si, et seulement si, le support
de la mesure F' est contenu dans S = J,_ r+1 Sk ot

Sk:{()\l,)\g) )\2 )\1—|—27Tk'7' }
Démonstration. 1. Sile support de F' C S, on a

ei(s+7))\1—i(t+7))\2 o ei(s/\l—t/\z)-i-iT()\l—)\g) _ ei(s)\l—t)\g)
- - I

car, dans S, iT(A\; — \p) = iT(A\; — \; — 27k77l) = =27k et e 2™ = 1.

Donc, nous avons
R(s,t) = / / R A(OYNE

// i(s+7)A\1— ZH—T))\QF(CZ/\l,d)\Q)
=R(s+T1,t+7).

2. Réciproquement, si R est T-périodique, R(s,t) = R(s+7,t+7), on a pour tout n € N

n

1
Z R(s+ k1, t + kT),

2n + 1

2w 2w
_ n_'_l Z/ / 1s+k7)\1 Zt+kT/\2F(d)\1,d/\2)

2 2 1
_ z(s)\ tho)  — itkT(A1—X2)
_/ / ) Z RO B (AN d)y),

0 0 k=—n

R(s,t) =

2 2
= / / M=) D (X N F(dy, d)s).
0 0

ou
n
ikT(A—X2)

—n

[(n 2) T (A= o)

2(n+ )Sm( (’\12 )‘2)> '

Une propriété importante de la fonction D,, est qu’elle est continue et bornée, de plus,
si (A1, A2) €5, Dy(A1, Ae) = 1, et si (A1, Ag) € 9, clest a dire que (A1, A2) # 2km, la
fonction D,, converge vers 0. On conclut que D,, converge vers 1g, fonction indicatrice
de S.



3. Les processus stochastiques périodiquement et presque périodiquement corrélés. 72

Notons ¢ : A — (A, A+ 2knr~1).
D’apres les formules (3.27), (3.28) et (3.29), nous pouvons écrire la fonction R sous la forme

suivante :
T—1

2m
R(TL +p, n) _ Z €—i27rnk:7—*1 / GipA’}/k;(d/\), (330)
0

k=0

En utilisant le transformé de Fourier inverse de (3.30), on obtient

7—1

21
/ eip)"yk(d)\) _ 7_—1 Z eiQﬂnkT*I R(n +p, n) (331)
0 n=0
La famille des mesures {7 ;k =1,--- ,7 — 1} est appelée spectrale du processus (X, )nen-

3.4 Processus presque périodiquement corrélés

Dans cette partie, on s’intéresse a la presque périodicité corrélée (PPC) et a la presque
périodicité unitaire (PPU) d’un processus stochastique X = (X;);er & temps continue.
Nous énoncerons certains résultats et propriétés les concernant. Cette section est une
synthese de l'article [49]

On supposera que X € L?(Q, A, P). Comme dans le cas discret, on notera pour tout ¢, s € R

R(s,t) = BE(X.Xy) = (X, Xy,

la fonction de covariance de X.
On supposera de plus que les trajectoires de X sont continues en norme de L?(Q), i.e.,

I’application
R — L*(Q, A, P)
t— Xt

est continue.

On se donne un groupe d’opérateurs unitaires fortement continue { = {U,, 7 € R} sur
L? ou sur un sous espace de L2, c’est & dire que

2.U;+,=U, U, V1,LeR;
3. VX elL? Ve>0, 34, X) > 0 vérifiant
U n - UIX] <&,

pour tout |h| < (g, X);
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4. Pour chaque 7 € R, U, est un opérateur linéaire sur L2.

Définition 3.38. Un processus X € L*(Q, A, P) est presque périodiquement unitaire s’il
est continu, en norme de L?, et s’il existe aussi un groupe fortement continu d’opérateurs
unitaires U = {U,, 7 € R} sur L?, tel que , pour tout € > 0, l’ensemble

S(e, X, 4) = {73 sup | Xrse — Uy Xo 2 < €}, (3.32)
teR

est relativement dense dans R.

Les processus stationnaires sont clairement PPU, car S(e, X, i) = R, Ve > 0.

Avant de donner quelques exemples de processus presque périodiquement unitaires, il
y a lieu de signaler que si Hx = sp{X;, t € R}, alors il est possible d’avoir U, X; ¢ Hx
pour certains t, 7 € R, (voir [49]).
Le plus petit sous espace de L*(€) pour lequel Décriture (3.32) a un sens est

Hixu =3sp{U- Xy, t, 7 € R},

Nous avons toujours I'inclusion Hx C Hxyy; et pour les processus stationnaire, on a
Hx = Hxy si U est un groupe d’opérateurs unitaires de décalage pour le processus X.

Exemples et propriétés élémentaires des processus PPU

a- Processus presque périodique : si X : R — L?(2) est uniformément presque périodique
(voir chapitre 2), alors X est PPU. Pour le voir, il suffit de considérer U, = I, le
groupe fortement continue réduit a 'opérateur identité ;

b- Processus continus périodiquement corrélés : Nous avons vu précédemment qu’un pro-
cessus X est 7-PC ssi
Xt+nT = UnXta Vi e Ra

ouT=nl, neZ dou
| Xer = UryrXy|| =0, VE€R, 7=nT, ne€L.

et S(e, X,4) est relativement dense dans R ;

c- Si X est faiblement stationnaire a trajectoires continue dans L? et f : R — C une
fonction uniformément presque périodique, alors le processus défini par

Y, = f()X;, t €R



3. Les processus stochastiques périodiquement et presque périodiquement corrélés. 74

est PPU. Le groupe d’opérateurs fortement continus associé est le groupe d’opérateurs
de décalage du processus X. Nous allons alors

1 (¢ +7) Xepr = Ur [FOX = (I (E+ 7) Xopr = fOUX]
= [f(t+7) = FOH[Xey- ]l <,
si|f(t+71)— f(t)| <e/ox ounox = || X¢||. Ce quisignifie que S(e, X, ) = S(e/ox, f)
est relativement dense car f est UPP;

d- Si X est faiblement stationnaire et continu, et f : R — R une fonction UPP, alors
Y, = Xitirw) est PPU. En effet, soit 4 = {U,, 7 € R} le groupe d’opérateurs de
décalage de X.

Posons R,(u) = E {X(t + u)X(t)}, cette quantité ne dépend pas de ¢t car X est

stationnaire. Nous avons alors :

||Y:‘,+T - UT}/tH - HXt—i—T—i—f(t—‘rT) - Xt+T+f(t) ’
= [2R,(0) — 2r. R, (f(a +7) — f()]",

ou 7(-) désigne la partie réelle de (-).
Etant donné ¢ > 0, par la continuité de R,(u), il existe ¢’ > 0 pour lequel

[fEt+7) = fO] <& = Vi — UV <e.

Il s’ensuit que si 7 € S(¢, f) (i.e., supyeg | f(t +7) — f(t)] <€), alors 7 € S(e,Y, ),
soit encore S(¢’, f) C S(e, Y, ).
Comme S(¢’, f) est relativement dense dans R, il en est de méme pour S(e, Y, ).

Nous allons, dans la proposition suivante, donner une caractérisation des processus
continus PPU.

Proposition 3.39. [/9] Un processus stochastique X = (Xy)ier est presque périodiquement
unitaire, de groupe d’opérateurs de décalage b = {U.; T € R}, si, et seulement si, il est de

la forme :
X; = UYs, (3.33)

ou Y = (Y;)ier est un processus uniformément presque périodique dans L?.

Démonstration. 1. On suppose X; = U,Y;, tel que (Y;)ier est uniformément presque
périodique et {U,; 7 € R} un groupe d’opérateurs unitaires fortement continus. Alors,

”XT—H - UTXtH = ||UT+tYT+t - UTUtY;” )
= | Urse[Yrpe = Vil ,
= Ve =13l

d’ou S(e, X,4) = S(e,Y) est relativement dense car Y est UPP.
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2. Réciproquement, en posant Z; = U_; X; on aura bien X; = U,;Z,;, de plus

1 Zisr = Zel) = || U—(trmy Xesr — Ui X |
= U U+ Xy r — U X[,
= [[U | | U=+ Xeqr — X[
= U+ Xor — X4l
= [ Xesr — U X4l

D’ou S(e, Z) = S(e, X, ) est relativement dense et Z est bien presque périodique au
sens de Bohr.
[
Remarque 3.40.

a- Trivialement, tout processus stationnaire a indice continu est PPU, en effet, il suffit
de prendre Y; = Xy, et tenir compte du fait que X, = U, X,.

b-  La représentation (3.33) n'est pas unique. En effet, si Xy = U;Y;, alors on peut définir

un nouveau groupe d’opérateurs unitaires = {ﬁt, te ]R} par

ﬁt = MU, N eR,
et un nouveau Processus Y = (ﬁ)teR uniformément presque périodique par
}”}t _ e*i)‘tY; -
On a clairement X; = (71557}
Ci-apres quelques propriétés élémentaires de processus PPU :

Proposition 3.41. 1. Si (X;)er est PPU, alors :

a- (Xy)ier est borné, i.e., sup,cg || X|| < 00
b- (X})ier est uniformément continu sur R ;
c- Le processus (Zt77)(t7T)eR2 ; Zyr = ULY,, est uniformément continu sur R2.
2. 89 X etY deux processus PPU et si pour toutt € R, X, 1Y;, alors, le processus Z
défini par Z; = X; +Y; est PPU;

3. S1{X,, n € N} est une suite de processus PPU de méme groupe d’opérateurs unitaire
i et st
lim sup | X, — Xi|| =0,

alors le processus limite (X;)ier est PPU du méme groupe 3L ;
4. 8i (Xy)wer est PPU, alors :
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a- Si le processus dérivé (X])ier est uniformément continu, alors (X|)ier est PPU
du méme groupe L ;

b- Va >0, [intégrale de Riemann

t+a
Yi(a) = / X,ds,
¢

est PPU.

Remarque 3.42. Si on désigne par R(X) le rang d’un processus PPU, alors R(X) et
R(X) sont bornés en tant qu’un espace métrique, car

d(Xt17Xt2) = ”Xt1 - Xt2||L2 S ||Xt1||L2 + ||Xt2||L2 S 2MX7

ot Mx = sup,ep || X¢|| < 0o en vertu de (1)(a-) du proposition précédente (3.41). Contrai-
rement aux cas des fonction presque périodique (cas déterministe), R(X) n’est pas totale-
ment borné (donc n’est pas relativement compact). En effet, si X est processus stationnaire,
alors R(X) peut ne pas étre un compact de L*(Y) et pourtant tel processus est PPU (cf.

[49]).

Nous allons maintenant définir une classe plus large de processus ” presque périodiquement
corrélés” contenant les processus presque périodiquement unitaires, donnée par Gladyshev

[41].

Définition 3.43. Un processus X = (Xi)ier € L*(Q) est dit presque périodiquement
corrélé (PPC), au sens de Gladyshev, si la fonction R de covariance

R(s,t) = (X5, Xy),
est uniformément continue sur R? et pour chaque 7 € R, la fonction
t— @(t,7) = R(t+T,1)

est uniformément presque périodique.
Si de plus, pour chaque t € R, la fonction T — @(t,T) est continue et bornée, alors X est
dit uniformément presque périodiquement corrélé (UPPC).

Il est clair que les processus UPPC sont PPC au sens de Gladyshev.

Proposition 3.44. Tout processus presque périodiquement unitaire est uniformément presque
périodiquement corrélé.
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Démonstration. La bornitude et la continuité de 'application s — ¢(t, s) est une conséquence
directe de la bornitude et la continuité uniforme du processus (X3);.

Il reste donc a démontrer que I’ensemble

S(e, ) ={7; supsup |p(t + 7,5) — p(t,s)| <e},
teER seR

est relativement dense.

La presque périodicité unitaire de X permet d’écrire, pour ¢ fixé,
Xt+s+7 = UTXtJrs + €(t + s, 7'), (334)

ouU, € 4 ={U,, 7 € R} est le groupe de décalage associé a X, et 'ensemble {7 ; sup, ||e(¢,7)| < €}
est relativement dense dans R.
En utilisant (3.34), il vient que

R(t + s+ T, t+ T) — R(t + S, t) Xt+s+7'7 Xt+T> — <Xt+57 Xt>7

(
<UTXt+s + E(t + S, T), UTXt + 5(t7 T>> — <Xt+5, Xt),

(Ur Xi4s, Ur Xy) + (Ur Xiyys, 6(t, 7)) + (e(t + s,7),e(t, 7))
(

+ <E(t + S, T)v UTXt> - <Xt+s> Xt>a
= (U, Xyys,6(t, 7)) + (et + 5,7),e(t, 7)) + (et + s,7), U(T) X).

L’application de l'inégalité de Schwarz permet d’avoir

[p(t+7,5) — @t s)| < |UrXows|l et )l + lle(t + s, 7) llet, 7)]]
+ lle(t + s, 1) |U-Xe][ -
On déduit, grace a 'unitarité de U et la bornitude de X, que

sup || U, Xeys|| = Mx.

t,seR

Aussi, par définition de £(t + s,7), on a

sup |le(t + s, 7)|| < €0, siTE (g0, X,4).
t,s

)

D’ou I'en déduit, pour 7 € S(egg, X, i), que

sup |p(t 4+ 7,8) — @(t, s)| < 2Mxeo + 53 = P(eo).
t,s€R

Comme la fonction gy — P(egg) est monotone et continue, donc bijective, on conclut que

S(e, @) DS (P '(e), X, ).
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3.4.1 Représentation spectrale des processus PPU

Dans cette section, nous présentons trois représentations des processus presque périodiquement
unitaires basées sur la caractérisation (3.33) de tels processus

X, = U,Y,. (3.35)

La premiere repose sur I'application du théoréme de Stone concernant la représentation
spectrale des opérateurs unitaires. La deuxieme représentation de (3.35) dépend du fait que
toute fonction uniformément presque périodiques a valeurs dans un espace de Hilbert est
limite uniforme de polynomes trigonométriques. La derniere est basée sur la décomposition
de (Y;); relativement & une base orthonormale de Hx.

Proposition 3.45. Un processus X est presque périodiquement unitaire si, et seulement
si, X a la représentation

X, = / eMu(d, t), (3.36)
R

ot pour chaque borélien A de Ag, la fonction t — u(A,t) est uniformément presque
périodique, et u(-,t) est orthogonalement dispersée , i.e.,

(u(A,t), u(B,s)) =0, Vs, t et AN B =10.

Démonstration. a- Si X est presque périodiquement unitaire, et 4 = {Uy, t € R} le groupe
de décalage associé, alors en vertu du théoreme de Stone (voir chapitre 1), on peut

écrire
U, :/e”\tdw\,
R

qui est une intégrale par rapport a la mesure v, a valeur projecteurs, il suffit alors
de considérer pour chaque borélien A, et t € R,

,U(A, t) = VA}/;&
et pour chaque ¢, la mesure pu(-,t) est orthogonalement dispersée, car v, l'est :

lu(Ast+7) = (A D) = [[vaYir — vaYill,
< [[Yerr = Yo

La presque périodicité de Y permet de conclure que
S <1U’<A7 ')7 E) DS (Y7 8) :

b- Réciproquement, supposons que X est de la forme (3.36). Posons u(R,t) = Y;, alors YV
est uniformément presque périodique. Soit H(A) la fermeture, dans L?*(£2), de toutes
les combinaisons linéaires finis de la forme

N
> (A ty), t €R, A} C A,
j=1
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ie.,

H(A) = 5p{(A,1), t € R}.
Si AN B = 0, alors par hypothese, on a H(A)LH(B).

Ce qui permet de définir une famille croissante d’opérateurs de projection v, dans
I'espace H(R), ou vy(x) représente la projection de x dans H((—oo, A]).

On peut donc écrire, pour chaque intervalle Ja, b], pu(]a, b],t) = 1.4 (Y7) et

X = [ Mutano),
R

:/ei)\tdl/)\(}/;>,
R
:Ut}/;fa

ou Uy est un opérateur d’'un groupe d’opérateurs sur H(R) généré par la famille des
projections {vy, A € R}.

]

Nous énoncons les deux autres représentations spectrale sans démonstration. On pourra
trouver plus de détails dans [49].

Proposition 3.46. Un processus X est PPU si, et seulement si, X est limite uniforme,
par rapport a t, de processus de la forme

K’IL

ixit
Xnt = g Cjknit €777,
i=1

0u{Cj it J=1,---,K,, n € N} est une famille de processus stochastiques conjointement
stationnaires et {\;, j € Z} est un ensemble dénombrable de nombres réels.

Proposition 3.47. Un processus X est PPU si, et seulement si, X a la forme suivante :
Xp = a fib),
JEL
ou {aj,t}jez est un processus stochastique conjointement stationnaire avec

E{|aj’0|2} =1, Vj et E{ai a;} = 0,Vt, Vi # j. Bt {f;},o, est une suite de fonctions
UPP a valeurs dans C vérifiant

Do IHOF <M et swp S 1A 0.

4 n—00
JEZ ji>n



Chapitre 4

La Solution du processus AR(1)

4.1 Introduction

Soit (&,)nez une suite non corrélée de variables aléatoires complexes de moyenne nulle
et de variance 1. Considérons 1’équation

X, =a, X 1+& ;n €, (4.1)

d’inconnu X, ; n € Z, ou les variables aléatoires X,, sont de moyenne nulle et de variance
: *
finie, et {an}, ., C C*.

Rappelons le résultat classique suivant (cf. [46]) :

Théoreme 4.1. Si la suite {ay},, est constante, i.c., a, = a, ¥Yn € Z, alors le systéme
(4.1) a une solution bornée si, et seulement si, |a| # 1.
La solution est stationnaire et unique, de plus

1. Sila| > 1, cette solution est donnée par

Xn = Z _a_pfn—&-zn

p>0

et dans ce cas, (§,)nez €St un processus d’innovation rétrograde pour (X, )nez ;

2. Si|a| < 1, alors la solution est donnée par

Xn = Z apgn—p-

p>0

Dans ce cas, (&n)nez est un processus d’innovation progressif pour (X, )nez.

80
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Dans les deuz cas, la mesure spectrale I' de (X,,), est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue normalisée d\ et
ar 1

—N)=——— dAp.p. 4.2
d)\( ) |1—a@—“\|2 pp ( )

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions périodiquement et presque périodiquement
corrélées de (4.1) dans le cas général, ou la suite (a,), n’est pas forcément constante.
Apres avoir défini le cadre dans lequel se fait cette étude, nous aborderons dans la section
4.2, le probleme d’existence de solutions bornées de (4.1), nous donnerons des conditions
nécessaires et suffisantes sur la suite (a,,), pour 'existence de solutions bornées de (4.1).

Dans les sections 4.3 et 4.4, nous examinerons le cas ou la suite (a,), est périodique
et presque périodique respectivement. Dans le cas périodique, la mesure spectrale de la
solution sera donnée. Une généralisation de (4.2) sera aussi établie. Nous caractériserons
les solutions périodiquement et presque périodiquement corrélées. Dans les deux cas, nous
énoncons et démontrons un résultats analogue au théoreme 4.1.

Commencons par décrire le cadre dans lequel se fait cette étude.
Dans ce qui suit, les suites stochastiques du second ordre et centrées seront identifiées a
des suites d’éléments d’un espace de Hilbert complexe H, muni d’un produit scalaire (-, -)
et d’une norme ||-||. Nous considérons ainsi que (X, )nez et (&,)nez comme deux suites de H.

Posons Mx = 35p{X,; n € Z} et M¢ = 5p{&,; n € Z}, (Padhérence étant prise dans
H au sens de la norme ||-|).
Rappelons que la suite (&), est dite processus d’innovation progressif pour (X,,), si (&:)n
est une suite orthonormée et pour tout n € Z

D{&; k<n}=3sp{Xy; k<n}.

Et elle est dite processus d’innovation rétrograde pour (X,), si (&), est une suite ortho-
normée, et pour tout n € Z,

5p{&; k>n} =35p{Xp; k>n—1}.

La suite stochastique (X,,), est dite :
1. bornée, si sup,, || X,|| < oco;
2. stationnaire, si (X, 11, X)) dépend uniquement de k;

3. périodiquement corrélée de période 7 (7-PC), siVk € Z, (X, 1k, X,,) est périodiquement
(en n) de période T ;
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4. presque périodiquement corrélée (PPC), siVk € Z, la suite (( X4k, X)), €st presque
périodique ;

5. presque périodiquement unitaire s’il existe un opérateur unitaire U : ‘H — H et une
suite presque périodique (f,), a valeur dans H tels que X,, = U"f,, n € Z.

4.2 La bornitude de la solution du AR(1)

Nous allons discuter, dans ce qui suit, les solutions bornées (X,,), de I’équation (4.1),
ou (&,)n est une suite orthonormée de H donnée et (a,), une suite donnée de nombres
complexe non nuls.

Notons que, si I’équation (4.1) possede une solution bornée (X,,),, alors sa projection
dans l'espace M est aussi bornée, de plus elle vérifie I’équation (4.1). En effet, si on note
Zn = Py (Xy) et Y, = X,, — Z,,, alors la suite (Z,,), est aussi bornée, car :

sup || Z,|| = sup HPMg(Xn)H ,
< HPMs”g(H) sup H(XR)H )

= sup [ (X)]| < oo.

Par ailleurs, en appliquant 'opérateur Py, a I'équation (4.1), on trouve
PM& (XTL) = PM& (aan—l + gn) VNS Z)
ou encore
Zn =0nZpn1+& ;n €L, car P, (&n) = &n,

d’ou I'’en déduit que

Xn - Zn - an(Xn—l - Zn—l) RS Zu

c’est a dire aussi
Y, =a,Y,1;n € Z.

Cette derniere équation signifie que dim My est au plus égale a 1, ou My est, par définition,
Iespace MgL.

Dans un premier temps, nous allons nous restreindre aux solutions X,, qui se trouvent
dans le sous espace fermé engendré par les &,, n € Z.
Nous reviendrons plus loin au cas général ou la solution X,, n’est pas forcement dans Me,
ce qui correspond a dim My # 0.
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On note A? = 1II7__a;, et on pose, par convention, A7 =1 sir > s.
Supposons que (X,,), est une solution de I’équation (4.1). En itérant I’équation (4.1) k-fois,
on obtient, pour tout n € Z et k > 1.

Xn=apXn_ 1+ &,
= UpQn-1Xn—2 + @n&n1 + &n,
= An 1 Ko+ Ajln1 + &n,
= A _qlan—2Xn -3+ &) + A&t + &n,s

k
— An § : n
= An+1_an—k: + An+1+j_k;§n+j—k-

J=1

On déduit de cette équation que

Xn = A p X k+ZAn+1+j kEntj—k- (4.3)

7j=1

Avec un changement de variable dans (4.3), (n :=n+k), cette derniere devient
k
X = AEX, + > AT &y, V€L VE> 1 (4.4)
=1
La multiplication de I'équation (4.3) par (A”,,_,)~' nous donne

_ n -1 —1 An
Xn—k —( n+l— k X § n+1 k A n+l4j— k5n+g k>

d’ou 'on déduit que

k
ank = ( Zﬂ—k)ian - Z(AZI{ i) 1§n+jfk- (4-5)

j=1

Les formules (4.3), (4.4) et (4.5) seront utilisées pour démontrer les lemmes suivants. Ces
derniers permettrons d’exprimer la bornitude de X,, en termes de conditions sur A;.

Lemme 4.2. Si l’équation (4.1) a une solution bornée dans My et sup,, |A"| = oo, alors

n-+j| =2
Supy, Zj21 ’An+1 < 0.
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Démonstration. La condition sup,, | A7*| = oo, signifie 'existence d’une suite (k,,)mez C N*

tend vers l'infini, telle que
lim }Akm‘ =

m—r0o0

Comme les a,, sont différents de 0, pour tout n € Z, donc A* est un multiple non nul
de Abm

lim |Ak’"| =00 & hm ‘Aﬁffm‘ = 00
m—r0o0

D’apres (4.4), on a
(Aﬁ]f) Xtk = Xn + Z Aﬁjl §n+j-

Pour la suite (k,,)m, on a lim, o ky, = 00,
et

m—00 —

k“’nl
i (%4 20 (07 ) = (J, (43897 ) 0

ot la convergence a lieu sur My C H au sens de la norme induite par le produit scalaire
de H. Donc

= — lim E Anﬂ ;
m—00 n+1 €n+]7
et comme (&,),ez forme une base orthonormé et X,, bornée, alors
n+] n+j —2
hm E ‘An+1 E ‘Anﬂ‘ < o0.
j>1

Donc, pour tout n, la série (— > j21(AZH) 1€,+,) converge vers la solution X,. L’expression
de X,, en termes des &, donnée par

X, = Z(AZI{) lfnﬂ'

j=1

montre que la solution X, est unique.
. , 1. i1—2
Finalement, comme X, est bornée, on déduit que sup,, Y i1 !AZiﬂ < Q. O

Lemme 4.3. St lequatzon (4.1) a une solution bornée dans H¢ et sup,, |A% |
alors sup, Y .~ |An, ]| < 00.
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Démonstration. On utilisera les mémes arguments que précédemment. En effet :
On a sup,, |AY | = oo, donc il existe une suite (k,)mez € N*, lim,,, o k,,, = 00, telle

que

: ~1
lim ]A‘lk ‘ = 00.
m——o0 m

On a aussi

Comme
ZA 11 kEnti—k = ZATH‘l —j&n—j;

I'équation (4.3) devient alors :

k-1
Xn = Aj 1 X k+ZAn+1 _i&n—j-

7=0
De plus, on a

0 n :
no { OAnJrl kOA ) sin >0,
n+1 3
Ap 1 _p(A )™ sinon.

ou A7 # 0 et ( n+1) 17&0'
Donc lim,, A}, = lim,, A2+1—km =0.

Par ailleurs,

km—1
th —hmA ko Xk T Z A1 i&n—>
7=0
km—1
= hm Z A1 i&n—
- ZAR+1 ]571—]“
Jj=0
Comme {&,}, est orthonormée , on a || X, |° = > is0 |An,, ]‘

Finalement, comme X,, est bornée quel que soit n € Z, on aura alors :

supZ‘A i J| < 00.

j>1
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Lemme 4.4. Supposons que l’équation (4.1) a une solution bornée dans Mg, et que
sup,, |A% |7 < oo et sup,, |AT| < co. Alors nous avons

supZ|AJH‘ < 00,

n>1

et
supz }A{ < .

n>1

Démonstration. Supposons que les deux suites (|A% ™), et (|A™]),, sont uniformément
bornées par une constante C'.

La solution de I’équation (4.1) est par hypothese bornée, on reprend 1’équation (4.4)
avec n = 0, on trouve

X, = AFX, + Z Ab & e Xy, — AF X, = Z A&

J=1

Cependant, on a

Z»A il =1 - AR
< (1 Xkl + | A% 1X%o0l1)*,
2
< (s 0+ |t s 10 )

=(%mwmfu+cf

2
Donc supy, Z?:l }Allf-‘rj’ < 00

De la méme maniére, pour la deuxiéme majoration, on reprend ’équation (4.5) avec
n = 0, on trouve

k B k _
Xop= (A Xo+ 30 (A1) e X m (A X =Y (4123) i
j=1

j=1
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Par conséquent,

2

)

- j—k| 72 0 \—1
S e
=1
2

-1
< (I all + A 1%ol)
2
< (sup HXnH) (14C)* <oo, Vk>1.

. ji—n |2
Finalement sup,,»; >, |A]Zh] 7 < oo
[

Considérons maintenant le cas général ot les solutions bornées de ’équation (4.1) ne
sont pas forcement dans M,. Si

Xn = Yn+Zna

ou Z, = Py X, € Mg et Py, est la projection orthogonale sur Mg, alors X,, est bornée
si, et seulement si, Z,, et Y,, sont bornées, et Y,, = a,Y,_1 = a;}rlYnH.
On peut donc écrire, pour n > 0.

Yn = CL?’LYanl )

= a'na'n—lyn—Qa

= ApQp_1 - a1Y0,
= ATY,.

Et pour n <0, on a:
Yn = ar:Jlr1YH+17

- (an+1an+2)_1 Yn+27

== (an+1an+2 e aO)_l YE)?
-1
- (A9z+1) Yo.

Remarque 4.5. Nous avons signalé précédemment que dim My est au plus égale a 1.
Nous allons voir sous quelles conditions dim My = 0 et dim My = 1.

Si X, est bornée et sup,, | A7"| = oo, alors Y, est aussi bornée, et de plus sup,, [A7"| " =0,
et comme

Y, = lim (A% 7Y, 4,

k—o0
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alors Y, = 0.

017! = 0.

Le méme résultat est obtenu dans le cas ot la solution X, est bornée et le sup,, | A},

En effet, nous avons Y,, = A} |, Y, 4.

D’apres le lemme 4.3, on a

: n 1 0 _
30, Ao = 10 Ao =0

donc

e
Jim Yo = Jim Ao Yomr =0

Par conséquence, on a Y,, = 0.

. -1 .
Dans le cas ou sup,, |A%|” < oo et sup,, |AT'| < oo; d’apres le lemme 4.4, et comme

Y,, est bornée, alors on a
ATY) sin >0,
(A°.) 'Y, sinon .
ou Yy # 0.

I vient que, quelle que soit la nature de sup,, |A™| et sup,, [A° |, fini ou infini, Y,

ne peut prendre qu'une seule valeur, zéro ou Yy (# 0). On peut donc écrire

{0} sisup, |A7| = 0o ou sup,, |A%| " = oo,
’Hé =Hy =
{Yo} # {0} sisup,, |40, < oo et sup,, |A7"| < oo .

Nous pouvons, a présent, énoncer et démontrer le théoreme caractérisant les solutions
bornées de I’équation (4.1) :

Théoréme 4.6. L’équation (4.1) a une solution bornée si, et seulement si, seule une des
conditions suivantes est assurée :

P} . . s
1- sup, 2321 |AZI]1‘ < 00, et dans ce cas, la solution X,, est unique et est donnée par :

Xn = - Z (AZ——::J1>_1 gn-l-ja (47)

Jj=1

ot (&,)nez est un processus d’innovation rétrograde pour X, ; ou bien
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2- sup, Zj>0 |A2+17j‘2 < 00, et dans ce cas la solution X,, est unique et est donnée par :
Xn = Z AZ-s—l—jgn*j: (4.8)
Jj=0
ot (&,)nez est un processus d’innovation progressif pour X, ; ou bien

2 -2 .
3- sup,>i Yy |A" " < oo et sup,s, > |A]Zh| " < oo, et dans ce cas la solution
X, n’est pas unique, et toute suite de la forme

(

AT Xo+ 270 ATLE sin >0,

X, = X, in=0, (4.9)

\ (A(r)wrl)il Xo — Z?:nﬂ (Afm)*l § sin<0.

est une solution bornée de (4.1) pour tout Xy € M. De plus, chaque solution dans
M est de cette forme.

Ve . s =2 ,
Démonstration. Suffisance : 1. sup,, 2121 ‘Aﬂﬂ < 00 = X, est bornée?

L’équation (4.1) permet d’avoir les équivalences suivantes :

k
X = n X1 + & & Xpip = ALTEX, + Y AT 60,
j=1

k
& Xn — (AZi]f)_l Xk = — Z (AZi{)fl Entio
j=1
e tim (X, = (A ™ X)) = = 20 (A s,

Jj=1

. n - n+j\—1
Ang Xn - hllcn (Anilf) : Xn+/€ == Z (Anijl) §n+j7

i>1
. . 2 -
& HXn — hlgn (Arth) Xl = Z(AZH) ‘< oo
J=1

D’ou on déduit que

2

12l = tign [ A2 Xl < [ X = lim (A7) ™ K| < oc.

n+1 n+1

A s " =2 ‘s
Gréce a la convergence de la série ) .-, ‘AZE‘ , son terme général tend vers
.9 -
i F n+j —
0 : lim; |[A7 | " =0.
Soit encore

. -2
lim [ 478 X =0
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Par conséquent, X, est bornée, de plus

sup [, = sup 37 (473) < o,

j>1
2 .
2. 8up, )iy ‘Aﬁﬂ_j} < 00 = X, est bornée?

L’équation (4.1) permet d’avoir les équivalences suivantes :

Xn = CLan,1 + é-n = X = AZ+1 k n kKt ZAnJrl (k—3) gn—(k—j%
<:>X —AZ+1 k n k+ZAn+1 jgn*j7

= X AnJr]_ an k — ZAnJrl jgn*ﬁ

k—1
& th —An o Xk = hHIZAnJrl j&n—i>
7=0
2
. 2
o || = tim Az X || =D (An)" < o
Jj=0

Cette derniere équivalence est justifiée par le fait que :

Z(AZH » <supZ‘A e ]| < 0.

>0 j>1

Comme dans le premier cas, on a aussi, lim ‘AZ i k| =0.
Par conséquent, X,, est bornée et la solution de 'équation (4.1) est donnée par :

X Z An+1_j€n—j'

j=0
) ,
3. SUPp>1 D ‘AJH <00 et Sup,sq Y |A]Zh| " < 00 = X, est bornée?

Pour ce cas, on prend ’équation (4.1) et on fait n-itérations jusqu’a 'obtention
de la variable Xy, (n > 1), c’est-a-dire

= ATX, + Z A& (4.10)

7j=1
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L’équation (4.10) permet d’écrire :

n

Xy — A?XO ZA1+]§J = HXn - *’4711)(0”2 = Z (Arll—l-j) )

j=1
= sup || Xn — A" X,||? —supz 1) ? < .

7=1

D’ou la bornitude de (X, — A} X¢),.

De maniere similaire, on a

n

Xo= (A ) X =3 (M) g ne

J=1

D’ou passage a la norme

HX,,L — (A%, ) XOH (A{j;)‘2 . Vnel.
]—1
Soit encore

‘X_ (A(anrl XOH —supz AJ n 2 oo,

sup
n>1

d’ott 'en déduit que la solution, X_,, = (AgnHXo)fl +> (A{:Z)_l Ejmn, €5t
aussi bornée.

Nous terminons ce troisieme point par une écriture globale de la solution X,

(

ATXo + 370 ATLE sin >0,

Xo sin=0,

\ (A91+1>_1 XO - Z] =n+1 (A‘ZH_l)_l é] sin < 0.

Nécessité : X,, bornée = les points 1, 2 et 3 sont assurés?

On suppose que X,, est une solution bornée de X,, = a,X,,_ 1 + &, ;n € Z.
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1. Soit k > 1. D’apres I’équation (4.4), on a

k
Xo = (A X = > (A2 b (4.11)

=1

Il vient que

(AZijl)_l £n+j = _Xn + (AZif)il Xn+k7

E

1

<.
Il

d’ou par passage a la norme

2

M-

Il
—

(A7) ™ = || + (A1) ™ X

?

J

en utilisant I'inégalité suivante :
ntk) 1 2 2 nak-1)2
H_X” + (An+1) X”JFkH < sup HXHH (1 + ‘AnJrl ) )

on obtient

k o _ 2
lim D (A7) < sup |16t (14 424 )

Jj=1

Comme X, est bornée, alors la convergence de la suite

((1 v ))

entraine la convergence de la série

>

Jj=1

Remarquons que les deux suites

((1 + |Anth _1>2)k21,

—2
An+k ) )
<| ntl k>1

et

sont de méme nature.

s . : -2
On s’intéresse a la convergence de la suite (’Afo ) .
k>1
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— Si la suite (’AZi’f 72) est convergente, alors sa limite ne peut étre que la
k>1

valeur nulle,
N
m Ay = 0,

car, les termes généraux, de la suite et de la série, sont identiques, et on a de
plus (ano U, < oo = lim, U, = 0),

d’ou I'implication

. ntk|=2 . n+k| __
11;£n|A”+1 —0:>11]£11‘An+1 = 00,

et comme A} # 0 et A" = ATAMTY | on a limy |APTY| = limy [A7T*], Vn € Z,
donc sup;, ‘A’f| = 00. D’apres le lemme 4.2, nous concluons que
nt+j\ 2
sup Z (An]) < oo
"ozt
2. Soit k > 1, on a d’apres I"équation (4.3),

k—1
Xn — AZH—an—k = Z AZ+1—j€n—ja (4-12)

5=0

d’ou l'en déduit

T
L

2 2
n _ n
A" = X = AR Xk

<.
I
o

< sup [ Xl (1+ A2, )

: 2 : 2
n A n A
On remarque que la suite (|An+1_k‘ >k>1 et lasérie )5 |An+17j’ ont le méme
L . - N : 2
terme général, donc si la série converge, alors la suite <|AZ +1_k‘ ) converge
k>1
vers zéro ; et comme X,, est bornée, on a
lim | A7 ’2 =0 = lim | A} ‘_1 =
WAk = M A1k = 00
: n — 0 n n
On a aussi A}, , = A, - AT et comme A} # 0 pour tout n € Z, donc

. -1 , -
limg [AD,, .| =00, Vn € Z. Par conséquent sup,, | AY] ' = .

Finalement par application du lemme 4.3 et le fait que X,, est bornée et que
supy, | A%~ = oo, nous déduisons que

supz ‘Aﬁﬂ,j‘? < oo.

"0
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3. On a .
Xpr = ADTEX, +> A 6. (4.13)
et
k
Xk = (An)” Xu=d (AZH i) Enti—h: (4.14)
7j=1

On remplace n par zéro 0 dans (4.13) et (4.14), on trouve

k
X = A Xo+ )AL & (4.15)
7j=1
et i
_ . -1
Xopo=(40) " X =D (Al)) g (4.16)
j=1
— D’apres (4.15), on a
k
> lAf [ =[x - AT
j=1

< sup || X, |” (1+ |AF])"

— Et d’apres (4.16), on a aussi

k
Z ‘Al kj
j=1

Y

) 0 -1 2
:HX_,C—(Al_k) X,

2 0 1\ 2
< sup || X, || <1+‘A17k‘ ) )

Finalement, en tenant compte de la bornitude de X, et des deux conditions
supy, |A'f‘ < 00 et supy, |A’f‘_1 < 00, nous pouvons donc conclure que les deux

quantités,
supZ’AJ1 ,]:] et supZ‘A +J|

k>1 k>1

sont bornées.
O]

Remarque 4.7. Le théoréme précédent montre, en particulier, que si les coefficients a,
de léquation (4.1) vérifient la deuxieme condition du théoreme 4.6, alors l'unique solution
bornée de (4.1) est causale.
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Il y a lieu de noter que 'expression des solutions bornées de I’équation (4.1) dépend
d’une relation d’orthogonalité entre les deux processus (X5,), ., €t (§n),c5- La proposition
suivante précise ce lien.

Proposition 4.8. Soit X,, une solution bornée de l’équation
X,=a, X, 1+& ;ne€l. (4.17)

On a alors :

1. X, L&, VE<n, n€Z si, et seulement si, sup,, 2321 ‘AZI{FQ < 00

2. Xy L&, VE>n+1, n€Zsi, et seulement si, sup,, Y ;5 |AZ+1—]“2 < 00.

Démonstration. a- Nous allons démontrons d’abord la suffisance dans les deux cas

1. Soit Z, la projection orthogonale de X,, dans Mg, (Zn = PMan).
Il est clair que Z,, vérifie I'équation (4.17).
Supposons X,, 1. & Vk <n,alors Z, 1L & Vk <n.
Soit k =n —j7 <mnouj >0, Z, ne peut pas etre en fonction de §,_;; j > 0,
car Z, 1 &,. Donc Z, ne peut pas étre de la forme ijo AL _i&n—j. Ainsi, les
coefficients a,, ne satisfont pas le deuxieme point du théoreme 4.6.

Comme Z,, € Mg, alors Z,, est de la forme suivante :

Zn= Y )&,

k>n+1

OU D psnyr lCk (n)|* < oo. Cette condition est nécessaire pour la bornitude de
Zn, et Zy est donné par

Zo=> cx(0)&; k> 1.

k>1

On suppose que Z, est de la forme (4.9) du théoréme 4.6, i.e.,

Zn=AZo+ ) A7,
j=1

=) Al (0)&+ > AT,
j=1

k>1

= Z Afer (0) & + Z Afer (0) & + Z A 185,
k=1 k=1

k=n+1

=> (Al (0)+ Ay ) &+ DY Aler (0) & =T+11.
k=1

k=n+1
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Comme 7, 1 & pour k < n, alors les coefficients de &, dans I'expression I sont
tous nuls, i.e.,

e (0) + AZyy = 0= ¢, (0) = — (A1)

- N Ar(ah) e,

k>n+1

Donc

et on a aussi, pour tout n supérieur a 1,

> |ar (A’f)1]2 <oo= Y |AT
k

k>n+1

Comme cette série est convergente, alors

lim |Alf‘ =0= lim ‘Ak‘ = 00,
k—oo k—oo
= lim ‘Ak’—
k—o0

Or d’apres la troisieme condition du théoreme 4.6, on a sup,, |A’f‘ < 00. Contra-
diction.
Donc Z, ne peut pas étre sous la forme (4.9).

On a limy,_,o |A}| = sup, |Af| = oo, donc Z, est de la forme (4.7) du théoréme

ST -1 ,
4.6, c’est a dire Z, = — >, (AP) " &4y, et comme Z, est bornée, alors
sup Y |47
7>1

2. Supposons que X, L&, VE>n+1,neZ. Alors Z,, L&, Vk>n+ 1.
Comme Z, = Py X,, on déduit donc, que Z, s’écrit en combinaison linéaire
de&p; k<n+1,VneZ,ie.

n

ZZL:: j{: Ck(n)gka
k=—0oc0

avec S0 |ex (n)|* < oo, car Z, est bornée.

Il est clair que Z, ne peut pas étre de la forme (4.7) du théoreme 4.6 car
Zn LEVE>n+ 1.
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On suppose, maintenant, que Z, est de la forme (4.9) du théoreme 4.6, avec

0

Zo= > c(0)&.

k=—o0
et pour n < 0, Z,, s’écrit comme suit

0

Zn = (A?H_l)_l ZO - Z ( n+1) 5]’

j=n+1
0 0
= Z n+1 - )fk_ Z ( n+1) 5J>
k=—00 Jj=n+1
n 0
= 3 (A a0+ Y [(A%) e (0) = (Ahyy) g =1+ 11
k=—00 k=n+1

Comme Z, 1 & pour k > n + 1, les coefficients de &, de I'expression I sont
nuls, i. e.,

(A%-H)il cr (0) — (Aﬁﬂ)_l =0=¢,(0) = Ag-‘,—l'

Par conséquent

n

Zn = Z (A2+1) 1A2+1§k>

k=—o00
et
a0 4.18
Z A) k1| < OO (4.18)
k=—o00
La convergence de la série (4.18) assure que
: 0 140 |?
Jm (Ans1)  Aa| =0,
d’ou I'en déduit que
-2
hm ‘Ak+1| = 00.
Soit encore
hm ’A Jrl| = 00.

Ceci constitue une contradiction avec la troisieme condition du théoréme 4.6.
Par conséquent, Z,, ne peut pas prendre la forme (4.9).
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Nous allons montrer que Z,, est forcément de la forme (4.8).

. . . —1
En utilisant la croissance de la suite (|A2 +1‘ ) , O aura
keZ-
. 0 -1 0 -1
lim |Ak+1‘ —sup‘AkH{ = 00.
k——o0 k
Ce qui correspond a la deuxieme condition du théoreme 4.6, donc

n

Ly = Z cr (1) &,

k=—o00
oo

= cp(n)éa,

k=—n

== Z Cn—j (n> gnfj-
=0

Donc, Z,,, qui orthogonal avec &, pour tout £ > n + 1, est donné par
Zn = ZAZ—j-i-lgn—p
Jj=0
et comme Z, bornée, on a
Vn € Z, Z }AZHﬁ-V <00 = supz ‘Azﬂﬂf < 00.
>0 "0

b- Montrons la nécessité dans les deux cas :

D’apres le théoreme 4.6, la solution de I’équation est exprimée, dans les deux cas, de
facon suivante :

Xp= =3 (A s (4.19)
J>1
ou
X, = Z AZ—&—l—jgn—j' (4-20)
jz1

/. n+yj n
Comme les deux séries sup,, Y | is1 ’An +1| et sup,, Y >0 |An e j‘ sont convergentes,
alors X,, est bornée.

]
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4.3 Existence de solutions périodiquement corrélées
du AR(1)

On s’intéresse, dans cette section, a la caractérisation des solutions périodiquement
corrélés (lorsqu’elles existent) de I’équation

X, =a,Xp1+&, ;n €Z, (4.21)

Nous considérons, dans un premier temps, le cas ot la suite (a,),,c, est périodique de
période 7 (1 > 1), i.e., a, = apyr, V0 € Z.

Notons par P l'expression :
P:AI:al‘aQ-...-aT,

pour r,s € Z avec r > s, écrivons r = s+ k+ NtouO0<k<7—1et NeN
Alors, grace a la périodicité de (ay),, on a, d'une part :

r _ AStk+NT
As - As ’
= Qs Q541" - Ospf " Qsphy1 - Qsphtr - Qspk427 "+ " QsyktNTH
_ Astk | pstk+NT
- As As+k+1

Et d’autre part :

k+N k+r\ NV
Aiikil "= (Azikﬂ) J
N
= (AD )
=PV,

Donc, A7 = Astr. PN,
Le théoreme suivant est une extension du théoreme 4.6 au cas périodique.

Théoréme 4.9. Soit (a,), ., une suite périodique de période T et P = Af. L’équation
(4.21) a une solution bornée si, et seulement si, |P| # 1. La solution est de plus unique et
est périodiquement corrélée de période T. Son expression X, est donnée par :

- Si |P| > 1, alors la solution est donnée par

Xy = — Z (AZi{)_l gn-‘rja (422)

Jj=1

et dans ce cas, (&,),cy €St un processus d’innovation rétrograde pour X, ;
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- Si|P| < 1, alors la solution est donnée par :

Xn Z An+1 —j En—js (4-23)

j>1

et dans ce cas, (&, est un processus d’innovation progressif pour X,,.
’ ne”Z

Démonstration. (a) Supposons que |P| # 1. On distingue deux cas, |P| > 1 et |P| < 1.

— Si |P| > 1, on a pour tout n € Z,

—1
-2 —2
2 : n+j § : § : n+k+NT
‘ An+1 ’ S ‘ An—l—l ’ )

j>1 N>0 k=0

T—1
SO ID DI LARP Vit

N2>0 k=0

_9N —2
=>"|P| Z\Azrf ,
N>0

n+k
|P| Z‘

-2 . - C e
Donc sup,, > i>1 ‘AZI{ < 00. La condition (1) du théoreme 4.6 est satisfaite.

- Si|P|<1,o0na

Z’Az+l—j‘2_ Z ‘AZ+1—(I€+N7)|2>

§>0 k+N7>0

T—1
= Z Z }AZ+1—(1€+N7)|2 )

N2>0 k=0

=2 !PFNZ Akl

N>0

Y

1—|P| Z|A+1 k‘ < 0.

Donc sup,, > |AZ+17J.‘2 < 00. C’est a dire que la condition (2) du théoreme 4.6
est satisfaite.

Comme la suite (a,), est périodique, alors les suites données par les formules (4.22)
et (4.23) sont périodiquement corrélées.
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(b) Supposons maintenant que P = 1. On vérifie facilement que
=2 2
DA =D AN, =0
i>1 §>0

En effet :

SOl = S A

§>1 N>0 k=1

=> |P|‘2NZ|AZi’f

N>0

= 1 Z\Am‘

N>0

On a de méme

Z}A +1- J‘ - ZZ ‘An+1 (k+NT)

Y

§>0 N>0 k=0
2N n
N>0
T—1
_ 1. \A” |2 _
= ntl—k| — ©C.
N>0 k=0

On déduit alors, que les conditions 1 et 2 ne sont pas vérifiées.

Comme
Nt+1
N74+1|2 _ | g\N7+1|2 N7+1|2 N7+1|2 N7+1|2
Z [AF T = (AT AT+ AR+ AT
Nt+1 NT+1 N7+1|2
T ‘A —1)r+1 + ‘A Dr2| T |ANT+1 ’
2
Nt+1 Nt+1 Nt+1
—|A2 ‘ +}AT+2 | +.. ’AN 1r+2) )
N—
_ NT+1
- § : AkT+2 )
k_
Nt+1 _ 2
A(N 1)7—‘,—2‘ _N|P| =N » 00,
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donc,

SupZ‘Aﬁ-l < Sup Z‘AJ-Fl -

n=NT +1

Cela signifie que la troisieme condition du theoreme 4.6 n’est pas satisfaite.

On conclut que pour |P| = 1, aucune condition du théoreme 4.6 n’est vérifiée.
En vertu du théoreme 4.6, le systeme X,, = a, X,,_1 + &,, n € Z, ne possede aucune

solution bornée si |P| = 1.
[

Le théoreme précédent montre que le systeme X,, = a,X,,_1+&,, n € Z, avec des coefhi-
cients a,, périodiques, possede une solution causale périodiquement corrélée si, et seulement
si, |P| < 1. Notons que la suffisance de cette condition a été démontrée, pour la premiere
fois, par Pagano (1978) [62].

On s’intéresse dans ce qui suit a la réciproque du théoreme précédent. On se posera donc
la question suivante : si le systeme X,, = a, X,,_1+&,, n € Z, a une solution périodiquement
corrélée, est-il possible de conclure que la suite (a,), est périodique ?

Avant de répondre a cette question, on aura besoin de démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.10. Soit X,, une solution périodiquement corrélée de l’équation (4.21). Si
Xno1 L& ou Xy, Ly, Vn € Z, alors (ay),,c, est une suite périodique.

Démonstration. Soit X,, une solution périodiquement corrélée de I’équation (4.21).

1. Supposons que pour tout n € Z, X,,_1 L &,.
Pour tout n € Z, on peut écrire

2 2 2 2
1 X0lI” = lanXno1 +&l° = |an|” [ Xna|"+1>1.

car X,_1 L &, et (§n),,ez est orthonormée.
En multipliant (4.21) par (X,_;) (au sens du produit scalaire), on aura

<Xn7 Xn—1> = <aan—l + gny Xn—1> = Qp ”Xn—l”2 )
alors la suite (a,),,., définie par

_ <Xn> Xn—1>
1

Qp

est périodique.
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2. Soit X,, L &, Vne€Z. On a
X = &n = an X1 = [ Xn = &ll” = lanl* | Xl
Comme X,, 1 &,, on a
IXall* + 1 = Jan* | X0 |* > 1,
donc || X,||* 4+ 1 # 0 Vn € Z. En multipliant (4.21) par X,,, on obtient

1Xall” = (X, X0) = (0, X1 + &y X)),
= an<Xn_1,Xn>, VneZ.

Comme || X,||> # 0, alors (X,,_1, X,,) # 0, donc la suite de terme général

1 X 1"

—_— Y/
<AXV717*XV7L—1>7 ne ’

a, =
est périodique.
0

Théoréeme 4.11. Supposons que l’équation (4.21) a une solution périodiquement corrélée.
Alors les coefficients a,, n € 7, sont périodiques si, et seulement si, seule une des deux
premieres conditions du théoréme 4.6 est assurée.

Démonstration. <) Soit X,, une solution périodiquement corrélée de 'équation (4.21).
X, étant bornée et (a,), est périodique, donc une des deux premieres conditions du
théoreme 4.6 est vérifiée (voir la preuve du théoréme 4.6).

La solution X,, périodiquement corrélée implique sa bornitude .
Comme les a,,, n € Z, sont périodiques et d’apres le théoreme 4.9, on a une des deux
premieres conditions du théoreme 4.6 est assurée.

=) X, est périodiquement corrélée.

}AnJrj —2

— Si la premiere condition du théoréme 4.6 est assurée, i.e., sup,, > 1| <00,

alors L
Xp==> (A s

Jz1

Jj=21

Comme X, est en fonction de (&,41,&n19,-..), donc X, est orthogonale avec &,.

2
— Si la deuxieme condition du théoreme 4.6 est assurée, i.e., sup,, ijo |An+1_j‘ < 00,
la solution est de la forme :

Xn = Z A:Llrk]_fjénfj'
320

On remarque que X, est en fonction de (..., &,-2,&,-1,&,). Clest a dire que X,,_4
est en fonction de (..., &, 3,&,-2,&,-1). Done, X, est orthogonale avec &,.
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D’apres la proposition 4.10, on conclut que les a,, n € Z, sont périodiques dans les
deux cas.

Densité spectrale de la solution périodiquement corrélée

Rappelons que 1'unique solution périodiquement corrélée du systeme (4.21) est donnée
par

n+j\—1 .
_2321 (Anfl) fnJrj? Sl ’P| >1;

ijo AZ+17j§n—j, si |P| < 1.

Il convient aussi de signaler que, dans ce cas, nous avons M = M.

X, =

Avant de donner la représentation spectrale de (X,,),, nous allons d’abord, montrer
qu’on peut identifier X,, & une suite (f,), C L? = L?([0,27[,d)), ol d est la mesure de
Lebesgue normalisée sur [0, 27|

Soit V : Mx — Mx lopérateur défini par

V(&) = it
Alors V' est un opérateur unitaire, de plus la solution X,, de I’équation (4.21) vérifie
X, =V"Y,,
ou Y, est la suite périodique a valeur dans M x donnée par
ntj\ 1 .
_ijl (An+j1) § o si|Pl>1;
Y, =

Soit W 'opérateur unitaire défini par

U : My — L*(]0,27),d)\),
gt — eXp{it'}7

ou dX est la mesure de Lebesgue normalisée sur [0, 27[. Posons f, = ¥ (X,,). L’équation
(4.21) devient alors :

fo () = anfaoa () +e™. (4.24)

En appliquant Popérateur ¥ aux équations (4.22) et (4.23), et en remarquant que ¥V &1
est Popérateur de multiplication par exp{it-}, on peut affirmer que la solution X, est
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unitairement équivalente a la suite f, = e™g, dans L2, oll g, est une suite périodique
donnée par

gn(A)=[1—=Pe ™71 G, (N, (4.25)
ou
T7—1
=D AL e (4.26)
k=0
En effet,

1. Si|P| < 1, alors

[

(Z An—i—l—jsn—j) )

7>0

Y

7>0

D’on 'en déduit que

Z An+1 -7

7>0
0o T—1
_ E N _—iNTA E n —ikA
- PTe An—l—l—ke )
N=0
—ZT)\ —zk>\
[1 - E An k+1€ .

2. Si |P| > 1, on aura aussi

o=V (Xn) =V ( Z (A:zlijl) fn-i—j) )

j>1

- Z AT L gi(nti)-

7>1
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Par conséquent

g0 (V) = = 37 () e,

j>1
_ n+k+NT iANk+NT)
- E : (An+1 ) € )
k+N71>1
_ n+k kXA _iNTA
= — E g pN An+1 e e ,
N>0 k=1
o — zNT)\ n+k: i
- § :P E An+1 7
N>0
-
_ -1 ira] 1 n+k ik
——[1—P e } E (An+1) e,
k=1
o —’LT)\ —ZT)\ E n-‘rk’ i

[1 _ Pe—rr)\ Z P An-i—k e—i(r—k))\

n+1

=[1- Pe_”)‘ Z P (AT l e_“’\, (l:=17—k),

T—1

=1 -Pe™ TN (A )T e ™,
=0

[1 . Pe—rr)\ ZAn - e—zl)\7

Nous allons donc utiliser I'identification (X,, <+ f, = €¢™g, € L?), pour calculer le
spectre de X,,. Cette méthode, [46], repose sur le résultat de Gladyshev, [40], que nous
décrirons, brievement, ici :

Tout processus (X,,), T-périodiquement corrélé est fortement harmonisable. Il existe
donc une unique mesure complexe I' définie sur [0, 27)?, dite mesure spectrale de X,,, telle
que

2 2w
(X, X)) = / / emMTImAT (N d)y), (4.27)
ou

T—1
T (dA, dg) = Tk (dAr,dAg),
k=0
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et le support de I'y, est

ok
Lk:{<A,A+i>, Ae[0,27r)}, k=0,1,---,7—1.
T

L’ensemble Lk, k = 0717.. CLT — 1) est l’image de Tintervalle [0,271_) par l’apphcation
bijective
21k
b (V) = (A,/\+L)7 E— 0L 1.
T

Ce détaille, nous permet d’avoir la représentation suivante du processus (X,,) , 7-PC :

n’

—_

T—

2
<Xn+p7 Xn> — e’L27T7’Lk‘/T/ ezp)\,yk (d)\) 7
0 0

e
Il

ou v, (A) = Tk (¢x (A). En appliquant la transformée de Fourier (discrete) inverse, on
obtient :

2 T—1
/ 61}7}\7]@ (d/\) _ 7_—1 Z €Z27mk/7—<Xn+p, Xn>a
0 n=0

Pour plus de détails, voir la proposition 3.37, page 71.

Proposition 4.12. Soit (ay,), ., une suite T-périodique, avec |P| = |ay.--- .a;_1| # 1.
Soit {yx;k=1,--- ,7—1} le spectre de la solution T-périodiquement corrélée de l'équation
(4.21). Alors les mesures y, sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue
normalisé dX\, et

d’Yk =2 T—1 L B _ -
ﬁ(A):“_P@ /\‘ ;Gz (/\+27Tl7' I)Gl—k<)\+2ﬂ'l7’ b,
o
T7—1 - 1 -
Gn ()‘) = Asz:+1 €_ik>\ et Gj ()\) = 7-_1 Gn (/\) 6—227‘1’_]7’LT '
k=0 =0

Démonstration. Soit (g,), la suite donnée par la formule (4.25).

1. En premier lieu, nous allons simplifier la somme suivante , qui sera utile par la suite :

I
—
—
—

T—1 T

_ i2rnkr—1 - i2mnkT ™1 ~ =\, (12mnj—i2nl(n 1

Py g (N g () = 7 G () G (Nel Pt
n=0 l

T—1 17—

33
Dy
<~
Il
o
Il
o

-1

GG )Y ezl

=0

I
—
‘1

—i2xlpr—1

(&
=0

I§
o
<
I
3
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Sous la condition que k + j — [ = 0, la troisieme somme sous l'indice n vaut un, i.e.,
7—1
L 1
§ e 16(127rn(k+] T _ 1.
n=0

Et sous la méme condition, la double somme restante, sous l'indice j et [, peut étre
remplacée par une seule somme, sous l'indice [, moyennant quelques modifications
dans 'expression du terme général, et on obtient

T—1

S e G () 3 O,

=0

on aura finalement

3
|
—

T—1

7_71 Z ei27mkr—1 G ()\) In ()\) _ efi27rlp7-—

n=0 l

1

9t (A) g (A).-

Il
o

En vertu de I'équivalence entre les deux suites (X,,),, et (¢™g,),, on a

n?

2
(X X)) = /0 e g () g (V) (dA) -

Dans ce cas, et grace a la transformée de Fourier inverse (voir la formule (3.31)), on
peut écrire

21t 7—1
[ @) = Y e (X X,
0

n=0

T—1

2
=t Y ekt [T g, 0) 5, T (@),
0

n=0

2 T
_ / 7_,1 ezZﬂ'nkT 1 6l(n+10))\*m)‘ Gnip (>\) 9n (A) (d)‘) ’
0

2 T—1
_ /O ezp)\ 7_—1 Z 6z27rnk7—*1 . (/\) o ()\)] (d)\) ’

n=0

27 T -
_ / ezp)\[ 671271'1}77'71 E]\l ()\) ﬂ ()\)] (d)\) ,
0

I
3
|
_
O\
N
)
m@

i
—
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N
3
3
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En utilisant le changement de variable, A := \ + 27l7~!, on obtient

27 2 T—1
/ PAyg (dX) = / e | Z g (N 27l g (A + 2wlr )] (dN)
0 1=0

comie .
g (A 2mlr ) = [1—Pe ™G, (A + 270077,

alors

T—1
% W) =|1=Pe ™73 G (A + 2mrY) G (A + 2nlr ).

Remarque 4.13. Dans [67], Sakai a donné une méthode pour calculer la densité spec-
trale d’un processus PARMA général via un processus vectoriel stationnaire ARMA. La
méthode présentée ici est plus explicite et fait ressortir clairement la généralisation (3.2)
de la formule (4.2) du cas stationnaire.

]

4.4 La solution presque périodiquement corrélée du
AR(1)

Dans cette partie, nous étudions le probleme de I’existence de solutions presque périodiquement
corrélées de 1'équation (4.1), en supposant que les coefficients a,, n € Z, sont presque
périodiques.

Pour ce faire, nous commencons par énoncer un lemme sur les suites presque périodique,
dont la démonstration repose sur le fait qu'une suite (f,),, dans espace de Hilbert B,
est presque périodique si, et seulement si, elle est faiblement presque périodique, de plus,
I'ensemble {f,, n € Z} est conditionnellement compact dans B (voir [20], théoreme 6.18).

Lemme 4.14. Soit f, = (91,,1792,”’ . ) . n € Z, une suite dans (* telle que (Gin)pey €5t
une suite presque périodique pour chaque 1.
Alors la suite (fy), ey st presque périodique si, et seulement si,

1. (fn)pez est bornée;

2. Il existe une suite (Ny),oy dans N,qui tend vers Uinfini, telle que

hm sup (Z |Gi | > (4.28)

Z>Nk

Le théoreme suivant est analogue au théoreme 4.6. Il convient de signaler que la
troisieme condition de ce dernier n’a pas lieu lorsque les coefficients a,,, n € 7Z, sont presque
périodiques.
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Théoreme 4.15. Soit (ay,), ., une suite presque périodique, alors I’équation (4.21) a une
solution bornée si, et seulement si, une seule des deux conditions suivantes est assurée :

-2
n+j ~ ' ; .
1. sup,, >, i>1 !Anﬂ < 00, dans ce cas la solution X, est unique et est donnée par :

Xp==>_ (AZH) Enti; (4.29)

j>1

2 . : y
2. sup,, 2j>0 !Azﬂfj‘ < 00, dans ce cas la solution X,, est unique et est donnée par :

Xo =Y Ar . (4.30)

7>0

Démonstration. Dans cette preuve, on va vérifier que, si (a,),, est presque périodique,
alors la troisieme condition du théoreme 4.6 ne peut pas avoir lieu. Autrement dit, les deux
conditions

supz ‘A]+1 < C < o0, (4.31)
et
n—2
su AT T < C < oo, 4.32
n>IfZ ’ 1-n — ( )

ne peuvent pas étre vérifiées simultanément.
En effet, si (4.31) est vérifiée, alors on a pour n > 1 et k > 0,
Arh|* < o (4.33)

et si (4.32) est vérifiée, alors, pour n > 1, il existe un entier k,, avec 0 < k, < n, tel que

+1
Armtke|? > BEZ 4.34
| 11 (1.31)
Soit ng € N tel que
no
—>C+1.
o> +
Posons ko = kp,, ou 0 < k,,, < ng. En vertu de ’équation (4.34), on a
—no+kn, 2 ng + 1 No
‘A,ng o|” > > 2 >0+ (4.35)

On considere la suite presque périodique (u,,), définie par
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qui, d'une part, vérifie d’apres (4.33), u, < C, Vn > 1, et d’autre part, elle vérifie aussi
U,>C+ % pour un certain ng < 0.
Mais alors ceci est en contradiction avec la presque périodicité de la suite (Uy,),,.
m

Comme dans le cas périodique, on utilisera un opérateur unitaire U particulier pour
donner une autre expression de I'unique solution PPC de I’équation (4.21). On considérera
alors 'opérateur unitaire :

U:Hx—>HX

& — &iy1-

La solution PPC est exprimée de la facon suivante :
X, =U"Y,,

ou
. 71 . . 72
- 2321 (AZijl) § st sup, Zj21 |AZi]1‘ < 00,

Y, = . _ . 2 (4.36)
ijo An+1—j§—j 51 Sup, ijo |An+1—j‘ < .

i\ —1
Notons que, dans Iexpression (4.36), tous les coefficients (AZH_j)j et ((AZH) )
j
sont presque périodiques par rapport a n, car la suite (a,), 'est. Nous ne pouvons, toute-
fois, pas conclure que la suite (Y;,), est Bohr-presque périodique. Si c’est le cas, la solution

(X,,),, serait alors presque périodiquement unitaire (PPU).

L’objectif du paragraphe suivant est de montrer la presque périodicité, au sens de Bohr,
de la suite (Y},),, moyennant certaines hypotheses supplémentaires.

Rappelons que dans le cas ou (a,), est T-périodique, le probleme de l'existence d'une
solution bornée est exprimée en terme de conditions sur le produit successif P = a;---a,
des éléments de la suite (ay),,.

Afin d’exploiter cette idée, on pose, pour N > 1,

Iy = inf|AZflV , o =sup Iy,
n N>1
et

SN = sup |AZﬁV , B= }gfl SN
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On a la presque périodicité de la suite (ay), ., nous assure sa bornitude.
Cependant, VN > 1, Sy < oo et Iy peut étre nul, de plus

S < (Sv)* et Ik > (In)*, Nk>1,

car
n+Nk| __ n+N| | n+2N . n+kN
sup ‘An-i-l ‘ = sup |:|An+1 |An+N+1 . ‘An+ k-1 N+1H )
n n
n+N| | | n+2N . n+kN
< sup |An+1 sup |Ap v SUP ‘An—i- k—1)N+1
n n

k
= (SUP |AntlY ) = (Sv)",

de méme, on a

: n+Nk} . | ntN| | n+2N | nt+kN
12f |An+1 = Hnlf [ At ANl - An+(k DN+1] ]
. n+N ‘ n+2N n+kN
> lféf |An+l -in f AN mf ‘An+ k—1)N+1

- <12f|AgflV ) — (Iy)".

Théoréme 4.16. Soit (ay), ., une suite presque périodique. Si o > 1 ou B < 1, alors
Uéquation (4.21) a une solution presque périodiquement unitaire, et elle est de la forme
sutvante :

X, =U0"Y,,.
o .
— > i1 (A1) & sioa>1,
Y, — (4.37)
Zpo nr1—58 si B <1

Démonstration. La presque périodicité de Y, repose sur les deux premieres majorations du
PSRN N . i1—2 2 .
théoreme 4.6, a savoir sup,, Y+, |A | T < oo et sup, > i%0 |An,,_i|” < oo, et applica-

tion du lemme 4.14.
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Soitne N, N>1et k>0, o0na

12 12
§ : |An+]| — § |An+kN+z‘
n+1 n+1 )
j>kN+1 i>1
— 2 |An+kN . An+kN+i

n+1 n+kN+1
i>1

_ } AzillcN 2 Z ’ AntkN+i

n+kN-+1
i>1

n+kN |2 2 : n+kN+i
S sup ’An—i-l - sup ‘An—l-k]\/—i-l
n n i>1

2

Y

2

)

2

Y

2

)

= (Sv)* sup »_ |AntiNT
">

= (Sn)* - sup Y AT,

i>1
N
< (Sn)* - sup (Z > )AZI?N”
" \p>0 j=1
2 N .9
< oo (S| o)
" \p>0 j=1
N
< (Sw)* -3 5% - sup (Z |A2ﬂ|2> .
n j=1

p>0

2), (i = pN + )

Pour simplifier I’écriture, on pose
al 2
Cy = sup (Z | AT ) :
n .
7j=1

Donc, on a

sup< > }Aj;i{f) <Oy S Y S¥. (4.38)

j>kN+1 p=>0
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’ : : n+j —2 eps
Concernant ’estimation de sup,, (Z PSRN+ ‘An +1‘ >, sous la condition Iy # 0, on a

n+j . n+kN-+i
2 : ‘An-i-l‘ _z :|An+1 ‘ ’

J>kN+1 i>1
_ n+kN n+kN+i |2
- E :|An+1 'An—l—kN-H’ )
i>1
| An+kN|—2 n+kN+i |—2
- ‘Anﬁ-l ‘ Z ‘An+kN+1‘ )

i>1

n+kN|—2 n+kN+4i|~2
< sup <|An+1 ) - sup E ‘An+kN+1 ,
n n i>1
+kN -2 +EN+i |2
: n n 1
< (mf‘AnJrl > - sup E |An+kN+1| ,
n n >
(A

—2k n v i —2
= (1) s (ARG

i>1
—2k n+i|—2
= (In) ™ -sup Y |Anti| ™,
o>
N =2
= (Iy) ™" sup (Z > [ ) , (i = pN + j)
" \p>0 j=1
ok nip |2 N R
< (IN> - sup Z ’AnJrl ’ Z }An+i )
" \p>0 j=1

< (1) Y (iof |z

—2 al n4j |2
) - Sup Z ‘AnJrJl‘ ’
p>0 "o\j=1
N -
<) e ().

p=>0

Il vient que
i =2 _ _
an( 3 ) <oy T
" \jZkN+1

ou

(4.39)

j
Grace a la presque périodicité de la suite (a,), .5, les deux quantités Cy et Dy sont bornées.

1. Supposons que a > 1, alors nous avons :
a>1&supy Iy >1=INe N Iy>1
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1

[ -2 .
Donc la série szo Iy converge vers et d’apres la formule (4.39), nous avons

i —2 _ 1
Sup ( > |4 ) < D ()™ =
™ \j>kN+1 N
et lorsque k tend vers l'infini, on a
MD-Uﬁkl =0
k—o0 N N 1 — 1&2 '

Donc
=2
li n = 0.
Ji s ( 2 I ) :
J>kN+1
En utilisant le lemme 4.14, on déduit que la suite
n+j\—1
j>1

est presque périodique dans M, donc X, est presque périodiquement unitaire.

2. Siﬁ<1<:>inNSN<1:>3NEN*; Sy < 1.
Donc la série Zp>0 S?f converge vers ﬁ, et d’apres la formule (4.38), nous avons
= N

: nti |2 ) 1 ‘ ok 1
H:&gp( 2 |4 )JEI;OCN B e 70

j>kN+1

et d’apres le lemme 4.14, la suite (W,,), _, telle que

neL

Wn = ZAZJrlfjg—j‘

Jj>1
est presque périodique dans Mg, par conséquent, X, est presque périodiquement
unitaire.
[
Remarque 4.17. Comme les suites périodiques sont aussi presque périodiques, on peut

appliquer le théoréme précédent si les a,, n € Z, sont périodiques.
Pour N =kt +jtelquek>0et1<j<T7,0onaP=A]. Dou

_ n+N| _ n+kr+j
SN = sup |An+1 ‘ = sup ‘AnJrl
n n

= sup |PkAZijl = |P|* sup }AZI{‘ :
n n

mﬁﬂﬂﬂhﬁ@ﬂw
n n

= i%f ‘PkAZIﬂ = |P|ki%f ‘AZI{‘ :
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De plus, on a
a>1&|P|>1;

f<ls|P|<1.
En effet :

1. Sia>1®supyly > 16 3INeN; Iy > 1 & |P|*inf, |[AL]| > L.
On distingue deux cas

- Siinf, |A"H| <1, alors (@ > 1) & |P[* > (inf, [A"H]) " > 1. Donc |P[F > 1.

~ Siinf, |Art]| > 1, alors (a > 1) & |P| > L.

2. Sif<leinfySy<1le 3N eN; Sy <1 |P|fsup, |[AnH] < 1.
On a .
|P|"sup | Al | < 1. (4.40)

— Si sup,, ‘AZI{’ > 1, alors, d’aprés (4.40) on a |P|f < (sup,, !AZiﬂ)fl < 1. Donc
P|" < 1.

~ Sisup, |[An]] <1, alors |P| < 1.

Lemme 4.18. Soit X,, une solution presque périodiquement corrélée de ’équation (4.21).
St Xn—1 L & ou Xy, L &, alors (ay),cq, est une suite presque périodique.

Démonstration. Cette preuve est presque identique au cas de la solution périodiquement
corrélée.
Soit X,, une solution presque périodiquement corrélée de 1'équation (4.21).

1. Supposons que X, 1 L &,,Vn € Z. Alors, comme dans le cas périodique (voir
proposition 4.10, on conclut que la suite

a, = —<Xn’Xn71> neZz
" ||)(n—1||2 ’

est presque périodique car (X, X, 1) et HXn_lH2 sont presque périodique et que
Xl > 1

2.81 X, L&, VnelZ.
On peut écrire alors, comme dans le cas périodique :

1 ”
<Xn7 Xn—1> ’

Ay =
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La suite (a,), est rapport de deux suites presque périodiques. Donc, pour conclure
que (ay),, est presque périodique, il suffit de prouver que inf [(X,,, X,,_1)| est stricte-
ment positif.

Montrons alors que inf [(X,,, X;,_1)| > 0. On a
Janl* | X1l = 1 Xl + 11€1% > 1,

on a aussi
HanlH2 = an71<Xn717 Xn72>7

d’olt I'en déduit
2 2 2
1< an|” [ Xnall” = lan]” an-1{Xn—1, Xo-2).
Comme (a,), bornée, cette derniére majoration entraine que

inf (X, Xp_1)| > 0.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudiés les processus périodiquement et presque périodiquement
corrélés. Une attention particuliere a été accordée a la représentation spectrale de tels pro-
cessus. Un résultat de stabilité dans I’étude d’'un modele AR(1) est aussi présenté. Cette
étude n’est qu’'un premier pas vers la clarification d'un modele autorégressif périodique et
presque périodique particulier.

Pour conclure, nous donnons quelques suggestions et développements futurs possibles en
vue d’améliorer et d’étendre notre étude. Ces développements concernent essentiellement
les points suivants :

1. Des études récentes sur ’estimation de parametres des processus PC et PPC ont été
récemment effectuées afin de résoudre des problemes de détection et d’identification
[38], [47]. La théorie de la prévision des processus stationnaires est bien établie.
Le cas des processus périodiquement corrélés a donné lieu a quelques travaux sous la
contrainte de connaitre exactement la période [5]. Les méthodes employées ne sont pas
directement applicables dans un cadre plus général en particulier lorsque la période
est inconnue. Il serait donc intéressant d’étudier le probleme de prévision dans le cadre
d’un processus presque périodiquement corrélé (modeles ARMA presque-périodique)
ou d’un processus périodique de période inconnue.

2. Quelques problemes d’estimations relatifs a la cyclostationnarité et presque périodicité.

3. Au vu les résultats théoriques présentés dans ce mémoire, il semble opportun voire
nécessaire de tester le modele étudié sur des données simulées d’une part puis sur un
ensemble de données réelles.

4. Généralisation de notre étude a des modeles plus généraux.
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