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1.3.2 Théorème spectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Les fonctions presque périodiques 26
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Introduction générale

Dans plusieurs domaines de la statistique fonctionnelle et opératorielle, les outils de
modélisation souvent utilisés sont placés dans un contexte stationnaire. Néanmoins, de
nombreux phénomènes présentent des propriétés de périodicité dues souvent à leur mode
de production (machines rotatives, oscillateurs . . . ) ou des causes naturelles connues ou
inconnues (rotation de la terre, etc. . . . ), et les hypothèses simplificatrices permettant de
travailler dans un contexte stationnaire ne sont plus valables.

Cette périodicité, temporelle ou spatiale, peut être détectée à partir de l’observation
directe de la série des données, ou elle peut être cachée dans sa structure (par exemple dans
la corrélation temporelle ou spatiale). Les processus périodiquement corrélés ou presque-
périodiquement corrélés (aussi nommés cyclostationnaires) peuvent servir à modéliser ce
type de données dans des domaines très variés, [38] et [47], parmi lesquels la météorologie
[44], l’économétrie [18], les communications, les radars, la génétique [69] . . .

Mathématiquement, un processus est dit périodiquement corrélé (resp. presque périodiquement
corrélé) si l’on retrouve des périodicités (resp. de presque périodicité) dans certains de ses
paramètres statistiques. Dans la littérature, la notion de périodicité corrélée est connue sous
plusieurs vocables : processus cyclostationnaire, processus périodiquement stationnaire ou
encore processus corrélé cyclique.

Les premières études sur ces processus “périodiques” datent des années 1950 avec no-
tamment les travaux pionniers de Bennett, [4], et de Gladyshev, [40, 41]. En effet, Bennett
était le premier à introduire les processus cyclostationnaires dans le contexte de la théorie
des communications. Quelques années plus tard, Gladyshev a publié les premières analyses
sur les séquences périodiquement corrélées. Depuis, cette notion de cyclostationnarité a
suscité un intérêt croissant à partir surtout des années 1980 avec l’explosion du domaine
des télécommunications. À titre d’exemples, on peut citer, entre autres, les travaux de
Gardner, [32, 33, 35], qui a développé plusieurs représentations des processus cyclosta-
tionnaires à temps continu (voir Gardner, [31]) et les a utilisées dans la résolution des
problèmes d’estimation (voir Gardner, [34, 37]), Yaglom [74], Makagon et al. [53], et de
nombreux travaux publiés en russe. Notons aussi que des problèmes relatifs à l’analyse et
à l’estimation spectrale de processus cyclostationnaires sont traités dans Dehay [23, 24],
Dehay et Hurd [26], et Dehay et Monsan [25, 27]. On peut également citer l’investissement
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Introduction générale 6

de Serpedin et al. [68] portant sur une revue bibliographique de la cyclostationnarité avec
plus de 1500 travaux cités en référence dans ce domaine. On peut retrouver de nombreuses
autres applications : dans Benterzi [5], Boshnakov [15] ou encore Serpedin et al. [68].

La théorie des fonctions presque périodiques se développe avec vigueur depuis quatre-
vingts ans environ ; très exactement, les premiers résultats de celle-ci ont été publiés dans
les trois articles du pionnier de cette classe de fonctions H. Bohr [12, 13, 14], parus dans
la revue “Acta Mathematica”, en 1925-1926.

Elle a été développée par d’autres, notamment Bochner [10], vers 1933, qui a donné
deux autres versions de la définition des fonctions presque périodiques équivalente à celle
donnée par Bohr, mais plus maniable.

En 1926, cette étude a été reprise par Stépanov [70], qui a définit la notion de fonc-
tion presque périodique en moyenne Lp

loc. Dans les années soixante, Bertrandias a présenté
un travail dans le prolongement de celui de Stépanov en définissant les fonctions presque
périodiques continues seulement en moyenne [6].

Il faut aussi mentionner les noms de Wiener, Besicovitch [7], Weyl, Delsarte, Maak
[52], Bogolioboff, Levitan [50],..., dont les travaux consistent en l’étude de la régularité des
fonctions presque périodiques.

Avant que Bohr eût donné la définition générale, il y a eu des études de fonctions
presque périodiques d’un type spécial : somme de Fourier de fonctions presque périodiques
par Bohl et Esclangon en 1923. Cette idée a été déjà soulevée vers la fin du XIXème siècle
par H. Poincaré. Les premières publications dans ce domaine ne concernaient que les fonc-
tions presque périodiques à valeurs réelles ou complexes. C’est Bochner [9] qui a étendu
cette notion au cas des fonctions à valeur dans un espace de Banach quelconque de dimen-
sion finie ou infinie.

La presque périodicité des solutions des équations différentielles a été longuement
étudiée depuis le tout début du vingtième siècle, en connexion, la théorie des fonctions
presque périodiques qui a été développée avec les problèmes d’équations différentielles, des
systèmes dynamiques, la théorie de la stabilité et ses applications à la théorie de contrôle
et les différents domaines des mathématiques.

Les ouvrages classiques de C. Corduneanu [20, 21], Fink [29] , Yoshizawa [75], Amério
et Prouse [2], Levitan et Zhikov [50], Zaidman [78], etc... donnent une belle présentation
des méthodes et des résultats sur ce sujet. La notion de fonctions presque automorphes a
été aussi très tôt introduite, mais récemment entreprise au niveau de l’étude qualitative des
systèmes dynamiques. Depuis, un grand intérêt a été donné pour l’extension de certains
résultats classiques au cas des équations différentielles dans des espaces de Banach.

Le cas des fonctions presque périodiques à valeur dans l’espace polonais Pr
(
Rd
)
de
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toutes les mesures de probabilités sur Rd a été étudié par Morozan et Tudor dans [56].

Il existe moult notions de presque périodicité pour un processus stochastique. En plus
de la presque périodicité corrélée et la presque périodicité unitaire, citons entre autre : la
presque périodicité en loi, la presque périodicité en moyenne quadratique et celle en proba-
bilité [43, 61]. On notera aussi que pour la presque périodicité en loi, plusieurs concepts ont
été introduits, notamment, la presque périodicité en loi (APD), la presque périodicité uni-
dimensionnelle (APOD) et la presque périodicité fini-dimensionnelle (APFD) (voir [71]).
Une étude comparative entre ces différents concepts est consignée dans la référence [3].

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’étude des processus stochastiques à
temps discretX = (Xn)n∈Z ∈ L2(Ω,A,P) périodiquement corrélés et presque périodiquement
corrélés ainsi que à leurs représentations spectrales.

Une attention particulière est accordée au problème d’existence de solutions périodiquement
et presque périodiquement corrélées du modèle AR(1) suivant :

Xn = anXn−1 + ξn ;n ∈ Z. (1)

où (ξn)n∈Z est une suite de variables aléatoires non corrélées de moyenne nulle et de va-
riance constante (σξ = 1).

Un processus (Xn)n∈Z, à valeur dans l’espace de Hilbert H = L2(Ω,A,P) muni du pro-
duit scalaire ⟨X,Y ⟩ = Cov(X,Y ) (covariance de X et Y ), est dit périodiquement corrélé
(PC) de période τ si pour tout k ∈ Z, la suite (⟨Xn, Yn+k⟩)n est τ -périodique par rapport à
n. Il est dit presque périodiquement corrélé (PPC) si pour tout k ∈ Z, la suite (⟨Xn, Yn+k⟩)n
est presque périodique par rapport n. Ce processus est dit presque périodiquement unitaire
(PPU) s’il existe un opérateur unitaire U dans H et un processus (Yn)n dans H tel que
Xn = UnYn, n ∈ Z.
Nous avons les implications suivantes : PC ⇒ PPU ⇒ PPC. Tout processus stochastique
PC de période τ = 1 est stationnaire (au sens faible, c’est dire que ⟨Xn, Yn+k⟩ ne dépend
que de k) et tout processus stationnaire est PC.

Dans la suite de cette introduction, nous faisons une présentation succincte des différentes
parties de ce travail.

Organisation et contenu du mémoire :
Le mémoire est composé de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présenterons les espaces de Hilbert et quelques opérateurs
linéaires particuliers, notamment, les opérateurs projecteurs et les opérateurs unitaires. Une
attention particulière sera accordée à la présentation spectrale des opérateurs unitaires.

Le deuxième chapitre sera dédié à la théorie des fonctions et suites presque périodiques.
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Nous exposerons les différentes définitions et propriétés essentielles de la presque périodicité.

Dans le troisième chapitre, nous aborderons des processus stochastiques particuliers :
les processus stationnaires, périodiquement corrélés, et presque périodiquement corrélés et
unitaires. Des théorèmes montrant le lien entre ces différentes notions seront exposés. Nous
présenterons également différentes représentations spectrales des processus stationnaires et
périodiquement corrélés en se basant sur celle des opérateurs unitaires.

Le dernier chapitre constitue une application à l’étude des solutions périodiques et
presque périodiques du modèle (1) lorsque les coefficients an sont périodiques et presque
périodiques. Les résultats présentés dans ce chapitre sont axés sur l’article de H. Hurd, A.
Makagon et A.G. Miamee, On AR(1) models with periodic and almost periodic coeffcients,
Stochastic Processes and their applications 100, 167-185, (2002).

Nous achèverons ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Espace de Hilbert

Le cadre adapté à l’étude des séries chronologiques est celui d’un espace vectoriel de
variables aléatoires de variance finie, offrant une interprétation simple de la corrélation
(et/ou la non corrélation ).

Nous exposons dans ce chapitre les éléments de la théorie des espaces de Hilbert qui
correspond à ce cadre, notamment, les notions d’orthogonalité et de projection. Notre
présentation est essentiellement inspirée des références [30], [42] et [47].

On terminera ce chapitre par une présentation sommaire de quelques opérateurs linéaires
bornés sur un espace de Hilbert.

1.1 Définitions et propriétés géométriques

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur K (K = R ou C). Un produit scalaire sur E
est une application, notée ⟨·, ·⟩, de E × E à valeurs dans K telle que pour tout x, y, z ∈ E
et α ∈ K, on ait :

1. ⟨x, x⟩ ≥ 0 et si ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0 ;

2. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ;
3. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ et ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩.

Dans le deuxième point, ⟨y, x⟩ est le conjugué dans C de ⟨y, x⟩. Les deux derniers
points nous donnent ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩.
Lorsque K = R, ces barres du conjugaison sont inutiles.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera le cas où K = C.

Définition 1.2. On appelle espace hermitien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

On pose ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

Nous verrons que cette quantité est une norme sur un espace hermitien H lorsque nous
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1. Espace de Hilbert 10

aurons énoncé les propriétés :

– Inégalité de Schwarz : pour tout x, x ∈ H, on a

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥ ;

– Identité du parallélogramme :

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
.

Proposition 1.3. Un espace hermitien H est un espace vectoriel normé avec la norme
∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ induite par le produit scalaire.

Démonstration. Le seul axiome non évident à obtenir est l’inégalité triangulaire.
On a

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2Re⟨x, y⟩.

De l’inégalité de Schwarz, on déduit que

2Re⟨x, y⟩ ≤ 2 ∥x∥ · ∥y∥ ,

d’où
∥x+ y∥2 ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2 .

Définition 1.4. Lorsqu’un espace hermitien H muni de la norme induite par le produit
scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 1.5. 1. L’espace euclidien

Ck = {x = (x1, · · · , xk) ; xi ∈ C , i = 1, 2, · · · , k} ,

muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
k∑

i=1

xiyi,

est un espace de Hilbert ;

2. L’espace

ℓ2 =

{
x = (xj)j>0 ; xj ∈ C ,

∞∑
j=1

|xj|2 < ∞

}
,

muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
∞∑
j=1

xjyj,

est un espace de Hilbert ;
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3. L’espace L2(Ω,A,P) de toutes les variables aléatoires complexes X définies sur un
espace probabilisé (Ω,A,P) telles que

E
(
|X|2

)
< ∞,

muni du produit scalaire

⟨X,Y ⟩ = E
(
XY

)
=

∫
Ω

X(ω)Y (ω)dP(ω),

est un espace de Hilbert.

1.2 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

Soient (B, ∥·∥B) et (B′, ∥·∥B′) deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de B vers B′ est
dit linéaire si on a :

A(ax+ by) = aA(x) + bA(y), ∀x, y ∈ B et ∀a, b ∈ K.

A est borné s’il existe un réel positif M tel que

∥A(x)∥B′ ≤ M ∥x∥B , ∀x ∈ B. (1.1)

Dans ce cas, la norme de l’opérateur A est le plus petit M qui assure (1.1), et on écrit
aussi

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥A(x)∥B′

∥x∥B
= sup

∥x∥B=1

∥A(x)∥B′ .

Un opérateur linéaire A : B → B′ vérifie les propriétés équivalentes suivantes :

a- A est borné ;

b- A est continue sur B ;

c- A est continue en 0 ;

d- A est uniformément continue sur B.

Soit B(H) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H. Alors
B(H) a une structure d’algèbre, i.e., Si A, B ∈ B(H) et α, β ∈ C, on a

αA+ βB ∈ B(H) et AB ∈ B(H).

De plus
∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥ ,

où ∥·∥ est la norme induite par le produit scalaire dans H.
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Exemple 1.6. L’opérateur différentiel

(Df) (x) =
df (x)

dx
= f ′(x),

défini sur l’espace de toutes les fonctions dérivables sur un intervalle [a, b] ∈ R, qui est un
sous-espace de L2([a, b]), est un opérateur linéaire non borné.
En effet, considérons la suite de fonctions

fn(x) = sin(nx), n ≥ 1, x ∈ [−π, π].

On a

∥fn∥L2 =

√∫ π

−π

(sin (nx))2 dx =
√
π,

et

∥Dfn∥L2 =

√∫ π

−π

(n cos (nx))2 dx = n
√
π.

Il vient que
∥Dfn∥L2 = n ∥fn∥L2 ,

d’où

∥D∥ ≥ ∥Dfn∥L2

∥fn∥L2

−→
n

∞.

1.2.1 Opérateurs adjoints et auto-adjoints

Soit A un opérateur borné sur un espace de HilbertH. Pour tout x0 ∈ H, la fonctionnelle
f définie sur H par :

f(x) = ⟨Ax, x0⟩,
est une forme linéaire bornée sur H. Par le théorème de représentation de Riesz, (voir [42],
page 38), il existe un unique y0 ∈ H tel que

f(x) = ⟨x, y0⟩, ∀x ∈ H,

ou de façon équivalente

⟨Ax, x0⟩ = ⟨x, y0⟩, ∀ x ∈ H. (1.2)

Définition 1.7. Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H. L’opérateur
A∗ : H −→ H défini par

⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩, ∀x, y ∈ H,

est dit opérateur adjoint de A.

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de cette définition.
Soient A et B deux opérateurs de B(H) et α ∈ C, alors on a :
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1. (A+B)∗ = A∗ +B∗ ;

2. (αA)∗ = αA∗ ;

3. (A∗)∗ = A ;

4. (I)∗ = I ;

5. (AB)∗ = B∗A∗.

Théorème 1.8. L’opérateur adjoint A∗, d’un opérateur borné A, est borné, de plus, nous
avons

∥A∥ = ∥A∗∥ et ∥AA∗∥ = ∥A∥2 .

Démonstration. 1. En premier lieu, on montre que la norme d’un opérateur est égale à
la norme de son adjoint.
On a

∥A∗(x)∥2H = ⟨A∗(x), A∗(x)⟩ = ⟨AA∗(x), x⟩;
≤ ∥AA∗(x)∥H · ∥x∥H ;

≤ ∥A∥ · ∥A∗(x)∥H · ∥x∥H .

Et par conséquence ∥A∗(x)∥H ≤ ∥A∥ ∥x∥H.

Comme ∥A∗∥ = supx̸=0
∥A∗(x)∥H

∥x∥H
, donc on a ∥A∗∥ ≤ ∥A∥.

On a aussi (A∗)∗ = A, donc ∥A∥ = ∥(A∗)∗∥ ≤ ∥A∗∥.

D’où l’égalité : ∥A∥ = ∥A∗∥.

2. Reste à monter que ∥AA∗∥ = ∥A∥2.
D’une part, nous avons

∥AA∗∥ ≤ ∥A∗∥ ∥A∥ = ∥A∥2 .

et d’autre part, nous avons

∥A(x)∥2H = ⟨A(x), A(x)⟩ = ⟨A∗A(x), x⟩;
≤ ∥A∗A(x)∥H · ∥x∥H ;

≤ ∥AA∗∥ · ∥x∥2H .

Ce qui donne
∥AA∗∥ = ∥A∥2 .
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Remarque 1.9. Nous n’avons pas, en général, A = A∗.
Par exemple, si H = C2 et A un opérateur défini par

A(z1, z2) = (0, z1).

Alors
⟨A(z1, z2), (y1, y2)⟩ = z1y2,

et
⟨(z1, z2), A(y1, y2)⟩ = z2y1.

Définition 1.10. Un opérateur A est dit auto-adjoint (ou hermitien) si A = A∗, i.e.,

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩, ∀ x, y ∈ H.

Exemple 1.11. Considérons l’opérateur A défini sur L2(R) par

(Ax)(t) = e−|t|x(t).

A est un opérateur borné auto-adjoint. En effet,

⟨Ax, y⟩ =
∫ +∞

−∞
e−|t|x(t)y(t)dt,

=

∫ +∞

−∞
x(t)

[
e−|t|y(t)

]
dt,

= ⟨x,Ay⟩.

Remarque 1.12. 1. Tout opérateur borné T sur un espace de Hilbert a la représentation

T = A+ iB,

où A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, de plus

T ∗ = A− iB.

En effet, il suffit de prendre

A =
1

2
(T ∗ + T ) et B =

i

2
(T ∗ − T ).

2. Un opérateur A tel que A = −A∗ est dit anti-hermitien.
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1.2.2 Opérateurs inversibles, normaux et unitaires

Soit A un opérateur défini sur un sous-ensemble D(A) d’un espace vectoriel E. On
notera par R(A) le rang de A, i.e., R(A) = {Ax, x ∈ D(A)}.

Définition 1.13. (Opérateur inverse)
Un opérateur B défini sur R(A) est dit inverse de A si

(AB)y = y, ∀ y ∈ R(A),

et
(BA)x = x, ∀ x ∈ D(A).

Un opérateur A qui possède un inverse est dit inversible, et on notera son inverse par
A−1. L’opérateur inverse A−1 est toujours unique, de plus

D(A−1) = R(A) et R(A−1) = D(A).

Si un opérateur linéaire A est inversible, alors son inverse A−1 est aussi linéaire, de plus
A−1 existe si, et seulement si, Ax = 0 implique x = 0.

Exemple 1.14. Soit E = ℓ2, où

ℓ2 =

{
(x1, x2, · · · , xn, · · · ); xi ∈ C,

∑
i≥1

|xi|2 < ∞

}
.

L’opérateur A défini par
A(x1, x2, · · · ) = (0, x1, x2, · · · ),

est un opérateur linéaire inversible sur ℓ2, de rang R(A) = ℓ2.

L’exemple suivant montre que l’inverse d’un opérateur borné n’est pas forcement borné.

Exemple 1.15. Soit E = ℓ2. L’opérateur A défini par

A(x1, x2, · · · ) = (x1,
x2

2
, · · · , xn

n
, · · · ).

A est borné, car

∥A(x1, x2, · · · )∥ =

√√√√∑
i≥1

|xi|2

i2
≤
√∑

i≥1

|xi|2 = ∥(x1, x2, · · · )∥ .

A est inversible, et son inverse est donné par

A−1(x1, x2, · · · ) = (x1, 2x2, · · · , nxn, · · · ).
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Cependant, A−1 est non borné. En effet, si (en)n∈N est la suite définie par

en = (xn
1 , x

n
2 , · · · ) avec xn

i =

{
1, si i = n ;
0, sinon.

On a ∥en∥ = 1 et ∥A−1en∥ = n. Donc A−1 n’est pas borné.

Notons que la somme de deux opérateurs inversibles n’est pas nécessairement inver-
sible : I + (−I).

D’autres propriétés des opérateurs inversibles sont :

1. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)−1 = B−1A−1 ;

2. Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert avec R(A) = H. Si A a un inverse
borné, alors A∗ est inversible et (A∗)−1 = (A−1)∗ ;

3. Si un opérateur borné auto-adjoint A est inversible, alors A−1 est auto-adjoint ;

4. Si A ∈ B(H) avec ∥A∥ < 1, alors l’opérateur (I − A) est inversible, de plus

(I − A)−1 =
∑
n≥0

An.

Définition 1.16. (Opérateur normal)
Un opérateur borné T est dit normal s’il commute avec sont adjoint, i.e., TT ∗ = T ∗T .

Évidemment, tout opérateur auto-adjoint est normal. Les opérateurs normaux sont
caractérisés par la propriété suivante :

Théorème 1.17. Un opérateur borné est normal si, et seulement si,

∥Tx∥ = ∥T ∗x∥ , ∀x ∈ H.

Exemple 1.18. Soit H un espace de Hilbert, T un opérateur tel que

Tx = ix, ∀x ∈ H.

On a
T ∗x = −ix = −Tx (T n’est pas hermitien),

d’où
∥T ∗x∥ = ∥Tx∥ , ∀x ∈ H.

Ainsi, T est normal.

Définition 1.19. (Opérateur unitaire)
Un opérateur borné U , défini sur un espace de Hilbert H, est dit unitaire si

UU∗ = U∗U = I.
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Il est important de signaler, dans la définition précédente, que le domaine et le rang de
U cöıncident avec l’espace H tout entier.

Il vient, de la définition ci-dessus, que tout opérateur unitaire est normal. L’inverse est
faux ; en effet, tout opérateur A tel que ∥A∥ ̸= 1 est un opérateur normal mais pas unitaire.

Ci-après une caractérisation des opérateurs unitaires.

Théorème 1.20. 1. Un opérateur U est unitaire si, et seulement si, il est inversible et
U−1 = U∗ ;

2. Si U est un opérateur unitaire, alors U−1 et U∗ les sont aussi.

Exemple 1.21. 1. Soit H = L2[0, 1]. Définissons un opérateur U sur H par

(U)[x(t)] = x(1− t).

On vérifie facilement que U = U∗ = U−1.
Donc U est un opérateur unitaire.

2. Soit H l’espace de Hilbert de toutes les suites de nombres complexes x = (· · · , x−1, x0, x1, · · · )
telles que

∥x∥ =
∑
n∈Z

|xn|2 < ∞,

muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
∑
n∈Z

xnyn, où x = (· · · , xn, · · · ), y = (· · · , yn, · · · ) et n ∈ Z.

Définissons l’opérateur U , appelé opérateur de décalage, par :

U(xn) = (xn−1).

Alors, U est unitaire : U est inversible et on a

⟨Ux, y⟩ =
∑
n∈Z

xn−1yn =
∑
n∈Z

xnyn+1 = ⟨x, U−1y⟩,

ce qui implique que U∗ = U−1.

Les opérateurs unitaires possèdent les propriétés suivantes :
Soient U et V deux opérateurs unitaires, alors

– ∥U∥ = 1 ;
– U∗ et U−1 sont aussi opérateurs unitaires ;
– U est isométrique (i.e., ∥U(x)∥ = ∥x∥ , ∀ x ∈ H) ;
– L’opérateur UV est unitaire.
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1.2.3 Orthogonalité

Définition 1.22. Soit H un espace hermitien, on dit que x et y deux éléments de H sont
orthogonaux, et on écrit x⊥y, si ⟨x, y⟩ = 0.
Plus généralement, on dit que deux sous-ensembles E1 et E2 de H sont orthogonaux, et on
écrit E1⊥E2, si ∀ u ∈ E1, ∀ v ∈ E2, on a u⊥v.

Evidemment, si E1⊥E2, alors E1 ∩ E2 = {0} ou bien E1 ∩ E2 = ∅.

Définition 1.23. Dans un espace hermitien, une famille E = {ei; i ∈ T} où T ⊂ N, est
dite orthonormée si

⟨ei, ej⟩ =
{

1, i=j ;
0, sinon.

Définition 1.24. Soit S une partie d’un espace hermitien H. On appelle orthogonal de S,
noté S⊥, l’ensemble défini par :

S⊥ = {y ∈ H, ⟨x, y⟩ = 0, ∀x ∈ S} .

Comme conséquence directe de la définition de l’orthogonalité, nous avons la relation
suivante, dite relation de Pythagore : si H un espace hermitien et x, y ∈ H, avec x⊥y, alors

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 .

Plus généralement, si x1, x2, · · · , xn sont orthogonaux deux à deux, on a :∥∥∥∥∥
n∑

k=1

akxk

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

k=1

|ak|2 ∥xk∥2 .

Définition 1.25. Soit H un espace de Hilbert et E un sous-ensemble de H, le sous-espace
vectoriel engendré par E, noté span(E) ou sp(E), est le sous-espace qui contient toutes les
combinaisons linéaires finies d’éléments de E.

Remarque 1.26. 1. Pour toute partie S d’un espace de Hilbert H, l’ensemble S⊥ est
un sous espace fermé de H ;

2. Si M est un sous-espace de H et S une partie de H, alors

– sp(S) = S⊥⊥ ;

– S ⊆ S⊥⊥ et M = M⊥⊥ ;

– [sp (∪nMn)]
⊥ = ∩nMn

⊥,

où l’adhérence est prise au sens de la norme induite par le produit scalaire de H.
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1.2.4 Opérateurs de projection

Etant donné H un espace de Hilbert, V une partie de H et f ∈ H. On se pose les
questions suivantes :

1. Existe-t-il f ∗ ∈ V tel que

∥f − f ∗∥ = inf{∥f − v∥ , v ∈ V }?

Si f ∗ existe, on l’appelle meilleure approximation de f sur V .

2. Peut-on obtenir une caractérisation de f ∗ ?

La réponse à ces deux questions est donnée par le théorème suivant, dit projection
orthogonale.

Théorème 1.27. (Projection orthogonale)
Soit M un sous espace d’un espace de Hilbert H. Etant donné x ∈ H, alors :

a- Il existe un unique vecteur x̂ ∈ M, dit projection orthogonale de x sur M tel que

∥x− x̂∥ = inf
y∈M

∥x− y∥ ;

b- Un vecteur x̂ est une projection orthogonale de x sur M si, et seulement si, (x− x̂) ∈ M⊥,
c’est à dire que pour tout y ∈ M, nous avons

⟨x− x̂, y⟩ = 0. (1.3)

Le théorème de projection orthogonale permet de définir un opérateur

PM :H → M
x 7→ PM(x) = x̂,

où x̂ est la meilleure approximation de x sur M,

∥x− x̂∥ = inf
y∈M

∥x− y∥ .

L’opérateur PM est dit projection orthogonale sur M.

Exemple 1.28. Soit (xi)i=1,...,n n-éléments d’un espace de Hilbert H, et M = sp{xi, i =
1, . . . , n}, soit x ∈ H.
L’élément le plus proche de x dans M, noté x̂, a la forme

x̂ =
n∑

i=1

αixi.
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Comme x− x̂ ∈ M⊥, alors pour tout j = 1, . . . , n

⟨x−
n∑

i=1

αixi, xj⟩ = 0.

Pour trouver les valeurs de αi, on peut résoudre le système d’équations

n∑
i=1

⟨xi, xj⟩αi = ⟨x, xj⟩, j = 1, . . . , n. (1.4)

Dans le cas particulier où M = sp{ei, i = 1, . . . , n} avec

⟨ei, ej⟩ =
{

1 si i = j ;
0 sinon.

La projection orthogonale de x dans M est donnée par

x̂ =
n∑

i=1

⟨x, ei⟩ei,

car, d’après (1.4), αj = ⟨x, ej⟩ pour tout j = 1, . . . , n.

Les propriétés essentielles de la projection orthogonale, sur un sous-espace fermé de H,
sont résumées dans la proposition suivante.

Proposition 1.29. Soit M et N deux sous-espace d’un espace de Hilbert. Les propriétés
suivantes sont vérifiées :

1. L’opérateur PM est linéaire ;

2. (I − PM) est une projection de H dans M⊥ ;

3. Tout élément x ∈ H a une décomposition unique de la forme

x = PM(x) + (I − PM)(x).

Autrement dit, H est une somme directe de M et M⊥, i.e., H = M⊕M⊥ ;

4. ∥x∥2 = ∥PM(x)∥2 + ∥PM⊥(x)∥2 ;
5. PM est un opérateur borné, de plus ∥PM∥ = 1 ;

6. x ∈ M ssi PM(x) = x et x ∈ M⊥ ssi PM(x) = 0 ;

7. PM est idempotent, i.e., P 2
M = PM ;

8. PM est auto-adjoint ;

9. PM est défini positif, i.e., ⟨PM(x), x⟩ ≥ 0, ∀ x ∈ H ;

10. M ⊂ N ssi PMPN = PM ;
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11. Si P est un opérateur auto-adjoint et idempotent sur un espace de Hilbert, alors P
est un opérateur de projection sur un sous-espace fermé M de H (i.e., P = PM pour
un certain sous-espace fermé de H) ;

12. L’opérateur (PM1−PM2) est une projection ssi M2 ⊂ M1, dans ce cas PM1−PM2 =
PM, où

M = M1 ⊖M2 = {x ∈ M1 ; x⊥M2} ;

13. La composition PMPN est une projection ssi PMPN = PNPM, et dans ce cas, nous
avons PMPN = PM∩N ;

14. Si Mi, i = 1, 2, · · · , n sont des sous-espaces de H, alors l’opérateur

Q = PM1 + PM2 + · · ·+ PMn ,

est une projection ssi PMj
PMk

= 0 pour tout j ̸= k, et dans ce cas Q = PM, où

M = ⊕n
i=1Mi.

L’exemple ci-après illustre l’intérêt de la projection orthogonale dans la régression
linéaire.

Exemple 1.30. Dans cet exemple, on s’intéresse de trouver une relation linéaire entre
deux vecteurs x et y tels que x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn). Cela nous conduit à
chercher un autre vecteur z = (z1, · · · , zn) tel que zi = a+bxi, i = 1, · · · , n, qui s’approche
quadratiquement au vecteur y.

Alors, suite au théorème de la projection, le vecteur z ne serai que la projection du
vecteur y sur le sous-espace engendré par les deux vecteur (x,1), 1 = (1, 1, · · · , 1) de
longueur n.

Ce qui donne que a et b sont les solutions du système suivant :
⟨y − (a+ bx), 1⟩ = 0 ;

⟨y − (a+ bx), x⟩ = 0.

D’une forme matricielle, on écrit le système précédent par n
∑n

i=1 xi∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i

 a

b

 =

 ∑n
i=1 yi∑n

i=1 xiyi

 .
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Le calcul de la meilleure approximation est facile lorsqu’on travaille avec une norme
induite par un produit scalaire. C’est ce qui fait le succès des méthodes de moindres
carrés. Ceci résulte de la caractérisation de la meilleure approximation (voir le point (b)
du théorème 1.27)

Remarque 1.31. La condition (b) du théorème 1.27 permet de calculer x̂ lorsque M est
un sous-espace de dimension n. En effet, si {e1, e2, · · · , en} forme une base de M, on écrit

x̂ =
n∑

k=1

λkek.

et l’équation (1.3) se traduit par le système linéaire

n∑
k=1

λk⟨ek, ej⟩ = ⟨x, ej⟩, j = 1, · · · , n.

La matrice C de ce système, de terme général aij = ⟨ei, ej⟩, i, j = 1, · · · , n, est appelée
matrice de Gram associée à la base {e1, e2, · · · , en}.
Une des propriétés importantes de la matrice de Gram est qu’elle hermitienne.

1.3 Théorie spectrale d’un opérateur unitaire

Dans cette section, on présentera un résultat classique de la théorie des opérateurs.
Il s’agit de l’intégrale spectrale des opérateurs normaux. Pour ce faire, nous introduisons
d’abord la notion de mesure spectrale. Ensuite, nous définissons l’intégrale spectrale d’une
fonction mesurable bornée par rapport à une mesure spectrale. Nous achèverons cette sec-
tion par l’énoncé du théorème spectrale d’un opérateur unitaire. Pour une présentation
détaillée de cette section, le lecteur peut se référer à [1],[30] et [42].

Dans se qui suit, (Ω,A) désigne un espace mesurable, H un espace de Hilbert et P(H)
l’ensembles de toutes les projections orthogonales dans H.

Définition 1.32. (Mesure spectrale) Une fonction d’ensemble ν : A → P(H) est dite
mesure spectrale si

1. ν(Ω) = I (I : l’opérateur identité sur H) ;

2. Pour toute suite (Ai)i≥1 de sous-ensembles de A, deux à deux disjoints, on a

ν (∪n≥1An) =
∑
n≥1

ν(An).

Enonçons quelques propriétés essentielles d’une mesures spectrale :
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Proposition 1.33. 1. ν(∅) = 0 (l’opérateur nul) ;

2. ∀A, B ∈ A , on a ν (A ∪B) = ν (A) + ν (B)− ν (A ∩B) ;

3. ∀A, B ∈ A , on a ν (A ∩B) = ν(A)ν(B) ;

4. ∀A, B ∈ A tel que B ⊂ A , on a ν (A \B) ≤ ν(A)− ν(B) ;

5. ν est monotone, ∀A,B ∈ A, tels que A ⊆ B, ν(A) ≤ ν(B) ;

6. ν est commutative, ∀A, B ∈ A, ν(A)ν(B) = ν(B)ν(A) ;

7. ν est orthogonalement dispersée, ∀A, B ∈ A disjoint, alors ν(A) et ν(B) sont or-
thogonaux (ν(A)⊥ν(B)), i.e., ν(A)ν(B) = 0.

Le théorème suivant, caractérisant les mesures spectrales, montre que celles-ci sont
étroitement liées aux mesures scalaires.

Théorème 1.34. Une fonction d’ensemble ν : (Ω,A) → P(H) est une mesure spectrale
si, et seulement si, ν(Ω) = I et pour tout x, y ∈ H, la fonction d’ensemble

µx,y :A −→ C
M 7→ µx,y(M) = ⟨ν(M)x, y⟩,

est une mesure.

Exemple 1.35. Soit H = L2(Ω,A, µ). Définissons la fonction d’ensemble

ν : (Ω,A) → P(H)

A 7→ ν(A) : L2(Ω,A, µ) → L2(Ω,A, µ)

g 7→ g1A,

i.e., ν(A) est l’opérateur de multiplication par la fonction indicatrice de A.
Alors ν est une mesure spectrale. En effet, ∀ f, g ∈ L2(Ω,A, µ), la fonction d’ensemble

µf,g :A −→ C

M 7→ µf,g(M) = ⟨ν(M)f, g⟩ =
∫
Ω

f(t)g(t)1Mdµ,

est une mesure.
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Avant de définir l’intégrale spectrale, rappelons qu’une fonction φ : H×H → C linéaire
par rapport à chacune de ses variables est dite forme bilinéaire. Elle est bornée si

|φ(x, y)| ≤ M ∥x∥ ∥y∥ ,∀x, y ∈ H.

Rappelons aussi :

Théorème 1.36. Pour toute forme bilinéaire φ sur H, il existe un unique opérateur A
sur H tel que

φ(x, y) = ⟨Ax, y⟩, ∀x, y ∈ H.

1.3.1 Intégrale spectrale

Soit f une fonction mesurable bornée sur (Ω,A) et ν une mesure spectrale sur A. Pour
tout x, y ∈ H, la famille d’intégrales

∫
f(λ)dµx,y(λ) est bien définie. C’est l’intégrale de f

par rapport à la mesure
µx,y(M) = ⟨ν(M)x, y⟩.

On définit ainsi une forme bilinéaire φ sur H par

φ(x, y) =

∫
f(λ)dµx,y(λ).

φ est bornée car :
|φ(x, y)| ≤ 2 ∥f∥∞ ∥x∥ ∥y∥ , ∀x, y ∈ H.

Par le théorème 1.36, il existe un unique opérateur A(f) sur H tel que

⟨A(f)x, y⟩ = φ(x, y) =

∫
f(λ)⟨ν(dλ)x, y⟩.

L’opérateur A(f) défini par

A(f) =

∫
f(λ)ν(dλ),

est dit l’intégrale spectrale de f par rapport à la mesure spectrale ν.

L’intégrale spectrale possède les propriétés remarquables suivantes :

(a) L’intégrale spectrale est linéaire ;

(b)
∫
f(λ)ν(dλ) =

[∫
f(λ)ν(dλ)

]∗
(opérateur adjoint) ;

(c)
∫
f(λ)g(λ)ν(dλ) =

∫
f(λ)ν(dλ)

∫
g(λ)ν(dλ).
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1.3.2 Théorème spectral

Nous avons vu que la notion de la mesure spectrale permet de définir l’intégrale spectrale∫
f(λ)ν(dλ) comme étant un opérateur A(f) : H → H tel que∫

f(λ)⟨ν(dλ)x, y⟩ = ⟨A(f)x, y⟩, ∀ x, y ∈ H.

Cependant, dans de nombreuses applications, nous disposons d’un opérateur A : H → H,
et nous aimerions le représenter comme une intégrale spectrale. La question naturel que
l’on se pose : étant donné un opérateur A : H → H, existe-t-il une mesure spectrale sur
un certain espace mesuré (Ω,F) et une fonction f tels que

A =

∫
f(λ)ν(dλ)?

La réponse à cette question est affirmative pour la classe des opérateurs normaux, plus
précisément, tout opérateur A normal et borné possède une mesure spectrale, définie sur
les parties boréliennes de C telle que

A =

∫
C
λν(dλ).

Pour plus de détails, voir [42], [47] et [65].
Pour un opérateur unitaire U , il existe une unique mesure spectrale ν définie sur les
parties boréliennes du cercle unité T de C tel que

A =

∫
T

λν(dλ).

En identifiant T à [0, 2π[ grâce à l’application :

[0, 2π[→ T

λ 7→ eiλ,

le résultat précédent peut s’énoncer comme suit :

Théorème 1.37. (Théorème spectrale des opérateurs unitaires, dit aussi théorème de
Stone) Soit U un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert H, il existe une unique
mesure spectrale ν sur les parties boréliennes de [0, 2π) telle que

U =

∫ 2π

0

eitν(dt).

En tenant compte de la propriété (c) de la page 24, on obtient pour tout n,

Un =

∫ 2π

0

eitnν(dt).

Ce résultat est le point de départ de la représentation spectrale des processus stochas-
tiques ”périodiques”.



Chapitre 2

Les fonctions presque périodiques

2.1 Introduction et définitions

La notion de périodicité est étroitement liée aux sous-groupes additifs de R :
Rappelons qu’un sous-groupe additif G de R non réduit à zéro, est, soit dense dans R,
soit monogène, c’est-à-dire de la forme TZ avec T réel strictement positif, (dans ce cas,
nous appellerons T le générateur de G). En particulier, un sous-groupe non réduit à zéro
d’un groupe monogène est monogène, et un sous-groupe contenant un sous-groupe dense
est dense.

Si f est une fonction définie sur R, à valeurs réelles ou complexe, alors l’ensemble des
réels T , noté G(f), tels que, pour tout x réel

f(x+ T ) = f(x),

est un sous-groupe additif de R.

Définition 2.1. On dira qu’une fonction f est périodique, si G(f) n’est pas réduit à 0.
Un élément T non nul de G(f) est une période de f , et l’on dira que f est périodique de
période T ou encore qu’elle est T -périodique. L’ensemble G(f) est alors appelé groupe des
périodes de f .

Pour une fonction périodique f , on a donc deux possibilités : ou bien G(f) est dense
dans R, ou bien il est monogène et engendré par son plus petit élément strictement positif.
Lorsque le groupe G(f) est monogène, si T est la plus petite période strictement positive
de G(f), on aura

G(f) = TZ,

et on dira que T est la période de f .

Remarque 2.2. 1. Le groupe G(f) est égal à R si, et seulement si, la fonction f est
constante ;

26
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2. On peut ramener l’étude des fonctions périodiques à celle des fonctions périodiques
de période 2π. En effet, si f est T -périodique, alors g : x 7→ f

(
T
2π
x
)
est 2π-périodique.

On note C (R) l’ensemble des fonctions continues sur R. Il est clair que l’ensemble des
fonctions continues 2π-périodiques est un sous espace de C (R) . Une question naturelle
est la suivante : qu’en est il de l’ensemble des fonctions continues périodiques sur R. La
réponse est négative. En effet, considérons la fonction f définie par f(x) = ei 2πx + ei 2πωx,
où ω est irrationnel. Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques. Supposons
qu’il existe τ ̸= 0, tel que pour tout x ∈ R, on ait f(x+ τ)− f(x) = 0. C’est à dire

ei 2π(x+τ) + ei 2πω(x+τ) −
(
ei 2πx + ei 2πωx

)
= 0, ∀x ∈ R,

ou de façon équivalente

ei 2πx
(
ei 2πτ − 1

)
+ ei 2πωx

(
ei 2πωτ − 1

)
= 0, ∀x ∈ R.

En posant α = ei 2πτ − 1 et β = ei 2πωτ − 1, on peut aussi écrire :

αei 2πx + βei 2πωx = 0, ∀x ∈ R.

La dernière équation a une solution si α = β = 0. C’est-à-dire que

ei 2πτ = ei 2πωτ = 1.

On conclut que τ et ωτ sont dans Z, et comme ω est irrationnel, donc τ et ωτ ne peuvent
pas être simultanément dans Z. Ce qui est absurde.

En plus du fait que l’ensemble des fonctions continues périodiques sur R n’est pas stable
par rapport aux opérations usuelles, on peut aussi montrer que cet ensemble n’est pas stable
par limite uniforme. Il suffit de considérer la suite de fonctions continues et 2n-périodiques

fn (x) =
n∑

k=1

1

2k
sin2

(πx
2k

)
.

La série
∑

k≥1
1
2k

sin2
(
πx
2k

)
est uniformément convergente sur R. Mais sa limite f n’est pas

périodique.
Soit (B, ∥.∥) un espace de Banach. Notons par Cb (R,B) l’espace vectoriel des fonctions

continues bornées sur R à valeurs dans l’espace de Banach (B, ∥.∥), que l’on munit de la
norme uniforme. Dans ce qui suit, on verra comment relaxer la condition de périodicité de
façon à combler les insuffisances citées précédemment.

2.2 Motivations et propriétés élémentaires

Les fonctions presque périodiques sont, intuitivement, des fonctions f (continues) pour
lesquelles, en choisissant des ”périodes” T de plus en plus grandes, on a une périodicité
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approximative de plus en plus précise, c’est-à-dire que (pour tout x) l’écart f(x+T )−f(x)
peut être rendu arbitrairement petit. Mais la définition formelle correspondante, à savoir :
quel que soit ε > 0, il existe un nombre réel non nul T tel que

sup
x∈R

|f(x+ T )− f(x)| < ε,

est en fait insuffisante à capturer cette idée, puisque cette propriété est vérifiée par toutes
les fonctions uniformément continues.

Dans cette section, nous nous chargerons d’étudier les fonctions presque périodiques
introduites pour la première fois par H. Bohr (1923). Il s’agit ici de présenter quelques
résultats sur ces fonctions lorsqu’elles sont à valeurs dans un espace de Banach (B, ∥.∥).
Cette section est largement inspiré des références [16], [20],[21], [39] et [78]. Commençons
par introduire un concept qui traduit l’idée intuitive selon laquelle les points d’un sous-
ensemble de R ”sont bien dispersés”.

Définition 2.3. On dit qu’une partie A de R est relativement dense s’il existe un réel l
tel que tout intervalle de longueur l rencontre A, i.e.,

∃ l > 0, ∀a ∈ R : ]a, a+ l[ ∩ A ̸= ∅.

Exemple 2.4. 1. L’ensemble Z est relativement dense puisque tout intervalle de lon-
gueur 2 contient un élément de Z ;

2. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque pour tout l > 0, l’intervalle

[−l − 1,−1] ∩ N = ∅ ;

3. Tout sous groupe additif non trivial est relativement dense ;

4. L’ensemble {±
√
n, n ∈ N} est relativement dense. En effet, pour l = 2, un intervalle

de longueur l est de la forme [a, a+ 2] pour un certain a ∈ R. Si a ≤ 0 ≤ a + 2,
le problème est résolu. Si 0 ≤ a ≤ a + 2, il existe n ∈ N tel que a2 ≤ n ≤ (a+ 2)2

et donc a ≤
√
n ≤ a + 2. Le cas où a ≤ a + 2 ≤ 0 se traite de façon similaire que

précédemment ;

5. L’ensemble {±n2, n ∈ N} n’est pas relativement dense. Il existe n ∈ N tel que 2n > l.
L’intervalle [n2 + 1, n2 + l + 1] est de longueur l et est strictement contenu dans
[n2, (n+ 1)2].

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité de Bohr :

Définition 2.5. Une fonction continue f : R → B est dite presque périodique au sens de
Bohr si, pour tout ε > 0, l’ensemble

T (f, ε) =

{
τ ∈ R, sup

x∈R
∥f(x+ τ)− f(x)∥ < ε

}
,
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est relativement dense dans R. Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe l = lε > 0, tel que

T (f, ε) ∩ [a, a+ l] ̸= ∅, ∀ a ∈ R.

Un nombre réel τ ∈ T (f, ε) est dit ε-presque période ou ε-translation. Le réel positif
lε est dit longueur d’inclusion associé à ε.

Une fonction f , presque périodique et continue, est dite uniformément presque périodique
et on écrit f ∈ PP (R,B) ou bien f est PP (R,B).

Il a y lieu de mentionner que toute fonction continue τ -périodique est presque périodique.
En effet, c’est une conséquence directe du fait que pour tout ε > 0, τZ ⊂T (f, ε) .

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des fonctions presque
périodiques. Nous les retrouverons avec plus de détails dans les références [7, 20, 21, 78].

2.3 Propriétés des fonctions Bohr presque périodiques

Si f et g sont deux fonctions presque périodiques, alors les fonctions f + g et fg le
sont aussi ; contrairement aux apparences, ce résultat n’est pas trivial, comme on peut le
voir dans (Besicovitch par exemple) [7]. D’autres propriétés des fonctions Bohr-presque
périodiques sont cités ci-dessous :

Proposition 2.6. Si f est une fonction continue presque périodique, alors f est bornée et
uniformément continue.

Démonstration. Dans cette preuve, on a deux points à démontrer :

1. La bornitude de f :
Supposons que f ∈ PP (R,B). Pour ε = 1, on notera l1 le réel positif correspond.
Comme f est continue sur le compact [0, l1], elle est bornée sur [0, l1], c’est à dire,

∃M > 0, sup
x∈[0,l1]

∥f(x)∥ ≤ M.

Soit τ ∈ [−x,−x+ l1] un ε-presque période associé à f .
On a donc

∀ x ∈ R, ∥f(x+ τ)− f(x)∥ < 1.

Il vient que pour tout x ∈ R,

∥f(x)∥ = ∥f(x)− f(x+ τ) + f(x+ τ)∥ ,
≤ ∥f(x)− f(x+ τ)∥+ ∥f(x+ τ)∥ ,
≤ M + 1.

Donc f est bornée.
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2. La continuité uniforme de f :
Soit ε > 0 et l = lε la longueur d’inclusion associée. Comme f est uniformément
continue sur [−1, 1 + l], alors il existe 0 < δ(ε) < 1 tel que,

∀ x, y ∈ [−1, 1 + l]; |x− y| < δ(ε) ⇒ ∥f(x)− f(y)∥ < ε.

D’autre part, si τ ∈ [−x,−x+ l] est un ε-presque période, on a

∥f(x+ τ)− f(x)∥ ≤ ε.

D’où pour tout x, y ∈ R avec |x− y| < δ(ε),

∥f(x)− f(y)∥ = ∥f(x) + f(x+ τ)− f(x+ τ)− f(y + τ) + f(y + τ)− f(y)∥ ,
≤ ∥f(x)− f(x+ τ)∥+ ∥f(x+ τ)− f(y + τ)∥+ ∥f(y + τ)− f(y)∥ ,
< ε+ ε+ ε = 3ε.

Donc f est uniformément continue sur R.

Proposition 2.7. Si f et g sont deux fonctions presque périodiques et λ ∈ R ou C. Alors
λf , f + g, fh = f(· + h), h ∈ R et ∥f∥ : R → R+ sont aussi des fonctions presque
périodiques.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe de la définition de la presque
périodicité.

Proposition 2.8. Soit f une fonction continue presque périodique, l’ensemble {f(x); x ∈ R}
est relativement compact dans B.

Démonstration. Un ensemble E ⊂ B est dit relativement compact, si pour toute suite dans
E, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.
Dans un espace de Banach, la compacité relative cöıncide avec la précompacité. Il suffit de
montrer que pour toute ε > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon ε dans B, telles
que leur réunion couvre l’ensemble {f(x); x ∈ R}.

Soit ε > 0 et l = lε le longueur d’inclusion associé à f . Comme f est continue sur le
compact [0, l], on déduit alors que l’ensemble {f(x); x ∈ [0, l]} est un compact dans B.

On prend x1, x2, · · · , xn, les centres des boules qui couvrent {f(x); x ∈ [0, l]}. Soit
t ∈ R et τ (ε-translation) dans l’intervalle [−t, −t+ l].
Comme t+ τ ∈ [0, l], il existe un entier p dans {1, 2, · · · , n } tel que f(x+ τ) ∈ b(xp, ε),
b(xp, ε) : boule de centre xp et de rayon ε, donc

∥f(x)− xp∥ ≤ ∥f(x)− f(x+ τ)∥+ ∥f(x+ τ)− xp∥ < 2ε = ε′,

par conséquent

{f(x); x ∈ R} =
n∪

p=1

b(xp, ε
′).
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La définition des fonctions PP (R,B) donnée ci-dessus est peu maniable dans l’étude
de certaines propriétés, notamment, pour montrer que l’ensemble PP (R,B) forme un sous
espace de Cb(R,B), l’ensemble des fonctions continues bornées, muni de la norme uniforme.

Dans ce qui suit, on donnera deux caractérisations de la presque périodicité de Bohr, la
première est basée sur les fonctions translatées introduite par S. Bochner ; la deuxième est
obtenue par Bohr au moyen des polynômes trigonométriques généralisés. Le second résultat,
appelé aussi théorème fondamental d’approximation, affirme que l’ensemble PP (R,B)
s’identifie avec la fermeture uniforme de l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés.

Définition 2.9. Une fonction f : R → (B, ∥.∥) continue est dite normale, ou presque
périodique au sens de Bochner, si l’ensemble des translatées

H (f) = {fs , fs (t) = f (t+ s) , ∀t ∈ R}

est relativement compact dans Cb(R,B). Autrementdit : pour toute suite (un)n∈N ⊂ R, on
peut extraire une sous-suite (unk

)k∈N de (un)n∈N, telle que, la suite (f(x + unk
))k∈N est

uniformément convergente.

Le théorème suivant affirme que la presque périodicité de Bohr et celle de Bochner sont
équivalentes :

Théorème 2.10. Soit f : R → (B, ∥.∥) une fonction continue. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. f est normale ;

2. f est uniformément presque périodique.

Démonstration. 1. (1) ⇒ (2)
On raisonne par contraposition. On suppose que f /∈ PP (R,B).
Il existe donc ε0 > 0 tel que ∀ l > 0, il existe un intervalle de longueur l qui ne
contient aucun ε0-translation.
Dans ce qui suit, nous allons construire par récurrence une suite (un)n telle que

∀ i ̸= j, |ui − uj| /∈ T (f, ε0);

où T (f, ε0) l’ensemble des ε0-translation associé à la fonction f .
Pour une telle suite, on aura :

sup
x∈R

∥f(x+ ui − uj)− f(x)∥ > ε0,

soit encore
sup
x∈R

∥f(x+ ui)− f(x+ uj)∥ > ε0.

Ce qui montre que l’on peut pas extraire une sous-suite convergente de la suite (fun)n.
Donc f ne peut être normale.
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Soit u1 ̸= 0, il existe un intervalle [a1, b1], tel que (b1 − a1) > 2 |u1|, qui ne contient
aucun τ (ε-translation).
On pose u2 = (1/2)(a1 + b1), comme (u2 − u1) ∈ [a1, b1], donc (u2 − u1) ne peut pas
être un ε-translation, donc

sup
x

∥f(x+ u2 − u1)− f(x)∥ > ε.

Il existe un autre intervalle [a2, b2], tel que (b2 − a2) > 2(|u1|+ |u2|), qui ne contient
aucun ε-translation.
On pose u3 = (1/2)(a2 + b2), comme (u3 − u1) et (u3 − u2) ∈ [a2, b2], (u3 − u1) et
(u3 − u2) ne peuvent pas être des ε-translation, donc nous avons

sup
x

∥f(x+ u3 − u1)− f(x)∥ > ε et sup
x

∥f(x+ u3 − u2)− f(x)∥ > ε.

Avec la même procédure, à l’ordre n, il existe un autre intervalle [an, bn], tel que
(bn − an) > 2(|u1|+ |u2|+ · · ·+ |un|), qui ne contient aucun ε-translation.
On pose un+1 = (1/2)(an + bn), on a ∀ i < n + 1, (un+1 − ui) ∈ [an, bn], donc les
(un+1 − ui), pour i < n+ 1, ne peuvent pas être des ε-translation.

2. (2) ⇒ (1)
Soit S = (Sn)n une suite d’ensembles dense dans R.
(fun)n une suite de translation, fun(ti) = f(un+ ti). On procède au choix d’une sous-
suite de (fun)n convergente.
(fu1.n)n une sous-suite de (fun)n convergente dans S1, (fu2.n)n une sous-suite de
(fu1.n)n convergente dans S2, ainsi de suite pour les autres termes, (fui.n

)n une sous-
suite de (fu(i−1).n

)n convergente dans Si.
On forme la suite diagonale (fun.n)n qui converge dans S.

Maintenant, on s’intéresse à la convergence uniforme de la suite (fun.n)n, qui sera
notée (fvn)n.
Soit ε > 0, l = lε > 0 longueur d’intervalles qui contient ε-translation correspond
à la presque périodicité, et δ correspond à la continuité uniforme de la fonction
f ; on décompose l’intervalle [0, l] en des sous-intervalles de longueur inférieur à
δ et dans chacun, on choisit un point de S. Soit S0 l’ensemble des points choisis
S0 = {r1, r2, · · · , rp}.
La suite (fvn)n est uniformément convergente, donc il existe Nε, ∀ m,n ≥ Nε on a

∥fvn(ri)− fvm(ri)∥ < ε, i = 1, 2, · · · , p.

∀ t ∈ R, il existe un τ (ε-translation) dans l’intervalle [−t, −t+ l].
τ + t ∈ [0, l], et soit ri ∈ S0 tel que |τ + t− ri| < δ.



2. Les fonctions presque périodiques 33

Pour m,n ≥ Nε, on a

∥fvn(t)− fvm(t)∥ = ∥f(vn + t)− f(vm + t)∥ ,
≤ ∥f(vn + t)− f(vn + τ + t)∥+ ∥f(vn + τ + t)− f(ri + vn)∥
+ ∥f(ri + vn)− f(ri + vm)∥+ ∥f(ri + vm)− f(vm + τ + t)∥
+ ∥f(vm + τ + t)− f(vm + t)∥ < 5 · ε = ε′.

Donc la sous-suite (fvn)n de (fun)n est uniformément convergente, ce qui nous confirme
la normalité de la fonction f .

Remarque 2.11. Dans le cas où f est périodique, l’ensemble H (f) est compact (voir
[29]).

En 1962, Bochner a donné, dans son article “A new approch to Almost periodicity”,
[11], une autre caractérisation, dite critère des doubles suites de Bochner des fonctions
presque périodiques.

Théorème 2.12. [11] f est Bochner-presque périodique ssi ∀
{
α

′
n

}
,
{
β

′
n

}
⊂ R, il existe

deux sous suites {αn} =
{
α

′
mn

}
, {βn} =

{
β

′
mn

}
de mêmes indices telles que

lim
s→∞

lim
r→∞

f(αr + βs + t) = lim
n→∞

f(αn + βn + t), (2.1)

existent ponctuellement par rapport à t.

Une propriété cruciale du critère des doubles suites de Bochner est que les limites de
(2.1) existent par rapport aux trois modes de convergences : ponctuelle, uniforme sur in-
tervalles compacts et uniformes sur R. Ce critère remarquable permet donc d’ établir la
convergence uniforme en vérifiant la convergence simple (voir [11]).

Nous allons maintenant présenter la propriété d’approximation des fonctions Bohr
presque périodiques par des polynômes trigonométriques généralisés. Notons d’abord que
les fonctions de la formes x 7−→ exp(iλx) avec λ ∈ R, sont périodiques donc presque
périodiques. Donc toute combinaison linéaire finie de telles fonctions est presque périodique.

Définition 2.13. On appelle polynôme trigonométrique généralisé, toute combinaison de
la forme

n∑
k=1

αk exp (irkt) , αk ∈ B, rk ∈ R, n ∈ N.

On note A l’ensemble de tels polynômes.
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Définition 2.14. Une fonction f : R →B, continue possède la propriété d’approximation
polynômiale, si pour tout ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique Pε ∈ A tel que

sup
x∈R

∥f(x)− Pε(x)∥ < ε.

Une autre caractérisation élégante et pratique de l’algèbre PP (R,B), lorsque B est muni
d’une norme équivalente à un produit scalaire, est obtenue au moyen des polynômes trigo-
nométriques. Ce résultat, appelé aussi théorème fondamental d’approximation, affirme que
l’algèbre PP (R,B) s’identifie avec la fermeture uniforme de l’ensemble A (cf.[2], [20], [78])

PP (R,B) = A∥.∥∞ .

En d’autres termes,

Théorème 2.15. Une fonction f est PP (R,B) si, et seulement si, elle possède la propriété
d’approximation polynômiale.

La démonstration de ce théorème est longue et technique, le lecteur intéressé pourra se
rapporter par exemple aux références [20] ou [39].

Les deux caractérisations précédentes peuvent permettre de démonter, assez facilement,
les propriétés cités ci-avant et d’autres (voir proposition ci-après).

Proposition 2.16. Soient f, g ∈ PP (R,C) et α ∈ R, alors

1. |f | est presque périodique ;

2. Les fonctions : x 7→ f(x), x 7→ f(αx), x 7→ αf(x) et x 7→ f(α+x) sont aussi presque
périodiques ;

3. f + g et f · g sont presque périodiques ;

4. La limite uniforme de fonctions presque périodiques est presque périodique ;

5. Les parties réelles et imaginaires d’une fonction presque périodique sont presque
périodiques.

Démonstration. 1. Ce point découle du fait que ∀x, y ∈ C, on a | |x| − |y| | ≤ |x− y|.
2. Vu la préservation du module par la conjugaison, on déduit que f est presque

périodique.
Soit P (x) =

∑n
j=1 aj exp{iλx} le polynôme trigonométrique correspond à la fonction

presque périodique f . Alors le polynôme P1(x) =
∑n

j=1 aj exp{iαλx} est le polynôme
trigonométrique correspond à la fonction x 7→ f(αx), donc cette dernière est presque
périodique.
Pour les autres fonctions, il est facile de vérifier, et grâce au critère de Bochner, que
les translations d’une fonction presque périodique sont aussi presque périodiques.
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3. Soit ε > 0, il existe deux polynômes trigonométriques P et Q tels que

sup
x∈R

∥f(x)− P (x)∥ < ε et sup
x∈R

∥g(x)−Q(x)∥ < ε.

Avec l’inégalité triangulaire, nous avons pour tout x ∈ R

∥(f + g)− (P +Q)∥ ≤ ∥f − P )∥+ ∥g −Q∥ < 2 ε,

qui nous confirme la presque périodicité de la fonction (f + g).
Pour f · g, nous posons

A = max

{
sup
x∈R

∥f(x)∥ , sup
x∈R

∥g(x)∥
}
+ 1,

il existe deux polynômes trigonométriques P et Q tels que

sup
x∈R

∥f(x)− P (x)∥ <
ε

A
et sup

x∈R
∥g(x)−Q(x)∥ <

ε

A
.

Le produit P ·Q reste toujours polynôme trigonométrique. On a donc

∥(f · g)− (P ·Q)∥ ≤ ∥(f · g)− (f ·Q)∥+ ∥(f ·Q)− (P ·Q)∥ ,
≤ ∥f∥ ∥g −Q∥+ ∥Q∥ ∥f − P∥ ,

<
ε

A
A+

ε

A
A = 2 ε.

Donc (f · g) est presque périodique.

4. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions presque périodiques converge uniformément vers
la fonction f .
Soit ε > 0, il existe un n0 ∈ N tel que

∥f − fn0∥∞ < ε.

Comme fn0 est presque périodique, il existe un polynôme trigonométrique P tel que

∥fn0 − P∥∞ < ε.

Donc, on a
∥f − P∥∞ ≤ ∥f − fn0∥∞ + ∥fn0 − P∥∞ < 2 ε.

5. Ce point est un résultat direct des deux propriétés 2 et 3.
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2.3.1 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Soit f : R → B une fonction localement intégrable sur R. On définit la valeur moyenne
supérieure et la valeur moyenne inférieure, qu’on note respectivement, M (f) et M (f)
comme suit :

M (f) = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

f (t) dt et M (f) = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

f (t) dt.

Lorsque ces deux valeurs sont égales, on obtient la valeur moyenne de f , notée M (f) .

La valeur moyenne d’une fonction périodique, de période élémentaire τ ∈ R, existe et
vaut (cf.[21]) :

M (f) =
1

τ

τ∫
0

f (t) dt.

Concernant les fonctions PP (R,B), on a le résultat partiel suivant (cf. [2] , [8] , [35]) :

Théorème 2.17. Pour toute fonction f appartenant à PP (R,B), la limite suivante existe
et est finie :

M (f) = lim
T→∞

1

T

a+T∫
a

f (t) dt, ∀a ∈ R.

2.3.2 Convergence en moyenne des suites de fonctions PP (R,B)
Une suite {fn}n≥1 est dite convergente en moyenne quadratique lorsque, pour tout

ε > 0, il existe un entier n0 = n0 (ε) ≥ 0 tel que

M
(
∥fn − fn′∥2

)
< ε, ∀n, n′ ≥ n0.

Ce mode de convergence plus maniable n’implique pas la convergence uniforme de
la suite {fn}n≥1 . Toutefois, lorsqu’on se restreint à des classes particulières de fonctions
PP (R,B), un tel lien peut être établi :

Définition 2.18. Une famille F = {fα}α∈I de fonctions PP (R,B) est dite homogène
lorsque :

1. F est équicontinue : pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que |x− x′| < δ implique
∥fα (x)− fα (x

′)∥ < ε, uniformément sur α ;

2. pour tout ε > 0, l’ensemble ∩
α∈I

T (ε, fα) est relativement dense dans R.
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Il est clair que toute suite de fonctions uniformément convergente est convergente en
moyenne quadratique. Ceci découle de l’inégalité (cf.[20]) :

M
{
∥fn − fn′∥2

}
≤ ∥fn − fn′∥2∞ .

L’inverse est en général faux, cependant, une suite de fonctions PP (R,B) homogène (considérée
comme famille) convergeant en moyenne quadratique, l’est aussi uniformément (cf.[20]) .

2.3.3 Séries de Fourier des fonctions PP (R,B)
A l’instar des fonctions périodiques, les fonctions uniformément presque périodiques

admettent des développements en séries de Fourier. Cependant, les différents tests de
convergence des séries de Fourier de fonctions périodiques, basés sur le comportement
de la fonction au voisinage d’un point, n’ont pas été généralisés au cas des fonctions uni-
formément presque périodiques. Ces tests sont en fait liés à la nature des séries de Fourier
de fonctions périodiques et ne peuvent se généraliser qu’à des cas particuliers de fonctions
presque périodiques. Pour rendre une telle étude possible, les exposants de Fourier de la
fonction PP (R,B) doivent être astreints à certaines conditions notamment pour le calcul
du noyau et les différentes estimations nécessaires pour de tels résultats (cf.[2], [7]).

Nous présentons ici les éléments fondamentaux concernant les séries de Fourier des
fonctions uniformément presque périodiques.

Soit f ∈ PP (R,B). On sait que pour tout nombre réel λ, la fonction f(x) exp{−iλx}
est PP (R,B). On pose donc :

a(λ) = M (f(x) exp{−iλx}) .

Le vecteur a (λ) ∈ B est appelé coefficient de Fourier-Bohr de la fonction f.
Soient λ1, λ2, ..., λN , N nombres réels arbitraires et b1, b2, ..., bN , des éléments quel-

conques de B. En utilisant les propriétés de la moyenne, on montre que l’on a :

M

∥∥∥∥∥f (x)−
N∑

n=1

bn exp (iλnx)

∥∥∥∥∥
2
 = M

(
∥f (x)∥2

)
−

N∑
n=1

∥a (λn)∥2 +
N∑

n=1

∥bn − a (λn)∥2

Cette équation est appelée équation d’approximation en moyenne quadratique de f par

des polynômes
N∑

n=1

bn exp (iλnx) .

Lorsque bn = a (λn) , on obtient, pour N fixé, la meilleure approximation par des

polynômes du type :
N∑

n=1

bn exp (iλnx) . On aura, dans ce cas :

N∑
n=1

∥a (λn)∥2 ≤ M
(
∥f (x)∥2

)
.
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Ceci étant vrai pour tout entier N , on déduit l’inégalité dite de Bessel :

+∞∑
n=1

∥a (λn)∥2 ≤ M
(
∥f (x)∥2

)
.

Comme conséquence de cette inégalité, l’ensemble Cn =

{
λ ∈ R, ∥a (λ)∥ >

1

n

}
est fini

pour tout entier positif n, et par suite, l’ensemble {λ ∈ R, ∥a (λ)∥ > 0} = ∪
n≥1

Cn est au plus

dénombrable. On peut donc affirmer le résultat fondamental suivant :

Il existe, un ensemble au plus dénombrable de valeurs de λ pour lesquelles a (λ) est non
nul. On note λ1, λ2, λ3, ..., λn, ... ces valeurs. La série de Fourier formelle associée à f est
donnée par

S (f) (x) =
∑
n≥1

a (λn) exp (iλnx) .

Les nombres réels λn sont appelés exposants de Fourier de f et les vecteurs a (λn)
correspondants sont appelés coefficients de Fourier-Bohr.

Remarque 2.19. Lorsque B est un espace de Hilbert, l’inégalité de Bessel devient une
égalité dite de Parseval (cf.[78]) :

+∞∑
n=1

∥a (λn)∥2 = M
(
∥f (x)∥2

)
.

Ce résultat fondamental, dû à H. Bohr, permet de montrer une propriété d’approxi-
mation des fonctions PP (R,B) par des polynômes trigonométriques particuliers, les po-
lynômes de Bochner-Fejèr. Cette propriété d’approximation généralise l’approximation
classique de Fejèr des fonctions périodiques (voir par exemple [7]).

2.4 Les suites presque périodiques

Dans cette section, on s’intéressera à la notion de fonctions presque périodiques à va-
riable entière, dite aussi suites presque périodiques, et à valeurs dans un espace de Banach.
Cette notion a été initiée en 1928 par A. Walther [73] dans le cas des suites réelles ou
complexes, et indépendamment par K.Fan [28] en 1942 dans le cas de suites qui sont à
valeurs dans un espace de Banach 1. Cette notion, développée récemment par de nombreux
auteurs (voir par exemple [21], [58], [76] et [77]), a réussi à s’imposer dans divers domaines
des sciences appliquées grâce aux modèles mathématiques discrets.

1. Dans une lettre à K. Fan, du 6 août 1942, M. Kiropp a eu l’obligeance de signaler que A. Walther
a déjà étudié, en 1928, les fonctions presque périodiques d’une variable entière et de valeurs réelles ou
complexes.
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Définition 2.20. L’application U : Z −→ B est dite presque périodiques si à tout ε > 0,
on peut faire correspondre un entier positif N = N(ε), appelé longueur d’inclusion, avec la
propriété que dans n’importe quel ensemble de N entiers consécutifs quelconques, il existe
p ∈ Z, tel que

∥Un+p − Un∥ < ε ; ∀n ∈ Z.

Comme dans le cas des fonctions à variable réelle, le nombre p est dit ε-translation, ou
ε-presque période associé à ε.
Il est clair que toute suite périodique est presque périodique. Nous verrons plus loin qu’il
existe des suites presque périodiques sans être périodiques.

Nous disposons d’un critère du type Bochner pour la caractérisation des suites presque
périodiques.

Définition 2.21. Une suite (Un)n∈Z est dite normale ou elle vérifie le critère de Bochner
si pour toute suite d’entiers (mk)k∈N, on peut extraire une sous-suite (mkj)j telle que la
suite (Un+mkj

)j>0 converge uniformément.

Cette définition est tout à fait analogue à celle des fonctions normale d’une variable
réelles. En suivant dans leurs grandes lignes, les démonstrations connues dans le cas continu,
on peut démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.22. [20] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction à va-
riable entière soit presque périodique est qu’elle soit normale.

Ce théorème permet d’établir facilement certaines propriétés des suites presque périodiques,
en particulier, si (an)n et (bn)n sont deux suites presque périodiques, alors (an + bn)n et
(anbn)n sont presque périodiques.

On munit l’ensemble PP (Z,B), l’ensemble des suites presque périodiques à valeurs dans
un espace de Banach, de la norme de la convergence uniforme sur Z, i.e.,∥f∥∞ = supn∈Z ∥f(n)∥.
Alors, PP (Z,B), ∥·∥∞) a la structure d’un espace de Banach [20].

Avant de donner quelques exemples de suites presque périodiques, nous allons énoncer
une autre propriété intéressante caractérisant les suites presque périodiques en termes de
fonctions presque périodiques. Ce résultat permettra de transporter certaines propriétés
valables dans le cas continu au cas discret.

Théorème 2.23. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite (fn)n∈Z soit
presque périodique est l’existence d’une fonction h, Bohr-presque périodique (h ∈ PP (R,B)),
telle que

fn = h(n) ; n ∈ Z.
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Démonstration. 1. Nécessité : Supposons que la suite (fn)n est presque périodique.
Posons

h(x) = fn + (x− n)(fn+1 − fn) ; x ∈ [n , n+ 1 [ et n ∈ Z. (2.2)

Notons que h n’est que l’extension linéaire de la suite (fn)n.
Evidemment, h est continue sur R.
Nous allons démontrer qu’elle est Bohr-presque périodique.
La presque périodicité de la suite (fn)n entrâıne que pour tout ε > 0, il existe Nε > 0
tel que parmi les Nε entiers consécutifs, il existe un ε-translation p vérifiant :

∥fn+p − fn∥ < ε, ∀n ∈ Z. (2.3)

Remarquons que si x ∈ [n , n+1 [, alors (x+ p) ∈ [n+ p , n+ p+1 [, et la valeur de
la fonction h au point (x+ p) est

h(x+ p) = fp+n + (x− n)(fn+p+1 − fp+n)

En tenant compte du fait que (x− n) ∈ [ 0 , 1 [ et de l’inégalité (2.3), on obtient :

∥h(x+ p)− h(x)∥ = ∥fp+n + (x− n) (fn+p+1 − fp+n)− [fn + (x− n)(fn+1 − fn)]∥ ,
= ∥fp+n − fn + (x− n)[(fn+p+1 − fp+n)− (fn+1 − fn)]∥ ,
≤ ∥fp+n − fn∥+ ∥(x− n)∥ ∥(fn+p+1 − fn+1)− (fp+n − fn)∥ ,
≤ ∥fp+n − fn∥+ ∥fn+p+1 − fn+1∥+ ∥fp+n − fn∥ < 3 · ε = ε′.

Cela signifie que p est ε-translation associé à la longueur d’inclusion Nε. Donc h est
Bohr-presque périodique.

2. Inversement, soit h ∈ PP (R,B). Nous allons utiliser le critère de Bochner (normalité)
pour montrer que la suite (h (m))m∈Z est presque périodique. Soit (un)n∈N ⊂ Z. Il
existe une sous suite (unk

)k∈N de (un)n, telle que la suite (h(unk
+ x))k∈N converge

uniformément sur R. Ou encore, la suite (h(unk
+m))k∈N converge uniformément sur

Z. Ce qui signifie que (h(m))m∈Z est presque périodique.

Le théorème (2.23) permet de former un grand nombre d’exemples de fonctions presque
périodiques d’une variable entière, par exemple :

Exemple 2.24. La fonction h(x) = cos(x) est une fonction continue presque périodique
de la variable réelle x, fn = cos(n) est donc une suite presque périodique.
On remarque que fn = cos(n) n’est pas une suite périodique, bien que la fonction h(x) =
cos(x) soit périodique [39].

Le théorème qui suit constitue une réciproque du théorème (2.23) au sens où la presque
périodicité d’une fonction continue à variable réelle est caractérisée en terme de la presque
périodicité d’une certaine suite.
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Théorème 2.25. [20] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f soit
presque périodique est que :

1. f soit uniformément continue sur R ;

2. Il existe une suite (sk)k>0 de nombres réels positifs, décroissante vers zéro et telle
que pour chaque k > 0, {f(nsk)} est une suite presque périodique.

Le théorème suivant, connu sous le nom ” Théorème de la moyenne”, est analogue au
théorème 2.17.

Théorème 2.26. La valeur moyenne d’une suite presque périodique (fn)n∈Z existe et vaut :

M(f) = lim
k→∞

k−1

k∑
j=1

fn+j.

Démonstration. Considérons la fonction presque périodique h correspondante à la suite
presque périodique (fn)n∈Z. D’après la formule (2.2) on a

h(x) = fn + (x− n)[fn+1 − fn] ; x ∈ [n , n+ 1 [, n ∈ Z,

de plus sa valeur moyenne est donnée par

M(h) = lim
T→∞

T−1

T∫
0

h(x)dx

 .

D’autre part :

k−1

n+k∫
n

h(x)dx = k−1

k∑
i=1

n+i∫
n+i−1

h(x)dx,

= k−1

k∑
i=1

n+i∫
n+i−1

(fn+i−1 + (x− n− i+ 1)(fn+ifn+i−1)) dx,

= k−1

k∑
i=1

[
xfn+i−1 + (x− n− i+ 1)2

1

2
(fn+ifn+i−1)

]n+i

n+i−1

,

= k−1

k∑
i=1

fn+i−1 +
k−1

2

k∑
i=1

(fn+i − fn+i−1) ,

= k−1

k∑
i=1

fn+i−1 +
k−1

2
(fn+k − fn) ,

= k−1

k∑
i=1

fn+i +
k−1

2
(fn − fn+k) .
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Comme la suite (fn)n∈Z est bornée, on a lim
k→∞

k−1

2
(fn − fn+k) = 0.

Donc M(h) = lim
k→∞

k−1
n+k∫
n

h(x)dx = lim
k→∞

k−1
∑k

j=1 fn+j = M(f).

Théorème 2.27. Soit (an)n∈Z une suite sommable dans B,i.e.,
∑

n∈Z ∥an∥ < ∞. Alors
pour toute suite presque périodique (fn)n∈Z, la suite (gn)n∈Z définie par

gn =
∑
i∈Z

aifn−i,

est presque périodique.

Démonstration. Soit (fn)n∈Z une suite presque périodique et p, le ε-presque période associé
a ε > 0, donné.
On a pour n ∈ Z,

∥gn+p − gn∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈Z

aifn+p−i −
∑
i∈Z

aifn−i

∥∥∥∥∥ ,
≤
∑
i∈Z

∥ai∥ ∥fn+p−i − fn−i∥ .

Comme
∑

i∈Z ∥ai∥ est finie, on a

sup
n

∥gn+p − gn∥ ≤
∑
i∈Z

∥ai∥ sup
n

∥fn+p−i − fn−i∥ .

On déduit donc que p est un ε′-presque période de (gn)n∈Z où ε′ =
∑

i∈Z ∥ai∥ ε.

Avant de clôturer cette section, nous allons énoncer deux résultats d’application des
suites presque périodiques qui sont d’un intérêt fondamental dans la théorie des systèmes
dynamiques discrets (voir [21]). Il s’agit de deux résultats de stabilité :

Théorème 2.28. Soit (fn)n∈Z une suite presque périodique à valeurs réelles ou complexes,
et (gn)n∈Z la suite définie implicitement par{

g0 donné,
fn = gn+1 − gn.

Alors la suite (gn)n∈Z est presque périodique si, et seulement si, elle est bornée.

Ce résultat admet une version analogue dans le cas des fonctions presque périodiques,
qui consiste à dire que la primitive d’une fonction presque périodique est presque périodique
si, et seulement si elle est bornée (voir par exemple [20], page 98).
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Démonstration. Soit (fn)n ∈ PP (Z,B), h la fonction presque périodique correspondante à
la suite (fn)n.
On a pour t ≥ 0

t∫
0

h(x)dx =

[t]∫
0

h(x)dx+

t∫
[t]

h(x)dx,

=

[t]−1∑
j=0

j+1∫
j

h(x)dx+

t∫
[t]

h(x)dx,

=

[t]−1∑
j=0

1

2
(fj+1 + fj) +

t∫
[t]

h(x)dx,

= f1 + f2 + · · ·+ f[t] +
1

2

(
f0 − f[t]

)
+

t∫
[t]

h(x)dx,

= (g2 − g1) + (g3 − g2) + · · ·+
(
g[t]+1 − g[t]

)
+

1

2
(f0 − f[t]) +

t∫
[t]

h(x)dx,

= g[t]+1−g0 −
1

2

(
f0 + f[t]

)
︸ ︷︷ ︸

(I)

+

t∫
[t]

h(x)dx

︸ ︷︷ ︸
(II)

.

On remarque que les deux parties (I) et (II) sont bornées, donc la suite (gn)n est bornée

si, et seulement si,
t∫
0

h(x)dx est bornée.

Concernant le deuxième résultat de stabilité, nous nous intéressons aux équations aux
différences de la forme

xn+1 = Axn + fn; n ∈ Z, (2.4)

où (xn)n∈Z et (fn)n∈Z sont deux suites dans Rm, (fn)n∈Z ∈ PP (Z,Rm), et A est une matrice
carré d’ordre m (A ∈ Mm(C)).
Avant d’énoncer le résultat concernant la presque périodicité des solutions de l’équation
(2.4), on a besoin de rappeler le résultat classique de l’algèbre linéaire suivant :

Théorème 2.29. Soit m ∈ N et A = (aij) ∈ Mm(C). Il existe une matrice P ∈ Mm(C)
inversible, B ∈ Mm(C) triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de A sur le
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diagonale telles que
A = P−1BP. (2.5)

Nous disposons du résultat suivant :

Théorème 2.30. Supposons que (fn)n∈Z est presque périodique. Alors toute solution (xn)n∈Z
de l’équation (2.4) est presque périodique si, et seulement si, elle est bornée.

Démonstration. En premier lieu, on effectue une transformation linéaire xn = Pyn pour
tout n ∈ Z, où P est la matrice donnée par (2.5).
Notons

B =


λ1 b12 b13 · · · b1m
0 λ2 b23 · · · · · ·
0 0 λ3 · · · · · ·
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λm

 ,

la matrice triangulaire associée à A, où les λi sont les valeurs propres de
A, et bij ∈ C ; i, j = 1, · · · ,m.

En tenant compte de cette transformation, le système (2.4) devient :

yn+1 = Byn + φn ; n ∈ Z, (2.6)

où (φn)n∈Z = (Pfn)n∈Z. Notons que la suite (φn)n∈Z reste aussi presque périodique (en
tant que combinaison linéaire à coefficients constants de telles fonctions).

On commence par résoudre la m-ième équation de (2.6), à savoir

yn+1,m = λmyn,m + φn,m ; n ∈ Z, (2.7)

l’équation (2.7) est une équation scalaire.

Notons que la résolution de (2.7) permet de résoudre le système (2.6) tout entier ( par
la méthode des remontés).
Considérons donc la forme simplifiée de (2.7)

zn+1 = λzn + cn ; n ∈ Z. (2.8)

On distingue trois cas, suivant le module du coefficient λ.

1. Si |λ| < 1.
Dans l’équation (2.8), on remplace n par n + p, p ∈ Z, puis on soustrait l’équation
(2.8) de l’équation obtenue. On obtient l’équation suivante :

zn+p+1 − zn+1 = λ(zn+p − zn) + (cn+p − cn) ; n ∈ Z, (2.9)



2. Les fonctions presque périodiques 45

d’où
sup
n

|zn+p+1 − zn+1| ≤ |λ| sup
n

|zn+p − zn|+ sup
n

|cn+p − cn| .

Comme
sup
n

|zn+p+1 − zn+1| = sup
n

|zn+p − zn| ,

donc, grâce à la bornitude de (zn)n∈Z, on a pour tout p > 0

sup
n

|zn+p − zn| ≤ (1− |λ|)−1 sup
n

|cn+p − cn| . (2.10)

Cela signifie que si p est un ε-presque période de (cn)n∈Z, il reste aussi un (1+ |λ|)−1ε-
presque période de (zn)n∈Z.

2. Si |λ| > 1.
Avec le même raisonnement du premier cas, on obtient la formule suivante :

sup
n

|zn+p − zn| ≤ (|λ| − 1)−1 sup
n

|cn+p − cn| . (2.11)

Ce qui nous assure la presque périodicité de la suite (zn)n∈Z.

3. Si |λ| = 1, on a λ = e−iθ; θ ∈ R.
En multipliant les deux membres de l’équation (2.8) par eiθ(n+1), on obtient l’équation
suivante

zn+1e
iθ(n+1) = eiθ(n+1)

[
e−iθzn + cn

]
; n ∈ Z.

Et pour simplifier l’écriture, on pose Un = zne
inθ et c′n = eiθ(n+1)cn, alors l’équation

précédente sera de la forme suivante :

Un+1 − Un = c′n ; n ∈ Z. (2.12)

Comme la presque périodicité de la suite (c′n)n∈Z est assurée par la presque périodicité
de (cn)n∈Z, et la bornitude de la suite (Un)n∈Z est garantie par celle de (zn)n∈Z,
alors le théorème 2.28 nous assure la presque périodicité de la suite (Un)n∈Z, et par
conséquent, la suite (zn)n∈Z est presque périodique si, et seulement si, elle est bornée.



Chapitre 3

Les processus stochastiques
périodiquement et presque
périodiquement corrélés

3.1 Introduction et définitions

Dans ce chapitre, nous nous attacherons à étudier une généralisation des processus sta-
tionnaire, les processus périodiquement corrélés (cyclostationnaires), les processus presque
périodiquement corrélés et les processus presque périodiquement unitaires. Nous verrons
quels liens les unissent et ce qui les différencie.
Par le biais de la représentation spectrale des opérateurs unitaires, nous étudierons ces
différentes classes sous cet angle, et étudierons les outils spectraux que nous pouvons leur
associer.

L’intérêt statistique de la représentation spectrale d’un processus stochastique réside
dans la possibilité d’exprimer ce dernier sous la forme d’une ”somme” de processus périodiques
non corrélés.

On se place dans (Ω,A,P), espace probabilisé.
On désigne par L2(Ω) l’ensemble des variables aléatoires X définies sur (Ω,A,P) à valeurs
complexes telles que E(|X|2) < ∞. On utilisera aussi la mention

L2
0(Ω) =

{
X ∈ L2(Ω) ; E(X) = 0

}
.

Définition 3.1. Un processus stochastique complexe sur Ω est une famille de variables
aléatoires (Xt)t∈T sur (Ω,A,P), où T est un ensembles quelconque.
(Xt)t est un processus stochastique du second ordre si ∀ t ∈ T, Xt ∈ L2(Ω).

46
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On définit donc un processus du second ordre de la manière suivante :

X :


T → L2(Ω)
t 7→ Xt : (Ω,A,P) → C

ω 7→ Xt(ω).

Remarque 3.2. 1. Si T ⊂ Z, alors le processus est appelé suite aléatoire ou série
temporelle, ou encore série chronologique ;

2. Si T ⊂ R, alors le processus (Xt)t∈T est appelé fonction aléatoire ;

3. Un processus stochastique est donc, une fonction de deux variables (t, ω) ∈ T × R.
Ainsi,

a- ∀ t ∈ T , l’application

Xt = X(t, ·) :
{

Ω → C
ω 7→ X(t, ω).

est appelée réalisation de X au moment t ;

b- ∀ω ∈ Ω, l’application

Xω = X(·, ω) :
{

T → C
t 7→ X(t, ω).

est appelée trajectoire de X ;

4. Dans la pratique, une réalisation sur une durée finie d’une suite aléatoire est également
appelée série chronologique par abus de langage.

Il convient aussi de rappeler que pour un processus stochastique (Xt)t∈T ∈ L2(Ω), à
valeur dans C, l’espérance, le moment d’ordre k, la covariance, la variance et la corrélation,
sont respectivement donnés, pour tous t, s ∈ T , comme suit :

– m(t) = E(Xt) =
∫
Ω
Xt(ω)dP(ω) ;

– mk(t) = E(Xk
t ) =

∫
Ω
Xk

t (ω)dP(ω), k ∈ N∗ ;

– R(t, s) = Cov(Xt, Xs) = E
[
(Xt − E(Xt))

(
Xs − E(Xs)

)]
;

– V (t) = V ar(Xt) = Cov(Xt, Xt) ;

– ρ(s, t) = R(s, t)[V (s)V (t)]−1/2.
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Nous ajoutons aussi que la fonction caractéristique de X est la fonction définie par

∀ t ∈ T, ∀ y ∈ R, φt(y) = E
(
eiyXt

)
=

∫
Ω

eiyxdP
Xt
(x).

C’est donc la transformée de Fourier de la mesure P sur Ω.

Rappelons aussi que la loi d’un processus stochastique est donnée par la loi conjointe
du vecteur (Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn), pour tout choix de n ∈ N et ti ∈ T , c’est à dire, par la
famille des probabilités

Pt1,t2,··· ,tn(A1, A2, · · · , An) = P(Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, · · · , Xtn ∈ An),

∀n ∈ N∗, ∀ t1, t2, · · · , tn ∈ T, et ∀A1, A2, · · · , An ∈ AC,

où AC désigne la tribu borélienne de C.

Dans la suite de ce mémoire, sauf mention contraire, on prendra T = Z.

Définition 3.3. Un processus du second ordre (ξn)n∈Z identiquement distribué est dit bruit
blanc faible si pour chaque n, m ∈ Z ; m ̸= n, on a :

– E(ξn) = 0 ;
– E(ξ2n) = σ ;
– Cov(ξn, ξm) = 0.

Il est dit bruit blanc fort si le troisième point est remplacé par ” les variables ξn, n ∈ Z
sont indépendantes”.

Définition 3.4. Un processus stochastique (Xn)n a une représentation causale si on peut
l’écrire sous forme d’une combinaison linéaire du passé d’un autre processus du bruit blanc,
i.e.,

Xn =
∑
j>0

αj ξn−j, n ∈ Z,

où la suite (αn)n est absolument sommable.

3.2 Processus stationnaires

Dans cette partie, on introduit quelque notion d’analyse des processus stochastique, no-
tamment les concepts de stationnarité, de fonction d’autocovariance ainsi que sa représentation
spectrale.
On distingue deux types de stationnarité :

Définition 3.5. (Stationnarité stricte)
Un processus stochastique (Xt)t∈Z est dit strictement stationnaire, si pour tout sous-ensemble
finie de Z, {t1 < t2 < · · · < tn}, et pour tout h ∈ Z, les deux vecteurs aléatoires,
(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn) et (Xt1+h, Xt2+h, · · · , Xtn+h), ont même distribution.
Autrement dit, sa loi de probabilité est invariante par translation.
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Exemple 3.6. Une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
(Xn)n est un processus strictement stationnaire, en effet, I = {t1 < t2 < · · · < tn} et pour
tout Ai ∈ A, i = 1, · · · , n ; on a

P(Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, · · · , Xtn ∈ An) = Πn
i=1P(Xt ∈ Ai).

Définition 3.7. (Stationnarité faible)
Un processus stochastique du second ordre (Xt)t∈Z est dit faiblement stationnaire (ou K-
stationnaire, K pour Khintchine) si ses statistiques d’ordre un et deux sont invariantes par
translations, i.e.,

1. E(Xt) = m, ∀ t ∈ Z ;

2. E(X2
t ) < ∞, ∀ t ∈ Z ;

3. Cov(Xt, Xt+h) = R(t, t+ h) = γ(h), ∀ t, h ∈ Z.

La fonction γ est dite fonction d’auto-covariance du processus faiblement stationnaire
X.

On peut trouver, à ce mode de stationnarité, d’autres appellations : stationnarité en
moyenne d’ordre deux, stationnarité faible ou aussi stationnarité tout court.

Ci-après, deux exemples de processus, l’un est faiblement stationnaire et l’autre ne l’est
pas.

Exemple 3.8. Soit (Xn)n∈Z un processus stochastique du second ordre définit par

Xn = ξn + aξn−1,

où (ξn)n∈Z est un bruit blanc faible et a ∈ R.
On vérifie facilement que (Xn)n∈Z est faiblement stationnaire. En effet,

E(Xn) = E(ξn + aξn−1) = 0, ∀n ∈ Z.

Et

Cov(Xn, Xm) = E [(ξn + aξn−1) (ξm + aξm−1)] ,

= E (ξnξm) + aE (ξnξm−1) + aE (ξn−1ξm) + a2E (ξn−1ξm−1) .

Donc, l’expression de la covariance est donnée par :

Cov(Xn, Xm) =


σ2(1 + a2), n = m ;
σ2a2, |n−m| = 1 ;
0, sinon.

Le processus (Xn)n∈Z est bien stationnaire. Un tel processus est appelé processus à moyenne
ajustée d’ordre un (MA(1)).
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Exemple 3.9. Le processus stochastique défini par

Xn =
n∑

i=1

ξi; n ∈ Z,

où (ξn)n∈Z est un bruit blanc faible, n’est pas stationnaire, car la covariance dépend de
l’état n du processus.
En effet,

Cov(Xn+h, Xn) = E

[(
n+h∑
i=1

ξi

)(
n∑

i=1

ξi

)]
,

= E

( n∑
i=1

ξi

)2

+

(
n+h∑

i=n+1

ξi

)(
n∑

i=1

ξi

) ,

= E

( n∑
i=1

ξi

)2
+ E

[(
n+h∑

i=n+1

ξi

)(
n∑

i=1

ξi

)]
,

= E

( n∑
i=1

ξi

)2
 ,

=
n∑

i=1

E (ξi)
2 ,

= nσ2.

– La stationnarité forte implique la stationnarité faible, la réciproque est valable seule-
ment pour les processus gaussiens, voir par exemple [54], P. 123 ;

– Le bruit blanc est un processus stochastique faiblement stationnaire.

Une propriété primordiale de la fonction γ d’autocovariance de processus stationnaire est
qu’elle est définie positive.

Proposition 3.10. La fonction d’autocovariance γ vérifie les deux propriétés suivantes :

– γ est une fonction hermitienne, i.e.,
(
γ(−h) = γ(h)

)
, h ∈ N ;

– γ est définie positive, i.e., pour toute suite finie (ai)i de C,
n∑

i=1

n∑
j=1

aiajγ(i− j) ≥ 0 ; ∀n ∈ Z.

Définition 3.11. On appelle fonction d’autocorrélation d’un processus stochastique (Xn)n∈Z,
notée ρ, la fonction d’autocovariance normalisée de (Xn)n∈Z donnée par

ρ(h) =
γ(h)

γ(0)
,

où γ(0) = V ar(Xn) la variance du processus.
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Comme la fonction d’autocovariance, la fonction d’autocorrélation vérifie les propriétés
suivantes :

– ρ est une fonction hermitienne, i.e.,
(
ρ(−h) = ρ(h)

)
, h ∈ N ;

– |ρ(h)| ≤ 1 ;
– ρ est définie positive.

3.2.1 Représentation spectrale des processus faiblement station-
naires

Dans cette section, A(−π,π] désigne la tribu borélienne associée à (−π, π]. Un résultat
général d’analyse fonctionnelle, dit théorème de Herglotz, permet d’associer, de manière
univoque, une mesure positive définie sur

(
(−π, π],A(−π,π]

)
à toute suite définie positive.

Cette mesure, appelée mesure spectrale, joue un rôle analogue à celle de la transformation
de Fourier pour les fonctions. En particulier, elle confère une expression simple aux trans-
formations linéaires.

Théorème 3.12. [17] (Théorème de Herglotz)
Une fonction γ : Z −→ C est définie positive si, et seulement si, il existe une mesure
positive µ sur

(
(−π, π],A(−π,π]

)
telle que

γ(h) =

∫ π

−π

eihλµ(dλ), h ∈ Z. (3.1)

Si la suite (γn)n est sommable (
∑

h∈Z |γ(h)| < ∞), alors la mesure µ possède une
densité f , par rapport à la mesure de Lebesgue, sur

(
(−π, π],A(−π,π]

)
, donnée par

f(t) =
1

2π

∑
h∈Z

γ(h)eith ≥ 0. (3.2)

En appliquant ce résultat à la fonction d’autocovariance γ d’un processus faiblement
stationnaire (Xn)n∈Z ∈ L2

0, on obtient la représentation spectrale (3.1) de γ. La mesure µ
est dite mesure spectrale et la densité f est appelée densité spectrale.
Ce théorème, parfois appelé théorème de Wiener-Khintchine ou théorème de Wold.

La démonstration de ce théorème repose sur le théorème de Prohorov que nous énonçons
ci-dessous sans démonstration. Introduisons la notion de tension pour une variable aléatoire.

Définition 3.13. Une variable aléatoire X dans un espace topologique quelconque est dite
tendue si pour toute ε > 0, il existe un compact Kε tel que

P(X /∈ Kε) ≤ ε,
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et un processus (Xn)n∈I est dit uniformément tendu ( ou borné en probabilité) si pour toute
ε > 0, il existe un compact Kε tel que

sup
i∈I

P(Xi /∈ Kε) ≤ ε.

La notion de tension est étroitement liée à la notion de convergence en loi, le théorème
suivant montre que toute suite de variables aléatoires convergente en loi est tendue, la
réciproque est partiellement vraie.

Théorème 3.14. [57] (Théorème de Prohorov)
Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires dans C.

a- (Xn)n converge en loi vers X, alors la famille {Xn, n ∈ N} est uniformément tendue ;

b- Si la famille {Xn, n ∈ N} est uniformément tendue, alors il existe une sous-suite (Xnj
)j

de (Xn)n converge vers une variable aléatoire X.

Démonstration. (la preuve du théorème de Herglotz)

1. Il est facile de vérifier qu’une telle fonction γ définie par la formule (3.1) est définie
positive.

a- Il est clair que γ(−n) = γ(n), ∀n ∈ Z ;

b- Soit (ai)i=1,··· ,n ⊂ C. On a

n∑
k=1

n∑
j=1

akγ(j − k)aj =

∫ π

−π

n∑
k=1

n∑
j=1

akaje
it(j−k)µ(dt),

=

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ake
itk

∣∣∣∣∣
2

µ(dt) ≥ 0.

Donc γ est définie positive.

2. Inversement, supposons que (γ(n))n est une suite définie positive, et considérons la
suite de fonctions (fn)n∈Z définie par :

fn(t) =
1

2πn

n∑
j=1

n∑
k=1

e−ijtγ(j − k)eikt,

=
1

2π

n−1∑
k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
e−iktγ(k),

=
1

2π

∑
k∈Z

e−iktγn(k).
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où

γn(k) =

(
1− |k|

n

)
+

γ(k).

qui vérifie
∣∣γn(k)e−ikt

∣∣ ≤ γ(k) et limn γn(k) = γ(k).
Par construction, la fonction fn est positive (pour tout n) du fait que la séquence
d’autocovariance γ(k) est de type positif.

Pour conclure la preuve, nous commençons par le cas particulier pour lequel on
suppose l’hypothèse supplémentaire∑

k∈Z

|γ(k)| < ∞. (3.3)

Sous cette hypothèse, une application directe du théorème de convergence dominé
prouve que

lim
n→∞

fn(t) =
1

2π
lim
n→∞

∑
k∈Z

e−iktγn(k),

=
1

2π

∑
k∈Z

lim
n→∞

e−iktγn(k),

=
1

2π

∑
k∈Z

e−iktγ(k) = f(t).

Donc f est positive comme limite de fonctions positives.
Une application directe du théorème de Fubini (la permutation étant possible car∫ π

−π

∑
|γ(k)| dt < ∞), montre que, pour tout h ∈ Z, on a∫ π

−π

f(t)eihtdt =
∑
k∈Z

γ(k)
1

2π

∫ π

−π

ei(h−k)tdt = γ(h).

Ceci conclut la démonstration sous l’hypothèse (3.3).

La démonstration dans le cas général utilise le théorème 3.14. On remarque que l’on
peut supposer γ(0) = 1 .
Notons µn la mesure de densité fn par rapport à la mesure de Lebesgue sur (−π, π].
On a par construction

µ̂n(p) =

∫ π

−π

fn(t)e
−iptdt =

(
1− |p|

n

)
+

γ(−p).

En particulier, on a µn((−π, π]) = γ(0). De toute sous-suite de (µn)n, on peut extraire
une sous-suite (νk)k = (µnk

)k qui converge étroitement vers une mesure positive µ de
masse totale γ(0) (théorème de Prohorov). On a pour tout p ∈ Z

µ̂(p) = lim
k

ν̂k(p) = γ(−p).
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La limite de ν̂k(p) ne dépend pas du choix de la sous-suite, et donc de toute sous-
suite de la suite (µn)n, on peut extraire une sous-suite qui converge vers la même
mesure limite µ. On peut déduire que la suite (µn)n converge étroitement vers µ.
Donc, dans le cas suscité, lorsque

∑
k |γ(k)| < ∞, et par l’application du théorème

de la convergence dominée, la suite (fn(t))n converge vers f(t).

Exemple 3.15. 1. La fonction d’autocovariance d’un bruit blanc (ξn)n est donnée par

γ(h) = σ2δ0(h).

Comme
∑

h∈Z |γ(h)| = σ2, alors d’après le théorème de Herglotz, l’expression de la
densité spectrale est donnée par

f(t) =
1

2π

∑
h∈Z

σ2δ0(h)e
ith =

σ2

2π
.

La densité spectrale d’un bruit blanc est donc constante. Cette propriété est à l’ori-
gine de la terminologie ”bruit blanc” qui provient de l’analogue avec le spectre de la
lumière blanche constante dans toute la bande de fréquences visible.

2. Soit (Xn)n le processus défini dans l’exemple 3.8

Xn = ξn + aξn−1.

Sa fonction d’autocovariance est donnée par

γ(h) =


σ2(1 + a2), h = 0 ;
σ2a2, |h| = 1 ;
0, sinon.

L’expression de la densité spectrale est donnée par

f(t) =
1

2π

[
σ2a

(
e−it + eit

)
+ σ2(1 + a2)

]
=

σ2

2π

∣∣1 + ae−it
∣∣ .

Exemple 3.16. (Processus harmonique)
On considère une variable aléatoire uniforme ϕ sur l’intervalle [−π, π], donc la densité de
probabilité

ϱϕ(α) =
1

2π
X[−π,π](α).

On lui associe le processus aléatoire X = (Xn)n∈Z défini par :

Xn = Aei(nω0+ϕ),
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où A ∈ C et ω0 ∈ [−π, π] sont deux constantes. un tel processus est dit harmonique.

Il est facile de vérifier que X ∈ L2
0 :

E(Xn) = 0, ∀n et E
(
|Xn|2

)
= |A|2 , ∀n.

De plus,
E
(
XnXm

)
= |A|2 eiω0(n−m),

d’où l’en déduit que X est faiblement stationnaire. Finalement, on a

γX(n) = |A|2 einω0 =
1

2π

∫ π

−π

einωdνX(ω),

cette dernière formule montre que la mesure spectrale de X n’est autre que la mesure de
Dirac δω0 en ω0, à un facteur 2π |A|2 près.
Les processus harmoniques fournissent l’exemple le plus simple de processus aléatoires sta-
tionnaires (au sens faible) ne possédant pas de densité spectrale.

Application à la simulation de processus stationnaires

Le théorème de Wiener-Khintchine fournit une représentation spectrale pour la fonc-
tion d’autocovariance des processus stationnaires. La question suivante est : pouvons nous
obtenir une représentation similaire( de type ”Fourier”) pour les processus (trajectoires)
aléatoires eux mêmes ?
Par le biais des opérateurs unitaires, nous allons voir , dans la sous-section suivante, qu’un
tel théorème de représentation spectrale existe.

Afin d’illustrer l’intérêt pratique de la représentation spectrale du processus lui même,
il est utile de considérer le cas du processus X de longueur finie, i.e., X = (Xn)n=1,N . Il
est tout d’abord nécessaire d’adapter la définition de la stationnarité à cette situation.
Il faut pour cela tenir compte des conditions aux bords, que l’on suppose ici périodiques.

Définition 3.17. Soit X = (Xn)n=0,N−1 un processus stochastique du second ordre de
longueur N . X est faiblement stationnaire si

mX(n) = mX(0) = mX , ∀n = 0, · · · , N − 1, (3.4)

et

RX ((n+ τ) mod N, (m+ τ) mod N) = RX ((n−m) mod N) , ∀n,m, τ. (3.5)

Soit X un tel processus aléatoire stationnaire, que l’on suppose de plus centré. Soit RX

son autocovariance, et soit SX le vecteur défini par

SX(k) =
N−1∑
n=0

RX(n)e
−2iπkn/N . (3.6)
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On considère la transformée de Fourier finie de X, le vecteur aléatoire
(
X̂0, · · · , X̂N−1

)
,

défini par

X̂k =
N−1∑
n=0

Xne
−2iπkn/N . (3.7)

Soit RX̂ son autocovariance. Un calcul simple montre que

E(X̂k) = 0 et E
(
X̂kX̂ l

)
= NSX(k)δkl, ∀ k, l ∈ {1, · · · , N − 1} .

Les composantes de X̂ sont donc non corrélées. Utilisant la transformée de Fourier inverse,
on peut donc écrire

Xn =
1√
N

N−1∑
k=0

e2iπkn/NYk, (3.8)

où les variables aléatoires

Yk =
1√
N
X̂k =

1√
N

N−1∑
n=0

Xne
−2iπkn/N ,

sont non corrélées :
E
(
ŶkŶ l

)
= SXδkl.

La représentation (3.8) porte parfois le nom de représentation de Cramèr en dimension finie.

Lorsque l’on souhaite simuler un processus aléatoire, on se place de facto dans une situa-
tion de dimension finie. Les ordinateurs proposent, en général, des générateurs de nombres
pseudo-aléatoires capables de fournir des séquences de nombres aléatoires aussi proche
que possibles de vecteurs identiquement distribués et non corrélés. Dans ces conditions, si
on souhaite générer une réalisation d’un processus faiblement stationnaire, de spectre SX

donné, on peut procéder comme suit : on génère tout d’abord une séquences de nombres
pseudo-aléatoires (W0, · · · ,WN−1), qui sont tels que

E(Wk) = 0 et E
(
WkW l

)
= δkl,

puis on exploite la représentation de Cramèr en formant

Xn =
1

N

N−1∑
k=0

e2iπkn/N
√
SX(k)Wk.

Il est facile de vérifier que E(Xn) = 0, ∀n, et de plus

E
(
XnXm

)
=

1

N

N−1∑
k=0

SX(k)e
2iπk(n−m)/N = RX(n−m),

donc X est faiblement stationnaire.
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Représentation spectrale des processus faiblement stationnaires via l’opérateur
unitaire

Le théorème de Herglotz permet de donner une représentation spectrale pour la co-
variance d’un processus stationnaire. La covariance est un objet déterministe. Nous allon
maintenant obtenir une représentation spectrale pour le processus lui même en utilisant
les opérateurs unitaires.

Commençons par montrer que la stationnarité d’un processus se caractérise par l’exis-
tence d’un opérateur unitaire, dit opérateur de décalage (shift), vérifiant une certaine pro-
priété.
Soit X ∈ L2(Ω) un processus stationnaire. Sans perte de généralités, on peut supposer
que X ∈ L2

0(Ω). Si tel processus n’est pas le cas, on peut toujours écrire X = Y +mX et
travailler avec le processus centre Y .
L’espace L2

0(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

⟨X, Y ⟩ = Cov(X,Y ).

On notera HX le sous-espace fermé de L2
0(Ω) engendré par les variables Xn, n ∈ Z,

i.e.,HX = sp {Xn, n ∈ Z}. L’adhérence étant prise au sens de la moyenne quadratique.

On notera également m la moyenne et R la covariance

Théorème 3.18. Soit (Xn)n∈Z un processus appartient à L2
0(Ω,A,P), le processus (Xn)n∈Z

est stationnaire si, et seulement si, il existe un opérateur unitaire U définit sur HX =
sp{Xn, n ∈ Z} tel que

UXn = Xn+1, n ∈ Z. (3.9)

Démonstration. 1. Supposons qu’il existe un opérateur U vérifiant (3.9).
Nous avons alors

⟨Xn+1, Xm+1⟩ = ⟨UXn, UXm⟩ = ⟨Xn, Xm⟩.

Ce qui signifie que (Xn)n∈Z est stationnaire.

2. Inversement, Supposons que (Xn)n∈Z est stationnaire. Soit U un opérateur défini sur
LX = sp{Xn, n ∈ Z} par

U :LX −→ LX

Y =
n∑

i=1

aiXni
7→ UY =

n∑
i=1

aiXni+1.

Nous allons montrer que l’opérateur U est bien défini, linéaire, de plus il est surjectif.
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(a) Pour montrer que U est bien défini, on suppose qu’un vecteur Y ∈ LX a deux
expressions différentes :

Y =
n∑

i=1

aiXni
et Y =

n∑
i=1

biXni
.

On peut alors écrire

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiXni+1 −
n∑

i=1

biXni+1

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(ai − bi)Xni+1

∥∥∥∥∥
2

,

=
n∑

i,j=1

(ai − bi)(aj − bj)⟨Xni+1, Xnj+1⟩,

=
n∑

i,j=1

(ai − bi)(aj − bj)⟨Xni
, Xnj

⟩,

=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiXni
−

n∑
i=1

biXni

∥∥∥∥∥
2

= 0.

Ce qui signifie que Y =
∑n

i=1 aiXni
=
∑n

i=1 biXni
.

(b) Pour la linéarité de U , Soient Y, Y ′ ∈ LX tels que Y =
∑n

i=1 aiXni
et Y ′ =∑n

i=1 biXni
. Soit α ∈ C.

Nous avons alors

U(αY + Y ′) = U

(
α

n∑
i=1

aiXni
+

n∑
i=1

biXni

)
,

= U

(
n∑

i=1

(αai + bi)Xni

)
,

=
n∑

i=1

(αai + bi)Xni+1,

= α
n∑

i=1

aiXni+1 +
n∑

i=1

biXni+1,

= αU(Y ) + U(Y ′).

(c) Pour montrer que U est surjectif, soit Y =
∑n

i=1 aiXni
∈ LX , nous avons alors

U

(
n∑

i=1

aiXni−1

)
=

n∑
i=1

aiXni
= Y,

d’où la surjectivité de U .
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(d) Finalement, U est une isométrie car pour tous vecteurs Y =
∑n

i=1 aiXni
et

Y ′ =
∑n

i=1 biXni
dans LX , on peut écrire

⟨Y, Y ′⟩ =
n∑

i,j=1

aibj⟨Xni
, Xnj

⟩,

=
n∑

i=1

n∑
j=1

aibj⟨Xni+1, Xni+1⟩,

= ⟨UY,UY ′⟩.

Ce qui montre que U préserve le produit scalaire, donc aussi la norme induite.
L’opérateur U ainsi défini sur LX peut s’étendre par continuité sur HX = LX ,
de plus, son prolongement vérifie l’équation (3.9).

Grâce au théorème 3.18, et à la représentation spectrale d’un opérateur unitaire (voir
chapitre 1), nous pouvons déduire la représentation spectrale d’un processus stationnaire
(Xn)n.

Soit (Xn)n un processus stationnaire et U l’opérateur de décalage (shift) associé. Il
existe alors une mesure spectrale à valeurs projecteurs µ définie sur les parties boréliennes
de [0, 2π) telle que

Un =

∫ 2π

0

eintµ(dt),

On peut alors écrire

Xn = UXn−1 = UnX0 =

∫ 2π

0

eitnµ(dt)X0 =

∫ 2π

0

eitnµ′(dt). (3.10)

La fonction d’ensemble µ′(A) = µ(A)X0 pour toute partie A borélienne de [0, 2π), est dite
mesure aléatoire ou mesure aléatoire spectrale du processus (Xn)n. Certaines propriétés de
la mesure spectrale µ sont transférées à la mesure aléatoire µ′, à savoir

– µ′ est σ-additive ;
– µ′ est orthogonalement dispersée au sens suivant :

⟨µ′(A), µ′(B)⟩ = 0, ∀A ∩B = ∅.

Nous pouvons à présent énoncer le théorème de représentation spectrale, dite représentation
de Cramèr-Khintchine, d’un processus stochastique stationnaire.

Théorème 3.19. Le processus du second ordre (Xn)n est stationnaire si, et seulement si,
il existe une mesure µ σ-additive orthogonalement dispersée sur ([0, 2π),A) telle que (Xn)n
se présente sous la forme d’une intégrale stochastique :

Xn =

∫ 2π

0

eitnµ(dt). (3.11)
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Démonstration. La nécessité vient d’être démontrée ( voir la formule (3.10)). Pour la suf-
fisance, on suppose que le processus (Xn)n a la représentation (3.11). On peut donc écrire
formellement :

⟨Xn+p, Xn⟩ = ⟨
∫ 2π

0

eit(n+p)µ(dt),

∫ 2π

0

eitnµ(dt)⟩,

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

eitpein(t−s)dF (t, s),

=

∫ 2π

0

eitpdF (t),

= γ(p).

Ce qui montre que (Xn)n est stationnaire.
Ici, F est la mesure spectrale du processus (Xn)n défini sur les boréliens de [0, 2π) par

F (A ∩B) = ⟨µ(A), µ(B)⟩ = ∥µ(A ∩B)∥2 .

La transformée de Fourier de cette mesure spectrale est en fait la fonction d’autocovariance
du processus, cf. [47] :

γ(h) =

∫ π

−π

eiωhdF (ω).

3.3 Processus périodiquement corrélés

L’objectif de cette section est de définir la notion de périodicité corrélée (cyclostation-
narité) des processus du second ordre, et de donner quelques représentations spectrales des
trajectoires de tel processus via la théorie spectrale des opérateurs unitaires et celle des
processus stationnaires.

Définition 3.20. Un processus stochastique (Xt)t∈Z ∈ L2(Ω,A,P) est dit périodiquement
corrélé de période τ , au sens de Gladyshev [40], si ses statistiques d’ordre un et deux
vérifient : 

m(t) = m(t+ τ), ∀ t ∈ Z ;

R(s, t) = R(s+ τ, t+ τ), ∀ s, t,∈ Z.
(3.12)

– Il est clair que si la formule (3.12) de la définition précédente est vérifiée pour un τ
donné, alors elle l’est aussi pour kτ, k ∈ N ;
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– Si (Xt)t∈Z est périodiquement corrélé de période ”1” (1-PC), alors le processus est
stationnaire au sens faible ; et tout processus stationnaire est périodiquement corrélé
de période quelconque.

Ci-après quelques exemples des processus périodiquement corrélés.

Exemple 3.21. Si le processus (Xt)t∈Z ∈ L2(Ω,A,P) est périodique de période τ , i.e.,

Xt = Xt+τ , ∀ t ∈ Z. (3.13)

Alors, (Xt)t∈Z est τ -PC. En effet, l’équation (3.13) signifie que

∥Xt −Xt+τ∥L2 , ∀ t ∈ Z.

Il vient que pour tout s, t ∈ Z,

m(t) =

∫
Ω

Xt(ω)P(dω) =
∫
Ω

Xt+τ (ω)P(dω) = m(t+ τ). (3.14)

R(s, t) =

∫
Ω

Xs(ω)Xt(ω)P(dω)−m(t)m(s) = R(s+ τ, t+ τ).

Donc le processus (Xt)t∈Z est τ -PC.

Un cas particulier de suite aléatoire périodique est donné par

Xt = X · ft, ∀ t ∈ Z,

où X ∈ L2(Ω,A,P) et (ft)t∈Z est une suite périodique (déterministe).
Dans ce cas, on a

E(Xt) = ftE(X) et V ar(Xt) = f 2
t V ar(Xt).

En posant X = 1, on déduit que la suite (ft)t∈Z est périodiquement corrélée.

Exemple 3.22. Soient (Xt)t∈Z et (Yt)t∈Z deux processus non corrélés, i.e., ∀ s, t ∈ Z,
Cov(Xt, Ys) = 0. Si (Xt)t∈Z est τ -périodique et (Yt)t∈Z est faiblement stationnaire de
moyenne mY et de covariance RY (h), alors le processus (Zt)t∈Z défini par

Zt = Xt + Yt, ∀ t ∈ Z,

est τ -périodiquement corrélé. En effet, par (3.14) on a

mZ(t) = mX(t) +mY (t) = mX(t+ τ) +mY (t+ τ) = mZ(t+ τ),
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et

RZ(s, t) = RX(s, t) +Ry(s− t),

= RX(s+ τ, t+ τ) +Ry(s+ τ − t− τ),

= RZ(s+ τ, t+ τ).

Les deux conditions de (3.12) sont vérifiées, donc (Zt)t est périodiquement corrélé.

Exemple 3.23. Soit (Xt)t∈Z un processus stationnaire avec E(Xt) = 0, si (fn)n est une
suite τ -périodique, alors le processus (Yt)t∈Z défini par

Yt = ft ·Xt t ∈ Z,

est un processus τ -périodiquement corrélé.
En effet,

mY (t) = ft · E(Xt) = 0 t ∈ Z,

et pour ∀ t, s ∈ Z, on a

RY (s+ τ, t+ τ) = fs+τft+τRX(s+ τ − t− τ),

= fsftRX(s− t),

= RY (s, t).

Il convient de mentionner que pour un processus périodique (au sens de (3.13)), la
fonction de covariance possède une propriété de périodicité plus forte que celle donnée par
(3.12), plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 3.24. [47] Un processus (Xt)t∈Z ∈ L2(Ω,A,P) est périodique de période τ si,
et seulement si, m(t) est périodique et R(s, t) est doublement périodique, i.e., ∀ s, t, k, l ∈ Z,

m(t) = m(t+ τ) ;

R(s, t) = R(s+ kτ, t+ lτ).

PC et stationnarité multivariée

Dans ce paragraphe, nous allons voir qu’à tout processus périodiquement corrélé l’on
peut associer un processus stationnaire multidimensionnel (ou q-varié, ou encore vectoriel),
et cette relation est biunivoque (cf. [40]).
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Définition 3.25. Un processus vectoriel (Xt)t∈Z, Xt = (X1
t , · · · , X

q
t ), du second ordre est

dit faiblement stationnaire, si pour tout j, k = 1, · · · , q et s, t ∈ Z, le processus scalaire
(Xj

t )t∈Z, j=1,··· ,q vérifie :
– mj(t) = E(Xj

t ) = mj(0), t ∈ Z, j = 1, · · · , q ;

– Rjk(s, t) = Cov(Xj
s , X

k
t ) = γjk(s− t), s, t ∈ Z, j, k = 1, · · · , q.

Dans ce cas, on pose m = (m1, · · · ,mq) et γ(h) = (Rjk(h))j,k=1,··· ,q.

Exemple 3.26. Soient (Xt)t∈Z un processus stationnaire q-varié et (fn)n∈Z, ft = (f 1
t , f

2
t , · · · , f

q
t ),

une suite τ -périodique.
Alors le processus (Yt)t∈Z défini par

Yt =

q∑
j=1

f j
t ·X

j
t

est un processus τ -périodiquement corrélé.
En effet, les fonctions moyenne et autocovariance vérifient :

mY (t+ τ) = E

(
m∑
j=1

f j
t+τ ·X

j
t+τ

)
,

=
m∑
j=1

f j
t+τ · E

(
Xj

t+τ

)
,

=
m∑
j=1

f j
t · E

(
Xj

t

)
,

= mY (t).

Et

RY (s+ τ , t+ τ) = Cov (Ys+τ , Yt+τ ) ,

= Cov

(
m∑
j=1

f j
s+τ ·X

j
s+τ ,

m∑
j=1

f j
t+τ ·X

j
t+τ

)
,

=
m∑
j=1

m∑
k=1

f j
s+τf

k
t+τγjk(s+ τ − t− τ),

=
m∑
j=1

m∑
k=1

f j
s f

k
t γjk(s− t),

= RY (s, t).
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A tout processus univarié ( ou scalaire) (Xt)t∈Z, on peut lui associer un processus τ -
varié, noté Xn, défini par :

Xj
n = Xj+nτ , n ∈ Z, j = 0, 1, · · · , τ − 1. (3.15)

Un premier résultat clarifiant le lien entre la stationnarité multivariée et la périodicité
corrélé est dû à Gladyshev :

Proposition 3.27. Un processus (Xt)t∈Z ∈ L2(Ω) est PC de période τ si, et seulement si, τ
est le plus petit entier pour lequel le processus τ -varié Xn donné par (3.15) est stationnaire.

Dans le même contexte, nous disposons d’un deuxième résultat qui affirme que tout
processus PC, X = (Xt)t∈Z, possède une dilatation, c’est à dire, X peut être exprimé
comme projection orthogonale

Xt = PHX
Yt

d’un certain processus Y défini sur espace HY contenant HX (cf. [47]). Nous décrivons,
ci-dessous, ce résultat :

Soit (Xt)t∈Z un processus τ -périodiquement corrélé, notant Hτ
X la somme directe de τ

copie de HX = sp{Xt, t ∈ Z}, i.e.,

Hτ
X = ⊕τ

j=1HX .

On munit Hτ
X du produit scalaire défini, pour tout X = (x1, · · · , xτ ) et Y = (y1, · · · , yτ )

dans Hτ
X , par

⟨⟨X, Y ⟩⟩ =
τ∑

j=1

⟨xj, yj⟩,

où ⟨·, ·⟩ le produit scalaire de L2(Ω).

Alors la suite τ -varié Yt =
[
Xt, Xt+1, · · · , Xt+(τ−1)

]
est stationnaire dans Hτ

X .

En effet,

⟨⟨Ys, Yt⟩⟩ =
τ−1∑
j=0

⟨Xs+j, Xt+j⟩,

=
τ∑

j=1

⟨Xs+j, Xt+j⟩, car le processus (Xt)t∈Z est τ -PC,

= ⟨⟨Ys+1, Yt+1⟩⟩.

Il est clair que (Xt)t∈Z n’est que la projection de (Yt)t∈Z dans l’espace HX × 0 · · · 0 × 0
isomorphe à HX .
On déduit que les fonctions moyenne et autocovariance du (Yt)t sont comme suit :

mY (t) = E(Y ) = E
(
Xt, Xt+1, · · · , Xt+(τ−1)

)
= (mX(t),mX(t+ 1), · · · ,mX (t+ (τ − 1))) .
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R(s, t) =



Cov(Xt, Xs) · · · · · · · · · Cov(Xt, Xs+(τ−1))
...

...
...

...
...

Cov(Xt+i, Xs) · · · Cov(Xt+i, Xs+j) · · · Cov(Xi+t, Xs+(τ−1))
...

...
...

...
...

Cov(Xt+(τ−1), Xs) · · · · · · · · · Cov(Xt+(τ−1), Xs+(τ−1))


.

Ci-après, un exemple de processus PC obtenu via une projection :

Exemple 3.28. Soit Y un processus orthonorné, i.e., ⟨Ys, Yt⟩ = δs−t, c’est donc un bruit
blanc stationnaire.

Soit HX = sp{Y2n, n ∈ Z}, alors le processus X défini par

Xn = PHX
Yn =

{
Yn, si n ∈ 2Z ;
0, sinon.

est périodiquement corrélé de période 2.

3.3.1 Représentation spectrale des processus PC

Avant de donner l’analogue du théorème 3.18 pour les processus PC, il convient de
signaler que la moyenne m d’un processus PC n’est pas forcément identique. Comme HX ⊂
L2(Ω) et que les variables aléatoires constantes sont aussi dans L2(Ω), alors la fonction
moyenne m(t) peut s’écrire comme suit :

m(t) =

∫
Ω

Xt(ω)P(dω) = ⟨Xt, 1⟩. (3.16)

Or la suite constante 1 = (· · · , 1, 1, · · · ) n’est pas forcément dans HX .
Par ailleurs, si U un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert H et si 1 ∈ H, alors
U1 = 1 et donc 1 est un vecteur propre associé à la valeur propre 1.

Pour que (3.16) ait un sens lorsque H = HX , on définit le sous-espace

LX = sp {1, Xt, t ∈ Z} ,

on posera alors HX = LX .

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théorème suivante :

Théorème 3.29. Un processus (Xn)n∈Z du second ordre est dit périodiquement corrélé de
période τ si, et seulement si, il existe un opérateur unitaire U sur HX = sp{1, Xn, n ∈ Z}
tel que

Xn+τ = UXn, ∀n ∈ Z. (3.17)
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Démonstration. 1. On suppose que le processus (Xn)n∈Z périodiquement corrélé de
période τ .
Soit Y ∈ LX = sp{1, Xn, n ∈ Z}, on peut écrire Y =

∑n
i=1 aiXni

.
On définit un opérateur U sur LX comme suite

U :LX −→ LX

Y =
n∑

i=1

aiXni
7→ UY =

n∑
i=1

aiXni+τ .

Comme dans le cas du Théorème 3.18, nous pouvons montrer que tel opérateur bien
définit, linéaire, surjectif et c’est une isométrie, et qu’on peut prolonger par continuité
sur HX = LX . De plus son prolongement vérifie l’équation (3.17).

2. Réciproquement, supposons l’existence d’un opérateur unitaire U vérifie l’équation
(3.17).
Nous avons, d’une part,

m(t+ τ) = ⟨Xt+τ , 1⟩ = ⟨UXt, 1⟩ = ⟨Xt, U
−11⟩ = ⟨Xt, 1⟩ = m(t).

Et d’autre part, on a

R(t, s) = ⟨Xt, Xs⟩
= ⟨UXt, UXs⟩
= ⟨Xt+τ , Xs+τ ⟩
= R(t+ τ, s+ τ).

Donc, le processus (Xn)n∈Z est périodiquement corrélé.

Remarque 3.30. – L’opérateur de décalage de longueur τ est opérateur unitaire ;
– Si τ = 1, on retrouve le cas stationnaire ;
– Si Xn désigne un processus τ -varié stationnaire, associé au processus τ -PC X, alors
il existe un opérateur unitaire UX défini sur HX tel que

Xj
t+1 = UXX

j
t ,

pour t ∈ Z, et 1 ≤ j ≤ τ , cf. [47].

L’existence d’un tel opérateur donnera lieu à une autre caractérisation des processus
PC, très utile pour la représentation spectrale des trajectoires de processus PC.

Proposition 3.31. Un processus (Xn)n∈Z du second ordre est dit périodiquement corrélé
de période τ si, et seulement si, il existe un opérateur unitaire V et un autre processus
périodique (Yn)n∈Z à valeur dans HX tels que

Xn = V nYn, ∀n ∈ Z. (3.18)
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Démonstration. 1. Si (Xn)n∈Z est le processus donné par l’équation (3.18), alors

⟨Xn, Xm⟩ = ⟨V nYn, V
mYm⟩,

= ⟨V τV nYn, V
τV mYm⟩,

= ⟨V n+τYn, V
m+τYm⟩,

= ⟨V n+τUYn+τ , V
m+τUYm+τ ⟩,

= ⟨V n+τYn+τ , V
m+τYm+τ ⟩,

= ⟨Xn+τ , Xm+τ ⟩.

Donc le processus (Xn)n∈Z est périodiquement corrélé de période τ .

2. Inversement, on suppose que le processus (Xn)n∈Z est τ -périodiquement corrélé.
Soit U l’opérateur unitaire donné par (3.17). La représentation spectrale de U permet
de construire un opérateur unitaire V en posant :

V =

∫ 2π

0

eit/τµ(dt),

où V τ = U . En d’autre termes, V est la racine τ -ième de U .
Si on pose Yn = V −nXn, alors Yn vérifie l’équation 3.18, de plus Yn est périodique,
car l’après (3.18), on a

∥Yn+τ − Yn∥ =
∥∥V −(n+τ)Xn+τ − V −nXn

∥∥ ,
=
∥∥V −n(V −τXn+τ −Xn)

∥∥ ,
=
∥∥V −τXn+τ −Xn

∥∥ ,
=
∥∥U−1Xn+τ −Xn

∥∥ = 0.

Remarque 3.32. Il y a lieu de noter que :
– Dans le cas stationnaire, l’équation (3.18) est toujours assurée, de plus le processus
(Yn)n est représenté par une seule variable aléatoire, i.e.,Yn = X0, ∀n ∈ Z ;

– L’opérateur V et le processus (Yn)n, cités dans la proposition précédente, ne sont pas
unique. En effet, V ′ = V i2π/τ et Y ′

n = Yne
−i2π/τ vérifient Xn = V ′Y ′

n = V Yn, or que
V ̸= V ′ et Yn ̸= Y ′

n, pour tout n ∈ Z.

Représentation de Gladyshev du processus PC

La proposition 3.31 permet d’obtenir deux représentations de Gladyshev des processus
τ -PC, la première repose sur la représentation du processus en tant que processus vecto-
riel stationnaire, et la deuxième utilise la représentation spectrale de l’opérateur unitaire V .
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Proposition 3.33. [47] Un processus (Xn)n∈Z du second ordre est τ -PC si, et seulement
si, il existe un processus vectoriel stationnaire (Zn)n∈Z où Zn = (Z1

n, · · · , Zτ
n) tel que

Xn =
τ−1∑
j=1

Zj
n e

i2πjn/τ . (3.19)

Démonstration. 1. Si (Xn)n vérifie l’équation (3.19), il est clairement τ -PC.

2. Inversement, on suppose que (Xn)n∈Z est τ -PC, alors en vertu de la proposition 3.31,
le processus (Xn)n a la forme suivante :

Xn = V nYn, ∀n ∈ Z,

où V est un opérateur unitaire et (Yn)n est processus τ -périodique.
A partir du transformé discret finie de Fourier de Yn, on a

Yn =
τ−1∑
j=0

Ỹj e
i2πjn/τ ,

où Ỹj ∈ HX . Donc on a

Xn = V nYn = V n

τ−1∑
j=0

Ỹj e
i2πjn/τ =

τ−1∑
j=0

V nỸj e
i2πjn/τ .

Par conséquent, on prend Zj
n = V nỸj, et le processus τ -varié (Zn)n est bien station-

naire.

Proposition 3.34. Un processus (Xt)t∈Z ∈ L2(Ω) est τ -périodiquement corrélé si, et seule-
ment si, il existe une mesure spectrale aléatoire dépendante de n, ν(·, n), τ -périodique par
rapport à n, i.e., ν(·, n) = ν(·, n+τ), ∀n ∈ Z, définie sur les parties boréliennes de [0, 2π),
orthogonalement dispersée (au sens que ⟨ν(A, n), ν(B,m)⟩ = 0,∀n,m ∈ Z et A ∩ B = ∅)
et telle que :

Xn =

∫ 2π

0

eiλnν(dλ, n), ∀n ∈ Z. (3.20)

Démonstration. 1. SiXn a la forme (3.20) avec ν(·, n) = ν(·, n+τ) et ⟨ν(A, n), ν(B,m)⟩ =
0,∀A ∩B = ∅, alors, comme

⟨ν (A, n) , ν (B,m)⟩ = ⟨ν (A ∩B, n) , ν (A ∩B,m)⟩ ,
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on posera alors, pour tout n,m ∈ Z et A,B ∈ A[0,2π),

Fn,m (A ∩B) = ⟨ν(A, n), ν(B,m)⟩,
= ⟨ν(A, n+ τ), ν(B,m+ τ)⟩,
= Fn+τ,m+τ (A ∩B) .

Pour n,m fixé, on a

|Fn,m (A)| = |⟨ν(A, n), ν(A,m)⟩| ,
≤ ∥ν(A, n)∥ · ∥ν(A,m)∥ ,

=
√

Fn,n (A)Fm,m (A).

De plus, Fn,n(·) ≥ 0 et Fn,m(·) hérite la propriété de σ-additivité de la mesure ν(·, n).
Fn,m(·) est ainsi une mesure complexe (finie) et

⟨Xn, Xm⟩ =
⟨∫ 2π

0

eiλ1nν(dλ1, n),

∫ 2π

0

eiλ2mν(dλ2,m)

⟩
, (3.21)

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ei(λ1n−dλ2m) ⟨ν(dλ1, n), ν(dλ2,m)⟩ , (3.22)

=

∫ 2π

0

eiλ(n−m)Fn,m(dλ), (3.23)

=

∫ 2π

0

eiλ(n+τ−m−τ)Fn+τ,m+τ (dλ), (3.24)

⟨Xn+τ , Xm+τ ⟩ . (3.25)

Notons que la représentation (3.23) n’est autre que la représentation spectrale de la
fonction de corrélation du processus τ -périodiquement corrélé.

2. Inversement, Si (Xn)n est τ -périodiquement corrélé, nous utiliserons la représentation
spectrale de l’opérateur V , citée dans la proposition 3.31, afin d’obtenir la représentation
suivante :

Xn = V nYn =

∫ 2π

0

eiλn/τµ(dλ)[Yn],∫ 2π

0

eiλn/τν(dλ, n),

où les mesure ν(·, n) sont définies, pour toute partie borélienne A, par

ν(A, n) = µ(A)[Yn],

et vérifient clairement la relation ν(A, n) = ν(A, n+ τ), et que ν(·, n) et ν(·,m) sont
mutuellement orthogonalement dispersées, i.e.,

⟨ν(A, n), ν(B,m)⟩ = 0, A ∩B = ∅.
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Remarque 3.35. Les processus (Xn)n définis par (3.20) et pour lesquels, la mesure spec-
trale ν(·, n) est indépendante de n et non orthogonalement dispersée, sont dits processus
harmonisables (au sens faible).
La proposition 3.34 montre que tout processus τ -PC est harmonisable.

Les processus harmonisables ont été introduits en 1948 par Loève [51], puis développés
par Cramèr [22] dans le cadre des processus non stationnaires.

Dans ce qui suit, nous introduisons les processus harmonisables au sens fort, et nous
verrons que sous certaines conditions que tout processus harmonisable au sens fort est
periodiquement corrélé.

Définition 3.36. Un processus stochastique (Xn)n∈Z est dit fortement harmonisable au
sens de Loève si, et seulement si, sa fonction de covariance R a la forme suivante :

R(s, t) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ei(sλ−tθ)F (dλ, dθ), (3.26)

où F : [0, 2π)2 → C est une mesure définie positive hermitienne à variations (au sens de
Vitali) bornées, c-a-d

V(F ) = sup


n∑

i,j=1

|F (Ai, Bj)| , (Ai)i, (Bj)j ⊂ A[0,2π), (Ai, Bj) sont disjoints

 < ∞.

Notons que tout processus fortement harmonisable est faiblement harmonisable.

L’avantage des processus harmonisables, dans notre cas, est d’étudier la possibilité de
rendre la fonction de covariance R de processus périodiquement corrélés à la forme de celle
de processus harmonisables.

Rappelons que la fonction de covariance R d’un processus τ -périodiquement corrélé
peut s’écrit sous la forme d’une série de Fourier finie :

R(n+ p, n) =
τ−1∑
k=0

Bk(p) e
i2πknτ−1

, (3.27)

où les Bk(p) sont les coefficients de Fourier donnés par

Bk(p) = τ−1

τ−1∑
j=0

e−i2πkjτ−1

R(n+ p, n). (3.28)

Notons aussi que les coefficients Bk(p) ont une représentation spectrale donnée par

Bk(p) =

∫ 2π

0

eipλFk(dλ). (3.29)
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Proposition 3.37. [48] Soit R la fonction de covariance du processus harmonisable (Xn)n.
Alors (Xn)n est τ -PC (i.e., la fonction R est τ -périodique) si, et seulement si, le support
de la mesure F est contenu dans S =

∪τ−1
k=−τ+1 Sk où

Sk =
{
(λ1, λ2) ; λ2 = λ1 + 2πkτ−1

}
.

Démonstration. 1. Si le support de F ⊂ S, on a

ei(s+τ)λ1−i(t+τ)λ2 = ei(sλ1−tλ2)+iτ(λ1−λ2) = ei(sλ1−tλ2),

car, dans S, iτ(λ1 − λ2) = iτ(λ1 − λ1 − 2πkτ−1) = −2πk et e−i2πk = 1.
Donc, nous avons

R(s, t) =

∫ ∫
S

ei(sλ1−tλ2)F (dλ1, dλ2),

=

∫ ∫
S

ei(s+τ)λ1−i(t+τ)λ2F (dλ1, dλ2),

= R(s+ τ, t+ τ).

2. Réciproquement, si R est τ -périodique, R(s, t) = R(s+τ, t+τ), on a pour tout n ∈ N

R(s, t) =
1

2n+ 1

n∑
k=−n

R(s+ kτ, t+ kτ),

=
1

2n+ 1

n∑
k=−n

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ei(s+kτ)λ1−i(t+kτ)λ2F (dλ1, dλ2),

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ei(sλ1−tλ2)
1

2n+ 1

n∑
k=−n

eikτ(λ1−λ2)F (dλ1, dλ2),

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ei(sλ1−tλ2)Dn(λ1, λ2)F (dλ1, dλ2).

où

Dn(λ1, λ2) =
1

2n+ 1

n∑
k=−n

eikτ(λ1−λ2),

=
sin
[(
n+ 1

2

)
τ (λ1 − λ2)

]
2
(
n+ 1

2

)
sin
(

τ(λ1−λ2)
2

) .

Une propriété importante de la fonction Dn est qu’elle est continue et bornée, de plus,
si (λ1, λ2) ∈ S, Dn(λ1, λ2) = 1, et si (λ1, λ2) /∈ S, c’est à dire que (λ1, λ2) ̸= 2kπ, la
fonction Dn converge vers 0. On conclut que Dn converge vers 1S, fonction indicatrice
de S.
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Notons ϕk : λ → (λ, λ+ 2kπτ−1).
D’après les formules (3.27), (3.28) et (3.29), nous pouvons écrire la fonction R sous la forme
suivante :

R(n+ p, n) =
τ−1∑
k=0

e−i2πnkτ−1

∫ 2π

0

eipλγk(dλ), (3.30)

où γk(t) = Fk(ϕk(t)).

En utilisant le transformé de Fourier inverse de (3.30), on obtient∫ 2π

0

eipλγk(dλ) = τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1

R(n+ p, n). (3.31)

La famille des mesures {γk ; k = 1, · · · , τ − 1} est appelée spectrale du processus (Xn)n∈N.

3.4 Processus presque périodiquement corrélés

Dans cette partie, on s’intéresse à la presque périodicité corrélée (PPC) et à la presque
périodicité unitaire (PPU) d’un processus stochastique X = (Xt)t∈R à temps continue.
Nous énoncerons certains résultats et propriétés les concernant. Cette section est une
synthèse de l’article [49]
On supposera queX ∈ L2(Ω,A,P). Comme dans le cas discret, on notera pour tout t, s ∈ R

R(s, t) = E(XsXt) = ⟨Xs, Xt⟩,

la fonction de covariance de X.
On supposera de plus que les trajectoires de X sont continues en norme de L2(Ω), i.e.,
l’application

R −→ L2(Ω,A,P)
t 7−→ Xt

est continue.

On se donne un groupe d’opérateurs unitaires fortement continue U = {Uτ , τ ∈ R} sur
L2 ou sur un sous espace de L2, c’est à dire que

1. U0 = I ;

2. Uτ+ι = Uτ Uι, ∀ τ, ι ∈ R ;

3. ∀X ∈ L2, ∀ ε > 0, ∃ δ(ε,X) > 0 vérifiant

∥[Uτ+h − Uτ ]X∥ < ε,

pour tout |h| < δ(ε,X) ;
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4. Pour chaque τ ∈ R, Uτ est un opérateur linéaire sur L2.

Définition 3.38. Un processus X ∈ L2(Ω,A,P) est presque périodiquement unitaire s’il
est continu, en norme de L2, et s’il existe aussi un groupe fortement continu d’opérateurs
unitaires U = {Uτ , τ ∈ R} sur L2, tel que , pour tout ε > 0, l’ensemble

S(ε,X,U) = {τ ; sup
t∈R

∥Xτ+t − UτXt∥L2 < ε}, (3.32)

est relativement dense dans R.

Les processus stationnaires sont clairement PPU, car S(ε,X,U) = R, ∀ ε > 0.

Avant de donner quelques exemples de processus presque périodiquement unitaires, il
y a lieu de signaler que si HX = sp {Xt, t ∈ R}, alors il est possible d’avoir UτXt /∈ HX

pour certains t, τ ∈ R, (voir [49]).
Le plus petit sous espace de L2(Ω) pour lequel l’écriture (3.32) a un sens est

H(X,U) = sp {UτXt, t, τ ∈ R} .

Nous avons toujours l’inclusion HX ⊂ H(X,U) ; et pour les processus stationnaire, on a
HX = H(X,U) si U est un groupe d’opérateurs unitaires de décalage pour le processus X.

Exemples et propriétés élémentaires des processus PPU

a- Processus presque périodique : si X : R → L2(Ω) est uniformément presque périodique
(voir chapitre 2), alors X est PPU. Pour le voir, il suffit de considérer Uτ = I, le
groupe fortement continue réduit à l’opérateur identité ;

b- Processus continus périodiquement corrélés : Nous avons vu précédemment qu’un pro-
cessus X est τ -PC ssi

Xt+nT = UnXt, ∀ t ∈ R,

où τ = nT, n ∈ Z. d’où∥∥Xt+τ − Uτ/TXt

∥∥ = 0, ∀ t ∈ R, τ = nT, n ∈ Z.

et S(ε,X,U) est relativement dense dans R ;

c- Si X est faiblement stationnaire à trajectoires continue dans L2 et f : R → C une
fonction uniformément presque périodique, alors le processus défini par

Yt = f(t)Xt, t ∈ R
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est PPU. Le groupe d’opérateurs fortement continus associé est le groupe d’opérateurs
de décalage du processus X. Nous allons alors

∥f(t+ τ)Xt+τ − Uτ [f(t)Xt]∥ = ∥f(t+ τ)Xt+τ − f(t)UτXt∥ ,
= |f(t+ τ)− f(t)| ∥Xt+τ∥ < ε,

si |f(t+ τ)− f(t)| < ε/σX où σX = ∥Xt∥. Ce qui signifie que S(ε,X,U) = S(ε/σX , f)
est relativement dense car f est UPP ;

d- Si X est faiblement stationnaire et continu, et f : R → R une fonction UPP, alors
Yt = Xt+f(t) est PPU. En effet, soit U = {Uτ , τ ∈ R} le groupe d’opérateurs de
décalage de X.

Posons Rx(u) = E
{
X(t+ u)X(t)

}
, cette quantité ne dépend pas de t car X est

stationnaire. Nous avons alors :

∥Yt+τ − UτYt∥ =
∥∥Xt+τ+f(t+τ) −Xt+τ+f(t)

∥∥ ,
= [2Rx(0)− 2reRx(f(x+ τ)− f(t))]1/2,

où re(·) désigne la partie réelle de (·).
Etant donné ε > 0, par la continuité de Rx(u), il existe ε′ > 0 pour lequel

|f(t+ τ)− f(t)| < ε′ ⇒ ∥Yt+τ − UτYt∥ < ε.

Il s’ensuit que si τ ∈ S(ε′, f) (i.e., supt∈R |f(t+ τ)− f(t)| < ε′), alors τ ∈ S(ε, Y,U),
soit encore S(ε′, f) ⊂ S(ε, Y,U).
Comme S(ε′, f) est relativement dense dans R, il en est de même pour S(ε, Y,U).

Nous allons, dans la proposition suivante, donner une caractérisation des processus
continus PPU.

Proposition 3.39. [49] Un processus stochastique X = (Xt)t∈R est presque périodiquement
unitaire, de groupe d’opérateurs de décalage U = {Uτ ; τ ∈ R}, si, et seulement si, il est de
la forme :

Xt = UtYt, (3.33)

où Y = (Yt)t∈R est un processus uniformément presque périodique dans L2.

Démonstration. 1. On suppose Xt = UtYt, tel que (Yt)t∈R est uniformément presque
périodique et {Uτ ; τ ∈ R} un groupe d’opérateurs unitaires fortement continus. Alors,

∥Xτ+t − UτXt∥ = ∥Uτ+tYτ+t − UτUtYt∥ ,
= ∥Uτ+t[Yτ+t − Yt]∥ ,
= ∥Yτ+t − Yt∥ .

d’où S(ε,X,U) = S(ε, Y ) est relativement dense car Y est UPP.
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2. Réciproquement, en posant Zt = U−tXt on aura bien Xt = UtZt, de plus

∥Zt+τ − Zt∥ =
∥∥U−(t+τ)Xt+τ − U−tXt

∥∥ ,
= ∥U−tU−τXt+τ − U−tXt∥ ,
= ∥U−t∥ ∥U−τXt+τ −Xt∥ ,
= ∥U−τXt+τ −Xt∥ ,
= ∥Xt+τ − UτXt∥ .

D’où S(ε, Z) = S(ε,X,U) est relativement dense et Z est bien presque périodique au
sens de Bohr.

Remarque 3.40.

a- Trivialement, tout processus stationnaire à indice continu est PPU, en effet, il suffit
de prendre Yt = X0, et tenir compte du fait que Xt = UtX0.

b- La représentation (3.33) n’est pas unique. En effet, si Xt = UtYt, alors on peut définir

un nouveau groupe d’opérateurs unitaires Ũ =
{
Ũt, t ∈ R

}
par

Ũt = eiλtUt, λ ∈ R,

et un nouveau processus Ỹ = (Ỹt)t∈R uniformément presque périodique par

Ỹt = e−iλtYt.

On a clairement Xt = ŨtỸt.

Ci-après quelques propriétés élémentaires de processus PPU :

Proposition 3.41. 1. Si (Xt)t∈R est PPU, alors :

a- (Xt)t∈R est borné, i.e., supt∈R ∥Xt∥ < ∞ ;

b- (Xt)t∈R est uniformément continu sur R ;

c- Le processus (Zt,τ )(t,τ)∈R2 ; Zt,τ = UτYt, est uniformément continu sur R2.

2. Si X et Y deux processus PPU et si pour tout t ∈ R, Xt⊥Yt, alors, le processus Z
défini par Zt = Xt + Yt est PPU ;

3. Si {Xn, n ∈ N} est une suite de processus PPU de même groupe d’opérateurs unitaire
U, et si

lim
n→∞

sup
t∈R

∥Xn,t −Xt∥ = 0,

alors le processus limite (Xt)t∈R est PPU du même groupe U ;

4. Si (Xt)t∈R est PPU, alors :
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a- Si le processus dérivé (X ′
t)t∈R est uniformément continu, alors (X ′

t)t∈R est PPU
du même groupe U ;

b- ∀ a > 0, l’intégrale de Riemann

Yt(a) =

∫ t+a

t

Xsds,

est PPU.

Remarque 3.42. Si on désigne par R(X) le rang d’un processus PPU, alors R(X) et
R(X) sont bornés en tant qu’un espace métrique, car

d(Xt1 , Xt2) = ∥Xt1 −Xt2∥L2 ≤ ∥Xt1∥L2 + ∥Xt2∥L2 ≤ 2MX ,

où MX = supt∈R ∥Xt∥ < ∞ en vertu de (1)(a-) du proposition précédente (3.41). Contrai-
rement aux cas des fonction presque périodique (cas déterministe), R(X) n’est pas totale-
ment borné (donc n’est pas relativement compact). En effet, si X est processus stationnaire,
alors R(X) peut ne pas être un compact de L2(Ω) et pourtant tel processus est PPU (cf.
[49]).

Nous allons maintenant définir une classe plus large de processus ”presque périodiquement
corrélés” contenant les processus presque périodiquement unitaires, donnée par Gladyshev
[41].

Définition 3.43. Un processus X = (Xt)t∈R ∈ L2(Ω) est dit presque périodiquement
corrélé (PPC), au sens de Gladyshev, si la fonction R de covariance

R(s, t) = ⟨Xs, Xt⟩,

est uniformément continue sur R2 et pour chaque τ ∈ R, la fonction

t 7→ φ(t, τ) = R(t+ τ, t)

est uniformément presque périodique.
Si de plus, pour chaque t ∈ R, la fonction τ 7→ φ(t, τ) est continue et bornée, alors X est
dit uniformément presque périodiquement corrélé (UPPC).

Il est clair que les processus UPPC sont PPC au sens de Gladyshev.

Proposition 3.44. Tout processus presque périodiquement unitaire est uniformément presque
périodiquement corrélé.
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Démonstration. La bornitude et la continuité de l’application s 7→ φ(t, s) est une conséquence
directe de la bornitude et la continuité uniforme du processus (Xt)t.

Il reste donc à démontrer que l’ensemble

S(ε, φ) = {τ ; sup
t∈R

sup
s∈R

|φ(t+ τ, s)− φ(t, s)| < ε},

est relativement dense.

La presque périodicité unitaire de X permet d’écrire, pour t fixé,

Xt+s+τ = UτXt+s + ε(t+ s, τ), (3.34)

où Uτ ∈ U = {Uτ , τ ∈ R} est le groupe de décalage associé àX, et l’ensemble {τ ; supt ∥ε(t, τ)∥ < ε}
est relativement dense dans R.
En utilisant (3.34), il vient que

R(t+ s+ τ, t+ τ)−R(t+ s, t) = ⟨Xt+s+τ , Xt+τ ⟩ − ⟨Xt+s, Xt⟩,
= ⟨UτXt+s + ε(t+ s, τ), UτXt + ε(t, τ)⟩ − ⟨Xt+s, Xt⟩,
= ⟨UτXt+s, UτXt⟩+ ⟨UτXt+s, ε(t, τ)⟩+ ⟨ε(t+ s, τ), ε(t, τ)⟩
+ ⟨ε(t+ s, τ), UτXt⟩ − ⟨Xt+s, Xt⟩,
= ⟨UτXt+s, ε(t, τ)⟩+ ⟨ε(t+ s, τ), ε(t, τ)⟩+ ⟨ε(t+ s, τ), U(τ)Xt⟩.

L’application de l’inégalité de Schwarz permet d’avoir

|φ(t+ τ, s)− φ(t, s)| ≤ ∥UτXt+s∥ ∥ε(t, τ)∥+ ∥ε(t+ s, τ)∥ ∥ε(t, τ)∥
+ ∥ε(t+ s, τ)∥ ∥UτXt∥ .

On déduit, grâce à l’unitarité de U et la bornitude de X, que

sup
t,s∈R

∥UτXt+s∥ = MX .

Aussi, par définition de ε(t+ s, τ), on a

sup
t,s

∥ε(t+ s, τ)∥ < ε0, si τ ∈ (ε0, X,U).

D’où l’en déduit, pour τ ∈ S(ε0, X,U), que

sup
t,s∈R

|φ(t+ τ, s)− φ(t, s)| ≤ 2MXε0 + ε20 = P (ε0).

Comme la fonction ε0 7→ P (ε0) est monotone et continue, donc bijective, on conclut que

S(ε, φ) ⊃ S
(
P−1(ε), X,U

)
.
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3.4.1 Représentation spectrale des processus PPU

Dans cette section, nous présentons trois représentations des processus presque périodiquement
unitaires basées sur la caractérisation (3.33) de tels processus

Xt = UtYt. (3.35)

La première repose sur l’application du théorème de Stone concernant la représentation
spectrale des opérateurs unitaires. La deuxième représentation de (3.35) dépend du fait que
toute fonction uniformément presque périodiques à valeurs dans un espace de Hilbert est
limite uniforme de polynômes trigonométriques. La dernière est basée sur la décomposition
de (Yt)t relativement à une base orthonormale de HX .

Proposition 3.45. Un processus X est presque périodiquement unitaire si, et seulement
si, X a la représentation

Xt =

∫
R
eiλtµ(dλ, t), (3.36)

où pour chaque borélien A de AR, la fonction t 7→ µ(A, t) est uniformément presque
périodique, et µ(·, t) est orthogonalement dispersée , i.e.,

⟨µ(A, t), µ(B, s)⟩ = 0, ∀ s, t et A ∩B = ∅.

Démonstration. a- Si X est presque périodiquement unitaire, et U = {Ut, t ∈ R} le groupe
de décalage associé, alors en vertu du théorème de Stone (voir chapitre 1), on peut
écrire

Ut =

∫
R
eiλtdνλ,

qui est une intégrale par rapport à la mesure νλ à valeur projecteurs, il suffit alors
de considérer pour chaque borélien A, et t ∈ R,

µ(A, t) = νAYt,

et pour chaque t, la mesure µ(·, t) est orthogonalement dispersée, car νλ l’est :

∥µ(A, t+ τ)− µ(A, t)∥ = ∥νAYt+τ − νAYt∥ ,
≤ ∥Yt+τ − Yt∥ .

La presque périodicité de Y permet de conclure que

S (µ(A, ·), ε) ⊃ S (Y, ε) .

b- Réciproquement, supposons que X est de la forme (3.36). Posons µ(R, t) = Yt, alors Y
est uniformément presque périodique. Soit H(A) la fermeture, dans L2(Ω), de toutes
les combinaisons linéaires finis de la forme

N∑
j=1

αjµ(A
′
j, tj), tj ∈ R, A′

j ⊂ A,
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i.e.,
H(A) = sp {µ(A, t), t ∈ R} .

Si A ∩B = ∅, alors par hypothèse, on a H(A)⊥H(B).

Ce qui permet de définir une famille croissante d’opérateurs de projection νλ dans
l’espace H(R), où νλ(x) représente la projection de x dans H((−∞, λ]).

On peut donc écrire, pour chaque intervalle ]a, b], µ(]a, b], t) = ν]a,b] (Yt) et

Xt =

∫
R
eiλtµ(dλ, t),

=

∫
R
eiλtdνλ(Yt),

= UtYt,

où Ut est un opérateur d’un groupe d’opérateurs sur H(R) généré par la famille des
projections {νλ, λ ∈ R}.

Nous énonçons les deux autres représentations spectrale sans démonstration. On pourra
trouver plus de détails dans [49].

Proposition 3.46. Un processus X est PPU si, et seulement si, X est limite uniforme,
par rapport à t, de processus de la forme

Xn,t =
Kn∑
j=1

ζj,Kn,t e
iλjt,

où {ζj,Kn,t, j = 1, · · · , Kn, n ∈ N} est une famille de processus stochastiques conjointement
stationnaires et {λj, j ∈ Z} est un ensemble dénombrable de nombres réels.

Proposition 3.47. Un processus X est PPU si, et seulement si, X a la forme suivante :

Xt =
∑
j∈Z

aj,t fj(t),

où {aj,t}j∈Z est un processus stochastique conjointement stationnaire avec

E
{
|aj,0|2

}
= 1, ∀ j et E {ai,taj,t} = 0, ∀ t, ∀ i ̸= j. Et {fj}j∈Z est une suite de fonctions

UPP à valeurs dans C vérifiant∑
j∈Z

|fj(t)|2 ≤ M et sup
t∈R

∑
j>n

|fj(t)|2 −→ 0
n→∞

.



Chapitre 4

La Solution du processus AR(1)

4.1 Introduction

Soit (ξn)n∈Z une suite non corrélée de variables aléatoires complexes de moyenne nulle
et de variance 1. Considérons l’équation

Xn = anXn−1 + ξn ;n ∈ Z, (4.1)

d’inconnu Xn ; n ∈ Z, où les variables aléatoires Xn sont de moyenne nulle et de variance
finie, et {an}n∈Z ⊂ C∗.

Rappelons le résultat classique suivant (cf. [46]) :

Théorème 4.1. Si la suite {an}n∈Z est constante, i.e., an = a, ∀n ∈ Z, alors le système
(4.1) a une solution bornée si, et seulement si, |a| ̸= 1.
La solution est stationnaire et unique, de plus

1. Si |a| > 1, cette solution est donnée par

Xn =
∑
p>0

−a−pξn+p,

et dans ce cas, (ξn)n∈Z est un processus d’innovation rétrograde pour (Xn)n∈Z ;

2. Si |a| < 1, alors la solution est donnée par

Xn =
∑
p>0

apξn−p.

Dans ce cas, (ξn)n∈Z est un processus d’innovation progressif pour (Xn)n∈Z.

80
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Dans les deux cas, la mesure spectrale Γ de (Xn)n est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue normalisée dλ et

dΓ

dλ
(λ) =

1

|1− a e−iλ|2
, dλ-p.p. (4.2)

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions périodiquement et presque périodiquement
corrélées de (4.1) dans le cas général, où la suite (an)n n’est pas forcément constante.
Après avoir défini le cadre dans lequel se fait cette étude, nous aborderons dans la section
4.2, le problème d’existence de solutions bornées de (4.1), nous donnerons des conditions
nécessaires et suffisantes sur la suite (an)n pour l’existence de solutions bornées de (4.1).

Dans les sections 4.3 et 4.4, nous examinerons le cas où la suite (an)n est périodique
et presque périodique respectivement. Dans le cas périodique, la mesure spectrale de la
solution sera donnée. Une généralisation de (4.2) sera aussi établie. Nous caractériserons
les solutions périodiquement et presque périodiquement corrélées. Dans les deux cas, nous
énonçons et démontrons un résultats analogue au théorème 4.1.

Commençons par décrire le cadre dans lequel se fait cette étude.
Dans ce qui suit, les suites stochastiques du second ordre et centrées seront identifiées à
des suites d’éléments d’un espace de Hilbert complexe H, muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩
et d’une norme ∥·∥. Nous considérons ainsi que (Xn)n∈Z et (ξn)n∈Z comme deux suites deH.

Posons MX = sp {Xn; n ∈ Z} et Mξ = sp {ξn; n ∈ Z}, (l’adhérence étant prise dans
H au sens de la norme ∥·∥).
Rappelons que la suite (ξn)n est dite processus d’innovation progressif pour (Xn)n si (ξn)n
est une suite orthonormée et pour tout n ∈ Z

sp {ξk ; k ≤ n} = sp {Xk ; k ≤ n} .

Et elle est dite processus d’innovation rétrograde pour (Xn)n si (ξn)n est une suite ortho-
normée, et pour tout n ∈ Z,

sp {ξk ; k ≥ n} = sp {Xk ; k ≥ n− 1} .

La suite stochastique (Xn)n est dite :

1. bornée, si supn ∥Xn∥ < ∞ ;

2. stationnaire, si ⟨Xn+k, Xk⟩ dépend uniquement de k ;

3. périodiquement corrélée de période τ (τ -PC), si ∀ k ∈ Z, ⟨Xn+k, Xn⟩ est périodiquement
(en n) de période τ ;
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4. presque périodiquement corrélée (PPC), si ∀ k ∈ Z, la suite (⟨Xn+k, Xn⟩)n est presque
périodique ;

5. presque périodiquement unitaire s’il existe un opérateur unitaire U : H → H et une
suite presque périodique (fn)n à valeur dans H tels que Xn = Unfn, n ∈ Z.

4.2 La bornitude de la solution du AR(1)

Nous allons discuter, dans ce qui suit, les solutions bornées (Xn)n de l’équation (4.1),
où (ξn)n est une suite orthonormée de H donnée et (an)n une suite donnée de nombres
complexe non nuls.

Notons que, si l’équation (4.1) possède une solution bornée (Xn)n, alors sa projection
dans l’espace Mξ est aussi bornée, de plus elle vérifie l’équation (4.1). En effet, si on note
Zn = PMξ

(Xn) et Yn = Xn − Zn, alors la suite (Zn)n est aussi bornée, car :

sup
n

∥Zn∥ = sup
n

∥∥PMξ
(Xn)

∥∥ ,
≤
∥∥PMξ

∥∥
L(H)

sup
n

∥(Xn)∥ ,

= sup
n

∥(Xn)∥ < ∞.

Par ailleurs, en appliquant l’opérateur PMξ
à l’équation (4.1), on trouve

PMξ
(Xn) = PMξ

(anXn−1 + ξn) ;n ∈ Z,

ou encore
Zn = anZn−1 + ξn ;n ∈ Z, car PMξ

(ξn) = ξn,

d’où l’en déduit que

Xn − Zn = an(Xn−1 − Zn−1) ;n ∈ Z,

c’est à dire aussi
Yn = anYn−1 ;n ∈ Z.

Cette dernière équation signifie que dimMY est au plus égale à 1, oùMY est, par définition,
l’espace Mξ

⊥.

Dans un premier temps, nous allons nous restreindre aux solutions Xn qui se trouvent
dans le sous espace fermé engendré par les ξn, n ∈ Z.
Nous reviendrons plus loin au cas général où la solution Xn n’est pas forcement dans Mξ,
ce qui correspond à dimMY ̸= 0.
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On note As
r = Πs

i=rai, et on pose, par convention, As
r = 1 si r > s.

Supposons que (Xn)n est une solution de l’équation (4.1). En itérant l’équation (4.1) k-fois,
on obtient, pour tout n ∈ Z et k ≥ 1.

Xn = anXn−1 + ξn,

= anan−1Xn−2 + anξn−1 + ξn,

= An
n−1Xn−2 + An

nξn−1 + ξn,

= An
n−1[an−2Xn−3 + ξn−2] + An

nξn−1 + ξn,

...

= An
n+1−kXn−k +

k∑
j=1

An
n+1+j−kξn+j−k.

On déduit de cette équation que

Xn = An
n+1−kXn−k +

k∑
j=1

An
n+1+j−kξn+j−k. (4.3)

Avec un changement de variable dans (4.3), (n :=n+k), cette dernière devient

Xn+k = An+k
n+1Xn +

k∑
j=1

An+k
n+1+jξn+j , ∀n ∈ Z, ∀k ≥ 1. (4.4)

La multiplication de l’équation (4.3) par (An
n+1−k)

−1 nous donne

Xn−k = (An
n+1−k)

−1Xn −
k∑

j=1

(An
n+1−k)

−1An
n+1+j−kξn+j−k,

d’où l’on déduit que

Xn−k = (An
n+1−k)

−1Xn −
k∑

j=1

(An+j−k
n+1−k)

−1ξn+j−k. (4.5)

Les formules (4.3), (4.4) et (4.5) seront utilisées pour démontrer les lemmes suivants. Ces
derniers permettrons d’exprimer la bornitude de Xn en termes de conditions sur As

r.

Lemme 4.2. Si l’équation (4.1) a une solution bornée dans Mξ et supm |Am
1 | = ∞, alors

supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞.
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Démonstration. La condition supm |Am
1 | = ∞, signifie l’existence d’une suite (km)m∈Z ⊂ N∗

tend vers l’infini, telle que
lim

m→∞

∣∣Akm
1

∣∣ = ∞.

Comme les an sont différents de 0, pour tout n ∈ Z, donc Akm
n est un multiple non nul

de Akm
1

lim
m→∞

∣∣Akm
1

∣∣ = ∞ ⇔ lim
m→∞

∣∣An+km
n+1

∣∣ = ∞.

D’après (4.4), on a (
An+k

n+1

)−1
Xn+k = Xn +

k∑
j=1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j.

Pour la suite (km)m, on a limm→∞ km = ∞,
et

lim
m→∞

(
Xn +

km∑
j=1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j

)
=
(
lim

m→∞

(
An+km

n+1

)−1
Xn+km

)
= 0,

où la convergence a lieu sur MX ⊂ H au sens de la norme induite par le produit scalaire
de H. Donc

Xn = − lim
m→∞

km∑
j=1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j,

et comme (ξn)n∈Z forme une base orthonormé et Xn bornée, alors

lim
m

km∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
=
∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞.

Donc, pour tout n, la série (−
∑

j≥1(A
n+j
n+1)

−1ξn+j) converge vers la solutionXn. L’expression
de Xn en termes des ξn donnée par

Xn = −
∑
j≥1

(An+j
n+1)

−1ξn+j

montre que la solution Xn est unique.

Finalement, comme Xn est bornée, on déduit que supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞.

Lemme 4.3. Si l’équation (4.1) a une solution bornée dans Hξ et supm |A0
m|

−1
= ∞,

alors supn

∑
j≥1

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.
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Démonstration. On utilisera les mêmes arguments que précédemment. En effet :
On a supm |A0

m| = ∞, donc il existe une suite (km)m∈Z ∈ N∗, limm→−∞ km = ∞, telle
que

lim
m→−∞

∣∣A0
−km

∣∣−1
= ∞.

On a aussi
lim

m→−∞

∣∣A0
−km

∣∣−1
= ∞ ⇔ lim

m→−∞

∣∣A0
−km

∣∣ = 0.

Comme
k∑

j=1

An
n+1+j−kξn+j−k =

k−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j,

l’équation (4.3) devient alors :

Xn = An
n+1−kXn−k +

k−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j.

De plus, on a

An
n+1−k =

{
A0

n+1−kA
n
1 si n > 0,

A0
n+1−k(A

0
n+1)

−1 sinon.

où An
1 ̸= 0 et

(
A0

n+1

)−1 ̸= 0.

Donc limmAn
n+1−km

= limmA0
n+1−km

= 0.

Par ailleurs,

lim
m

Xn = lim
m

An
n+1−kmXn−km +

km−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j,

= lim
m

km−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j,

=
∑
j≥0

An
n+1−jξn−j.

Comme {ξn}n est orthonormée , on a ∥Xn∥2 =
∑

j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2.
Finalement, comme Xn est bornée quel que soit n ∈ Z, on aura alors :

sup
n

∑
j≥1

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.
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Lemme 4.4. Supposons que l’équation (4.1) a une solution bornée dans Mξ, et que

supm |A0
m|

−1
< ∞ et supm |Am

1 | < ∞. Alors nous avons

sup
n≥1

n∑
j=1

∣∣An
j+1

∣∣2 < ∞,

et

sup
n≥1

n∑
j=1

∣∣Aj−n
1−n

∣∣−2
< ∞.

Démonstration. Supposons que les deux suites (|A0
m|

−1
)m et (|Am

1 |)m sont uniformément
bornées par une constante C.

La solution de l’équation (4.1) est par hypothèse bornée, on reprend l’équation (4.4)
avec n = 0, on trouve

Xk = Ak
1X0 +

k∑
j=1

Ak
1+jξj ⇔ Xk − Ak

1X0 =
k∑

j=1

Ak
1+jξj.

Cependant, on a

k∑
j=1

∣∣Ak
1+j

∣∣2 = ∥∥Xk − Ak
1X0

∥∥2 ,
≤
(
∥Xk∥+

∣∣Ak
1

∣∣ ∥X0∥
)2

,

≤
(
sup
n

∥Xn∥+
∣∣Ak

1

∣∣ sup
n

∥Xn∥
)2

,

=

(
sup
n

∥Xn∥
)2

(1 + C)2 < ∞.

Donc supk≥1

∑k
j=1

∣∣Ak
1+j

∣∣2 < ∞.

De la même manière, pour la deuxième majoration, on reprend l’équation (4.5) avec
n = 0, on trouve

X−k =
(
A0

1−k

)−1
X0 +

k∑
j=1

(
Aj−k

1−k

)−1

ξj−k ⇔ X−k −
(
A0

1−k

)−1
X0 =

k∑
j=1

(
Aj−k

1−k

)−1

ξj−k.
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Par conséquent,

k∑
j=1

∣∣∣Aj−k
1−k

∣∣∣−2

=
∥∥∥X−k −

(
A0

1−k

)−1
X0

∥∥∥2 ,
≤
(
∥X−k∥+

∣∣A0
1−k

∣∣−1 ∥X0∥
)2

,

≤
(
sup
n

∥Xn∥
)2

(1 + C)2 < ∞, ∀ k ≥ 1.

Finalement supn≥1

∑n
j=1

∣∣Aj−n
1−n

∣∣−2
< ∞.

Considérons maintenant le cas général où les solutions bornées de l’équation (4.1) ne
sont pas forcement dans Mξ. Si

Xn = Yn + Zn,

où Zn = PMξ
Xn ∈ Mξ et PMξ

est la projection orthogonale sur Mξ, alors Xn est bornée

si, et seulement si, Zn et Yn sont bornées, et Yn = anYn−1 = a−1
n+1Yn+1.

On peut donc écrire, pour n > 0.

Yn = anYn−1,

= anan−1Yn−2,

...

= anan−1 · · · a1Y0,

= An
1Y0.

Et pour n ≤ 0, on a :

Yn = a−1
n+1Yn+1,

= (an+1an+2)
−1 Yn+2,

...

= (an+1an+2 · · · a0)−1 Y0,

=
(
A0

n+1

)−1
Y0.

Remarque 4.5. Nous avons signalé précédemment que dimMY est au plus égale à 1.
Nous allons voir sous quelles conditions dimMY = 0 et dimMY = 1.

SiXn est bornée et supm |Am
1 | = ∞, alors Yn est aussi bornée, et de plus supm |Am

1 |
−1 = 0,

et comme

Yn = lim
k→∞

(
An+k

n+1

)−1
Yn+k,
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alors Yn = 0.

Le même résultat est obtenu dans le cas où la solutionXn est bornée et le supm |A0
m|

−1
= ∞.

En effet, nous avons Yn = An
n+1−kYn−k.

D’après le lemme 4.3, on a

lim
k→∞

An
n+1−k = lim

k→∞
A0

n+1−k = 0,

donc

lim
k→∞

Yn = lim
k→∞

An
n+1−kYn−k = 0.

Par conséquence, on a Yn = 0.

Dans le cas où supm |A0
m|

−1
< ∞ et supm |Am

1 | < ∞ ; d’après le lemme 4.4, et comme
Yn est bornée, alors on a

Yn =


An

1Y0 si n > 0,(
A0

n+1

)−1
Y0 sinon .

(4.6)

où Y0 ̸= 0.

Il vient que, quelle que soit la nature de supm |Am
1 | et supm |A0

m|
−1
, fini ou infini, Yn

ne peut prendre qu’une seule valeur, zéro ou Y0 ( ̸= 0). On peut donc écrire

H⊥
ξ = HY =


{0} si supm |Am

1 | = ∞ ou supm |A0
m|

−1
= ∞,

{Y0} ≠ {0} si supm |A0
m|

−1
< ∞ et supm |Am

1 | < ∞ .

Nous pouvons, à présent, énoncer et démontrer le théorème caractérisant les solutions
bornées de l’équation (4.1) :

Théorème 4.6. L’équation (4.1) a une solution bornée si, et seulement si, seule une des
conditions suivantes est assurée :

1- supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞, et dans ce cas, la solution Xn est unique et est donnée par :

Xn = −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j, (4.7)

où (ξn)n∈Z est un processus d’innovation rétrograde pour Xn ; ou bien
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2- supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞, et dans ce cas la solution Xn est unique et est donnée par :

Xn =
∑
j≥0

An
n+1−jξn−j, (4.8)

où (ξn)n∈Z est un processus d’innovation progressif pour Xn ; ou bien

3- supn≥1

∑n
j=1

∣∣An
j+1

∣∣2 < ∞ et supn≥1

∑n
j=1

∣∣Aj−n
1−n

∣∣−2
< ∞, et dans ce cas la solution

Xn n’est pas unique, et toute suite de la forme

Xn =


An

1X0 +
∑n

j=1 An
j+1ξj si n > 0,

X0 si n = 0 ,(
A0

n+1

)−1
X0 −

∑0
j=n+1

(
Aj

n+1

)−1
ξj si n < 0.

(4.9)

est une solution bornée de (4.1) pour tout X0 ∈ Mξ. De plus, chaque solution dans
Mξ est de cette forme.

Démonstration. Suffisance : 1. supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞ ⇒ Xn est bornée ?

L’équation (4.1) permet d’avoir les équivalences suivantes :

Xn = anXn−1 + ξn ⇔ Xn+k = An+k
n+1Xn +

k∑
j=1

An+k
n+1+jξn+j,

⇔ Xn −
(
An+k

n+1

)−1
Xn+k = −

k∑
j=1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j,

⇔ lim
k

(
Xn −

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k

)
= −

∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j,

⇔ Xn − lim
k

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k = −

∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j,

⇔
∥∥∥Xn − lim

k

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k

∥∥∥2 =∑
j≥1

(An+j
n+1)

−2 < ∞.

D’où on déduit que

∥Xn∥2 − lim
k

∣∣An+k
n+1

∣∣−2 ∥Xn+k∥2 ≤
∥∥∥Xn − lim

k

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k

∥∥∥2 < ∞.

Grâce à la convergence de la série
∑

j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
, son terme général tend vers

0 : limj

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
= 0.

Soit encore
lim
k

∣∣An+k
n+1

∣∣−2 ∥Xn+k∥2 = 0.
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Par conséquent, Xn est bornée, de plus

sup
n

∥Xn∥2 = sup
n

∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−2
< ∞,

2. supn

∑
j≥1

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞ ⇒ Xn est bornée ?

L’équation (4.1) permet d’avoir les équivalences suivantes :

Xn = anXn−1 + ξn ⇔ Xn = An
n+1−kXn−k +

k∑
j=1

An
n+1−(k−j)ξn−(k−j),

⇔ Xn = An
n+1−kXn−k +

k−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j,

⇔ Xn − An
n+1−kXn−k =

k−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j,

⇔ lim
k

Xn − An
n+1−kXn−k = lim

k

k−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j,

⇔
∥∥∥Xn − lim

k
An

n+1−kXn−k

∥∥∥2 =∑
j≥0

(
An

n+1−j

)2
< ∞.

Cette dernière équivalence est justifiée par le fait que :∑
j≥0

(An
n+1−j)

2 ≤ sup
n

∑
j≥1

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.

Comme dans le premier cas, on a aussi, limk

∣∣An
n+1−k

∣∣2 = 0.
Par conséquent, Xn est bornée et la solution de l’équation (4.1) est donnée par :

Xn =
∑
j≥0

An
n+1−jξn−j.

3. supn≥1

∑n
j=1

∣∣An
j+1

∣∣2 < ∞ et supn≥1

∑n
j=1

∣∣Aj−n
1−n

∣∣−2
< ∞ ⇒ Xn est bornée ?

Pour ce cas, on prend l’équation (4.1) et on fait n-itérations jusqu’à l’obtention
de la variable X0, (n ≥ 1), c’est-à-dire

Xn = An
1X0 +

n∑
j=1

An
1+jξj. (4.10)
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L’équation (4.10) permet d’écrire :

Xn − An
1X0 =

n∑
j=1

An
1+jξj ⇒ ∥Xn − An

1X0∥2 =
n∑

j=1

(
An

1+j

)2
,

⇒ sup
n

∥Xn − An
1X0∥2 = sup

n

n∑
j=1

(
An

1+j

)2
< ∞.

D’où la bornitude de (Xn − An
1X0)n.

De manière similaire, on a

X−n =
(
A0

−n+1

)−1
X0 −

n∑
j=1

(
Aj−n

1−n

)−1
ξj−n, ∀n ∈ Z,

D’où passage à la norme∥∥∥X−n −
(
A0

−n+1

)−1
X0

∥∥∥2 = n∑
j=1

(
Aj−n

1−n

)−2
, ∀n ∈ Z.

Soit encore

sup
n≥1

∥∥∥X−n −
(
A0

−n+1

)−1
X0

∥∥∥2 = sup
n

n∑
j=1

(
Aj−n

1−n

)−2
< ∞,

d’où l’en déduit que la solution, X−n =
(
A0

−n+1X0

)−1
+
∑n

j=1

(
Aj−n

1−n

)−1
ξj−n, est

aussi bornée.

Nous terminons ce troisième point par une écriture globale de la solution Xn :

Xn =


An

1X0 +
∑n

j=1 An
j+1ξj si n > 0,

X0 si n = 0 ,(
A0

n+1

)−1
X0 −

∑0
j=n+1

(
Aj

n+1

)−1
ξj si n < 0.

Nécessité : Xn bornée ⇒ les points 1, 2 et 3 sont assurés ?

On suppose que Xn est une solution bornée de Xn = anXn−1 + ξn ;n ∈ Z.
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1. Soit k ≥ 1. D’après l’équation (4.4), on a

Xn =
(
An+k

n+1

)−1
Xn+k −

k∑
j=1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j. (4.11)

Il vient que

k∑
j=1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j = −Xn +

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k,

d’où par passage à la norme

k∑
j=1

(
An+j

n+1

)−2
=
∥∥∥−Xn +

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k

∥∥∥2 ,
en utilisant l’inégalité suivante :∥∥∥−Xn +

(
An+k

n+1

)−1
Xn+k

∥∥∥2 ≤ sup
n

∥Xn∥2
(
1 +

∣∣An+k
n+1

∣∣−1
)2

,

on obtient

lim
k

k∑
j=1

(
An+j

n+1

)−2 ≤ sup
n

∥Xn∥2 lim
k

(
1 +

∣∣An+k
n+1

∣∣−1
)2

.

Comme Xn est bornée, alors la convergence de la suite((
1 +

∣∣An+k
n+1

∣∣−1
)2)

k≥1

entrâıne la convergence de la série∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−2
.

Remarquons que les deux suites((
1 +

∣∣An+k
n+1

∣∣−1
)2)

k≥1

,

et (∣∣An+k
n+1

∣∣−2
)
k≥1

.

sont de même nature.

On s’intéresse à la convergence de la suite
(∣∣An+k

n+1

∣∣−2
)
k≥1

.
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– Si la suite
(∣∣An+k

n+1

∣∣−2
)
k≥1

est convergente, alors sa limite ne peut être que la

valeur nulle,

lim
k

∣∣An+k
n+1

∣∣−2
= 0,

car, les termes généraux, de la suite et de la série, sont identiques, et on a de
plus

(∑
n≥0 Un < ∞ ⇒ limn Un = 0

)
,

d’où l’implication

lim
k

∣∣An+k
n+1

∣∣−2
= 0 ⇒ lim

k

∣∣An+k
n+1

∣∣ = ∞,

et comme An
1 ̸= 0 et An+k

1 = An
1A

n+k
n+1 , on a limk

∣∣An+k
n+1

∣∣ = limk

∣∣An+k
1

∣∣ , ∀n ∈ Z,
donc supk

∣∣Ak
1

∣∣ = ∞. D’après le lemme 4.2, nous concluons que

sup
n

∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−2
< ∞.

2. Soit k ≥ 1, on a d’après l’équation (4.3),

Xn − An
n+1−kXn−k =

k−1∑
j=0

An
n+1−jξn−j, (4.12)

d’où l’en déduit

k−1∑
j=0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 = ∥∥Xn − An
n+1−kXn−k

∥∥2 ,
≤ sup

n
∥Xn∥2

(
1 +

∣∣An
n+1−k

∣∣)2 .
On remarque que la suite

(∣∣An
n+1−k

∣∣2)
k≥1

et la série
∑

j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 ont le même

terme général, donc si la série converge, alors la suite
(∣∣An

n+1−k

∣∣2)
k≥1

converge

vers zéro ; et comme Xn est bornée, on a

lim
k

∣∣An
n+1−k

∣∣2 = 0 ⇒ lim
k

∣∣An
n+1−k

∣∣−1
= ∞.

On a aussi An
n+1−k = A0

n+1−k · An
1 et comme An

1 ̸= 0 pour tout n ∈ Z, donc
limk

∣∣A0
n+1−k

∣∣−1
= ∞, ∀n ∈ Z. Par conséquent supk |A0

k|
−1

= ∞.

Finalement par application du lemme 4.3 et le fait que Xn est bornée et que
supk |A0

k|
−1

= ∞, nous déduisons que

sup
n

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.
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3. On a

Xn+k = An+k
n+1Xn +

k∑
j=1

An+k
n+1+jξn+j. (4.13)

et

Xn−k =
(
An

n+1−k

)−1
Xn −

k∑
j=1

(
An+j−k

n+1−k

)−1

ξn+j−k. (4.14)

On remplace n par zéro 0 dans (4.13) et (4.14), on trouve

Xk = Ak
1X0 +

k∑
j=1

Ak
1+jξj. (4.15)

et

X−k =
(
A0

1−k

)−1
X0 −

k∑
j=1

(
Aj−k

1−k

)−1

ξj−k. (4.16)

– D’après (4.15), on a

k∑
j=1

∣∣Ak
1+j

∣∣2 = ∥∥Xk − Ak
1X0

∥∥2 ,
≤ sup

n
∥Xn∥2

(
1 +

∣∣Ak
1

∣∣)2 .
– Et d’après (4.16), on a aussi

k∑
j=1

∣∣∣Aj−k
1−kj

∣∣∣−2

=
∥∥∥X−k −

(
A0

1−k

)−1
X0

∥∥∥2 ,
≤ sup

n
∥Xn∥2

(
1 +

∣∣A0
1−k

∣∣−1
)2

.

Finalement, en tenant compte de la bornitude de Xn et des deux conditions

supk

∣∣Ak
1

∣∣ < ∞ et supk

∣∣Ak
1

∣∣−1
< ∞, nous pouvons donc conclure que les deux

quantités,

sup
k≥1

k∑
j=1

∣∣∣Aj−k
1−kj

∣∣∣−2

et sup
k≥1

k∑
j=1

∣∣Ak
1+j

∣∣2,
sont bornées.

Remarque 4.7. Le théorème précédent montre, en particulier, que si les coefficients an
de l’équation (4.1) vérifient la deuxième condition du théorème 4.6, alors l’unique solution
bornée de (4.1) est causale.
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Il y a lieu de noter que l’expression des solutions bornées de l’équation (4.1) dépend
d’une relation d’orthogonalité entre les deux processus (Xn)n∈Z et (ξn)n∈Z. La proposition
suivante précise ce lien.

Proposition 4.8. Soit Xn une solution bornée de l’équation

Xn = anXn−1 + ξn ;n ∈ Z. (4.17)

On a alors :

1. Xn ⊥ ξk, ∀ k ≤ n, n ∈ Z si, et seulement si, supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞ ;

2. Xn ⊥ ξk, ∀ k ≥ n+ 1, n ∈ Z si, et seulement si, supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.

Démonstration. a- Nous allons démontrons d’abord la suffisance dans les deux cas

1. Soit Zn la projection orthogonale de Xn dans Mξ,
(
Zn = PMξ

Xn

)
.

Il est clair que Zn vérifie l’équation (4.17).
Supposons Xn ⊥ ξk ∀ k ≤ n, alors Zn ⊥ ξk ∀ k ≤ n .
Soit k = n − j ≤ n où j ≥ 0, Zn ne peut pas être en fonction de ξn−j ; j ≥ 0,
car Zn ⊥ ξk. Donc Zn ne peut pas être de la forme

∑
j≥0 A

n
n−jξn−j. Ainsi, les

coefficients an ne satisfont pas le deuxième point du théorème 4.6.

Comme Zn ∈ Mξ, alors Zn est de la forme suivante :

Zn =
∑

k≥n+1

ck (n) ξk,

où
∑

k≥n+1 |ck (n)|
2 < ∞. Cette condition est nécessaire pour la bornitude de

Zn, et Z0 est donné par

Z0 =
∑
k≥1

ck (0) ξk ; k ≥ 1.

On suppose que Zn est de la forme (4.9) du théorème 4.6, i.e.,

Zn = An
1Z0 +

n∑
j=1

An
j+1ξj,

=
∑
k≥1

An
1ck (0) ξk +

n∑
j=1

An
j+1ξj,

=
n∑

k=1

An
1ck (0) ξk +

∞∑
k=n+1

An
1ck (0) ξk +

n∑
k=1

An
k+1ξj,

=
n∑

k=1

(
An

1ck (0) + An
k+1

)
ξk +

∞∑
k=n+1

An
1ck (0) ξk = I + II.
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Comme Zn ⊥ ξk pour k ≤ n, alors les coefficients de ξk dans l’expression I sont
tous nuls, i.e.,

An
1ck (0) + An

k+1 = 0 ⇒ ck (0) = −
(
Ak

1

)−1
.

Donc
Zn = −

∑
k≥n+1

An
1

(
Ak

1

)−1
ξk,

et on a aussi, pour tout n supérieur à 1,

∑
k≥n+1

∣∣∣An
1

(
Ak

1

)−1
∣∣∣2 < ∞ ⇒

∑
k

∣∣Ak
1

∣∣−2
< ∞.

Comme cette série est convergente, alors

lim
k→∞

∣∣Ak
1

∣∣−2
= 0 ⇒ lim

k→∞

∣∣Ak
1

∣∣2 = ∞,

⇒ lim
k→∞

∣∣Ak
1

∣∣ = ∞.

Or d’après la troisième condition du théorème 4.6, on a supk

∣∣Ak
1

∣∣ < ∞. Contra-
diction.
Donc Zn ne peut pas être sous la forme (4.9).

On a limk→∞
∣∣Ak

1

∣∣ = supk

∣∣Ak
1

∣∣ = ∞, donc Zn est de la forme (4.7) du théorème

4.6, c’est à dire Zn = −
∑

j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j, et comme Zn est bornée, alors

sup
n

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞.

2. Supposons que Xn ⊥ ξk, ∀ k ≥ n+ 1, n ∈ Z. Alors Zn ⊥ ξk, ∀ k ≥ n+ 1.
Comme Zn = PMξ

Xn, on déduit donc, que Zn s’écrit en combinaison linéaire
de ξk ; k < n+ 1, ∀n ∈ Z, i.e.

Zn =
n∑

k=−∞

ck (n) ξk,

avec
∑n

k=−∞ |ck (n)|2 < ∞, car Zn est bornée.

Il est clair que Zn ne peut pas être de la forme (4.7) du théorème 4.6 car
Zn ⊥ ξk ∀ k ≥ n+ 1.
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On suppose, maintenant, que Zn est de la forme (4.9) du théorème 4.6, avec

Z0 =
0∑

k=−∞

ck (0) ξk,

et pour n < 0, Zn s’écrit comme suit

Zn =
(
A0

n+1

)−1
Z0 −

0∑
j=n+1

(
Aj

n+1

)−1
ξj,

=
0∑

k=−∞

(
A0

n+1

)−1
ck (0) ξk −

0∑
j=n+1

(
Aj

n+1

)−1
ξj,

=
n∑

k=−∞

(
A0

n+1

)−1
ck (0) ξk +

0∑
k=n+1

[
(
A0

n+1

)−1
ck (0)−

(
Ak

n+1

)−1
]ξk = I + II.

Comme Zn ⊥ ξk pour k ≥ n + 1, les coefficients de ξk de l’expression II sont
nuls, i. e., (

A0
n+1

)−1
ck (0)−

(
Ak

n+1

)−1
= 0 ⇒ ck (0) = A0

k+1.

Par conséquent

Zn =
n∑

k=−∞

(
A0

n+1

)−1
A0

k+1ξk,

et

n∑
k=−∞

∣∣∣(A0
n+1

)−1
A0

k+1

∣∣∣2 < ∞. (4.18)

La convergence de la série (4.18) assure que

lim
k→−∞

∣∣∣(A0
n+1

)−1
A0

k+1

∣∣∣2 = 0,

d’où l’en déduit que

lim
k→−∞

∣∣A0
k+1

∣∣−2
= ∞.

Soit encore
lim

k→−∞

∣∣A0
k+1

∣∣−1
= ∞.

Ceci constitue une contradiction avec la troisième condition du théorème 4.6.
Par conséquent, Zn ne peut pas prendre la forme (4.9).
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Nous allons montrer que Zn est forcément de la forme (4.8).

En utilisant la croissance de la suite
(∣∣A0

k+1

∣∣−1
)
k∈Z−

, on aura

lim
k→−∞

∣∣A0
k+1

∣∣−1
= sup

k

∣∣A0
k+1

∣∣−1
= ∞.

Ce qui correspond à la deuxième condition du théorème 4.6, donc

Zn =
n∑

k=−∞

ck (n) ξk,

=
∞∑

k=−n

c−k (n) ξ−k,

=
∞∑
j=0

cn−j (n) ξn−j.

Donc, Zn, qui orthogonal avec ξk pour tout k ≥ n+ 1, est donné par

Zn =
∑
j≥0

An
n−j+1ξn−j,

et comme Zn bornée, on a

∀n ∈ Z,
∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞ ⇒ sup
n

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.

b- Montrons la nécessité dans les deux cas :
D’après le théorème 4.6, la solution de l’équation est exprimée, dans les deux cas, de
façon suivante :

Xn = −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j. (4.19)

ou
Xn =

∑
j≥1

An
n+1−jξn−j. (4.20)

Comme les deux séries supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
et supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 sont convergentes,
alors Xn est bornée.
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4.3 Existence de solutions périodiquement corrélées

du AR(1)

On s’intéresse, dans cette section, à la caractérisation des solutions périodiquement
corrélés (lorsqu’elles existent) de l’équation

Xn = anXn−1 + ξn ;n ∈ Z, (4.21)

Nous considérons, dans un premier temps, le cas où la suite (an)n∈Z est périodique de
période τ (τ ≥ 1), i.e., an = an+τ , ∀n ∈ Z.

Notons par P l’expression :

P = Aτ
1 = a1 · a2 · . . . · aτ ,

pour r, s ∈ Z avec r > s, écrivons r = s+ k +Nτ où 0 ≤ k ≤ τ − 1 et N ∈ N.
Alors, grâce à la périodicité de (an)n, on a, d’une part :

Ar
s = As+k+Nτ

s ,

= as · as+1 · . . . · as+k · as+k+1 · . . . · as+k+τ · . . . · as+k+2τ · . . . · as+k+Nτ ,

= As+k
s · As+k+Nτ

s+k+1 .

Et d’autre part :

As+k+Nτ
s+k+1 =

(
As+k+τ

s+k+1

)N
,

= (Aτ
1)

N ,

= PN .

Donc, Ar
s = As+k

s · PN .

Le théorème suivant est une extension du théorème 4.6 au cas périodique.

Théorème 4.9. Soit (an)n∈Z une suite périodique de période τ et P = Aτ
1. L’équation

(4.21) a une solution bornée si, et seulement si, |P | ̸= 1. La solution est de plus unique et
est périodiquement corrélée de période τ . Son expression Xn est donnée par :

– Si |P | > 1, alors la solution est donnée par

Xn = −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j, (4.22)

et dans ce cas, (ξn)n∈Z est un processus d’innovation rétrograde pour Xn ;



4. La Solution du processus AR(1) 100

– Si |P | < 1, alors la solution est donnée par :

Xn =
∑
j≥1

An
n+1−j ξn−j, (4.23)

et dans ce cas, (ξn)n∈Z est un processus d’innovation progressif pour Xn.

Démonstration. (a) Supposons que |P | ̸= 1. On distingue deux cas, |P | > 1 et |P | < 1.

– Si |P | > 1, on a pour tout n ∈ Z,

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2 ≤
∑
N≥0

τ−1∑
k=0

∣∣An+k+Nτ
n+1

∣∣−2
,

=
∑
N≥0

τ−1∑
k=0

∣∣PN · An+k
n+1

∣∣−2
,

=
∑
N≥0

|P |−2N
τ−1∑
k=0

∣∣An+k
n+1

∣∣−2
,

=
1

1− |P |−2

τ−1∑
k=0

∣∣An+k
n+1

∣∣−2
< ∞.

Donc supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞. La condition (1) du théorème 4.6 est satisfaite.

– Si |P | < 1, on a ∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 = ∑
k+Nτ≥0

∣∣An
n+1−(k+Nτ)

∣∣2 ,
=
∑
N≥0

τ−1∑
k=0

∣∣An
n+1−(k+Nτ)

∣∣2 ,
=
∑
N≥0

|P |2N
τ−1∑
k=0

∣∣An
n+1−k

∣∣2 ,
=

1

1− |P |2
τ−1∑
k=0

∣∣An
n+1−k

∣∣2 < ∞.

Donc supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞. C’est à dire que la condition (2) du théorème 4.6
est satisfaite.

Comme la suite (an)n est périodique, alors les suites données par les formules (4.22)
et (4.23) sont périodiquement corrélées.
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(b) Supposons maintenant que P = 1. On vérifie facilement que∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
=
∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 = ∞.

En effet :

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
=
∑
N≥0

τ∑
k=1

∣∣An+k+Nτ
n+1

∣∣−2
,

=
∑
N≥0

|P |−2N
τ∑

k=1

∣∣An+k
n+1

∣∣−2
,

=
∑
N≥0

1 ·
τ∑

k=1

∣∣An+k
n+1

∣∣−2
= ∞.

On a de même

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 = ∑
N≥0

τ−1∑
k=0

∣∣An
n+1−(k+Nτ)

∣∣2 ,
=
∑
N≥0

|P |2N
τ−1∑
k=0

∣∣An
n+1−k

∣∣2 ,
=
∑
N≥0

1 ·
τ−1∑
k=0

∣∣An
n+1−k

∣∣2 = ∞.

On déduit alors, que les conditions 1 et 2 ne sont pas vérifiées.

Comme

Nτ+1∑
j=1

∣∣ANτ+1
j+1

∣∣2 = ∣∣ANτ+1
2

∣∣2 + ∣∣ANτ+1
3

∣∣2 + . . .+
∣∣ANτ+1

τ+1

∣∣2 + ∣∣ANτ+1
τ+2

∣∣2
+ . . .+

∣∣∣ANτ+1
(N−1)τ+1

∣∣∣2 + ∣∣∣ANτ+1
(N−1)τ+2

∣∣∣2 + . . .+
∣∣ANτ+1

Nτ+1

∣∣2 ,
≥
∣∣ANτ+1

2

∣∣2 + ∣∣ANτ+1
τ+2

∣∣2 + . . .+
∣∣∣ANτ+1

(N−1)τ+2

∣∣∣2 ,
=

N−1∑
k=0

∣∣ANτ+1
kτ+2

∣∣2 ,
≥ N

∣∣∣ANτ+1
(N−1)τ+2

∣∣∣2 = N |P |2 = N −→ ∞,
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donc,

sup
n≥1

n∑
j=1

∣∣An
j+1

∣∣2 ≥ sup
n=Nτ+1

n∑
j=1

∣∣An
j+1

∣∣2 = ∞.

Cela signifie que la troisième condition du théorème 4.6 n’est pas satisfaite.

On conclut que pour |P | = 1, aucune condition du théorème 4.6 n’est vérifiée.
En vertu du théorème 4.6, le système Xn = anXn−1 + ξn, n ∈ Z, ne possède aucune
solution bornée si |P | = 1.

Le théorème précédent montre que le système Xn = anXn−1+ξn, n ∈ Z, avec des coeffi-
cients an périodiques, possède une solution causale périodiquement corrélée si, et seulement
si, |P | < 1. Notons que la suffisance de cette condition a été démontrée, pour la première
fois, par Pagano (1978) [62].

On s’intéresse dans ce qui suit à la réciproque du théorème précédent. On se posera donc
la question suivante : si le systèmeXn = anXn−1+ξn, n ∈ Z, a une solution périodiquement
corrélée, est-il possible de conclure que la suite (an)n est périodique ?
Avant de répondre à cette question, on aura besoin de démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.10. Soit Xn une solution périodiquement corrélée de l’équation (4.21). Si
Xn−1 ⊥ ξn ou Xn ⊥ εn, ∀n ∈ Z, alors (an)n∈Z est une suite périodique.

Démonstration. Soit Xn une solution périodiquement corrélée de l’équation (4.21).

1. Supposons que pour tout n ∈ Z, Xn−1 ⊥ ξn.
Pour tout n ∈ Z, on peut écrire

∥Xn∥2 = ∥anXn−1 + ξn∥2 = |an|2 ∥Xn−1∥2 + 1 ≥ 1.

car Xn−1 ⊥ ξn, et (ξn)n∈Z est orthonormée.
En multipliant (4.21) par (Xn−1) (au sens du produit scalaire), on aura

⟨Xn, Xn−1⟩ = ⟨anXn−1 + ξn, Xn−1⟩ = an ∥Xn−1∥2 ,

alors la suite (an)n∈Z définie par

an =
⟨Xn, Xn−1⟩
∥Xn−1∥2

, n ∈ Z,

est périodique.
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2. Soit Xn ⊥ ξn, ∀n ∈ Z. On a

Xn − ξn = anXn−1 ⇒ ∥Xn − ξn∥2 = |an|2 ∥Xn−1∥2 .

Comme Xn ⊥ ξn, on a

∥Xn∥2 + 1 = |an|2 ∥Xn−1∥2 ≥ 1,

donc ∥Xn∥2 + 1 ̸= 0 ∀n ∈ Z. En multipliant (4.21) par Xn, on obtient

∥Xn∥2 = ⟨Xn, Xn⟩ = ⟨anXn−1 + ξn, Xn⟩,
= an⟨Xn−1, Xn⟩, ∀n ∈ Z.

Comme ∥Xn∥2 ̸= 0, alors ⟨Xn−1, Xn⟩ ̸= 0, donc la suite de terme général

an =
∥Xn∥2

⟨Xn, Xn−1⟩
, n ∈ Z,

est périodique.

Théorème 4.11. Supposons que l’équation (4.21) a une solution périodiquement corrélée.
Alors les coefficients an, n ∈ Z, sont périodiques si, et seulement si, seule une des deux
premières conditions du théorème 4.6 est assurée.

Démonstration. ⇐) Soit Xn une solution périodiquement corrélée de l’équation (4.21).
Xn étant bornée et (an)n est périodique, donc une des deux premières conditions du
théorème 4.6 est vérifiée (voir la preuve du théorème 4.6).
La solution Xn périodiquement corrélée implique sa bornitude .
Comme les an, n ∈ Z, sont périodiques et d’après le théorème 4.9, on a une des deux
premières conditions du théorème 4.6 est assurée.

⇒) Xn est périodiquement corrélée.

– Si la première condition du théorème 4.6 est assurée, i.e., supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞,

alors
Xn = −

∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j.

Comme Xn est en fonction de (ξn+1, ξn+2, . . .), donc Xn est orthogonale avec ξn.

– Si la deuxième condition du théorème 4.6 est assurée, i.e., supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞,
la solution est de la forme :

Xn =
∑
j≥0

An
n+1−jξn−j.

On remarque que Xn est en fonction de (. . . , ξn−2, ξn−1, ξn). C’est à dire que Xn−1

est en fonction de (. . . , ξn−3, ξn−2, ξn−1). Donc, Xn−1 est orthogonale avec ξn.
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D’après la proposition 4.10, on conclut que les an, n ∈ Z, sont périodiques dans les
deux cas.

Densité spectrale de la solution périodiquement corrélée

Rappelons que l’unique solution périodiquement corrélée du système (4.21) est donnée
par

Xn =

 −
∑

j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j, si |P | > 1 ;∑

j≥0 A
n
n+1−jξn−j, si |P | < 1.

Il convient aussi de signaler que, dans ce cas, nous avons Mξ = MX .

Avant de donner la représentation spectrale de (Xn)n, nous allons d’abord, montrer
qu’on peut identifier Xn à une suite (fn)n ⊂ L2 = L2 ([0, 2π[ , dλ), où dλ est la mesure de
Lebesgue normalisée sur [0, 2π[.

Soit V : MX → MX l’opérateur défini par

V (ξi) = ξi+1.

Alors V est un opérateur unitaire, de plus la solution Xn de l’équation (4.21) vérifie

Xn = V nYn,

où Yn est la suite périodique à valeur dans MX donnée par

Yn =

 −
∑

j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξj si |P | > 1;∑

j≥0 A
n
n+1−jξ−j si |P | < 1.

Soit Ψ l’opérateur unitaire défini par

Ψ :Mξ −→ L2 ([0, 2π), dλ) ,

ξt 7−→ exp{it·},

où dλ est la mesure de Lebesgue normalisée sur [0, 2π[. Posons fn = Ψ(Xn). L’équation
(4.21) devient alors :

fn (·) = anfn−1 (·) + ein·. (4.24)

En appliquant l’opérateur Ψ aux équations (4.22) et (4.23), et en remarquant que ΨVΨ−1

est l’opérateur de multiplication par exp{it·}, on peut affirmer que la solution Xn est
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unitairement équivalente à la suite fn = ein·gn dans L2, où gn est une suite périodique
donnée par

gn (λ) = [1− P e−iτλ]−1Gn (λ) , (4.25)

où

Gn (λ) =
τ−1∑
k=0

An
n−k+1e

−ikλ. (4.26)

En effet,

1. Si |P | < 1, alors

fn = Ψ(Xn) = Ψ

(∑
j≥0

An
n+1−jξn−j

)
,

=
∑
j≥0

An
n+1−je

i(n−j)·.

D’on l’en déduit que

gn (λ) =
∑
j≥0

An
n+1−je

−ijλ,

=
∞∑

N=0

PNe−iNτλ

τ−1∑
k=0

An
n+1−ke

−ikλ,

= [1− P e−iτλ]−1

τ−1∑
k=0

An
n−k+1e

−ikλ.

2. Si |P | > 1, on aura aussi

fn = Ψ(Xn) = Ψ

(
−
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j

)
,

= −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ei(n+j)·.
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Par conséquent

gn (λ) = −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
eijλ,

= −
∑

k+Nτ≥1

(
An+k+Nτ

n+1

)−1
eiλ(k+Nτ),

= −
∑
N≥0

τ∑
k=1

P−N
(
An+k

n+1

)−1
eikλeiNτλ,

= −
∑
N≥0

P−N eiNτλ

τ∑
k=1

(
An+k

n+1

)−1
eikλ,

= −
[
1− P−1 eiτλ

]−1
τ∑

k=1

(
An+k

n+1

)−1
eikλ,

=
[
1− P e−iτλ

]−1
P e−iτλ

τ∑
k=1

(
An+k

n+1

)−1
eikλ,

=
[
1− P e−iτλ

]−1
τ∑

k=1

P
(
An+k

n+1

)−1
e−i(τ−k)λ,

=
[
1− P e−iτλ

]−1
τ−1∑
l=0

P
(
An+τ−l

n+1

)−1
e−ilλ, (l := τ − k) ,

=
[
1− P e−iτλ

]−1
τ−1∑
l=0

(
An+τ

n+τ−l+1

)+1
e−ilλ,

=
[
1− P e−iτλ

]−1
τ−1∑
l=0

An
n−l+1 e

−ilλ,

Nous allons donc utiliser l’identification (Xn ↔ fn = ein·gn ∈ L2), pour calculer le
spectre de Xn. Cette méthode, [46], repose sur le résultat de Gladyshev, [40], que nous
décrirons, brièvement, ici :

Tout processus (Xn)n τ -périodiquement corrélé est fortement harmonisable. Il existe
donc une unique mesure complexe Γ définie sur [0, 2π)2, dite mesure spectrale de Xn, telle
que

⟨Xn, Xm⟩ =
∫ 2π

0

∫ 2π

0

einλ1−imλ2Γ (dλ1, dλ2) , (4.27)

où

Γ (dλ1, dλ2) =
τ−1∑
k=0

Γk (dλ1, dλ2) ,
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et le support de Γk est

Lk =

{(
λ, λ+

2πk

τ

)
, λ ∈ [0, 2π)

}
, k = 0, 1, · · · , τ − 1.

L’ensemble Lk, k = 0, 1, · · · , τ − 1, est l’image de l’intervalle [0, 2π) par l’application
bijective

ϕk (λ) =

(
λ, λ+

2πk

τ

)
, k = 0, 1, · · · , τ − 1.

Ce détaille, nous permet d’avoir la représentation suivante du processus (Xn)n, τ -PC :

⟨Xn+p, Xn⟩ =
τ−1∑
k=0

e−i2πnk/τ

∫ 2π

0

eipλγk (dλ) ,

où γk (λ) = Γk (ϕk (λ)). En appliquant la transformée de Fourier (discrète) inverse, on
obtient : ∫ 2π

0

eipλγk (dλ) = τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnk/τ ⟨Xn+p, Xn⟩,

Pour plus de détails, voir la proposition 3.37, page 71.

Proposition 4.12. Soit (an)n∈Z une suite τ -périodique, avec |P | = |a1. · · · .aτ−1| ̸= 1.
Soit {γk ; k = 1, · · · , τ−1} le spectre de la solution τ -périodiquement corrélée de l’équation
(4.21). Alors les mesures γk sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue
normalisé dλ, et

dγk
dλ

(λ) =
∣∣1− P e−iτλ

∣∣−2
τ−1∑
l=0

Ĝl

(
λ+ 2πlτ−1

)
Ĝl−k (λ+ 2πlτ−1),

où

Gn (λ) =
τ−1∑
k=0

An
n−k+1 e

−ikλ et Ĝj (λ) = τ−1

τ−1∑
n=0

Gn (λ) e
−i2πjnτ−1

.

Démonstration. Soit (gn)n la suite donnée par la formule (4.25).

1. En premier lieu, nous allons simplifier la somme suivante , qui sera utile par la suite :

τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1

gn+p (λ) gn (λ) = τ−1

τ−1∑
n=0

τ−1∑
j=0

τ−1∑
l=0

ei2πnkτ
−1

ĝl (λ) ĝj (λ)e
(i2πnj−i2πl(n+p))τ−1

.

=
τ−1∑
l=0

τ−1∑
j=0

e−i2πlpτ−1

ĝl (λ) ĝj (λ)
τ−1∑
n=0

τ−1e(i2πn(k+j−l))τ−1

.
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Sous la condition que k + j − l = 0, la troisième somme sous l’indice n vaut un, i.e.,

τ−1∑
n=0

τ−1e(i2πn(k+j−l))τ−1

= 1.

Et sous la même condition, la double somme restante, sous l’indice j et l, peut être
remplacée par une seule somme, sous l’indice l, moyennant quelques modifications
dans l’expression du terme général, et on obtient

τ−1∑
l=0

e−i2πlpτ−1

ĝl (λ) ĝl−k (λ),

on aura finalement

τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1

gn+p (λ) gn (λ) =
τ−1∑
l=0

e−i2πlpτ−1

ĝl (λ) ĝl−k (λ).

En vertu de l’équivalence entre les deux suites (Xn)n et (ein·gn)n, on a

⟨Xn+p, Xn⟩ =
∫ 2π

0

ei(n+p)λe−inλ gn+p (λ) gn (λ) (dλ) .

Dans ce cas, et grâce à la transformée de Fourier inverse (voir la formule (3.31)), on
peut écrire

∫ 2π

0

eipλγk (dλ) = τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1 ⟨Xn+p, Xn⟩,

= τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1

∫ 2π

0

ei(n+p)λe−inλ gn+p (λ) gn (λ) (dλ) ,

=

∫ 2π

0

τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1

ei(n+p)λ−inλ gn+p (λ) gn (λ) (dλ) ,

=

∫ 2π

0

eipλ[τ−1

τ−1∑
n=0

ei2πnkτ
−1

gn+p (λ) gn (λ)] (dλ) ,

=

∫ 2π

0

eipλ[
τ−1∑
l=0

e−i2πlpτ−1

ĝl (λ) ĝl−k (λ)] (dλ) ,

=
τ−1∑
l=0

∫ 2π

0

eip(λ−2πlτ−1) ĝl (λ) ĝl−k (λ) (dλ) ,
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En utilisant le changement de variable, λ := λ+ 2πlτ−1, on obtient∫ 2π

0

eipλγk (dλ) =

∫ 2π

0

eipλ [
τ−1∑
l=0

ĝl
(
λ+ 2πlτ−1

)
ĝl−k (λ+ 2πlτ−1)] (dλ) ,

comme
ĝn
(
λ+ 2πlτ−1

)
= [1− P e−iτλ]−1Ĝn

(
λ+ 2πlτ−1

)
,

alors

dγk
dλ

(λ) =
∣∣1− P e−iτλ

∣∣−2
τ−1∑
l=0

Ĝl

(
λ+ 2πlτ−1

)
Ĝl−k (λ+ 2πlτ−1).

Remarque 4.13. Dans [67], Sakai a donné une méthode pour calculer la densité spec-
trale d’un processus PARMA général via un processus vectoriel stationnaire ARMA. La
méthode présentée ici est plus explicite et fait ressortir clairement la généralisation (3.2)
de la formule (4.2) du cas stationnaire.

4.4 La solution presque périodiquement corrélée du

AR(1)

Dans cette partie, nous étudions le problème de l’existence de solutions presque périodiquement
corrélées de l’équation (4.1), en supposant que les coefficients an, n ∈ Z, sont presque
périodiques.
Pour ce faire, nous commençons par énoncer un lemme sur les suites presque périodique ,
dont la démonstration repose sur le fait qu’une suite (fn)n, dans espace de Hilbert B,
est presque périodique si, et seulement si, elle est faiblement presque périodique, de plus,
l’ensemble {fn, n ∈ Z} est conditionnellement compact dans B (voir [20], théorème 6.18).

Lemme 4.14. Soit fn =
(
g1,n , g2,n , · · ·

)
, n ∈ Z, une suite dans ℓ2 telle que (gi,n)n∈Z est

une suite presque périodique pour chaque i.
Alors la suite (fn)n∈Z est presque périodique si, et seulement si,

1. (fn)n∈Z est bornée ;

2. Il existe une suite (Nk)k∈N dans N,qui tend vers l’infini, telle que

lim
k→∞

sup
n

(∑
i≥Nk

|gi,n|2
)

= 0. (4.28)

Le théorème suivant est analogue au théorème 4.6. Il convient de signaler que la
troisième condition de ce dernier n’a pas lieu lorsque les coefficients an, n ∈ Z, sont presque
périodiques.
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Théorème 4.15. Soit (an)n∈Z une suite presque périodique, alors l’équation (4.21) a une
solution bornée si, et seulement si, une seule des deux conditions suivantes est assurée :

1. supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞, dans ce cas la solution Xn est unique et est donnée par :

Xn = −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξn+j ; (4.29)

2. supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞, dans ce cas la solution Xn est unique et est donnée par :

Xn =
∑
j≥0

An
n+1−jξn−j. (4.30)

Démonstration. Dans cette preuve, on va vérifier que, si (an)n∈Z est presque périodique,
alors la troisième condition du théorème 4.6 ne peut pas avoir lieu. Autrement dit, les deux
conditions

sup
n≥1

n∑
j=1

∣∣An
j+1

∣∣2 ≤ C < ∞, (4.31)

et

sup
n≥1

n∑
j=1

∣∣Aj−n
1−n

∣∣−2 ≤ C < ∞, (4.32)

ne peuvent pas être vérifiées simultanément.

En effet, si (4.31) est vérifiée, alors on a pour n ≥ 1 et k ≥ 0,∣∣An+k
n

∣∣2 ≤ C, (4.33)

et si (4.32) est vérifiée, alors, pour n ≥ 1, il existe un entier kn, avec 0 ≤ kn ≤ n, tel que∣∣A−n+kn
−n

∣∣2 ≥ n+ 1

C
. (4.34)

Soit n0 ∈ N tel que
n0

C
≥ C + 1.

Posons k0 = kn0 , où 0 ≤ kn0 ≤ n0. En vertu de l’équation (4.34), on a∣∣∣A−n0+kn0
−n0

∣∣∣2 ≥ n0 + 1

C
≥ n0

C
≥ C + 1. (4.35)

On considère la suite presque périodique (un)n définie par

un =
∣∣∣An+kn0

n

∣∣∣2 ,
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qui, d’une part, vérifie d’après (4.33), un ≤ C, ∀n ≥ 1, et d’autre part, elle vérifie aussi
Un > C + 1

2
pour un certain n0 < 0.

Mais alors ceci est en contradiction avec la presque périodicité de la suite (Un)n.

Comme dans le cas périodique, on utilisera un opérateur unitaire U particulier pour
donner une autre expression de l’unique solution PPC de l’équation (4.21). On considérera
alors l’opérateur unitaire :

U : HX −→ HX

ξi 7−→ ξi+1.

La solution PPC est exprimée de la façon suivante :

Xn = UnYn,

où

Yn =


−
∑

j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξj si supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞,

∑
j≥0 A

n
n+1−jξ−j si supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞.
(4.36)

Notons que, dans l’expression (4.36), tous les coefficients
(
An

n+1−j

)
j
et
((

An+j
n+1

)−1
)
j

sont presque périodiques par rapport à n, car la suite (an)n l’est. Nous ne pouvons, toute-
fois, pas conclure que la suite (Yn)n est Bohr-presque périodique. Si c’est le cas, la solution
(Xn)n serait alors presque périodiquement unitaire (PPU).

L’objectif du paragraphe suivant est de montrer la presque périodicité, au sens de Bohr,
de la suite (Yn)n, moyennant certaines hypothèses supplémentaires.

Rappelons que dans le cas où (an)n est τ -périodique, le problème de l’existence d’une
solution bornée est exprimée en terme de conditions sur le produit successif P = a1 · · · aτ
des éléments de la suite (an)n.

Afin d’exploiter cette idée, on pose, pour N ≥ 1,

IN = inf
n

∣∣An+N
n+1

∣∣ , α = sup
N≥1

IN ,

et
SN = sup

n

∣∣An+N
n+1

∣∣ , β = inf
N≥1

SN .
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On a la presque périodicité de la suite (an)n∈Z nous assure sa bornitude.
Cependant, ∀N ≥ 1, SN < ∞ et IN peut être nul, de plus

SNk ≤ (SN)
k et INk ≥ (IN)

k , N, k ≥ 1,

car

sup
n

∣∣An+Nk
n+1

∣∣ = sup
n

[∣∣An+N
n+1

∣∣ · ∣∣An+2N
n+N+1

∣∣ · . . . · ∣∣∣An+kN
n+(k−1)N+1

∣∣∣] ,
≤ sup

n

∣∣An+N
n+1

∣∣ · sup
n

∣∣An+2N
n+N+1

∣∣ · . . . · sup
n

∣∣∣An+kN
n+(k−1)N+1

∣∣∣ ,
=

(
sup
n

∣∣An+N
n+1

∣∣)k

= (SN)
k ,

de même, on a

inf
n

∣∣An+Nk
n+1

∣∣ = inf
n

[∣∣An+N
n+1

∣∣ · ∣∣An+2N
n+N+1

∣∣ · . . . · ∣∣∣An+kN
n+(k−1)N+1

∣∣∣] ,
≥ inf

n

∣∣An+N
n+1

∣∣ · inf
n

∣∣An+2N
n+N+1

∣∣ · . . . · inf
n

∣∣∣An+kN
n+(k−1)N+1

∣∣∣ ,
=
(
inf
n

∣∣An+N
n+1

∣∣)k = (IN)
k .

Théorème 4.16. Soit (an)n∈Z une suite presque périodique. Si α > 1 ou β < 1, alors
l’équation (4.21) a une solution presque périodiquement unitaire, et elle est de la forme
suivante :

Xn = UnYn.

où

Yn =

 −
∑

j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξj si α > 1,∑

j≥0 A
n
n+1−jξ−j si β < 1.

(4.37)

Démonstration. La presque périodicité de Yn repose sur les deux premières majorations du

théorème 4.6, à savoir supn

∑
j≥1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
< ∞ et supn

∑
j≥0

∣∣An
n+1−j

∣∣2 < ∞, et l’applica-
tion du lemme 4.14.
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Soit n ∈ N, N ≥ 1 et k ≥ 0, on a∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣2 =∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+1

∣∣2 ,
=
∑
i≥1

∣∣An+kN
n+1 · An+kN+i

n+kN+1

∣∣2 ,
=
∣∣An+kN

n+1

∣∣2 ·∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣2 ,
≤ sup

n

∣∣An+kN
n+1

∣∣2 · sup
n

∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣2 ,
= (SN)

2k · sup
n

∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣2 ,
= (SN)

2k · sup
n

∑
i≥1

∣∣An+i
n+1

∣∣2 ,
≤ (SN)

2k · sup
n

(∑
p≥0

N∑
j=1

∣∣∣An+pN+j
n+1

∣∣∣2) , (i = pN + j)

≤ (SN)
2k · sup

n

(∑
p≥0

∣∣∣An+pN
n+1

∣∣∣2 · N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣2) ,

≤ (SN)
2k ·
∑
p≥0

S2p
N · sup

n

(
N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣2) .

Pour simplifier l’écriture, on pose

CN = sup
n

(
N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣2) .

Donc, on a

sup
n

( ∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣2) ≤ CN S2k
N

∑
p≥0

S2p
N . (4.38)
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Concernant l’estimation de supn

(∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
)
, sous la condition IN ̸= 0, on a∑

j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2
=
∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+1

∣∣−2
,

=
∑
i≥1

∣∣An+kN
n+1 · An+kN+i

n+kN+1

∣∣−2
,

=
∣∣An+kN

n+1

∣∣−2 ·
∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣−2
,

≤ sup
n

(∣∣An+kN
n+1

∣∣−2
)
· sup

n

∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣−2
,

≤
(
inf
n

∣∣An+kN
n+1

∣∣)−2

· sup
n

∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣−2
,

= (IN)
−2k · sup

n

∑
i≥1

∣∣An+kN+i
n+kN+1

∣∣−2
,

= (IN)
−2k · sup

n

∑
i≥1

∣∣An+i
n+1

∣∣−2
,

= (IN)
−2k · sup

n

(∑
p≥0

N∑
j=1

∣∣∣An+pN+j
n+1

∣∣∣−2
)
, (i = pN + j)

≤ (IN)
−2k · sup

n

(∑
p≥0

∣∣∣An+pN
n+1

∣∣∣−2

·
N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
,

≤ (IN)
−2k ·

∑
p≥0

(
inf
n

∣∣∣An+pN
n+1

∣∣∣)−2

· sup
n

(
N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
,

≤ (IN)
−2k ·

∑
p≥0

I−2p
N · sup

n

(
N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
.

Il vient que

sup
n

( ∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
≤ DN · (IN)−2k ·

∑
p≥0

I−2p
N . (4.39)

où

Dn = sup
n

(
N∑
j=1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
.

Grâce à la presque périodicité de la suite (an)n∈Z, les deux quantités CN etDN sont bornées.

1. Supposons que α > 1, alors nous avons :
α > 1 ⇔ supN IN > 1 ⇒ ∃N ∈ N∗; IN > 1.
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Donc la série
∑

p≥0 I
−2p
N converge vers 1

1−I−2
N

, et d’après la formule (4.39), nous avons

sup
n

( ∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
≤ DN · (IN)−2k 1

1− I−2
N

,

et lorsque k tend vers l’infini, on a

lim
k→∞

DN · (IN)−2k 1

1− I−2
N

= 0.

Donc

lim
k→∞

sup
n

( ∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣−2

)
= 0.

En utilisant le lemme 4.14, on déduit que la suite

Vn = −
∑
j≥1

(
An+j

n+1

)−1
ξj.

est presque périodique dans Mξ, donc Xn est presque périodiquement unitaire.

2. Si β < 1 ⇔ infN SN < 1 ⇒ ∃N ∈ N∗; SN < 1.
Donc la série

∑
p≥0 S

2p
N converge vers 1

1−S2
N
, et d’après la formule (4.38), nous avons

lim
k→∞

sup
n

( ∑
j≥kN+1

∣∣An+j
n+1

∣∣2) lim
k→∞

CN · (SN)
2k 1

1− S2
N

= 0,

et d’après le lemme 4.14, la suite (Wn)n∈Z telle que

Wn =
∑
j≥1

An
n+1−jξ−j.

est presque périodique dans Mξ, par conséquent, Xn est presque périodiquement
unitaire.

Remarque 4.17. Comme les suites périodiques sont aussi presque périodiques, on peut
appliquer le théorème précédent si les an, n ∈ Z, sont périodiques.
Pour N = kτ + j tel que k ≥ 0 et 1 ≤ j ≤ τ , on a P = Aτ

1. D’où

SN = sup
n

∣∣An+N
n+1

∣∣ = sup
n

∣∣∣An+kτ+j
n+1

∣∣∣ = sup
n

∣∣P kAn+j
n+1

∣∣ = |P |k sup
n

∣∣An+j
n+1

∣∣ .
et

IN = inf
n

∣∣An+N
n+1

∣∣ = inf
n

∣∣∣An+kτ+j
n+1

∣∣∣ = inf
n

∣∣P kAn+j
n+1

∣∣ = |P |k inf
n

∣∣An+j
n+1

∣∣ .
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De plus, on a 
α > 1 ⇔ |P | > 1 ;

β < 1 ⇔ |P | < 1.

En effet :

1. Si α > 1 ⇔ supN IN > 1 ⇔ ∃N ∈ N; IN > 1 ⇔ |P |k infn
∣∣An+j

n+1

∣∣ > 1.
On distingue deux cas

– Si infn
∣∣An+j

n+1

∣∣ ≤ 1, alors (α > 1) ⇔ |P |k >
(
infn

∣∣An+j
n+1

∣∣)−1 ≥ 1. Donc |P |k > 1.

– Si infn
∣∣An+j

n+1

∣∣ > 1, alors (α > 1) ⇔ |P | > 1.

2. Si β < 1 ⇔ infN SN < 1 ⇔ ∃N ∈ N; SN < 1 ⇔ |P |k supn

∣∣An+j
n+1

∣∣ < 1.
On a

|P |k sup
n

∣∣An+j
n+1

∣∣ < 1. (4.40)

– Si supn

∣∣An+j
n+1

∣∣ ≥ 1, alors, d’après (4.40) on a |P |k <
(
supn

∣∣An+j
n+1

∣∣)−1 ≤ 1. Donc

|P |k < 1.

– Si supn

∣∣An+j
n+1

∣∣ < 1, alors |P | < 1.

Lemme 4.18. Soit Xn une solution presque périodiquement corrélée de l’équation (4.21).
Si Xn−1 ⊥ ξn ou Xn ⊥ ξn, alors (an)n∈Z est une suite presque périodique.

Démonstration. Cette preuve est presque identique au cas de la solution périodiquement
corrélée.
Soit Xn une solution presque périodiquement corrélée de l’équation (4.21).

1. Supposons que Xn−1 ⊥ ξn, ∀n ∈ Z. Alors, comme dans le cas périodique (voir
proposition 4.10, on conclut que la suite

an =
⟨Xn, Xn−1⟩
∥Xn−1∥2

, n ∈ Z.

est presque périodique car ⟨Xn, Xn−1⟩ et ∥Xn−1∥2 sont presque périodique et que
∥Xn−1∥2 ≥ 1.

2. Si Xn ⊥ ξn, ∀n ∈ Z.
On peut écrire alors, comme dans le cas périodique :

an =
∥Xn∥2

⟨Xn, Xn−1⟩
,
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La suite (an)n est rapport de deux suites presque périodiques. Donc, pour conclure
que (an)n est presque périodique, il suffit de prouver que inf |⟨Xn, Xn−1⟩| est stricte-
ment positif.

Montrons alors que inf |⟨Xn, Xn−1⟩| > 0. On a

|an|2 ∥Xn−1∥2 = ∥Xn∥2 + ∥ξ∥2 ≥ 1,

on a aussi
∥Xn−1∥2 = an−1⟨Xn−1, Xn−2⟩,

d’où l’en déduit

1 ≤ |an|2 ∥Xn−1∥2 = |an|2 an−1⟨Xn−1, Xn−2⟩.

Comme (an)n bornée, cette dernière majoration entrâıne que

inf |⟨Xn, Xn−1⟩| > 0.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudiés les processus périodiquement et presque périodiquement
corrélés. Une attention particulière a été accordée à la représentation spectrale de tels pro-
cessus. Un résultat de stabilité dans l’étude d’un modèle AR(1) est aussi présenté. Cette
étude n’est qu’un premier pas vers la clarification d’un modèle autorégressif périodique et
presque périodique particulier.

Pour conclure, nous donnons quelques suggestions et développements futurs possibles en
vue d’améliorer et d’étendre notre étude. Ces développements concernent essentiellement
les points suivants :

1. Des études récentes sur l’estimation de paramètres des processus PC et PPC ont été
récemment effectuées afin de résoudre des problèmes de détection et d’identification
[38], [47]. La théorie de la prévision des processus stationnaires est bien établie.
Le cas des processus périodiquement corrélés a donné lieu à quelques travaux sous la
contrainte de connâıtre exactement la période [5]. Les méthodes employées ne sont pas
directement applicables dans un cadre plus général en particulier lorsque la période
est inconnue. Il serait donc intéressant d’étudier le problème de prévision dans le cadre
d’un processus presque périodiquement corrélé (modèles ARMA presque-périodique)
ou d’un processus périodique de période inconnue.

2. Quelques problèmes d’estimations relatifs à la cyclostationnarité et presque périodicité.

3. Au vu les résultats théoriques présentés dans ce mémoire, il semble opportun voire
nécessaire de tester le modèle étudié sur des données simulées d’une part puis sur un
ensemble de données réelles.

4. Généralisation de notre étude à des modèles plus généraux.
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