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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a la modélisation asymptotique de l'effet d'une
couche mince sur la déformation d’une plaque de Mindlin-Timoshenko.

D’un point de vue numérique, le traitement du comportement de cette multi-structure
est difficile en raison de la présence de la couche mince. Pour surmonter cette difficulté,
nous utilisons la méthode des développements asymptotiques pour dériver un modele
approché qui ne fait pas intervenir la couche mince géométriquement, mais qui rend
compte de son effet a travers de nouvelles conditions aux limites approchées.

De plus, une estimation d’erreur optimale entre la solution exacte et la solution approchée

du probléme est donnée.

Mots clés
Analyse asymptotique. Conditions aux limites approchées. Plaque de Mindlin-

Timoshenko, Couche mince.

Abstract

In this thesis, we focus on the asymptotic modeling of the effect of a thin layer on the
deformation of a Mindlin-Timoshenko plate. From the view point of numerical simulation,
the treatment of the behavoir of this multi-structure is difficult because of the presence
of the thin layer. To overcome this difficulty, we use the asymptotic expansion method
to identify an approximate model which does not involve the thin coating geometrically
but accounts for its effect through new approximate boundary conditions.

In addition, we give optimal error estimates between the exact and the approximate

solutions of the problem.

Keywords
Asymptotic analysis. Approximate boundary conditions. Mindlin-Timoshenko plate. Thin

layer.



Table des matieres

Introduction générale . . . . . . ..o 6

1 Le probléme de Mindlin-Timoshenko pour la multi-structure plaque-

couche 12
1.1 Position du probleme . . . . . . . ... 12
1.2 Formulation variationnelle - Existence et unicité de la solution . . . . . . . 15

2 Développement asymptotique de la solution du probleme de transmis-

sion 19
2.1 Coordonnées locales . . . . . . . . ... 19
2.2 Changement d’échelle. . . . . . . .. ... oo 24
2.3 Le probléme de transmission mis a ’échelle . . . . . ... ... ... ... 25
2.4 Développement asymptotique de la solution . . . . . ... ... ... ... 33
2.5 Calcul des premiers termes . . . . . . ... ... 35
2.6 Justification du développement asymptotique . . . . ... ... ... ... 43

3 Conditions aux limites approchées 47
3.1 Conditions aux limites approchées . . . . . . ... ... ... ... ... 47
3.1.1 Conditions d’ordre 0 : . . . . . . . ... 47

3.1.2 Conditions d’ordre 1 . . . . . . . . . ... 49

3.2 Estimations d’erreur . . . .. ..o o1
3.2.1 Estimation d’erreur pour 'approximatiom d’ordre 0 : . . . . . . .. 51

3.2.2  Estimation d’erreur pour 'approximatiom d’ordre 1 : . . . . . . .. o1
Conclusion générale 57

A Quelques outils d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle 60
A.1 Analyse fonctionnelle . . . . . .. ..o oL 60

A.1.1 Quelques espaces fonctionnels . . . . . .. ... .. ... ... ... 60



TABLE DES MATIERES 6

A.1.2 Quelques résultats utiles . . . . . .. ... 62

A.2 Eléments de géométrie différentielle . . . . . .. ..o 65
A.2.1 L’abscisse curviligne . . . . . . ... . oo 65

A.2.2 Courbure et rayon de courbure . . . . ... ... ... ... ... 65

A.2.3 Formules de Frenet . . . . . . ... ... oL 66

Index des notations 66

Bibliographie 68



Introduction générale

Ans cette these, on s’intéresse a la modélisation mathématique du comportement
d’'une plaque hétérogene de Mindlin-Timoshenko, composée d’une plaque élastique
entourée par une couche mince. De telles structures comportant des parties fines, sont
largement utilisées dans divers domaines, notamment ’aviation, la construction civile ou
méme dans plusieurs applications de 'ingénierie. Pour cette raison, elles ont suscité une
attention considérable au cours des dernieres décennies, tant en termes de modélisation
mathématique que d’analyse numérique.

Cependant, d’un point de vue numérique, les caractéristiques géométriques des parties
minces incluses dans la composition de la structure empéchent généralement une discré-
tisation efficace. En effet, la simulation numérique par éléments finis de la solution du
probléme qui décrit le comportement de cette structure est difficile car elle nécessite une
discrétisation a 1’échelle de 1’épaisseur des parties fines. Ceci engendre alors un maillage
tres fin et par conséquent un systeme linéaire qui explose, ce qui rend les calculs tres
coliteux et parfois peu précis.

Il existe plusieurs fagons de traiter un probleme posé sur un domaine avec une couche
mince. L’'une des options consiste tout simplement a procéder sans tenir compte de la
couche mince en supposant que ses effets sur la solution du probleme peuvent étre négli-
geables. Néanmoins, cette hypotheése s’avere souvent inappropriée, notamment en méca-
nique des structures, si les proprietés des matériaux constituant les différentes parties de
la multi-structure sont différentes.

L’une des approches qui est assez bien connue consiste a construire des modeles ap-
prochés plus simples a analyser numériquement et cela en utilisant les méthodes asympto-
tiques. Ces méthodes s’averent trés pertinentes, notamment dans la théorie des équations
aux dérivées partielles et des équations de la physique mathématique, ou elles ne cessent
de gagner en popularité parmi un large éventail de chercheurs. Elle sont largement utili-
sées dans la modélisation des probléemes aux limites posés sur des domaines minces ( Voir
[1], [5], (6], [7], [9], [11], [12], [14], [15], [24], [26], [32], [33], [34], [35], [36], [37], [38]).

Afin d’éviter les difficultés numériques liées a la présence de la couche mince, 1’ap-



proche mentionnée ci-dessus consiste a considérer I’épaisseur de celle-ci comme un ” petit
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parametre ” et a effectuer une analyse asymptotique appropriée par rapport a ce petit
parametre. La stratégie consiste a éliminer "géométriquement” la couche mince et a repro-
duire son effet a travers de nouvelles conditions aux limites approchées. Dans le modele
approché recherché, la couche mince est réduite a une frontiere et son effet est approché
par de nouvelles conditions approchées sur cette frontiere.

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été consacrés a la modélisation de 'effet des
couches minces, en particulier en électromagnétisme (voir [3], [4], [6], [7], [10], [15], [16],
[17]). L’idée mentionnée ci-dessus a également été explorée en mécanique des structures
(voir [11], [13], [20], [21], [22], [27], [28], [29], [30], [31] ). C’est dans ce cadre que s’ins-
crit notre étude et qui consiste a dériver un modele approché pour une plaque élastique
recouverte d’'une couche mince. Plus précisément, nous traitons le probleme d’équilibre
de Mindlin-Timoshenko pour cette structure en prenant en compte des considérations
spécifiques sur les coefficients physiques des matériaux constituant les deux parties.

Dans [30], le modele dynamique de Mindlin-Timoshenko pour une plaque rectangu-

laire renforcée avec un raidisseur mince d’épaisseur § a été considéré. Les propriétés des
matériaux constituant la plaque et la couche mince étaient contrastées : les coefficients
élastiques du corps mince étaient supposés étre tres grands, se comportant comme des
puissances négatives de 9, tandis que ceux de la plaque étaient indépendants de ce petit
parametre. Pour dériver un modele approché, une analyse asymptotique basée sur une
approche de convergence a été effectuée. La stratégie adoptée consiste a identifier le com-
portement limite de la structure, en passant a la limite dans le probléeme variationnel
associé, lorsque 0 tend vers 0.
Néanmoins, I'analyse a montré que les comportements limites different selon la maniere
dont les coefficients physiques dépendent du parametre §. L’obtention d’un modele ap-
proché qui rend compte de l'effet du raidisseur n’a été observée que pour le cas ou les
coefficients physiques de celui-ci varient en §1.

Nous nous sommes donc intéressés a la modélisation du comportement de la structure
de Mindlin-Timoshenko dans la situation réaliste ou les coefficients de la plaque et de
la couche sont indépendants de 1’épaisseur §. L’utilisation de la méthode adoptée dans
[30] meénera a un modele dans lequel Ueffet de la couche mince sera completement négligé.
Pour obtenir un modele approché plus précis, nous adoptons une méthode différente basée
sur la construction d'un développement asymptotique de la solution de notre probleme.
L’avantage principal de cette méthode est qu’elle permet d’aller au-dela du probleme
limite quand ¢ tend vers 0 et d’identifier un modele approché dans lequel 'effet de la
couche mince est pris en considération. Il est important de noter que nous nous limitons

ici au modele statique de Mindlin-Timoshenko, mais nous traitons une géométrie plus



générale en considérant une plaque dont le bord est une courbe réguliere. Le modele que
I’on obtient est caractérisé par des nouvelles conditions aux limites qui dépendent des
caractéristiques physiques du matériau constituant la couche mince. Ces conditions sont
appelées conditions de Ventcel dans la littérature russe et font intervenir des dérivées
tangentielles d’ordre égal a celui des opérateurs différentiels intérieurs. D’un point de vue
mécanique, elles modélisent les effets hérités de la couche mince, représentant des moments
de flexion et de torsion ainsi que diverses forces de cisaillement exercées sur la bord de la
plaque auquel la couche était fixée.

Notons que la méthode utilisée dans ce présent travail a déja été appliquée dans
[31] au modele de Kirchhoff-Love pour les plaques élastiques minces. Notre étude vise
a en faire une extension aux plaques modérément épaisses en considérant le modele
de Mindlin-Timoshenko qui, contrairement au modele de Kirchhoff-Love, prend en
considération le cisaillement transverse que subit la plaque lors de sa déformation. Ainsi,
le comportement de celle-ci est régi par un systeme de trois équations aux dérivées
partielles, couplant le déplacement transversal avec les angles de rotation engendrée par

le cisaillement.

Afin de donner un apercu du travail effectué et des résultats obtenus consignés
dans cette thése, on convient de noter par Q. le domaine occupé par la plaque, %
celui occupé par la couche mince et ¥ la frontiere commune aux deux domaines. On
désigne par 3X° = 902\ le bord exterieur de la couche et ¥y = 9Q,\3 (voir le shéma
ci-dessous).

Le modele de Mindlin-Timoshenko pour cette structure se résume en un systeéme

Analyse
»e —
Asymptotique

d’équations aux dérivées partielles couplées avec des conditions de transmission et des

conditions aux limites :
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(.
Equations d’équilibre sur €2 et Q7
Conditions de transmission sur X |

Conditions du bord libre sur 25_,

\Conditions d’encastrement  sur Y.

L’analyse asymptotique basée sur la méthode des développements asymptotiques a
permis d’identifier un modele approché plus simple, posé uniquement sur le domaine de

la plaque €2, avec des nouvelles conditions aux limites approchées sur 'interface X :

Equations d’équilibre sur €,
P,,» { Conditions d’encastrement sur X,

Conditions aux limites approchées sur .

Une estimation d’erreur entre la solution du probleme P..,s et celle du probleme
approché P,,, a été obtenue.
Ces résultats ont fait 'objet d’une publication dans la revue internationale ”Journal of

engineering mathematics” (voir [23]).

La these est organisée en trois chapitres et une annexe :
Le chapitre 1 est dédié a I'introduction du probléeme de Mindlin-Timoshenko pour la struc-
ture (plaque-couche). Un résultat d’existence et d’unicité de la solution est donné ainsi
qu’une estimation a priori.
Dans le chapitre 2, on construit un développement asymptotique de la solution du pro-
bleme de transmission. Cette construction est basée sur un changement d’échelle qui
consiste a dilater I'ouvert ° d’un rapport % afin de le ramener a un ouvert fixe. Les
problemes résolus par les termes du développement asymptotique sont identifiés et un
calcul explicite des premiers termes nécessaires pour l'identification du modele approché
est effectué. De plus, une estimation d’erreur validant ce développement est donnée.
Le chapitre 3 est consacré a I'identification du modele approché recherché. L’idée consiste
a tronquer le développement asymptotique construit dans le chapitre 2 a un ordre donné,
pour construire une approximation de la solution. L’approximation d’ordre 0, qui consiste
a ne garder dans le développement que le premier terme, conduit a un modele qui ignore
completement 'effet de la couche mince. Afin d’obtenir un modele qui rend compte de cet
effet, nous faisons une approximation d’ordre 1 en tronquant le développement a 'ordre
1. De plus, une estimation d’erreur est donnée, validant cette approximation.

Finalement, une annexe est donnée a la fin, dans laquelle sont regroupés des rappels et
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des outils de base d’analyse fonctionnelle et de géometrie differentielle, utilisés dans la

réalisation de notre travail.



1 Le probleme de
Mindlin-Timoshenko pour la

multi-structure plaque-couche

Sommaire

1.1 Position du probleme . ... ... ... ... 00000 12

1.2 Formulation variationnelle - Existence et unicité de la solution 15

Ce chapitre est consacré a la description du modele de Mindlin-Timoshenko, pour
une multi-structure composée d'une plaque élastique recouverte d’une couche mince. Il
s’agit d’un probléme de transmission couplant équations d’équilibre avec des conditions
de transmission a l'interface entre les deux structures, ainsi que des conditions aux limites.
Par ailleurs, un résultat d’existence et d'unicité de la solution de ce probleme est également

donné.

1.1 Position du probleme

Soit 2, C R? un ouvert borné régulier de classe €*°, de frontiére 9, = ¥y U X, avec
Y9N = (. Nous considérons une plaque élastique occupant le domaine €2, encastrée sur
la partie ¥y de son bord intérieur et renforcée sur I'autre partie X par une couche mince

d’épaisseur uniforme 4, ol § est un petit parametre positif. On note par :
Q‘S_Z{ s+rn(s), s€X et 0<r<d },

le domaine occupé par la couche mince, dont la frontiere est donnée par 992 = 2% U,
ou :
25_:{ s+dn(s), se€x },

et n(s) = (n1(s), na(s)) désigne le vecteur normal unitaire au point s de X.



1.1. Position du probléme 13

Nous notons par 2 = Q. U Q% UX le domaine complet, occupé par la plaque

entourée par la couche mince Q° (voir la figure ci-dessous).

Nous nous intéressons dans ce chapitre au comportement de la multi-structure décrite ci-

F1GURE 1.1 — Une plaque renforcée par une couche mince.

dessus, lorsque celle-ci subit une déformation suite a 'application des charges extérieures

sur ses différentes parties. Notre intérét est porté sur les structures modérément épaisses

qui, en plus d’un déplacement transversal, elles subissent aussi des effets de cisaillement

relativement importants. Nous notons par 1, ¢ et w les rotations et la flexion que subit

la structure lors de sa déformation (w est le déplacement transversal ou la flexion de

la structure). Ainsi, le modele le plus approprié pour décrire ce comportement n’est rien

d’autre que le modele de Mindlin-Timoshenko, donné par le systeme d’équations suivantes

(voir [30]) :

+ Equations d’équilibre :

—D {8% + —821/) +

T+mp

-D {8% + a?¢ -

_K [al (81w + w) + 8, (agw + ¢)} — fy dans €.

* Conditions d’encastrement :

v=0, ¢=0, w=0 sur .

+”812¢] + K[d} +31w} = fi dans Q°,

3121/1] + K[gb—i— (924 = f, dans Q°,

(1.1)

(1.2)
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* Conditions de transmission :

([Mm@.0)]] =0 [[pa@.0)]] =0 [[1@6w]] =6 s s §
] =0, [[¢]] =0 [[«]] =0 s (1.3)

* Conditions du bord libre :

My(v o) =hi, My(6o,00) =hay T(v,6 w ) =hy sur S0, (g
ou My, My et T sont les opérateurs de trace, donnés par :

Mi(6.0) = D [ mut + o + 5 (000 + 010 )

My(¢,¢) =D {n252¢ + pna01v) + 1—TM (52%0 + 51625) nl] ;
T, ¢,w) = K [Opw + n1¢ + ngd)] .

D’un point de vue physique, les opérateurs M, My et T représentent respectivement les
moments de flexion et les forces de cisaillement. Le terme 0,, désigne la dérivée normale
selon n et [[v]] = vy — v_ représente le saut a travers X. Les fonctions fi, fo et f3 sont
des forces de volume qui agissent & l'intérieur de la structure Q9. Par ailleurs, hy, ho et
hs se réferent a des forces et moments de cisaillement exercés sur la frontiere exterieure
¥ | tandis que g1, gs et g3 représentent des forces et des moments qui contribuent au
saut a l'interface X. Dans les expressions écrites ci-dessus, le coefficient D = E/(1 — p?)
est le module de rigidité de la structure a la flexion, E étant le module de Young et u
le coefficient de Poisson. Ces deux parametres caractérisent les proprietés élastiques du
matériau et sont tels que 0 < u < 1/2 et E > 0. Par ailleurs, le coefficient K désigne le
module de cisaillement. On suppose que la multi-structure composée de la plaque et de
la couche mince est hétérogene dans le sens ou les différents coefficients décrits ci-dessus
different d’une structure a 'autre. Néanmoins, on fait 'hypothese qu’ils sont constants

par morceaux et indépendants de 1’épaisseur ¢ :

E, sur Q. py sur Q.
E= =
E_ sur QO p_ sur €7,
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_D+ sur Q+, K+ sur Q+,

D - K =
D_ sur Q7 K_ sur Q°.

L’objectif principal de ce travail est la construction d’'un modeéle approché qui décrit le
comportement de la structure de Mindlin-Timoshenko. Pour ce faire, on cherche a iden-
tifier un modele qui ne fait pas intervenir la couche mince i,e posé uniquement sur le
domaine €2, , mais qui prend en considération les effets de celle-ci a travers de nouvelles
conditions aux limites écrites sur I'interface X.

Dans la suite du document, nous conviendrons d’utiliser les indices "+” et ”-” pour dési-
gner la restriction & Q et Q% respectivement.

Nous ferons aussi appel aux espaces de sobolev classiques H"(n) d’ordre n, n € N, (n

étant un ouvert de R?) que 'on munit de la norme naturelle :

|w Fmey= > I 05w [[72¢, -

laj<n

La suite de chapitre est dédiée a l'existence et I'unicité de la solution du probleme de
transmission décrit ci-dessus ainsi qu’a ’établissement d’'une estimation a priori qui sera

utilisée par la suite.

1.2 Formulation variationnelle - Existence et unicité

de la solution

Afin d’établir D'existence et l'unicité de la solution du probleme de Mindlin-
Timoshenko, nous écrivons le systéme (1.1)-(1.4) sous forme variationnelle. Pour ce faire,

nous introduisons I’espace fonctionnel suivant :
V(Q(S) = {(@&a QB; w) € [HI(Q(S)]?’; 2,& =0, q@: 0, wu=0 sur EO}.

Pour obtenir la formulation variationnelle de notre probléme, nous multiplions les trois
équations du systeme (1.1) respectivement par des fonctions test U, ¢ et &, olt (1&, b, w)
est un élément de 'espace fonctionnel V(Q°). L'intégration sur Q° et 1'utilisation de la

formule de Green permettent alors d’obtenir la formulation :

~ ~

A, ¢, w, ¥, b, @) =1, b, &) ¥ (¥, ¢, &) € V(Q), (1.5)
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ol les formes A et [ sont données par les expressions suivantes :

A, ¢, w, 1&: an w) = /m (D [811/}811/3—1—82@582@—%#8@611&%— Maﬂ/fazﬁlg

+ 12 (000 4+ 000) (200 + 019) |

+K [(w + (91w) <w + 8@) + (¢ + 82w> (éb + 8@) ])dﬂé,
(1.6)

(&, ¢, &) = /Qé [fﬂ/;‘f‘f%g‘i‘f?@} dx+/

[91?@ + ngZA5 + 93@} do
b

(1.7)
+ /E(s [hlq@ ¥ hoto + hgw} do.

Le théoreme qui suit assure I’existence et 'unicité de la solution du probleme variationnel
(1.5) et fournit une estimation a priori utile pour la suite.

Théoreme 1.1 _ 1, 2, 3, on suppose que f; € L*(Q0), g; € L*(X) et h; €
L%(X%). Le probléme variationnel (1.5) admet alors une unique solution (1, ¢, w) €

V(€Q?). De plus elle satisfait 1'estimation suivante :

1| e o) Dl oy Hllw | 1 o) < C(Hfl||L2(Q5)+||f2||L2(Q5)+||f3||L2(Q5)+||91||L2(E)

+ g2l 2y + llgsllzey + 1l 2se y + P2l p2ess ) + Hh3HL2(E5_)>7 (1.8)

ou C est une constante positive indépendante de I’épaisseur 9.

Preuve. Pour la démonstration du résultat d’existence et d’unicité de la solution, on
peut se référer a [19], ou le modele de Mindlin-Timoshenko a été étudié. La preuve est
basée sur le théoreme de Lax-Milgram. En effet, pour montrer la continuité de la forme

linéaire [(.), nous faisons appel a 'inégalité de Cauchy-Shwarz et nous écrivons :
(W, &, @) | < [ fillezes 19l 2200y + | foll 20010l 2(05) + [ f3] 2 (05) 1]l 2209
+ llgillzzy ¥l 2wy + Ng2ll2) 10l 2y + g3l z2 s |l 2

+ [l 2o ¥l 2oy + P2l p2so ) |9l n2ss ) + IBsll p2eso ) [|01| 250 5,
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ce qui entraine, en utilisant la continuité des opérateurs de trace :

1@, 6 @) | < (Il + Il + I fsllz@s + o)
+lg2llz2w) + llgsllze) + 1l zse y + 1hell 20 )

ks llzzws) ) (16 Do + 16 s + 11 @ s )-
Par ailleurs, I'inégalité de Cauchy-Shwarz donne :
AW, 6, w, D & @) | < C( 10 e + 16 lmsy + @l ) (I o
116 llon + 1@ s ).

ce qui assure la continuité de la forme bilinéaire A(. , .). D’un autre coté, I'inégalité de
Poincaré qui découle de la condition d’encastrement imposée sur ¥ permet de démontrer

la coercivité de la forme A(. , .) et entraine :

AW, 6w, 0, 6, ) 12 C (181 a5y + 191 + 1B as) )

Nous allons maintenant nous intéresser a la démonstration de l'estimation (1.8).
Les inéquations qui découlent de la coercivité de la forme bilinéaire A(. , .) et de la

continuité de la forme linéaire I(.) permettent d’écrire :
| H?{l(m) + ¢ H%{l(sﬁ) + || w H?{l(m) < CL( | HHl(Qé) + 1 ¢ ”H1(95) + || w HH1(§25) >,
ou C' est une constante positive indépendante de d et L est donné par :

L = <||f1||L2(Q5) + 1 f2ll 20y + | f3ll 220y + 91l 2z) + |92l 225

+lgsllzzc) + [1hall 2es y + 1Rl p2ss ) + ||h3||L2(2§)>-
On déduit alors I'inégalité :
146 W21 0y —CL 11 Dy + 1l & Wagny —CL 11 6 ey + @ sy = CL | @ sy < O,
que l'on peut écrire

(CL+(CLY4+3(CL),

|

(19 sy —502) +(16 ey —302) +( 1w oy —36L) <
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ie

(1 oy —502) + (19 Iy —501) + (1 iy —5€E) " < (VBG7)

Ceci entraine alors :

1 2 V3O L\?
o —0L) < ()
(1 s —5€L) < (35
1 2 V3CLN 2
(16l —501) < (Y52
2 2
1 2 V3CL\2
(11 e —502) < (5)
On deduit alors que :
1++3 1++3 1++3
| ¥ |50 < 5 CL, | ¢ | i0s)< 5 L, | w [l < 5 L
et donc :

N o

| oy + | @ lmre) + | @ |ar@sy <

(1 + \/§> CL.
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Dans le but d’identifier un modele approché pour notre probléme, qui rend compte de
I’effet de la couche mince sur la déformation de la plaque, nous utiliserons la méthode des
développements asymptotiques. L’idée consiste a approcher la solution du probleme initial
par la série définissant son développement asymptotique, tronquée a un ordre donné. Les
conditions vérifiées par cette approximation sur l'interface ¥ fournissent les conditions
aux limites approchées recherchées.

Ce chapitre est dédié a la construction et a la validation du développement asymptotique
de la solution de notre probleme. Cette construction est basée sur l'utilisation des coor-
données locales et 1’établissement d’un changement d’échelle dans le domaine occupé par

la couche mince afin de le ramener & un domaine fixe indépendant de 9.

2.1 Coordonnées locales

Nous reprenons le probleme de Mindlin-Timoshenko présenté dans le chapitre précé-
dent et qui décrit ’équilibre de la multi-structure constituée de la plaque entourée de la

couche mince. Afin de simplifier ’étude et sans perte de généralité, nous supposons que
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les restrictions des forces et moments sur le domaine de la couche mince sont nulles.
Notons par f;", fof, fi les restrictions de f1, fa, f3 sur Q, respectivement. Nous désignons
aussi par (¢, ¢4, w,) et (Y_,¢_,w_) les restrictions de (1, ¢, w) sur 2, et Q% respecti-
vement.

Avec ces notations, nous réecrivons le probléme de transmission considéré sous la forme :

+ Equations d’équilibre sur Q. :

1— 1+
—Dy [a%%r + %331% + 2,u+ 312954 + Ky [¢+ + 31004 = fi" dans Q,
1— 1+
—D [322¢+ + 2M+ Ry + e 312¢+} + Ky [¢+ + 82W+] = fi° dans Q,
—Ky [31(31W+ +94) + 02(Oowy + ¢+)} =fi dans €.
(2.1)

+ Equations d’équilibre sur Q° :

{@2¢ + - 821/1 + 1+M_ 0120 } 1/1 + Oyw— ] =0 dans QI
[82¢ + L= 82gb + 812 ] gb + Oow_ ] =0 dans Qf,
-K_ [31(8100_ + ) + O (Osw— + b )] 0 dans 9.
(2.2)
x Conditions du bord libre :
1—pn_
D_ {m@lw Ve + — (azw, n aﬂb)ngl —0 sur ¥
1—p 5
D_ 7”L2(92¢, + u,ngalw, + (02w, + (91¢,)TL1 =0 sur E_, (2 3)

K_ <8nw, + - + nggb,) =0 sur X°.
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* Conditions de transmission :

M, <¢+7 ¢+> =D_ lm@lw— + p_niOap_ + ! _2#_ (321/1— + (91425_)712} sur X,

M, <¢+7 ¢+> =D_ [mazéﬁ— + p_noO - + ! _2#_ (321/1— + (91425_)711} sur X,

T(¢+7 O+, W+) =K_ (anw— +nip + n2¢_> sur 3,
'l/}-ﬁ- = ¢—> ¢+ = ¢—7 Wy = wW- sur 3.
(2.4)

% Conditions d’encastrement :

¢+ = 07 ¢+ = 0, Wy = 0 sur 20.
(2.5)
Coordonnées locales

Dans ce qui suit, nous allons introduire les coordonnées locales en effectuant une
paramétrisation de la couche mince dans le repere de Frénet. Pour ce faire, nous supposons
que l'interface ¥ est une courbe réguliere. On peut donc la paramétrer localement en

utilisant 1’abscisse curviligne :
2(s) = (w1(s), w2(s)); s €[0, L],

ou L désigne la longueur de ..

On désigne par 7(s) et n(s) les vecteurs unitaires tangent et normal a ¥ en x(s) :

T(s) = a(s) et n(s) = m(s) ,
—ny(S) na(s)
et on associe a chaque point X € Q° les coordonnées locales (s,7) telles que :

X =z(s)+rn(s), xz(s)€X.

Notons que x(s) est la projection orthogonale de X sur 3.
Par abus de notations, nous allons identifier un point z(s) de X par son abscisse curviligne

s et nous introduisons les formules de Frénet :
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on or
5 = c(s)T(s) et 35 = —c(s)n(s), (2.6)

ou ¢(s) représente la courbure associée au point s de X.

Les formules de Frénet donnent :
s (L+rc(s))ny —(1 4 re(s))ng O

Y

& nq N9 82

ce qui permet de déduire les dérivées cartésiennes 0, 0, en fonction des dérivées locales :

na(s)

81 = T?”C(S)as + nl(s)ar,
(2.7)
_ —na(s)
82 = 1+ TC(S) 88 + TLQ(S)@T

Les équations (2.7) permettent de réecrire dans les coordonnées locales les différentes
dérivées cartésiennes intervenant dans les équations de notre probleme.

Expression de la dérivée seconde 07

Nous avons :
9 = 01(dn),
o no no no
-7 —|—7“Cas <1 —|—’I“Cas +nlar> + 10, (1 +rcas +nlar>a

B N9 (n;(l—krc) —rclnga N n9
S

9% +n,0 )
1+7rc (14 rc)? 1+rc‘3+nlr+n1 rs)

—nocC no 2
0 0, o |,
tm <(1+rc)2 S+1+rc rs H ’")

/
cnang nire n3 9 en3 5

B (14+7c)2" (I+re)3® (147c)2° 1+4rc "

nany Cnany nany 202
— = 0Opy — 505 + ———0Ors +n707,
L+re ™ (A4+7e)2 " 1+47rc '’ 19

/
2cnang nare n3 9 en3 2n9ny

= — 0s — 0 o) o) 102.
(1+7rc)2™”  (1+7rc) S+(1+T‘C)2 o 1l4re r+1+rc rs F IO
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D’ou :
9 2cnang n%rcl n% 9 cn% 2n9n 9 2
=50 — 30 + ———0; + 0 &s + njo:.
(1 +7c)? (1+rc)? (1 +7c)? 1+r 1+r
Expression de la dérivée seconde 03
Nous avons :
95 = 02(0e),
ni
_1+’I"Ca (1+ a+n26>+n28r(1—{—a +n28>
. m —ny(14rc) +rc'm o o
- 1+rc ( (1+7rc)? 14 rcas + a0+ n28m>

nic ni 2
s — 0 2
+n2<(1+rc)2 " 1l+4re rs T2 T)

__cmam _ n2re n n? 2 cn? 8
(14+7c)2”  (L+7re)3 ™ (147c)? L+
nan cnan nan
B 1—7—7"10 " (1—1—27"01)2 s_lj— : Ors + 282
D’ou :
2cnang nirc n3 cn? 2naony
95 = ds — ds + ? dy — Ors + 3072
2 (14re)2” (147" (1+rc)? L+rc " 14rc ™ 27

Expression de la dérivée mixte 0;,

g = 01(0),
Ny —n
= a a 8 ar —as a?" ?
I+re (1+7“ e )—|—n1 <1+rc M >
o —ni(L+7rc)+rcm M g e g
- l+re (1 +7c)? T
CTq 2
————0s — &S 9,
oo (et Tt )
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/
R%C rC 119 n1n9 2 CTi11M2

(T4+re)2 " (T4+re)P ™ (A+re)2® 1+4rc

T

n cn n
2 1 1 2
+ ars + 283 — ars + nl”Zara
1+rc (1+rc) 1+7rc
2 I
2nsc C rC N1No n1N9 5 CNNy

T

B (14 rc)? S+(1—|—rc)2 S+(1—|—7“c)3 (47102 14rc

o2n2 1
n; O — mﬁm + n1nyd?,

par conséquent :

2n2c c ré ning ning cning
Oyp = ——2 )+ — 9o+ — =09, — ——= 9 — O,
12 Trr2 e T A2 T 0™ T rrE”  Ttre
2n2 —1
Ops o2,
1 T re + nino 0,

2.2 Changement d’échelle

Afin d’écrire notre probleme dans un domaine fixe indépendant du parametre J, nous

effectuons une dilatation de rapport 6~ dans la direction normale de la couche mince Q° |

de la forme :
y=05"1r (2.8)
Ce changement d’échelle permet de transformer ° en un domaine fixe Q_ = Xx]0, 1] :
Q. =

(s,y) — x=s+dyn(s).

On note X = ¥ x {1} et on désigne par (2 le domaine complet dilaté, 2 = Q, UXUQ_.

Par ailleurs, pour chaque fonction p définie sur €2 , on associe p° donnée par la relation :
P (s.y) = p(s + dyn(s)).
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C hgmgement
PR 3/ M.

d’échelle

FI1GURE 2.1 — Changement d’échelle

2.3 Le probleme de transmission mis a 1’échelle

Apres passage en coordonnées locales et adaptation de la nouvelle échelle, le petit
parametre ¢ n’apparait plus dans la géométrie du probléme mais intervient dans les équa-
tions de celui-ci. Nous allons nous intéresser dans ce qui suit a I’expression des différents
opérateurs qui interviennent dans les équations posées sur le domaine de la couche mince.

En considérant la premiere équation du systéme écrit sur Q% , & savoir :

1+u

1— -
_ [afw_ by + T2 |+ K[yl 4w ] =0, (2.9)
en utilisant les coordonnées locales et le changement d’échelle (2.8), nous obtenons la

nouvelle expression de celle-ci, écrite sur 'ouvert dilaté €2_ :

D[ o - <1n+255yc >3 R LA Tt
0 s it (-
+(1 —i-ngyc)2a52 "+ %1 —T—n(;yc 42 — % i yswé 821/}5)

b g e
&T?jc 0,0 + % Qn% Dusd” — %1+15 0ps + 1 "1”20%5)]
\ +K_ [w‘i +7 fzycasw‘s_ + %m@ywi =0.
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Notons I'apparition du parametre § dans I'expression de I’équation ci-dessus. En faisant

un développement en puissances de ¢ du membre de gauche de celle-ci, nous obtenons :

Sk (ARS 4 BigT + CRwt) = 572 (A% 4 B0 4+ Ot ) 67 (A + B

k>—2
+ort 5>+ 60(A01/15+BO¢5 40 5>+51<AW6+B1¢5 ! 5)+”_

avec

1 _
A=D -1+ *2“ 3oz,

1 _
Al—l =D [ — Oy + +2” cnfﬁy —(1+p) n1n2asy]v

1+
AY=D_ [y028y - 2” Aynid, + (14 p_)ningycdsy, — 02 + (14 p_)eningd,
1 _
+2,u n%@?} + K_,

1 _
Al=D_ [ — yQCSGy%ngzn%(ﬁ? — (14 p-)ningy®c®dsy + 2ycd? — 2(1 + p_)c*yninads

_|_

+yc 0y — (14 p_)yen?o? — +2N yc,n%ag],
1+ p-

Bf2 =—-D_ 9 nlngas,
1 _ 1
Bi'=D_ [ i eningd, — (14 p_)n30s, + il M Oys} :
0 Lp 2 -
Bl =D_ [ - ycningdy, + (1 + ,u_)nchasy — ycﬁys + (1 + p_)en30s
1 - 1 _
_ +2’u Cas + _'_Iu nlngﬁg s
1 _ 1 _
Bi =D_ [ e Y2 c*ningd, — (14 p_)n3y*c? oy, + —|—2,u y? 0, — 2(1 + p_)yc*n3o,
1+p_
+ (1 + p)yc?ds — (1 + p_)yeningd? — a yc nyng0s |,

C;2=0, C;'=K m9,, C}=Knyd, C]=-K nyycd,.

Nous nous intéressons maintenant a la deuxiéme équation du systeme posé sur Q2 . Apres

passage aux coordonnés locales et changement d’échelle, cette équation s’écrit :
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1 cn?
01+ dyc

2cn1ng Syc'n?
_D 82 5 _ —163 £} +
(14 dyc)? (1+ 5yc)3 o

2
n
- 0.0° +

. m 5
(1 + dyc) Dyo-

an — 2cnon n3dyc
ey

1+ dye) (1+ dye)

1 2n2n1
_l_

+——£é——ﬁ +
(14 dyc)?

T+p- < _ 2n3c
2 (1+ doyc)

0,0 +

+ dyc
1 cn% 5 5 s
5 ysz 8 ¢ )

ning 2.5
(14 dyc)? ° "~

5 !
yc nng asw(;_ _

- (1+ dyc)

SO0 + SO0+

W

1 2n2

4 Z
Oy~ + 01+ dyc

1 ening

51+ dye

1 1
L ey )

1
+K_ [qb‘i __m 0w’ + —ngayw‘i} = 0.

1+ dyc )

\
De méme, le développement en puissances de ¢ permet d’écrire :
de<A§wi+B§¢i+C§W5) =62 < S0+ B2 + Oy 6) e < St 4 By lgh
k>—2

+C7 W) + 00( AT + BY + Ol ) + 6 (Afu? + Blg? + o ) +.

ou :
A2 = —p T a2,
Ayt = Lt cningdy — (14 p_)n30s, + HT'u@ys],
AY=D_ RS yc*ningdy, + (1 + p_)ndycds, — ! +2 —ycOys + (1 + p_)en30,
_1 +2”— cd, 4+ LI nanaﬂ ,
Ay = E +2M Y2 cPningd, — (14 p_)n3y*c? oy, + ! 4‘2/l 220, — 2(1 + p_)yc*n30,
+ (14 p)yc*ds — (14 p_)ycenin,0? — Lt e yc/nlnﬁs],

14
B;QZD_[—H— J;“ nﬂag,

1
B;l =D [ — 0(9y + —|—2,u cn28 + (1 + p_ )711712(9;/3} )
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I 1 _
BY = D_|yc®0, — e yc*n30, — (1 + p_)yeningdys — 07 — (1 + p_)enyngd,
1 _
+ +2,u n307 | + K_,
1 [ 23 Ltp- 539 2 2 2 ’
By, =D_| —y*c’0, + — e N30y + (1 + po)y“c*ningdys + 2ycd; + yc O,

+

1 /
— (14 p_)yen30? 4+ 2(1 + p_)yc*ningds — ycnads |,

Cy2=0, Cy'=K nyd, C)=-Knd, Cy=K nycd,.

La troisieme équation du systeme posé sur €2 devient aprés passage en coordonnées

locales et changement d’échelle :

_ 1 2,6 ayc 5 ¢ 5 Lap s
SEYE 2w a +5y0)385w_ + 517 5ycarw_ + 528yw_
n2 5, L s ™M 5 L 5|

g g0Vl gt — 0t 5nzay¢,] —0.

Un développement en puissances de § permet d’écrire :

>k (AbyS + Bio® + Chwl) = 572 (4528 + B2t + G2l ) + 67 (A7 00 + B!

k>—2

+C3_1w5_> + 00 (Agwi + Bj¢’ + cg?wi) + 4! (Aéwi + B3¢’ + C?}w5_> +..

ou :
A% =0, ([ B;% =0,
Agl = —K_n,0,, Bgl = —K_ny0,,
AY = —K_nyd,, BY = K_ny0,,
\ Aé = K_noycos, \ Bé = —K_nqycos,
et
(057 =-K_02,
Cyl=—-K_co,

Cy = K_(yc*0, — 07),

Ci = K_(—y?c®0, + 2ycd? + yc 0,).
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x Expression des opérateurs de trace sur >_

On s’intéresse dans cette partie aux opérateurs de trace My, Ms et T, qui ne sont rien
d’autre que les moments de flexion et ’effort tranchant exercés sur la frontiere externe de

la couche X _.

L’opérateur M :

Nous rappelons ici ’expression de 'opérateur M; :

My(¢_,¢_)=D_ {m@lw + p_n1Oagp_ + 1 —2“— (321/}7 + a@)ml , (2.10)

qui, apres changement d’échelle s’écrit :

My(°,8°) = D_ [nmz(l — 6yc) 0¥’ + 67 30,00 — poni(1 — dyc)dy¢’

1—p_ 1—pu_
+ 0 uniny0,¢° — 2,u ning(1 — 0yc)os)’ + 67 2,u n2o,\°

1—pn_

+ L p- n3(1 — 0yc)os¢® + 67! nin90,¢° |.

2

Le développement en puissances de o donne :

My, ¢7) = > M (Mf + Mfye)

k>—1

= TN MI + M%) + (MY + MPy00 ) + 6 (M0 + Miye® )+ .

avec .

( 1 _

1+
M0, —p —H

n1n2837

14+ p-

ycningOs,

\
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et

( 1 _

n1n20y,

1+ p-
MY, = —D. [u SES } o,

14 p-
2

Ml,=D_ {p_ - n%} ycds.
\

L’opérateur M, :

Concernant 'opérateur de trace My, nous avons

Mg(l/}_, ¢_) =D_ |:n282¢_ + ,u_ngﬁlw_ + L _2#_ (82¢_ + 81@25_)72,1} . (211)

Celui-ci devient apres changement d’échelle :

Mg(@/}‘s_, qb‘s_) = D_ [ —ning (1 — dyce) 8S¢5_ + 5_1n38y¢5_ + 1—p- ning (1 — dyc) 88gz5‘i

1—p
2

+46! n10,¢° + p_nj (1 — 6yc) 00 + 6~ p_ninad,0°

1—pu_ 1—pu_
— 2” n? (1 — oyc) 0% + 671 2” nina0, P’ |

De méme, un développement en puissances de § donne :

My(p?,¢%) = Y MM w0 + M5,¢°)

k>—1

= S Myt + Myl ) + (MO 4+ MO,B0 ) + 8N (ML + ML)+ ...

ou :
( 1 _
M{ll =D_ +M nlngay,
0 L+p
My, = —D,[ 5 M~ Nf] Js,
1 L+p-
My, = D—[ ny — M—] ycds,
\
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et
1 Lp
M22:D_[1— =)0,
0 1+ p-
M2.2 = D_ 2 nlngas,
1 _
M21.2 = L- +2 n1n2y05s
\

L’opérateur 1T :

Pour le troisieme opérateur de trace 7', donné par :

T, ¢, ) = K_ ((9nw_ S+ n2q§_>, (2.12)

son expression apres changement

d’échelle devient :

T, ¢",w’) = Kl[7hn26%wi+5_5ﬁQﬂﬁ1nﬂh 9o’ + 67 n50,w° + iy 4+ nyg’

1+ dyc

— K_|0'0ut

+ dyc

+ nlwi + n2¢i )

et de méme, un développement en puissances de o donne :

T, ¢ w) = > NI + T8¢ + Thw’)

E>—1

= 0T WL + Tl + T 'wl) + (TP + T3¢ + T3wl) + .

avec
(T =0, (T, =0,
Y = K_ny, 7Y = K_no,
Tll - 0, T21 = 07
\ \
et
(1
Ty = K_0,,
s TY =0,

|7 =0.
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Ecriture du probleme dans un domaine fixe

Le changement d’échelle décrit précédemment permet d’obtenir un probléeme équi-
valent a notre probléme initial, posé cette fois-ci sur un domaine fixe €2, indépendant du
parametre 6. Nous désignons par 1)°, ¢° et w® les fonctions obtenues a partir de ¥, ¢ et w

par la mise a 1’échelle (2.8), a savoir :

Vi =, dans €, ¢ = 9o, dans €,
5 _ 5 _
V2 =5 (s +dyn(s)) (s,y) € Q- ¢ = Pjas (s +dyn(s)) (s,y) € Q,
Wl = wq, dans €,
W’ =

W’ = wigs (s +dyn(s)) (s,y) € Q_.

Les développements des différents opérateurs intervenant dans notre probleme permettent
d’écrire le probleme mis a 1’échelle suivant :

+ Equations d’équilibre sur Q

2

1+
N {a%wi ez 4 %a@i} 4K, [wi + ﬁlwﬂ — £ dans Qi

~D. oot + 1500t + L ot | 4 K [of 4 0] = duns
K010+ 00) + 020, + 03)| = I dans Q..
(2.13)
+ Equations d’équilibre sur Q_ :
> 6% (A + Bf¢® + Cfw’) =0 dans Q_,
k>—2
k;f’f(A’gwi + BY¢? + C3w’) =0 dans Q_, (214

Z SF(Ab® + B¢ 4+ Chw’) =0 dans €.

k>—2
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* Conditions du bord libre sur X_ :

YoM+ My’ ) =0 sur X
k>—1
k(ngk o0 ko8 _
kglé (M2.1Q/}7 + M2.2¢7> - O sur 2—7 (215)
> (TR + TS + Tfu’) =0 sur ¥_,
k>—1
x Conditions de transmission sur X :
My (v, @) = 300 (ME T + MEael) sur 3,
k>—1
Mz(wia ¢i) = 25’“(1\/[511@ + My50") sur X,
k>—1
- (2.16)
T<¢i, 0 wi> = ST 4 TEY 4 ThW) swr X
k>—1
¥l =92, P =9, wl =w? sur .
x Conditions d’encastrement sur X :
5 _ 5 _ 5 _
Yi=0, ¢5=0, wi=0 sur 2o (g 17)

Dans la section qui suit, nous allons procéder a la construction d’un développement
asymptotique pour la solution de notre probleme. Les différents termes de ce dévelop-
pement seront identifiés grace a un processus de résolution intérieur-extérieur, entre les

domaines €2, et 2_. Par la suite, ce développement sera validé par une estimation d’erreur.

2.4 Deéveloppement asymptotique de la solution

Afin de déterminer le probleme approché recherché, nous allons d’abord construire
un développement asymptotique de la solution de notre probléeme. Pour ce faire, nous

développons ¢, ¢° et w’ sous la forme :

W=D M, ¢l =) 8N, Wl =)ot (2.18)

n>0 n>0 n>0
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L= a9l =30, W=, (219)

n>0 n>0 n>0

ou les termes 97, ¢7%, wh, Y7, ¢, w” sont indépendants de d et les indices "+7 et

se réferent a la restriction aux domaines €2, et €)_ respectivement. En insérant ces

7N

expressions dans (2.13)-(2.17), on obtient :

([ _D, :am + 2 _2“+ oz 4 2 *2‘” a@ﬂ YK, [wz + alwﬂ —o5ofr dans 9,
D, (a0 + T apey + A ar ] K [on v o] =0 dans 9
— K, |02 + 02w + oyt + agqsﬂ — oo fs dans Q.
AT + B0 = — > (Afyl + B¢l + Cfuw') pour 0<y<l1
k+l=n—2, k>—1, I>0
AP 4 Byt = — Z (A5¢! + Bhg! + Chul) pour 0<y<1,
k+l=n—2, k>—1, I>0
C32w" = — Z (At + Bl + Chul) pour 0<y<I,
k+l=n—2, k>—1, I>0
Mj™ + M y¢" = — Z (Mfﬂ/fl, + Mlkqul,) sur  X_,
k+l=n—1, k>0, I>0
My lypm + Mylon = — > (MEF !+ MF,oh) sur Y,
k+i=n—1, k>0, >0
Tyl = — Z (lewl_ + T2k¢l_) sur X,
k+l=n—1, k>0, >0
My(v, ¢7) = > (M0t + Mgl ) sur %,
k+i=n, k>—1, [>0
My(y, ¢71) = > (ME WL+ ME,e") sur %,
k+l=n, k>—1, I>0
TWY, ¢, wh) = Z (lelbl, +Thot + T:fwl,) sur X,

ktl=n, k>—1, >0

Y=Y, Pt =9, wi=uw" sur X,

(Y1 =0, ¢7=0, w!=0 sur X,
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ou o est le symbole de Kronecker (66‘ =1 si n=0etdy =0 si n#0 )

La prochaine section est consacrée au calcul des premiers termes du développement

asymptotique décrit ci-dessus.

2.5 Calcul des premiers termes

Afin de construire un modele approché pour la multi-structure considérée, nous
sommes amenés a calculer explicitement les premiers termes du développement asymp-
totique. L’identification de ces termes découle d’une résolution alternative des équations
du systeme (2.20) dans chaque sous-domaine €2 et ©_. Notons que tous les termes exté-
rieurs 9%, ¢, W, YL, ¢! et w! doivent étre identifiés avant que le premier terme intérieur
(¥9, ¢%, wY) ne soit entierement déterminé.

En considérant le systéme (2.20), on remarque que le terme extérieur (42, ¢°, w®) résout

le probleme :

( 1 _ 1 _
—D_ (1 — —1—2,u n%) D20 (s,y) — D —1—2,u n1n20;¢° (s,y) = 0 pour 0 <y <1,

L+ p- 1+ p
—D_ _|_2,u n1n2(9§1/19(571/) —D_ <1 _ +2M n%) 859259(5’@ =0 pour 0 <y <1,
~H-Gyt(sy) =0 pour 0 <y <1,

1 _ 1 _
D_ (1 - +2M n%) 90" (s,1)+ D_ +2M ningd,@° (s,1) =0,

14+ p-
2

14+ p-

D_
2

ninadyy? (s,1) + D_ (1 — n%) d,8° (s,1) =0,

K_0,w(s,1) = 0.
(2.21)

Afin de calculer explicitement ¥?, ¢° et w®, on commence par intégrer la premicre équa-

tion de (2.21), de y a 1, par rapport a la seconde variable :

1
/ < —-D_ (1 - ! +2,u_ TL%) a§¢g(875> - Dfl +2’u_ n1n2852¢2<87€))d5 =0,
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ce qui donne :

14 p-
2

o ltpe

D 0, (s, + Do (1= 150 0,00 s

14 p—

= D_ (1 _ e n%) ,° (s,1) + D_ n1ne0,¢" (s,1).

2
(2.22)

Gréce a la quatrieme équation de (2.21), nous déduisons que le terme de droite de (2.22)

est nul, ce qui conduit a :

D_ (1 ! —1—2,u n%) o,° (s,y) + D_ ! —1—2,u n1m20,9° (s,y) = 0. (2.23)

En intégrant encore une fois (2.23) de 0 a y, on obtient :

1+ 14+
D_ (1— 2“ n%) V2 (s,y) + D_ 2” nin2¢? (s,y)

14 p—

n1n¢° (s,0).

(2.24)

14
~ D <1— +2“ n§> 0 (5,0) + D_

En ce qui concerne la deuxiéme équation de (2.21), en utilisant les mémes arguments que

pour le cas précédent, on obtient :

1+ p- 14+ p-
D e (s.9) 4 Do (1= 20 ) o)
1 _ 1 _
= D_ —1—2,u ningt’ (s,0) + D_ (1— +2H nf) ¢ (s,0).

(2.25)

D’un autre coté, I'équation (2.24), donne :

(b(i(S,y) = 9252(570) +

m (1 - +2M_ ”3) (¢9(8=0) - wﬂ(s,w). (2.26)

Par la suite, en insérant cette derniére équation dans (2.25), on aboutit au fait que le

terme 1_ est réduit a sa trace sur X :

V2 (s,y) = 42 (s,0) = a’(s),



2.5. Calcul des premiers termes 37

ou a’ ne dépend que de la variable s. Maintenant, a partir de (2.26), nous concluons que :
¢2(s,y) = ¢ (s,0) = B°(s),

ou 3° est indépendant de .

De méme, en combinant la troisieme et la derniere équation de (2.21), on déduit :
W (s,y) = wl(s,0) = X%(s),
ot A’ est indépendant de y.

Comme indiqué ci-dessus, nous devons calculer le terme extérieur (¢!, ¢!, w!) avant
d’identifier le premier terme intérieur (9, @9, w?).

Pour ce faire, nous résolvons le systeme suivant :

1+ p-

( 1+ p_
—D_ (1 i n%) L (s,y) — D 5 n1nd; ¢! (s,y) =0 pour 0 <y <1,
1+ p- 1+ p-
~-D_ 5 ninedib! (s,y) — D_ <1 — n%) D2l (s,y) =0 pour 0 <y <1,
—K_0jw! (s,y) =0 pour 0 <y<1,

1 _ 1 _
D_ (1 — 4‘2M n%) oyt (s,1)+ D_ +2M ningdy ¢t (s,1) = —y(s, 1),
14+ p- 14+ p-

D_
2

ninedy Yt (s,1) + D_ (1 - n%) Dot (s,1) = =&(s,1),

K*ayw17<57 1) = _Cl(sv 1)7

\

avec
Ys,y) = Ml (s,y) + M902 (s,y)
= D_ ! +2,u_ n1ngdsa’(s) — D_ [,u ! —|—2,u_ ng] 0,°(s),
(s, y) = M0l (s,y) + Mya¢? (s,y)
= D [P 0.0 - DA im0, 0s),
et

CHs,y) = TPU(s,y) + 199 (s,y)

= K _n1a%(s) + K_nyB°(s).
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En utilisant les mémes arguments que pour la résolution du systeme (2.21), on obtient :

1 2 1+ p- ning 14 p_
Vo) = 0o = g (1 ) ey T e

1 2 1 -
6Ls) = B = prim (1 g

Ssy) = N9 - s D

1 1+p-
) €600+ (s

ott les fonctions al(s), B1(s) et A!(s) sont indépendantes de la variable y.

Maintenant, en se référant a (2.20) et en utilisant les expressions des termes exté-

rieurs obtenus ci-dessus, on déduit le probléme résolu par le premier terme intérieur
(¢+7 +7 w+) :

/

D, (am P gy ¢ LI a@g) R (04 0ul) = f dans Q.
D, (aggbg P Lty LR a§2¢g) K (0t 0nl) = ff dans Q)
K, (81w+ 3wl + 019% + 82¢3) = fi dans €,
M09, %) (s,0) = =7'(s, 1) +7'(s,0) sur X,
M(yS, ¢5)(s,0) = =€ (s, 1) + £(s,0) sur X,
T, ¢%, wi)(s,0) = —C'(s,1) + ¢'(s,0) sur X,
wﬂ)r:@ﬁ, ¢9L=¢9, wizw‘i sur X,
1/’2 =0, ¢9r =0, wﬂ)r =0 sur Y.
\ (2.27)
Avec

M2, 69)(5,0) = (M0 + Ml + MDyg® + Mi3oL ) (s,0)
- _71(871)—*—71(570)7

- _§1<Sv 1) + 51(87 0)
et
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T(¥Y, wa@ﬁ)::(ﬂ%?+wal+ﬁ%ﬂ+ﬂf¢b+ﬁ@9+ﬂf¢)@ﬁ)

- _CI(SJ 1) + Cl(sa O)
Un simple calcul, utilisant les expressions de 1°, ¢ et w® montre que :
=7 (5,1) +7(5,0) =0, =€'(s5,1) +&(5,0) = 0 et —¢'(5,1) +¢'(5,0) = 0,

ce qui engendre I'annulation des termes de droite des équations imposées sur l'interface
>.. Par conséquent, le probléeme résolu par le premier terme intérieur (wg, (_)H w?r) n’est
rien d’autre que le modele de Mindlin-Timoshenko pour la plaque €2, , encastrée sur la
partie du bord Y, et libre de toute force sur X.

Grace aux résultats précédents et aux conditions de transmission, on peut maintenant

déterminer les fonctions a®(s), 5%(s) et \°(s) :
al(s) = |s= (5,0, B%(s) = 6% [n=¢1(5,0),  A°(s) = o} o= wli(5,0),

ce qui nous permet de fixer completement 1%, ¢° et WO :

¢0—<S7y) = 1?3 |Za Qs[l(say) = ¢9r |27 wg(&y) = wg- |E .

On revient maintenant a la partie extérieure, nous allons calculer le troisieme terme
(¥2, ¢, w?) qui est nécessaire pour identifier le deuxiéme terme intérieur (1, ¢}, w?).
Encore une fois, nous nous référons au systéme (2.20), ce qui nous permet d’avoir le

probléme résolu par le terme extérieur (%, ¢*, w?):

( 1+ p- 1+ p-
—-D_ (1 -3 n%) dap? (s,y) — D 5 ninp0id? (s,y) = =607 (s,y) pour 0 <y <1,
14+ p- 14+ p-
-D_ 5 n1np 05107 (s, y) — D— (1 — n%) 9297 (s,y) = —03(s,y) pour 0 <y <1,
—K_92w” (s,y) = —63(s,y) pour 0 <y < 1,

1 _ 1 _
D_ (1 — +2” n%) o2 (s, 1)+ D_ +2” ninady ¢ (s,1) = —%(s, 1),

1+ p-
2

1+
D_ tH

ninady? (s,1) + D_ (1 - n%) 0,0% (s,1) = —£2(s,1),

K 0w (s,1) = —=(*(s, 1), (
2.28)
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ou v2(.,.), €3(.,.) et ¢*(.,.) sont données par :
Vsy) = MLwl(s,y) + MWl (s,y) + Miyol (s,y) + M 50" (s,y)

1+ p-

1 _
e a n1naycosa’

1+ p-

= D_
2

ninedsat — (M— — n%) 0sB8" + p_

14 p—
2

—20_ (1 + p_)nyngycdsa’® — pu_ nacydsf° + p_ (1 + p_)nicyd,s°

+ p_

1 1+ p_
p_cy0sB° — p_yd?a® + u_ nayd2a® — p_ 2“ ningayd?[°|.

§2(87 y) = ]\/[201w1 (57 y) + M211w0— (57 y) + M202¢£ (87 y) + M21.2¢9(S7 y)

4
2

1 _ 1 _
= D,[ nina0ft — < +2M n? — ,u) osat + i +2M n2cydsa’

—pi—cydsa® — p_ (1 + p_)n3cydsa® + 2pu_ (1 + p_)ninaycds 8

1+ p_ 14+ p_ 1+ p_
. 2,u nineycOyf° — pi_ 2” ninoyd2a’ + p_ 2,u niyd?p0 — u,y(?zﬁo].

Cls,y) = TP (s,y) + Ti2(s,y) + TR0 (s, ) + Ty 0 (s,y)
= K_|ma' +nyf" — pongydsa’ + nyp_yd, 0.

Par ailleurs, en tenant compte des expressions des termes extérieurs identifiés ci-dessus,

les seconds membres 03(.,.), 03(.,.) et 63(.,.) s’écrivent :

03(s,y) = (A7t + Brlel + Ortwt + A%W° + BYY + OV (s, y)

14+ p— —p?

5 n3cd3°

1
ningcdsa’ + 2(1+ ,u_)nlngcasao +

- D_[—M_

1 — 1 -
—1—2,u n3cdsf° + %n%@f@o

—I—l —2,u_ c0sB° — (14 p_)n2co,f° —

1—p? 1
Tﬂngﬁfao — i

2
n1n2023°

S

1 _
0k + — gl -

+(1+ u,)nlngafﬁo} + K_ [n%ao — ningB0 + 71285)\0] .
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03(s,y) = (AL + By'ol 4+ Cy'lw! + AW + BIg? + CYw0)(s,y)

1+ p-
2

1 _
= D_|u_ nicdsa’ + 2(1 4 p_)nscdsa’ — cdsa® + i i n1nocs3°

1 _
—2(1 4 p_)ningcdsf° — e nined2a® 4 (1 + p_)niny.d?a® — 923°

L4+ po

+- 5 n102B° + (1 + ,u_)ngﬁgﬂo} + K_ [ —nnaa® + 030 — nd 0|

et
03(s,y) = (A"l + Bilol + Cy'w! + AQ? + B3¢? + CJw?)(s,y)

= K_ | —(1—p_)n0sa® + (1 — p_)n19,8° + cnya® + eny 80 — 8?)\].

Notons que ces termes sont en fait indépendants de y . Ainsi, la résolution du systeme
(2.28) nous donne :

e L) (- 307) +§2<s,1>y},
o) = 0 - oo (1= 2 50) {ehe (v 307) + s
+&ig:”mz{9f(s,y) (y— %zﬂ) +72(8,1)y},

Ps) = N - - {8 (1= 507) + o).

olt a?(s), B%(s) et A%(s) sont indépendants de y.

En se référant au systeme (2.20) et en utilisant les expressions des differents termes

exterieurs calculés précédemment, on obtient le probléme résolu par (¢, ¢L, wi) qui
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s’écrit :
(D, (ot + 2 ozt ¢ M ) K (0 40wt ) =0 dans ©
T\ 2 2%+ 9 120+ + P+ 1wy ) = +5
D, (0200 + T e L g ) LK (0 1ol ) =0 dans ©
+ 2%+ 2 1%+ 2 12% 4 + + 20J+ - ans +5
— K, (0wl + 3wl + 01y + D20} ) =0 dans Q.
M (i, ¢3)(s,0) = — (01(s,0) +9°(s, 1) — 7*(s,0)) sur X,
M (i, ¢3)(s,0) = — (03(s,0) + £%(s, 1) — £%(s,0)) sur X,
T (W}, ¢}, wi)(s,0) = — (65(s,0) + ¢*(s, 1) — ¢*(s,0)) sur X,
%:wl, ¢}r=¢1_, wizwl_ sur X,
\1&:0, QﬁZO, wi:O sur Y.
(2.29)

En explorant les differents seconds membres des conditions écrites sur X, on obtient :

02(5,0) +72(5,1) — 72(5,0) = —D_(1— 1 )n30Pa® + D_(1 — 2 a2

+2D_(1 — p? )nyingcdsa® — D_(1 — p? Yn2ed, B

+D_(1 — p?)n2cd,B° + K_(n2a® — ningf’ 4+ na0,\0),
03(5,0) + €%(s,1) — £%(5,0) = D_(1 — p®)nnp02a® + D_(1 — p® )n39? 3"

—2D_(1 — 2 )ningcdyB° — D_(1 — pi? )nicdsa’

+D_(1 — p? )n3cdsa” — K_(nynya® — niB° + nio,\%),
02(s,0) + (%(s,1) — ¢%(5,0) = —K_n90,0" + K_n,0,° + K_cnia® + K_cno° — K_9?)\°,

et en remplacant les valeurs de o, B° et \°, on aboutit & des seconds membres qui

dépendent uniquement des traces de ¥%, ¢9 et w} sur X.

Finalement, les conditions imposées sur > s’écrivent :

Mi(wh,¢Y) = —QY, ¢}, w}),



2.6. Justification du développement asymptotique 43

M2(7v/}-1i-7¢}-) (%; +a w+)
T(l/)}i’7¢}i*7w<1|>) (¢+7 + +)7

ou :
Q(MF, +aw+) = —D_ (1 — M- )8 |:n2(n205¢+ nlasﬁb(i)} + K—n2(n2¢3_ - m(Zﬁ + aswg-)7
(1/)+, +,w+) = D_(1—pu?)o, [nl(n285¢+ nlasqbi)] — K_ny(noS —ny¢% + aswi),
S, 6%, W) = —K_0, [Wi _n1¢g+asw3]

(2.30)

Pour fixer complétement 1!, ¢! et w!, nous allons déterminer les fonctions o, B et A!

1

en exploitant les conditions de transmission ¢} = ¢!, ¢} = ¢!, wi = w! sur X.

Ceci permet d’obtenir :

al(s) =vis =vi(s,0), B(s) = dys = 04(5,0), N(s) = wis = wi(s,0),

ce qui donne 9!, ¢! et wh

Vi(s,y) =i s, OL(s,y) =y I, wl(sy) =wils.

Remarque 2.5.1 Avec ce méme procédé de résolution extérieure-intérieure et en se ba-
sant sur le systéme (2.20), tous les termes Y™, ¢, w™, Y%, ¢%, W} du développement
asymptotique peuvent étre déterminés. En effet, les problémes résolus par ces différents

termes peuvent étre identifiés de la méme maniére.

2.6 Justification du développement asymptotique

Nous donnons dans cette section une estimation d’erreur qui permet de justifier et

valider le développement asymptotique construit précédemment.
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Théoréme 2.1 Soit (¢, ¢, w)

restes d’ordre N :

N
n=0
satisfont les estimations suivantes :
1T (8) iy +VO [ T2 (0) [l a3 )< Ono™NH,
I T2,0) i) +V3 | T8(0) ll1 sy < CwdN1,

I T3, (8) iy VO I TR () Il (s )< Cad™FL

la solution du probléme initial (1.1)-(1.4). Pour tout

N € N, il existe une constante C'y indépendante du petit parametre d, telle que les

N N
LY@ =y =) 8"", TY(@E) =¢—) 6"¢", TH(0)=w—> o"w", (231)
n=0 n=0

(2.32)

Preuve. Un calcul simple permet de montrer que les restes I'Y(6), I'Y () et T3 ()

sont solutions du probléme suivant (on convient d’omettre le symbole § et d’écrire TV,

Y. Y au lieu de T'Y(8), T3 (5), T (d), pour ne pas alourdir I’écriture) :

r 1-—- 1+

-Dy a%F]lVJr + %%Fﬁ + %812%\;} + Ky [Fﬁ + alré\cr} =0
i 1-— 1+

Dy (9%1%\; + 2,u+ 8%F§V+ + %&ZF{\” + Ky [Fév—s— + 82Fév+} =0

K, [3T5, + 63T, + oyTY, + agrgﬂ —0

—D_ |y + =Ty + “;—alzrgt] e [F{V, + alrgq = O(3N-1)

~D- | BT+ =y 4 H=oTy ] YK [rév_ + 9,0 } — O(N-1)

K- :a%rgi oy 4o 4 aﬂq — 06N
M, (F{V_,w_) = 0(6N), My (F{V_,F§V_> = 0(5%)
T(F{V_,Fév_,Fév_> — O(sM)

ay (T3, T8 ) = 2 (T4, T8, ) = 0(Y)

M (T3, ) = M (19,15, ) = O(6™)
(0 ey ) - 7(rf T ) = 06™)

ry —r¥, =0, 1§ -1y =0, 1y -1 =

ry =0, . =0, Iy =0

dans Q4

dans 4,

dans Q4

dans Q°

dans Q°

dans Q°

sur 25_,

sur 25_,
sur X,
sur X,
sur X,

sur X,

sur Yo,

(2.33)
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L’application de l'estimation (1.8) permet d’avoir :
| TY(O) sy + [ T (0) sy + | T8 (0) ||z sy < COVL,
ce qui nous permet de conclure :

I T ) s < COVE (I TY(0) Nl on< COVE, (I TE(6) [l on< CONH

(2.34)
ou C est une constante positive indépendante de 9.
Afin d’améliorer les estimations (2.34), nous écrivons :
N+2 N+2
LY@ =TI + Y a"vr, IY(0) =T @)+ ) "o
n]:V]-\’f_;—l n=N+1 (235)
LY () =T5(0) + > &"w".
n=N+1

Par conséquent, en combinant (2.34), (2.35) et en utilisant le fait que || ¥4 || g1(0,)= O(1)

et | ¥ || grasy= O(0~"/?), nous obtenons :

I TY(0) Ny <N TYP0) lmawy 6N 1Y iany #6772 108 Iy

< C&N-}—l,
IT00) ey SHTEEP6) sy +0 T2 sy +0"2 (922 s

< 083,
ce qui mene a la premiere estimation de (2.32) :
1T (8) Ny +V8 I TILE) Il os )< Ono™ .

De maniere similaire, en utilisant les mémes arguments, nous aboutissons aux autres

inégalités de (2.32), a savoir :

I T54(6) ey VO I TE(0) llarsas < O™

I T5(0) ey +VO I TE(0) llarnas < O™
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Remarque 2.6.1 Comme mentionné précédemment, tous les termes du développement
asymptotique (2.18) peuvent étre déterminés et résolvent des problémes similaires da ceuz
résolus par les premiers termes identifiés dans cette partie. Néanmoins, le calcul explicite
de ces derniers devient plus compliqué et plus fastidieux au fur et a mesure que l’on avance
dans [’ordre.

Nous nous sommes alors limités au calcul des seuls termes qui permettent de construire
un modéle approché qui rend compte de l’effet de la couche mince. Cette construction fera
lobjet du chapitre suivant, ou l’on procédera a l’identification des conditions aux limites

approchées pour notre probléeme.
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Dans ce chapitre, nous allons procéder a I'identification du modele approché qui rendra
compte de l'effet de la couche mince sur la déformation de la plaque. Nous établirons aussi

une estimation d’erreur entre la solution du probleme initial et celle du probleme approché.

3.1 Conditions aux limites approchées

L’intérét de cette section est d’identifier un modele approché qui tient compte de
Ieffet de la couche mince sur le comportement de la plaque. L’idée, consiste a utiliser
les développements asymptotiques obtenus précédemment, afin de dériver des nouvelles

conditions sur Y, dites conditions aux limites approchées.

3.1.1 Conditions d’ordre 0 :

Afin d’aboutir a une approximation d’ordre 0, nous allons tronquer le développement

asymptotique de (1%, ¢°,w’ ) en ne conservant qu'un seul terme, on définit alors :

Pr=uf, ol =95 Wi =ul. (3.1)
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Le probleme approché d’ordre 0 résolu par (i} {0} 30}7 wio}) s’écrit :

NI E gl T 06 4 i (00 4 00l) = i dans 0,
D, ( o2 ¢{O} 1— M+ il 2 ¢{0} 1 +2u+ D1 w{‘”’) ( 3—0} n 82wi0}> — 5 dans Q.
—Ky (812(”:{:)} é)22 o + 31¢{0} + 82&:]}) = f:;r dans .,

< M ( 30}7 io}) =0 sur X,
My ( io}, io}) =0 sur X,
T( io}, io},wio}) =0 sur X,

vl =0, ¢" =0 wl”=0 sur Y.

(3.2)

Notons que le probleme résolu par 'approximation d’ordre 0 n’est rien d’autre que le
probleme de Mindlin-Timoshenko pour la plaque 2., avec des conditions aux limites

homogenes sur ¥ :
( 0} {0
M1, 61") =0,

My(pi 1) =0,
0 0 0
Tl i Wi = .

\

D’un point de vue physique, ces conditions traduisent le fait que la plaque €, est libre

de tout effort ou de toute force extérieure sur le bord Y.

Remarque 3.1.1 Le probleme résolu par l'approximation d’ordre 0 néglige completement
Ueffet de la couche mince. Il nous appartient alors d’aller plus loin dans le développement

asymptotique afin d’obtenir un modele qui tient compte de cet effet.



3.1. Conditions aux limites approchées 49

3.1.2 Conditions d’ordre 1

Afin d’obtenir une meilleure approximation, nous allons tronquer le développement

asymptotique & Pordre 1. Rappelons d’abord le probléme résolu par (¢, ¢t, wl):

1-— 1
-D, (@%i + 2’” A5l + +2M+ 312¢1+) + Ky (L +0w) =0 dans Q,
_ 21 L LMoy Ty 1 1 1\ _

Dy {0304 + —5 013 + ool ) + Ky (¢L 4+ 0wl) =0 dans Qo
-K. (8lw+ + 82w+ + c'?lwi + agqbi) =0 dans 4,
M1(¢i,¢i)(8:0) Q(¢+7 +7 wg—) sur E:
MZWL@#)(S:O) = _R(wg—a ¢(—)|-7 wg-) sur E:
T(¢L¢LW}F)(5;0) (w+7 +> w—i—) sur 27
Pl =0, ¢L =0, wi =0 sur Y.

Comme mentionné, nous définissons une approximation d’ordre 1 en conservant les deux

premiers termes du développement asymptotique :
W=yl +oyl, ol =0 +00L, Wl =wd +owl. (3.3)

En exploitant les problemes résolus par les termes ¥9, ¢%, w9, ¢}, ¢}, w}, on montre

que w_{:}, U et w{ } vésolvent le probléme :

/

1+
—D, (azw“} — ol + 2“*@@1”) + Ky (6 + o) = dans Q.

1-— 1
(82¢{1} ,u+ 82¢{1} —1—2,u+ (9121#:{:}) + K, ( o w{l}) =f5  dans Q,

_K, (afwi” + 2w “Maw“hami”) — dans .,
My, 61 +5Q(ui ol i) = 2Q(}, 9} w}) sur 3,
Myt oty 4 5 R o1 WY = 2R(y1 gL wh) sur X,
Tl ol wi?) + a5l ol i) = 625(yL, ¢l wh) sur %,

W—o, ¢=0 wi=0 sur Y.
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Ceci montre que les conditions aux limites sur ¥ s’écrivent :

M7, 68 + 60wl ol i) = 2Q(uL, ¢}, wl) = 0(8),
My($, 01) + SR, o1 wih) = 2Ry, 6}, wh) = 0(?),

T ol wih) + 08wl ol wilh) = 28 (vl 01, wh) = O(62).

Ceci suggere I'idée de négliger les termes en O(6?) et définir le probléme approché :

( -D, (8%{/71 41 _2‘” 024 + ! +2“+612$1) + K, ({Zl + a&) = ff  dans .,
D, (agq?l . _2“+ 92, + +2“+ 812121) YK, (51 + 82@) — fF  dans Q.
“K, (afal + 920, + Oy + 6251) — £ dans Q.

M (¢1, 1) + 6Q (¥, 61, 1) = 0 sur X,

Mg(%, 51) + (5R(z;1, 51,651) =0 sur X,

T(1, 61,@1) + 05 (1, 61,@1) = 0 sur X,

\{/;1:0, $1=0, T =0 sur Y.
(3.4)

Les conditions aux limites écrites sur I'interface ¥ :
My (1, ¢1) = —6 [—D—(l — p2)0s [n2(n2(951;1 - nﬁﬁl)} + K_na(nath — iy + 3@1)] ;
My(¢r, ¢1) = —6 [D—(l — u2)0y [nl(n2as7v;1 - n1as¢~51)] — K_ny(nathy — miy + 3@1)] ;
T(th,61,81) = 8 | =K_0,(nathy — mdy + 0,31 ) |

sont les nouvelles conditions aux limites approchées recherchées.

Remarque 3.1.2 Contrairement a [’approximation d’ordre zéro, celle d’ordre 1 fait
apparaitre de nouveauxr opérateurs sur linterface ¥, conduisant a de nouvelles condi-
tions aux limites qui tiennent compte de [effet de la couche mince. Ces nouvelles
conditions peuvent étre considérées comme la contribution héritée de la couche, d’autant

plus qu’elles intégrent ses caractéristiques physiques E_, u_, K_ ainsi que son épaisseurd.
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3.2 Estimations d’erreur

Nous terminons cette partie par des estimations d’erreur, entre la solution exacte du

probléme initial et celle du probleme approché.

3.2.1 Estimation d’erreur pour ’approximatiom d’ordre 0 :

Afin d’obtenir une estimation d’erreur entre la solution du probleme approché d’ordre
0 et celle du probléeme initial, il suffit de se référer aux estimations (2.32). Celles-ci nous

permettent d’obtenir :

[REAT |10 < O,
| oy — ot |10 < O,

0
| ws =i o, < CO

ou C est une constante positive indépendante de §.

3.2.2 Estimation d’erreur pour 'approximatiom d’ordre 1 :

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe a 1’établissement d’une estimation
d’erreur entre la solution du probleme approché d’ordre 1 et celle du probleme initial.

Celle-ci est fournie dans le théoréme qui suit :

Théoréme 3.1 1, ¢gtimation d’erreur entre la partie intérieure de la solution
(4, ¢4, wy) du probleme initial et la solution (%, 51,@1) du probleme approché

d’ordre 1 est donnée par :

| ¥y — 01 [l < CO2,
[Re— |10y < CO2,

| ws = @1 ([ C62

ou (' est une constante indépendante de ¢.

Preuve. Afin d’établir les estimations d’erreur énnoncées ci-dessus, nous procéderons

a écrire des estimations a priori pour le probléme approché d’ordre 1, avec des seconds
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membres plus généraux. Pour ce faire, nous considérons le probleme aux limites :

-D, (al%ZJr ! _2“+8§1Z+ 12“*81255) + K, (zZJr 8@) = ff  dans Q.
~D, (6§$+ ! _2‘” 829 + ! J;“* 8@5) + K, <$+ 6@) =5 dans Q.
_K, (afw 4O+ O+ 825) — it dans .,
Ml(‘Z; 5) + 5@(1;7 &, w)=q sur X,
My (), 6) + R(1, 6,&) = G sur 3,
T(,6,3) + 65(h, §,3) = G5 sur X,
p=0, ¢=0, T=0 sur o,

\
(3.5)

o fi, fos f57 € L*() et g1, g2, g3 € L*(3).

Afin d’écrire une formulation variationnelle associée a ce probléme, nous multiplions les

trois premieres équations de (3.5) par des fonctions test régulieres @/A), qZ; et w qui satisfont

@E‘EO =0, QAS|EO =0 et W)y, = 0. Grace a la formule de Green, nous obtenons :

AC.6.5,0.6.6) + (5,6.5.9,6.8) = [ (Fro+ o+ Fo)an,
' (3.6)
G+ o+ s ) d
+/E(glw+gz¢+gsw> o,

ou les formes bilinéaires A et b sont définies par :

AG.6.5.:0.6.8) = [ (D [0i0id 40,300, 0u500+ - (015+000) (00 + 010)

Q4
+ s 0000] + K[ (8400 (4 +00) + (6+0:0) (8+00) | )ae,

WD 8.5,8,6,0) = D_(1—42) / @, D xu(, B)do + K / o (B8, 3)x (8, 6, ) o,
avec
XT(@fL ;Z; 76‘5) - (TLQQZ_ n1$+ 85(?&)7

Xu(¥, @) = (nzaszz—m@s%).
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~ ~ ~

Par la suite, nous posons 7;5 =Y, p=¢etw

w dans (3.6). La forme bilinéaire A étant

coercive, nous avouns :

AW, 8.5, 9, 8,9) 2 (119 By + 18 Brgy + 15 B, ).

ou ('] est une constante positive indépendante de 9.
Par ailleurs, en utilisant le fait que b(@z, 5, w, {Z;, 5, w) > 0, la corcivité de A et I'équation

(3.6) permettent d’obtenir :

19 By + 18 Wy + 15 sy < C([1F Nz + 13 ez | 19 oy

[ ooy + 182 ez | 16 oy
+ 15 o + 18l | 18 s )
< (I F Iz + 161 Dz + 1L ez

18 e + I 55l + 11 s ey )

(19 @ + 16 @y + 1 e ),
(3.7)
ou Uy est une constante positive indépendante de 9.

Cette inégalité provient de I'inégalité de Holder et de la continuité de 'opérateur de trace.
Posons :

= Co((I Fi Nz + 11 ey + 11FF ey + 1182 lazy + 1 55 iz + 11 ez )
(3.8)

alors (3.7) entraine :

~ 1~ \2 ~ 1~ \2 _ 1~ \2
(19 1men =57 ) +(1élmey 31 ) +(18lme,—51 ) <TB (39

W

Par conséquent, on obtient :

( | QZ |y —5 T >2 < Z§L
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ce qui donne

~ 1~ 3~
1 —— < —
| ¥ [l 5050
d’ou /3
- 341~
Il s —5— 1L

D’une fagon similaire, nous obtenons :

_ V341 V341~

I @< 9 boet |@llmen)< 5 [

et par conséquent,

(V3+1) 1. (3.10)

DN o

| Y lmey + 1@ laey + | @ [[a @) <

Soit maintenant ({/;1, 51, w1) la solution du probléme approché d’ordre 1 (3.4). Nous allons

procéder au développement asymptotique de cette solution en puissances positives de ¢ :

U= 0"y,

n>0

dr=D 0", (3.11)
n>0

Gy =y 8"ay.
n>0

Nous insérons les développements (3.11) dans les équations du systeéme (3.4), ce qui nous
permet d’obtenir, apres identification selon les puissances de ¢, les probléemes aux limites

résolus par les differents termes du développement asymptotique (3.11), & savoir :

(

~ 11— ~ 1 ~ ~ -
—Dy <a%¢? + 2M+ 057 + +2M+ 8129?5(1)) + Ky <¢? + (9160?) =fi7 dans Qy,
~ 11— ~ 1 ~ ~ N
-0, (o8 + o+ T i) + K (R4 230) = £ dns
K (055 + 0300 + b + o)) = 15 dans Q.
Ml({pvga 5[1)) =0 sur X,
M2(1Z(1)7 ;5(1)) =0 sur X,
TR, &,&7) =0 sur X,
=0 ¢=0 @& =0 sur o,

(3.12)
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—Dy (82@ + L ,u+ 331211 + ! —1—2,u+ 812&) + Ky ("‘Z% + aﬁ’%) =0 dans Qy,
+ ~
D, (awl Lot gy 1 812¢%> (o) =0 dans o,
K, <8lw1 825 + Oy + (%5}) —0 dans
{
Ml(w%7¢ ) = —Q<¢1>¢(1)70~U(1)) sur 27
MZ(w%v(bi) = —R(%, (1)7(::}?) sur Ea
(%, 1a~1> _S( ¢(1)7&?) sur Ea
L @D% = 07 Qb% = 07 aj% =0 sur EO)
(3.13)

et pourn > 2 :

( 2 M+ 07n , Lt Hg o oy ~
—D, (37 + OB + —0udt ) + Ky (00 +0y) =0 dans Q.
-D, (ang" “* ST Mg 4 +2“+ alzw) K, (;5? n 825;7;) —0  dans Q,
K, (81w1 + O + O + 825?) —0 dans .,
My(47,67) = —Qy ", ¢, &y ™) sur 3,
My(47,67) = =R, 6174, 577 sur 3,
T(,Jn ?7@1) _S( ) N7ll_1766?_1) sur Zv
k@Z{L:(), Gr=0, &p=0 sur Y.
(3.14)

Il est facile de remarquer que les probléemes aux limites résolus par (wl, 1,@1) et
(!, @1, @) coincident avee ceux résolus par les termes (W2, 0%, wY) et (P, L, wl) res-

pectivement. Par conséquent,

wg— = @ZJ?, ¢0 = la w?&- &?’ ’Qb-ls— = ¢%a ¢+ ¢1> w-1|— (7.}% (315)

Notons que les autres termes, pour n > 2, ne coincident pas.
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Nous définissons maintenant les restes :

N N N
LY (0) =41 =Y a™pf, TN(@0)=d1— > a"d%, TN@) =& —Y ol (3.16)
n=0 n=0 n=0

L’expression de ces restes montre que ceux-la résolvent le probleme :

: 1- 1
(—p, [orry + —ropry + o]+ KLY+ o) =0 dans 9,
: 1— 1
D |93TY + —HEar) + 2“* Ol | + Ky [TY + 0,1 =0 dans 0,
—K. |ORTY + BTN + OTY + 65T | =0 dans Q.
My (T, 1Y) +8Q (0N, T, 1Y ) = —a¥+1Q (v, 4, &} sur ¥
My (T, T ) + R (TN, T, 1Y) = —¥ R (4, 67,57 sur ¥
T(rg,rg,rg) + 5s(rg,rg,rgy) - _5N+15(J{V, EV,:U{V) sur ¥
[ [ (6) =0, T}()=0, TJ(0)=0 sur Y.
(3.17)
En tenant compte de 'estimation (3.10), on obtient :
I T3 0) N + 1 TE6) oy + 1 TI0) @< COMH, (3.18)

ou C' est une constante positive indépendante de §.

Ainsi, nous pouvons écrire :

| ¥y — Jl Iy = ¥+ — (?ﬂ +60L) + (?ﬂg +00)) — Zzl | ey
|y — () +60L) [[may) + |l Wy — (W9 + 601 .-

IN

Comme 0 = Yl et Pl = Y1, alors :

|| Yy — @Zl HHl(m) < H Yy — wi + CW-D HHl(m) + || Jl - (@Z? + 5721}) HH1(9+)
= || T1.(9) ey + |l Fllp((s) | m )

En utilisant les estimations (2.32) et (3.18), on obtient :

| vy — @Zl ||H1(Q+)§ C62.
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D’une maniere analogue, nous établissons les estimations :

| 61 — & | 1)< C6

et

H Wy — (:Ul ”Hl(QJr)S 052
|

Nous avons ainsi démontré des estimations d’erreur entre la solution exacte et approchée.
Ces estimations sont optimales dans le sens ou elles sont de l'ordre du premier terme

négligé.



Conclusion générale

Dans cette these, nous avons considéré le probleme de renforcement d’une plaque
élastique de Mindlin-Timoshenko par une couche mince élastique. Nous avons utilisé la
méthode des développements asymptotiques pour identifier un modele approché, plus
simple pour les simulations numériques. Cette méthode consiste a approcher la solution
intérieure du probléme initial par son développement asymptotique tronqué a un ordre
donné de sorte a avoir un modele approché posé uniquement sur le domaine occupé par
la plaque, mais qui rend compte des effets induits par la couche mince.

La troncature du développement asymptotique a l'ordre 0 (i,e en ne considérant que le
premier terme du développement comme approximation) conduit & un modele qui ignore
complétement les effets de la couche mince. Cela est tout a fait naturel et s’accorde avec
I’intuition physique car les matériaux constituant les deux multi-structures ont des rigidi-
tés qui sont du méme ordre de grandeur par rapport au petit parametre § qui représente
I’épaisseur de la couche mince.

Dans le but d’obtenir un modele plus précis et qui tient compte de l'effet de la couche
mince, nous avons tronqué le développement a l'ordre 1. Cette approximation a donné
lieu & un modele dans lequel les effets de la couche élastique ont été incorporés.

2

Ces effets se traduisent par de nouvelles conditions aux limites, dites ” conditions aux
limites approchées ”, posées sur l'interface commune des deux structures.

Ces conditions dépendent des caractéristiques physiques de la couche mince ainsi que
I’épaisseur ¢ de celle-ci, Elles ne sont pas standard car elles font intervenir des dérivées
tangentielles qui sont du méme ordre que celles de 'opérateur différentiel intérieur.

Par ailleurs, une estimation d’erreur optimale a été établie, permettant ainsi de valider
cette approximation. L’étude élaborée dans cette these peut étre généralisée et plusieurs

perspectives peuvent étre explorées. Il s’agit notamment de :

x Généraliser cette approche au cas d’une plaque de Mindlin-Timoshenko entourée
d’une couche élastique d’épaisseur variable. Cette question a été traitée pour la

plaque de Kirchhoff-Love dans [25] et il serait interéssant d’identifier un modele
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approché pour la plaque de Mindlin-Timoshenko.
« Explorer d’autres configurations geométriques (plaques avec coins,...).
x Généraliser ’étude a d’autres modeles de plaques.

Notons enfin que 'aspect numérique de cette étude n’a pas été étudié et peut consti-
tuer une perspective intéressante et compléter les résultats obtenus dans le cadre de la

réalisation de cette thése.



ANNEXE Q

Quelques outils d’analyse
fonctionnelle et de géométrie

différentielle

L’intérét de cette annexe, est de rappeler quelques définitions et notions de base d’ana-
lyse fonctionnelle et de géométrie différentielle, qui sont utiles pour I’étude et la résolution
du probleme abordé dans cette these. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux
ouvrages [2], [8], [18].

A.1 Analyse fonctionnelle

Dans cette partie, nous allons introduire certains espaces fonctionnels qui sont néces-
saire pour le traitement de la problématique développée dans cette thése. Nous énoncerons

aussi quelques résultats que nous avons utilisés lors de I’élaboration de notre travail.

A.1.1 Quelques espaces fonctionnels

Dans tout ce qui suit, nous supposons que {2 est un ouvert borné de R".

Les espaces LF(Q2), 1 <p<+o0

Définition A.1.1 (L’espace L'(Q2)) On note par L'(Q2), l'espace des fonctions inté-

grables sur ) a valeur dans R, muni de la norme :

| f ||L1(Q)=/Q | f(z) ] du.

Définition A.1.2 (L’espace L*(2)) On désigne par LP(2) (1 < p < 4+00), l’espace des
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fonctions mesurables de puissance p-éme integrable sur ) a valeur dans R, c’est-a-dire :
LP(Q2) = { f:Q =R, fest mesurable et | f|Pe L'(Q) }

Cet espace est muni de la norme :

15 = ([ 1560 )

Définition A.1.3 (L’espace L>*(2)) On désigne par L>=(2) l’espace des fonctions me-

surables et essentiellement bornées sur 2 a valeurs dans R.

L>(Q) = { f:Q =R, fest mesurable et 3C telle que | f| < C p.p sur Q }

Cet espace est muni de la norme :
| f llzoe@)= inf{ CeRY | f(z)|<C pp sur Q }

Proposition A.1.1 L’espace LF(Q2), 1 < p < +oco est un espace de Banach. Par ailleurs,

il est :
1. Séparable si 1 < p < 400.
2. Réflexif si 1 < p < +00.
3. De Hilbert si p = 2.

Les espaces de Sobolev H'(Q), H*(Q) et H}(Q)

Les espaces de Sobolev sont des espaces de fonctions qui sont tres utilisés dans la
théorie des équations aux dérivées partielles, principalememt dans la résolution des for-
mulations variationnelles. D’un point de vue physique, ils s’interprétent comme des espaces

de fonctions d’energie finie.

Définition A.1.4 (L’espace H'(Q) ) On appelle espace de Sobolev H'(Q), espace :
() ={ [el), §;f € L(Q), j=1,...n },

ot la dérivée O;f est prise au sens des distributions. Cet espace est muni de la norme :

| £ e or= (/Q(Ivf |2+|f|2)dﬂ)%
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Définition A.1.5 (L’espace H*(Q)) Soit k € N. On appelle espace de Sobolev H* (),
[’espace :
HY(Q) = { f € 17(9), 0uf € IX(9), Yo €N, |a| <F |,
olelf
0x{r0xy?...0xon

un multi-indice de longueur | o |= 377, 04]->.

ou O f = est prise au sens des distributions. (a = (aq,...,a,) € N est

Cet espace est muni de la norme :

| f )= /QZ | Ouf |* d

| <k
aeN"™

Définition A.1.6 ( L’espace H}(Q2)) Soit k € N. On appelle H¥(QY) ladhérence de
2(9Q) dans H*(Q). En d’autres termes :

vf € HY(Q), 30 € (), Tim | £ fi o= 0.

( On rappelle que 2(S2) est l’espace des fonctions € a support compact dans ).

A.1.2 Quelques résultats utiles

Trace et formules de Green

Théoréme A.1.1 (Théoréme de trace) Soit Q un ouvert borné régulier de classe €,

de frontiére 0S). On définit 'application trace vy par :

Y : H Q) NE Q) — L*0Q)NE(09Q)
u = y(u) =ulan .

Cette application o se prolonge par continuité en une application linéaire continue de
HY(Q) dans L*(09Q). Il existe alors une constante, C' > 0 telle que Yu € H*(Q), on a :

Il wllz200)< C || u |51 -

Théoréme A.1.2 (Un autre théoréme de trace) Soit 2 un ouvert borné régulier de
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classe €*. On définit application trace vy, par :

7 HA Q) NEH Q) — L*00) NE(09)

ou
u = mu) = 5o e,

. Ou

ot — = Vu.n. L’application v, se prolonge par continuité en une application linéaire

n
continue de H*(Q2) dans L*(0Q) et il existe une constante positive C' > 0, telle que :

ou

VUGHQ(Q), %

L2(69)

Théoréme A.1.3 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné réqulier de classe €,
et O son bord. Si f et g sont des fonctions de H'(Q), alors elles vérifient :

| t@5tar == [ gwzar+ [ fagant)is

ot n = (n;)1<i<n est la normale unitaire orientée vers 'extérieur de .

Théoréme A.1.4 (Deuxiéme formule de Green) Soit Q2 un ouvert borné régulier de
classe €*. Pour toutes fonctions f € H*(Q) et g € H (), nous avons :
of
Af(z)g(z)de = — | V[f(x).Vg(x)de + [ Z-g(x)ds
Q Q

aa On

of

ou — = V fn est la dérivée normale.

on

Remarque A.1.1 Si Q est un ouvert borné régulier de classe €*, alors 'espace HJ ()
coincide avec le sous espace de H*(2) dont les éléments sont les fonctions qui s’annulent
sur le bord Of).

Les inégalités de : Minkowski, Cauchy-Schwarz, Holder et Poincaré

Proposition A.1.2 (Inégalité de Minkowski ) Soient f et g deux fonctions de LP(S2)

telles que 1 < p < 00, alors on a :

| f4+9 e || f llze) + || 9 o)
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Proposition A.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour toutes fonctions f €
L*(Q) et g € L*(Q), on aura :

[1s@atwiir < ([ 1rwpra)( [ 1o

Proposition A.1.4 ( Inégalité de Holder ) Soient p et q deux nombres réels stricte-
ment positifs vérifiant — 4+ — = 1.

Pour toutes fonctions f € LP(Q) et g € LI(Q) on a f.g € LY(Q) et :

1 fg le@< 1 el 9 llza),

7,e :

[1s@awiar < ([ 1) ( [l

Proposition A.1.5 ( Inégalité de Poincaré ) Soit Q2 un ouvert borné de R™. Il existe

une constante positive C' > 0 telle que, Vf € Hj() :

I f 1720 < C I VI 720 -

Remarque A.1.2 L’inégalité de Poincaré reste valable pour toute fonction f de H*(S2)

qui s’annule seulement sur une partie du bord de €.

Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme A.1.5 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel, muni de la norme

IIIl, a(u,v) une forme bilinéaire et L(v) une forme linéaire sur H. On suppose que :

1. a(u,v) est continue : c¢’est-a-dire ¥ u, v € H, 3 C > 0 telle que
| a(u,v) [SCf[ulffv]
2. a(u,v) est coercive : c’est-a-dire ¥ v € H, 3 C > 0 telle que
| au,w) [=Cflu*.
3. L(v) est continue : c’est-a-dire Vv € H, 3 C > 0 telle que

| L) [<C vl
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Alors, le probleme variationnel
a(u,v) = L(v), Yv € H,

admet une unique solution u € H.

A.2 Eléments de géométrie différentielle

Cette partie est consacrée a 'introduction de quelques éléments de géométrie différen-
tielle nécessaires pour la construction des conditions aux limites approchées.

Dans tout ce qui suit, ¥ désigne une courbe de R? de classe €2 et I un intervale de R.

A.2.1 L’abscisse curviligne

Définition A.2.1 (Abscisse curviligne) Soit M une paramétrisation quelconque de X,

définie de I dans R. On appelle abscisse curviligne du point M (t), le nombre réel :

t
()= [ 10/ 0)ld, e 1
to

ot M(ty) correspondant a s(ty) = 0, est appelé origine de l'abscisse curviligne s.

Remarque A.2.1 x L’abscisse curviligne s, est la mesure algabrique, qui mesure la
longueur d’une courbe X, a partir d’un point five M (to) (dit point de référence) a

un point M (t).
x L’application P = M o s™! définie de s(I) dans ¥ est un reparamétrage de ¥ par

labscisse curviligne s, ce reparamétrage est un 6€* paramétrage et on a :

dP
— =1
H ds

A.2.2 Courbure et rayon de courbure

Définition A.2.2 (Courbure) Soit ¥ une courbe paramétrée. On définit la courbure de

¥ au point P(s) par le nombre réel :

1%
ds?

)= |
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Définition A.2.3 (Rayon de courbure) Le rayon de courbure est le nombre réel positif
R(s), tel que

qui correspond a l’inverse de la courbure.

A.2.3 Formules de Frenet

dP
Désignons par P un reparamétrage de % par une abscisse curviligne s. Soit 7(s) = o
s

le vecteur unitaire tangent a ¥ au point P(s) et n(s) le vecteur normal unitaire qui se
T
déduit du vecteur 7(s) par une rotation de 5

Les formules de Frenet sont données par les relations :

dr(s) B

) (),
dn(s) B

s = —c(s)7(s),

ou ¢(s) est appelée courbure algébrique, elles sont les conséquences de la dérivation des
relations :

<71(s),7(s) >=1 et 7(s).n(s)=0.



Index des notations

Q. Le domaine occupé par la plaque.

Qo Le domaine occupé par la couche mince.

[ Frontiere de Q,, 02, = ¥y U X.

o002 Frontiere de Q9 , 09° = ¥° U Y.

PN Bord intérieur de la plaque €2, .

by Frontiere commune entre €2, et Q° .

0 Le petit parametre qui représente 1’épaisseur de la couche mince.
¥ Bord extérieur de 2 .

Q9 Domaine complet occupé par la structure, 2 = Q, U Q° U Y.

n(s) = (ni(s), na(s))  Vecteur normal unitaire au point s de X.

7(s) = (na(s), —ni(s)) Vecteur unitaire tangent.

My, M, Moments de flexion.
T Force de cisaillement.
On Dérivée normale selon n.

[ Saut a travers X.
Y, ¢ Angles de rotation.

w Déplacement transversal ou la flexion de la structure.
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J1, 2 et f3
hl, hg et hg

g1, g2 €t g3

D

E

=

Forces de volume qui agissent & I'intérieur de Q°.
Forces et moments de cisaillement exercés sur 2.2 .

Forces et moments qui contribuent au saut a l'interface .

Module de rigidité de la structure a la flexion D = E/(1 — pu?).

Module de Young.

Coefficient de Poisson.

Module de cisaillement.

Abscisse curviligne s.

Courbure associée a un point de > d’abscisse curviligne s.
Coordonnées locales.

Coordonnées dans les variables dilatées.
Dérivées cartésiennes .

Dérivées dans les coordonnées locales.
Dérivées dans les coordonnées locales dilatées.
Domaine complet dilaté 2 = Q. UX UQ_.
Domaine de la couche mince apres dilatation.

La frontiere extérieure de la couche mince apres dilatation.
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