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INTRODUCTION

L’estimation fonctionnelle est un domaine tres important de la statistique
mathématique. Elle est divisée en deux approche principales, a savoir, ’es-

timation paramétrique et non paramétrique.

Dans I’approche paramétrique, 1'objectif est d’estimer les parametres d’une
distribution connue par des méthodes d’estimation comme la méthode des

moments et la méthode du maximum de vraisemblance.

Dans 'approche non paramétrique, la distribution n’est pas connue et on
estime la densité a partir de I'information disponible sur I’ensemble des ob-

servations.

Il existe plusieurs méthodes d’estimation non paramétrique comme la méthode
de I'histogramme, la méthode de séries orthogonales et la méthode splines
mais la plus utilisée est la méthode du noyau, qui sera utilisée dans ce

mémoire.

La méthode d’estimation non paramétrique du noyau fut introduite par

Rosenblatt en 1956, puis améliorée par Parzen en 1962.
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La mise en oeuvre de cette méthode nécessite le choix d'un noyau K et
d’un parametre h dit parametre de lissage ou fenétre qui dépend essentiel-

lement de la taille n de 1’échantillon.

Quand le support de la densité est non borné, on utilise des noyaux symétriques
(dit aussi classiques). Nous citons comme exemples, les noyaux rectangu-
laire, triangulaire, parabolique (Epanechnikov), biweight et gaussien. Ce-
pendant, lorsqu’on veut estimer des densités a support borné au moins d'un
coté, I'estimateur a noyau classique devient non consistant, a cause des ef-
fets du bord car les noyaux symétriques assignent des poids a I'extérieur du

support de la densité.

Pour remédier a ce probleme, Certain auteurs ont proposé 1'utilisation de
noyaux dont le support coincide avec celui de la densité estimée afin de
resoudre le probleme des effets de bord. C’est notamment le cas de Chen
(2000) avec les noyaux gamma pour estimer des densités a support dans

[0, 4+00] et les noyaux béta pour les densités a support dans [0, 1].
Ce mémoire est composé de quatre chapitres :

Dans le chapitre 1, nous rappelons les notions essentielles qu’on utilisera
dans les chapitres suivants comme le biais et ’erreur quadratique moyenne

d’un estimateur ainsi que les densités gamma et béta.

Dans le chapitre 2, nous introduisons la notion de noyau ainsi que l’esti-
mateur a noyau dans les deux cas, symétrique (pour les densités a support
non borné) et asymétrique (pour les densités a support borné) avec des

exemples dans chaque cas.

Dans le chapitre 3, nous étudions les propriétés asymptotiques (biais, erreur
quadratique moyenne et erreur quadratique moyenne intégrée) des estima-

teurs a noyau asymétriques gamma et béta introduits par Chen (2000).
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Dans le dernier chapitre, nous effectuons une application numérique de ces
propriétés asymptotiques dans le cas ou les variables aléatoires suivent une

loi exponentielle.



CHAPITRE 1

RAPPELS ET DEFINITIONS

1.1 Espérance d’une variable aléatoire

L’espérance d’une variable aléatoire X mnotée E[X] représente la valeur

moyenne prise par la variable X.

Si X est une variable discrete a valeurs dans D = {xq, ...... , Tp }, SON espérance

est

EX]=5P(X=21)+ ... + 2z, P(X =12,) = z": r; P(X = ;)

Lorsque X est a valeurs dans 'ensemble infini D = {z; : i > 1}, son

espérance est

E[X] = Z P(X = ;)

Si X est une variable continue de densité f, lorsque l'intégrale est bien

définie, son espérance est

BIX] = /_ o f (z)dz

o0

Lorsque E[X] =0, on dit que la variable est centrée.

6
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1.2 Variance d’une variable aléatoire
La variance d’une variable aléatoire X, notée Var(X), est définie par
Var(X) = B{(X — E[X])
La variance s’écrit aussi
Var(X) = E[X? — E[X)?
L’écart type est la racine carrée de la variance
o(X) = Var(X)

Lorsqu’une variable X vérifie Var(X) = 1, on dit que la variable est réduite.

1.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire positive dont I’espérance mathématique et
la variance existent, alors

< Var(X)

Ve > 0, P(|X — BE(X)| > ¢) 5

1.4 Estimation d’un parametre inconnu

Un estimateur d'un parametre inconnu 6 est une valeur 6 calculée sur un
échantillon {X1, ..., X,,} tiré au hasard.

La valeur 0 = h(X1, ..., X,) est donc une variable aléatoire possédant une

A~ ~

espérance F(f) et une variance Var(0).

Pour chaque réalisation (x1, ..., x,) de I’échantillon aléatoire, la valeur ob-

servée 0, = h(zy,...,z,) de lestimateur 0 est appelé estimation de 6.
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1.4.1 Biais d’un estimateur

Le biais d'un estimateur § est définie par

~

be(A) = E(0) — 6

Un estimateur 6 est dit sans biais pour 6 si

E(0) =0 by(0) =0

Il est dit biaisé si

~

bs(6) # 0

Un estimateur 6 est dit asymptotiquement sans biais pour 6 si

lim E(f) =6

n—o0

1.4.2 Estimateur convergent

Un estimateur 6 est dit convergent vers 6 s’il converge en probabilité vers
0 c’est a dire
lim p(|d —6] > &) =0, Ve > 0.

n—oo

D’apres Bienaymé-Tchebychev pour qu'un estimateur 0 converge vers 6, il

suffit que 0 soit asymptotiquement sans biais et

lim V(0) =0

n—oo

1.4.3 L’erreur quadratique moyenne (MSE)

L’erreur quadratique moyenne d’un estimateur 6 par rapport au parametre
0 est une mesure caractérisant la ”précision” de cet estimateur. Elle indique

la différence quadratique moyenne entre les valeurs des données observées
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et les valeurs des données estimées. Cette erreur est définie par

~ ~

MSE(0) = E[(0 — 0)?]

Elle peut s’écrire aussi

MSE(6) = Var(0) + (E(0) — 6)*
= Var(0) + b2(0)

Un bon estimateur est un estimateur qui minimise le MSE (sans biais et a

variance minimale).

1.4.4 L’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)

L’erreur quadratique moyenne intégrée est la mesure théorique commune la

plus utilisée pour évaluer ’erreur entre 6 et 0.

Elle est définie par

MISE(d) — /R MSE(®)
= /R Var(6) + /R b2(0)

1.5 Fonction de densité Gamma

La loi gamma de parametres « et 3 (strictement positifs) est une loi continue

asymétrique définie sur X = R™ de densité de probabilité

«

B
()

flz,a,B) = 2" exp(—Bz)1z+ ()

Avec

I'«) :/ e " o
R+
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1g+(2) est la fonction indicatrice sur Rt définie par

1 sixeRT
1R+ (ZE) =
0 stnon
Si X est une variable aléatoire suivant la loi gamma (X ~ I'(«, 3)), alors
E(X)=ap
V(X) = ap?

Les graphes ci-dessous représentent la densité gamma pour différentes va-

leurs de a avec 8 = 2.

u
(o’

04

0.3

02

0.1

0.0

Figure 1.1. Densité Gamma pour [ = 2
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1.6 Fonction de densité Béta

La loi béta de parametres a et 3 (strictement positifs) est une loi continue

asymétrique définie sur [0, 1], de densité de probabilité

1
B(a, )

[z, 0, p) = 27 (1= )" 1p(x)

B(a, p) = /1 w1 — )’ du
0

On peut écrire aussi

a 3
(a+8)? (a+58+1)

V(X) =

Les graphes ci-dessous représentent la densité béta pour différentes valeurs

de a avec = 2.
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Figure 1.2. Densité Béta pour



CHAPITRE 2

ESTIMATION DE LA FONTION DE
DENSITE PAR NOYAU ASSOCIE

2.1 Noyaux

Dans cette partie, nous nous intéressons a la notion de noyau qu’on uti-

lise pour estimer la densité de probabilité inconnue d’une variable aléatoire.
Définition

Soit K : R — R, on dit que K est un noyau si et seulement si :

/RK(u) du =1

K(u)>0,VueR

2.1.1 Noyau symétrique

Un noyau est dit symétrique si, pour tout u dans son ensemble de
définition K (u) = K(—u).

13
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K satisfait les conditions suivantes :

/R uK (u) du =0

/ WK (u)du = o3 < o0
R

Exemples de noyaux symétriques

Le tableau suivant donne les formules pour quelques noyaux symétriques.

Noyaux Supports Densités
Epanechnikov —1,1] K(u) =3(1—u?)

Gaussien R K(u) = # exp(_T“Q)
Rectangulaire [—1,1] K(u) =3
Triangulaire [—1,1] K(u)=1—|ul

Biwieght [—1,1] K(u) = 2(1 —u?)?

Table 2.1. Noyaux symétriques

Les graphes des noyaux précédents sont représentés dans la figure suivante :
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K(u)
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0.7

0.6
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A
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I
/

2.1.2 Noyau asymétrique

0.4 1

Figure 2.1. Noyaux symétriques

1.5

Lorsqu’on veut estimer des densités a support borné au moins d’un coté,

I'estimateur a noyau classique (symétrique) devient non consistant a cause

des effets du bord. La solution la plus simple consiste a remplacer le noyau

symétrique par un noyau asymétrique.

Exemples de noyaux asymétriques

Le tableau ci-dessous donne les formules de deux noyaux asymétriques.
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Noyaux Supports Densités
R* . _ _ubeap
Gamma K y1n(u) REFLT(2 1)
T l1—x
Béta [0, 1] K uh(lou) 7

—z U) = 1=~
24,0 )+1( ) B(E+1,5241)

Table 2.2. Noyaux gamma et béta

Les courbes des deux noyaux précédents sont représentées ci dessous pour

z = 0.5 avec différentes valeurs de h.

N " — h=0.01
! h=0.1
| h=0.2
v - — h=03
o4
o
O — | -
I I
0 2 4 5

Figure 2.2. Noyau Gamma pour x=0.5
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T X~

Figure 2.3. Noyau Beta pour x=0.5

2.2 Estimateur a noyau

Soit X, ....., X,, un échantillon de densité f sur R et de fonction de
répartition F(z) = [ f(t)dt.

On appelle fonction de répartition empirique associé a Xy, ...., X, la fonction
aléatoire F,(x) : R — [0, 1] définie par :

Z 1{Xi<:v}
=1

F.(x) =

S|
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A partir de la définition d’une densité de probabilité, on définit

. F _Fo(p —
f(x) = n($+h)2h n(@ h), avec h —0

Cette derniere peut étre reéerite en ses points de continuité, sous la forme

suivante :
~ 1 n xr — Xl
= — K
fo) = 5 S HCS
Ou
% si—1<u<l1
K(u) =
0 sinon

L’estimateur f est dit estimateur a noyau de Rosenblatt. C’est le premier

exemple d’estimateur & noyau construit a I'aide du noyau K (u).

2.2.1 Estimateur a noyau symétrique

Si X1, Xs..., X, est un échantillon de variables aléatoires indépendantes,
de densité f inconnue, alors I'estimateur a noyau symétrique de f peut étre

défini comme suit :

fulw) = - SRS

ou K est le noyau associé symétrique et h = h,, est appelé parametre de

(2.1)

lissage.

La fonction f(x) ainsi définie est une densité de probabilité.
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Exemples d’estimateurs a noyaux symétriques

Noyaux Supports Densités Estimateur
Epanechnikov| [—1,1] K(u) = %(1 —u?) fh(l‘) = ﬁ Dl = (I_T)QQ)]

Gaussien R K(u) = \/LQ? eftp(_TUQ fh(x) = %ZLR ﬁ Gﬁp(—(x;;)fziy)
Rectangulaire| [—1,1] K(u) =3 fulx) = LS K ()
Triangulaire | [—1,1] K(u) =1—|ul fh(iﬁ) = %E?ﬂ [1— | x_TXZ I

Biweight | [~1,1] | K(u) = 2(1 —u?)? | fu(z) = 12 S0, [1— (55)%)?

Table 2.3. Estimateurs a noyaux symétrique

2.2.2 Estimateur a noyaux asymeétriques

Lorsque le support de la densité f est borné, le biais de 'estimateur (2.1)

présente un probleme au voisinage de la borne car le noyau symétrique as-

signe un poids en dehors du support lorsque le lissage est pris en compte

pres de la borne.

Pour y remédier, on remplace le noyau symétrique par un noyau asymétrique

et Uestimateur aura la forme suivante :

f) =23 Kea(X), 2 € R
=1

avec K, 5 un noyau asymétrique de cible = et de fenétre h.

(2.2)
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Exemples d’estimateurs a noyaux asymétriques

Noyaux | Supports Densités estimateur
+ xz —u ~
Gamma| % Kepin(u) = % f@) =3 3 Kemn(Xi)
x l1—x
~ o h(l—u) h ¢ 1
Beta [0, ]_] K%—l—l,(l;w)—‘rl(u) = W f(CC) = Z:L:n K%+171;z+1(XZ‘)

Table 2.4. Estimateurs a noyaux gamma et béta

2.2.3

Choix du parametre de lissage

Le parametre de lissage h a une grande influence sur la performance de

I’estimateur f .

Le h optimal est celui qui minimise I'erreur quadratique moyenne intégrée

(MISE).

Exemple 2.1

Soient Xl, XQ,

de loi normale N (0, c?).

...... , X,, un échantillon de variables aléatoires indépendantes

Si le noyau est K ~ N(0,1), on obtient A,y = 1.066n75,

ou ¢ est 'estimateur de o.




CHAPITRE 3

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES
DE QUELQUES NOYAUX
ASYMETRIQUES

Dans cette partie nous présentons les différentes propriétés de quelques esti-
mateurs a noyau asymétriques (gamma et béta) introduits par Chen (2000)
telles que le biais, la variance, le MSE et le MISE.

3.1 Estimateur a noyau associé gamma

Soit X1, Xo, ......, X, un échantillon de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées, d'une densité de probabilité continue f incon-

nue a support positif ([0, 400[) et deux fois contintiment dérivable (f €
C?([0, +o0])).

Nous considérons I'estimateur fg a noyau gamma

R 1 &
Jol@) = 5 2 KpnnlX)

21
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Avec L
K ( ) 1 i 1 o Uk €
z u) = — T y

h+1,h n — 1—\(% + 1) hﬁ—‘rl

ou h > 0 est le parametre de lissage et K est le noyau associé a une variable

aléatoire de loi gamma de parametres ¥ + 1 et h.

On suppose de plus que

Iim h=0 et im nh = +oc0

n—o0 n—o0

3.1.1 Biais

A A

Biais(fa(z)) = E(fa(x)) — f(z)

~

E(fole) = B(Ks 11p(w) = / " Ken (o) F(0)dy
= E(f(=)

Avec €, une variable aléatoire suivant une loi gamma de parametres 7 + 1
et h.

On a
u, = E(e,) =+ h, Var(e,) = vh + h?

Par la formule de Taylor f(e,) au voisinage du point u,, on a
fea) = flus) + f'(ua)(er — ua) + %f"(ua:)(gx —u,)? + o(h)
Ceci implique que
Bfo(x) = B(7()) + 5 () Blew — )’ +ofh)
= fluy) + % I"(ug) Var(ez) + o(h)
= et h) 4 g S )b+ )+ oh)

= @)+ R @)+ 5o )+ olh)
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Le biais de fG est
Biaz’s(fg(x)) = E(JEG(@) — f(x)
= (@) + o ) o) (B1)

Remarque 3.1

Lorsque n tend vers +oo (h tend vers 0), alors le Biais de fg tend vers

0, ce que veut dire que fG est asymptotiquement sans biais pour f.

3.1.2 Variance

Var(fa(@) = = Var(Ks o n(u)

n
1 1
= (BE(Kpn(w)?) =~ (B(Kz41,(w))
< %(E (Kzi1,(u)))
1 (o]
- n o K%H n(8)f(t)dt
. l & t% e_Tt 9
= n/O (h%+1r(%+1)) f(t)dt
D’ou
N 1 o) 271 %
Var(fa(@)) < ﬁ/o hQ,fJfZ Fs(% 1) f(t)dt
00 t%z e? 1"(271‘ + 1)
- d
‘A (%ﬁ%IF@§+1)thag+1yﬁ%1f@>t

[ K@ r@a
Ce qui donne

0(EE+1)
2% HIT2(2 4 1)

) E(f (1))
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Ou 7, est une variable aléatoire suivant la loi Gamma de parametres 27"” +1

h
et§

En notant

-1 2z
By(@) = hD(Z 4+ 1)
2% FIT2(2 4 1)

On aura
Var(fa(r)) <n™" Bu(x) E(f(n.))
D’apres Chen (2010), on a pour h suffisamment petit

1 =1 =1 .
ﬁhz r2 sl — 00
By(x) ~

I(2k+1 1z
22k+S F;—(k)-&-l) h™tsig — k
Ce qui implique que
A #n‘lh%x%f(x) si F — 00

Var(fo(z)) ~ (3.2)

k g -
—21+1;I£2F;—(2+1) n~thTl f(x) st F— k

3.1.3 Erreur quadratique moyenne (MSE)

MSE(fo(x)) = Biais*(fo(x)) + Var(fo(x))

= (@) + g @)+ o

NG n'hT 2T f(x)+o(h2+nthT) (3.3)

Remarque 3.2

Quand n — 0o (h — 0) et nh — o0, on a MSE(fa(z)) tend vers 0.
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3.1.4 Erreur quadratique moyenne integrée (MISE)

MISE(fo(z)) = /OOOMSE(fG(x))

1

= R /Ooo{x f'(z) + %xf”(x)}Qd + anlh 2 /OOO 2 f(z)dx
+ o(n'hT +RY)  (34)

Le paramétre h qui minimise MISE(fg(x)) est donné par

2 Liﬁﬁ v7 f(z)dz]? a7 @)
45 [ {af(x) + o fr(w)}2 da )5

*_

Le MISE optimal (pour h*) est donné par

—4

MISE*(fo(x)) = o]t | /‘{xf Vg o f@)Y dr)in T (36)

43 2\/_/

3.2 Estimateur a noyau associé Béta

Soit X1, Xs,...X,, un échantillon de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées d'une densité de probabilité continue f inconnue a
support [0,1] et deux fois contintiment dérivable (f € C?([0, +o0])).

Nous considérons I'estimateur fz a noyau Béta

avec
n

1
e (u) = n Z B(Z

i=1

wh(l—u)w,

ol h > 0 est le parametre de lissage et K est le noyau associé a une variable

aléatoire de loi beta de parametres ¥ + 1 et 1_79” +1
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On suppose de plus que

lim h =0 et lim nh = +o00

n—o0 n—0o0

3.2.1 Biais

Biais (fp(z)) = E(fz(x)) — f(z)
E(fp(z)) = E(Kspy 1-e,(u))

_ / Kepy e (0)f(0)dy = E(f(e,))

Avec €, une variable aléatoire suivant une loi béta de parametres ¥ + 1 et
l—z
ot

On a
uy = Ee;) = (1 —22)h, V(e,) = hx(l—2x)

Par la formule de Taylor de f(e,) au voisinage du point u,, on a

flee) = flue) + f'(ua)(ex — ue) + %f”(um)(gw - ur>2 + o(h)

Ceci implique que

B(fs(x) = B () + 5 () Blew )’ + ofh)
— ) + () Var(es) + o(h)

2
— J(@)+ {(1=20) @) + s x(1—x) ()} B+ o(h)

2
Le Biais de fB est

Biais(fs(z)) = E(fs(2)) — f(x)
= {1 - 20f(2) + 5o (1 —a) [+ olh) (37)
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Remarque 3.3

Lorsque n tend vers +oo (h tend vers 0), alors Biais (fz(x)) tend vers

0, ce qui veut dire que fB est asymptotiquement sans biais pour f.

3.2.2 Variance

Var (fa(e)) = 5 Var (K oy e (0)

1 1
- ﬁ (E(K%H,“T“H(u))g) - ; (E(K%H’%H(u))y
On a
1 . .
(K%H,PTIH(U))Z = — ur (1 - u)%

B2($ 41,52 +1)

2(1—zx)
h

B(% 41,22 >+1)x u (1 —u)
Bi+ 155 +1)  B(Z4+1,20 40

B(% 41,2020 4 1)
N = XKZ”—H 21— L)_H( )
B(E—i-l,T—i-l) h

Ce qui donne

Bk, o)’ = Ay(e) E{f(5:) ()}

Ou vy, est une variable aléatoire suivant une loi béta de parametres %"" +1

T 2(1—x
B(%+17%+1)
B2(T4L 52 10)

et Q(I—h_m)qu et Ap(z) =

D’apres Chen (2010), on a pour h suffisamment petit

ﬁ {x(l—x)}%lh_?l si et L — o0
Ap(w) ~

L(2k+1)  p-1

- T
TR ) ZEOUJ——>]{?
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Ce qui implique que

Lﬂx ”71h%11 {f(x)+ o(n™1)} szﬁet——>oo
Var(fs(z)) ~ W ey (3.8)

et X U (@) + o(n )} si § = kou 5E < k

3.2.3 Erreur quadratique moyenne (MSE)

MSE(fs(x)) = Biais’(fs(x)) +V(fs(x))

! lx —2)f"(x o(h)]? 1 X T ) +o(nt

= {1 -22)f ($)+2 (1 —2)f"(z)}h + o(h)] +2\/— {x<1_x)}%{f( )+o(n )}
/ 1 " 2 1 nilh%l 1 _71 2

— =200 (2) + (1 =) )+ 5 X ) ol 1) (35)

Remarque 3.4
Quand n — oo (b — 0) et nh — oo, on a MSE tend vers 0.

3.2.4 Erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)

MISE(fg(z)) = /MSE fe(@))

_ h?/{l—zx (—2)f ()}2dx+—n_1h2/{x1—x} (z) da
+ on'hT +1h%) (3. 10)
Le paramétre h qui minimise MISE(fz(x)) est

U 0 5 G Gt D (OL

71 S xns (3.11)
45 [y (1 —22) f'(x) + g (1 — ) f"(x) da]s

Le MISE optimal (pour h*) est donné par

—4

M]SE*(fB(x)):%[Q\I/%/O {x({(_:’““;)}é dx]é[/o (1-22) f'()+ g (=) /() Pda]in s (3.12)




CHAPITRE 4

APPLICATION NUMERIQUE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va utiliser les formules (3.1), (3.3), (3.5) et (3.6)
pour calculer les valeurs du biais, du MSE et du MISE d’un estimateur a
noyau gamma, dans le cas ou les observations suivent une loi exponentielle

N 1
de parametre 3.

4.2 Application

Soient X7, Xo, ....... , X, des variables aléatoires indépendantes identique-

ment distribuées suit une loi exponentielle de parametre % de densité f

définie par

1
flz) = 5@‘%“", x>0

Comme le support de la densité f est [0,4o00], on utilise I'estimateur a

noyau Gamma défini par

n

folw) = 557 Ke (X))

n <
=1

29
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h x
avec K'z1y;, un noyau gamma de parametres 3 + 1 et h.

Dans la figure suivante, on représente le graphe de I'estimateur fh en rouge

et celui de la densité f en bleu pour différents n.

n=>50 n=100 n=500

| 'ﬂ!_l
o o
=+ _| =+ _|
o o
™| “ ]
o o
oy | oy |
o o
= =
(=T (=T
o o

I I I T I I I T

0 5 10 15 0 5 10 15

x x x

Figure 4.1. Courbes de fh et f

On voit sur la figure que quand n augmente, la courbe de fh s’approche

de celle de la densité théorique f.
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4.2.1 Calcul du bais de f,(z)

En utilisant la formule (3.1), on calcule les valeurs du biais de f), pour

différents = et h et on obtient le tableau suivant

h Biais(f,(0.1)) | Biais(f,(0.5)) | Biais(fu(2))
0.1 -0.02318622 -0.01703627 | —0.004598493
0.2 -0.04637243 -0.03407253 | —0.009196986
0.5 -0.11593109 -0.08518134 —0.022992465
0.7 -0.16230352 -0.11925387 —0.032189451
0.8 -0.18548974 -0.13629014 —0.036787944

N

Table 4.1. Valeurs de Biais(f(x))

On remarque que quand h augmente, la valeur absolue du biais de fh(x)

augmente.

4.2.2 Calcul de MSE(f,(x))

Le tableau suivant donne pour différentes valeurs de n, les valeurs de
MSE(fy(z)) pour z = 0.1, 0.5 et 2 et h = 0.1,0.3 et 0.5 en utilisant la
formule (3.3).
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h n |MSE(fy(0.1))| MSE(f,(0.5)) | MSE(fn(2))
10 0.422 0.154 0.036
0.1 30 0.141 0.051 0.012
50 0.084 0.031 0.007
100 0.042 0.015 0.003
200 0.021 0.008 0.001
10 0.248 0.091 0.021
0.3 30 0.085 0.032 0.007
50 0.053 0.020 0.004
100 0.029 0.011 0.002
200 0.017 0.007 0.001
10 0.201 0.076 0.016
0.5 30 0.076 0.030 0.005
50 0.051 0.021 0.003
100 0.032 0.014 0.002
200 0.022 0.010 0.001

Table 4.2. Valeurs de MSE(f,(x))
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On remarque que pour z et h fixés, M SE( i (x)) diminue quand n aug-
mente.
Le graphe suivant donne pour h fixé, les variations de M SE(f,(x)) en fonc-
tion de x pour différentes valeurs de n.

| — =10
o | — n=30
o i = n=50
<o — n=100
| n=200
sl
L} 1
w o i
= ° |
=
57
o |
i I
o |
o |
O o ——— e —
© i I T T T T
0 1 2 3 4 )

Figure 4.2. Courbes de MSE(f,(z)) en fonction de z

On voit que pour h fixé, MSE( fh(x)) diminue quand n augmente pour n’importe

quelle valeur de x.

4.2.3 Calcul de MISE(fy(z)) et MISE*(fy(x))

Le tableau suivant donne pour différentes valeurs de n, les valeurs de MISE(fy,(x))
pour h = 0.1,0.3 et 0.5 en utilisant la formule (3.5).
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h n | MISE(fy(z))
10 0.353
0.1 30 0.118
50 0.071
100 0.036
200 0.019
10 0.216
0.3 30 0.081
50 0.054
100 0.034
200 0.024
10 0.196
0.5 30 0.091
50 0.070
100 0.054
200 0.046

Table 4.3. Valeurs de MISE(f,(x))
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On remarque que pour h fixé, MISE( fh(x)) diminue quand n augmente.

Les variations de MISE(fy(x)) en fonction de h sont représentées dans le graphe

suivant
L 1
o 1
< |
o |
o |
o |
L 1
w |
= |
o~ I
571
- | n=10
e n=30
! n=320
| n=100
O L Em— n=200
= I
| I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
h

Figure 4.2. Courbes de MISE(f,(z)) en fonction de h

On voit que MSE( fh(x)) diminue quand n augmente pour n’importe quelle va-
leur de h.

En utilisant la formule (3.6), on calcule les valeurs de h* et MISE*(fy(z)) en

fonction de n et on aura le tableau suivant.



Chapitre 4. Application numérique

36

n | h* |MISE*(fu(z))

10 |1.050 0.280

30 10.677 0.116

50 0.551 0.077

100{0.418 0.044

2000.316 0.025

Table 4.4. Valeurs de h* et MISE*(fy(x))

Les valeurs de h* et MISE*(f,(z)) diminuent quand n augmente.



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié les propiétés asymptotiques telles que le
biais, 'erreur quadratique moyenne et I'erreur quadratique moyenne intégrée de
deux estimateurs a noyau gamma et béta a supports dans [0, +o0o[ et [0, 1] respec-
tivement. Ensuite nous avons donné une application numérique de ces propriétés

pour différentes valeurs de x, n et h.

Dans la premere partie, nous avons fait un rappel de quelques notions essentielles
comme le biais, 'erreur quadratique moyenne et ’erreur quadratique moyenne
intégrée d’un estimateur.

Dans la partie 2, nous avons défini I’estimateur a noyau dans le deux cas, symétrique
et asymétrique.

La partie 3 est consacrée a 1’étude des propriétés asymptotiques telles que le
biais, I’erreur quadratique moyenne et ’erreur quadratique moyenne intégrée des
estimateurs & noyau asymétriques gamma et béta.

Enfin, dans la derniére partie, nous avons calculé pour différentes valeurs de x,
n et h les valeurs numériques du biais, le MSE, le MISE et MISE optimal. Les
résultats montrent que :

Quand n augmente, le biais, le MSE, le MISE et le MISE optimal diminuent.

37
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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude des propriétés asymptotiques telles que le biais,
le MSE et le MISE de quelques estimateurs & noyaux asymétriques utilisés pour
estimer une densité a support non borné.

Les résultats théoriques et I'application numérique ont montré que lorsque la
taille de ’échantillon augmente, ’estimateur a de meuilleures propriétés.

Mots clés : Estimateur a noyau, noyau gamma, noyau béta, MSE, MISE.
Abstract

The objective of this work is the study of the asymptotic proprieties like the bias,
the MSE and the MISE of some asymmetric kernel estimators used for estimation
of density with non bounded supports.

The theoretical and the numeric application prove that when the size of the
sample increase, the estimator have better proprieties.

Key words : Kernel estimator, gamma kernel, beta kernel, MSE, MISE.
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