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Introduction générale

Les systemes dynamique a événements discrets (SEBpnent des systemes
généralement de conception humaine. Leur évolulogit a I'apparition d’événements qui
ont lieu a des instants discrets. Les systemes rddugtion (ateliers flexibles, lignes
d’'assemblages [32], les réseaux de transport émuterroviaire ou aérien [33]) et les
systemes informatiques sont des processus quepéah considérer comme des systemes a

événements discrets.

En raison de la nature des phénomeénes qui entngjeuga savoir des phénomeénes de
synchronisation ou d’exclusion mutuelles ; les &ysts a événements discrets ne peuvent
généralement pas étre décrits par des équatioféretifielles. Ces systéemes sont alors
souvent représentés par des modeles états-trassities plus utilisés sont les automates a
états finis, les chaines de Markov, et les résel®uRetri pour les systémes les plus complexes
qgui comportent a la fois des événements de synidation et de concurrence. Dans la plupart
des cas les applications dans ce domaine impliggxéstence de contraintes temporelles

(intervalle de temps, durée de validitéstc.) dont il faut tenir compte.

Ce probleme de contraintes est tres fréquent densylstemes embarqués, les réseaux
de transport, les systemes de production (trait&smiermiques, chimiquesgeic.), et aussi
dans les systemes de commande en réseau (SCR)c®aravail on va s'intéresser a cette

derniére catégorie (les SCR) qui sont a tempgyjasti

De nos jours, la plupart des systemes industréglese sur des architectures distribuées
en réseau ou ce qu'on appelle aussi des architsctliautomatisation en réseau (AAR).
Dans les milieux industriels notamment dans I'indasmanufacturiére, dans I'aéronautique
ou dans les systemes de production. Ces archiésgbeuvent se composer de plusieurs sous-
systemes autonomes coopérant entre euxlegaréseaux de terrain. Ces systémes distribués
en réseau peuvent aussi étre interconnectés aaetrat en utilisant plus largement le réseau
Internet pour permettre des applications de comtrdé supervision ou d’e-maintenance sur
des longues distances. Par comparaison avec léem®s basés sur des architectures
centralisées, la distribution a permis d’améliokes applications de contréle/commande
industrielles en termes de réduction des coltsatkage, de modularité, de flexibilité et aussi
en termes d’aide au diagnostic et a la maintendesesystemes. Cependant dans le systeme
de commande en réseau ou le facteur temps estonmgosante trés importante il ne suffit

pas de délivrer des résultats exacts mais ausskatigfaire les contraintes de temps
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(notamment le temps de réponse) et les délivres ddas délais imposés en respectant un

certain temps de réponse.

La classe des SED que nous étudions ici a sawiARR qui sont soumises a des
contraintes temporelles (borne maximale) sur sopsede réponse a ne pas dépasser, et celle
gui met en jeu des phénomeénes de synchronisatie @ncurrence, il est donc nécessaire de
disposer de techniques et d’outils pour satisfe@e contraintes. Pour de tel processus, on
obtient des modéles mathématiques sous forme néaile, en les traduisant dans une
structure algébrique particuliere, appelée dioicktte représentation devient linéaire. La
représentation est dite alors max-plus linéaiagé&bre des dioides est donc apparue comme

la structure mathématique adéquate pour modélisgudier cette classe de systemes [1].

Par analogie avec la théorie conventionnelle dgdmmatique, de nombreux travaux ont
étée développés sur la commande des systemes makAdaire. Et des lois de commande ont

été proposées.

Le travail qu’on va présenter dans ce mémoire & doour objectif d’'introduire les
résultats proposés dans [14] pour résoudre le @mblde commande d'une AAR sous

contraintes temporelles.
Ce mémoire est structuré en quatre chapitres cosaihe

Dans le premier chapitre on va présenter les oalgébriques nécessaire a I'étude des
SED, et rappeler quelques notions de base suridéded et treillis, ensuite on va intéresser

aux techniques propres aux dioides permettantsbeidée des équations.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse aux estéa éveénements discrets (SED).
On présente la modélisation par réseau de PatR) Bt plus précisément par une sous classe
des ces réseaux qui sont les graphes d’événeneamporisés (GET), puis nous montrons
comment décrire le comportement d'un GET par I'algé(max-plus). A l'image de la
transformée en z des systemes échantillonnésys&anses (max, +)- linéaires sont dotés de la

transformée em, 8 qui permet de représenter les systemes dansitedd [y, 5].

Dans le troisieme chapitre, on va effectuer unedetsur les Architectures
d’Automatisation en Réseau. On va présenter sespasants et le principe de
fonctionnement, puis on passera a sa modélispoiGET, et traduire leurs comportement a

l'aide de I'algebre de (max, +) 8t [y, 8] .




Dans le quatrieme chapitre, on va présenter la adétlde L.Houssin[14], qu'on va
appliguer sur notre systéme pour calculer un ctauréqui satisfait le temps de réponse, on

termine par une conclusion générale.
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Introduction
Dans ce premier chapitre, nous allons présenamedtils algébriques nécessaires a I'étude

des SED que I'on utilisera par la suite.

Nous allons nous intéresser tout d’abord aux netide base des structures ordonnées et
treillis. Ensuite les dioides et leurs relationg@Ves treillis. Enfin, les techniques propres aux

dioides permettant de résoudre des équations.

1.1 Structures ordonnées et treillis

L'association d'une relation d'ordre avec un engenfbu sous ensemble) définit un
ensemble ordonné qui a son tour introduit un iseillous rappelons brievement dans cette partie
un ensemble de notions, de définitions et de pétgsisur les ensembles ordonnés et les treillis.

1.1.1 Relation d’'ordre et structures ordonnées
Sur les entiers, on peut définir les deux relatsugantes :
a < b : Relation d’ordre habituelle

a/b : a devise b
Ces deux relations présentent des propriétés coesnun

Réflexivité a < a eta/a
sia<betb<aalorsa=b
Antisymétrie 5 @

b
— et = alors a=»
b a

.. (sitasbetb<calorsa<c
Transitivite . a

> et % alors %
On dit alors que les relatiosset/ sont des relations d’ordre.
Définition 1.1 (ensemble ordonné)

Un ensemble muni d’'une relation d’ordre est ditoom.

L’ensemble E muni d'une relation d’ordre<s forme I'ensemble ordongg,<). Cet
ensemble est dit totalement ordons¥s< est une relation d'ordre totale c'est-a-dire sixde
éléments quelconqueset y de E sont comparablesx( y ouy > x). Dans le cas contraire,
l'ordre est partiel et I'ensemble est dit partigilent ordonné. On dira que deux éléments

x et y de E sont incomparables, natél| y, s'’ils vérifientx £ yety 2 x.
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Un ensemble totalement ordonné est aussi appeléchame tandis qu'un ensemble
composeé d’éléments incomparables entre eux estéappe antichaine.
Exemple 1 (ensembles ordonnés)
On présente ici quelgues exemples d’ensembles rdiumis relation d’ordre
* L’ensemble(N, <) est totalemenbrdonné.
* La relation d’ordre| définie dansN est partielle. En considérons cette relation, gral
exemple : § 7
+ L’ensemble(N?*?,X) est partiellement ordonné bien q(¥, <) le soit totalement. On

peut aisément le remarquer en considérons les@éments suivants :
1 1 0 0
(0 O)ll(l 1)

Définition 1.2
Soit E un ensemble ordonné garOn peut définir certaingléments particuliers :

Majorant : M est un majorant dé c E si Va € A,a < M. on dit alors quel est une partie
majoree det.

Minorant : m est un minorant dé@ c E si Va € A,m < a.A est une partie minorée #e

Borne supérieure : S = Sup A (egalement notée(S = V A) estla borne supérieur da
siS est un majorant dd et si pour tout majoran de A, S < M. La borne supérieur est
communément appelée “ plus petit majorant “.

Borne inferieure :I = Inf A (également notée I = A\ A) la borne inferieur del si I est
minorant ded et si pour tout minorant de A, m < I. La borne inferieur apparait comme “le
plus grand minorant “.

Elément maximal : un élément maximal dd c E est un élément de A tel queAd ne
contienne aucun élément plus grand que&e qui S’écrit :

{ a€d = a=x.

xE€EAa<x

Elément minimal : un élément minimab de A c E est définit par :

{ beA

xXEAx<D =b=x

Plus grand élément :On appelle plus grand élémetiun ensembleE, un élément noté

Tr € E tel que pour tout élémente E, on aitx < Tg.
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Plus petit élément :On appelle plus petit élément d’'un ensemBleun élément noté
1€ E tel que pour tout élémente E, on aitL;< x.
Remarque 1 :
» Le plus petit élément (resp. le plus grand élémsfibexiste, est nécessairement unique.
» Setl peuvent ne pas appartenidaSi ces bornes existent, elles sont uniques.
* Méme s’il admet des majorants (resp. minorants)emnsemble n'admet pas toujours de
borne supérieure (resp. borne inferieure).

* Un ensemble ordonné peut admettre plusieurs élé&maaatimaux (resp. minimaux).

1.1.2 Demi-treillis et treillis [3] ,[4]
Définition 1.3 (demi-treillis)

Soit(E, <) un ensemble ordonné non vide.
(i) SixVy existe dan& pour tout coupl€x, y) € E, alorsE est undemi-treillis supérieur
(ii) Six/A\y existe dan& pour tout coupléx,y) € E, alorsk est undemi-treillis inferieur
Définition 1.4 (treillis)

L’ensemble ordonnéE, <) est un treillis si il est a la fois un demi-trislsupérieur et un
demi-treillis inferieur.
Remarque : Pour toute relation d’ordre, notég il existe une relation d’ordre inverse, notée
Par conséquent, $E, <) est un demi-treillis supérieur (resp. demi-treilinferieur) alorgE, >>)
est demi-treillis inferieur (resp. demi- treillisi®erieur). C'est ce qu’'on appelle le principe de
dualité.
Définition 1.5 (demi-treillis complet)
Soient(P, *)) un demi-treillis supérieur €0, <)) un demi-treillis inférieur.
(i) siV S existe pour touf < P, alorsP est demi-treillis supérieur complet.

(ii) siA S existe pour touR < Q, alorsQ est demi-treillis inférieur complet.

Définition 1.6 (treillis complet)

L’ensemble ordonn&E,<)) est un treillis complet si c'est a la fois un demillis
supérieur complet et un demi-treillis inférieur quiat.
Exemple 2.Le treillis (N, V, A) n’est pas comple{N{+x, —x},V, A) est un treillis complet.
Remarque : Tout treillis fini est complet.
Théoréme 1 :Un demi-treillissupérieur complet est un treillis complet, s’il tent un plus petit

élément.
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1.2 Théorie des dioides [1]

Dans cette partie, nous présentons les fondementemant les demi-anneaux idempotents
ou dioides, et nous montrons aussi le lien enteedsgniers et les structures ordonnées. Les
dioides apparaissent ainsi comme des demi-treiksplus, un dioide complet a la structure d'un

treillis complet.

1.2.1 Notions de base sur les dioides :
Les concepts généraux et les notations sur lestgtas algébriques des dioides qui seront
utilisés dans ce mémoire, sont donnés dans cetierse
Définition 1.7 (monoide)
Un monoide(M,@) est un ensembl#&/ muni d’'une loi de composition interne not@e
associative et qui possede un élément neuteeque :
VmMeMm®Pe=cPdPm=m.
Le monoide est commutatif, si la ¥ est commutative, C’est-a-dire,
Va,beM,a@®b=>bDa.
Définition 1.8 (demi-anneau, dioide)
On appellademi-anneawn ensembl® muni de deux lois interned et® tel que :
* (D,®) est un monoide commutatif dont I'élément neatest appelé élément nul.
* (D,®) est un monoide, son élément neutre est appelé emdétst note.
» La multiplication® est distributive a droite et a gauche par rapgpdatioi @,
Va,b,c e M,c ® (a® b) =(cR®a) ® (c ® b),
@a®b)Qc=>@®c)Pd b Rc).
* L’élément nule est absorbant pour lal®® (Va € D,aQ e =@ a = ¢).
Si la loi additive® est idempotentéva € D,a @ a = a), alors (D,H,®) est appelé un
demi-anneau idempotent ou dioide.
Exemple 3.(R U {—, +0}, max, +) Est un dioide commutatif pour lequet —w et e = 0. Ce
dioide est not&®,, ., , et traditionnellement appelé "algeélfreax, +)". Dans ce dioide, la loip
correspond a I'applicatiomaxet la loi ® est la somme usuelle.
Notons toutefois quee ® (+00) = (—o0) + (+00) = ¢ = (—o0) dans le dioTd®R,, .
Exemple 4.(R U {—o0, 40}, min, +) est un dioide commutatif pour lequet +o ; ete = 0.
Ce dioide est not®,,;,, et traditionnellement appelé "algébferin, +)". Dans ce dioide la loi
@ correspond a I'applicatiomin et la 10i® est la somme usuelle.
Onnote quee ® (—x) = (+x) + (=) = ¢ = (+00) dans le dioid®,,,;,.
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Remarque: Dans les équations définies sur les dioides, léhsla® du produit est supprimé ou

remplacé par un point @ b=ab=a.b).

1.2.2 Relation d’ordre dans un dioide
Dans un dioidd donné, la propriété d'idempotence de la loi addib donne une relation
d’ordre, notéex, définie parV(a,b) € D>,a<b & a@® b = b. De plus cette relation d’ordre
est compatible avec les lois de structurdde'est-a-dire :
V(a,b,c)ED3,a<xb=>a@®c<bDc,
as<b=2>aQ®Qc<bQRc.
Remarque :L’ordre < définie dan®R,,,,, est total est coincide avec I'ordre usgeEn revanche,

I'ordre total< définie dan®R,,;,, est I'inverse de I'ordre usuel.

Exemple 5.La relation<, associée a I'applicatiomax est une relation d’ordre qui correspond a
'ordre usueks,a < b © b = max(a,b) © a < b.

(1<3)e3=max(1,3) ©1<3.
La relation<, associée a I'applicatiomin est une relation d’ordre qui correspond a l'ineede

'ordre usuel>, a < b © b = min(a,b) © a = b.
B3<1)e1=min(1,3) 3 =>1.

1.3 Dioides et treillis

L’'idempotence de la somme dans un dioide induit singcture de demi-treillis supérieur,
pour lequel la borne supérieure, noteeorrespond a la loi additi® du dioide, (a @ b) est le
plus petit majorant de et b).

De méme, en considérant la définition algébriquasdup-demi-treillis on peut noter que la
loi v d’'un demi-treillis supérieur est associative, cortative et idempotente, c'est-a-dire que
possede les mémes axiomes que la loi add@vd'un dioide. De plus, on sait qu'un dioide
posséde un élément minimuse(le plus petit que tous les autres éléments duddjpice qui

confére au dioide une structure de treillis.
Définition 1.9 (dioide complet)

Un dioide(D,®,Q) s'il est fermé pour les sommes infinies et si ledpit ® distribue a
gauche et a droite des sommes infinies. Autrem#nfpdur toutd € D et tout sous-ensemble

A c D, les propriétés suivantes sans vérifiées:

d ® (Bues @) =Dgea (d ® ),
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(Daes 1)®d =Daea (A®Q).

Puisqu’un dioide a une structure de treill®, <), s’il est complet, il admet un plus grand
elément. On noterd& ce plus grand élément. L'élémefitcorrespond a la somme de tous les
éléments deD, T =@,p x.

L’élément T est absorbant pour la loi additive,, T @ a = T, Rappelons néanmoins que,
puisques est absorbant pourlal® ona T ®e=e QT =c¢.

Définition 1.10 (sous-dioide)

Soit (D,,®) un dioide. Le sous-ensemlilec D est qualifié de sous-dioide @B,PH,RQ),
noté (C,P,Q), si et seulement si e € C et le sous-ensemble est fermé pour les 10 et ®,
c'est-a-direva,b e C,a@ beCeta®b€eC.

Exemple 6.L’ensembleN,,;, = (N U {+o, —},min,+) est un sous-dioide complet du
dioideR,,;,,. On remarque que le dioidg,;,, est fermé pour les lo® et®, ¢,e € N,,;,, ete le

plus grand élément de ce dioide( I'ordre est en-®lirs qui est I'inverse de I'ordre usuel).

1.3.1 Applications définies sur des dioides
Définition 1.11 (Isotonie, antitonie)
Soitf une application définie d’'un dioid®,® ,®) dans un dioidéC,D ,Q),
f est diteisotonesi :
VabeD,a <b= f(a)<f(b).
f est diteantitonesi :
VabeD,a<b= f(a) = f(b).
Remarque : Une applicationf est ditemonotonesi elle estisotoneou antitone L'isotonie et
I'antitonie sont des notions utilisées pour canasé les applications respectivement croissantes
et décroissantes, définies sur des ensembles a¥gonn
Définition 1.12 (Application injective, surjectiveet bijective)
Soit f une application définie d’'un dioid®,® ,®Q) dans un dioidéC,D ,RQ),
* festinjectivesiVa,b€eD,f(a)=f(b) ©a=h.
e festsurjectivesVv beC,3a€eD, f(a)=0>h.
* f est bijective si elle est a la fois injective etjsctive.
Définition 1.12 (Homomorphisme)

Une applicatiorf définie d’un dioideD vers un dioideC est un homomorphisme si :

Va,b €D: f(a @ b)=f(a) @ f(b) etf(e)=c¢, (1.1)
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fla® b)=f(a) ® f(b) etf(e)=e. (1.2

Notons que chaque application qui vérifie la préj@ri (1.1) sera appel&@morphisme.
Aussi, une application qui ne vérifie que la prégi (1.2) sera appelé&@-morphisme. Un
homomorphisme est do@-morphisme e®-morphisme.

Définition 1.13 (Isomorphisme)

Une applicationf est dit isomorphisme si est seulement si: l'agpionf est un
homomorphismeet f estbijective
Définition 1.14 (Continuité)

Soient(D, ,Q ) et (€, ,Q) deux dioides complets. Une applicatiple D dansC est
dite semi-continue inférieurement (s.c.i), si, ptaut sous-ensemble8 D,

fViep X) = Vyep f(X)
Et semi-continue supérieurement (s.c.s.), Si :
f(Axep X) = Axepf (X)
Remarque : Une applicatiors.c.sous.c.iest nécessairement isotone puisque

a=a®b=>f(a)=f(a® b)=/f(a) ® f(b) = f(a) = f(b)
b=aAb=f(b)=f(aAb)=f(a) A f(b)ef(b) < f(a)

Définition 1.15 (Linéarité)
Une applicationf d’'un dioide(D,®, ®) dans un dioidéC,® , ®) est dite linéaire si elle

arzboe

satisfait les propriétés d’additivité et d’homogiédée
Va,b € D,Va €D, f(a® b) = f(a) D f(b) (Additivité)
flaa) =af(a) (Homogénéité)
La combinaison des deux conditions mentionnéesogstue sous le nom de principe de
superposition, soit :
VabeD,Vap €D, f(aa @ Bb) = af(a) ® Bf(b).
Remarque : En toute rigueur, on devrait plutot parler @ , ®)-linéarité du fait de la structure
algébrique particuliére d’un dioide. Dans l'algébwexx, +) on parlera démax, +)-linéarité.
Exemple 7.La multiplication pard € D™ ", définie par :
Ly, : D™ — pmn
x 2 AR x

est une application linéaire.

10
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1.3.2 Dioides matriciels [6]
Soit (D, ®, ®) un dioide, soil € D™*P, B € DP*™ et C € D™ ™ des matrices a coefficients

dansD. La somme et le produit des matrices sont défieika facon suivante :
La somme A@B(A@B)UzAU@BU,

Le produit A ® B: (A ® B);; =69i=1 A;;®B;; .

On peut montrer que I'ensemiPemuni de ces deux opérations est un dioide mdiraoat
I'élément nul noté&, est la matrice composée exclusivement.de’élément unité est la matrice

notéeld,, composée de sur la diagonale et departout ailleurs

Exemple 8.Nous donnons ici un exemple d’'un produit et unersentle deux matrices carrées
dans l'algébr€max, +)
(2 4 /1 3
A=(g 3) B=(4 o)
max|2,1] max[4,3]) _ (2 4)
max[8,6] max[3,9]) \8 9

max[2 + 1,4+ 6] max[2 + 3,4+ 9]) _ (10 13)
max[8 + 1,3+ 6] max[8+3,3+9]) \9 12

A@B=<

A®B=(

On peut définir la multiplication d’'une matrigepar une constante:
(0(®A)U = Of®Ai]' = a +AU
En général, la multiplication des matrices ddi8™ n’est pas commutative, méme si
(D, ®, ®) est commutativeD™ ™ est distributive sD I'est. A > B dans
D™" < {A;; # Bjjdans D,i =1,..n,j =1, ..n}.
Exemple 9.Exemple d’'un produit et une somme de deux matdeeges dans l'algébfenin, +)
(2 4 (1 3
A= (8 3) B = (6 9)
_ (min[2,1] min[4,3]> (1 3
A®B_(mmmﬂ mmmﬂ'_Q J

min[2 + 1,4+ 6] min[2+ 3,4+ 9]) _ (3 5 )

A®B:<mmB+L3+ﬂ min[8 +3,3+9]) _ \9 11

1.3.2.1Propriétés spectrales des matrices définies dans dioide
Les matrices carrées a coefficients dans un dipiélsentent certaines propriétés spectrales
intéressantes qui permettent notamment d’étudiecolmportement asymptotigue de certains

systemes dynamique. Plus particulierement, pouguehanatrices carrés, on peut lui associer un

11
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graphe valué orienter, appelé graphe de précéd&nae graphe de précédence est fortement
connexe, alors la matrice qui lui correspond dstidieductible.
Définition 1.16 (graphe valué orienté)

Un graphe orienté est définit par un ensemble dedricterconnectés par des arcs orientés.
Un graphe est dit valué, si des poids positifs sm#ociés aux arcs reliant les noejidg les

nceudsi, ces poids correspondent aux termes nétgsle la matricei.

Définition 1.17 (Graphe de précédence)
On appelle graphe de précédence d’'une matrieeD™ ™ noté G (A), le graphe qui est composé
den noceuds et des arcs, notgs), qui sont pondérés par le coefficiey;. Si A;; # ¢, alors il
existe un arc qui relie le nceyiwu nceud, sinon l'arc(j, i), n'existe pas. Dualement, pour tous
graphes orientés valués composés rdenceud, on peut associer une matrice carrée de
dimensiom X n, telle que les coefficients de cette matrice coadent aux poids des arcs du
graphe.
Définition 1.18 (Chemin)

Un chemin est une suite de nceuds que I'on pecbpar séquentiellement en empruntant
les arcs d& (A).

Un chemin est élémentail® aucun noeud n’est rencontré deux fois. La longuaiun
chemin est égal a son nombre d’arcs.
Définition 1.19 (Circuit)

Un circuit est un chemin dont I'origine est confaredavec I'extrémiteé.

Un circuit est élémentaire si tout nceud n’estidiole que d’'un seul arc appartenant au

circuit (on peut dans cette définition remplacemiat “origine” par le mot “extrémité”).

Définition 1.20 (Graphe fortement connexe)

Un graphe est dit fortement connexe si pour demdudsi etj quelconques il existe un
chemin allant de a;j.

Définition 1.21 (matrice irréductible)

Une matriced € D™ ™ est dite irréductible si pour toute paire de nogiid9, il existe un
entierk tel que(A")l-j # ¢. Cette matrice admet une unique valeur propreenb D, et donnée
par :1 =@%_, (traceA)/*,

Avec :traceA® =@7_, (A¥);; etn désigne I'ordre de la matrick

Dans l'algébre usuelle, I'expression des valeuoppasA s'écrit comme suit :

A = maxi_, [« (maxf_, (4%);)].

12
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Cette valeur propre correspond au maximum des poa&ns des circuits élémentaires du graphe
de précédencé(A).

Le graphe de précédence associé a une matricetitdducest pas fortement connexe.il est
décomposable, dans ce cas, en plusieurs sous dmafgraent connexe. Cette matrice réductible,
peut avoir plusieurs valeurs propres, en la décaanuoen blocs irréductibles. La détermination
des vecteurs propres d'une matricésdéfinie sur un dioide, revient a résoudre |'éqrati
suivante Au = Au.

On appelleu le vecteur propre associé a la valeurs prdpriee vecteurs propre associé a
cette valeurs propre, ne contient pag d8i une composante du vecteuest €gale a, il faut que
la matriced contiennent au moins une ligne avec glese qui correspondra a un gragh@l) non
fortement connexe.

Exemple 10.Nous considérons le graphe orienté et valué dguaef 1.1 suivante :

1 3

Figure 1.1: Graphe orienté et valué

1 2 ¢
A= <e 3 e) est la matrice de précédence associée au grapadidure 1.1
e €& e

Le graphe de la figue 1.1 est composé de trois scetighour chaque paire de nceuds, il
existe toujours un chemin orienté qui relie sesaseble graphe est donc fortement connexe, par
conséguent sa matrice de précédence assé@geirréductible. La valeur propre de cette matric
est unique, elle est notdest est donnée pan:= @3 _, (traceA*)/* dans l'algébrgmax, +) on
a:

max(1+12+¢e+e) max(1+22+3,e+¢) max(l+e¢2+e,e+e)

A? = max(e+13+¢ce+e) max(e+23+3,e+¢e) max(e+¢&3+ee+e)
max(e+ 1,e+¢c,e+e) max(e+2,e+3,e+¢) max(e+¢ee+ee+e)

2 5 2 5 8 5
A2=(3 6 3|,43=(6 9 6|
1 3 e 3 6 3

13
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1 1
=@ 4D E(@?ﬂ (A% @ §(®?=1 (A%):)

1 1 6 9
1=(1030e)D;2060)D;650903)=C60;07) =3

Le vecteur propre, noté associé a la valeur proptevérifie I'équation suivante :
Au = Au le calcul du vecteur propre ce fait comme suit :
1 2 &\ /U Uy max(1 +uy, 2 + uy, € + u3) 34+uy
(e 3 0) (u2> =3 <u2> = | max(e +uy,3+uy, 0+uz) | = <3 + uz)

0 & 0/\u3 us max(0 + uq, € +uy, 0 + u3) 3+ u;g

3
On trouve le vecteur propre suivant = (4)
0

1.3.3 Résolution d’équation dans un dioide [5]

Dans ce travail, nous serons amenés a résoudme@palement des équations de la forme :
f(x) = b, qui sont définit sur un dioide.

Les lois® et ® n’étant pas inversibles, en particulier les agtians matricielles. Il n’est
donc pas possible, en général d’inverser les egtjins définies sous forme analytique dans un
dioide. La théorie de la résiduation permet cepefydaus certaines conditionde définir des
pseudo-inverses pour certaines de ces applicatiprgar conséquent, permet de déterminer des
solutions extrémes de I'équation précédente. Gladite la plus petite ou la plus grande solution.

Cette théorie concerne de fagon générale les forxttroissantes est souvent on parlera
d’application isotones définies sur des ensemhidsmmeés.

Mais il peut ne pas exister de solution a cetteatgn (quand est non surjective) et/ou une
telle solution peut ne pas étre unique (quAedt non injective). C’est pourquoi nous étudierons
plus précisément deux types d’inéquations de laméof (x) < b ouf(x) = b, dont on cherchera

respectivement la plus grande et la plus petitetisoi.

1.3.4 Théorie de la résiduation [2]

Définition 1.22. (application résiduable et sa réduée)

Une application isotong: (D, ®, ®) — (C, ®, ® ) définie sur des dioides complets est dite
résiduable swb € C, I'équationf(x) < b admet une plus grande solution d@ns.’application
qui associe & la plus grande solution g&x) < b est notég* et est appelée application résiduée
def. Ainsi :

14
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f*(b) = @®{x € D| f(x) < b}.

1.3.4.1Application résiduable sur les dioides complets (sdduation deax < b etxa < b)
SoientL, (produit a gauche) &, (produit a droite), les applications définies sardioideD

complet comme suit : Lyix = a®x
R, :x —» x®a

Le fait que le dioideD soit complet implique que les applicatiokys et R, sont semi-continues
inférieurement (distributivité de produit a gauddtea droit sur les sommes infinies). En outre,

commes est absorbant pour le prod@®t alorsL,(¢) = a®e = ¢ et

R,(e) = eQa = €. Autrement dit,L, et R, sont isotones donc résiduable, et leurs applicatio

résiduées sont notées :

et respectivement appelées quotient a gauche gequa droite. Ainsi,L;(b) = ax bet

Fi(b) = be asont les plus grandes solutions des inégalités< bet x a < b.
Remarque : LorsqueD est un dioide commutatif,, = R, cela implique qué? = R¥ .

Les applicationsL, et R possédent les propriétés suivantes, qui sont vigies tout dioide

complet(D,®,®), aveca, b, x € D.

Propriétés :

15



Outils algébriques | Chapitre 1

as T=T Tga=T,
alaxx)<xx (xfa)a<x,
ax(ax)=x (xa)#Za>=x,
a(@ax(ax))=ax ((xa)~# a)a=xa,
ax(a(axx))=axx (xZa)a)za=x~a,
ax(xAay)=axxaaxy (xAy)Za=xsanryZa,
ax(x@y)=(axx)®(axy) (x®y)zax=(x#a)®(y~a),
(@anb)ysx=(axx)®(bxx) xz(anb)x=(x#a)®(x#b),
(@a@b)sxx=axxAbxx xZ(a®b)y=xzZanxzb,
(ab)xx=bx(axx) x#z(ba)=(x#za)#b,
(axx)b<ax(xb) b(xza)<(bx)7a,
blaxx)<(azb)x x (x#Z2ap<x#(bxa),

1.3.4.2Extension aux dioides de matrices :
Concernant le cas matriciel, définissons comme kgstapplications produit a gauche

L,: D™ — D™P et produit a droiteR, : D”" - D”"sur les dioides de matrices a coefficients

dans le dioide compleb :
Ly:X 2 AQX

Ry:X »XQA
Dans ces applicationg} € D™ ™ etA € D™™,

Les plus grandes solutions des inéquatibXisx B et XA < B’ pour lesquelles
BOD™ et BOD™™, sont respectivement la résiduée du produit atganotée’ (B) = Ax B
et la résiduée du produit a droite ndRé¢B) = B # A. Les valeurs de ces matrices sont alors

données comme suit ;

L5(B) = AN B:(ANB); = 0 A/ B Ri(B)=B» A:(Bs A); =0 B~ A
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En toute rigueur, seul le produit de matrices @mréonstitue une application résiduable.
Cependant, il est toujours possible de réécrirapgdicationsL, et R, dans le dioide de matrices
D71 pour lequely = max(m, n,p). Les lignes et les colonnes doivent alors étreptérées par
I'élémente, ce qui peut compliquer les écritures.

1.3.5 Equations aux points fixes

Grace a leur structure de treillis, il est possiblappliquer aux dioides les résultats
concernant les points fixes d’applications isotodéfnies sur des treillis complets. Ainsi, des
équations du typg(x) = x peuvent étre résolues.

Définition 1.23 (Ensemble des points fixes d’applation)

Soit f une application isotone définie sur un dioide cl@inp. Les ensembles des points

fixes, post-fixes et pré-fixes d’application soespectivement définis comme suit :
Fr={x€eD|f(x)=x}
Pr={x€D|f(x)>x}
Or={xeD|fx) <x}

Notons que les ensembles des points post-fxest pré-fixesQ, peuvent étre interprétés
dansF; selon les équivalences suivantes :

f)zxo f(x) D x=nx,
f)<xo f(x) D x=x.
1.3.6 Reésolution d’équation par étoile de Kleene

Les équations de type point fixes formulées dassdieide, de la formg(x) = x ou
f(x) = ax @ b, sont importante, car on cherchera systématiqueemeaprésenter les systemes
étudiés sous des formes récurrentes explicitesypes tpoint fixe. Il a notamment été mis en
evidence que sous certaines hypotheses de coégtideit 'applicationf, les ensembles de
solutions de ces équations sont ordonnés, nous int&ressons plus particulierement a leurs
solutions nominales.

Nous allons voir la maniére de résoudre une équaliotypeax @ b par I'étoile de Kleene
ainsi que les propriétés relatives a cette métltpdenous intéresse essentiellement dans notre
travail par la suite.
1.3.6.1Notion (étoile de Kleene)

Soit * 'opérateur défini sur un dioild®,PH,Q) par
Va € D,a* =@;ey a', aveca’ = e
Cet opérateur est cohérent avec la relation d’okdpar I'implication suivante :

Va,b € D,sia < b, alorsa* < b*.
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De la méme facon que pour un dioide de scalaiégsilé d’'une matrice carréé € D™*™, notée

A*, est défini pad* =@,y A' avec par conventioa® = I,,.

L’étoile de Kleene possede certaines propriétés lésrplus courantes ont été regroupées si

dessous. Ces propriétés sont valakled € D.
(@) =a
a*a =aa*
a(ba)" =a(ab)a
(ab*)* =e ® a(a ® b)*
(@@ b)* = (a° b)*a” = a*(ba*)* = (a" b*)"
(@®b)=(@®b)"=(@db’)" =(a Sb)

LorsqueD est commutatif :
(a® b)) =a'b”

On note" + " I'opérateur défini dans un dioide compl8tP,Q) par :

a E Dl a+ :®n21 a

Ona: a*=e@atetat =aQa".
E &€ €

Exemple 11 Soit dans le dioid®,,,qx, 49 = <2 € £>
6 4 ¢

Ay =@y Ab=1; D Ay @ A2 @ 43

e € ¢ €
e e e>@<2
E € e €

e
A3=<2
6

B Mmoo m Mm

(1)
)
3)
(4)
()

(6)

Théoreme :Dans undioide complet, la quantit€*B est la plus petite solution de I'équation

x = Ax @ B et de l'inéquatiorx > Ax @ B.

Remarque :Dans le dioid&,,,,, |a quantité 4*B) est la plus petite solution de I'inéquation

x = Ax®B, par contre4*B) correspond a la plus petite solution au sensl&fizeplus grande

solution de l'inéquatior < Ax @ B au sens inverse de I'ordre usuel dRpsg,,.
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Exemple 12.Soit le systeme

Le calcul ded* donne

e & ¢ g & ¢ g & ¢ g € ¢
A*=<£ e e>@<2 € 3>@<7 € £>69<£ e €
E € e 4 ¢ ¢ g &£ € E € €

Cela donne la solution suivante :

e € &\ /2 2
x=A"B = (7 e 3) (e) = (9)
4 ¢ e/ \5 6
1.4 Dioide de séries formelle [7]

1.4.1 Transformées eny et end

On introduit ici les transformées gret end qui sont des opérateurs permettant un décalage
respectivement événementiel et temporel, a I'agkgdels on exprime une fonction sous la forme
d’une série entiére, oe = y°6° est I'élément neutre du produit et= (y~1)*(6~1)* est

I'’élément neutre de la somme.

1.4.1.1Transformée eny:

L’'opérateury effectue un décalage en numérotation, on a:

v d(k) = d(k-1) pour toute fonction dateuai(k) on peut écrire :
D(y)= & d(k)f

1.4.1.2Transformée ené:

L’'opérateurd effectue un décalage temporel, autrement dit :

Sc (t) = c(t—1), pourtoute fonction compteur c(k) on peuirécr
C(0) = Dc(t)dt

1.4.1.3Model d’état en M7 [y, 8]

A l'image de la transformée en Z, utilisée pourrésgnter la trajectoire des systemes a
temps discret, on peut utiliser la transforméey,ed pour représenter les GET. Cette transformée
nous permet de représenter le model d'état dargiolde des séries formelleMf, [y, &].un
exemple est donné dans la page 35 pour mieux coegeomment obtenir le model d’état dans
le dioideMY[y, 8] .
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Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons présenté l@ds onathématiques utilisés dans ce
travail. Apres un bref rappel sur les ensemblesmmnds et treillis, leurs relation avec la structure
algébrique des dioides, nous avons donné les apphis définit sur les dioides. Ensuite, plusieurs
types de fonctions définies sur les dioides sonsicerés, fonctions qui généralement ne sont pas
inversibles. Cependant, grace a la théorie de daduation, il est possible de considérer les
pseudo-inverses d’application isotone, ainsi quésalution des équations de type point fixes qui
nécessitent la définition de I'application étoike Idleene.
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Introduction

Dans ce deuxieme chapitre, notre travail se feerdi sur les systemes a événements
discrets (SED).

Tout d’abord on va faire un bref rappel sur les PHEensuite on va passer a leurs
modélisations. L'une des techniques les plus agkspour la modélisation est les réseaux de
Petri, ces réseaux nous donnent des représentatiantes des systéemes étudiés, on peut les
trouver dans les études de [24] et [25]. Dans rnogneail nous allons utiliser une sous-classe
des ces réseaux qui est les Graphes d’Evénememigofisés, cette sous-classe nous permet
de mettre en évidence les temps, qui est notreé dajes le 4éme chapitre. A partir de ces
graphes, on peut représenter la dynamique desnsstavec l'algebre des dioides. Dans
notre travail on va utiliser la représentation (maxpour obtenir des représentations d’état

linéaires.

Enfin, A lI'image de la transformée en z des systrdehantillonnés, les systémes
(max, +)- linéaires sont dotés de la transformée, émui permet de représenter les systemes

par leur fonction de transfert.

2. Systemes a événements discrets : [1]

Un systeme a évenements discrets est un systéntel’élgpace d’état est discret. Les
transitions d’'état sont provoquées par l'occurrend@vénements. L'ensemble des
événements est également discret. Un événementakgé si 'ensemble des conditions
nécessaires a son occurrence sont vérifiées.

Pour prendre en compte le temps, des temporisap@usvent étre associées aux
événements, une temporisation est un laps de teyupgoit étre écoulé avant qu’'un
événement validé puisse survenir.

Plusieurs outils mathématiques ont été proposés poadéliser les systemes a
événements discrets on cite par exemple : le GRAFCEDER, et les réseaux de Petri.

2.1 Modélisation des systémes a événements discrets paseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) sont un formalisme Ipgié pour I'étude des propriétés
gualitatives d’'un systeme complexe. On peut caebdrnitude, la vivacité et I'accessibilité
d’état d’'un RdP.
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Cependant dans notre travail, nous nous intéregsoit aux propriétés quantitatives
qui peuvent exister entre les différentes placésudransitions d'un RdP. Il s’agit d’établir
des relations entre elles, qui pourront aisémemt #rmalisées dans un dioide approprié.
Nous traitons plus particulierement une sous-cladseréseaux de Petri: les graphes

d’événements temporisés.

2.2Réseau de Petri [24]

Les Réseaux de Petri (RdP) constituent un formalisme graphique propre a la
modélisation des Systémes a Evénements Discrets (SED) introduit en 1962 par Carl
Adam Petri [Petri 1962]. Ils sont particulierement adaptés a I'étude des processus
complexes mettant en jeu des propriétés de synchronisme et de partage de ressources.
Leur support mathématique a permis en outre d’établir de nombreux résultats
analytiques. Pour I'étude des SED dans l'algebre des dioides, les RdP sont souvent

utilisés comme un outil de modélisation intermédiaire.

2.2.1 Rappels et notions de base des réseaux de Petri :

Un réseau de Petri est un graphe biparti fait dexdtypes de sommets : places
(représentées par des cercles) et transitionségeptées par des barres). Des arcs orientés
relient certaines places a certaines transitions;estaines transitions a certaines places. Une
place peut contenir un nombre entier de marqugston. A chaque arc on associe un poids

(entier positif). Un arc sur lequel il ne figurecam poids veut dire que son poids est égal a 1.

Figure 2.1: Exemple de rése de Peti
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Définition 2.1 (marquage) [24]

Chague place contient un nombre entier positifullde marquage (jeton). Le marquage M
définit I'état du systéme décrit par le réseau @nstant donné. C’est un vecteur colonne de
dimension m (le nombre de places dans le résea@rf‘icomposante de ce vecteur
représente le nombre de marque dan¥"fpjace du réseau.

On note : M marquage initial

Définition 2.2 (Réseaux de Petri P-temporisés) [25]

Pour chaque couple de transiti@p T on note P;; la place qui relie la transition; a t;.

Si cette placeP;; existe, la temporisation (en valeur rationnellsifpee) correspondante est
notéet;; et son marquage noté;; .

La plus grande temporisation du graphe d’événemmmgidéré est notée™**, définie
par " = max{ri f}ij/pijep :
Définition 2.3 (Réseaux de Petri T-temporisés) [25]

Pour chaque couple de pla&g P;, on noteT}; la transition qui relie la place; a P;. Si
cette transitionT;; existe, la temporisation (en valeur rationnellsifpee) correspondante est
notéetj; .

La plus grande temporisation du graphe d’événemmmgidéré est notée™**, définie
par ;T = max{ri]-}ij/tijET .

2.2.2 Evolution d'un RdP:

L’évolution d’'un RdP correspond a I’évolution de son marquage au cours du temps
(évolution de I'état du systeme) : il se traduit par un déplacement de marques ce qui
s’'interprete comme la consommation/production de ressources déclenchée par des
événements ou des actions. Déterminer I'évolution d’'un RdP correspond en fait a le

simuler, terme plus généralement utilisé en modélisation.
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Franchissement de;
Tl # Tl

Figure 2.2 : Franchissement de la transitidn

2.2.3 Quelques propriétés des RdP [20]

= Accessibilité : Un marquage Mest accessible a partir du marquage initigldil existe
une séquence de franchissement S telle que : dohissement de cette séquence a partir
de M, résulte un nouveau marquaged¥ion note : MS > M]

Cette propriété permet de savoir si un état noir@ésque de se produire.

*= Bornitude : Une place Pest ditebornée pour un marquage initial Msi pour tout

marquage accessible a partir dg M nombre de marques dan®$t fini.
Un RdP est dit borné si toutes ses places sonébsern

= Vivacité : un réseau de Petri est divantpour un marquage initial i pour tout
marquage M accessible a partir dg @l pour toute transition;,Til existe une séquence de
franchissement S qui inclut la transition T

Cette propriété permet de déduire si le systenwmnmgorte pas de blocage.

2.3Graphes d’événements temporisés (GET)

Définition 2.5 [8]

Un graphe d’événements est un réseau de Petrhague place posséde exactement
une transition d’entée et une transition de sodiegraphe d’événements est dit temporisé si
des temporisations sont associées aux placestedf@itions.

Dans la suite de ce mémoire, nous considérons rdghes d’événement P-temporisés

ou les temporisations sont associées aux places.

2.3.1 Principe de fonctionnement :
Lorsqu’une marque arrive dans une place tempor@eéjt qu’elle est indisponible pendant

un tempst;; . Quand le temps est écoulé, la marque devienoulisie.
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pP1 T P21 T, Py

Figure 2.2: Exemple d’'un graphe d’événement temporisé d’'ufialeede production.

2.3.2 Le temps de cycle d’'un graphe d’évenement temporisé
Le temps de cycle d'un systeme de production cpomd a la durée moyenne

nécessaire pour produire une seule piece. Le telapsycled d'un graphe modélisant un

processus de production est caractérisé par I'égustiivante x=max—;((‘:)))

ou : & est I'ensemble des circuits élémentaires du GHIsidéré T (y) est la somme
des temporisations le long des circyitet M(p) est le nombre de jetons dans les places du
circuit p.

Nous calculons le temps de cycle du graphe d’évengsntemporisés en utilisant
'expression donnée précédemment. Nous décompdsagraphe d’évenements de la figure
2.3 en circuit élémentaire. On obtient 1 seul ¢ir@u’on note p; pour. Ce circuit est donné
comme suit : (d’aprés la définition 1.19)

p1=(T1,P21,T2,P12)

on appliquant la formule de temps de cycle donméegaemment, le temps de cykle

du graphe est donnée par :

— T(p) _ _3
X—max—M(p) = max g) =3

2.4Modéle linéaire des graphes d’événements temporisés

2.4.1 Fonctions compteurs, domaine temporel

La mise en équation de GET peut se faire dansreaa® temporel, ou le systéeme est
écrit par des fonctions dépendant du tempBans ce cas, on ne s’intéresse plus aux dates
d’activation des transitions mais au nombre d’attons de ces derniéres jusqu’a un moment
donné. En effet, cette représentation consistesaces a chaque transition un vecteur
6(t) € R};,, que I'on appellera compteur. Le comportement d'wapbge d’événements

temporisé, si on s’'intéresse a I'évolution au pdisest représenté par I'équation dBfis, .
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On associe a chaque transitispnune fonction appelée comptekl(t) € R7,;,, qui
désigne le nombre de tirs de transitispcumulés a l'instant.

Les compteurs correspondants aux transitions soswm® les composantes du
vecteuru(t) € R7%,..

Exemple
T, T,
2% é 3
T3

Plus généralement, le comportement d’'un grapheédéwents temporisé est représenté

X3() <min{1+X,(t—2),1+X,(t —3)}

par I'inéquation suivante :
X() < O 57 (4.. X(t — 1)®Bu(t — 7).

OUA, € Ry est la matrice dont le terndg ;; est égal am;;, qui correspond au nombre de
jetons initiaux dans la placg;; si cette place existe et sinon. Les termes des
matrices B, (k) € R}.;™* correspondent aux marquages initiaux des placesodiée des
transitions sources. En général, on s'intéresseévollition au plus tét des graphes
d’événements temporisés, c’est-a-dire qu'une ttimmsiest franchie dés qu’elle est
franchissable. Cette évolution correspond a latewl maximale de l'inéquation précédente

dansR,,;,. Cette solution satisfait I'équation linéaire sante :

X(t) = 0507 (A, X(t — D)@B.u(t — 1)). (2.2)
L’équation (2.2) est implicite en général. Elle sstivent remplacée par la solution explicite
(forme ARMA).

Définition 2.7 (forme ARMA)[26]

Appelée aussi forme explicjtedéfinit 'ensemble des dates au plus tét pour le
fonctionnement du systéme. Ainsi, a partir d'unteac de commande(t) et des états
précédents, I'équation (2.3) permet de détermimates les valeurs du vecteur d’état. ARMA

signifie (Auto-Régressif & Moyenne Ajustée (AutagRessive-Moving Average en anglais).
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En fait, le passage a la forme explicite se faitlpaésolution de la partie implicite, en
sélectionnant la plus grande solution de I'équatiomplicite. Ceci correspond bien au

fonctionnement « au plus tét ». La forme ARMA eshdé comme suit :

X)) =@ I (A5ALX(t—T)@®ALBu(t — 1)) (2.3)
Ou :A," est I'étoile de Kleene de la matridg.
Du point de vue de la linterprétation, la suppi@ssie la partie implicite correspond
dans le Graphe d'événements a une transformatioroars de laquelle les places internes
(entre deux transitions) sans temporisation sgoprémées.

Equation d’état dans R,

Par analogie avec la théorie des systemes linéaassiques, I'équation explicite (2.3)
peut étre transformée en une forme d’état. Powenabtin modéle d’état, nous décomposons
toutes les places dont la temporisatian 1 ent places temporisées a 1. Nous ajoutons donc
(r-1) transitions intermédiaires. On associe des teanp a ces transitions intermédiaires, au

ns/

nombre den’ qui sont les composantes du vecté(t) € R!%,.. Le vecteur d'état résultant,

notéx(t), appartient RY . . avecN=n +n’, et est défini par :
_(X(®)
x(t) = ()? (t))'

Le comportement dynamique du graphe d’événementpdrisé étendu est décrit par une

équation de la forme :
x(t) = Ag.x(t) ® AL x(t — 1) @ B.u(t),
Qui peut s’écrire sous la forme explicite :
x(t) =A.x(t—1) @ B.u(t), (2.4)
Avec A=A;.A et B=A;.B

Propriéeté 2. Pour un graphe dévénements temporisé avec des oteatons

commensurables, I'équation d’état (2.4) est égamal a la formulation suivante :

x(t) = A%.x(t — 1) @ [DLZ A% B.u(t — k)], (2.5)

Pour toutr entier tel que > 1.
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Démonstration

Nous allons démontrer cette propriété par récogerEtant donné un graphe
d’événement temporisé dont le comportement esitggr I'équation d’état (2.5). Il est clair
gue la propriété est vérifiée pour= 1. Supposons qu’elle est aussi vérifiee posr k,
c’est-a-dire :

x(t) = AF.x(t — k) @ [®ZL A% B.u(t — k)]. (2.6)
Du fait que I'hypothese que I'équation d’état esisfaite, nous avons
x(t—k)=Ax(t—k—1)@® B.u(t —k).
En remplacant(t — k) par son expression dans (2.4), nous obtenons alors
x(t) = AKY L x(t — (k + 1)) @ [DEZ} AF.B.u(t — k).

Nous montrons que la propriété est satisfaite pourk + 1, donc elle est vrai pour tout

T=>1

2.4.2 Fonctions dateurs, domaine événementiel

Pour la représentation en dateurs, on s'intéregsalates d’activation des transitions du
GET. Dans ce cas, on associe a chaque transit®fonotionX (k) € R%,,,. cette fonction est
appelée dateur. Les dateurs correspondants auwsitimas source sont les composantes du
vecteuru(k) € R},

La dynamique d’un graphe d’événements temporiséepsésentée par I'inéquation suivante :
X(k) = @25 (4. X(k — D®B,.u(k — 1)).

ol 4; € RL;% est la matrice dont le termé,;; est égal ar;;, qui correspond a la
temporisation de la plagg; marquée & Si cette place n’existe pas, le tersg; est egal &.
Les termes des matricBs € R}, correspondent aux temporisations des places tie ses
transitions source.

En général, on s’intéresse a I'évolution au plusd#s graphes d’événements temporises,
c’est a dire qu'une transition est franchie déselig’ est franchissable. Cette évolution
correspond a la solution minimale ddkg,, de l'inéquation précédente. Cette solution

satisfait I'équation linéaire suivante :

X(k) = @20 (A X(k — D®B.u(k — 1)) (2.7)
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L’équation (2.7) est implicite en général. Elle sstivent remplacée par sa solution explicite

suivante :

X(k) = @27 (A5. A,0(m — D@A;Bu(m — 1)) (2.8)

OuA," est I'étoile de Kleene de la matridg.
Equation d’état dans R, qx-

Pour obtenir un modeéle d’étatansR,,,, pour des GET, nous décomposons toutes les
places dont le marquage m1 enm places marquées a 1, et donc, nous ajoutend)(
transitions intermédiaires. On associe des datwes transitions intermédiaires au nombre
den” qui sont les composantes d’'un vectg(k) € R%/.. Le vecteur d’état résultant, noté
x(k), appartient aRY,,,. , avecN=n +n”, et est défini par :

w= ()

Dans notre cas, nous considérons des graphes di@egés dont le marquage des places
qui ont des transitions source en amont est nulcamportement dynamique du graphe

d’événements temporisé étendu est décrit par unatiég de la forme :

x(k) = Ag.x(k) @ Ay x(k — 1) ® B.u(k),
Qui peut s’écrire sous la forme explicite suivante
x(k) = A.x(k — 1) @ B.u(k), (2.9)
Avec A=Aj.A; etB=A;.B

Exemple :

Nous considérons le graphe d’événement temparisars :

u X 2 X 3 X

Figure 2.4 Graphe d’événements P-temporisés
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Equation compteur :

On considére un franchissement au plus tot, a'ete que toute transition validée est
immédiatement franchie. Les fonctions compteurdieét alors les équations suivantes :

x1 < min{ u(t), x3(t) + 2}
X, < min{x; (t — 2),x3(t — 1) + 1}
x3 < min{x,(t — 3)}

Dans l'algébrgmin, +), La solution au plus t6t de ces équations est cosuite
x; = u(t) ® 2 x3(t)
X, =x(t=2)D1Qx3(t—1)
x3 = x(t — 3)

x1(t)
On poseX(t) = | x,(t) | , Matriciellement, on peut écrire
x3(t)
e € 2 E € ¢ e € ¢
X(t)=’s £ sX(t)@[e € 1]X(t—1)€B[e £ le(t—Z)
E & & E & € E & €&

£ € € e
&) [e € el Xt-3) & [el u(t)
e e ¢ €

Cette solution est implicite, et peut étre rempdagér sa solution explicite :

X(t) = Ao [X(t = 1) @ A X(t —2) @ A3X(t — 3) @ BoU(1)]

Avec
e & 2 E € ¢ E € ¢ E € € e
Ag=|e ¢ ¢ ,Alzle £ 1];A2=[e £ sl,A3=[s £ sl etBo:lgl,
E & €& E €& E & €& E e & &
E €& 2
Premiérement, on calcul§, tel qued, = |¢ ¢ ¢
E & €&

Ay =@ien AL =1, DAy D A2 D A3

| est une matrice identité tel que :
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Calcul deAj :

Donc Ay =1 @ A,

Calcul de la forme explicite :

e & 21 7E € € r&E &€ &7
ApAi = e e ¢ le £ 1] =le € 1
le € el lte € € Le &€ &
(e € 2] 1€ €& € r&E & &7
ApA, = e e ¢ [e € sl =le ¢ ¢
le € el te &€ ¢ LE & &
e € 21 € € [ 2 ¢
AgAs =|e e ¢ [S E &l=le € ¢
E & e E e & g e ¢
e € 2] rey re
AyBy =l e ¢ [8 = sl
E &€ e &l Le
La forme explicite s’écrit sous la forme suivante :
E € ¢ e € ¢ e 2 ¢ e
X(t)=l€ € 1lX(t—1) &) [e € le(t—Z) &) ’e e e|X(t—-3) @ HU(t)
E € € £ € ¢ £ e ¢ €

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu éplge d’événements temporisés initial pour

avoir un nouveau graphe équivalent avec des tesgiamns égales a 1 ou a 0. Nous obtenons
alors le graphe de la Figure 2.5
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Figure 2.5: Graphe d’événements P-temporisés étendu

On calcul le modéle d’état :

[ x1(0) =2 @ x3(t) D u(t)
X)) =1Qx3(t—1) D xc(t—1)
x3(t) = xs5(t — 1)
x4(t) = x(t — 1)
x5(t) = x,(t — 1)

\ x6(t) = x1(t — 1)

([ x () =2Qxs(t—1) © u(t)
X)) =1Qx3(t—1) D xs(t—1)
x3(t) = x5(t — 1)
x4(t) = x,(t — 1)
x5(8) = x4(t — 1)

\ x6(t) = x1(t — 1)

La représentation d’état s’écrit comme suit :

X(@) = u(t)

M M M M = Mm
M M M M N

® M M M Mm M
M Mm@ M M m
M ® M M oM om
M M mm o m

>

N\

~

|

—_

p—

Equation aux dateurs :

Pour le graphe d’événements de la Figure 2.14,ssocée une fonction datemy(k) a

chaque transition. Pour un franchissement au g@usleés fonctions dateurs vérifient les

éguations suivantes :
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x1 (k) = max{(xs(k — 2), u(k)}
Xy (k) = max{2 + x;(k),1 + x3(k — 1)}
x3(k) = max{3 + x,(k)}

Dans l'algebre (max,+) , La solution au plus tétds équations est comme suit :

x1(k) = x3(k —2) @ u(k)
x(F)=2Q@x;(k) D1Q x3(k — 1)
x3(k) =3 ® x,(k)

La forme implicite :

£ € ¢ £ ¢ ¢ s £ e e
X(k)=l2 £ elx(k)EB € € 1]x(k—1)€Bl€ € elx(k—Z)EB[slu(k)
e 3 ¢ E & € E & € £
Avec
£ € ¢ £ € ¢ £ € e e
AO:lZ £ gl’ Al:[E £ 1l’A2:lE & EletBOZ[El
€ € £ € € g & ¢ £

Ecriture sous forme explicite :

X(k) = AyAx(k — 1) @ AyAx(k — 2) @ AyBou(k)

Ao =1@ A, ® 45

M
M

E € ¢ E € ¢ £ ¢
A%:lZ SHZ glzle £
e 3 ¢ 3 £

£ € ¢ £ €& ¢ g & ¢
o L
5 € &lleg 3 ¢ E € €

M
M

e € ¢ £ € ¢ £ € € & & € e € €
A’{,:ls e sl@lz € gl@g el@s £ sl_lz e el
E € e e 3 ¢ L5 £ Le &€ € 5 3 e
e ¢ £ € €
A3A1=[2 e l € € 1l= 1]
5 3 e £ € ¢ e € 4
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e & €1 1€ € e e € e
A’{,A2=[2 e el ls £ el:[s € 2]
5 3 el le ¢ ¢ e € 5

e & €qre e
ABB(,:[Z e e“sl:[Zl
5 3 elle 5

On aura I'équation explicite suivante :

E & & E & e e
X(k) = Is € 1]x(k—1) @ Ie € le(k—Z) @ IZlu(k)
e € 4 e € 5 5
Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu &plge d’événements temporisés de la
figure 2.14pour cela nous décomposons chacune des deux plgoes deux jetons en deux
places avec un seul jeton, et ajoutons aussi daagitions intermédiaires. Nous obtenons un
GET équivalent dans les marquages sont égaux a01 Maus obtenons alors le graphe de la

figure 2.16

X3

3
—®

Figure 2.6 : Graphe d’événements t-temporisés étendu.

Le modele d’état obtenu est donnée par :

On calcule le modéle d’état :

(k) = xy(k = 1) @ u(k)
{xz(k) 2@ (k) D18 xs(k — 1)
x3(K) = 3 ® x, (k)

\ x4 (k) = x5(k — 1)

( 11 (k) = xy(k = 1) @ u(k)
{xz<k>=z®x4<k—1)@ 2Qul) ®1® x5k — 1)

1K) =5®x,(k— 1) ® 5@ u(k) D 4 ® x5 (k — 1)
\ x4 (k) = x5(k — 1)
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Le modele d’état obtenu est donnée par :

s & & e e
1 2 2

xo=|% & 4 5 |[XE-D® | |u®
E &€ e & &

Le model d’état dans le dioideM4:;,[v, 6] :
Le model d’état dans le dioid¥ 7, [y, 6] de figure 2.4 s’écrit comme suit :

X =y @ u
X, =8%; @ ylolxg

x3(k) = 63x2
On écrit matriciellement :
g & y? e
A= (6% ¢ y'6'; B= [Sl
e 6% ¢ €

Avec :x = Ax @ Bu

Conclusion :

Dans ce deuxieme chapitre, on a principalement dgébdes problemes liés a la
modélisation des systemes linéaires dans les dioileus avons vu la modélisation de
systemes a événements discrets par des réseaugtriletPplus particuliéerement, par une
sous-classe des réseaux de Petri, a savoir, |ghegad’événements temporisés avec les

représentations aux dateurs et aux compteurs.

Les représentations d’état basées sur des datales eompteurs d’événements nous
ont permis de représenter les systemes sous une fxplicite qui nous donne la forme
d’état.

Enfin nous avons donné un exemple de la transfemdé?;, [y, 8] .
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Introduction

Dans ce troisiéme chapitre, nous allons préseesearichitectures d’automatisation en
réseau, leurs composants et le fonctionnementsiéléments principaux. Ces AAR peuvent
fonctionner selon plusieurs protocoles. Dans nibéeail, on a choisit le protocole
producteur/consommateur.

Par la suite, nous passerons a la modélisatioAdBsfonctionnant avec le protocole
choisit en utilisant les graphes d’événements teis@®, puis a leurs représentations en
équations (max, +)-linéaire, pM§;‘ [y, 5]

En fin, on va s’intéresser au temps de réponsesjuin critére tres important pour le
bon fonctionnement des AAR, plusieurs travaux oétéalisés sur ce sujet, on cite les
travaux de [9,12].

3. Les architectures d’automatisation en réseau
3.1Présentation des AAR [11]

Une Architecture d’Automatisation en Réseau (AAR),ce gu’'on appelle aussi SCR
qui est un systeme de contrdle-commande distribuédes modules d’entrée/sortie (capteurs
et actionneurs) communiguent en temps réel viaégaau de communication appelé réseau

de terrain avec les contrbleurs logiques progranhesgloomme les systémes de commande).

Dans les industries, on peut implémenter une AARrpaeau Ethernet (Ethernet IP,
UDP/IP Modbus TCP, Profinet,...).

3.2Les composants d'une AAR : [17]

Les architectures d’automatisation en réseau (AAR)composent de contréleurs
logique CL ou calculateurs, de modules d’entréeésMES) connectés a un réseau de
terrain par lequel ces différents composants édrarmipes données. Le but de ce systéme est

les échanges entre les contrbleurs et la partiabpe.
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CL CL CL

Réseau de
communication

Partie opérative (systeme de commande)

Figure 3.1.Structure générale d’'une AAR

3.2.1 Caractéristigue du réseau de communication

Les réseaux de terrain sont une solution a l'augatien de la complexité du cablage
dans le niveau inférieur du processus de productierbut de ces réseaux et de remplacer la
liaison point a point par un réseau ou toutes Ieforinations sont multiplexées
temporellement sur le méme support (bus).Ce suppamit un lien direct entre les capteurs,

les actionneurs et les équipements de controle.
Parmi ces avantages on cite :

- Faible colt de cablage.

- Simplification de l'installation et réduction dedamplicité de manutention.

- Modularité : I'expansion du systeme est plus faetleapide. I'addition d’'un nouveau
capteur au groupe de capteurs se fait simplemet @ve connexion sur le réseau, et
non sur un nouveau « layout », avec de nouveléfate dans le contréleur central.

- Possibilité de diffusion”proadcasting et "multicasting) : si la méme information
physique d'un processus est nécessaire en diveisoien du systéme (control,
opérateur, alarme,...), avec un réseau, on peutridreeaccessible, d’'une facon
virtuelle, a tous les autres utilisateurs. Un raseke terrain avec capacité de
"broadcasting permet I'acquisition simultané de tous les captemis en relation
(mais situé en des endroits différérent). la diffosd’information pour tous les

consommateurs sur le réseau peut aussi se fame fgon simultané.
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Dans notre étude, nous considérons que le réseaantsi@unication est un élément

de 'AAR, et on va s’intéresser qu’aux types detpcoles d’échange.

Les protocoles d’échanges les plus utilisés daepsanchitecture d’automatisation en

réseau sont les suivants :

Maitre/Esclave : dans ce cas, l'esclave ne peut fagre, il ne peut pas emmetre
d’'informations que lorsqu'il recoit I'ordre du migt Le maitre interroge cycliguement
les esclaves et leur donne la main, chacun sonpour pouvoir émettre des données.
Client/serveur : avec ce protocole, le client irdge de maniere libre un serveur pour
lui demander des informations et le serveur luorgbsimplement. Dans ce cas les
contr6leurs sont les clients et les modules d'efdigrtie sont les serveurs.
Producteur/Consommateur : dans ce cas, le producteitend pas la réception d'un
aval ou une requéte du consommateur pour émetinéorfhation, il le fait
indépendamment (a chaque fois qu'une variable ahah@tat) et I'information est
envoyée avec précision aux seuls consommateunedsts par la variable publiée.
Dans notre cas, pour 'AAR, le module d’entrée egti producteur envoie les requétes
vers la CPU qui est le consommateur sans qu’ilivecd’'information de ce dernier.
Dans la phase de retour de lI'information vers lelot® de sortie, la CPU prend le rble

de producteur et le module de sortie devient consat@ur.
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3.2.2 Fonctionnement de 'AAR (producteur/consommateur) 10]

Processeur de traitement du

programme (Tcycle=5ms)

Lecture

Calcul \Y}

Ecriture  J

Attente fin
de cycle

—

"

Mémoire
tampon

Mémoire
tampon 1

Processeur de communication
(Tcycle=10ms)

Copier
¥
Emission
Y N

Attente

Ecriture

Y

Attente fin
de cycle

2

* ‘d 1

partie opérative

partie opérative

Donnée en provenance de la

Donnée a destination de la

IO Donnée dans une file d’attente

% Mémoire

.2 Comportement d’'une AAR

Réseau
Ethernet

Attente de< —I
requét

-

Traitement

-

—

Module d’entrée

Attente de
requét

|

Traitement

- e

—/

Module de sortie

Dans cette section, nous allons voir le principéotetionnement de L'AAR en

considérant que le protocole est producteur/consaeum

Les contrdleurs logiques et les modules d’entrégéescommuniquent pour effectuer la

fonction d’automatisation, avec le protocole sdéteuté, dans la premiére phase de

communication les modules d’entrés qui sont praelust communiquent avec le contréleur

qui est consommateur, et dans la deuxieme phas®rdenunication le contrdleur devient

producteur et communique avec les modules de satiesont consommateurs.

3.2.2.1Contréleur logique programmable :

Dans des systemes pareils, 'automate doit accondglux fonctions : la premiere

consiste a exécuter le programme utilisateur setande consiste a transmettre des données

aux modules d’entrée/sortie(E/S) via le supportammunication. Il se décompose en deux

parties :

Processus informatique (CPU) et carte de commuaric§€OM).
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a) LaCPU:
Meémoire
tampon 2
" [émoire tampon 2 : entrée , données en
a.. M tampon 2 : entrée CPU, d
Lecture [4===-9 “g| provenance de la carte de communication
A 4
Calcul
Y O Mémoire tampon 1 : sortie CPU, donneées a
Ecriture [F==-% O destination de la carte de communication
Y Mémoire
Attente fin tampon 1
de cycle

Figure 3.3Fonctionnement de la CPU

La CPU effectue périodiquement quatre taches caotigés : elle lit les données
d’entrée (durée fixe), exécute le programme utiiga (durée variable), écrit les données de
sortie (durée fixe) et exécute d'autres traitememgépendamment du programme (durée
variable). Car la lecture des donnés d’entréeéetiture des donnés de sortie sont beaucoup
plus rapide que le calcul du programme ou les drdieements, ils sont négligés. Le temps de
cycle de la CPU est constant.

40



Présentation & modélisations de 'AAR | Chapitre 3

b) La carte de communication (COM)

Mémoire tampon 1 : entrées COM,
données en provenance du CPU

Mémoire tampon 2 : sorties COM, données
a destination du CPU

E

-

Y

Copie

Y

Emission 1

v

Emission n

- =P Dpnnées & destination de MES1

— = % Données a destination deMESn

Y

Attente
réponse

Réception

Attente fin
de cycle

—

< --

Figure 3.4Fonctionnement de la COM

Données en provenance des N MES

La COM a un comportement périodique : en attenireddemande du module d’entrée
(durée variable), envoi de trames a la CPU (dubée),flecture des données de sorties
(tampon 1) de la CPU (durée fixe), envoi d’'un cadeedonnée au module de sortie et en
attendant la fin du cycle (durée variable). Le ey COM est constant.

3.2.2.2Réseau (NET)

Il est fait uniquement pour les communicationsetiftutomate et les modules d’entrée-

sortie. Il est toujours prét a envoyer les requétssmodules d’entrée a la COM (retard fixe)
et de la trame du COM aux modules de sortie (digk).
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3.2.2.3Mlodules d’entrée/sortie (MES)

Attente requéte

v

Réception |g - Donnée en provenance de la partie
opérative
Y

Donnée a destination du réseau 4~ - - - -| Emission

v

Donnée en provenance duréseau - — - 4  Réception

Y

Emission | _ _ _|, Donnée adestination de la partie
opérative

_

Figure 3.5Fonctionnement des modules d’E/S

Les modules (E/S) représentent le lien direct drateomate et I'installation contrélée.
Le changement d’état des modules d’entrée est ltdde I'évolution du modele de
fonctionnement, et le changement d’état de laesantilique la fin de I'évolution du modele
par rapport au premier changement.
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3.3Modélisation d’'une AAR avec GET P-temporisé [10]

Figure 3.€ Model d’'un systéme de commande en réseau
producteur/consommateur avec un seul module d’'E/S

En concertant le fonctionnement de l'architectueecdntrole décrite dans la section
3.2.2 nous avons tiré de [10] le GETigure 3.6) de 'AAR. Ce GET traduit directement le
modele fonctionnel de I'AAR et représente toutes semposantes. Il a trois parties
principales. La partie de la CPU et la partie dedde de communication sont toutes les deux
lites par deux mémoires tampons. La troisiemegagprésente le module d'E/S. Ce dernier
est lié a la carte de communication via un réseatedain qui permet d'échanger entre ces
deux modules. Les places pl2, p21, pll avec lepaesationstl2, 121, 111 sont
respectivement la phase d'attente, I'exécution ragramme utilisateur (lecture et écriture
inclus) et lindisponibilité de la CPU. Avant leaitement, la CPU lit toutes les nouvelles
valeurs d'entrée qui ont été placées dans la méntamponl (pl6) par la carte de
communication. Aprés l'exécution du programme satiur, la CPU a mis les résultats dans
la mémoire tampon2 (p32). Les tampons sont ledi@nue existant entre la CPU et la carte
de communicationz55 représente la période de la carte de commuaoicat un jeton a
I'endroit p55 signifie qu'il est occupé pendantnamins cette période. L'envoi d'une requéte

commence par le tir t8, se termine par le tir th.jeton dans p36 signifie que la requéte est
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envoyée et que la COM est valable pour la répadSegtant le temps requis pour envoyer
une réponse. Les places p58 et p94 modélent lalleasent en raison des retards imposés
aux demandes envoyées et aux réponses renvoyégsplaees p87 et pl09 modélent
respectivement, le module d'entrée et le modukodie du traitement.

3.4 Représentation (max,+) du comportement de I'AAR [1D

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’on géerire le GET par des équations
(max,+)-linéaires. Pour représenter le comportentgnamique du graphe de la figure 6,
nous associons a chaque transitjcavec i=1 a 10, une fonction datedk), qui représente la
date duk®™ franchissement de la transition ta fonction dateur attribuée & la transition
d’entrée est notée u(k). On considére un franchiss¢ au plus tot, c'est-a-dire que toute
transition validée est immédiatement franchie. fesctions dateurs vérifient alors les

éguations suivantes :
Avec :

T12=136=T54=T78=T910~T16=132=0, les temporisations associées aux places
P12,P36,Ps4,P78,Poa10,P16, P32

T43=T87=T109=Ts8=To4=Te5=1, €S temporisations associees aux plaggBshPiog, Pss,Po4,Pss

111=5,155=10712:=2, les temporisations associées awxFs;,P>1.

(x1(k) >5Qx; (k—1)Pe®x, (k— 1)Pe®x (k)

xp(k) 7 2Q@xq (k)
x3(k) > e®x, (k)De®xq (k)

x4(k) > 1Q®x;3 (k)

xs(k) > 1Qxg (k)®e®x, (k —1)D10Qxs (k— 1)
xg(k) #= 1Qxs (k)

x;(k) > eQxg (k—1)®eQu(k)
xg(k) > 1Q®x; (k)
x9(k) > 1Qx, (k)®e®x; (k—1)
\ x10(k) = 1Qxq (k)

L’équation d’état implicite danR,,,,est donnée :

x(k) = Ag®@x(k)PA,®x(k — 1)®B,Qu(k) (3.1)
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On calcul la forme explicite comme suit :

(3.2)

x(k) = AQx(k — D®B®u(k)
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3.5Représentation M{Y[y, 8] du comportement de 'AAR

DansM{: [y, §] nous obtenons le model d’état suivant :

_8_

yi6° y' & ¢ € e € € € ¢
5 €

o) g & € £ e & & € ¢
€

€ e € € € e € € € ¢
€ e o6 ¢ € e € € & ¢ €
£ e e yb Y1810 & ¢ 81 ¢ el €

A= B =

€ e € ¢ S e & & € ¢ £
£ £ & ¢ e € & y' & ¢ e
£ £ & ¢ e & 61 & & ¢ <
£ e & &° e € & ¢ & yt e

€ e € € € e € € &' ¢

Capteur Actionneur

Figure 3.7 Temps de réponse d'une AAR

Dans les systemes d’automatisation en réseaunlastde réponse (temps de réactivité)
désigné par (Dr) est le temps entre la variationl'é&@t d'une entée (capteur) et ses
conséquences sur la sortie (actionneurs) du systemgedle, voir figure3.7. Ce temps de
réponse n'est pas constant mais présenté par pa#itién de valeurs [11,12]. La recherche
des limites supérieur et inferieur de cette distidn est un probléme crucial pour ces
systemes. Dans la littérature, il existe plusieuostributions qui évaluent les performances

temporelles de 'AAR. On peut citer, par exemple teavaux de [1], [20] ou les auteurs
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déterminent les limites supérieures du temps deonsgs pour différentes catégories

d’'architectures d’automatisations.
3.6.1 Calcul du temps de réponse de 'AAR

Dans notre cas, on obtient le temps de réponse @eatrx bornes [R#n,Drmay, 0U Dimin

et DimaxSont le temps de réponse minimum et maximum reispecént.

Donc on obtient :

Drmin=tg7+Tsg+TestT16+T21+ 132+ 143+ To4+T100

=8 (3.3)

Drmax—=te7+ 58+ 55+ TestT16+T11+T21+ 132+ 143+ Tos+T10=19 (3.4)

Donc on obtient un temps de cycle compris entrE9[8,
Dans le prochain chapitre on va voir comment satisfcette contrainte de temps.
Conclusion

Dans ce troisiéme chapitre nous avons préseng¥dbgectures d’automatisation en
réseau, leurs composantes ainsi que leurs fon@iants, puis nous avons présenté le model
de cette AAR par un graphe d’événement P-tempetitgreprésentation de la dynamique
de cette derniere dans I'algebre ( max-plus). \eefs de ce chapitre nous avons parlé du
temps de réponse d’'une architecture d’automatisatioréseau qui sera notre sujet dans le

prochain chapitre.
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Introduction
Dans ce dernier chapitre, nous allons voir comrmsgnthétiser un contrdleur pour une

architecture d’automatisation en réseau sous datgreemporelle pour assurer un temps de

réponse souhaité, Pour cela nous allons utiliser&énode proposée par L.Houssin dans [14].

Tout d’abord nous allons présenter le problémeotérainte de temps imposé aux SED
qui est un critére primordiale pour le bon fonatiement de ces systémes, on peut citer les
travaux de [8,10], [12] et [15], ensuite nous all@xposer cette méthode de L.Houssin, enfin

gue I'on puisse I'appliquer sur le modéle obtennsda section 3.3.

4. Synthese d’'un contréleur pour une architecture d’atomatisation en réseau sous

contrainte temporelle

De nos jours, la plupart des systemes industrietegsose sur des architectures
d’automatisations en réseau. Cependant les résdaugommunication utilisés dans les
systemes distribués, générent en particulier desds durant les échanges de données voir
des pertes d’'informations, par exemple, dans |'stidel manufacturiére on utilise parfois des
procédés dont les temps d’activités doivent étmapes entre des durées minimales et des
durées maximales. C'est le cas par exemple deulini@ utilisant des réactions chimiques
pour assurer le traitement d’'une piece [27]. Il €sir que le décapage d’'une piece par
immersion dans un bain d’acide nécessite un tengpdraimpe minimum,et ne doit pas

dépasser un temps maximum, sous peine de détéods la qualité de la production.

Plusieurs méthodes ont été proposés pour remédierpgobléme on cite par exemple
[15], [28] et [29]

Dans ce travail on a comme probleme, les contmini@osées sur le temps de réponse d’une
AAR.
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4.1 Position du probléeme
Considérant un SED modélisé dang' [y, §] par I'équation
x = Ax@®Bu (4.1)

on s’intéresse a la synthése d’un contréleur de tgpour d’état pour les systemes (max,+)-
linéaires. Plus précisément, si on considere un $kélisé par un GET en utilisant la
transformé e[y, 6], nous allons calculer un transfert pour le coetrdlde retour d’état.
Ce transfert sera réalisé par un GET, et I'appticatiu contrdleur conduira a lier le GET du
contrbleur avec le GET du systeme. Dans ce GETr@eérles arcs supplémentaires sont dues
au controleur, ces arcs autorisent ou interdisent franchissement des transitions
controlées(figure 4.2) cette structure de conteédé comparable a certaines méthodes de
contrble de réseau de Petri [30], la synthése damtrdleur de retour d’état pour un GET a
déja été abordé dans les documents tels [28] gt2s ces travaux les retours d’états visent
a retarder les événements dans le systéme le psibfe de sorte que le systeme contréle

n'est pas plus long qu’un modéle de référence.
Dans cette méthode, I'objectif de contrdle estedént :

* Nous visons a assurer des contraintes donnéesseétdtx (plutdt que de satisfaire
une adaptation de model de référence) pour toete®mtrées, ces contraintes sont

définis par une matricgg et donnée par l'inégalité implicite suivante :
Px < x (4.2)

* Nous cherchons un retour d’état qui retarde le tfonnement du systéme aussi peu
gue possible (ce qui rapporte les événements éenaussi peu que possible,
contrairement au critére juste-a-temps) en d’aueenes, nous cherchons a calculer
le plus petit retour d’état de telle sorte queatéiu systeme commandé satisfait les

contraintes données par I’ équation (4.2).

Dans ce qui suit, nous illustrons 3 contraintes peuvent étre imposés aux systemes
contr6lés comme l'inégalité (4.2). Ensuite, le peoe de contréle est formalisé et résolue

comme une synthese par retour d’état.
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4.2 Spécification des contraintes

Maintenant, nous allons détailler 3 types de camiea pour les SED modélisés par les GET

qui peuvent étre formulés par inégalité (4.2) :

» Certaines variables internes peuvent étre soumise déparation de temps minimum
entre 2 tirs successives pour une variable di¢tatt un intervalle de temps désigne
parA,,;,Nous exigeons que

xi(k +1) = Dpinx;i (k)

Ensuite, en appliquant la transformé ®t* [y, 5] , on obtient :

y&hminy; X x;

« On peut également viser a délimiter le temps (ruséles jetons dans les chemins
donnés d'un GET (contrainte de temps critique). saérant un chemin de la
transitionx; ax; contenantr jetons au départ, et on natée temps de séjour maximal
souhaité dans ce chemins. Cela nous donne :

xj(k+a)—x;(k) <t

Ceci peut étre formulé eM%*[y, §] par :
Y 40T X < xg

e On peut également limiter le nombre de jetons daertains chemins d'un GET.
Considérant un chemin de la transitigpax; contenant initialement jetons, on note

k le nombre maximum de jetons dans ce chemin.

Cette contrainte peut étre décrite par :

4 3Formalisation

On considere un contrdleur de type retour d’étasgjghé pa¥F est ajouté entre I'état externe

x. et I'entréeu. Le processus d’entré est décrit par Fx. @ v

50



Application | Chapitre 4

Avecv I'entrée de référence. Un tel contréleur impligues les événements retardés ne sont
que ceux des entrés. Les variables concernéexsles de I'ensemblé, = {u; / B;; = e},

I'évolution de I'état du systeme est décrite par :
x, = Ax,®BFx,®Bv
On considérant la régle de fonctionnement au pllédtonction de transfert de tel systéme
est:
x. = (A®BF)*'Bv = H_v (4.3)

Remarque : le retour d’état sur les entrées a un effet survlegables d’états qui sont
directement contrélables, ces variables d’'étatont tel queB;; = e. Ces variables d’états
x; sont tel quer; = u;, puisqu’il n y a pas de décalage entre elles, m@ssgnons cette

ensemble par
Xc ={xy| By = e}
De (4.3), il est évident que I'état du systéme dilatest tel que :
x. = A*"Bv, Yv
En outre x. devrait satisfaire I'objectif de la contrainteZ}}.qui estc, > ¢x,
Ce qui donne : x. # A" Bv®dpx,, Vv

Nous visons a retarder le systeme le moins possibles cherchons donc la transitignla

moins contrdlée donnée par :
X, = ¢*A*Bv, Vv
On utilisant (4.3), on va chercher le plus petiour d’état tel que :
(A @ BF)'Bv > ¢*A*Bv, Vv

& (A@BF)'B » ¢*A'B (4.4)
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Hypothése:la matrice des contraintgsest sensé satisfaire¢ . Cette hypothése revient
a formuler toutes les contraintgg;x; < x; (voir la section 4.2) c'est-a-disg € X, , les états
x; qui sont directement contrdlables. Pour une camadlonnée sur un chemin entre deux
variables d'états; € X, et x; € X, , notre approche nécessite de refondre la cordratie
quex; € X, oux; € X.. Par exemple, considérerons le GET de la figurg) (dt supposons
gue les jetons ne doivent pas rester plus que #srde temps du trajet entre les

transitionsx; et x5 . Par conséquent il conduit & une matgcgui ne satisfait pas I'hypothese.

Néanmoins, il est possible de reformuler cette radmte de maniere a ce que I'hypothése
soit satisfaite. Au lieu de considérer la contrai@ntrex; et x; on peut sélectionner le chemin
entrex; et xg et un temps de séjour maximum de 5 unités de te@gite nouvelle contrainte
implique également une nouvelle contrainte pouefeps de séjour entrg et x5 (au plus 2
unités de temps). Notez qu’une autre possibilit@esonsidérer le chemin, enfrgetxet un
temps de séjour maximum de 6 unités de temps. d@opition suivante donne une condition
nécessaire et suffisante sur les contraintes dsmngeur I'existence d’'une réponse causale

satisfaisante (4.5).

Figure 4.1 Exemple d’'un GET P-temporisé

Corollaire 1[14]: soitx un élémentM{*[y, 8] qui admet une approximation causale,

chaque élément < x admet aussi une approximation causale
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Proposition[14] : il existe un retour d'état causdlqui satisfait (4.5) si et seulement
si,p*A*B admet une approximation causale. Si elle exigtpptoximation supérieure causale

est liée par G.
Preuve :

=3Si un retour d’état existe, alofd @ BF)*B est également causale (parce 4B
sont causales) .nous pouvons déduire du corollhiret (4.5) queb*A*B admet une

approximation supérieur causale.

<Si¢*A*B admet une approximation supérieure causale, ontgeiver un elément

causaleX telle que :
X>¢*A'B.DeB =Bet Bp*=BU DD pp D ...) = ¢*
Nous avons :
BXB > ¢*A'B
= (BX)'B = ¢*A*B(dea” > a)
= (BX)'B® A'B > ¢*A*B
= ((BX)'B ® A)'B = ¢p*A*B
= ((BX) @ A)'B > ¢p*A*B (de(a @ b*) = a* P b")
Ce qui prouve l'existence d’un retour d’état caasadmmeX qui satisfait (4.4).

Corollaire 2[14] : I'approximation supérieur causale G, si elle exigtst telle queGB =
G etBG = G.

Preuve :nous démontrons d’abord qd8 = G, de B < e, on aGB < G. de la proposition
1, G est telle qu& > ¢p*A*B et on aGB > ¢*A*B (B = B?) .la matriceGB est causale
puisque G et B le sont. Et comme G est le plud p&iment causale supérieugp@i*B, on

déduit queGB > B. Pour le méme raisonnement on peut facilement grogweGB = G.

Remarque :dans [31] compte tenue des fonctions dateursrstwotizon de prédiction, les
systemes (max,+)-linéaires sont décrit par I'équmatd’étatx(k) = Ax(k — 1) @ Bu et

I'équation de sortigr(k) = Cx(k), le model prédictive de control (MPC) est étendwtie
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classe de systéemes en définissant un horizon deotounn critere de colt ainsi que des

contraintes données par :
E(ku(k) + F(k)(y) £ h(k) ... ... (4.5)

Dans lesquelleg (k), F(k) eth(k) (matrices de dimensions adéquates, sont choisit en
fonction des objectifs de control). Le MPC a ét@sidérer pour le programme de sortie en
juste a temps dans [31], et il peu aussi étre gp@liaux problemes de contrble actuel.

Mentionnant les contours de telle formulation.

e On considére un critere de colt qui va commandari@misation des instants
de temps des entrées.

* On admet que chaque contrainte exprimé en (4.2)qgai@p entre une entrée et
une sortie d’'un systéme pour le remanier (avecilpigs d’augmenter I’horizon de
prédiction) tel que exprimé en (4.5).

* Prenons en compte I'entre&eomme inégalité-u(k) < —v(k)compatible avec
(4.6).Formuler de cette facon, c'est-a-dire commenobleme d’optimisation
quasi-connexe, plusieurs algorithme on été proppsésrésoudre le probleme
de MPC. Il devrait étre claire que cette solutiépehd dev. cela implique que
v doit étre connu (au moins dans I'horizon de préajtet que la loi de
contrble doit étre mise ceuvre en ligne. En revandbe retours d'états
proposés dans cet article sont calculés hors camméutilisant la proposition
2), et sont valables pour toute entrée de référpossiblev. (v est supposé
étre connu). En outre avec l'approche MPC chaquetraiote doit étre
appliguée entre I'entée et la sortie du systemeekt est plus restrictif que
I'hypothese 1.

4.4 Calcul du retour d’état :

Dans cette section, nous allons voir comment catdalsolution de (4.4).

Proposition 2 : supposant queb*A*B admet une approximation supérieure causale notée
G (condition suffisante et nécessaire pour I'exiseed’un retour d’état causal satisfaisant
(4.4)). Les solutions de (4.4) sont les elément@devec g F - B (G © (A @ BF)")

Preuve :les retours d’état causales utilisés sont tel:que

(A@BF)'B=G
& (A@ BF)* =G (deGB = G etB < e)
& BF® (A® BF)* =G (de(4 @ BF)* = BF)
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© BF > G © (A® BF)" (deT(,gpr)-est dualement residuée)
F>B(G O (A® BF)")
Pour la derniere équivalence :
(=)BF > GO (A® BF)" = B%F > B(G © (A ® BF)*)
F > B(GO (A® BF)) (de F = BF = B?F)
(=)F 3 B(G O (A® BF)") = BF > B%(G © (A ® BF)")
= BF > B(G © (A® BF)")
= BF > BG © B(A® BF)* (dea(x ©® b) > ax © bx)
= BF > BG © (A @ BF)*(x—a@ b est antitone)
= BF G © (A BF)"(BG = G)
Corollaire 3 : le calcul de la somme= sup F,2 donne un retour d'état assurant (4.5)
(depuisv € Qg )
Remarque: pour résumer, la proposition 1 donne une conditiécessaire et suffisante
pour I'existence d’'une solution a notre problemeadetréle.
Si cela est satisfait, alors le corollaire 3 indiqunomment calculer une solution a
savoirv = SupF 2. v est une bonne solution pour notre probleme der@entcar il se

rapproche ou corresponds au retour d’état minimal.
4.5 Application de la méthode sur le modele de la seoti 3.3
4.5.1 Problématique

Dans notre modele, notre objectif est de satisfairemps de réponse qui est compris entre

les deux transitions; ett; .
Onade (4.1)
x(k) = ¢*x(k)
Donc on a une seule contrainte :
x7(k) = ¢ x10(k)
Donc dansfi*[y, 5] on aura de (3.4) :
x7(k) = 67 19x,4(k)

Ce qui donne :
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£ £ £ £ € & & & & € -
£ € € € € € € € € ¢
£ € € € € € € € € ¢
£ £ € € & € € € & &
le € € € € € € € € ¢
¢ = £ € £ € € € & & ¢ £
€ € € € € € € € € 671
£ € € € € € € € € ¢
£ £ € € & € € € & &
le &€ € € € € € € ¢ ¢

les calculs on était fait avec le logiciel SCILABRLA

Présentation de SCILAB :

SCILAB (scientific laboratory) est un logiciel de calcul numérique multi-plateferm
fournissant un environnent de calcul pour des apptins scientifiques, il possede un langage
de programmation orienté calcul numérique de haetan. il peut étre utilisé pour le
traitement de signal, traitement statistiqguestédnaént d’images, I'optimisation numérique et
modélisation et simulation des systemes expli@tesplicites.

La syntaxe et les possibilités offertes par SCILgBt similaires a celles de MATLAB.

Calcul de g™ :
G > ¢ptA'B

PT=(Ddp D ..)

e £ £ € £ & £ & & & -
E e € € € € € € € €
E € e € € € € € € €
£ € £ e € € € € & ¢

. |le ¢ ¢ e e € € € € ¢

¢ le £ £ € € e € £ ¢ €
€ € € € € € e € € &V
£ € € € € € € e & €
£ € & € € € € € e ¢
le ¢ € € € € € € € e

Calcul de la matrice A et B en utilisant la tramgié enM [y, 8] :
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_E-
yisS Yyl e ¢ € e € € &€ €]
5 €
0 s & ¢ £ g &€ & € &€
€
€ e € € € e € € € ¢
€ e o6 ¢ € e € € € ¢ €
£ e e yt Y610 ¢ & 61 e & €
A= B =
€ e € € S ¢ & & ¢ ¢ £
£ e & € € e & y' e ¢ e
£ e & ¢ e & 6' & & ¢ €
1 1
£ e € &6 £ e € € € vy €
L ¢ e € ¢ € e € € 6 ¢l ]
Apreés calcul on aboutit a :
£ £ € € € € € £ & &
€ € € € € € € € € ¢
€ € € € € € € € € ¢

e & € € € ¢ V@Y e ¢ ¢

£ € € & € ¢ £ £ £ €
F =
£ € € & € ¢ £ £ £ €
£ € € & € ¢ £ £ £ €
£ € € & € ¢ £ £ £ €
e & € € € & SBEYWHH & & ¢
e ¢ € & & ¢ V@YY & e &l
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Le controleur et représenté graphiqguement comnte sui
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Conclusion

Dans ce quatrieme chapitre on a vu une méthodequi$ert a calculer un contréleur
pour améliorer le temps de réponse d'un systeméte @eethode consiste a ramener la

commande a I'entrée du systeme. Apres I'applicali®cette méthode sur notre systeme.

Au regard des recherches qu’on a effectué, noustatoms que les résultats obtenues ne
correspondent pas avec exactitude aux résultatsmggés au début de notre travail,
néanmoins nous avons procédé a plusieurs essaiesesparant nous approcher
considérablement de l'objectif fixé. En ce sens,ptésent mémoire pourrait constituer

'entame d’'une ou de plusieurs recherches approésrdhns le domaine.
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Conclusion générale

Ce mémoire porte sur le probleme de commande degentures d’automatisations en

réseau sous contraintes temporelles.

Dans le premier chapitre nous avons fait un rappell’algébre des dioides et treillis

qui sont les outils algébriques que nous avonsésildans les calculs.

Dans le deuxieme chapitre nous avons vu commentélised les systemes a
événements discrets a I'aides des réseaux ded®dtrireprésentation de leurs dynamique a
I'aide de l'algébre de (max,+), nous avons vu ags&ine représentation d’états linéaire peut

étre obtenue a partir du model d’état.

Dans le troisieme chapitre nous avons présentartdstectures d’automatisation en
réseau, et détailler le fonctionnement de cesémdifft composant, ensuite nous avons
modélisé une AAR avec une sous classe des réseaBetli qu'on nomme les graphes
d’événements temporisés, a partir de cette repiets@mm graphique nous avons représenté le
comportement des ce graphe en utilisant l'algelee(rdax,+). La fin de ce chapitre est

consacrée au temps de réponse de ces architectures.

Le quatrieme et dernier chapitre nous avons vu cemirsatisfaire le temps de réponse
des architectures d’automatisation en réseau ethétjgant un correcteur avec la méthode

proposée dans [14].

L'originalité de cette méthode réside dans la défin d’'un nouvel objectif pour la
commande en juste-a-temps des systemes (max;éaifas.
Contrairement aux commandes proposées avant, gentve imposer un transfert entrée-
sortie ou une poursuite de trajectoire en sortmjsnavons considéré comme objectif le
respect d'un ensemble de contraintes définiesétat ldu systeme. L’apport de cette méthode
est de pourvoir spécifier, de fagcon plus précisecdmportement désiré du systeme. Les
résultats sur les points fixes d’applications iset® définies sur des dioides sont utilisés pour
la synthése de la loi de commande.

Les correcteurs adjoints aux systemmax{ +)-linéaires peuvent seulement ralentir le
systeme. Les criteres employés avant visent atralnmaximum le systeme tout en assurant

un objectif de commande. Dans ce mémoire, Nous SAWPOPOSE un correcteur qui au
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contraire ralentit le moins possible la dynamiqueptbcessus tout en satisfaisant I'objectif de

commande (le respect d’'un ensemble de contraintd®tat du systeme).
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Programme de calcul du
controleur avec :

SCILAB 3.1.1

A=smatrix(10,10);
B=smatrix(10,10);
P=smatrix(10,10);
G=smatrix(10,10);
F=smatrix(10,10);
Y=smatrix(10,10);
X=smatrix(10,10);

// Déclaration de la matrice P
P(1,10)=series(eps,[0 -19],e);
/[Calcul de A* :

AA= stargd(A);

/[Calcul de P* :

PP= P*stargd(P);

/[Calcul de G :
[[Déclaration de la matrice d'état :

G=PP*AA;
A(1,2)=seri 1 ;

(1,2)=series(eps,[1 0].e); G=B*G:
A(2,1)=series(eps,[0 1],e); X1=GIAA:
A(3,2)=seri [0 1],e);

(3,2)=series(eps,[0 1],e) X1=B*X1:
A(3,3)=series(eps,[1 10],e);

(3,3)=series(eps,[1 10].€) X1=prcaus(X1);
A =seri 1 ;

(3,8)=series(eps,[1 0],e); X1=A+X1:

A(4,3)=series(eps,[0 1],e);
A(5,4)=series(eps,[0 0],e);
A(5,5)=series(eps,[1 5],e);

Y=stargd(X1);
Y=prcaus(Y);

Y=G/Y;
A(5,6)=series(eps,[1 0],e); XO=B*Y:
A(6,5)=series(eps,[0 2],e); Y=prcaus(X2)
A(7,4)=series(eps,[0 0],e); Y=A+Y"

A(7,6)=series(eps,[0 0],e);
A(7,8)=series(eps,[0 1],e);
A(9,8)=series(eps,[0 1],e);
A(9,10)=series(eps,[1 0],e);
A(10,9)=series(eps,[0 1],e);

Y=stargd(Y);
Y=prcaus(Y);
Y=G/Y;
X3=B*Y;

Y=prcaus(X3)
/| Déclaration de la matrice B

B(1,1)=series(eps,[0 0],e);
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Commande des Systemes a événements discrets a temps
critiques :

Application aux systemes de commande en réseau

Résume :
Dans ce mémoire nous avons calculé un contrdleur qui va satisfaire
un temps de réponse maximal pour une architecture d’automatisation
en réseau, en utilisant la méthode de L.Houssain.
Pour cela nous avons rappelé les outils algébriques nécessaires dans
le premier et le deuxieme chapitre. Dans le 3 eme chapitre nous
avons présenté les architectures d’automatisation en réseau.
Enfin dans le dernier chapitre, nous avons fait une application pour

calculer le contrbleur.
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