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Introduction

L’apparition des modéles ARCH et GARCH sont remplacgé dans le contexe le plus vaste
du débat sur la représentation linéaire ou non linéaire des processus stochastique temporels.
Les modéles ARCH autorégressifs hétéroscédastique introduit par Engle 1982 et généralisés
par Bollerslev 1986, sont devenus extrémement populaires parmi les académiques et les par-
ticiens.

Les modéles GARCH ont mené & un changement fondamental la modélisation des séries
financiéres et sont particuliérement annoncés pour prendre en compte les caractéristiques
importantes de ces séries (stationnarité, volatilité, asymétrie, saisonnalité,. .. ). De plus, ces
processus prennent en compte dans la modélisation la forte Leptokurticité observée dans
la loi de distribution non conditionnelle de la plupart des séries financiéres. Ces processus
sont proposés pour compléter I'insuffisante des modéles ARMA, "avantage de ces modéles est
expliqué par le fait qu’elle sont riches de coté théorique et simple & utilisé dans la pratique.
Depuis la fin des années 80, de nombreuses extentions des modéles ARCH/GARCH ont été
édités ces extensions ont provoqué des nouvelles directions pour la recherche statistique et
probabilité.

Le but de notre travail est de fournir une introduction aux modeéles GARCH/ARCH
le plus souvent utilisé dans la modélisation en temps discret des marchés financiers. On
s'intéressera plus particuliérement a ’estimation de ces modéles ot la consistence et le com-
portement asymptotique des estimateurs sont étudiés. L’objectif n’est pas de fournir toute
la théorie relative a ces modéles mais d’insister sur I'estimation des modéles ARCH/GARCH.

Dans le chapitre 1, nous présentons un rappel des principales définitions et propriétés
des series financiéres, des processus ainsi que quelques notions utiles dans notre travail (exis-
tence des solutions stationnaires, des représentation, la notion de stationnarité faible et forte).

Dans le chapitre2, nous présentons trois méthodes d’estimation, commencant par la mé-
thode des moindres carrés (M.C.0O), ensuite la méthode de maximum de vraisemblance (M.V)
et enfin la méthode des deux étapes.

Le dernier chapitre est consacré a l’estimation du maximum de vraisemblance des mo-
deles GARCH(p, q) lorsque certains coefficients sont nuls. La distribution asymptotique les
résultats sont obtenus en imposant d’autres conditions moins restrictives que les hypothéses



classiques du cas général. Ce mémoire s’achéve par une conclusion contenant de futures pers-
pectives.

Enfin, 'annexe inclut les propriétés probabilistes qui sont importantes pour ’étude des

modéles GARCH.



— Chapitre 1

Processus conditionnellement
hétéroscédastique

Les modéles ARCH et GARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity and Ge-
neralized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) sont des modéles qui jouent un role
primordial au niveau de la description des séries financiéres vu le comportement hétéroscé-
dastique de leur variance conditionnelle 7.

En effet, les modéles ARCH introduit par Engle (1982) et généralis¢ par Bollerslev (1986)
leur caractérisation repose essentiellement sur le concept de variance conditionnelle o2, celle
ci s’écrit comme une fonction affine des valeurs passées du carré du processus. Cette spécifi-
cation particuliére se révéle trés fructeuse car elle permet une étude compléte des propriétés
des solutions tout en étant assez générale. Les modéles GARCH sont en effet susceptibles de
capter les propriétés caractéristiques des séries financiéres.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord des définitions et des représentations des modéles
ARCH et GARCH, nous établissons la condition de la stationnarité stricts et de second ordre,
ensuite nous présentons quelques extensions du modéele ARCH, enfin nous étudions la repré-
sentation ARCH(o0) d'un GARCH.

Mais avant de présenter les modeles ARCH et GARCH commencons par introduire quelques
propriétés essentielles des séries financiéres.

1.1 Propriétés principales des séries financiéres

Les séries financiéres (rentabilités d’action, taux d’intérét, taux de change...) sont des sé-
ries de prix d’actif et de rendements présentent généralement un certain nombre de propriétés
similaires suivant leur périodicité. Soit p; le prix d'un actif a la date t. L’unité temporelle
peut étre le jour, la semaine ou le mois et &; le logarithme du rendement correspondant (c’est
a dire ¢, est la différence premiére du logarithme du prix p; a U'instant ¢) :

g = log(py) — log(pi—1) = log(1 + s¢),

ot sy = (py — pi—1)/pe—1 désigne la variation relative des prix.



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

Kurtosis Soit ;. le moment empirique centré d’ordre k du processus {Xt ,t=1.. .T}

pe = E[X; — E[Xt]]k

_ %;[Xt - X"

Définition 1.1.1. Le Kurtosis d’une variable aléatoire X correspond a son moment centré
d’ordre 4, c’est a dire :

i = E[(X — ).

Remarque 1.1.1. Le Kurtosis est une mesure de "L’épaisseur” des queues de distributions.
En régle générale, on exprime cette mesure en controlant par une fonction puissance de la
variance V(X) = o2.

On définit ainst une nouvelle mesure : le degré d’exces de Kurtosis :

(X;M)j

— Le Kurtosis de la disribution normale est 3.

— Si Kurtosis superieur a 3 (queues épaisses) la distribution est plutét pointue (distribu-
tion leptokurtique) .

— Si le Kurtosis est inférieur a 3, la distribution est plutét plate ( distribution est dite
Platikurtique).

K,=E

Propriétée 1.1.1. [Queue de distribution épaisses| Dans les distributions empiriques
des séries des rendements, on s’apercoit que [’hypothése de normalité est rejetée. Plus préci-
sément, les densités de probabilité de ces séries présentent des queues épaisses (& décroissance
plus lente que exp (—x?/2)et des pics en zéro. On parle alors de distribution Leptokurtique.
Une mesure de cet effet est obtenue a partir du coefficient de Kurtosis, rapport du moment
empirique centré d’ordre 4 et du carré de la variance empirique, qui est asymptotiquement
égal a 3 dans le cas gaussien et est superieur a 3 pour ces Séries.

Définition 1.1.2. [La volatilité] est une mesure de l'instabilité du cours d’un actif finan-
cier. Elle mesure l'amplitude des variations d’une action, d’un produit dérivé ou d’un marché.
1l s’agit d’un paramétre de quantification du risque de rendement et de prix. Les séries mo-
nétaires et financiéres sont caractérisées par le clustering de volatilité, a savoir les périodes
de forte volatilité alternent avec les périodes de faible volatilité. Ce phénomene, que nous ap-
pelons aussi I’hétéroscédasticité conditionnelle, est particulierement fréquent dans les données
boursiéres, les taux de changes ou d’autres prix déterminés sur les marchés financiers.

Propriétée 1.1.2. [Effet Levier| cette propriété, notée par Brock en 1976, il existe une
asymétrie entre ’effet des valeurs passées négatives et l'effet des valeurs passées positives sur
la volatilité des cours ou des rendements. Les valeurs négatives (baisses du cours) tendent a
provoquer une augmentation de la volatilité superieure a celle induite par des valeurs positives
(hausse des cours) de méme amplitude (il s’agit d’une asymétrie de la relation liant les valeurs
passées des cours ou de rendements a la volatilité de ces derniers).

8



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

Propriétée 1.1.3. [La Saisonnalité] cet aspect nous explique un peu le lien qu’il y a entre
la volatilité et effet du week-end et des jours fériés. C’est a dire que les marchés sont trés
volatiles a la fermeture (week-end et jours fériés), (la volatilité tend a augmenter lorsque les
marchés ferment).

Les fonctions d’autocovariance et de corrélations

Définition 1.1.3. Soit {Xy; t € Z} une série stationnaire, la fonction d’autocovariance de
(X;) est définie par :

’}/X(h) = CO'U(Xt, Xt+h) = E[(Xt — E<Xt))(Xt+h — E(Xt+h))j|7 Vt, h € Z.
Définition 1.1.4. La fonction d’autocorrélation de {Xy; t € Z} est définie par :
7x (h)
pz(h) =

(h) 7x(0)

Remarque 1.1.2. Fonctions paires

= cor(Xy, Xiwn), VYh eZ.

vx(h) = vx(=h), px(h) = px(—h).

La stationnarité

Rappelons au passage quelques propriétés comme la stationnarité forte et de la station-
narité faible (ou stationnarité du second ordre).

Propriétée 1.1.4. [La stationnarité] les processus stochastique p; associés aux priz d’actif
ne vérifie pas la stationnarité au sens de la stationnarité au second ordre, alors que les
processus associés aux rendement €, sont compatibles avec la notion de la stationnarité au
second ordre.

Définition 1.1.5. [La stationnarité stricte] Le processus {X; t € Z} est dit strictement
ou fortement stationnaire si ¥ ty, to, ..., t,,h € Z ,on a :

‘C(thu Xt27 N ,th)) — E(Xtu—h? Xt2+h N ,th+h).

Définition 1.1.6. [La stationnarité faible au second ordref
Un processus {Xy; t € Z} est dit stationnaire ou faiblement stationnaire ou stationnaire au
second ordre si :

1. E(X?) < oo.

2. E(X;) =, Vt € Z (ne dépend pas de temps t).

3. cov( Xy, Xiqn) = E((Xt — E(X))(Xegn — E(Xt+h))) = vx(h),Vt,h € Z (ne dépend pas
de temps t, pour tout h).

En résumé, un processus est stationnaire au second ordre si ’ensemble de ses moments sont
indépendants du temps. Par conséquent, il convient de noter que la stationnarité implique
que la variance v(0) du processus { X;; t € Z} est constante au cours du temps. Les processus
P, associés aux prix d’actif sont généralement non stationnaires au sens de la stationnarité
du second ordre, tandis que les processus associés aux rendements sont compatibles avec la
propriétée de stationnarité au second ordre.

Le processus Bruit Blanc (White Noise processus)

9



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

Définition 1.1.7. Soit {ey; t € Z} un processus stochastique, on dit que (&¢),cq est un bruit
blanc si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

1. E(e;) =0Vt € Z.
2. var(g;,) = o Vt € Z.
3. cov(ey,es) = B(ges) =0, Vit € Z.
Définition 1.1.8. on dit que {ey; t € Z} est un bruit blanc fort de moyenne nulle et de

variance o lorsque :
e les Vt # s, (les variables e, et e, sont indépendantes).

Modéle ARMA :
Les modéles ARMA s’appuient principalement sur deux principes mis en évidence par Yule
et Slutsky, le principe autorégressif (Auto Regressive) et moyenne mobile (Moving Average).
Fin des années 1970, leur application a ’analyse et & la prédiction des séries temporelle fut
généralisé par Box et Jenkins en combinant les deux principes ARMA, ils montrérent que ce
processus pouvait s’appliquer & de nombreux domaines et était facile & implémente.

[Modéle AR]
Un processus autorégressif est un processus dont chaque valeur est décrite comme une combi-
naison linéaire des valeurs précédentes plus une composante aléatoire qu’on apelle "un bruit
blanc ". Le nombre de valeurs précédentes considérées est appelé 1"ordre du processus".

Définition 1.1.9. Le processus {X;; t € Z} satisfait [’équation générale d’un processus AR
d’ordre p si :

p
X =0+ Z @; Xi—i + &t
i=1

ol :
0 est le coefficient d’accroissement.
a; sont les cofficients d’autorégressifs.
g, est un bruit blanc indépendant.

[Modéle MA] Chaque valeur est décrite par une composante d’erreur aléatoire et une

combinaison linéaire des erreurs aléatoires associées aux valeurs précédentes. De méme, ['ordre
du processus est défini par le nombre d’erreurs précédentes prises en considération.

Définition 1.1.10. Le processus {Xy; t € Z} satisfait I’équation générale d’un processus MA
d’ordre q :

q
Xe=p+ ) Bieiter
=1

ol
0; les coefficients de moyenne mobile.

gi—1 bruit blanc.

10



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

Modéle mixte ARMA Le modéle de linéaire le plus courant est le modele ARMA qui
combine simplement les deux principes AR et MA.

Définition 1.1.11. Le processus {Xy; t € Z} admet l'equation générale suivante qui définit

un modeéle ARMA (p,q) :
p q
X+ Z 0 Xy = & Zﬁjét—j;
i—1 j=1

ot p est l'ordre de processus autorégressif et q l’ordre de processus moyenne mobile.
Hétéroscédastique

Définition 1.1.12. En statistique, on parle d’hétéroscédasticité lorsque les variances des
variables examinées sont différentes. La notion d’hétéroscédasticité s’oppose a celle d’ho-
moscédasticité, qui correspond au cas ot la variance de l’erreur des variables est constante.
Tandis que dans le cas d’homoscédasticité, nous avons var(g;) = o2 Vi, nous avons désormais
var(ey) = o} peut étre différent de o3 , pour i # j.

1.2 Modéle ARCH et GARCH

Le but de notre travail est de fournir une introduction aux modéles ARCH et GARCH
fondée sur les deux premiers moments de €; conditionnels a son passé,et quelques propiétés
relatives aux moments conditionnels et non conditionnels.

Dans la suite de ce chapitre, nous désignons par (€2, F, P) un espace probabilisé, et F;_; la
o-algébre engendrée par tout le passé du processus eg, pour s < ¢, i.e F;_1 = o(es,s < t).

1.2.1 Modéles AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques
ARCH

Pour bien comprendre le processus ARCH, nous allons présenter ce processus tel qu’il a
été introduit par Engel (1982).

Définition 1.2.1. Un processus {e;; t € Z} est défini comme étant un processus ARCH(q)
s’il vérifie ’équation suivante :

{575 = Ot ) (1‘1)

ol =w+ >0 el =w+ a(B)el
olw >0, >0,i=1,...,q et B est I'opérateur retard tel que o(B) = > 7 | ;B avec
Bie?=¢2 .
{n; t € Z} désigne une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées

iid, centrée de variance unité E(n) =0, V(n,) = L.
{o; t € Z} désigne une suite de variables telles que :

— 03 est mesurable par rapport a une tribu, notée F;_; engendrée par le passé de ;.

11



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

— 1, est indépendant de F;_4 .

-0 >0.
Le processus d’innovation pour € est par définition v, = e — E{ef|e;,j <t — 1}=¢? — o7,
qui vérifie E(v4|F;_;) = 0, on remplace o7 dans I'équation(1.1) par €2 — v; on aura :

q
2 2
€ — =W+ E QiE;_;
i=1

—

q
g2 :W+Z%‘5§—z’ + v, (1.2)
i=1

on obtient alors la représentation autorégressive AR(q) pour 2.

1.2.2 Propriétés d’un processus ARCH

Le processus {e;; t € Z} ARCH défini par I’équation (1.1) posséde les propriétés statis-
tiques suivantes :

Propriétée 1.2.1. Le processus {e;; t € Z} ARCH définie par l’équation (1.1) est une dif-
férence de martingale homoscédastique :

E(e|Fi—1) =0,
et
w
Vie) =

1— qlozl

1=

Cette propriétée signifie que le processus ARCH {g;; t € Z} qui peut s’apparenter & un
processus de bruit blanc(faible), ce qui explique notamment que 'on spécifiera des erreurs
de modéles établies sous la propriété de bruit blanc des erreurs. Mais cette propriété signifie
en outre que le processus ARCH {g;; t € Z} est non conditionnellent homoscédastique.

Preuve. Pour démontrer cela, nous utilisons I'equation précédente (1.1)

1. E(€t|ft71) = E(Utﬂt’fpl) = UtE(nt‘]:tfl) = UtE(Tlt) =0,
car o, € F;_1,et n; est indépendente de F;_; et E(n,) = 0.

2. V(er) = E(g}) = E(ofn;) = E(0})E(ni) = E(of) = w+ X oiB(ef ) = w+

7 aE(e?), alors

E(c2) <1 - Za> —w =  E)= ﬁ = V(z).

12



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

Propriétée 1.2.2. [La variance conditionnelles| La variance conditionnelle d’un proces-
sus {ey; t € Z} définie par I’équation (1.1)
est :

V(| Fimr) = E(e|Fooa) = 0> VEE L

Prewve. V(e Fy1) = E(e}|Fi1) = o/ (| Fir) = w + 320 cugf g,
(car E(n?) = 1). O

Propriétée 1.2.3. [Les auto-covariances conditionnelles| Les auto-covariances condi-
tionnelles du processus {e; t € Z} sont nulles. C’est a dire que :

cov(eg, epap| Fion) =0 Vh, k> 1.

Preuve. Cette propriété s’obtient de la maniére suivante :
cov(es, erikl Fion) = Eleirrk|Fin) — Bled Frn)B(erk|Frn) = E(ererirl Fin)

= E[E(etetir| Fran—1)| Fi—n]

L’absence de corrélations entre les valeurs d’un processus ARCH est une caractéristique
trés importante de cette famille de modeéle, qui les rend utiles pour modéliser certaines séries.

Propriétée 1.2.4. [Moment centré d’ordre quatre/
— i) Le moment conditionnelle centré d’ordre quatre (4) du processus e, verifie

Ele}|Fioa) = 3(w + ag} )",

— 11) Sous I’hypothése 3a? < 1 le moment non conditionnel centré d’ordre 4 du processus
(€t)1ey €St €gal a :
2aw?

E(s}) =3 {uﬂ + 1

2E 4
o + a’Ele;_]

3w (1 + «)
(1-3a?)(1—a)

— ii1) Le Kortosis non conditionnelle associée au processus ARCH(1) est égale a :

E(e;) =

Preuve. i)et ii)-On sait que si une variable centrée X suit une loi normale et on a : &, = 7,0y
centrée, alors :

E(X") = 3(V(X))* = 3(E(X?))*,

donc,

13



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

E(ef) = E[E(})| Fi1]
=E[3(w + ag?_)?]
= 3E[(w? + o%ef_; + 2wasi )]
= 3[w? + 2B (e% ) + 20wE(e2,)]

= 3[w? + % + a?E(e} )]
iii)- D’apres les résultats précédentes

O E(ehH) 0 3w?(14a) (1—a)?
K= E(e)? ~— (1-3a?)(1-a)" w?
1—a?
—3(&) >3 0

Remarque 1.2.1. Le Kortosis d’un processus ARCH est toujours supérieur a 3, la loi non
conditionnelle d’un processus ARCH est donc une loi de distribution & queue épaisse, est donc
plus aplatie qu’une gaussienne, on dit que cette distribution est Leptokurtique (car k > 3).

Remarque 1.2.2. La moyenne non conditionnelle et les autocovariances d’un processus
ARCH étant nulles, ce qui signifie que ce processus peut étre caractérisé comme étant un
processus bruit blanc faible.

Apreés avoir décrit le processus ARCH et ses différentes propriétés, nous allons passer en
revue le processus GARCH.

1.2.3 Les modéles ARCH généralisées : GARCH

Le processus GARCH (Generalized Auto Regressive Conditional Hetermskedasticity) a
été introduit en 1986 par Bollerslev. Le processus GARCH est une extension du processus
ARCH, il présente les mémes propriétés et les mémes fondements que le processus ARCH.
Disons que la seule différente en situe au niveau de la définition. Le modéle GARCH a deux
dimensions (p, q) alors que le modéle ARCH en a une (q).

Nous donnons une premiére définition d’un processus GARCH fondée sur les deux premiers
moments de &; conditionnels a son passé.

GARCH faible (Weak GARCH)

Drost et Nijman [1993] ont convenu d’appeler GARCH faible "weak GARCH " tout bruit
blanc faible ¢; = n,0; , tel que :

i)- E[e¢|Fi-1] =0 YVt € Z Clest la propriété différence de martingale.

ii)- Il existe des constantes w, o, B;,i =1,...,¢,j =1,...,p telles que :

q p
of = V(e Fio1) =w + Z uEr + Zﬁjaf_j, Vt € Z.

i—1 j=1

GARCH (p, q) semi-fort
Lorsque le processus d’innovation {v;; t € Z}, et €2 est lui méme supposé¢ étre un bruit

14



CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

blanc faible, alors ils appellent GARCH semi-fort "semi-strong GARCH " le méme processus
{e; t € Z} lorsqu’il s’agit d’une différence de martingale avec un processus d’innovation
{vy; t € Z} qui est lui méme une différence de martingale. Les processus GARCH semi-
forts ainsi définis coincident bien avec 'idée initiale de Engle et Bollerslev puisqu’il est clair
réciproquement que si I'on suppose que {14} est une différence de martingale, on en déduit
que :

ol o7 est bien la variance de (g;);cz conditionnelle a I'information passée.

Définition 1.2.2. On dit que {e;; t € Z} est un processus GARCH(p, q) si ses deux premiers
moments conditionnels existent et vérifient :
— -i) E(etles, s <t) =0, t,seZ.

— -11) Il existe des constantes w, o;, [, i=1,...,q et j=1,....p telles que
q p
0f =V(gles, s <t) =w+ ZOAZE?,Z- + Zﬂjat{j, teZ. (1.3)
i=1 j=1

L’équation (1.3) est équivalente a :
of =w+a(B)e} + B(B)o;,  teL, (1.4)

o B est Uopérateur retard, a(B) = Y !_, a;B* avec B'e} = ¢} ; et 3(B) = Y 7_, ;B avec Blo} =

2
O‘t*j'

Sif(z) =0o0na:
q
af =w+ Z aief_l-
i=1

est le processus ARCH(q). Le processus d’innovation pour €2 est par définition v = € —
E{e?|e;,j <t —1} = el — o}, qui vérifie E(v,|Fi—1) = 0, on remplace oF dans ’équation (1.3)
par €2 — vy on aura la structure linéaire d’un modéle ARMA :

q p
2 2 2
€ — U =w-+ E e+ E 53'(5157]- - thj>,
i=1 j=1

=
r p
eE€=w+ Z (i + Bi)er; + v — Zﬁjytfja
i—1 j=1

r =max(p,q) avec la convention o; =0 (resp B; =0) si i>q (resp j>p).

Définition 1.2.3. [Processus GARCH (p,q)fort (strong GARCH)] soit {m; t € Z}
une suite de variables iid de loi (n ~ N(0,1)), on dit que {es; t € Z} est un GARCH(p, q)
au sens fort s’il vérifie [’équation suivante :

{516 = 0T} (1'5)

2 _ q 2 p 2
o =w+ Y gl + Zj:l Bioi_j,
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ovw >0, >0,6,>0,i=0,...,¢,5=1,...,p.
Maintenant en remplagant €,_; par oy_;n;—; dans l'équation (1.5), on obtient une représenta-
tion autorégressive de o? a coefficients aléatoires :

of =w+ > o + 0 Biot
=
Ut2 =w+ 22:1 (Osz_i + @)Uf—i =w+ 22:1 ai(nt—z‘)atz—w

avec a;(z) = ;22 + B, et v = max(p,q) Cette représentation montre que dans le cas
d’un GARCH fort, le processus de volatilité vérifie une équation autorégressive, mais avec
coefficients aléatoires.

1.2.4 Propriétés des processus GARCH

Les propriétés théoriques des processus GARCH se déduisent de la méme fagon que nous
avons développé les propriétés des processus ARCH.

Propriétée 1.2.5. le processus {&;}iez est un bruit blanc, si E[e?] < co.
on a :

Ele] = E[E(e:|Fi-1)] =0
et

cov(ey, e1—r) = Eleey_]

= E[e’ft,kE(gt’ftfl)] =0 ,Vk > 0.

Propriétée 1.2.6. Une condition nécessaire de l’existence de la variance d’un processus

GARCH(p,q) est :
q p
Z o, + Zﬂj < 1.
=1 7j=1

Remarque 1.2.3. Si cette condition est vérifiée avec les contraintes de non négativité donnée
ci-dessus, elle est également suffisante. Donc le processus GARCH est faiblement stationnaire
ou stationnaire au second ordre. Dans le cas ot [inégalité précédente est saturée, c’est a dire
que :

b aﬁ—zgzl B; =1, on dira que le processus GARCH est intégré, et on parlera de processus
IGARCH.
Propriétée 1.2.7. Le processus {e;; t € Z} d’une représentation GARCH(p, q) peut étre re-
présenté sous la forme d’un processus ARMA (max(p,q); q) défini dans une innovation

v, =e7 —of tel que :

r p
UtQ =w+ Z (o + ﬁi)ef_i + Z Bivi—j + v r = max(p,q),
i=1

i=1
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avec la conversion a; =0 sit>p et 3; =0 sij > q.

1.2.5 Etude de la stationnarité

Nous allons chercher sous quelles conditions il existe des processus stationnaires (au sens
strict et au second-ordre) vérifiant les définitions (1.3) et/ou (1.5). On s’intéresse plus par-
ticuliérement aux solutions non anticipatives du modeéle (1.5), c’est-a-dire aux processus
{es; t € Z} tel que &; soit une fonction mesurable des variables {n;_s, s > 0}. Nous examinons
d’abord le cas du modéle GARCH(1,1) qui peut se traiter avec des techniques élémentaires.
On notera, pour z > 0, log™ z = maz(log z,0).

Modéles GARCH(1,1) :

Dans le cas oit p = ¢ = 1 ,le modéle (1.5)s’écrit :

{& = Oy (1.6)

2 __ 2 2
o =w+ ag;_| + Po;_q,

en utilisant la représentation autorégressive on obtient :

gr=0
2 e
otw>0,a>0 3>0,ceta(z) =az?+p.
Théoréme 1.2.1. [La stationnarité stricte du modéle GARCH(1.1)]

—o00 < vy ::]E{log (ant2+ﬁ)} <0, (1.8)

la série
h, = {1+Za(nt_1)...a(77t_i)}w, (1.9)
i=1

converge presque strement (p.s.) et le processus {ey; t € Z} défini par e = /hn est
lunique solution strictement stationnaire du modele (1.8). Cette solution est non anticipative
et ergodique. St v > 0 et w > 0, il n’existe pas de solution strictement stationnaire.

Remarque 1.2.4. 1. v =E{loga(n)} existe toujours, car
E(log™{a(m)}) < E{a(n)} = a+p.

2. Sia+ <1 = v<0, inversement si v <0 —= [ <1,
car si a+ 3 < 1 alors, E{log (ani + B)} < log {E (an} + 3)} = log(a + 3) < 0.
Inversement si v < 0, alors par absurde supposons que 3 > 1 donc :

E{loglan; + 3]} = E {log [ﬁ (%nf + 1)] } = ]E{log (B) + log (%7)3 + 1)} > 0, d’ou la
contradiction.
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3. Dansle cas ARCH(1) ( = 0), la contrainte de stationnarité stricte peut s’écrire comme
suil :
0<a<exp{-E(logn)}. (1.10)

En effet,

—o00 <v = {E(loga+logn;)} <0
& —oo0 <log a < —E(log n?)

& 0<a<exp{—E(log n})}.

4. Dans le cas ot w =0 et v <0, il est clair d’apres (1.9) que la seule solution stricte-
ment stationnaire du modéle est ¢, = 0.

Preuve. En utilisant la deuxiéme équation du modéle (1.7), et par itération, on aura pour
N>0:

0f = w+a(m-1)ok,
—w {14+ XY alm) - almen) o+ ol almox-1)od

= he(N) +a(me1) .. .a(n—n_1)07 n_1- (1.11)

Soit hy = limy_. hy(N) existe dans R = [0, +00], puisque les termes sont positifs.
De plus hy(N) = w+ a(m—1)hi—1(N — 1), donc quand N — +o0, on obtient :
hy = w+ a(n—1)hi—1.
Maintenant montrons que la processus h; est presque stirement finie si et suelement si v < 0.
Supposons v < 0.0n utilise la regle de Cauchy pour les séries a termes positifs, on a :

{alier) ol = exp { og(ation) o)}

= exp {3 220, log [a(ne-i)]}
— exp {E[log (am;_;) + ]} — e ps. (1.12)

Par D'application de la loi forte des grands nombres, quand n — +o00, a la suite #id
(log{a(m—;)}), la série (h:) qui définie en (1.10)converge presque sirement dans R, par ap-
plication de la régle de Cauchy, et le processus limite, (h;) est a valeurs réelles positives.
Par suite, le processus {&;; t € Z} définie par g, = /hy7;, est strictement stationnaire et
ergodique (théoréme d’ergodicité), et est non anticipatif car il s’écrit comme fonction mesu-
rabe des variables n;_;, i > 0, de plus {e;; t € Z} vérifie le modéle (1.6).

Maintenant nous montrons l'unicité :
soit &, = oy, une autre solution strictement stationnaire (1.11) on a :

Ut2 = h(N) +a(n-1) .. 'a(nt—N—1>0t2—N—1'
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par suite

of —hy = {h(N) = h;} +a(ni_1)...alni-n_1)0t 1, VN EN.

Lorsque v < 0, le premier terme qui est entre accolade tend vers 0 p.s quand N — oo donc le
second terme (qui ne dépend pas de N) est nul car la série h; converge presque p.s et de plus
la loi de 02 _, ne dépend pas aussi de N par stationnarité. On montre alors que o2 = hy
pour tout t, p.s.

Siy > 0, d’aprés (1.12) et la régle de Cauchy, ij:l a(me-1)...a(n—,) — +oo, p.s lorsque
N — oo. donc si w > 0, hy = +00, p.s. D’aprés (1.11) il est clair que alors 02 = +00 p.s.
Par suite il n’existe pas de solution finie de (1.6).

Dans le cas v = 0, nous procéderons par l’absurde. Supposons qu’il existe une solution
strictement stationnaire (g4, 07) de (1.6). Nous avons pour n > 0,

op > w{l—l—Za(nl)...a(ni)},

i=1
d’ott on déduit que le terme général a(n_;) ... a(n_;)w converge vers zero, p.s., quand n — oo,
ou de maniére équivalente, que

Zlog a(n;) +logw — —o0  p.s.  quand n — oo. (1.13)
i=1
D’aprés le théoréme de Chung-Fuchs nous avons limsup ), loga(n;) = +oo avec probabi-
lité 1, ce qui contredit (1.13). O

Théoréme 1.2.2. [La stationnarité au second ordre du modéle GARCH(1.1)] Si w > 0 et
a+ (<1, le processus {e; t € Z} admet une solution stationnaire au second ordre, de plus
elle est unique, plus précisement {e,; t € Z} est un bruit blanc.

St o+ 3 > 1, il n'existe pas de solution non anticipative stationnaire au second ordre.

Preuve. Si g; est stationnaire au second-ordre et non anticipatif,
E(e}) = E(o7;) = E(0}) = w + aE(ei_) + BE(0},),
soit
E(=)(1—a—f) —w.
Il faut donc a4+ 8 < 0. On obtient de plus : E(eZ) > 0.
Inversement si a + 3 < 1 on a v < 0, alors la solution strictement stationnaire vérifie :

E(ef) = E(he)
=L+ Elami) .. a(mn)Hw
= [1+ X 2 H{Ea(n)} ] w

1+ (a+ B w

|
3
]

1—(a+B)"
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Modéle GARCH (p,q)

Dans le cas général du GARCH(p,q) fort, la représentation vectorielle sera trés utile.
On a :
Zt - bt + Atthly (114)

ol

I (22 22 2 2 2 +
Zi=(ef € 1y 1€ q41:0r -+, 01 _p1q) € RPFL
/ 2 4
b, = (wn;,0,...,0,w,0,...,0) € RPFI,

onmp e agnp B oo Bemp
I, 0 0
A, = g1 1.15
t ap - a, J B, ’ ( )
0 L1 0

A; est une matrice de dimension (p+ ¢) x (p+ ¢). Dans le cas ARCH(q), Z; ne contient
que €2 et ses ¢ — 1 premiéres valeurs passées, et A; se limite au bloc supérieur gauche de la
matrice ci-dessus. L’équation (1.14) constitue un modéle vectoriel autorégressif d’ordre un,
avec coefficients positifs et 7id.

Si on itérant le modéle (1.14) on obtient :

Zt - bt + Z AtAt—l e At—k+1bt—k' (116)

k=1

Sous réserve que la série existe au sens presque stir. L'objet de ce qui suit est de trouver des
conditions justifiant l'existence de cette série. Lorsque le membre de droite de 1’équation (1.16)
a un sens, cela n’assure pas pour autant que les composantes de ce vecteur sont positives.
Une condition suffisante pour que, presque stirement,

by + Z AtAt—l e At—k;—i—lbt—k > 0, (117)
k=1

au sens ou toutes les composantes de ce vecteur sont strictement positives (éventuellement
infinies), est évidemment

w>0, ;>0 (i=1,...,q9), B;>0 (j=1,...,p). (1.18)

Stationnarité stricte

L’outil principal pour I'étude de stationnarité stricte est le concept d’exposant de
Lyapounov. Soit A une matrice (p 4+ ¢) X (p + ¢). son rayon spectral, noté p(A), est le grand
module de ses valeurs propres. soit [|.|| une norme quelconque sur I'espace des matrices
(p+¢q) X (p+ q). on a le résultat d’algeébre suivant :

1
tlim n log || A" = logp(A), te€N. (1.19)
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Théoréme 1.2.3. [Exposant de Lyapounuv| Soit {A;; t € Z} une suite de matrices aléa-
toires, strictement stationnaire et ergodique, telle que Elog™ ||A|| < co. On a :

o1 !
tllgrnoo ;E(log At A1 ..  Ay]]) =7 = tgll\lf; gE(log At A1 ... Ar), (1.20)

et v (resp.exp (7)) s’appelle plus grand exposant de Lyapounuv (resp.rayon spectral) de la
suite de matrices {As; t € Z}. De plus

) 1
v = tllinoo p-s-3 log ||AtAi—1 ... Ayl (1.21)

v : l’exposant de Lyapounuv.
exp {7} : Rayon spectral de la suite {As; t € Z}.

Remarque 1.2.5. 1. On a toujours v < E(log || A1]|), avec égalité en dimension 1.
2. 8i Ay = A pour tout t € Z, on a v =log p(A) d’apres (1.19).

3. Toutes les normes étant équivalentes sur un espace de dimension fini, il est facile de
voir que vy est indépendant du choix de la norme.

Le lemme général suivant est tres utile pour 'étude du produit de matrices aléatoires.

Lemme 1.2.1. Soit {A;, t € Z} une suite de matrices aléatoires iid telle que Elog™ || Ay|
est finie et de plus grand exposant de Lyapounuv .

Alors
lm ps.fAg.. . AL[[=0 = <0 (1.22)

Comme pour les modeles ARMA, nous intéressons plus particuliérement aux solutions (&)
non anticipatives du modéle (1.5), c’est a dire telles que e, appartient o la tribu engendrée

par {ne, Me—1, .. - }.

Théoréme 1.2.4. [La stationnarité stricte du modéle GARCH(p,q)] Une condition
nécessaire et suffisante d’exsitence d’un processus GARCH(p,q) strictement stationnaire, so-
lution du modéle (1.5) est que

v <0,

ot 7y est plus grand exposant de Lyapounuv de la suite {Ay;t € Z} définie par (1.15).
Lorsqu’elle existe, la solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et ergo-
dique.

Preuve. Nous utiliserons la norme définie par ||A|| = > |a;;|. Par commodité la norme sera
notée de maniére identique quelle que soit la dimension de A. Avec cette convention, la norme
est clairement multiplicative : [|AB|| < ||A]|||B|| pour toutes matrices A et B telles que AB
existe.

Remarquons que, les variables 7, étant de variance finie, tous les termes de la matrice A; sont
intégrables. On a donc

E[log* | 4.] < BllA = E [ layl] < oo.
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Supposons v < 0. Alors, I’égalité (1.21) implique que la série :

Zy = b+ Z AA A b,

n=1

converge presque strement pour tout ¢. En effet, en utilisant la multiplicativité de la norme,

1Zell < N0all + D N AcA - Al 1] (1.23)

n=1

et
(N AArr - A bt )™ = exp {2 log (|| AsAr1 ... Arn)) + Llog [|br—p1 ]|}

—PSexp(y) <1  (car Ellog||bi—n_1]|] < 00).

Par application de la régle de Cauchy, v < 0 implique Z; est bien définie. Soit Z,41,
la ¢ + 1-éme composante de Z;. En posant &, = /Zy4+1,47: on définit une solution stricte-
ment stationnaire du modele (1.5). D’aprés (1.16) &; s’exprime comme fonction mesurable de
M, Mi—1, - - - - La solution est donc non anticipative et ergodique puisque (7, est ergodique.
L’unicité se démontre par le méme raisonnement que dans le cas p = ¢ = 1.

Supposons qu’il existe une autre solution strictement stationnaire Z; du modele (1.14).
Alors, pour tout n > 0,

12y — Z; || = ||be + ArZey — (b + A Zp ) ||
S HAtAt—l v At—nH ||Zt—n—1 - Z:—n—l”‘

Par absurde, on a P(||Z; — Z/|| # 0) > 0. Or on sait que ||A; ... A;,|| — Op.s. quand n — oo
car la série dans (1.23) converge.

par suite
P{l|Zi-n—1 = 271 ll = 00} >0,

ce qui implique que ||Z;—,,—1|| — o0 ou || Z}_,,_;|| — oo avec une probabilité positive. Ceci
est impossible car les suites (Z;)iez et (Z;)iez sont stationnaires. On en conclut que Z; = Z;
pour tout ¢, p.s.

Finalement nous montrons la partie nécessaire du théoréme. D’aprés le lemme(1.2.1), il suffit
d’établir (1.22). Nous allons montrer que, pour 1 <i < p+gq

lim Ag...A_e; =0 p.s. (1.24)

t—o0

Ou e; est le i-éme élément de la base canonique de RP*?. Soit (¢;) une solution strictement
stationnaire de (1.5) et soit (Z;) défini par (1.14). On a pour t > 0,
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Z() = b() + A()Z_l

t—1
- bo + Z AO e A,kb,k,1 + AO “e e A,tZ,t,b
k=0

>y A Apbg,

0

~+
—_

B
I

car les coefficients des matrices A;, by et z; sont positifs. La séries 22;10 Ag. . A_pb_j_q
converge et donc Ag...A_pb_j_1 tend presque stirement vers 0 quand k — oo. Or b_j_; =
wn?,_1€1 + wegi1. Done Ag... A_b—k — 1 se décompose en deux termes positifs et on a :

lim Ag...A_jwn?, je1 =0, tlim Ag... A_jwes1 =0, p.s. (1.25)

k—oo

Puisque w # 0, (1.24) est vraie pour ¢ = ¢ + 1. En utilisant la relation suivante :

Aregri = B’ per + Biegr1 + egrirn,  i=1,...,p, (1.26)
avec par convention ey;,4; = 0, pour ¢ = 1 on obtient :

0=lim Ag...A_gegr1 > lim Ag... A_p1e442 >0,
t—o00 k—o0

donc (1.24) est vraie pour ¢ = ¢ + 2, et par récurrence, pour i = ¢+ j, j = 1,...,p en
utilisant (1.26). Par ailleurs, on remarque que A_pe; = a,n*,e1 + a,e4:1, ce qui permet de
voir, d’aprés (1.25), que (1.24) est vérifiée pour ¢ = ¢. On conclut pour les autres valeurs de
¢ en utilisant :

A_pe; = amzkel +ajeqp1 e, t=1,...,q—1,

et une récurrence ascendante. Le théoréme (1.3.4) est donc démontré. ]

Corollaire 1.2.1. [Conséquences de stationnarité stricte] Soit -y le plus grand exposant
de Lyapounov de la suite {Ay; t € Z} définie par (1.15). Si v < 0 nous avons les propriétés
suivantes équivalentes :

S B <

— @)1=z —-- = [z =0= 2| > 1,
— i) p(B) < 1, ot B est la sous-matrice de A; définie par :
b B2 ... By
1 0 ... 0
B = o 1 ... 0
0 ... 10

Preuve. Comme tous les termes des matrices A; sont positifs, il est clair que 7 est supérieur
au coefficient de Lyapounov de la suite obtenue en remplagant les coefficients des g premiéres
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lignes et des ¢ premiéres colonnes par 0 dans les matrices A;. En utilisant la Remarque 2 du
Théoréme (1.3.3) on voit que

v > log p(B).

Par suite 7 < 0 = (i71). Il est facile de montrer (par recurrence sur p et en développant par
rapport a la derniére colonne) que, pour A # 0,

det B— A, = (—1)P{ W = N713 — .. = \B,1 — B,} = (—A)”B(i),

ouB=1—/z—---— [3,2°. On déduit que si v < 0 alors B(z) = 0 a toutes ses racines en
dehors du cercle unité, d’ot I’équivalence entre (ii)et (iii).

Maintenant, on va montrer que (i) < (i4). On a B(0) = 1 —3>7%_| 3; donc si 37, 8; > 1,
alors B(1) < 0 et par continuité, il existe une dans [0,1]. Alors (i7) = (4).

Inversement si ) 7| 3; < 1 et si B(2) = 0 pour un 2 de module inférieur ou égal a 1 alors,

L=3"_Biz = ‘Z?:l B;2] < >y Bzl < 3704 B, ce qui est impossible, par suite
(i) = (i1). O

Exemples 1. Dans le cas GARCH(1,1), on retrouve bien la condition de stationnarité stricte
obtenue directement. La matrice A; s’écrit dans ce cas

At:(”f)(al 6 ).

On a donc i
AtAt—l . Al = H (Oéln?_k + ﬁl)At-
k=1
par suite

t—1

log | Ay ... Ar|| =) log (am}, + 1) + log || A¢|

k=1

et d’apres (2.21) et la loi forte des grandes nombres v = Elog(ain? + (1). La condition
nécessaire et suffisante de stationnarité stricte s’écrit donc Elog (cayn? + 31) < 0, comme
nous le savions déja.

1.3 Existence des moments d’ordre 2s

Nous concluons cette partie avec un résultats établissant que la condition de stationnarité
stricte implique également l’existence de certains moments. Nous montrons au préable le
lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Soit X une v.a.r. presque sirement positive. St E(X") < oo pour un r > 0
et si E(log X) < 0 alors il existe s > 0 tel que E(X?®) < 1.
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Preuve. La fonction génératrice des moments de Y = log X est définie par M (u) = Ee*¥ =
EX*. La fonction M est continuement dérivable sur [0, 7] et on a, pour u > 0

M{(u) — M(0)

- / euyu— Lapy(y). (1.27)

Remarquons que :

V7 >0, Yue€l0,71], — (1.28)

ew — 1 el
<
u

e’—1
v

Ce résultat s’obtient par exemple en introduisant la fonction définie par g(v) = pour

v # 0 et g(0) = 1. La fonction g étant croissante sur R, on a pour y > 0,

ew—1 _ev—1 ¢l
< <

U - T T

et pour y < 0,
1—e" e ™
<

U - T

ce qui prouve (1.28). le membre de droite de cette inégalité est clairement Py —intégrable
quand 7 €]0,r]|. Par suite, par le théoréme de Lebesgue, la dérivée a droite de M en 0 est
d’apres (1.27)

/ydPy(y) =E(log X) < 0.
Comme M (0) = 1, il existe s > 0 tel que M (s) = E(X*) < 1. O

Lemme 1.3.2. Soit {A;} est une suite de matrices positives, vy 'exposant de Lyapounov.
Alors
7<0 & Fs>0, Fko>1,0:=E(||Ar,Age—1---A1]]?) < 1.

Preuve. Supposons v < 0. Comme vy = infyez, tE(log | AgAr_1 ... A1]]) <0, il existe kg > 1
tel que E(log || Ak, Arko—1 - - - A1]|) < 0. De plus,

E(||Ag, Arg—1--- A1l]) = [E(Aro Aro—1--- A1)l
= [[(EA)*||
= (E[|A1])* < oo,
en utilisant la norme multiplicative || Ay = 3_; ;|A(4,7)], la positivité des éléments des 4;,

indépendance et I’équidistribution des A;. Le lemme (1.4.1) entraine donc lexistence d’un
s> 0et kg > 1 tel que d < 1, en appliquant I'inégalité de Jensen, on obtient :

1 1
v < —E(log || Ay Aky—1 - - - A1]]) < —logd < 0.
k’o 8]{?0
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CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

Corollaire 1.3.1. Soit [’exposant de Lyapounov,
y<0=35>0, E(0¥)<oo, E(E¥) < oo,

ou g, = oyny est un processus GARCH(p, q) solution strictement stationnaire.

Preuve. Pour s €10,1], a,b > 0, 0on a (a%b)s + (a%b)s > 1, et par conséquent (Y, ;)" <

>, u;® pour toute suite de nombres positifs u;. En le fait que la norme est multiplicative. La
solution stationnaire est définie par (1.16) est satisfait

00 ko
212 < b {1 N z(skz{zaumnsr} o
k=0 =1

On conclut en remarquant que o7° < || Z;||" et e2* < || Z4|°. O

1.4 Extension des modéles ARCH et GARCH

Cette section represente quelques processus de type GARCH améliorés qui sont trés uti-
lisés dans le domaine finance.

1.4.1 Modéles GARCH/ ARCH Asymétrie

Cette partie couvre les modéles ARCH non-linéaires et plus particuliérement la prise en
compte des phénomeénes asymétrie. I'idée est tous simplement est que ’effet hétéroscédastique
est sans doute pas le méme suivant que I’erreur est positive ou négative. Deux grandes classes
de modéles ont été proposées :

-Nelson [1990] s’est intéressé aux évolutions asymétriques de la variance a 'aide des modéles
EGARCH .

-Engle et Bollerslev [1986] ont étudié les modeles ARCH a seuils (TGARCH) o la variance
est une fonction linéaire définie par morceaux qui permet différentes fonctions de volatilité
selon le signe et la valeur des chocs. Rabemananjara et Zakoian [1991] ont proposé une
généralisation avec les modeles TGARCH.

Définition 1.4.1. EGARCH [Ezponential GARCH| Un processus {e;; t € Z} satisfait une
representation FGARCH si et seulement si :

€t = Oy (1.29)
log (07) = w+ 31 aug(ne—s) + 24—, Bjlog (o7 ;)

ot {ny; t € Z} est une suite de variables iid telles que E(n;) =0 et V(t) = 1, et la fonction
g(.) vérifie :

g(ni—i) = s +y[|me—i| — Elne_il], (1.30)
tel que :
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CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

w, o, B;, 0 et v sont des réels.
Si on remplace la fonction g dans Uéquation (1.29), si on pose a; = a0 et by = 7, la
variance conditionnelle de e, s’écrire sous la forme :

q q p
log (07) =w+ Y _ami+ Y billnil — E(ln—])) + D _ B;log (o7_). (1.31)
i=1 i=1 j=1

Définition 1.4.2. [Modéles GARCH a seuil (TGARCH)] Soit {n; t € Z} une suite
de variable iid telles que E(n) = 0 et var(n,) = 1. On dit que {e;; t € Z} est un processus
GARCH a seuil (Threshold GARCH (p,q)) s’il vérifie une équation de la forme :

{515 = Ol (1.32)

_ q D
o =w+ > Qile, >ogi-i + i e, cogi-i + D5 B0y,

ol w, o 4, 05— et B; sont des réels,
L., ,<o désigne la fonction indicatrice telle que I, ,.o=1sie,; <0, etl,, ,<o =0 sinon, et
I, s5o=1s16,2>0, etl, >0 =0 sinon.

Remarque 1.4.1. Sous les contraintes w > 0, o+ >0, o~ > 0 et B; > 0 la variable o, est
toujours strictement positive et s’interpréte comme ’écart-type conditionnel de {e,; t € Z}.

1.4.2 Processus ARCH-M

Le processus ARCH-M (ARCH dans Mean), proposé par Engle , Lilien et Robins (1987)
pour estimer les variances conditionnelles dans GARCH et permet de prendre en compte
I'influence de la volatilité du processus dans les variations en niveau du processus. En fait, la
variance conditionnelle se trouve étre une variable explicative de la moyenne conditionnelle
du processus. C’est & dire que le modéle linéaire s’écrira ici :

{Y; = X, +6g(a7) + & (1.33)

2 _ 2
o; =w+ag;_q,

ou {X;; t € Z} est un vecteur de variables explicatives, 0 est un scalaire, et {&;; t € Z} est un
processus ARCH(q) tel que &; = 041, de variance conditionnelle 02, et Y;|Fi_1 — N (¢, 0?),
avec pi; = X3 + 6g(a}).

La fonction g est souvent choisie parmi la fonction identité, la fonction carré ou la fonction
logarithme.

Remarque 1.4.2. [] existe de nombreuses autres extensions des processus ARCH/GARCH.
On citera, entre autres, le processus IGARCH(p,q) [GARCH Intégré], introduit et étudié par
Engle et Bollerslev (1986) et Nelson (1990), FIGARCH(p,d, q) qui est introduit par Baillie,
Bollerslev et Mikkelsen (1996), qui sont des processus de type longue mémoire, on citere
encore les processus GJR-ARCH et GJR-GARCH, et Q-GARCH (Q pour Quadratique) il a
été introduit par Engle et Ng (1993) et sentana (1995), qui sont des modéles asymétriques.
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CHAPITRE 1. Processus conditionnellement hétéroscédastique

1.5 Représentation ARCH(c0)

On dit qu’un processus {g;; t € Z} est un ARCH(00) s'il existe une suite des variables
{ne; t € Z} 1id tels que E(n;) = 0 et E(n?) = 1 et une suite de constante ¢; >0 i=1,...,

et @9 > 0 tel que :

€t = Oy

o0 (1.34)
{‘7? = o+ 200, digi_s.

Cette classe contient évidement le processus ARCH(q). En effet, il suffit de poser ¢; = 0 pour
1> q+ 1.
Cette classe est plus générale et peut contenir les GARCH(p, q).

1.5.1 Conditions d’existence des processus ARCH(c0)

L’existence des processus ARCH(00) exige des hypotheéses sur la suite des scalaires (¢;)
et (n:). Le théoréme suivant donne les conditions d’existence.

Théoréme 1.5.1. [Existence d’une solution stationnaire d’un ARCH ()] Pour tout
s €]0, 1], posons

oo
Ag=> "¢, pas=En|*.
i=1
S’il existe s €]0,1] tel que
Agpins < 1,
alors (1.34) admet une solution strictement stationnaire et non anticipative donnée par :

€t = O (1.35)
‘7152 = ¢o + ¢o ZZL Zz‘l,iQ,.‘.,z’km Piy - ¢ik77t2—i1 x ‘77t2—i1—~--—ik'

Le processus {ey; t € Z} défini par (1.35) est unique solution strictement stationnaire et non
anticipative du modele (1.34) tel que : Elg,|* < oo.

Preuve. Soit S; la variable aléatoire définie par :

St = ¢o + ¢o Z Z Bin - DirTlmiy iy« iy =iy (1.36)

k=1 i1,i2,...,ix>1

Comme tous les termes de (1.36) sont positifs en utilisant U'inégalité (a +b)* < a® 4+ b®, pour
a,b > 0, on obtient :

o
s s s s s . 2s 2s
S; < ¢y + @ § E ¢z’1 s Py Mgy Ty — iy
k=1 11,t2,...7x

L’indépendances de 7; nous assure
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k=1 41,2,...,ix>1

k S
< & {1 + 2y (Aspizs) ] = TAum
ce qui montre que S; < 0o p.s.
Tous les termes de la somme étant positifs, on a :

oo oo oo
Z GiSi-itl;; = Z ¢i077;52,¢0 <¢o + %o Z Z Giy - - - ¢ik77t27i0711 EE n?ioil...ik>
i=1

io=1 k=1 i1, >1

o 0 2 [e’¢) 2 o] 2 2
= ¢o Zz’o:l ¢i077t7i0+¢0 Zi0:1 (ﬁiontfio Zk:l Zz’l,iz,...,z‘kz1 ¢i1 s (b’ikntfiof'h s Ty —ig— iy,

Par conséquent, Sy = ¢o+ Doy Si—ili_;-

La solution strictement stationnaire du modéle (1.34) est obtenue par &, = (5,)"/*n;, de plus
2 “25¢S

Elef> <

Pour la deuxiéme partie du théoréme, on a :

Ele.** = E|(S)"/?mi|* < E[S}| E [n*|

< o E|S7] < 0
A présent, montrons 'unicité de la solution.
Soit (g;) la solution strictement stationnaire et non anticipative du modeéle (1.34) sachant

que Elg;|* < oo, pour ¢ > 1 et par itération des €7 ; on obtient :
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UtQ = ¢o + 2?:1 ¢i5?ﬂ'

= o+ D1y Gimii07

= ¢o + 231:1 ®iy 77?71‘1 (¢0 + 232:1 ¢i2771‘,2i11'20t2i1i2>
= ¢0 + ¢0231:1¢i1n3—i1 + Zzgl:l gbil/r]tZ—il 232:1 ¢i2nlf2—i1—i20-152—i1—i2

= ¢O+¢0231=1¢i1 n?*il—i_zfi]l:l (biln?f’il 23221 ¢i2n15277;17i2 <¢0+233:1 (biSn?iliQigo-tQiliQig)
= ¢0 + ¢0 Z;‘lel ¢i1nt2—i1 + ¢0 Zglzl ¢i1nlf2—i1 232:1 ¢i277152—i1—i2

q 2 q 2 q 2 2
+ Zz’l=1 GirMi—iy Zig:l Dis iy —is Zz’3=1 ¢i377t—i1—z‘g—z‘gat—il—z‘z—ig

gooe

+ Zi1,i2,~..,ik21 ¢i1 ¢i2 ce ¢iq+1 Mt—iy « - - Mt—iq—ig——iqEt—iy —io——igt1
- Stvq + Rt,Q'

Quand ¢ — oo, Sty — S¢ p.s. De plus, la solution non anticipative, €; est indépendant
de n;, pour tout t' > t, par conséquent :

E(R;,) < > 6056 B(1mia [ mminmismiy [ |Er i i )

i17i27"'7iq+121

< (A AEf* < 0o
Ainsi, ZQEE(RZQ) < 00, car Agugs < 1 et Elg|* < oco. Finalement, R;, — 0 p.s. quand
q — 00.

D’ou Ut2 = St. ]

1.5.2 Représentation ARCH(c0) d’'un GARCH
Il est parfois utile de considérer la représentation ARCH(o0o) pour les processus GARCH(p, q),

cette représentation permet d’écrire la variance conditionnelle o2 de &; comme une fonction
affine de son passé, sous les conditions w > 0, a; >0, 3; >0, i=1,¢q, j =1,p.
Représentation d’'un GARCH(1.1) :

Théoréme 1.5.2. Si 3 < 1, alors le modeéle GARCH(1.1) admet une représentation ARCH(>0)
tels que :
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1 )
ol =——+a) B, (1.37)

dans ce cas, on a :

A, =« Zﬁl l)szl_ﬁs

La condition Agpss < 1 (la condition de la stationnarité) peut s’écrire sous la forme

suwvante :
a’ugs + B° <1, pour s €l0,1].

Preuve. 1-

S

— (i—1)s a’flos
Ay aZﬁ 1_ﬁs<1<:>Asu23—

1—p

<l <1-03° < a’uy+53° < 1.

2-Si a + 8 < 1 cette condition est satisfait pour s = 1 toutefois. La stationnarité au seconde
ordre n’est pas necessaire pour la validité de (1.37).
3-Effectivement, si {e;; ¢t € Z} représente la solution stationnaire et non-anticipative du mo-
dele GARCH(1.1), alors pour ¢ > 1,
o =w+ac? |+ B(w+ae? , + Bol,)
=w+agt | +wl+afel o+ B},
=w+ g, +wb+afei y+ 0w+ agf_s + Boiy)

=w+ael | +wl+afel ,+wB+ af’el ,+ ol

= wzg:1ﬁi—1 +a Z;'Izl ﬁz 18t 7 + ﬁqat q’

D’apres le corrollaire (1.4.1), il existe s €0, 1] tel que E(0?*) = ¢ < oo, alors :

ZE(ﬁqUthq)s - Zﬁqu( q) = 10_653

g1 g1

Bo} , — Op.s. quand ¢ — oo.
D’otu on obtient :
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Représentation ARCH(c0) d’'un GARCH(p, q) :

Théoréme 1.5.3. Si{ey; t € Z} est une solution strictement stationnaire et non anticipative
du modéle (1.5), alors (e;) admet une représentation ARCH(c0) sous la forme (1.34) ou les
coefficients ¢; sont donnés par

_ Y Nyl A
(bO_B(l)’ ;@Z ~B2) ZeC, |Z|<1, (1.38)
ot A(Z) =anz+ -+ a2t et B(z) =1— [z — - — (2",

Preuve. On réécrire le modéle (1.5) sous la forme vectorielle

o} = Ba} | +¢, (1.39)
o g? = (07,...,00pt1)s ¢ = (W+ DL e? ;,0,...,0) et B une matrice définie dans
le corollaire (1.3.1)
i B2 - By
1 0 --- 0
B = o 1 -- 0
0 o 10

Le corollaire (1.3.1), prouve que la condition de stricte stationnarité implique que p(B) < 1.
De plus, E(]|¢;||*) < oo d’aprés le corollaire (1.4.1). En itérant (1.39) on obtient :

o} = Bo} | +¢
=+ B(Qt—1 + BQ::Q—2)

== Qt + Bgt_l + B20-t272

=¢+Bg + B2Qt—2 +oeee Bt_121 + BtQ%

_ N pk
= 2o B¢
o0 A
I consequen m n u vecteur ) ,_, B¥c,_, sont presque stiremen valeur
Par consequent, les composantes du vecte oo B¥c, ;. sont presque stirement des valeurs
réelles.

On a ainsi

o? :elszQt—Iw e =(1,0,...,0).
k=0

Les coefficients obtenus en cette représentation ARCH(oco) coincide avec ceux de (1.38). [
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Chapitre 2
Estimation des modeles GARCH

Dans ce chapitre nous présentons trois méthodes d’estimations des modéles GARCH :
La méthode de moindres carrés ordinaire (M.C.O), maximum de vraisemblance (M.V) et la
méthode des deux phases. Ainsi, nous établissons les propriétés asymptotiques (convergence
presque sir et la normalité asymptotique) de ces estimateurs en imposant des conditions et
des hypothéses sur les moments.

2.1 Meéthode des moindres carrées ordinaire(M.C.O)

Dans cette partie nous présentons la méthode moindre carée ordinaire pour un modéle
ARCH.

Nous considérons ’estimation par les moindres carées ordinaires (M.C.O) du modéle ARCH(q) :

€t = O
{ , (2.1)

2 _ 2
op =W + Zi:l Q0i€h_y-

Avec wg > 0, ag; > 0,1 <i<q,

et ou {n; t € Z} est une suite de variables ud, E(n;) = 0, V() = 1.

La vraie valeur du vecteur des paramétres est noté 6y = (w, a1, . . ., g,)" et nous noterons 6
une valeur quelconque.

On déduit de (2.1) la représentation AR(q) données par :

q
5? = wy + Z 0[0163_2- + Uy (22)
i=1
o u =¢e? — o = (nf — 1)o?.
La suite (uy, Fy—1); constitue donc une différence de martingale.

On suppose que 'on dispose d’observations eq,...,&,, réalisations partielles du processus
{e1; t € Z}, et de valeurs initiales ¢y, ...,e1_, Par exemple ces valeurs initiales peuvent étre
choisis nulles. Soit le vecteur
’ 2 2
Zt—l — (17€t—17 e 7€t—q)’
on déduit de (2.2) le systéme
e =7 0o+, t=1,...,n, (2.3)
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Soit
Y = X6y + U,

en définissant la matrice n x ¢ et les vecteurs n x 1.

Z(/) 8% Uy

Supposons que la matrice X X’ soit inversible ( nous verrons que c’est le cas asymptoti-
quement, donc aussi pour n assez grand). On en déduit 'estimateur des M.C.O de 6 :

~

0, = (X'X)'X"Y. (2.4)

2.1.1 Propriétés asymptotiques de ’estimateur M.C.O

Nous serons amenés, pour établir la convergence, a considérer les hypothéses suivantes :
H1 :&; est solution non anticipative strictement stationnaire du modele (2.1).
H2 Ey, (e}) < oo.
H3 :P[n? =1] # 1.

Théoréme 2.1.1. Convergence des estimateurs M.C.O pour un ARCH Soit ("9\”)
une suite d’estimateur du M.C.O satisfaisant (2.4). Sous H1, H2 et H3,

Preuve. La preuve comporte plusieurs étapes :

étape 1 : Nous avons vu (Théoréme2.1.1) que I'unique solution stationnaire non anticipative
(1) est ergodique. Le processus (Z;) est également car Z; s’écrit comme fonction me-
surable des ;_;. le théoréme ergodique appliqué au processus strictement stationnaire
(Z:) entraine

1 1 & C o ps ‘
EX’X == ; ZyZy | 25 Be(Zi1Z, ) quand n — oo (2.5)

L’existence de I'espérance est assuré par I’hypothése H3. On a de méme

1 1 < s
XY = - Z Zy1e2 X5 B (Zio1€?)  quand  n — oo.

n
t=1

étape 2 : Montrons par absurde l'inversibilité de la matrice Eg,Z;_ 17, | = By, Z:Z,.
Supposons qu’il existe ¢ vecteur nul de Rt tel que ¢'Ey, ZtZt' =0.
Donc Ey, {¢'Z:(¢'Z;)'} = 0, d’ou I'on déduit que ¢’ Z; est p.s.constant. Par suite, il existe
une combinaison linéaire p.s égale a une constante des variabes €7, ...,67 ;.
On peut supposer sans perte de généralité que, dans cette combinaison, le coefficients
de €2 = nlo? est 1.
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Donc 7, s’exprime p.s comme fonction mesurable des variables e;,_1, ..., &,

Ceci implique que n? est p.s égale a une constante. Cette constante ne peut étre que 1,
mais on aboutit alors a une contradiction avec H3.

Donc Ey, Zt_1Z£_1 est inversible.

étape 3 : Il découle de ce qui procéde que %X 'X est p.s.inversible, pour n assez grand et
que p.s. quand n — o0,

n

, -1
—>{]Egozt_12t_1} Eo, (Zi162).

n n

7 (X’X>‘1 X'y

étape 4 : Rappelons que le processus u; est 'innovation forte de (¢2). On a donc, en parti-
culier, les relations d’orthogonalité

Eg, (ur) = By (weer_y) = -+ = E(ue;_,) = 0.

c’est-a-dire
]EQO(thlut) =0,

d’ou 'on déduit, en utilisant (2.3),

EQ()(Zt_lg?) = Ego(Zt_th/,lt% + Zt_lut) = EQO(Zt_thLl)HO.

~

D’aprés étape2 et étape3, 6, converge p.s. vers 6.

Pour démontrer la normalité asymptotique de l'estimateur des M.C.O, nous devons faire
I’hypothése supplémentaire :

H4 Ey, (c¥) < +oc.

Introduisons les matrices carrées symétriques de taille ¢ + 1,

A= an(thlzz‘;l% I= E90 (Uth*IZ;fl)'

L’inversibilité de A a été établie dans la preuve du Théoréme (2.1.1), celle de I sera montrée
de la méme facon, qui établit la normalité asymptotique de 'estimateur des M.C.O. On note
ps = E(n}). 0

Théoréme 2.1.2. Sous les hypothéses H1-H/,
V0, — 05) 5 N(0, (g — DHATTAY).

Preuve. On a, d’aprés (2.3)

o
g

-1
n , 1 n
> Zt_th_1> <—§ Zt_le,?)
t=1 n t=1

S|

n

-1
. : 1 :
Z Zt—lzt1> {E Z Zt—l(thleo + Ut)}
t=1 t=1

S|
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-1
IR : 1 N
= 0 + (EZZHZH) {E 1 n;Zt_lut}.
Donc,

V0, — 6;) = <% g ZHZ;_1> _ {% g Ztlut} . (2.6)

Soit A € RI™ X #£ 0. La suite (N Z;_juy, F;) est une différence de martingale stationnaire,
ergodique et de carré intégrable (Eg, (N Z;—1u|Fi—1) = 0), de variance

Voo (N Zo_1ur) = N'Eqg, {Zt_lz;_luf} A = NEg, {Zt_lz;_l(nf - 1)20;*} A

= (g — NI,
Par application d’'un TCL pour différence de martingale stationnaire, on en déduit que, pour

tout \ # 0
1 < c
—= Y NZqup = N0, (s — DNTIN).
Vi

Par suite, en appliquant la propriété de Cramer-World,
1 o c
—= > Ziquy = N0, (1 — D). (2.7)
VS

On montre que cette loi limite est non dégénérée, c’est-a-dire que I est inversible, par le
méme raisonnement que celui utilisé pour établir I'inversibilité de A dans la preuve du Théo-
réme(2.1.1).

Par suite, on déduit de (2.5),(2.6) et (2.7), par raisonnement classique, que /n(6, — 6y)
est asymptotiquement normal, de moyenne le vecteur nul, et de variance de la matrice du
théoréme. O

2.2 Méthode du maximum de vraisemblance

On supposera que les observations €1, ..., &,, constituent une réalisation (de longueur n)
d’un processus GARCH(p, ¢), solution strictement stationnaire non anticipative du modéle :

& = \/h_tUt
hy = wo + Zg:1 €7y + Z?:l ﬁojh?—j’
otw>0,1=1,---,q, ; >0, j=1,---,p, (n) est une suite de variables 4id.

Les ordres p et ¢ sont supposés connus. Afin de définir I'estimateur du M.V du modéle (2.8)
introduisons

(2.8)

0= (917027 e 79p+q+1)/ - (C(J,Oél, e 7Oéq7617 e 75}7)/7 (29)

le vecteur des parametres a estimer, qui appartient a un espace de paramétres © C|0, +00[x [0, +-o00[PT4.
la vraie valeur du parameétre est inconnue. Elle est notée :

00 = (Ld(),OéOl,‘ o 7001176017" : 760]))/-
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Pour écrire la vraisemblance du modéle, il faut specifier une distribution particuliére pour les
variables 7id n;. On considére généralement la vraisemblance gaussienne, i.e. la vraisemblance
obtenue & partir d'une loi normale centrée réduite pour les 7;. Nous ne ferons cependant pas
I’hypothése que cette loi constitue la vraie distribution du processus iid. La spécification
d’une distribution gaussienne pour les variables 7; ne permet pas d’en déduire simplement la

loi de I’échantillon. On travaille avec la vraisemblance de (1, - ,&,) conditionnellement a
certaines valeurs initiales.
Etant données des valeurs initiales eg, -« ,1_4, 0g,- " ,5%_1) que nous allons préciser la

vraisemblance conditionnelle gaussienne L, () s’écrit :

~ 1 g2
LneanQ, st Ep) = o —Tt y 210
0 =tren e =11 e (- o) (2.10)
ot les 07 sont définis récursivement, pour ¢ > 1 par
q p
Gt =0;(0)=w+ Y el + Y Bior . (2.11)
i=1 j=1

Pour une valeur donnée de @, sous I’hypothése de stationnarité au second ordre, la variance
non conditionnelle (correspondant & cette valeur de €) est un choix raisonnable pour les
valeurs initiales inconnues :

o= =a = —— (2.12)

On peut prendre comme valeurs initiales

2 _ _ 2 =2 =2 —
60 _— —51_q — 0-0 —Ul_p —w, (2.13)
ou encore

2 __ 2 =2 =2 2

Un estimateur du M.V de 0 est défini comme toute solution mesurable @\n de :

~

6, = arg max L,(0).

On voit, en prenant le logarithme, que maximiser la vraisemblance revient a minimiser par

rapport & 4 :
2

~ 1~ ~ = € ~
I(0) = — > b, 6, =10,(0) = 5_3 +log 52, (2.15)
=1 t

et o2 est définie en (2.11). Un estimateur du maximum de vraisemblance est donc une solution
mesurable de 1’équation :

~ ~

0, = arg min L,(6). (2.16)
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EQUATIONS DE VRAISEMBLANCE :

Définition 2.2.1. On_obtient les equations de vraisemblance en annulant la dérivée par
rapport a 0 du critere I1,,(0), ce qui donne :

dlog L(0)  OI,(0)
a0 00

0, (2.17)
avec

OL(0)  1~e205 52057 . -
5 —zt_lg—gW‘a—gW—‘Z{t‘ Nam =t W

En effet, comme nous le verrons plus précisément dans la partie suivante, le terme de gauche
de l’égalité précidente se comporte asymptotiquement comme :

‘Z{5t 2 L aat = 0. (2.19)

I'influence des wvaleurs initiales étant nulle lorsque n — oo. Or, pour la vraie valeur du
paramétre, l'innovation de €2 est vy = &2 — o2. Donc sous réserve que [’espérence existe, on

a:
1 0030
B, (s 20 g,
car %‘%gfo) est une fonction mesurable des c;—;, © > 0. Ce résultat n’est autre que la
t

version asymptotique de (2.18) en 0y, en utilisant le théoréme ergogqique.

2.2.1 Propriétés asymptotiques de ’estimateur de M.V

La convergence forte

Le modéle (2.8) posséde une solution strictement stationnaire si et seulement si le coeffi-
cient de Lyapounov de la suite de matrices Ay = (Ao:) est strictement négatif y(Ag) < 0 (ce
qu’on a déja vue dans le premier chapitre) tel que :

Qo17; e ol Born; S Boph;
1 0o --- 0 0 e 0
0 1 ... 0 0 e 0
Aoy = 1 0 0 0 0
(€71 Qg Bo1 s ﬁOp
0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
avec ] ]
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Notons

q q
Ao(z) = Zaizi, et Bo(z)=1-— Zﬂjzj,
i—1 =1

a toutes ces racines a l'extérieur du cercle unité, et a; > 0, 1 < ¢ < . Pour montrer la
convergence forte, les hypothéses suivantes serons faites :

H1 :6) € O, et © est compacte.

H2 Z’Y(A()) <0etVleoO, Z?:l ﬁj < 1.

H3 :7? a une loi non dégénérée et E(n?) = 1.

H4) :Sip > 0, Ay(2) et By(z) n’ont pas de racine commune, Agy(1) # 0, et agy + Fop # 0.

~

Théoréme 2.2.1. [convergence forte de Uestimateur du M.V] Soit (0,) une suite
d’estimateurs du M.V satisfaisant (2.16), avec les conditions initiales (2.13) ou (2.14). Sous
les hypotheses H1-H},

~ s
0,— b0y, quand n — oo.

Preuve. On note K et p des constantes génériques dont la valeur pourra changer en cours de
preuve. A titre d’exemple, nous pourrons écrire pour 0 < p; < let 0 < py <1, i1 >0, 75 >0,

0< K> pi+ Y iph < Kpmintiz),

i>i1 i>ip
U

Schéma de la preuve
La démonstration repose sur une représentation vectorielle autorégressive d’ordre 1 du vec-
teur o7 = (07,07 1, ,07 ,.1), analogue & celle utilisce pour I'étude de la stationnarité.
L’hypotheése H2 permet d’exprimer ¢? sous forme d’une série dépendant du passé infini de
la variable 2. On montre que les valeurs initiales n’ont pas d’importance asymptotiquement
en utilisant le fait que, sous I’hypothése de stationnarité stricte, e? admet nécessairement un
moment d’ordre s, avec s > 0. Cette propriété permet également de vérifier que Eg, [¢:(6y)]
est bien définie sur R et que Eq, (¢:(0)) — Eg,(£:(6)) > 0, ce qui assure que le critére limite
est minimisé en la vraie valeur. La difficulté provient du faite que Ey, (¢, (9)) peut étre égal a
+o00. Les hypothéses H3 et H4 sont cruciales pour établir I'identifiabilité : la premiére exclut
I'existence d’une combinaison linéaire constante entre les gffj, j > 0. On utilise également
I’hypothése d’absence de racines communes.
L’ergodicité de ¢;(#) est un argument de compacité permettent de conclure.
Preuve de théoréme(2.2.1) : réécrire 'équation :

q p
ol =w+ Z gy + Zﬂjaf_j, vVt € Z, (2.21)
i=1 j=1
sous forme matricielle on a :

of = ¢+ Ba} (2.22)
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ol
gtz w + Z 1 Q; 5t i 611 %2 . ﬁop
o
ol = =l L = ., B=| 0 1 0 (2.23)
at2—p+1 0 0 | .. 1 0

Nous allons établir les résultats intermédiaires suivants :

1) lim,, o0 SUPgeg | 1n(0) — L,(0)| =0, p.s.

ii) (3t € Z tel que o2(0) = 02(0y) Pa,p-s.) = 0 = ;.

111) E90|€t(00)| <oosif= 80, et si 6 7é 90, Ego(ﬁt(é’)) > ]Ego(gt(e[))).

iv) Pour tout # # 6, il existe un voisinage V' (0) tel que

lim lnfn*)oo il’lf@*ev(g) [n<(9*) > Eoo (61 (90)), p.s

(i)
Pour montrer la condition (i) on utilise le corrollaire (1.2.1) et la condition > ¥_, 8; < 1 de
I'hypothése H2 implique p(B) < 1.
La compacité de © implique que :

sup p(B) < 1. (2.24)
0cO
En itérant (2.22), on obtient :
0?=c¢ +Be, +B%, y+...+ B¢, + Blod = Z BFe, .. (2.25)
k=0
Soit &; le vecteur obtenu en ramplagant o7 ; par 7., dans g7 ;. Soit ¢ le vecteur obtenu en
remplacant €3, ...,e7_, par les valeurs initiales (2.13) ou (2.14). nous avons :
Ef =¢+Bg  +...+ Bt_q_quH + Bt-‘réq +.oF Bt_1E1 + B’Eﬁ- (2.26)

On déduit de (2.24)-(2.26) que presque strement :

supllgf—ifnzsupH{ZBt cx — C) + B'(cd —UO}H<K,0, VieZ.  (2.27)
C) C)
Pour x > 0 on a logx < x — 1. Par suite, pour z,y > 0, log < mﬁ(;"y) On a donc presque

strement, en utilisant (2.27),

suPpee [1(0) = Lo(6)] < n' T, suppee {

~9
Op —9¢
~2 2

5t

2_~9
o (1471

1 n n
S{sup }Kn Zptgt {sup }Knlzpt (2.28)

0cO w? =1 fco W
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Pour déduire (i) est suffisant de utiliser le lemme de Cesaro tel que p'e? — Op.s. Cette
convergence est obtenu par le lemme de Borel-Cantelli, I'inégalité de Markov et l'existence
d’un moment d’ordre s > 0 pour &7 :

soit 0 > 0,

= E(p'e?)® E(e?s
S w0 < 3y M HE

(ii) Identifiabilité du paramétre.
Supposons que ¢Z(0) = o2(0y) Ps, p-s. On note que By(B) est inversible sous I’hypothese H2,
par le corollaire(1.2.1). Si Ap(1) # 0 d’aprés (2.21), on obtient :

Ul ) 2 e

AO(B) AQO(B) 9 Wy B W .
{BG(B) a BGO(B) }gt o 660(1) [39(1) p-s. vVt € Z.

Si la série en B entre accolades était non nulle, cela signifierait qu’il existerait une combinaison
linéaire des 5t2_]-, J > 0, égale a une constante. Donc I'innovation linéaire du processus (£2)
serait nulle. Or, la loi de n; étant non dégénérée d’aprés 'hypothése H3,

e2Rq, (€267 1, +) = 02(0p)(n? — 1) # 0, avec probabilité positive. On a donc :

Ag(z)  Agy(2) B . w _ w
Bo2)  Bo(2)’ Viz| <1 et : (2.29)

By(1) By, (1)

Sous I'hypothése H4, ceci entraine Ay(z) = Ag,(2), Bo(z) = By, (2) et w = wy,

ce qui preuve (ii).

(iii) Le critére limite est minimisé en la vraie valeur :

Le critére que I'on minimise n’est pas intégrable en tout point, mais remarquons que
Eg,(1,(0)) = Eg,(¢:(0)) est bien défini dans R U {400} car, en notant £~ = min(z,0) et
rt max(z,0). En utilisant le fait que (f + ¢g)~ < ¢~ pour f > 0, et que si f < g alors
f~>g¢,onaura:

Eg, (¢; (0)) < Eg,(log™ 07 < max{0, —logw} < oo.

Il reste & montrer que Ey, (¢, (6)) < 0o, en utilisant 'inégalité de Jensen et a I'existence d’un
moment d’ordre s > 0 pour £2, il vient :

Eg, (log* 07 (6)) < oo, (2.30)

car

Ea, (105 07 (60) = Eo, (- log{o? (80)}*) < - logEa, ({07(60)}*) < oo,

Ba,(t(60)) = B L0

Ayant déja établi que Eq, (¢, (0)) < oo, on en déduit que Egy, (¢:(0)) est bien défini dans R.
Puisque pour tout x > 0, logz < z — 1, avec égalité si et seulement si x = 1, on a :

+ logat (00)} =1+ Ey,(log af(@o)) < 00.
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E%%w»—E%mwwwﬂ%(bg%%)+E%C%%?)—EM%)
- F lo a2 (9) +E o?(6o) \ 1
= F00 | 198 52 (00) b0\ 02(9)

o7 (6) o7 (6o)
> E@O{ log 2(60) + log 2(0) } =0, (2.31)
avec 'égalité si et seulement si  02(6y)/02(0) = 1 Py, -p.s. c’est-a-dire, étant donné (ii), si
et seulement si 6 = 6.

(iv)Utilisation de compacité de © et ’ergodicité de (/,(0)).

Pour tout § € © et tout entier positif k, soit Vi (6) la boule ouverte de centre 6 et de rayon
1/k. En raison de (i),

limsupsup |1,(0) — I,(8)] > liminf  inf  7,(6°) —liminf  inf  1,(6%)

n—oo 6HcO® n—oo 0*eV,(6)NO n—oo 9*eVi(6)NO
liminf inf  1,(6*) > liminf inf  I,(6%) —li 1,(0) — 1,0
i e 1) 2 mnf i 1(07) ~ timsupeup|L(6) = L(9)

> liminf inf  71,(0%)
n—oo *eVi(6)NO

1n
> liminf — inf  £,(6%).
2 lmint =D, o 4

On peut utiliser le théoréme ergodique standard pour obtenir la convergence de cette moyenne
empirique, car on a déja vue ¢,(0*) n’est pas nécessairement intégrable, sauf en . Une
adaptation de ce théoréme pour une suite strictement stationnaire et ergodique de variables
admettant une espérance dans R U {+oo} ce qui est le cas de {(;(0*)} et par suite de

{infg*evk(g)m@ &(0*)}, permet d’affirmer que :

n

lim inf n ! inf  4,(0")=E inf  /1(0%) ).
it 30, nt60) =, g 60)

D’aprés le théoréme de beppo-levi, Egy, (infg*evk(g)m@ 61(9*)) tend en croissant vers Eg, (¢1(0))

quand k — oo. Etant donné (2.31), nous avons montré (iv). La fin de la preuve du théoréme
utilise en argument de compacité. Remarquons que pour tout voisinage V' (6y) de 6y

MMp%ﬂwgmmwﬂMWW%MW) (2.32)
o n—00 n—o0

oo 0% €V

Le compact O est recouvert par la réunion d’un voisinage quelconque V'(6y) de 6y et de
I'ensemble des V(0), 0 € ©|V(6y), ou V(0) vérifie (iv). Il existe donc un sous recouvrement
fini de © par V(6y),V(601),...,V(0k), d’out 'on déduit que

inf I,(0) = min  inf 1,(6).
0c0 i=0,....k 00NV (6;)

les relations (iv) et (2.32) montrent que, presque stirement, 0, appartient a V(6y) pour n
assez grand. Ceci étant vrai pour tout voisinage V (), le résultat est montré.
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Normalité asymptotique
Pour montrer la normalité asymptotique, on considére les hypothéses supplémentaire sui-
vantes : . .
H5 :0y € O, o O est l'intérieur de O.
H6 :k, = E(n}) < oc.
La loi limite de gn est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2. [Normalité asymptotique des estimateurs du M. V] Sous les hypo-
theses H1-H6,

(B, — 0) N0, (ky — 1)),

L 62£t(90) . 1 803(90) 803(90)
= E"°< 9006 ) E%(af(eo) 90 oo > (2:33)

est une matrice définie positive.

ol

Preuve. La preuve de ce théoréme repose classiquement sur un développement de Taylor du
critére (2.15) en 6.

On a:
—1/2 YT
0 80&(9”)
t=1
"0~ e~ 0?2 ~ ~
— _1/2 _— _— _— * —_
n &9&(90) (n 2 aeiaej&(ﬁw))\/ﬁ(ﬁn o), (2.34)

ou les 6; sont entre 0, et 90. Nous montrerons que :
n a _ ’
TN (0 0, (ky — 1)J 2.35
w7 )N O Gy = 1), (2.35)

et

1 - 82 iy P
— E ——0(05) | —J(i,]). 2.36
(n - aelaej t( 7,])> (Z7j) ( )
Maintenant, nous allons a nouveau décomposer la démonstration en plusieurs points.

o 90, (60) 9€,(60) 97 (60)
(i) Eq 00 oo’ 96067

o < oo, [y, < 00.

— (ii)J est inversible et %O{aeta(go)} = (k, —1)J.

— (iii) Il existe un voisinage V() de 6y tel que, pour tous 4, j, k € {1,...,p+ q+ 1},

9%(,(0)

Eo 6,000,

sup
HGV 90)

9,(60)  94:(60)
— (iv) WZt 1{ (0 }H SUPgcv (6o) ||T

tendent en probabilité vers 0 quand n — oo.

0

—1 s 820:(00)  8%€(6o)
t=1) ~ 9000’ 606"
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0TS (0 = N O, (k= 1))

- (i) T Y w009, L1(05) — J (@, 7)p-s.
-i) Intégrabilité des dérivées du critére en o :
On a (,(0) = €?/0? + log o2, nous avons :

(‘%t(e) o . 1 8Jt

o0 {1 at }{at @0 <2'37)
0%,(0) 1 8% £2 1902 ( 1 do2
o608 {1‘2}{ aeaef}+ {%—z‘l}{o——m}{a—saef }' (2.38)

Pour 6 = 6y, £2/0? = n? est indépendant des termes en o7 ou en ses dérivées. Pour prouver
(i) il suffira donc de montrer que

1 80t 1 9%? 1 do? do?
E 89 (00) < 00, Ego 28069/(00) < 00, ]Ego O'_ZIW 89/( 0) < Q. (239)
D’apreés (2.25) nous avons :
agt ZBk Zit - ZB’fat - (2.40)
k=0

80t =
B'piph 2.41
ZrRV PO B o)
oitl=(1,0,---,0), €2 =(£2,0,---0), B'j) est une matrice p x p avec (1, ) est un 1 et des
0 ailleurs. Remarquons que, d’aprés la positivité des coefficients et (2.40)-(2.41), les dérivées

de o7 sont pas négative. D’apreés (2 40), il est claire que Z* 99} est bornée. Puisque 67 > w > 0, il
en est de méme pour {9o?/0w}/o?. Donc cette variable possede des moments de tous ordres.
D’apreés la seconde égalité de (2.40) et la positivité de tous les termes considérés, nous avons :

o0
5tk1 E k—at

&Tt
8041

Mg

e
Il
—_

On en déduit que
1002 1
— < —. 2.42
o da; ~ ( )

La variable (002/0a;)o; % posséde donc des moments de tous ordres en § = 6. D’aprés (2.41)
et 3;BY) < B, nous avons :

60}2 > >

B 35 < Z { > B“BB“}Q_k = i kBFc, . (2.43)
J k=1

= i=1

En utilisant (2.24), nous avons ||BX|| < Kp* pour tout k. De plus €7 posséde un moment
d’ordre s €]0,1], il en est donc de méme pour ¢,(1) = w + >.7  a;e? ;. En utilisant de plus
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(2.43), les minorations 02 > w+ B¥(1,1)¢, (1) et la relation z/(1+z) < z° pour tout z > 0,

on obtient :
00f _ g 1§ BB L)
o} 0B B = w+ BH(1,1)¢y_,(1)

Eo,—

AN
| —
[~
™
=
S
—N
vy
—
—
S—
H_ﬁ
B
=
—
vy

K* K
< —Ep{e, (1)}Y kot < —. (2.44)
wsﬁj o L=t—k ; /63
Sous I'hypotheése H5 on a 3y; > 0 pour tout j, ce qui permet de conclure que la premiére
espérance dans (2.39) existe.
Regardons maintenant les dérivées d’ordre supérieur de o?. D’aprés la premicre égalité de
(2.40), on a :

0% %02 202 X [~ it () o
ot T2t =t _ Bl k=il 2.4
Ow  dwday 0 Owdf; ;{; }_ (2.45)
On a donc :
82—% kBk
%500, = Z

qui est un vecteur de constantes finies (puisque p(B) < 1). On en déduit que 9?cZ(6y)/Owdb;
est bornée et admet donc des moments de tous ordres. Il en est bienstir de méme pour
{0%02(0y) /0wdb;} /o2(6y). la seconde égalité de (2.40) donne :

k

82Q? —0 82Q? B 00 Bi—1 R0 gk—i 9 46
aaiaaj - aaiaaj o Z Z St—k—i- ( . )

k=1 i=1

Les arguments utilisés pour montrer (2.43) donnent :

o?/0a; 85]

o N ﬁ]

Ceci implique que {9?02(0y)/0c;00} a?(0y) est intégrable. La dérivation de (2.41) par rapport
a (3; donne :

bl ag gtﬁ = BBy i Ej { (EBZ_IB“’)B“H) B(j)B’H}

]Ea

k=2 “-i=2 (=1
k—i
+ Z {BZ lB (Z BE—IB(j’)Bk—i—E) }:| ¢k
i=1 /=1
0o k—1 00
Z[Zz—13’“+2(l~c } = k(k—1)B*, ,, (2.47)
k=2 =2 =1 k=2

45



CHAPITRE 2. Estimation des modéles GARCH

car 3;BY) < B. En utilisant le méme argument pour (2.43), on déduit :
1 0%} < K*
of 0B;08; — BB

et I'existence de la deuxiéme espérance dans (2.39) est prouvée. Par ailleurs, puisque {0%0?2/0w}/c?
est bornée, et par (2.42), les variables {dc2/da;}/a? sont bornées en 6 il est claire que :

1 80t (00) 80t (90)
ol(6) 06, o8 | =

pour i =1,---  g+1. Avec des notations et arguments déja utilisés pour montrer (2.43), et en
utilisant I'inégalité élémenataire x/(1 4 ) < %2 pour tout = > 0, I'inégalité de Minkowski

donne :
1 302(90))2}1/2 R { (B’f(l e, (1))8}1/2
Eq, L < —Y K Ey, Ptk < 0.
{ ’ (03(30) d9B; - 50; P ’ wo >

Finalement, I'inégalité de Cauchy-schwartz permet de conclure que la troisiéme espérance de
(2.39) existe.

-ii) Inversibilité de J et lien avec la variance de la dérivée du critére.

D’apres (2.37) et (i) on a :

S A T

tel que : £7/07(0y) = n? est indépendant des termes en o7 ou en ses dérivées.

En utilisant (2.38) et (i), J existe et (2.33). Nous avons également :
%0{8&(90) } R, { 0l(00) 0L:(0) } (2.48)

00 00 0o’
8Ut (69)/06 303(90)/39’ }
a7 (0o) o7 (6o)

Eo,—

Eo,

— Eg {(1— ) }Eeo{
— (b, — 1)J.

Maintenant supposons que :
1 do2(6)\>
NIN=E N —L =0
() |-

pour A € RPTIHL tel que N{0c}?(0y)/00} = 0 p.s. D’aprés (2.21) et la stationnarité de
{002(0y)/06}, on a :

a 2 0 p ao_ 0
0= X—U(t;e o) _ x e, | +D_ N ) _ 2,
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Posons A = (Ao, A1, .- ., Agip). Ilest clair que Ay = 0, sinon €7_; serait mesurable par rapport a
la tribu engendrée par {7,,u < t—1}. Pour la méme raisonona: Ay = -+ = Apy; = 08l Agyq =
-+ = Agpi = 0. Par conséquent, A # 0 implique une représentation GARCH(p — 1,q — 1).
Ceci est impossible en raison de H4 en argumentant comme pour établir (2.29). Par suite
N JA =0 implique A = 0, donc on a prouvé ii).

-iii) Intégrabilité uniforme des dérivées d’ordre 3 du critére.

En dérivant (2.38), nous obtenons :

3 2 3 2
o) [y e V[l dor (2.49)
96;00,06), o2 [\ o2 96,00,06,
2 1 do? 1 9%}
251V = —
o; o; 00; a; 00,00y,
g2 1 Oo? 1 0?2
2L 3¢ Ll — !
+{ o? }{a 89j}{a? aez-aek}
ERVERAVEN Y,
o2 96y, | \ o 96,00,
1

g2 do2) (1 0o?\ [ 1 do?
+do—6t = - 2oty 2 9%
o? ) L o? 06; | | of 06; ) | of 06y

Commencons de montrer que {1—¢?/0?} est intégrable. C’est le terme le plus déficile a traiter.
En effet nous n’avons pas intégrabilité uniformément de &7 /02 sur © : en 0 = (w,0,...,0),
le rapport €7/0? n’est pas intégrable si E(¢?) = oo. Nous allons cependant montrer que
{1 —€?/0?} est uniformément intégrable au voisinage de 6. Soit ©* un compact contenant
0y et contenu dans Uintérieur de ©. Notons By la matice B (définie en (2.23)) évaluée au
point 6 = 6. Pour tout § > 0, il existe un voisinage V' (6y) de 6y, tel que V(6y) C ©*, tel que
By < (1+ 9)B pour tout 6 € V().

D’apreés (2.25), on obtient :

00 q 00
ol = wZBk(l, 1)+ Z%‘{ ZBk(L 1)53—/&—@‘}'
k=0 k=0

k=1

Puisque V() C ©7, on a suppey (g, 1/ < 0o. En utilisant encore z/(1 +z) < z° pour tout
x> 0 et tout s €>]0, 1], on obtient :

2

o¢ (%) wo Xt BE(LY) | N —_ Bo(LDei
sup —5— < sup { 2} +Za0i Zerain(l e

0V (o) Ot 6€V (60)

i=1 k=0
q © k 2 s
Q; BO(].7 1) (OélB (1, 1)€t—k—i) }
<K+ sup {
;96\/(90) Q; = B*(1,1) w

q oo
SKE+EKY Y (1406 phe . (2.50)

i=1 k=0
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si on choisit s tel que E(e2°) < oo et par exemple, 6 = (1 — p*)/(2p%) et V(0)0 voisinage de
0y, on obtient :

2 2
€ o; (0

Eg, sup _152 = [y, sup ¢ (%) < 00
0V (6) Ot 0eV (o) Ot

Avec méme choix de §, en choisissant s tel que E(e}*) < oo et en utilisant (2.50), on obtient :

2 2 9
sup 5_t2 — 12| sup i (6h)
eV (6o) Tt Il2 0cv(6o) Ot |lo
< kK 4 kK Y (14 6)50" ]|z < oo, (2.51)
k=0

Maintenant nous étudions le deuxiéme terme entre accolades dans (2.49). En dérivant (2.45),
(2.46), a I'aide des utilisés pour montrer (2.42) on obtient :

1 D3o?
_ Y% g
peio 02 00,,00,,00;,

lorsque les indices i1, iy et i3 ne sont pas tous dans {¢+1,¢+2,...,¢+1+p}} (i.e. quand on
dérive par au moins un parameétre autre qu'un des ;). En reprenant les arguments utilisés
pour montrer (2.43) et (2.44), on obtient :

o

<3 k(k— 1)k - 2B (1, e, (1),

k=3

1 (33 s
<K k(k — 1)(k — 2 nL
S 2 05,08,00, { S @ﬁ]ﬂk } Z ' {§§£ il )}

pour tout s €]0, 1[. Tel que Eg,{suppee, ¢;_1(1 )}28 < oo pour s > 0, on déduit :

BiBiBr s ar Aa aﬁlaﬂjaﬁk

2

1 83 2
Il <. (2.52)

o2 00,00,00,

Eg, sup
0cO*

Généralement, on peut remplacer la puissance 2 par la puissance d arbitrairement grande :

d

1 &2
. (2.53)

E -7t
Yo e | o2 96,00,00,

0cO*

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, (2.51) et (2.52) on obtient :

g 53 1o |
o2 [\ o7 96,00, a6, | <>

Les autres terme entre parenthéses in (2.49) se traitent similaire a (2.53) on montre que :

}EQO sup
0eV (6o)

1 0%} d

o2 06 06’

1 803
o? 00;

00, (2.54)

< oo, [y, sup
* peor

Ey, sup
* bcor
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pour tout entier d. Ceci permet d’établir & I'aide de I'inégalité de Holder que :

1 Oo? 1 Oo? 1 Oo?
* eV (00) o} 0,? 06, o? 00; a? 00y,
e 19
<|| sup |2-— 6— max || sup oi < Q.
0V (6o) Ut 2 0co* Ut 00;

Les autres termes de la somme dans (2.49) se traitent de méme fagon. donc on a montré (iii).
-iv) Oubli asymptotique des valeurs initiales :
Pour prouver (iv), en utilisant (2.26), on obtient les equations analogues a (2.40)et(2.41) pour
les dérivées de &7

t—1—q

a
=t Z B’“1+ZBt v 9% aw (2.55)
t—1—q
e 952
aa Z B2, Z+ZBt k (%zk +Bt==2 aa (2.56)
(] k=1 (] (]

aa:? t—l—Q{ k . . } q t—k . ) N
—= = pippgk=il. 4 Bl pt=k—ilw 2.57
DR P Gty D & (2.57)

k=1~ i=1 k=1 \ i=1
O 955/0w = (0,...,0) quand les conditions initiales sont données par (2.14) et vant
(1,...,1)" quand les conditions initiales sont donnée par (2.13). Les dérivées secondes ont

des expressions similaires. la compacité de O, et le fait que p(B) < 1 permettent d’affirmer
que, presque strement

do? O 0202 9252

—L - LI < K/, — <Kpt, Vtez 2.58
ol @0~ o0 Po S0 5000 ~ 000 p (2.58)
d’aprés (2.27), on obtient :
1 1 ol -  Kpt o?
_2_ ~9 - t2 2t S 2 N_tg]‘_l_Kpt? (259)
0% 0% 0¢0% 0y 0%

puisque

00,(6) 1__ 1a L ouO) g\ [ 100}
a6 5?2 39 6 o2 o2 90 [

en utilisant (2.59) et la premicre inégalité dans (2.58),
fEayfaamy [, @1 1\fon
o2 o)\ o} 0o ot f o2 o2 | 06;
2 2 g2
& do;  Oo;
s Hae - e

” {azgew 80522?0) H
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CHAPITRE 2. Estimation des modéles GARCH

Par suite
L [00(00)  00y(6,) e
1/2 t\Wo)  O(bo « —1/2 t 2
ey {2l I < e S )
t=1 t=1
L’inégalité de Markov ,(2.39) et I'indépendance entre n; et o2(6y) implique que, pour tout
e >0,
P(nl/QZpt(l—i-nf) 1 >6)
t=1
1 aat

2
<Z(14+E —1/2 0,
< ( | ) zp -

tel que, par (2.60) montre la premiére partie de (iv).
Maintenant regardond I'influence asymptotique des valeurs initiales sur les dérivées secondes-
ordres du critére en un voisinage de y. D’aprés (2.38) et les majorations précédentes , nous

trouvons :
" [P(B)  0(6) é : r
- A N S G
! t_zl{ 96,00, 90,00, H =" ;968\1/180) {53 o? }{ 200,00, }
1 1\ 0%} 1 [ 9%? 9252
) + = —
o} G7)00:00; ' 57 \090,00; 00,00,

{ P
2 2
& & 1 9oi | [ 1 Doy
*{203 25%}{ taez}{oz aej}

(2.60)

1 80'2(60)
1 ¢ .
- {o,?(eo) o,

1 80?(90)
o2(0,) 00

sup
0eV (6o)

+2€_?_1 i_i a;‘tz_Fi 8;‘152_85’52 ia;"?
52 o2 52) 06, " 52\ 6, 96, ) [\ o7 o8,
2 ~2 ~2
& 1 Jo; 1 Joj aat _ doy
R 1}{53 20, }{(ag )ae 52\ 50, ~ 99,
< Kn IZptTt,
t=1

ou

T 4 g2 1_1_1 822+130t2180t2
= Su — — .
" v o2 02 90,00, ' o7 00; o7 00,

D’aprés (2.51), (2,54) et I'énégalité de Holder, on voit que, pour un certain voisinage V (),
I'espérance de T, est une constante finie. En utilisant a nouveau l'inégalité de Markov on
montre alors la seconde convergence de (iv).

(v)Utilisation d’un TCL pour accroissements de martingale.

Rappelons que ¢,, u < t désigne la tribu engendrée par les variables ¢;,_;, ¢ > 0. Le vecteur
des scores conditionnels est évidemment centré, ce qui peut se retrouve directement & partir
de (2.36), en utilisant le fait que o7(6y) € ey, u < t et Eg (e2|en, u < t) = a2() :

E, <%€t(90)|£u,u < t) - = (1 o (880 (90))E90(a§(90) e u<t) = 0.
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Notons également, d’aprés (2.48), Vi, (04,(6y)/00) = (k, —1)J est finie. D’aprés I'invérsibilité
de J et les hypothéses sur la loi de 7; (qui entrainent 0 < k,, — 1 < 00), cette matrice de
variance est non dégénérée. Nous déduisons que V A € RPHIH!la suite {5 20:(00), e}t est
une différence de martingale stationnaire ergodique de carré intégrable :

00000\ ((0(60)
V"°<A 6 )‘AE%( a0 )

Y BECER. do0?(60y) Do (o)
_”E@O{(l Woie) e o S

= (ky — DN JA.

En utilisant le (T.C.L) pour les différences de martingale, on aura :

— / 4 ( ) L /
1/2 0t:(6 5 —
n tg 1 {)\ } N(0, (k, — )N JN),

par suite, en aplliquant le théoréme de Wold-Cramer
_ " (00(00)) =
1/2 E ZHo) N _

iv)Utilisation d’un second développement limité et du théoréme ergodique.
Reprenons le développement de Taylor (2.33) du critére en 6. On a, pour tout i et j

nli: P ) =S = o) a2 G Ve e, @
00,00, " 7 = 00,00; " £ 00" | 90:;00; [T T

ol gij est entre 6; et 6. La convergence presque sire de @j vers 0y, le théoréme ergodique
et (iii) impliquent que p.s.

"9 " B
li -1 — < i
s ;aef{aeae J}H s ;968&1}20 ‘ae{aeae }H
o o
_E 9 0,0 .
o) aef{aeiaej a >} =

Puisque ||0}; — 0o|| — 0 presque stirement, le seconde terme du membre de droite de (2.61)
converge vers 0 avec probabilité 1. La convergence dans (vi) résulte du théoréme ergodique
appliqué au premier terme du membre droite de (2.61). Pour achever la preuve du théoréme
(2.2.2) il suffit d’appliquer le lemme de slutsky. Par (iv), (v) et (vi) nous obtenons (2.35) et
(2.36).
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2.3 Meéthode des deux étapes :

Le but de cette section est d’une part 1’élaboration d’'une méthode en deux étapes, pour
Iestimation des modéeles GARCH | et d’une part, 'analyse des propriétés statistiques des
estimateurs fourni par cette méthode.

L’avantage de cet estimateur est de posséder une formule explicite, contrairement a la mé-
thode Q.M.V déja vue. Toutefois, il est important de signaler que I’étude du comportement
asymptotique nécessite des moments d’ordre élevés.
Afin d’introduire I'estimateur préliminaire, posons :

g=01(B)m, 1<t<n, (2.62)

Y;=¢i, pour 1—p<t<mn,

Zt—l = [17Y;§—17 SR 7Yt—p]/ = [1a€f—17 ce. aeg—p]lu
etu,=n—1, 1<t<n. Ainsi:

o7 1(8) = Zy 13, (2.63)
ot B = [Bo, 51, .., 0]

Etapel : Construction de I’estimateur préliminaire
En remplacant o7 ;() dans (2.62), on aura :

Yi=2Z, B+0_1r(Bu, 1<t<n, (2.64)

ot Elo7  (B)u] = Elof , (B)|E[u] =0, 1<t<n.

On retrouve ainsi dans 1’équation (2.64) la structure linéaire du modéle autorégressif d’ordre
p dont I'innovation est nécessairement centrée.

En ignorant la partie aléatoire dans o7 ;(f3) et la présence de [ dans son expression, on
obtient par les M.C.O un estimateur préliminaire que nous notons

By = (Z'2)7'2'Y, (2.65)

ol Z est une matrice d’ordre n x (1 + p) dont la t-iéme ligne est Z; , et Y est le vecteur
composé de Y;, 1<t <n.

La démonstration de la normalité asymptotique de cet estimateur comme, celle des autres
théorémes de ce chapitre, repose sur I'application du théoréme centrale limite approprié.

Etape2 : Construction de 'estimateur d’intéret _
A présent, nous allons utiliser 3, pour construire un estimateur d’intérét 3 de 3.
En divisant (2.64) par o7 ;(/3), on obtient :

Y Ze Y\
Uf—l(ﬁ) B {03—1(5)} gt

: : 2 2 (3 .
Dans cette expression, si nous remplacons o; ;(3) par o;_;(5,-) on aura :

Y o {Z;i)} B+ u,. (2.66)

Ut2—1 (Bpr) Jt2—1 (Bor
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Par suite, en ignorant la présence de ’aléatoire dans afﬁl(@,r), alors 'equation (2.66) est
similaire & la structure linéaire du modéle autorégressif. Ainsi, nous estimons 3 par les M.C.O,
on obtient 'estimateur d’intérét suivant :

FEEEY SRR e

= Lo 1(Bpr) = Loi_1(Bpr)

Avant d’étudier les propriétés de I'estimateur d’intérét, nous énoncerons d’abord un lemme qui
traite I’estimateur préliminaire 3,,. Nous supposons la condition suivante sur les moments :
pour tout 1 < 5, k,[,m < p,

E[Y;Y, Y, < oc. (2.68)

L’équation (2.68) nous assure E[ZyZ,] < oo et E[(ﬁ’Zo) ZoZ,) < oo.

Quand les erreurs suivent une loi gaussienne centrée réduite, les conditions nécessaires st
suffisantes d’existences des moments d’ordre r (r élevé) de Y sont donnés en fonction du
parameétre .

Lemme 2.3.1. Sous l’équation du modéle (2.62) et I’hypothése dans (2.68), on a :
V(B = )N (o, V<n%>[E(zoz;)]—IE[w’zo)zzozg]E(zozs)]—1) - (2.69)

La normalité asymptotique de Epr se démontre en s’appuyant sur les arguments utilisés
dans le théoréme (2.1.2).
Afin d’énoncer le théoréme qui donne la distribution asymptotique de I'estimateur d’intérét
(3, on suppose que :

\/ﬁ(gpr - ﬁ) - Op(l)v (270)
et
Y;Y_.Y,
E{W} < 00. (2.71)

Notons les conditions du lemme (2.3.1)implique (2.70).
Théoréme 2.3.1. Sous [’équation du modéle (2.62), et sous les hypothéses (2.70) et (2.71),

V(= )27 (0. VO (B {20220 2}y ). 2.72)

Preuve. De (2.67),
G el
6 [n;{afl or) n; o or)

[l - {Zt \Z, 1” [l [ Zy 1 (Zy 1B+ 0 1(5)“15)}]
ni= Loy ﬁpr L 0 5pr)

1~ (Zi 17, 1 (Zi02 (B)uy
-] o]

n; Ut—l(ﬂpT) n; Ut 1(ﬁpr)
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G- = [ B ] [ (B

Montrons que si

1 < 1 1 ,
n ; {Uf_l(ﬁm) ot (D) }ZHZH = 0p(1), (2.73)

et

1 & 1 1 .
T a0 S s = 0,0, (274

i-0) = [y {Bta}] [ Bl )

Pour montrer (2.73) et (2.74), nous utilisons les égalités suivantes pour u, v > 0
(i)

1 1 —2u-—v)

ol
0<1/x < (1/v){1+ (v/u)} (2.76)
(i)
11 —2u-v) 3(u—v)?
T =0
ou
0<1/¢<(1/v){1+ (v/u)}, (2.78)
(iil) Si U = [uq, ..., ug), V = [v1,..., 0], et W un vecteur dont toutes les composantes sont
positives alors
w'v Vg
<14+ 2 il 2.79
wW'U — + Uy AREEEs up ( )

nous définissons v;/u; = 0 si u; = 0 = v,.
En particulier, quand (2.76) et (2.78) sont utilisés avec u = 5,;7»th1 et v = (3'Z;_, alors par

(2.79) on obtient :
1 < ! [14— Z,tlAﬂ}

Xt n Z;_lﬁ Zt—lﬁpT
1
< {1+{1+Aﬁ—0+ - H (2.80)
thlﬁ ﬁOpr ﬁppr
ol ijr est la jéme entrée de Bpr, 0 < j < p et par 'hypothése (2.70),
[1 + {1 + B Aﬂ—o}] = 0,(1). (2.81)
Opr 6ppr

o4



CHAPITRE 2. Estimation des modéles GARCH

Soit By, = [bygs - -, byp) = \/ﬁ(ﬁpr — ) = O,(1). En utilisant I’équation (2.75) et en rempla-
cant o7, (3) par (2.63) et Z,_; par [1,Y,_1,...,Y;,]’ pour démontrer (2.73), on obtient :

1 1 & 1 ,
- - Zt Zt = - 7 Zt— Zt_
Z{at 1 ﬁp,q) ot 1(5)} S n < { Z, 16,,7« ( t—lﬁ)Q} e

_ l - { 2 t— I/BPT B Z;_lﬁ)}Zt 1Z/
- - t—1

ni3 Xt
1 " (-2 5r— )2 ,
_ { D 13 1}Zt—lzt_1
n
t=1
“~ (Zy- 1Zt 1Zt 1
— _ /
Zi 12417,
n3/2B Z{ th
Zt 1Zt 1}
n3/2 ”OZ{
/ =1 th
Y, JZt 1Zt 1
n3/2 Z "JZ{
= —2T1 —2T,.

De (2.79)

1 Bo ﬂo H
— < 1+ =—++.
Xt n ﬁO |: { ﬁOpT ﬁppr

Comme 'unique solution stationnaire non anticipative de (&;) est ergodique, et V' ¢, Z;_; s’ecrit
comme fonction mesurable des g, ;, alors le processus (Z;_1) est également stationnaire et
ergodique, alors T = 0,(1).

Pour T,
ZYt th kYt Z{Yt ]Yt kYo l}[1+{ Z, .0 }}3
t=1 Xia e (Z;_18)? Z;_ 1By
3 n
< {1 i By LB—OH > {Y”Y““Z“ }
ﬁ()p ﬁppr t=1 (Zt—lﬁ)
Puisque
(

Z,,03)°

on obtient Ty = 0,(1) Pour démontrer (2.74), on utilise I'’équation (2.77) et en remplacant
o? () par (2.63), on aura :

{1
n3/2E{ Z Yt—th—kYt—z } — o)1),
t=1
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_ n 9 1 B 1 }Z :L 2 { 1 _ 1 }Z
Vi 2 ){a,%l(@w) ) 2 = T O g e

_ 1 n _2<Z;71Bpr B Z;f1ﬁ>
= % ; ot 1(8) (Z;_lﬁ):g L quy

1 - 2 3(Z;71§pr - Z;—1ﬁ>2
+ — g o; (B Z,_qu
\/ﬁ s t 1( ) C;Ln t—1Ut

— ,Zt_lzt_lut
- £ Ut 1<ﬁ)\/_(ﬁm —B) W

3/2 Z"t 1(B){Vn( ﬁpr —B)’Zt1}2zgl1ut

- —2T3 + 3T4

Comme E(u;) = 0, on utilise des techniques similaires a celle utilisée pour démontrer T; =
0p(1) et Ty = 0,(1), on trouve T3 = 0,(1).
On pose T4 = T41 + T42, ol

" 77,
Ty = bflon_?’/2 Z e Ut 14’5*16

t=1 Ct,TL

= 0p(1),

p p n ’
Y. .Y 12 uZ
Ty = Z anjbnlﬁfg/2 Z =t kC4t =)
t,n

7=1 k=1 t=1

et

Y, Y Y|
—3/2 tjtktlt
><n
Z tlﬁ

De (2.71), on conclut

_3/QZE{Yt JYt kYo l|ut|} (|U |) —1/2E{Yt—j/YIf—k‘Y3t—l}
tflﬁ) (thlﬁ)

= 0p(1),
finnalement Tyo = 0,(1). O
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté en trois parties les diverses méthodes d’estimation
des modeéles GARCH en mettent 'accent sur les propriétés asymptotiques de chaque estima-
teur.

Pour la méthode des moindres carrés et celle de Mukherjee (2003) 'existence des moments
d’ordre huit, pour la normalité asymptotique est exigé. Cette hypotheése, trés forte d’ailleurs,
induit une restriction sur I’espace des paramétres, et donc nuit & la modélisation des proces-
sus & queue épaisse, auxquels sont préconisé les modéles ARCH. Cependant, leurs expression
sont explicites et simple a obtenir.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance des paramétres du modéle GARCH sont
convergents et asymptotiquement normaux. La précision de ces estimateurs s’exprime en
fonction da la matrice J. Il est important de noter que lorsque la vraie densité conditionnelle
est effectivement normale, les estimateurs de la moyenne et ceux de la variance (condition-
nelles) sont asymptotiquement non corrélés : ils peuvent ainsi étre estimés séparément sans
perte d’efficacité. Par ailleurs, ’estimateur du M.V est plus précis que celui des M.C.O, en
plus la variance asymptotique de cet estimateur coincide avec celui de 'estimateur des deux
phases, mais la normalité asymptotique est obtenue sans aucune hypothése sur les solides,
cela explique pourquoi la méthode de M.V est la meilleure.
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— Chapitre 3

Estimation M.V dans les processus

GARCH lorsque certains coefficients
sont égaux a zéro

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les conditions pour lesquelles les estimateurs des pa-
rameétres du modéles GARCH soient consistents et asymptotiquements gaussiens lorsque
certains coefficients sont égaux a zéro. Ces résultats sont obtenues sous certains conditions
"moyennes".

Ces résultats pouvent étre exploités et utilisés dans la pratique pour des techniques d’iden-
tifications.

On a déja vu dans le chapitre précédent que l'estimateur M.V de 6 se définit comme solution
mesurable 6,, de :

~

0, = arg max L,(0) = arg min L,(6), (3.1)

ot 1,,(0) donnée dans (2.15) et L, (0) est la vraisemblance conditionnelle gaussienne donnée
dans (2.10).

Sous la condition y(Ag) < 0 et >4, 3 < 1 nous désignons o7 = {07(f)} la solution
strictement stationnaire, ergodique et non anticipative de :

q
ol =w+Y el + Y Biot,, VteL (3.2)
i=1 =1
Soit
n 2
LO) =03 b et bi=000)=(0e,...) = = +logo?l.
Oy
=1
et Ag(z) = 31 iz’ et By(z) = 1 — 37" 3;2/. Par convention, Ag(2) = 0 si ¢ = 0 et

By(z) =1sip=0.

Pour obtenir les propriétés asymptotiques du I’ E.M.V, il y’a lieu d’'imposer les hypothéses
suivantes :

H1 :0) € O, et © est compacte.
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sont égaux a zéro

H2 ’Y(A0> <0etVleoO, Z?:1 ﬁj < 1.

H3 :7? a une loi non dégénérée et E(n?) = 1.

H4 :Sip >0, Ay(z) et By(z) n’ont pas de racine commune, Ay(1) # 0, et ap, + Bop # 0.
H5 :x, = E[n}] < oc.

Il est & noter que, dans H2, la condition de stationnarité stricte est imposée uniquement
au modeéle a la vraie valeur 6y. Pour 6 # 6y nous avons seulement besoin de la condition
de la faible stationnarité Z?:l B; < 1. Une conséquence importante de y(Ap) < 0 est que
[E[e?*] < oo pour un certain s € (0,1).

~

Théoréme 3.1.1. Soit (0,) une suite d’estimateur de M.V satisfaisant (3.3). On a :
— (i) St H2-H/4 sont vérifiées alors, 0,, — 0y lorsque n — oo presque sdrement.
~ (ii) Si H1-H5 sont vérifiées, \/n(6, — 0o) £, N(0, (k, — 1)J '), ou

1 (90'?(90) 603(90)
J = Ego 1
op(0y) 00 00’
La question a laquelle nous nous interéssons dans cette partie est : Quelles sont les condi-

tions & imposer lorsque certains coefficients GARCH sont nuls pour avoir la consistence et la
normalité asymptotique.

(3.3)

Dans ce qui suit, nous supposons que les vraies valeurs des paramétres appartienent a
© :={6y € © : 6y = 0, pour certains i > 0}. Pour mieux caractériser © nous définissons
0o(e) comme vecteur obtenu en remplagant tous les coefficients nuls de 6, par 6y(e) et nous
faisons I’hypothése suivante :

o

H6 :0y(¢) € © pour € > 0.
Par exemple, si I'espace des paramétres est spécifié comme © = [w, @] x [0,a;] X -+ X

[0,@,] x [0,3] x -+ x [O,Bp] , Phypothése H6 est satisfaite lorsque @ > wp > w > 0 et
0<6y<8:= (@,al,...,ﬂp)/.

AN

3.2 Distribution asymptotique de 6, lorsque certains co-
efficients de 6,, sont nuls

La distribution asymptotique gaussienne pour \/ﬁ(é\n — 6p) est non vérifiée lorsque les
composents 0;, de 6, sont obligés d’étre non négative et certains coefficient sont nuls.
Si par exemple , 6y; = 0 puis

et la distribution asymptotique de cette variable n’est pas gaussienne.

3.2.1 Non existence possible de J sous H2-H5
En éliminant H1, considérons le modéle ARCH(2)
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€t = Oty
2 2 2
0y = Wo + Qo1& + Qo2& _9,

ol wy > 0, ag; > 0, age = 0, et la distribution de la suite (1;) iid est défini, pour a > 1,
par :
1 1
P =a)=Pp=—-a)=55, Plp=0=1--.
Ce modéle ARCH(2) est utilisé pour générer la fonction de quasi-vraisemblance mais &;
est en fait un ARCH(1). La condition de stationnarité stricte v(Ag) < 0 prend la forme
ag < exp[—E(logn?)] pour un ARCH(1). Le processus {e;; t € Z} est donc strictement
stationnaire pour toute valeur de g, puisque exp[—E(logn?)] = +oc . Toutefois {;; t € Z}
n’est pas de deuxiéme ordre lorsque ag; > 1.

On a:
1 aO't

o? Doy

2
(60) = — 2

= —,
wWo + Q01€1_q

1 do? 2 g2, 2
—_t > I e
EQO { 0't2 8042 (00)} - EGO wo + OZ01€%71

1 1
=— (1 — ?)Eeo(ﬁ_z)

W

M1 = 0} P(m-1=0)

d’abord parce que 7,1, = 0 entraine ¢,_; = 0 et d’autre part parce que 7;_; et £,_o sont
indépendants. Alors, J n’existe pas si Eg,(}) = oo .

3.2.2 Résultat principal et la normalité asymptotique

Il est donc clair que les hypothéses H2-H5 ne suffisent pas pour garantir 'existence de
J.
Nous introduisons deux hypothéses alternatives. La premiére est une condition sur les mo-
ments.
H7 Epcb < .
Dans de nombreux cas intéressants, sauf les modéles ARCH(q), aucune hypothése de moment
exigé sur €2. En effet, il suffira d’assurer I'existence de moments pour o?.
Notez que sous la condition y(4y) < 0, la solution strictement stationnaire o2(6y) a une

extension de la forme : -
03(90) = C + Z bojé?_j,

j=1
avec ¢y > 0, by; > 0 . Des extensions similaires sont valables pour les dérivés par rapport
a 0. Le controle des moments décomptera sur le fait que chaque terme apparaissant dans
le numérateur de ce rapport est également présent dans le dénominateur. Nous considérons
donc I'hypotheése suivante :
H8 :b; > 0 pour tout j > 1, ott 07(f) = co + Y=, bojei_ ;-
Il convient de noter qu’une simple condition suffisante pour H8 est ag; > 0 et Fy1 > 0
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i—1 s , . L.

(parce que by; > ap13); ). Une condition nécessaire est évidemment que ag; > 0 (parce que

bo1 = ag1). Plus généralement, une condition nécessaire et suffisante pour que H8 soit vérifié
)

Jjo
{j|Bo; >0t#2 et Ham >0 pour jo=min{j|Gy; > 0}, (3.4)

=1

ce qui signifie que les coefficients ARCH « ne peut pas annuler jusqu’a la commande jo du
premier coefficient de GARCH (3 égal a zéro. L’hypothése H8 ne s’applique pas a ARCH(q).

Théoréme 3.2.1. [C. Francq et J. M. Zakoian (2007)] Soit (@\n) une suite d’estima-
teurs M.V de modele GARCH satisfaisant (3.1) . Ensuite, si H2 - H6 et H7 ou H8 sont
verifiées, alors

V0, — 0p) 2 = arg inf {A = Z}'J{A - 2},
(S

avec Z ~N(0,(k, —1)J 1),  A=A0b) =A1 X Apigr1, 00 Ay =R et pour
i=2,...,p+q+1, AN=R si 0y#0 et A; =1[0,00) siby=0.

Dans le cas ARCH le résultat peut étre énoncé comme suit :

~

Corollaire 3.2.1. [C. Francq et J. M. Zakotan (2007)] Soit p = 0 et (0,) une suite
d’estimateurs M.V satisfaisant (3.3) . Siy(Ag) <0, sous les hypothéses H3 et H5-H7, alor

(0, — 0p) 2N = arg inf (A - Z}'J{\ - 2},
(S

avec  Z ~ N(0,(k, — 1)J71), A = Aby) = A X Agyq, o Ay = R et pour i =
2,...,q+1, A=R si 6y;#0 et A, =1[0,00) si 6y =0.

Remarque 3.2.1. Pour 6y € © , le résultat de ce théoréme se réduit a celui du théoréeme
(3.1.1) . En effet, dans ce cas A = RPTIHL et M = Z ~ N(0, (k,, — 1)J 7). Par conséquent,
le théoreme (3.2.1) n’a d’intérét que lorsque certains coefficients sont nuls.

A est la projection orthogonale de Z sur A, ot 'orthogonalité est définie dans la métrique
associée a la structure de covariance J, a savoir x L y si 2’ Jy = 0. Il est uniquement déterminé
parce que A est convexe. De plus, le fait que A est un céne convexe dont les faces sont des
sous-espaces permet d’obtenir cette projection de maniére plus explicite. Supposons, sans
perte de généralité, que les premiers composants d; de 6y sont positifs, et que les derniers
composants dy sont nuls, avec d;+dy = p+q+1. Ona A = R1 x [0, 00)%? = {\ € R4FT:|K)\ >
0}, ot K = (Ogyxay, la,)- Soit K = {K7,..., K1}, o K; sont des matrices obtenues en
annulant 0, 1 ou plusieurs (jusqu’a dy + 1) lignes de K. Soit M; = K,(K;J'K;)"'K;, soit
P, = I4,+4, — J 'M; et notons par Ak, = P,Z la projection de Z sur le sous-espace linéaire
de R4 pagsé par 'un des visages 2% — 1 de A (y compris le "visage" R4 x {0}92), Défini
par IK;\ = 0. Ensuite nous avons, avec C = {A\g, = K; € K et K\, > 0},

M = Z1A(Z) + 15e(Z) x argrilig A= Z|
€
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pour une partition (D;) de R? — A. Pour illustrer cette proposition, considérons 'exemple
suivant.

Exemples 2. [Un coefficient zéro] Supposons qu’un seul composant de 0y est zéro, les
autres composants sont positifs. Ainsi dy =1, A = R4 x [0,00), K = (0,...,0,1), K= {K}
et soit Z = (Zy,...Zy),

)\A - led<0 + PZlZd<07 P=1;— J_IK/(KJ_IK,)_IK.

1l s’ensuit que

MW=27-7Zc (3.5)
ot Z; = Zglg,<o , et c =B(ZqZ)[var(Zy) est la derniére colonne de J~1 divisé par le (d, d)
-élément de cette matrice. Notez que le dernier composant de \* est Z7 = Zglg,so. soit
M= (MY 0, on voit aussi que N} = Z; si et seulement si Cov(Z;, Zd) = 0.

Avant de prouver le théoréme (3.2.1), nous donnons plusieurs lemmes. Notez que lorsque
certains coefficients sont nuls, la fonction o2(6) peut étre négative dans un voisinage de 6 et
¢,(0) peut étre non défini dans ce voisinage. Au lieu d’'un développement de Taylor, nous uti-
liserons un développement unilatéral, basé sur des dérivées a droits de I,,(8) = n=t Y7, £,(6)
sur 6y. Nous notons par :

06 06;

I(0y) (agt(eo))
o 00; i=1,....,p+q+1

Les vecteurs de dérivées partielles de o; et £; a 0y avec le i-ieme dérivé remplacé par la
dérivée droit lorsque 6p; = 0. Nous utilisons la méme convention pour les dérivés de I, /;
et I, a 0y et pour les deuxiémes dérivées partielles. Par cette convention, les dérivés de
0(0) = €2 /0% + log o? sont données par (2.37) et (2.38),

002 (00) _ (aaf(eo)) i

et

nous avons : . .
- Z B*(1,1) (w + Z aiaf_k_i> : (3.6)
= =1
80 do? &
o Z BYLY. G =D B L e (3.7)
do? 1
——t = Z Bk,j(17 1) <w + Z Oéiéfgki) s (38)
9 = i=1
ou
. b Bo oo By
k . 1 0 ... 0
By, = %i =Y B™'BYB*™ B=| | : (3.9)
&y — :
0 1 0
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et B’ est une matrice (p X p) avec (1, ) est I'élément 1 et tous les autres éléments sont nuls.
Propriétés élémentaires de la matrice B sont établis dans le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. [C. Francq et J. M. Zakoian (2007)] pour j =1,...,p

BUIBF < BF=I+1 pour tout k> j—1, (3.10)
BUIBk = BI7F " pour tout 0 <k < j, (3.11)
ABW < A, et pour j#Uly, {ABDY(ly,0,) =0, Y A>0, (3.12)
ABWBW = BW ¢t BOBUW =0, pour i>1, (3.13)
B¥(1,1) > B;B*77(1,1), pour tout k> j. (3.14)

Preuve. Nous notons que, lorsque j < p, le j-iéme ligne de BY) est la premiére ligne de B.
La premiére ligne de BU) A est le j-iéme ligne de A et les autres éléments de BY) A sont des
zéros. Ainsi BY) B/ < B. Multiplions les deux cotés de I'inégalité précédente par B¥~7, dont
les éléments sont non négatifs, donne (3.12). Pour k < j < p, le j-iéme ligne de B* est nul, sauf
un "1" dans le j-iéme position, qui montre (3.13). Le j-iéme colonne de ABY) est la premiére
colonne de A et les autres éléments de ABY) sont des zéros. Ainsi (3.14), (3.15) sont évidents.
L’inégalité (3.16)vient de B*(1,1) = ?:1 B;B¥1(5,1) > 3;B*1(4,1) = 8;B*(1,1). ]

Lemme 3.2.2. [C. Francq et J. M. Zakoian (2007)] Sous les hypothéses du théo-
réme(3.2.1), nous avons :

1 do?

1 9o} do}
o O'_EW(GO)

o |53 a0 a0 )

< 00, E

< 00,

1 9%?
°|le? 0006

Preuve. Soient K et p des constantes, dont les valeurs peuvent changer de ligne a ligne mais
toujours satisfaire K > 0 et 0 < p < 1. Puisque o; ? est borné par 1/w, la preuve du ce
lemme est simple sous H7.

Supposons maintenant que H8, au lieu de H7. Par (3.9), d0?(6y)/00 est borné, Y -, B*
est fini sous H2. Puisque o7(fy > wy > 0, {907 (0y)/0w} /() posséde donc des moments
de tout ordre. Considérons les dérivés en ce qui concerne «;. Soit By étre la matrice B pour
0 = 6y. Nous avons, d’apres (3.8)

0o ook
ot (fo) = WOZBS(LU +ZZ@oeBk “(1,1)e
k=0

k=1 (=1
par convention ag, = 0 quand ¢ n’appartient pas a {1,...,q}. Par H8, pour tout £ > 0 il

existe un entier i, € {1,..., min(q, k)} tel que

ZaogB (1,1) > ag;, BY¥™(1,1) > aBF™(1,1) > 0, (3.15)
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pour une constante positive a (on peut prendre @ = min{«ag; : ag; # 0}). Pour tout s € [0, 1],
on aura (3.8) , (3.9),

1 Oo?

el (60) = Zio:o Bg(lv 1)€?_i_k
o? Doy 0

22020(17 1) (WD + Z?:l OéOjE?jk)

= Bi7(1,1 .
< Z e < Zws BT )M, (3.16)

wo—l—aBk “C(l 1) et P

ou la derniére 1negahte découle de azx/(b+ cx) < ax®/(b*c'™*) pour tous a,x > 0, b,c > 0
et s € [0, 1]. Cette derniére inégalité provient de 'inégalité élémentaire z/(1 + x) < z° pour
tous x > 0 et tout s € [0, 1]. pour tout fixe s € [0, 1], nous montrons pour tout s € [0, 1] que

BEU(1,1)/{BE (1, 1)} < Kp pour tout k. (3.17)
Par H2 et la compacité de ©, on a  supyeg p(B) < 1. Ainsi ||B|| < Kp* pour tous k, et
ir, appartient a ’ensemble fini {1... ¢}, on a {Bgik(l, 1) ¢ < KpF, et il suffit de montrer

que BY¥7H(1,1)/Bok — i(1,1) est borné par une constante indépendante de k. Il suffit de
considérer k tel que B (1,1) # 0. Soit jy étre défini par (3.6) et soit 7; € {1,...,j0} étre
tel que i — 1 = r; — 1(mod jo), C'est i = g;jo + r; avec ¢; > 0. D’aprés (3.16) , nous avons
BETTi(1,1) = B TTU(1,1) > B8 BE'(1,1) > 0. En outre, ag,, # 0 par (3.6) . Ainsi on
peut prendre i, = r; dans (3.17) , de sorte que nous avons

BEH(1,1)/By™(1,1) < 1/8%,, (3.18)

et ainsi (3.19) est valide . Puis (3.18) donne

E@o 12 aat (90) < K{ Zp }EGO : (319)

o; 0wy

Puisque €7 a un moment d’ordre s, pour certains s € [0,1], le membre de droite dans la
derniére inégalité est fini. Par conséquent o, %(0?/0c;) a un moment d'ordre 1 & 6 = 6.
Passons maintenant aux dérivés en ce qui concerne (3;. Compte tenu de (3.6) nous avons

)
Uatg _w0§ jBk] (1,1) +§ § oBr_;(1,1)e2,, (3.20)
J

k=2 (=1

ou By; = 0 et pour k > 0, les matrices By ; définis en (3.11) sont pris a . Pour tout
0<{¢<k—jetpar (3.12) et (3.13), nous obtenons :

k—t—j k—¢
Bioy< 3 BBy Y gy gk
m=1 m=k—{—j+1
' k—¢
_ (k y _j)B(l)c—Z—] + Z Bgl—lB(j—k-i-f—i-m)’
m=k—{—j+1
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Avec (3.14), on aura
N\ k—l—j k—t—j
By (1,1) < (k= 0=7)By (L 1)+ By (1,1)
< kBETI(1,1). (3.21)
Pour k — 57 < ¢ < k nous obtenons aussi,

k—¢
Bjg; <> BR'BUTHH™ et ainsi Bi_gy(1,1) = 0. (3.22)

m=1

Par conséquent, de (3.22) on en déduit

LA ISR b ST S IREN
J k=j k=j+1 (=1
Par (3.18),0on aura
0o k—0—j
! g‘;; (60) <K+k§1;a wg(fs Bk(llk?ftl)k}l - (3.23)
Ainsi
Eq, 12 g‘;i (60) < K+K{ka’“}E90[ ] < o0, (3.24)

k=1

par des arguments déja utilisés dans (3.21). Cela permet de conclure que la premiére formule
du lemme (3.4.2) existe. Appliquons I'inégalité de Holder dans (3.18) , (3.25) avec s tel que
Eef* < oo, on peut montrer que ||o; 2002(6y)/d0||2 < oo. La seconde formule du lemme
(3.4.2) donc existe . Passons maintenant aux dérivés de second ordre de o?. 1l résulte de (3.9)
que

D*c? %o

= =0 By ;(1,1).
o wda; awaﬁ] Z bl

Ainsi, 0%07 /0wdB; < 3707 kBy 7 (1,1) < oo par (3.21) , (3.22) avec £ = 0, ce qui prouve

que 9%02(0p)/0wdb; est borné et admet des moments dans n’importe quel ordre. La méme

conclusion vaut pour {9%02(0y)/0wdb;}/o?(6y). Par (3.9) , (3.10) nous trouvons

00y § By_ij(1,1)e2
= € i 5
D00 a@laﬁj ksl e

et les arguments utilisés pour la dérivée du premier ordre en ce qui concerne [3; prouve que
{020} (0o)/0c;00} est intégrable. Différenciation (3.22) en ce qui concerne [3; donne

82 2 ) ok
a3, 8ﬁ =wo > By (L) + Y > aoBig (1, 1)ef (3.25)
Al k=0 k=2 (=1
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ol i i
OBy j —-m m— j
By = aﬁkf,j =  Bu BB+ > By BY By
J m=1 m=1
(1) (2)
Bkﬂj’ + Bkm

Nous donnons d’abord une limite aux termes du formulaire BY By, ; impliqué dans B,g j) i

Tout d’abord, notez que lorsque k < p, seul le premier k lignes de BY contiennent des termes
dépendant de la 3;. Ainsi le dernier p — k + 1 lignes de By, j sont égaux a zéro, et il en résulte

que '
BYB, ;=0 pour k<j. (3.26)

En utilisant successivement (3.13) , (3.12) , (3.15) , on obtient, pour j,j' =1,...,pet k > 0,

k
B(j)Bk,j/ — Z B(j)BSL*IB(j’)Bg*n

n=1

<ZB] n+1)B(J)Bk ny Z B” JB(J)Bk n

n=j+1

k
— BB+ S B BUBE,
n=j+1
oil par convention BY = B*+Y) = 0 pour k < 0 et Zn , Tn = 0 pour £ > k'. En utilisant a
nouveau (3.13), (3.12) nous obtenons

k
B(j)Bk’j/ < BUHI'=k) 4 Z BgijB(jl’“") pour j<k<j+7, (3.27)
n=j+1

k—j’ k
B(j)Bk,j’ - B(j’)B[’)C*J' + Z B(T)l*ij/B(])g—n 4 Z Bgiij’B(])C*n

n=j+1 n=k—j3'+1

<(k—j —j+ 1B

k
+ > ByIBUTRY k>4 (3.28)
n=k—j'+1

De (3.28) on obtient Blij)J =>F B 'BUB, . =0 pour k < j. En utilisant le fait

que la premiére colonne de BY) est nul pour j > 1, (3.28), (3.29) impliquent BIEJ)J (1,1)=0
pour j < k < j + 7. Avec le méme argument, (3.28), (3.29) et (3.30) montrent que pour
k>j3+7
k—j—j'
B2 ,(1,1)= Y By 'BYB,;(1,1)

m=1
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k—j—j'

<> (k=—m—j —j+1)By(1,1)
m=1

k—g—3)k—j—Jj+1)
2
De méme nous avons Blg:?,j’ﬂ’ 1) < k2B¥779(1,1). Donc, de (3.27) on en déduit

< BEI(1,1) < K2BEI(1,1).

k—j—j'
do?
8ﬁ5ﬁ (6o) < 2wy Z K2BEI(1,1) + 2 Z > gk By (1L 1)E}
J k=j+j’ k=j+j'+1 ¢=1
Par les arguments utilisés pour montrer (3.26), nous concluons que

1 0%2
Eg,—5 =
% 52 0B;00;

ce qui montre l'existence de la derniére formule du lemme (3.4.2) . O

(00) < 00,

Lemme 3.2.3. [C. Francq et J. M. Zakoian (2007)] Sous les hypothéses du théoréme

(3.2.1),

0l(60) 00(6))
a0 o0

0%4(6o)

Eo 000"

o < 00 et 0o

Preuve. Au vu du lemme (3.4.2), les dérivées de o? divisé par 7 possédent des moments
de second ordre. Pour ¢ = 0, la variable 5t ?/o? = n? posséde un moment de premier ordre et
est indépendant des termes impliquant o et ses dérivés. Les résultats découlent ensuite de
(2.38) , en utilisant I'inégalité de Holder. ]

Lemme 3.2.4. [C. Francq et J. M. Zakoian (2007)] Sous les hypothése de théoréme
(3.2.1),

J est non-singuliére et Vargo{‘%tago)} = {k, —1}J.

Preuve. La preuve découle du lemme (3.4.3) et des hypothéses d’identifiabilité¢ H3, H4 (et
la preuve du théoréme (2.2.2) (ii)). O

Le lemme suivant, avec le théoréme (3.1.1) (i), montre aisément que J peut étre systé-
matiquement estimé par J := 9%1,,(6,)/0000'.

Lemme 3.2.5. [C. Francq et J. M. Zakotan (2007)] Sous les hypothéses du théoréme
(3.2.1) , pour tout € > 0 , il existe un voisinage V(0y) de 0y tel que, presque sirement,

a%(e)

E 2
et , ,
°6(0)  9°(6o)
li <e. :
nioo 10 Zt < geviomne || 0606”0000 || = ° (3.50)
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Preuve. Lorsque H7 est supposé, (3.31) est une conséquence de (2.38) . Supposons mainte-
nant que H8, au lieu de H7, soit valable. Nous montrerons que le lemme (3.4.2) reste vrai
dans certains voisinage de y. Soit jo = jo(fy) étre le nombre entier défini dans (3.6). Soit
V(0p) étre un voisinage de 0 tel que

inf a; >0 et inf > 0.

9€V(6o) H ‘ 6€V 80) Fio

Pour la suite (i) = (ix(6p)) satisfaisant (3.17) et certains o > 0 (par exemple, on peut
prendre a = infgey(g,) Mingi1<i<jo) a;), on a

inf a;B**(1,1) >a inf B*%(1,1) > 0.
0€V (o) 0€V (o)

Comme pour (3.18) nous avons alors :

1 9aZ(6o) - { BMi(1,1) } k2
~ <KS sup {2 L kgas 3.31
0eV(00) OF Oy ;GEV(HO) BE-i(1,1) f7 (331

en utilisant supgey g, | B*[| < Kp", qui est une conséquence de supyeg p(B) < 1. Notez que
By ™(1,1) # 0 implique B*%(1,1) # 0 dans V(6,), mais ca BE~(1,1) = 0 n’implique pas
B%~i(1,1) = 0 dans V(6y) . Cependant, dans tous les cas, nous avons

B*i(1,1) L

Bk (1,1 = 5w
( ) Jo

En effet, la derniére égalité est simple lorsque B*#(1,1) = 0 et découle de (3.20) lorsque

B%i(1,1) # 0. 1l en résulte que le sup a l'intérieur de la somme en (3.33) est borné. Donc.

1 80,52((90)

sup —
2
bev(y) 0r  Oa

3

Une existence similaire de moments peut étre montrer pour les autres dérivés impliqués dans
la dérivée seconde de £;(0), résulte (3.31).
Maintenant, sous H7 ou HS8, le théoréme ergodique montre que

n

00,(0) 3251:(90)
0000 06006

20(0)  9*((6,)
9000 9000

lim — E sup
n—o0 N L gey(o

=[Ey, sup
0€V(60)NO

Cette attente diminue a 0 lorsque le voisinage V' (6y) diminue jusqu’au singleton 6. Ainsi
(3.32) est également prouvé. O

Le lemme suivant montre que les valeurs initiales sont asymptotiquement négligeables.

Lemme 3.2.6. [C. Francq et J. M. Zakoian (2007)] Sous les hypothéses du théoréme
(3.2.1)
H 1/22{8& (6o) c%t 6o) }H (3.32)
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et
P

(3.33)

sup
0eV(6p)NO

- " [0%(00)  9P(u(6)
<\ 9000 0600

Preuve. Nous avons :

sup

9V (60)NO 06;00; 00,00

n 2 27

oy o a(@)}‘ _1th7
t=1

ou K >0, pel0,1]et

€ 1 0% 2 1 0o? 1 Oo?
T, = 1+ L3314+ — — e - Zre L
t 065(101506{ T o} }{ - o} 00; 39 - of 00; of 06; }

On sait que, dans 'hypothése de stationnarité stricte H2, ¢; admet un moment d’ordre 6s
pour certains s > 0.

En utilisant I'inégalité de Holder, il s’ensuit que ET} < oo. L’inégalité de Markov et 'inégalité
élémentaire (a + b)® < a® 4 b° pour tous a, b > 0, s € [0, 1] entrainer

Ve>0, ]P’(Kn_l ZptTt > 5) < KE(Y))e*n~° ZpSt — 0, quand n — oo,
t=1 t=1

ce qui montre (3.35). La convergence (3.34) est représentée par des arguments similaires. [
Le lemme suivant établit la normalité asymptotique.

Lemme 3.2.7. [C. Francq et J. M. Zakotan (2007)] Sous les hypothéses du théoréme
(3.2.1) J, :== PLn(0) oo p.s. une matrice définie positive pour n suffisamment grand et

06006’
OL.(0y) ¢
0

Ly =—J,

, avec Z ~ N0, (k,—1)J '}

Preuve. Le théoréme central limite pour les différences de martingale stationnaire de carré
intégrables implique que

a] B 10
) S0 ) 5 S0 £ N0, 5y~ )

Le théoréme ergodique et le lemme (3.4.4) montrent que J,, — J presque siirement lorsque
n — o0o. La conclusion découle du lemme Slutsky. O

Retour a la preuve du théoréme (3.2.1) :

. 1 .
La notation a,, o) b, est synonyme de suites (a,) et (b,) tel que a, — b, converge a zéro en
(0]

probabilité. Quand 6y € 0, (preuve du théoréme(2.2.2) a montré que, sous H1 - H5,

ol (90)

\/_(9 —90) & = \/_ (3.34)
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Cette relation n’ est pas vérifiée quand certains coefficients égaux a zéro parceque, au moins
une composante du vecteur de gauche est une variable aléatoire positive. Au lieu de cela,
nous établirons que, pour tous 6y € O,

VB, — 05) 2 A (3.35)

oit A} = arginfyep{\ — Z,}/ J.{\ — Z,,}. Quand 6y € © on a \} = Z,, parce que A = RPHIL,
alors (3.37) se réduit a (3.38) dans ce cas. Dans le cas général, A} peut étre interprété comme
la projection orthogonale de Z, sur A pour le produit intérieur < z,y > J, = 2/J,y. 1l
sera commode d’approcher cette projection de celle de Z,, sur 'espace /n(© — 6y) qui, en
supposant que O contient un hypercube, augmente a A. Cette projection peut étre écrite

comme : \/n(0;, (Z,) — 6y) avec

0;,(Z,) = arg gg(g 1Z, — V(0 — 60|y, tandis que N> =arg )l\Iel/f\ | Z — M|,

La preuve du théoréme (3.2.1) repose sur une forme quadratique environ 6, de la fonction
de quasi-vraisemblance. En utilisant développement de Taylor pour une fonction avec des
dérivées partielles droites, on obtient, pour tous 6 et 6, dans O,

~ ~ 1,6,

o IOZTTL(HO)
1(0) = L(0) + =5 91 %)

0006

(6~ f0) + (6~ 0) (0= 0) + Ro(0) (3.36)

~ 1 1
= L(00) = 523 Ju/n(8 = B0) = 5-v/(6 = 60)' 2,

%(0 — 00)'Ju(0 — o) + Ro(0) + R5(0)

~ 1 1
= In(eo) + %Hzn - \/ﬁ<0 - 90)||2Jn - %Z;ann + Rn<0) + R;kz(g)a (337)

ou R, (6) et R’ (0) sont les termes restants qui seront discutés ci-dessous.
Nous établirons les résultats intermédiaires suivants. Pour tous 6, € ©,

L Vi05,(Z) — 0) = Oy(1)
2. V/n(b, —by) = O,(1)
3. Pour toute suite (6,) tel que v/n(6, — 0y) = O,(1),
R (0,) = Op(n_l)v R;,(0,) = Op(1)<n_1)a
) op(1)
4. HZn - \/ﬁ(gn - 9)”?@ = ”Zn - )‘QHan
5. /a0 — 6) "L A,
6. AN 5 A,
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Pour prouver (1), nous remarquons d’abord que, eu égard au lemme (3.4.4) , affirmation
selon laquelle ||z]| 5, est une norme,p.s. pour n grand, est justifié. L’inégalité du triangle donne

IV(05,(Zn) = b0) |, < 12 = V(05,(Z0) = b0)lls, + 120l 5,
< 1 Zalls, + 120l 5, = Op(1),

ot la deuxiéme inégalité est vérifiée parce que 0y € © et 6,,(Z,,) minimise || Z, —/n(0—6o)|,,
plus de © et I'égalité découle du lemme (3.4.7) . Ainsi (1) est prouvé.

Par dévloppement de Taylor :

0%I,,(07%)

i P - )+ 50 - o0y | T 0 - )

1(6) = T(60) + =55

ot le 6; se situer entre 0 et 0, le premier terme restant de (3.38) satisfait

1 [ [*1.(65)]  9°L(60)
Rn(e)_ﬁ(e—eo){{ 050 ]— TR }(9—90). (3.38)

Quand 6 = 6,,, selon le théoréme 1 (i), (3.35) , (3.32) , la différence entre les dérivés de second
ordre tend vers zéro en probabilité lorsque n tends vers 'infini. Donc

R () = 0p([10n = b0I*) = 0, (/10 = Ool[7,)-
Le second terme restant de (3.39) est donné par

R(0) = {8175(900) _ 91:;(990) }(9 — ) + %(@ - eoy{ 882"529 . Jn}(e —0).  (3.39)

Par conséquent, compte tenu de (3.34) , (3.35), nous avons

R:(6,) = 0,(n Y218 = 6o)15,) + 0p([18n — 60]|%)-

Nous avons alors

~ ~ 1 —~ 1 ~ .
In(en) - In(eo) = %HZTL - \/ﬁ(en - 90)”3n - %HZnHi + Rn(en) + Rn(en)
1 ~
- {12, = Vi@, - 1, - 1,

Fo VD, ~ 80)1) + oIV, — 801, | <.
parce que 0,, minimise L() plus de ©. Il s’ensuit que
120 = V0 = 005, < 1Zul3, + 0p(IVA0n = 00)12.) + 0| V1B = 00)]3,)
<A1 Zall. + 0p(1v/(B = 00) 1)},
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ou la derniére inégalité tient parce que ||Z,||;, = Op(1). On en déduit par l'inégalité trian-
gulaire que :

VA8 — 00|, < VRO — 00) — Zall s + | Zall
S 2||Zn Jn + OP(H\/ﬁ(é\n - 00) Jn)’

Ainsi [|v/72(8, — 00)] 7, {1 + 0,(1)} < 2| Z,]l s, = O,(1), et (2)suit facilement.

Compte tenu de (3.40) , (3.35) , (3.32) , nous avons R,(0,) = op(||0, — 6]]?) = op(n™!),
ce qui prouve la premiére partie de (3). La deuxiéme égalité découle également de (3.41) et
R (6,) = 0,(n"Y2]|6, — 6o||) + 0,(n"?). Par (A.33) , par le fait que 6, minimise I,(.) et cela
07,(Zn) minimise ||Z,, — /n(0 — 6y)||,,, et par (1)-(3) nous avons

0 < (1 Z0 — V(0o — 00)|3, — 120 — V/n(0,,(Za) — 60)I12,

= 20{Ly(0 = 1,(05,(Z:))} = 20{(Ro + By)(Bu) = (R + Ry (0,(Z0))}

< —20{(Ry + R})(0n) = (Ro + R;)(0,,(Z0))} = 0,(1)
Maintenant depuis /n(6;, (Z,) — 6y) = A} pour n suffisamment grand, (4) prouvé.
Le vecteur A} étre la projection de Z, sur le I'enseble convexe A pour le produit scalaire
< x,y >, il est caractérisé par N} € A, < Z, =AM M — X >; >0, V€A Ainsi

n)’'n

+2 < (B, —0)) — \A AN — 7, >,

2> H\/ﬁ@\n - ‘90) o )‘ﬁ”QJn + H)‘ﬁ B ZnHi
Donc, par (4)

V7B — 00) = A3, < 1120 = V1B = 00) 115, — 1120 = X215, = 0p(1),
et (v) est prouvé.

Comme (Z,, J,) £, (Z,J) par le lemme(3.4.7), alors (6) est vérifiée.
La preuve du théoréme(3.4.1) découle de (5) et de (6).

Nous avons étudié dans ce chapitre les résultats de convergence et de normalité asympto-
tique, publié par C. Francq et J. M. Zakoian en 2007, lorsque certains coefficients sont nuls.
Indépendament des difficultés mathématiques encontrées lors du déveleppement des calculs
des divers lemmes, propositions et théorémes, les résultats sont trés satisfaisant sur le plan
statistique. En effet, I’hypothése restreignante H1 a été relachée et remplacée par d’autres
qui sont plus réalisables en pratique.
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Conclusion

Ce travail constitue une introduction aux modéles ARCH/GARCH en donnant quelques
outils de base de la théorie des séries chronologiques qui présentent une dynamique non li-
néaire.

Le concept de la variance conditionnelle joue un grand role au depuis les années quatre
vingt avec larticle fondateur de Engle (1982). Il caractérise les modeéles venus élargir la
classe des modéles classiques fondés essentiellement sur une structure de dépendance linéaire
entre une variable & un instant ¢ et ses valeurs passées et celles d'un bruit blanc et de ses
valeurs passées. D’un autre coté, il est important de noter que les séries financiéres sont aussi
caractérisées par une volatilité non stationnaire et par des phénomenes d’asymétrie qui ne
peuvent pas étre pris en compte par les modélisations classique.

Les représentations des différentes approches qui s’offrent a nous pour estimer les parameétres
du modéle ARCH/GARCH stationnaire, entre autres la méthode de moindres carrés de Bose
et Mukherjee (2003) et le maximum de vraisemblance. Nous les avons détaillé, par suite
un intérét particulier a été accordé a l'estimateur (M.V) du modéle GARCH(p, q) lorsque
certains coefficient sont nuls. Les résultats de convergence asymptotiques et de normalité
asymptotique ont été présentés et cela sous d’autres conditions que les hypothéses classiques.

Ce travail ouvre de perspectives futures dans le domaine de l'inférence statistique. Plus
praticuliéerement, il serait intéressant de développer la méme idée sur un autre modeéle de
série chronologique, tel que le IGARCH, MGARCH et de trouver des conditions moins fortes
en supposant que certain coefficients sont nuls afin d’obtenir la consistence et la normalité
asymptotique.
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Annexe

Martingale

Définition 3.2.1. (Martingale) Soit {X;; t € N} suite de variables aléatoires réelles (v.a.r)
sur un espace probabilisé

(L, F,p), et (Fi),en est une suite de tribu. La suite {(Xy, Fy) : t = 1,2...} est une
martingale si et seulement si :

1. F, C Figas

2. X; est Fi-mesurable ;

3. (X)) < oo

4. E(Xt_i_l’f.t) - Xt.
Quand on dit que {Xy; t € N} est une martingale, on prend implicitement F; = o(Xs, s < t),
c’est-a-dire la tribu engendrée par les valeurs passées et présentes.

Définition 3.2.2. (Différence de martingale) Soient {X;; t € N} une suite de variables
aléatoires réelles (v.a.r), et (F),oy est une suite de tribu. La suite {(X;, F;) 1t =1,2,...} est
une différence de martingale (ou une suite d’accroissements de martingale) si et seulement
81

1. F, C Fiyq;

2. X, est Fy-mesurable;
3. E(]Xy]) < o0

4. E(Xy1|F) = 0.
Ergodicité

On dit qu’'une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte des grands nombres.
Certaines transformations de suites ergodique restent ergodique.

Théoréme 3.2.2. Si {Z;; t € Z} est une suite fortement stationnaire et ergodique.

et si f:R* — R est une fonction mesurable.

et soit Yy = f(-++ , Zy1,Z4, Zy_1,- -+ ), alors {Yy; t € Z} reste un suite fortement stationnaire
et ergodique.
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Théoréme 3.2.3. d’ergodicité) Si {Zy; t € Z} est strictement stationnaire et ergodique, si
f est mesurable et si E{|f(..., Zi_1, Z4, Zis1,...)|} < 00, alors :

1 n
ﬁ Zf( v Ly, Ly Ly, - ) - ]E{f( con Dy, Ly Ly - ~)}P~S-
t=1

Théoréme de chung-fuchs

Théoréme 3.2.4. (Sur les marches aléatoires) Si X ..., X, est une suite iid telle que
E(X) =0 et E|X;| > 0, alors p.s.

lim supZXi =+
n—oo T
et .
lim infz X, = —o0.
i=1

Critére de Cauchy

Définition 3.2.3. (Critére de Cauchy pour la convergence d’une suite de terme a, > 0)
1

Soit A = limsupay; .
SiA<1l= >, a, <o,
SiA>1= %" a,=+00.

La régression Linéaire Multiple
En statistique et en économétrie, un modeéle de régression linéaire est un modéle de régression
d’une variable expliquée sur une ou plusieurs variables explicatives dans lequel on fait I'hy-
pothése que la fonction qui relie les variables explicatives a la variable expliquée est linéaire
dans ses paramétres, formellement, on modélise la relation entre une variable aléatoire y et
un vecteur de variables aléatoires x.

Définition 3.2.4. De maniére générale, le modele linéaire peut s’écrire de la maniére sui-
vante :

y = Bo+ bix1 + Poxa + - - + Brxk + 1,

ot la variable y est appelée la variable expliquée ou variable endogéne, et les variables (xy, za, ..., xy)
sont appelées variables explicatives, variables exogénes ou encore prédicteurs, et i est appelé
terme d’erreur ou perturbation.

Notations
On rencontre principalement trois types de notations :
Notation simple
On considére le modéle pour I'individu 7. Pour chaque individu, la variable expliquée s’écrit
comme une fonction linéaire des variables explicatives :

Yi = Bo+ bz + -+ Brwr, + p.
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Notation vectorielle

La notation vectorielle est similaire a la notation simple mais on utilise la notation vectorielle
pour synthétiser la notation. Cette notation est pratique lorsq’il y a grand nombre de variables
explicatives. On définit 5 = (0o, f1,...,0k) le vecteur des paramétres du modéle, et x; =
(1,z14,...,2x,) le vecteur des variables explicatives pour 'individu 7, le modéle se réécrit
alors de la maniére suivante :

yi = 2'if8 + ;.
Notation matricielle

Enfin, On rencontre aussi souvent une notation matricielle, ici, on écrit le modéle pour chacun
des n individus présents dans I’échantillon, le modéle s’écrit alors :

y=XB+u,
(7} fEi1 Iz -0 oy o I
avec : y — y:2 X = l’:2 _ 1 To1 - Xk = I = M2
ZJ.n SU;n Izl o apg Bk P

Théoréme de Wold-Cramer

Théoréme 3.2.5. Pour une suite (Z,) de vecteurs aléatoires de dimension d, Zni>Z st et

seulement si pour tout A € R%, on a )\/Zniv\’Z.

Théoréme central limite T.C.L pour différence de martingale stationnaire

Théoréme 3.2.6. Si (v, F) est une différence de martingale vy est Fy-mesurable et B(v|Fy_q) =
0, stationnaire ergodique, de carré intégrable, telle que V(v;) = o2 # 0, alors

% Z v—5N(0,02).
t=1

T.C.L de Lindeberg

Théoréme 3.2.7. On suppose que, pour chaque n > 0, (7772zk7~7:nk)keN est une différence de
martingale de carré intégrable. Soit o2, = E(n2,| Fup-1))- Si

n
2 P 9
E o —05 quand n — o0,
k=1
ol 03 est une constante strictement positive, et
n
2

E Emeli.ze) — 0 quand n — oo,
k=1

pour chaque réel positif €, alors Y ,_, nnkiu\/(o, 0d).
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Lemme de Slutsky

Lemme 3.2.8. Soit {X,,}n—0
soit {Yn}no....
c € R, alors X,, +Y,, tend en loi vers X + ¢ et X,,Y,, tend en loi vers cX.

.....

Lemme de césaro

Lemme 3.2.9. Soit {a,; n € N*} une suite de nombre réels ou complezes, si elle converge
vers { alors la suite des moyennes de Césaro converge également vers { :

n
C, = Zak —{, quand n — .
k=1

Lemme Borel-cantelli

Lemme 3.2.10. Soit (A,)(n > 1) une suite d’événement, posons A* = limsup,,_, ., A,.

a Siy .- P(A,) < oo, alors P(A*) = 0. Autrement dit, avec une probabilité égale a 1 au
plus un nombre fini d’événement A, se réalisent .

b Supposons les événement A, indépendant deux o deux. Si ) o, P(A,) = +oo, alors
P(A*) = 1. Autrement dit, avec une probabilité égale a 1, une infinité d’événement A, se
réalisent.

Inégalité de HOlder

Définition 3.2.5. Soit p,q € [1, 0], %%—i =1, et soit X et Y deux variables aléatoires
telles que E(|XP) < oo et E(|Y|?) < 00. Alors E(|XY|) < o0 et

E(|XY]) < (EIX[)P(E[Y|7)!1.

Inégalité de Minkowski

Définition 3.2.6. Soit p,q € [1,00][, et soit X et Y deux variables aléatoires alors :

E(X +Y]) < (E[X[")Y + (E[Y]7)0.

Cauchy-schwartz

Définition 3.2.7. Si les variables X et'Y sont de carré intégrable, alors :

E(XY)] < VE(X2)VE(Y?).
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Inégalité de Markov

Définition 3.2.8. Soit Z une wvariable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) et supposée p.s. positive ou nulle alors : ¥ a >0, P(Z > a) <E(Z)/a.

Inégalité de Jensen

Définition 3.2.9. Soit f une fonction convexe sur un intervelle réel I et X une variable
aléatoire & valeurs dans I, dont E(X) existe. Alors

SEX)) < E(f(X)).

Théoréme de beppo-levi
Théoréme 3.2.8. Soit (Z,)nen une suite p.s. croissante dans L(2, F,P) de limite Z

E(Z,)nen est p.s. croissante et convergente vers E(Z),  lorsque n — 0.

Convergence en probabilité

Soit {a,, m=1,2,...} une suite de nombres réelles strictement positifs et soit
{X,, n=1,2,...} une suite de variables aléatoires dans le méme espace probabilisé.
Définition 3.2.10. (Convergence en probabilité vers zéro) On dit que X, converge

vers zéro en probabilité, on écrit X, = o0,(1) ou X, 50 s pour tout € > 0,
P(| X, >¢) —0 quand n — oc.

Définition 3.2.11. (Bornitude en probabilité) On dit que {X,} est borné en probabilité,
on écrit X,, = Op(1), si pour tout € > 0, 3d(e) € [0, 00],

P(|X,| >d(e)) <e V n.

Définition 3.2.12. (Convergence en probabilité et l’ordre en probabilité) (i) X,

converge en probabilité vers une variable aléatoire X, on écrit X, £, X, st et seulement si
X, — X =o0,(1).

(1) X, = op(ay) si et seulement si a,' X, = 0,(1).

(i11) X, = O,(ay) si et seulement si a,' X,, = Op(1).

Proposition 3.2.9. 5i X,, et Y,, n=1,2,..., des variables aléatoires dans un méme espace
probabilisé et a, >0, b, >0, n=1,2,..., alors

(i) si X, = o,(ay,) et'Y, = o0,(b,), on aura

XY, = op(anby), X, +Y, = op(max(ay,, b)),

| X" = op(ay,) pour r > 0.

(it) si X,, = op(ay) et'Y, = O,(b,) on aura :

XY, = op(anby).
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(i) Reste vraie méme si on remplace o, par O,,.
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