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Résumé

La contribution de cette these consiste a proposer des approches basées sur la méthode des
itérations variationnelles pour la résolution des problemes de controle optimal des systemes
dynamiques décrits par des équations aux dérivées partielles. Cette classe de systemes est
appelée systemes a parametres distribués ou systemes de dimension infinie. L’application de
la méthode des itérations variationnelles permet d’approcher itérativement la solution du
probleme de controle en démarrant d’une approximation initiale de la solution.

Pour déterminer la solution du probleme de controle optimal de dimension infinie, deux
approches ont été proposées. Dans la premiere, on utilise le principe du minimum de Pon-
tryagin pour dériver les conditions nécessaires d’optimalité sans aucune transformation du
probleme de départ. Ces conditions sont données sous forme d’un ensemble d’équations aux
dérivées partielles couplées, appelées équations de Hamilton-Pontryagin. Dans la deuxieme
approche, en utilisant la méthode des lignes, le probleme de controle optimal des systemes
a parametres distribués est réduit a un probleme de controle optimal des systemes a para-
metres localisés, c’est-a-dire a un systeme décrit par des équations aux dérivées ordinaires.
Le probleme de controle optimal obtenu est résolu en utilisant le principe du minimum de

Pontryagin basée sur la méthode des itérations variationnelles.
Mots Clés : Controle optimal, équations aux dérivées partielles, équations différentielles,

principe du minimum de Pontryagin, méthodes itératives, méthode des itérations variation-

nelles, méthode des lignes.
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Abstract

The contribution of this thesis is to suggest a design approach, based on the variational
iteration method, to solve optimal control problems of dynamic systems described by par-
tial differential equations. This class of systems is called distributed parameter systems or
infinite dimensional systems. The application of the variational iteration method allows to
approach iteratively the solution of the optimal control problem by starting from an initial
approximation of the solution.

To solve the optimal control problem of infinite dimension, two approaches are proposed.
In the first approach, the minimum principle of Pontryagin is used to derive the necessary
optimality conditions without any transformation of the initial problem. These conditions
are given by a set of coupled partial differential equations known as the Hamilton-Pontryagin
equations. In the second approach, by using the method of lines, the optimal control problem
of distributed parameter systems is converted to an optimal control problem of a lumped
parameter systems, that is, a system described by ordinary differential equations. Then, the
obtained optimal control problem is solved using the Pontryagin’s minimum principle based
on the variational iteration method.

Keywords : Optimal control, partial differential equations, ordinary differential equa-
tions, Pontryagin’s minimum principle, iterative methods, variational iteration method, me-
thod of lines.
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Notations

R ensemble des nombres réels

R espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels,
R™ espace vectoriel de dimension m construit sur le corps des réels,
N ensemble des entiers naturels

7 ensemble des entiers relatifs

M, (R) ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R,
M, m(R) ensemble des matrices carrées d’ordre n x m a coefficients dans R,
€ nombre petit positif (tolérance),

@) ouvert de R",

R résolvante,

Q sous-ensemble de R",

w sous-ensemble de €2,

on="r frontiere de (2,

z variable d’espace,

t variable du temps,

[0, {] intervalle fermé de R d’extrémités 0 et [,

[0, t¢] intervalle fermé de R d’extrémités 0 et ¢y,

xr = (11, To, -+ ,1,)T € R™  vecteur d’état,

u = (uy, ug, ++ ,uy)T € R™  vecteur de controle,

p=(p1, p2,- - ,pn)T € R" vecteur adjoint,

A multiplicateur de Lagrange général,
T transposée de z,
dx
T = " dérivée temporelle,
ox . . . R
s ou xy dérivée partielle du premier ordre par rapport a t,
x
5 ou z, dérivée partielle du premier ordre par rapport a z,
agx . .
25 OU Ty, dérivée partielle du second d’ordre par rapport a z,
z
U

— dérivée normale extérieure,



NN
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| ou t.q
p-p
max
min
sup

inf

fonction hamiltonienne,

fonction de Lagrange,

espace des états,

espace des controles,

espace des controles admissibles,

tel que

presque partout

maximum

minimum

borne supérieur

borne inférieur

limite

variété de R"

espace tangent a M au point x

espace cotangent a M au point x

ensemble des fonctions contintiment différentiables,

ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables sur €2, £ > 0
{f mesurable sur Q et [, | f(2) [P dz <0} 1<p<oo

{f mesurable sur 2 et il existe ¢ > 0 t.q. | f(2) |[<¢, p.p surf},
espace des fonctions fortement mesurables sur |0, ¢¢[ & valeur dans X
opérateur différentiel

opérateur adjoint de A

domaine de l'opérateur A

espace des opérateurs linéaires continus de E dans F

produit scalaire,

espace de Hilbert,

valeur absolue ou module,

norme euclidienne classique sur R”,

norme de I'espace H

espace des fonctions numériques indéfiniment différentiables et a support compact
espace de Sobolev d’ordre 1

adhérence de D dans H'(Q)

espace de sobolev d’ordre m (défini ici pour m € N, par convention d’écriture

H(Q) = L*())
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Introduction Générale

La théorie du controle est une branche interdisciplinaire de I'ingénierie et des mathéma-
tiques. La théorie du controle analyse les propriétés des systemes commandés, c’est-a-dire les
systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’'une commande [94]. L’objectif
alors est de déterminer une commande qui permet de transférer le systeme d’un état initial a
un état final. Cet objectif doit étre réalisé en optimisant une certaine fonction cotut, appelée
critere, tout en satisfaisant un certain nombre de contraintes, ce qu’on appelle probleme de
controle optimal.

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme dépendant d'un pa-
rametre dynamique appelé controle. Pour le modéliser, on peut avoir recours a des équations
différentielles [96, 53, 60, 61], des équations intégrales, des équations intégro-différentielles,
des équations aux dérivées partielles [75, 62, 63, 81, 78, 72, 21|, et des équations stochas-
tiques. Les problemes de controle optimal décrits par les équations différentielles ordinaires
sont appelés des systemes de controle a parametres localisés ou systemes de controle de di-
mension finie. Tandis que les problemes de controle décrits par les équations aux dérivées
partielles sont appelés des systemes a parametres distribués ou répartis ou problemes de
controle optimal de dimension infinie [28, 29].

Les différentes approches proposées dans la littérature pour la résolution d’'un probleme
de controle optimal peuvent étre scindées en deux classes [88, 80, 18]. La premiere, dite
approche directe, consiste a discrétiser le probleme de controle optimal tel qu’il est posé et de
le convertir en un probleme d’optimisation statique [95, 88, 19, 21] qu’on peut résoudre par
des méthodes d’optimisation déterministe ou stochastique [17, 13, 23]. La deuxiéme approche,
dite approche indirecte ou apres optimisation, est basée sur la programmation dynamique ou
sur le principe du minimum de Pontryagin. En utilisant ’approche indirecte, la résolution
du probleme de controle revient a discrétiser les conditions nécessaires d’optimalité et par la
suite d’obtenir un systeme d’équations linéaires ou non linéaires.

Les conditions d’optimalité d’un probleme de controle optimal sont obtenues par deux
grandes formulations, a savoir la programmation dynamique et le principe du minimum de

Pontryagin. La programmation dynamique basée sur le principe de Bellman [15] conduit a
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I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Cette équation, donnée par une équation aux déri-
vées partielles, est une condition suffisante d’optimalité, tandis que le principe du minimum
de Pontryagin [76] qui est une généralisation de la théorie des variations, [52, 60, 10] fournit
une condition nécessaire d’optimalité de la loi du controle optimal. Ces conditions néces-
saires sont données sous forme d'un systeme d’équations différentielles ordinaires pour les
problemes de controles optimal des systemes a parametres localisés. Cependant, ces condi-
tions sont données par un systeme d’équations aux dérivées partielles pour les problemes de
controle optimal des systemes a parametres distribués. Ce systeme d’équations différentielles
est appelé équations de Hamilton-Pontryagin.

Depuis longtemps, des chercheurs se sont intéressés a la résolution des problemes de
controle optimal en approchant la solution des conditions d’optimalité. Il est a noter que
la théorie du controle optimal des systemes décrits par les équations différentielles est re-
lativement avancée par rapport a la théorie de controle optimal des systemes décrits par
les équations aux dérivées partielles. Pour les systemes de controle optimal décrits par les
équations différentielles ordinaires, plusieurs méthodes ont été développées pour obtenir la
solution numérique de I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ; telle que la méthode d’ap-
proximation de Galerkin [14], les méthodes de collocation [37, 12, 51], ainsi que la solution
numérique des équations de Hamilton-Pontryagin, en utilisant la méthode de tir [59], la mé-
thode de tir multiple [92] et les méthodes de collocation indirectes. Pour les problemes de
controle optimal des systemes décrits par les équations aux dérivées partielles, I'obtention
de la solution des conditions nécessaires d’optimalité est difficile en raison de la complexité
des équations a manipuler. Pour surmonter cette difficulté de résolution, ces systemes sont
généralement approchés par des systemes de controle optimal décrits par les équations diffé-
rentielles en utilisant entre autre : la technique de semi-discrétisation [86, 54|, la technique
de paramétrisation par les fonctions orthogonales [98, 26, 50, 64, 30].

Ces dernieres années, des méthodes semi-analytiques pour la résolution des équations
différentielles ont été proposées dans la littérature [79]. Ces méthodes ont été utilisées par
des mathématiciens et des chercheurs pour résoudre une tres grande variété d’équations :
linéaires, non linéaires, homogenes et non homogenes. Ces methodes donnent des approxi-
mations successives qui convergent rapidement vers la solution exacte si elle existe, dans le
cas ou la solution exacte est difficile a calculer ou ne peut s’obtenir a l'aide de procédés
élémentaires, ces méthodes donnent une solution approchée sous forme d’une série tronquée
avec une trés grande précision. La solution est obtenue en utilisant des processus itératifs
en choisissant une approximation initiale déterminée en considérant les conditions initiales
et/ou les conditions aux limites du probléme considéré. Parmi ces méthodes, on peut citer

la méthode de décomposition d’Adomian [5, 6, 7], la méthode des itérations variationnelles
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[39, 41, 44, 43, 47, 49], 1a méthode de perturbation d’homotopie [42, 45, 46, 48]. Ces méthodes
itératives sont aussi utilisées pour la résolution des probléemes de controle optimal décrits par
les équations différentielles, en résolvant 1’équation de HIJB [33, 73, 58], les équations de
Hamilton-Pontryagin [65, 31, 34, 107], et les équations d'Euler-Lagrange [16].

La méthode des itérations variationnelles introduite par le mathématicien chinois Ji Huan
He, en 1997, a été démontrée par plusieurs chercheurs qu’elle est fiable et efficace a des fins
analytiques et numériques [1, 101, 102]. Des études de comparaison rapportées dans la lit-
térature révelent la supériorité de la méthode des itérations variationnelles et sa simplicité
[99]. Ceci est justifié par le nombre important des applications de cette méthode dans diffé-
rents domaines [69, 70, 47, 3]. Dans cette these, la méthode des itérations variationnelles est
adoptée pour la résolution des conditions d’optimalité d’un probleme de commande optimale,
en dimension infinie, obtenues en utilisant le principe du minimum de Pontryagin. L’objectif
principal consiste a proposer un algorithme permettant d’identifier I’état initial des variables
adjointes et a localiser la solution globale.

Le reste de la these est structuré comme suit :

Le premier chapitre de ce manuscrit présente des définitions et des généralités sur le
controle optimal, les conditions d’existence de solutions optimales de problemes de controle
décrits par des équations différentielles ordinaires et partielles, ainsi que les conditions néces-
saires d’optimalité déduites en utilisant le principe du minimum de Pontryagin.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de quelques méthodes numériques
directes et indirectes pour approcher la solution de problemes de controle optimal décrits par
des équations paraboliques.

Dans la premiere partie du troisieme chapitre on aborde tout en expliquant le principe
des méthodes itératives, telle que la méthode de décomposition d’Adomian, la méthode de
perturbation d’homotopie, ainsi que la méthode des itérations variationnelles. L’étude est
axée sur la méthode des itérations variationnelles utilisée dans cette these pour la résolution
des problemes de controle optimal. Dans la deuxieme partie, on présente le principe de la
méthode des lignes couplée avec la méthode des itérations variationnelles pour la résolution
des équations aux dérivées partielles.

Dans le quatrieme chapitre, on présente les résultats obtenus dans ce travail sur la ré-
solution des problemes de controle régis par les équations aux dérivées partielles. Dans la
premiere partie, on utilise la méthode des itérations variationnelles pour approcher la solu-
tion des conditions nécessaires d’optimalité données par un systeme d’équations aux dérivées
partielles. Dans la deuxieme partie, on donne une nouvelle approche de résolution basée sur
le couplage de la méthode des lignes et la méthode des itérations variationnelles. Dans ce

cas, le probleme de controle optimal des systemes a parametres distribués est transformé en
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un probleme de controle a parametres localisés en utilisant la méthode des lignes, ensuite
pour approcher la solution des équations de Hamilton-Pontryagin, la méthode des itérations

variationnelles est utilisée.
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Chapitre 1

Généralités sur le controle Optimal

des systemes dynamiques

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions générales sur le controle optimal
des systemes dynamiques. Le chapitre est décomposé en deux parties. La premiere partie est
dévouée a ’étude des problemes de controles optimal des systemes décrits par les équations
différentielles ordinaires. La deuxieme partie est consacrée a I’étude des problemes de controle
optimal des systemes décrits par les équations aux dérivées partielles. Pour chaque classe de
problemes, on aborde la notion de controlabilité, les conditions d’existence de controle optimal

et de trajectoires optimales, ainsi que les conditions nécessaires d’optimalité.

1.2 Probleme de contréle optimal en dimension finie

Les étapes principales pour la formulation d’un probleme de controle optimal sont la
modélisation du systeme a controler, la spécification du critere a optimiser et les contraintes
physiques a satisfaire, i.e. la trajectoire, les conditions initiales et finales du probleme.

Soit :

x(t) = (z1(t), 22(t), -, x,(t)) € R (1.1)

le vecteur caractérisant 1’état du systeme a 'instant ¢, qu’on appelle vecteur d’état, et soit
u(t) = (u(t), ua(t), ..., um(t)) € R™, (1.2)

le vecteur du controle qui agit sur I’évolution du processus.



La problématique générale du controle optimal est la suivante : Soit M une variété diffé-
rentiable de dimension n (on suppose ici que M est un ouvert convexe de R"), et soit ¢ un
ouvert de R™.

Considérons le systeme de controle général donné par :

{ (t) = fz(t),u(t),t), tel0ty], (1.3)

z(0) = xy.

avec z(t) € M, u(t) € U, et f est une application de classe C* définie sur M x U x [0,t]
a valeur dans R". Les controles u(-) sont des fonctions mesurables a valeurs dans U C R™.
On suppose que le champ de vecteur f est suffisamment régulier, de sorte que pour toute
condition initiale zy € M et tout controle u(.) € U, le systeme (1.3) admet une solution z(t)
unique.

Soit fO une fonction de classe C' sur M x U x [0, t¢], et g une fonction continue sur M.
Notons par U,; 'ensemble des controles admissibles, alors pour tout controle u € U,q, on

définit le colit de la trajectoire associée z(t) sur 'intervalle [0, ¢f] par :

J(u) = / P(t), ult), Ot + gty 2(t,) (1.4)

Soient M et M; deux ensembles de M, alors le probleme de controle optimal est de déter-
miner les trajectoires () solution de & (t) = f(z(t), u(t),t) telles que x(0) € My, z(ts) € M,
et minimisant le cout J(u).

Dans certains problemes de controle optimal des contraintes sur les variables d’état et de
controle sont a prendre en considération. En général, on distingue deux types de contraintes :
instantanées et intégrales. Notons aussi que les conditions terminales (initiales et finales)
représentent réellement des contraintes définies aux bornes de 1'horizon de contrdle. Les

contraintes instantanées sont données comme suit :
vVt € [0, ty], ci(x(t), u(t), t) <0, ¢ €R™ (1.5)

Les contraintes intégrales prennent la forme suivante :

vt € [0, ty], /tf ci(x(t), u(t), t)dt <0, ¢ €R™ (1.6)



1.2.1 Controlabilité en dimension finie

Considérons le systeme dynamique linéaire suivant :

{ i(t) = A(t) 2(t) + B(t) u(t) + (), 1 € [0, 1), an

2(0) = o,

ol A, B et r sont trois applications localement intégrables sur [0, ¢;] a valeurs respectivement
dans M, (R), M, ,(R) et M, ;(R).
L’ensemble des controles u considérés est I'ensemble des applications mesurables et loca-

lement borné sur [0, ¢;] & valeurs dans le sous-ensemble &/ C R™.

Définition 1.1
Le systéme controlé (1.7) est dit contrélable en temps ty si pour tous xo et x1 € R, il existe

un controle u tel que la trajectoire associée relie xy et x1 en temps ty.

1.2.2 Définition des différentes notions de controlabilité

Les notions de controlabilité peuvent également différer selon la forme des cibles 7 a
atteindre. Par exemple, on peut ne chercher a atteindre que I’état nul z; = 0, cas duquel on
parle de controlabilité a zéro, ou alors ne chercher a atteindre que les cibles correspondant a
des trajectoires, ce qui consiste a controler aux trajectoires [68].

Ces notions de controlabilité sont toutes équivalentes en dimension finie (c¢’est-a-dire pour
le cas des systemes d’équations différentielles ordinaires) mais qui sont bien distinctes en
dimension infinie (c’est-a-dire pour le cas des systémes d’équations aux dérivées partielles).

Les différents concepts de controlabilité se définissent plus précisément de la fagon sui-

vante :

Définition 1.2 [68]

— Controlabilité exacte : on dit que le systéme (1.7) est exactement contrélable au temps
tf >0 st

V(zo, 1) € R" x R", Ju e U/ x(ts; xo, u) = x1. (1.8)

— Controlabilité approchée : on dit que le systeme (1.7) est approzimativement contrélable

au temps ty >0 si :

V(zo, 1) € R" X R", Ve > 03u € U/ ||x(tf; xo, u) — x1||rn < €. (1.9)



— Contrélabilité auz trajectoires : on dit que le systeme (1.7) est contrélable auz trajec-

toires au temps ty > 0 s1 :
Vg € R", V(zf, v*) €e R" x U, Ju e U/ x(ty; o, u) = x(ts; x5, u*). (1.10)

— Controlabilité a zéro : on dit que le systéme (1.7) est controlable a zéro au temps ty > 0
St :
Ve € R", 3u e U/ x(ty; xo, u) = 0. (1.11)
a) Controélabilité des systémes linéaires instationnaires

Considérons le systeme de controle (1.7), et soit :
R() =10, tf] - M,(R), (1.12)
la résolvante du systeme linéaire homogene
x(t) = A(t) z(t), (1.13)

définie par :
R(t) = A(t) R(t), (1.14)
R(0) = I, |

ou I,, est la matrice identité d’ordre n. Le théoreme suivant nous donne une condition néces-

saire et suffisante de la controlabilité.

Théoréme 1 [9/]

Le systeme de controle

(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) +r(t), t € [0, ty], (1.15)
z(0) = xo, '
est controlable en temps ty si et seulement si la matrice de controlabilité
ty
C(t) = / R B() BEOTRE) 7 dt, (1.16)
0

est inversible.



b) Critere de contrélabilité de Kalman

On suppose dans cette partie que le systeme (1.7) est autonome, c’est-a-dire que pour
t €0, tf], A(t) = A et B(t) = B. Le systeme (1.7) s’écrit alors :

t(t) = Ax(t) + Bu(t), t €]0, ty] (1.17)
Définition 1.3
On définit la matrice de Kalman par :

C= (B, AB, A’B --- ,A"'B). (1.18)

La condition nécessaire et suffisante pour la controlabilité du systeme (1.17) est donnée par

le Théoreme suivant.

Théoréme 2 [9/]
On suppose que U = R™, le systéme (1.17) est controlable en temps t* (quelconque) si et

seulement si la matrice C est de rang n.

C) Critere de Kalman pour les systémes non autonomes

Silverman et Meadows [91] ont généralisé le critere de Kalman au cas des systemes pour
lesquels les matrices A et B dépendent du temps. On suppose A € C"2([0, ¢;], M, (R)) et
que B € C"7I([0, ts], M, (R)).

On définit la famille (B;(t))o<j<n—1 €n posant :

d . (1.19)
B;(t) = A(t) Bj-1(t) = 7 Bja(t), ¥Vj=1,--- ,n—1

et on considere, pour tout ¢ € [0, t/], la matrice C(t) de M, ,,(R) définie par :

C(t) = (Bo(t), Bi(t), -, B,_1(1)). (1.20)

Remarquons que si les matrices A et B sont constantes, alors pour tout ¢ € [0, t], C (t)=C,

ou C est la matrice de Kalman donnée en (1.18).



1.2.3 Controlabilité des systemes non linéaires

Considérons le systeme de controle non linéaire suivant :

{ i(t) = f(a(t) u(t), £), 1€ [to. 1), (L.21)
ou z(t) € R™, u(t) € R™ sont respectivement la variable d’état et la variable de controle,
(z(t), u(t)) € O, ot O est un sous-ensemble ouvert de R™ x R™.

La controlabilité des systéemes non linéaires est une généralisation de la controlabilité des
systemes de controle optimal linéaires. Mais, on ne dispose pas de condition nécessaire et
suffisante de controlabilité pour un systéme non linéaire. On a une condition suffisante de

controlabilité locale qu’on peut obtenir par linéarisation.

Définition 1.4

On dit que le systéme (1.21) est localement contrélable au point xy s’il existe un voisinage
V de xg tel que pour tout 1 € V, il existe un temps fini t; et un contréle admissible u(.) :
0, t7] = U tel que x1 = x(ts, x0, u(.)).

Définition 1.5

Une trajectoire du systéme de controle (1.21) est une fonction (z(t), u(t)) : [0, tf] = O tel
que t; > 0, z(t) € CO([0, t7]; R™), u(t) € L>([0, t;]; R™), 3 un ensemble compact K C O tel
que (z(t), u(t)) € K pour presque tout t € [0, ts], on ait :

T(ty) = z(t1) + /t 2 f(z(t), u(t), t)dt, ¥(t1, t2) € [0, t¢]. (1.22)

Définissons maintenant la notion de controlabilité le long d’une trajectoire.

Définition 1.6

Soit (z(t), u(t)) : [0, tf] — O une trajectoire du systéme de controle &(t) = f(x(t), u(t), t). Le
systéme de controle ©(t) = f(x(t), u(t), t) est localement contrélable le long de la trajectoire
(Z(t), u(t)) si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout (a, b) € R™ x R" avec
|a—z(0) |[<net]|b—z(ty) |<n, il existe une trajectoire (z, u) : [0, tf] — O tel que :

z(0) =a, z(ty) =0,
| u(t) —u(t) |[<etel0, ty].

Introduisons maintenant la notion de systeme de controle linéarisé le long d’une trajectoire.



Définition 1.7
Le systéme de controle linéarisé le long d’une trajectoire (Z(t), u(t)) : [0, tf] — O est le
systeme de controle linéaire donné par

x(t) = g—i(f(t), u(t)) z(t) + %(:E(t), a(t))u(t), telo,ts. (1.23)

En utilisant les définitions (1.4)—(1.7), on introduit le résultat suivant qui donne une condition

sur la controlabilité locale des systemes non linéaires.

Théoréme 3 [27]

Soit  (z(t), u(t)) : [0, tf] = O wune trajectoire du systéme de contréle non linéaire
(t) = f(z(t), u(t), t). Supposons que le systéme de contrile linéarisé le long de la trajectoire
(z(t), u(t)) est contrélable, alors le systéme de controle non linéaire &(t) = f(z(t), u(t), t)

est localement controlable le long de la trajectoire (Z(t), u(t)).

1.3 Meéthodes de calcul du controle optimal

Pour déterminer la solution d'un probleme de controle optimal, il y a essentiellement deux

classes de méthodes : les méthodes directes et les méthodes indirectes [88, 80, 18].

1.3.1 Méthodes directes

Les méthodes directes consistent a convertir le probleme de controle optimal en un pro-
bleme de programmation non linéaire en effectuant une discrétisation totale du probleme.
Ensuite, la commande est déterminée en résolvant le probleme d’optimisation obtenu par
des techniques d’optimisation classiques déterministes ou stochastiques [20]. Dans ce cas,
les variables d’optimisation représentent les commandes a appliquer aux différents instants
d’échantillonnage.

Le principe général consiste a discrétiser le modele d’état en utilisant, par exemple la mé-
thode d’Euler, puis de remplacer les solutions (variables d’état en fonctions des commandes)
dans le critere et les contraintes, ainsi le probleme de controle optimal prend la forme d’un
probleme d’optimisation statique.

Une revue des différentes méthodes faisant partie de cette classe peut étre trouvée dans
(88, 32, 95]



1.3.2 Méthodes indirectes

Les méthodes indirectes sont basées sur deux grandes formulations, la premiere étant
la programmation dynamique, la deuxieme étant la formulation variationnelle qui est basée
sur la méthode du multiplicateur de Lagrange et le principe du minimum de Pontryagin.
L’approche indirecte consiste a dériver les conditions nécessaires d’optimalité du probleme de
controle qui sont données par un ensemble d’équations différentielles telles que les équations
d’Euler-Lagrange [71], les équations de Hamilton-Pontryagin [76] et I’équation d’Hamilton-

Jacobi-Bellman [15]. Le principe de chaque approche est décrit dans ce qui suit.

Programmation dynamique

Le principe de programmation dynamique pour les problemes de controle optimal a été
introduit par Bellman en 1952 [15]. Ce principe s’énonce comme suit :

si un controle u(t) est optimal entre 0 et ¢; pour la condition initiale x(0), alors il est
aussi optimal entre ¢t et ¢y, ¢ > 0 avec la condition initiale au temps ¢”

Ce principe, sous sa forme continue, conduit a 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB). Cette derniere est donnée comme suit :

{ Tr(x(t), ) + Hz@t), u(z(t), J5, t),J5, ) =0, (124
J(x(ty), tr) = g(ty, x(ty)),
J*(x(t), t) = muin {/t ' O >z(r), ul(r), 7) dr + g(ty, x(tf))} , T E L, ty], (1.25)
et
H(x(t), u(x(t), Ji, t), 5 t) = Ilfl(ltl)iH(x(t), u(t), J;, t), (1.26)

Ha(t), u(t), Iy, t) = [O(x(t), ul®), ) + T (x(t), t) (f(2(t), ult), 1)), (1.27)

est la fonction hamiltonienne.
La solution analytique de cette équation aux dérivées partielles est généralement difficile,

voire impossible. C’est pourquoi cette approche est peu utilisée.

Equation d’Euler-Lagrange

L’idée de Lagrange est d’introduire une variable additionnelle p de méme dimension que

le vecteur d’état x, qu’on appelle vecteur des multiplicateurs de Lagrange ou vecteur adjoint.



Le Lagrangien £ associé au probleme (1.3)—(1.4) est défini comme suit :

L(x(t), 2(t), u(t), p(t),t) = fO(x(t),ut),t) + p' (1) (@(t) — f(2(t),u(t),t).  (1.28)

En utilisant le calcul des variations, les conditions nécessaires d’optimalité sont détermi-
nées en annulant la premiere variation de £, c’est-a-dire £ = 0. Dans ce cas, on obtient les

équations d’Euler-Lagrange suivantes :

OL(x(t), (1), u(t),p(t),t)  d (OL(x(t), &(t), u(t),p(t),t)\ _
2(0) T ( (1) ) =0 (1.29)
OL(x(t), &(t), u(t),p(t),t)  d (OL(x(), &), u(t),p(t), 1)\ _
Ou(t) Cdi ( ou(t) ) =0 (1.30)
OL(x(t), &(t), u(t),p(t),t)  d (OL(x(1),&(t),u(t), p(t), )\ _
(0 i 95(0) )= am
Les conditions aux limites en terme du Lagrangien sont données par :
(%) ) Sx(ts) = 0. (1.32)

La résolution de ces équations permet de déterminer les trajectoires optimales des va-

riables d’états, les variables adjointes et les controles.

Principe du Minimum de Pontryagin

Le principe du minimum de Pontryagin [76] représente le résultat central de la théorie du
controle optimal qui est une généralisation du calcul des variations. Le théoreme suivant donne
les conditions nécessaires d’optimalité qui permettent de calculer les trajectoires optimales
du probleme (1.3)—(1.4).

Théoreme 4 [94]

Si le contréle u € U associ€ a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,tf] , alors il existe une ap-
plication p(.) absolument continue sur [0,ty], appelée vecteur adjoint, vérifiant p(t) € T;Et)]\/[
et un réel p° > 0, telle que le couple (p(.),p°) soit non trivial, et tel que pour presque tout
t €[0,t],

1) = S0, 50,5, 1) 1)
5(0) = = L l0),p(0). 8, ). ), (133



ot H(z,p,p%,u,t) =< p, f(z,u,t) > +p°f°(z,u,t) est le hamiltonien du systéme, et on a la

condition de minimisation presque partout sur [0, 7]

H(x(t), p(t), ", ult),t) = min H(x(t), p(t), p", v(t). ), (1.34)

vel
Si de plus le temps final pour rejoindre la cible M; n’est pas fixé, on a la condition au temps

final telle que :

g
Ilr]lgd(%(x(tf%p(tf)’poﬁ v, tf) = —pog(tf, x(tf))'

Si de plus Mg et M; (ou juste 'un des deux ensembles) sont des variétés de R™ ayant des
espaces tangents en z(0) € M, et x(tf) € My, alors le vecteur adjoint peut étre construit
de maniere a vérifier les conditions de transversalité aux deux extrémités de ’horizon de

commande (ou juste l'une des deux si ’état final est libre)

p(0) L T0)Mo

et
)
p(ty) — poa—i(tf,x(tf)) L Ty M.

1.3.3 Existence de trajectoires optimales

Considérant le systeme de controle (1.3), parmi toutes les solutions possibles, il faut
trouver une trajectoire qui minimise le cout J(u). Une telle trajectoire si elle existe, elle est
dite optimale. Le théoréeme suivant nous donne une conditions nécessaires d’optimalité des

trajectoires.

Théoréme 5 [9//

Considérons le systeme de controle

ot f est de Ct de R"™ ™+ dans R™, les contréles u sont d valeurs dans un compact Y C R™,

et ou éventuellement on a des contraintes sur ’état

ou C1,Ca, ..., C. sont des fonctions continues sur R™. Soient My et My deux compacts de R™
tels que My est accessible depuis My Soit U [’ensemble des controles a valeurs dans R™

joignant My a M. Soient f° une fonction de classe C' sur R"™+L et g une fonction

10



continue sur R™. On considére le cott

ty

I = gltraty) + [ £alt),ule). (139

0

outy > 0 est tel que x(tf) € My, on suppose que :
— Il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a un controle u € U est

uniformément bornée par b sur [0,tf], i.e
3b >0 tel queVu e U, Vt € [0,tf], ||z(t:u)] <0,

— Pour tout (t,z) € R I’ensemble des vecteurs vitesse augmentés

V(t,x) = {(f'(z,u, 1), flo,u,0)|u € U}

est convexe.
Alors il existe un contréle optimal w sur [0,t] telle que la trajectoire associée joint M

a My en temps ty et en cout minimal.

1.3.4 Controle optimal quadratique

Dans cette partie, on s’intéresse a un cas particulier du controle optimale connu sous le
nom de probleme de controle optimal linéaire quadratique.

Considérons le systeme de controle suivant :

On suppose toujours que z(t) € R™, A(t) € R™", B(t) € R™™ sont des fonctions continues
de t, u(t) € R™ est une fonction continue par morceaux.
Soit ¢y fixé, on défini sur un horizon fini [0, ¢], la fonction cout de type quadratique

suivante :

N —

1
min J(u) = 5 ' (tp)Ka(ty) +

u

/ z(t) +u” () R(t)u(t))dt, (1.38)

ou z(tys) € R" et K € R™™ est une matrice symétrique constante semi-définie positive. Les

matrices ) € R™"™ et R € R™*™ sont des matrices semi-définie positive et définie positive,

11



respectivement.

Condition nécessaire et suffisante d’optimalité

Le principe du minimum de Pontryagin introduit dans la section précédente, appliqué au
probleme (1.36)-(1.38), nous mene a une loi de commande en fonction uniquement de temps.

Celle-ci est dite commande en boucle ouverte. Nous obtenons alors la proposition suivante.

Proposition 1

Soit (x(t),u(t)), t € [0, ty] une solution optimale du probléme linéaire quadratique (1.56)-
(1.38), avec R(t) > 0, pour tout t € [0, ty]. Alors il existe un vecteur adjoint différentiable
p(t), t €10, tf] tel que la fonction hamiltonienne définie par :

H(x(t), u(t), p(t), t) = % [27 (1) Q(t) x(t) +u" (t) R(t) u(t)] + p" (t) [A(t) z + B(t) u(t)],
(1.39)
Satisfait les conditions suivantes :

1) = o (alt). ult) p(0). 1) (1.40)
30) = = a(t) w(o). 0). ), (141
p(ty) = Kx(ty), (1.42)
H(a(t), ult), p(0), ) = min H(a(t), v(t), p(0). ) (1.43)

La condition (1.48) de la proposition 1, permet d’obtenir pour tout t € [0, t]
u(t) = —R7(t) BY(t) p(t). (1.44)

En posant S = B R~ BT, nous sommes donc conduits au systéme suivant :

#(t) | _ w(t)
0] | »

p(t)
z(0) = xo, et p(ty) = K x(ty).

A =5
—Q AT

Dans ce cas, la solution est globale puisque la fonction cott est convexe et soumise a des

contraintes linéaires.

12



1.4 Problemes de contréle optimal en dimension infinie

Cette section est consacrée a ’étude des problemes de controle optimal des systemes a
parametres distribués, i.e., les systemes décrits par les équations aux dérivées partielles, qu’on
appelle aussi systemes de controle optimal de dimension infinie.

Soit X, U et V trois espaces de Banach et considérons le probleme de controle optimal

de dimension infinie donné sous la forme abstraite comme suit :

min J(z, u), (1.46)
sous les contraintes (1.47)
F(x,u) =0, (1.48)
u € Uy C U, (1.49)
reKCX, (1.50)

ou U,y et K sont des sous-ensembles convexes fermés non vides de U et X', respectivement.
J est une fonction convexe de X x U dans R U {+o0} et F est un opérateur linéaire ou
non linéaire, stationnaire ou d’évolution, donné par un probleme aux limites d’équations aux
dérivées partielles.

Les espaces X et U sont généralement les espaces des états et de controles, respectivement.
U,q est 'ensemble de controles admissibles qui est 1’espace de contraintes sur le controle.

Supposons que 'opérateur F est donné par 1’équation suivante :
Az(u) = Bu, (1.51)

qu’on appelle équation d’état, avec A est un opérateur aux équations aux dérivées partielles
linéaire ou non linéaires, stationnaire ou d’évolution. B est un opérateur linéaire ou non. A
I'équation (1.51) on ajoute les conditions aux limites et lorsque A est un opérateur d’évolution
il faut ajouter des conditions initiales.

Le controle u peut apparaitre de maniere distribué sur le domaine entier ou 'on étudie
le phénomene physique considéré. Il peut également apparaitre sur la frontiere par I'intermé-

diaire des conditions aux limites.

1.4.1 Controle optimal des systemes a parametres distribués li-
néaires

Soit Y et F' deux espaces de Hilbert, et soit A un opérateur différentiel partiel linéaire

continu de Y dans F'. De plus, on suppose que l'opérateur A est un isomorphisme de Y dans

13



F. Soit U un espace de Hilbert qui est ’espace de controles, et soit U,y un sous ensemble
convexe fermé de U qui est 'ensemble de controles admissibles. Soit B € Z(U; F) et pour

tout u € U, on considere le probleme aux limites donné sous la forme abstraite comme suit :
Az(u) = f+ Bu, (1.52)

Soit Z un espace de Hilbert qui est ’espace des observations, et soit C' € Z(Y’; Z) U'opérateur

des observations, on considere la fonction cott
J(u) =[| Cx(u) — 24 |7 +(Nu, u)u, (1.53)

ou x4 est donné dans Z, et N € Z(U;U) est un opérateur symétrique défini positif. Le

probleme de controle optimal consiste a déterminer u qui minimise J sur U,g, i.e.,
J(u) =inf J(v), v €& Uy, (1.54)

Théoréme 6 [63]

Si J est différentiable, alors le controle optimal u est caractérisé par :
(Cx(u) — x4, Clz(v) — (1)) + (Nu, v —u), >0, Yv&Up. (1.55)

Conditions nécessaires d’optimalité
Soit C* € Z(Z;Y’) lopérateur adjoint de C et soit I’état adjoint p = p(u), défini par

A p=C*"(Czx(u) — x4), (1.56)

avec A* est I'opérateur adjoint de A.
Alors

(CH(Ca(u) = 2a), 2(v) = x(u)) = (Ca(u) = x4, Cz(v) = 2(u))),

= (

= (A'p, z(v) — x(u)),

= (p, Az(v) — Az(u)),

= (p, B(v—u)) = (B"p,v —u)y. (1.57)

Donc I'équation (1.55) est équivalente & :

(B*p+ Nu,v —u) >0, Yv & Uy, (1.58)
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et 'unique controle optimal u est donné par la résolution des conditions d’optimalité suivantes

Az = f+ Bu, (1.59)
A'p=C*(Cx — xy), (1.60)
U € Uy, (1.61)
(B*p+ Nu,v —u)y >0, Yv €& Uy. (1.62)

1.4.2 Minimisation de fonctionnelles linéaires

Dans cette sous-section, on rappelle quelques résultats d’existence et d’unicité d’extrema
de fonctionnelles linéaires. Considérons un espace de Hilbert réel &/ muni du produit scalaire
(.,.), et la norme induite sur ¢ par le produit scalaire est notée par || u ||= /(u, u). Supposons

qu’on a

) une forme bilinéaire 7 continue, symétrique et coercive telle que
(u, v) = w(u, v), =w(v,u)=mr(u,v), Yu,vel

n Une forme linéaire continue sur U,
)
ur— G(u)

i7i) Un sous-ensemble convexe fermé U,y de U.
et considérons le probleme suivant :
min J(u) = m(u, u) —2G(u), u € Uyg. (1.63)

Pour énoncer la condition d’existence de la solution du probleme (1.63), on donne la définition

de la forme coercive suivante.

Définition 1.8 [24]
On dit qu’une forme bilinéaire w(u, v) : U x U — R est :

i) — continue s’il existe une constante c tel que :
| m(u, v) |<eclullv], Yu,vel, (1.64)
ii) — coercive s’il existe une constante o > 0 telle que :
(v, v) > aljv|?, Vv el, (1.65)
d’ou le résultat suivant :
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Théoreme 7 [77, 62]

Soit w(u, v) une forme bilinéaire symétrique sur U qui satisfait la condition (1.65). Alors il

existe un élément u € Uyq tel que :

J(u) =inf J(v), Vv € Uya, (1.66)

De plus,

i) la fonction u € Uyq satisfait l'inégalité variationnelle
m(u, v —u) > G —u), Yv& Uy (1.67)
i) St Uuq = U, u satisfait I’équation d’Euler associée au probleme (1.66)
7(u, w) = G(w), Yw €U. (1.68)
ii1) Si Uyq est un cone conveze fermé de sommet 0, alors u satisfait :
m(u, v) > G(v), Yv &€ Upq et m(u, u) = G(u). (1.69)

iv) Supposons que l'application v — J(v) est strictement convexe et différentiable (J est

non nécessairement quadratique) satisfait :
J(v) = oo quand || v ||y— 00 Vv € Uyg, (1.70)

alors Uunique solution u € U,q qui satisfait la condition (1.66) est caractérisée par

[inégalité variationnelle
Jw)(v—u)>0, Yv& Uy, (1.71)

ot J' est la dérivé au sens de Gateaur.

1.4.3 Systemes décrits par des équations paraboliques

Soit V' et H deux espaces de Hilbert réels, tel que V' est dense dans H avec

VCHCcCV, (1.72)
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ou V' est le dual topologique de V. Notons par U l'espace de Hilbert qui est 'espace
des controles et considérons deux opérateurs linéaires A et B tel que A € Z(V; V'),
B e Z(U; L*(0, ty; V')). De plus, on note par (.,.) le produit scalaire sur H et supposons

qu’on a une forme bilinéaire sur V' donnée par :

(o, ) — 7(t;p, ¥), pour chaquet €]0, t¢], (1.73)

qui vérifie les deux conditions suivantes :

Vo, eV, |ntie, ¥)I<cllelllvl, (1.74)
et il existe un w; tel que
o, ) tw el allelly, a>0 VeV, te, tl (1.75)

En se basant sur le théoreme de représentation de Riesz, on introduit 'opérateur A associé

avec la forme bilinéaire (., .)
AeZ(Vi V) w(tie, ¥) = (Al)e, ¥), Alt)p eV (1.76)

Alors pour tout u € U, on lui fait correspondre I'état © = x(u) solution de 1'équation
d’état 2x(u)
x(u
o + A(t) z(u) = f + Bu,

I(U)’t:O = Zo,

z(u) € L*(0, ty; V),

(1.77)

ot f € L*(0, ty; V') et z9 € H sont des fonctions données.

Remarque 1.1 La fonction x(u) est une fonction t — x(u)(t) qu’on peut noter comme
x(t;u). En pratique, la fonction x(u) dépend aussi de la variable d’espace z, alors elle est

notée x(z, t;u).

Soit Z 'espace de Hilbert qui est 1'espace des observations et soit C' € Z(L*(0, t4;V); Z)
I'opérateur des observations tel que pour chaque état x dans V, on lui fait correspondre
I’état observable z = C'z(u) dans Z, qu’on cherche a ramener le plus proche possible d'une
observation désirée donnée et connue a ’avance z, dans Z.

Le cout de I'application du contrdle u dans U est donnée par (N u, u)y, ou N € Z (U, U)

est un opérateur hermitien (coercif) défini positif

(Nu, u)y >vlulf, v>0. (1.78)
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Par la suite, on définit la fonction objectif J(-) comme suit :
J(u) =|| Cx(u) — 24 |Z +(Nu, u)y. (1.79)

L’objectif principal est de trouver les conditions nécessaires et suffisantes d’existence et si

possible d’unicité du controle optimal u solution du probleme de controle optimal (1.77)—

(1.79).

Condition d’existence de solution

Notons que 'application :

x:U—=V
u— z(u), (1.80)

est affine, alors la fonction cotit peut étre réécrite comme suit :
J(u) =|| Clz(u) — 2(0)] + Cz(0) — 24 [|Z +(N u, u)y, (1.81)
soit m une forme bilinéaire symétrique continue sur & définie comme suit :
m(u, v) = (Clz(u) = z(0)], Clz(v) — 2(0)]) z + (N u, v)u, (1.82)
et soit la fonctionnelle G définie comme suit :
G(u) = (zg — Cx(0), Clx(u) — x(0)])z, (1.83)

Alors,
J(u) = m(u, u) — 2G(u)+ || zg — Cx(0) ||%, (1.84)

Puisque || zg — C' z(0) ||%> 0, de I'équation (1.65) on a :

m(u,u) > v g, (1.85)

alors le probleme de controle optimal est réduit a la formulation générale donnée en (1.63). Les

théoremes suivants nous donnent des conditions d’existence et d’unicité du controle optimal.

Théoréme 8 [62/
Supposons que les hypothéses (1.74) et (1.75) sont vérifiées et que l’état du systéme est donné
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(1.77). Alors il existe un élément unique u € Uyq tel que :
J(u) =inf J(v), Vv € Uya. (1.86)

Théoréme 9 [62]
Si J est strictement convexe et différentiable, alors le controle u € U,q est optimal si et

seulement si

J(u)(v—u) >0, Yv&Uy. (1.87)

Lemme 1.1 [25]
Supposons que U est un espace de Hilbert et U,q C U est un convexe fermé.

Soit m(u,v) une forme bilinéaire continue sur U qui satisfait :
m(u,v) >e1 || v, veEU, ¢ >0.
Soit encore,
J(u) = 7(u,u),

alors il existe un unique u € Uyg tel que :

J(u) = inf J(v).

vEUq

Théoréme 10 [108]
Soit U,q une partie convexe fermée de U. On suppose que J est convexe, continue sur U tel

que :

{ SoitUyq est borné, (1.88)

Soit J(v) = 400 quand ||v]| = +00, v € Uy,

alors il existe u € Uy tel que :
J(u) S J(?J), YIRS Uad7
de plus si J est strictement conveze, il y a unicité de u.

Conditions nécessaires d’optimalité

Soit les deux opérateurs suivants :

A = isomorphisme canonique de Z dans Z’,

Ay = isomorphisme canonique de U/ dans U’.
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Pour dériver les conditions nécessaires d’optimalité du probleme (1.77)—(1.79), on considere
les deux cas suivant :

i) C e LU0, 13V 2),

ii) Ca(u) =Dux(ty;u), De L(H: H),

1 cas : C € Z(L*0, t;;V); 2)
Dans ce cas lopérateur adjoint de C est donné par : C* € Z(Z';L*(0, t;; V') et les

conditions nécessaires d’optimalité sont données par le théoreme suivant :

Théoreme 11 [62/
Supposons que les conditions (1.74)-(1.75) et (1.78) sont vérifiées, et supposons que
C € ZL(L*0, t;;V); Z). Le contrile optimal u est caractérisé par le systéme d’équations auz

dérivées partielles suivant :

dx(u)

i + A(t) z(u) = f + Bu, (1.89)
) (1)) = € ACrl) ), (1.90)
z(0;u) = xo, (1.91)
p(tsiu) =0, (1.92)
(A&1 B*p(u) + N u,v — u) >0, Yu € Uy, Y € Uy, (1.93)
z(u) € L*(0, tp; V), (1.94)
p(u) € L*(0, t;; V). (1.95)

Remarque 1 Supposons que Uy,g = U, i.e., il n’y a pas de contraintes sur le controle, alors

les conditions d’optimalité sont données par :

W) AW au) = f BN A B (1.96)
~ Wy wtyp = O M(Clu) — ), (1.97)
z(0;u) = z, (1.98)
p(tf) =0, <1'99)

(1.100)
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et le controle optimal u est donné par :

u=—-N"1A'Bp. (1.101)

2¢m¢ cas : C'z(u) = Da(ty;u)

La fonction cout est donnée par
J(u) =| Da(tr;u) =z > =(Nu, wy, (1.102)

et le théoreme suivant nous donne les conditions d’optimalité du controle w.

Théoreme 12
Supposons que les conditions (1.74), (1.75) et (1.78) sont vérifices et J(u) est donné par
(1.102), ot D € L(H; H), alors le contréle optimal u est déterminé par :

dx(u)

i + A(t) x(u) = f + Bu, (1.103)
d
— —Z(tu) + A*(t) p(u) = 0, (1.104)
x(0;u) = o, (1.105)
p(tpiu) = D" (Da(ty;u) — xq), (1.106)
(Ay' B plu)+ Nu,v—u), >0, Y0 &Uaa, Yu € U, (1.107)
avec
z(u) € L*(0, tp; V), (1.108)
p(u) € L*(0, t;; V). (1.109)
Remarque 2 Dans le cas ou le sous-ensemble U,q = U, on obtient :
d
% +A(t)z(u) = f — BN A;' B p, (1.110)
d
~ A p =0, (1.111)
dt
z(0;u) = xo, (1.112)
plty) = D* (Darltsu) — a) (1.113)
ainsi que la lot du controle optimal u est donnée par :
u=—-N"1A'Bp. (1.114)
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1.4.4 Quelques exemples de problemes de controle
Probleme de Dirichlet avec un contréle distribué

Soit 2 un domaine borné de R™ de frontiere I' = 02 de classe C'*°, soit t; > 0 et
considérons le cylindre @ = (0, ;) x € et sa frontiere latérale qui est donnée par ¥ =
(0, t7) x T'. Soit I'espace de controles U = L*(Q), B est Papplication identité et V = H} ().

Considérons le probleme de controle optimal est donné par :

muin J(u(z, t)) = % | Ca(z, t) —xq(2, t) ||Z +(Nu(z, t), u(z, t))u, (1.115)
%x(z, t)+ A(t)x(z, t) = f(z, t) +u(z, t), dans Q, (1.116)
xz(z,t) =0, sur X, (1.117)
x(z, 0) = zo(z), dans Q, (1.118)

ou f € L*(Q), xo € L*(Q), x4 € L*(Q) et Popérateur A est donné par :
SN, oz
At)z = — jzl 7 (aij<z, t) a_zj) (1.119)

ou a;; sont des fonctions données dans @) = Qx]0, t¢[ avec

a;; € L*(Q), (1.120)
ZZj:l G,ij<2, t)gl Sj 2 (0 (5% + -4 52), a > 0, 51 € R P-pP SU.I'Q. .

Pour dériver les conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme (1.115)—(1.118), on

considere les deux cas suivants :
1" cas : C est une injection de L*(0, t;; V) — L*(Q), ainsi Z = L*(Q) = Z'.

22



Alors, les conditions nécessaires d’optimalité sont données par [62]

%x(z, )+ Alt)z(z, t) = f(z, t) +u(z, t), dans@, (1.121)
e )+ APl 1) = (2, 1)~ alz, 1), dans Q, (1122)
x(z,t) =0, sur X, (1.123)
p(z, t) = sur X, (1.124)
z(z, 0) = :L’O(Z) z €, (1.125)
p(z, ty) =0, z€Q, (1.126)
/(p—l—Nu)(v—u)dzdtzO, Vv € Uy, u € Uyg. (1.127)
Q
Si de plus U,y = U alors, le controle optimal u(z, t) est donné par :
u(z, t) = —N"1p(z, t), (1.128)

2°m¢ cas : L’état final est observable, c’est-a-dire Cx(z, t) = Dux(z, ty), D € L(H; H),

H = L*(Q), et la fonction cotit & minimiser est donnée par :

J(u(z, t)) = /Q(D 2(z, tr) — x4(2))? dz + (N u(z, t), u(z, t)). (1.129)

Les conditions nécessaires d’optimalité sont données par :

%x(z, )+ At)z(z, t) = f(z, t) +u(z, t), dans@, (1.130)
- %p(z, t)+ A" (t)p(z, t) =0, dansQ@, (1.131)
z(z,t) =0, sur X, (1.132)
p(z,t) =0, sur X, (1.133)
x(z, 0) = xo(2), z€Q, (1.134)
p(z, ty) = D" (Dx(z, ty) —za(2)), z€Q, (1.135)
/(p + Nu)(v—u)dzdt >0, Yv & Uy, u € Upg. (1.136)
Q

Si Uyg = U alors, le controle optimal u(z, t) = =N~ p(z, t).
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Probleme de Neumann avec controle sur la frontiére

Soit I'espace fonctionnel V = H'(Q), I'espace des controle Y = L*(¥), et équation d’état

est donnée par :

%x(z, t) — A(t)x(z, t) = f(z, t), dans @, (1.137)
iau(z, t) =u(z, t), sur, (1.138)
aVA

x(z, 0) = xo(z), sur Q. (1.139)

Pour dériver les conditions nécessaires d’optimalité caractérisant le controle optimal u, on

considere les deux cas suivants selon la nature du probleme.
1" cas : C' est une injection de L?(0, t;; V) — L*(Q),
Alors la fonction cott est donnée par

min J(u(z, t) = /Q(x(z, t) — xa(z, 1))*dzdt + (Nu(z, t), u(z, t))r2(w), (1.140)

ot 74 € L*(Q), et les conditions nécessaires d’optimalité sont données par le systeme

d’équations aux dérivées partielles suivant :

%x(z, t)+ A(t)z(z, t) = f(z,t), dans@, (1.141)
— %p(z, t)+ A (t)p(z, t) = x(z, t) — x4(z, t), dansQ, (1.142)
0
%x(z, t) =wu(z, t), surX, (1.143)
Tor p(z, t) =0, surk, (1.144)
z(z, 0) = xo(2), z€Q, (1.145)
p(z, tf) =0, z€Q, (1.146)
/(p—i—Nu)(v—u)dEZO, Yo, u € Una (1.147)
s

Si U,q = U alors, la condition (1.147) devient :

u(z, t) = —N"'p(z, t). (1.148)
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2¢m¢ cas : L’état final est observable, alors la fonction cotit est donnée par

min J(u(z, t)) = /Q(x(z, tr) —xa(2))? dz + (Nu(z, t), u(z, )12 (1.149)

les conditions nécessaires d’optimalité sont données par :

%x(z, D4 Al 2(s, 1) = f(= 1), dansQ, (1.150)
e AW 1) =0, dans, (1.151)
%x(z, B —u(z 1), surs, (1.152)
az* plz, 1) =0, sury, (1.153)
(2 0) = 20(2), €0, (1.154)
Pz, b)) = (2 1) — walz), =€ (1.155)
/E(p+Nu)(v—u)dEZO, Vo € Una. (1.156)

1.4.5 Méthodes de résolution

La classification des méthodes de résolution des problemes de commande optimale en
dimension infinie est difficile a établir. Néanmoins, en général, deux grandes approches sont
a distinguer.

— Approche directe (discrétiser puis optimiser) : le principe des méthodes de cette ap-
proche est basé sur la notion de discrétisation ou d’approximation dont l'idée consiste a
réaliser une approximation du probleme en dimension infinie par un autre en dimension finie,
c’est-a-dire les équations aux dérivées partielles sont réduites a un ensemble d’équations aux
dérivées ordinaires. Dans ce cas, les méthodes développées pour les systemes de dimension
finie, décrites a la sous section (1.3.1), peuvent étre appliquées.

— Approche indirecte (optimiser puis discrétiser) : le principe des méthodes de cette ap-
proche consiste a dériver les conditions d’optimalité directement en considérant le probleme
en dimension infinie sans aucune approximation. Une fois les conditions d’optimalité (équa-
tions différentielles) sont obtenues, des méthodes d’approximation d’équations ou de solutions
sont utilisées pour les résoudre.

Une synthese sur les différentes méthodes de résolution d'un probleme de commande

optimale en dimension infinie fera ’objet du chapitre 2.
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1.5 Controlabilité en dimension infinie

Soit € un ouvert borné de R™ (n > 1) de frontiere I' = 0%, soit t; un réel strictement
positif et considérons le cylindre @ = (0, t5) x Q de frontiere latérale ¥ = (0, ¢;) x I'.

Soit w un ouvert non vide inclus dans €2, soit y,, la fonction caractéristique sur w et notons
par G le cylindre w x [0, t¢].

Considérons 1’équation parabolique avec un controle interne :

%x(z, t)+ A(t) x(z, t) = f(z, t) +u(z, t) xw, dans Q, (1.157)
r=0, sur X, (1.158)
x(z, 0) = z9(z), dans Q. (1.159)

ot x(z, t) € L*(Q), f € L*(Q), xo € L*(Q), et A(t)x = —>7,_, a% <aij<z, t) @)

Définition 1.9 [55]

— Le systeme d’équation (1.157)-(1.159) est dit contrélable a zéro en temps ty si pour toute
fonction f € L*(Q), vo € L*(), il existe un controle v € L*(G) tel que la solution x
correspondante de (1.157)-(1.159) satisfait la condition

z(z, ty) =0, dansw. (1.160)

— Le systéme d’équation (1.157)-(1.159) est dit approzimativement contrélable en temps t;
si pour toute fonction f € L*(Q), wo, ¥y € L*() et € > 0, il existe un controle u € L*(G)
tel que la solution x correspondante de (1.157)-(1.159) satisfait la condition

” LE(Z, tf) — T HLQ(Q)S €. (1161)

1.5.1 Controlabilité aux trajectoires

Critere de Kalman généralisé

Rappelons que le critere de Kalman est une condition nécessaire et suffisante des systemes

différentiels linéaires a coefficients constants [9]. Dans cette section, on donne une extension de
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ce critere aux systemes d’équations aux dérivées partielles paraboliques de la forme suivante :

Da(z,t) = (DA + A) x(2,t) + Buxuw, (2,t) € Q=Qx (0,ty),
x(z,t) =0 sur Y =1 x(0,tf) (1.162)
x(z,0) = zo(2) dans €,

ou z(z,t) est la variable d’état, u(z,t) est la variable de controle et x,, est la fonction carac-

téristique de w, i.e.

u, sl z€w
Xw(u) = )
0 sinon.

Q) C RY est un ensemble ouvert borné avec une C?—frontiere 9, w C ) est un sous-ensemble
ouvert, tf > 0, D = dzag (d”)an S g(R”’), A= (aij>1§i7jgn S X(RnL B € g(Rn’ Rm)7
u € L*(Q)™, et xp € L*()", A est I'opérateur Laplacien.

Pour répondre a cette question, on donne d’abord la définition de 'opérateur de Kalman.

Définition 1.10
Soit L =D A+A, avec dom(L) = dom(A)" = (H*(Q)NH}(Q))". Alors, on définit 'opérateur

de Kalman associé avec (L, B) par l'opérateur matriciel donné par :
K=[LIB]=[L""'B,L"*B,..,.LB,B]: D(K)cC L*(Q)" — L*(Q)",

avec dom(K) = {u € L*(Q)"™, Ku € L*(Q)"}

Le résultat principal est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 13 [9]
Le systeme (1.162) est exactement contrélable aux trajectoires en tout temps ty si et seulement

si lopérateur de Kalman IC satisfait
Ker(K*) = {0},
ou K* est lopérateur adjoint de K dans L*(Q)".

1.5.2 Controlabilité approchée

Les systemes paraboliques ne sont pas exactement controlables au temps ¢;, en raison
de leur effet régularisant. Le théoreme suivant nous donne une condition suffisante pour la

controlabilité approchée des équations paraboliques.
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Théoreme 14 [108] (Contrélabilité approchée)
Etant donné xg € H = L*(Q) et t; > 0 fixé, alors pour tout € > 0, il existe un contrile
ue. € L*((0,ty); L*(w)) tel que :

(2, tr) — za(2)||m < e,

En d’autres termes, Ar = {x(z,tp;u)|u € L*(0,t;;U)}, Uensemble des états atteignables au
temps t; est dense dans L*(Q).

1.6 Conclusion

Ce chapitre dédié a I’étude des problemes de controle optimal des systemes dynamiques
est constitué de deux parties :

La premiere partie traite les problemes de controle optimal des systemes décrits par les
équations différentielles ordinaires. Apres la formulation mathématique des problemes de
controle optimal, on a étudié la notion de controlabilité des systemes dynamiques linéaires et
non linéaires. On a énoncé les conditions d’existence de solution optimale. Puis, on a donné
les différentes méthodes pour dériver les conditions d’optimalité, telles que la programmation
dynamique, le principe du minimum de Pontryagin et la méthode des multiplicateurs de
Lagrange.

La deuxieme partie concerne I’étude des problemes de controle optimal décrits par les
équations aux dérivées partielles paraboliques qu’on rencontre en physique, en chimie ou en
biologie. Dans cette partie, on a présenté les concepts de base ainsi que les conditions néces-
saires d’optimalité données par un systeme d’équations aux dérivées partielles couplées qui
forme un probleme aux limites multi-points. Ensuite, on a considéré la notion de controlabilité
exacte et approchée.

Le chapitre suivant sera consacré a 1’état de l'art sur les méthodes de résolution numé-
rique des problemes de controle optimal des systemes décrits par les équations aux dérivées

partielles.
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Chapitre 2

Méthodes Numériques de résolution
de problemes de controle optimal des
systemes décrits par des équations

aux dérivées partielles

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques méthodes numériques de résolution de problemes
de controle optimal des systemes a parametres distribués linéaires de type paraboliques.
Pour obtenir la solution d’un probleme de controle optimal, on utilise généralement deux
approches. La premiere est dite directe et la deuxieme est dite indirecte.

L’approche directe, avant optimisation, est basée sur trois techniques :

— La technique de semi-discrétisation,

— La technique de discrétisation totale,

— La technique de paramétrisation.

La technique de semi-discrétisation, basée sur la méthode des lignes [104], consiste a
approcher les dérivées spatiales de I'équation d’état par des équations aux différences en
utilisant les la technique des différences finies. En conséquence, 1’équation d’état donnée
par un systeme d’équations aux dérivées partielles est transformée en un systeme d’équations
différentielles ordinaires. En faisant une approximation de la fonction cotit par les quadratures
de Gauss, le probleme de controle de départ est transformé en un probleme de controle optimal
décrit par un systeme d’équations différentielles.

La technique de discrétisation totale consiste a transformer le probleme de controle de
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dimension infinie en un probleme d’optimisation statique de dimension finie en faisant une
discrétisation spatio-temporelle de la variable d’état et de la variable de controle. Cette tech-
nique repose sur plusieurs méthodes telles que la méthode des différences finies, la méthode
des éléments finies, les méthodes spectrales, ainsi que les méthodes sans maillage utilisant les
fonctions a base radiale.

La technique de paramétrisation consiste a approcher les variables d’état et de controle
par une somme finie de termes s’écrivant comme un produit de fonctions a variables séparées,

c’est-a-dire :

N
w(z, ) =Y () Pi(2),
i=0
N
u(z, 1) = 3 ui(1) B(2).
i=0
oules P, v=1,---,N sont des fonctions polynomiales connues telles que les polynémes de
Legendre, les polynomes de Chebychev. Les z; et u;, (i = 1,--- , N) sont des fonctions incon-

nues a déterminer. Cette technique est basée sur les matrices opérationnelles d’intégration
pour transformer le probleme de départ en un probleme de controle a parametres localisés.

L’approche directe présente quelques avantages dans la résolution des problemes de controle
optimal décrits par les équations aux dérivées partielles. Le premier avantage est que le pro-
bleme de controle de systemes a parametres distribués est converti soit a un probleme statique,
soit a un probleme de controle a parametres localisés, qui est facile a résoudre par rapport
au probleme original. Le deuxieme avantage est qu’il y a des algorithmes bien développés
pour résoudre les problemes de programmation statique ou les problemes de controle optimal
décrits par les équations différentielles ordinaires.

L’approche indirecte ou apres optimisation consiste a transformer le probleme de controle
optimal décrit par les équations aux dérivées partielles en un probleme multi-points aux
limites. Ce probleme représente les conditions nécessaires d’optimalité qui sont données par
un systeme d’équations aux dérivées partielles, équations de Hamilton-Pontryagin, obtenues
en utilisant ’approche variationnelle basée sur le principe du minimum de Pontryagin. La
résolution des équations de Hamilton-Pontryagin se fait soit par des méthodes itératives ou

par des méthodes directes.
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2.2 Méthodes directes

Pour présenter les différentes techniques de ’approche directe proposées dans la littérature
pour la résolution de problemes de controle optimal des systemes a parametres distribués, on

considere le probleme de controle optimal suivant [86, 98, 50, 57] :

min J(u(z, t)) = %/of/o [q2®(z, t) +ru’(z, t)] dz dt, (2.1)

u(z,t)

sous la contrainte

2
%(z, t) = %(2, t)+u(z, t),(z t) €0, l]x]0, ty[, (2.2)

avec la condition initiale,
z(z, 0) = f(2), (2.3)

et les conditions aux limites,
%(z, t)=0, pourz=0etz=1I, (2.4)

Oug>0etr>0.

2.2.1 Semi-Discrétisation

Cette approche consiste a transformer 1’équation d’état donnée par une équation aux
dérivées partielles en un systeme d’équations aux dérivées ordinaires. Cette transformation
se fait en remplacant les dérivées spatiales par des équations aux différences en utilisant la

technique des différences finies.

Approximation de I’équation d’état

l
On subdivise l'intervalle [0, [] en N; sous intervalles de longueur h = N et on définit les
1
noeuds de discrétisation z; comme suit :

w=kh, k=012 N. (2.5)
t
M et u(z, t) par zx(t), Tx(t) et ug(t),

respectivement. En utilisant la technique des différences finies centrées d’ordre 2, on approche
2

Au point (zg, t), on approche les fonctions z(z, t),

la dérivée seconde Wz(z, t) au point (zj, t) comme suit :
Z
O Tp1(t) — 2k (t) + 21 (1)
922 (Zka t) = = h2 ) (26>
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I'équation d’état (2.2) devient :

1

l’k(t> = — (l‘kJrl(t) — 2£Ck(t) + l’k,l(t)) + Uk<t>, k= 0, 1, s

h2

ce qui est équivalent au systeme suivant :

fo(t) = o (1) — 20(1) + 7-4(1)) + o),
21(0) = o (@alt) = 20(1) + (1) + a0),
ia(t) = % (23(t) — 222(8) + 21 (1)) + s (t),
(1) = 7 (o (8) = 2, (1) + 1 (1) + o, ().

7N1>

(2.7)

Pour obtenir les valeurs de z_1(t) et xy,4+1(t), on utilise la technique des différences finies

d’ordre 1 au points z =0 et z = [, et on aura :

Trpa(t) — 2 (t)
h

= 0= 2p41(t) = 24(2),

d'ott xy,41(t) = N, (t) et g = z_1(1).

(2.9)

En remplacant les variables x_1(t) et xn,11(t) par leurs valeurs dans le systeme (2.8), on

bo(t) = 1 (1(6) = 20(0) + o),

B1(0) = o (walt) = 202(8) + (1) + ),
iat) = % (23(8) — 23(1) + 21 (8)) + us(t),
(1) = 5 (— (1) 2, 1(0) + o, (0).

Qu’on peut réécrire sous la forme matricielle comme suit :

(t) = Ax(t) + Bu(t),
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avec

-1 1 0 0 00 0 O

-2 1 0 00 0 O

. 1 =2 0 00 0 O

A= 3 0 1 =21 00 0 O
0 0 01 -2 1

o o o 0 -- 00 1 -1

et B est la matrice identité d’ordre Ny + 1.

Approximation de la fonction cout

(2.12)

En utilisant la méthode des trapezes, on transforme la fonction cout (2.1) donnée par une

intégrale double en intégrale simple comme suit :

st =4 [

<%qx%(t) + i q 7y (t) +%qx?v1(t)>

k=1

qu’on peut réécrire
Ly
/ (27 () Q(t) + u" (t) Ru(t)] dt,
0

avec

R
T 2

SHES

1 1
=diag |=, 1, 1,--+, 1, =| .
lag{27 ) ) ) ) }

Définition du probleme approché

Le probleme de controle optimal a parametres localisés est donné comme suit :

Iun(gl J(u(t)) = B /0 [27(t) Qz(t) + " (t) Ru(t)] dt,

sous les contraintes
x(t) = Az(t) + Bu(t),
avec la condition initiale

z(0) = xo,
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(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)



ou

zo = [f(20), f(21),--+, f(zm)]- (2.19)

2.2.2 Discrétisation totale

La technique de discrétisation totale permet de transformer le probleme de controle op-
timal en un probleme d’optimisation statique en utilisant une discrétisation d’espace et de
temps, en utilisant différentes méthodes telles que la méthode des différences finies, la mé-
thode des éléments finis, la méthode des volumes finis les méthodes d’approximation sans
maillage. Dans ce manuscrit, on propose d’introduire une méthode sans maillage qui est la

méthode d’interpolation par des fonctions a base radiale [57].

Définition 2.1 [}/
une fonction U : R — R est dite radiale s’il existe une fonction d’une seule variable ¢ :

[0, +00[— R telle que

V() =¢(z[2), VzeR™ (2.20)

Pour tout sous ensemble distinct A = {ay, as,--- ,ay} C R avec ay, as, -+ ,an appelés
centres, on note :

Vilz) = (lz—ail2), i=12-- N, (2.21)

la fonction radiale associée au centre a;.

Principe de la méthode d’interpolation par les fonctions a base radiales

Considérons N points distincts de R? donnés par zy, 29, - -+ , 2y, et une fonction f(z)
connue seulement aux points z;, (i =1,--- , N), c’est-a-dire f(z;) = f;, alors pour interpoler

la fonction f a I’aide des fonctions a base radiale, on construit une approximation de la forme

F(z) = Z X Ui (2), (2.22)

ou la fonction d’approximation F' est représentée par une somme de NN fonctions a base

radiales, chacune étant associée a un centre z; et pondérée par un coefficient \;,; 2 = 1,--- | N.
les parametres inconnus \;, (i = 1,--- , N) sont choisis de telle sorte :

qu’on peut mettre sous la forme :
AN =T, (2.24)
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oi Aij = Vi(z) = w(llzj — zill2), A= (M, Aoy An] et £ =[f1, fa -+, fnl.

Interpolation de fonctions spatio-temporelles

Pour approcher la fonction
F(z, t) :RYx [0, tf] = R, (2.25)

par l'interpolation des fonctions a base radiales, on utilise I’'approximation spatio-temporelle

suivante : Ny
F(z, t) ~ Fx(z, t) = > X\ Wilz, 1) = 9" (z, t) A, (2.26)
i=1
ou V;(z, t),i=1,---, N, sont des fonctions radiales spatio-temporelles, avec
ST (2, 1) = [Wi(z, t), Ui(z, ), -+, Un(z, 1)], (2.27)
et
A= [)\17 /\27"' 7)‘N]7 (228>

est le vecteur des parametres inconnus a déterminer.

Si on choisit N points de collocation {(z;, &)}, on peut approcher la fonction F par :

=17
N

yj = F(Zj, tj) = Z/\Z \I/Z‘(Zj, tj), ] = 1, 2, s 7]\/v, (229)
i=1

qu’on peut réécrire sous la forme matricielle comme suit :

PA=Y, (2.30)

ouY = [yh Y2, 7yN]T7

O = [07 (21, t1), |07 (23, ta), - D7 (2w, tn)]"

Uy (z1, t1)  Walzr, t1) -+ Wyn(z, )
U (29, t Uo(z9, t o Upn(2e, t

_ 1( 2 2) o 2 2) | ~( .2 2) (2.31)
Uy (zn, tn) Walzw, tn) -+ Un(zn, ty)
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Application de la méthode aux probléemes de Controéle optimal

Pour approcher la solution du probleme (2.1)-(2.4) par la méthode d’interpolation de fonc-

tions a base radiale, on considere un ensemble de n points dispersés arbitrairement dans €2,

qu'on note X = {(z1, t1), (22, ta),- -

, (2n, tn)}. Les fonctions z(z, t) et u(z, t) sont rempla-

cées par les fonctions x,(z, t) et u,(z, t) et sont approchées par des fonctions a base radiale

comme suit :

x(z, 1) = x,(2, t) = Z)\[I]\I/kzt

u(z, t) = uy(z, t

) - Z)\LQ] \I[k:(za t)a
k=1

De plus, on subdivise ’ensemble 2 en 4 sous ensembles donnés par :

O = {(
Qs ={(z
Qs = {(
Qs = {(

On suppose aussi que €2; # & pour ¢ = 1,---

I’ensemble X en quatre sous ensembles notés par X;, ¢ = 1,..,4, donnés comme suit :

):t=0, 0<z<L},
t): z=0, 0<t<ts},
) z=L, 0<t<ts},
): 0<z<L, 0<t<ts},

{0t @) e}

{Ghth: (i) e )

{2 1): (o 1) € s},
(2, £) ¢ (e 1) € Q)

(2.32)

(2.33)

;4 et U, = Q. De méme on subdivise aussi

En considérant les p; points de collocation générés dans €2y, et en utilisant la condition initiale

(2.3), on obtient p; équations linéaires algébriques données par :

Fy = Zx“\hkz“t? — [, i=1 1
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En prenant les points de collocation {(z}, t})}{_; sur Qy et {(22, t2)}%, sur 3, et en utilisant

RIS PRERE)

les conditions aux limites (2.2)-(2.4), on obtient le systeme linéaire suivant :

Fpi =Y Ay = o Uzl ), i=1, - g, (2.39)
k=1
ZA”a (22, 13), i=1,---,w (2.40)
P1+Q+Z Zis b ) y W .

Supposons que I'équation(2.2) est vérifiée au points {(z;, t;)}._,, alors on aura :

2

0
Fptqrwti = ZA” ( Wy (2, z)—@ k(zi, t > Z)\[Q]\I’k (zi, ti), (2.41)

i=1,-,n.

Approximation de la fonction cotit

En utilisant la formule de Gauss, la fonction cotit (2.1) est approchée comme suit :

| 2

tr
/ / qzi(z, 1)+ rus(z, t) dzdt, (2.42)
My M,

lt
vy Z Z Wy Wy (q 2220y, try) + 7 Ui (20, Try)) (2.43)

r1=07r2=0

ou {,zm}h1 o et {zf,,2 roeo SONt les noeuds de Legendre-Gauss-Lobatto, w;, et w,, sont les poids
de Legendre-Gauss-Lobatto [90].
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Définition du probléme approché

Compte tenu de ce qui précede, le probleme de controle est transformé en un probleme

d’optimisation donné comme suit :

ltf My Mo

mln— Z Z Wiy Wi, qx (Zpy, try) + 17U (24, tm)) ,

r1=07r2=0

sous les contraintes

n

Z/\E}\I/k(zwt?) f('Z?):O’ 7::17"'7}77

k=1
- 0
Z/\L’l}_\ll (Zz7t1) 0, «=1,--,q,
0z
k=1
- 0
Z/\Efl}_\l] (Zz7t12) 07 izl?"'?Qa
— 0z

k=1

1=1,---.,n.

2.2.3 Paramétrisation par les fonctions orthogonales

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

ix“ a\I/(z t) — 82 (24, t; ZAQ]\I/ 2 0, (2.48)
5’t iy Ui 82 z;z 2k17z—7 .

La technique de paramétrisation peut étre employée en utilisant différentes fonctions

orthogonales, telles que les fonctions de Walsh, les fonctions a bloc d’impulsion, les polynomes

de Legendre, Les polynoémes de Chebyshev [30].

Les fonctions orthogonales ont été intensivement utilisées ces dernieres années pour appro-

cher la solution des systemes dynamiques [89], les problemes de controle optimal des systemes

a parametres localisés [83, 66, 97|, et sont également utilisées pour approcher la solution des

problémes de controle optimal & parametres distribués [82, 98, 50, 26, 64, 85]. La différence

entre ces méthodes réside dans la matrice opérationnelle d’intégration.

Pour illustrer le principe de la méthode de paramétrisation par les fonctions orthogonales,

on considere I'exemple des polynomes de Legendre.
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Préliminaires
Polynomes de Legendre décalés

En mathématique, les fonctions de Legendre sont les solutions de I’équation différentielle

de Legendre donnée par :

d

- ((1 —z )diP (2 )) +nn+1)P,(2) =0, z € [-1, 1], (2.49)

En faisant un changement de variables, on pose

2t
z=—1, (2.50)

ty
on obtient I’équation différentielle, connue sous le nom "équation différentielle décalée de

Legendre”, donnée comme suit :

jt (t(tf — 1) jtp (t)) tnn+1)Py(t) =0, t €0, ¢], (2.51)

ou ty peut étre choisi arbitrairement.
Dans les équations ci-dessus (2.49) et (2.51), P,(z) et P,(t) désignent les polynomes de
Legendre et polynomes de Legendre décalés, respectivement. Ainsi, la solution de ’équation

(2.49) est donnée par :

Py(z) =1,
Py(z) = 2,
Py(z) = %(32 _), (2.52)

:i n—2]) Zn—2j7

= J'”—J (n —27)!

avec
sin est pair,
1 (2.53)

5 si n est impair,

SN 3
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et la solution de I’équation (2.51) est donnée par :

P()(t) - 17
2t
P1<t> = - — 17
ty
t\> ¢
Py(t) =6 (—) —6— —1, (2.54)
t ty

Propriétés des polynomes de Legendre décalés
Orthogonalité

Une propriété importante des polynomes de Legendre décalés est qu’ils sont orthogonaux

sur [0, ty], c’est-a-dire;

ty 05siiJj,
| ropwa=3 "0 (2.55)
0 2+ 1 I

Récursivité

Les polynomes de Legendre décalés satisfont la relation de récursivité suivante :

21+ 1 1 ,
avec Y
o(t) = ——1, (2.57)
ty

Py(t) =1 et Pi(t) = ¢(t). De plus, les polynomes de Legendre décalés satisfont la propriété

(26020

Ly

suivante :

)szaﬂw—elw. (2.58)
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Approximation de fonctions intégrables

Soit f(t) une fonction de carré intégrable sur [0, tf], alors f(t) peut étre exprimée en

termes de polynomes de Legendre décalés comme suit :

m—1
f&)=>"fiP(t)=f"P(), (2.59)
i=0
ol
fT: [f()? f17 7fm71]T7 (260)
est le spectre de Legendre de f(t), et
[P(](t), Pl(t)7 7Pm71]T7 (261)
est le vecteur de polynomes de Legendre décalés. Les coefficients f;, (i =0, 1,2 ---, m —1)
sont déterminés comme suit :
2i4+1) [
fi= (ZtL) / F(8) Pi(t) dt. (2.62)
f 0

Si on suppose que la dérivée de la fonction f(¢) est donnée par :
f6)=>"gP(1), (2.63)
=0

En utilisant la formule de récurrence (2.58), la relation entre les coefficients f; de I’équation

(2.59) et les g; de I’équation (2.63) est donnée comme suit :

_ E g9i-1  Yit1
Ji=3 {(22'— 1) (22’—}—3)} ’ (264)

Si la série dans I'équation (2.64) est tronquée jusqu’a l'ordre m — 1, alors ’équation (2.64)

peut s’écrire comme suit :

F=wa, (2.65)
ou
F=1fi, for-+ fn-1], (2.66)
G = [907 g1, agm—2] ) (267)
(2.68)
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et w est une (m — 1) x (m — 1)—matrice donnée comme suit :

[ 1 0 _?1 0 o -- 0 0 0 ]
0 % [1) _71 _01 0 0 0
o
w=ZL [ : : : (2.69)
00000 (2m —17) ) (2m —5)
00 0 0 0 0 @m —5) (1)
i o0 o 0 o0 0 0 om =3 |
En utilisant I’équation (2.65), on aura
GroF (2.70)

ounf=wl.

Soit f et ¢ deux matrices d’ordre (m x m) et (nm x nm), respectivement, définies par :

. 0
0 = , (2.71)
0
(0000000
et .
0 0
0
¢ = _ : (2.72)
0 0

Approximation des probleme de controle optimal des systémes a parametres

distribués

Pour transformer le probleme de controle optimal a parametre distribués (2.1)—(2.4) en
un probleme de controle a parametre localisés c’est-a-dire en un probleme de controle optimal

décrits par les équations aux dérivées ordinaires, on approche d’abord les fonctions x(z, t) et
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u(z, t) par des séries de Legendre décalées finies comme suit :

z(z, t) = nZa:i(t) Pi(z) = XT(t)P(z), 0<z<I, (2.73)

u(z, t) = nz:ul(t) P(z)=U"({t)P(z), 0<z<I, (2.74)

X(t) = [zo(t), z1(t), -+ waa (D] (2.75)

U<t> - [UO(t)7 ul(t)7 e 7un—1(t)]T 5 (276)

P(z) = [Py(2), Pi(2),-+ , Paca(2)]" (2.77)

et les Pi(z), 1 =0,1,--- ,n— 1 sont des polynomes de Legendre décalés définis sur [0, ].

En multipliant 1’équation (2.2) par PT(z), et en utilisant les équations (2.73)-(2.74) et en

intégrant par rapport a z, on aura :

l l
/0 XT(t)P(2) PT(2)dz = /0 XT(t)P(2) PT(2)dz +

- _XT(t)/O P(2) PT(2)dz +

En utilisant I’équation (2.55), on obtient :

1
l 0
/ P(z) PT(2)dz =1
0
0
Soit
alors
doo

0

0

1 0 0
3 _ —D.
1
0O 0 O
2n —1 |

I
/ UT(t)P(z) PT(2)dz

/l UT(t)P(z) PT(2)dz.  (2.78)

(2.79)

(2.80)



ou

2i(1 + 1
diy = d;; = @siiﬁjetiq{j:()oupair, (2.81)

Osiz < jeti—+ jestimpair.

En remplagant les équations (2.79) et (2.80) dans I’équation (2.78), on obtient le systeme de

controle décrit par ’équation différentielle suivante :

X(t)=AX(@t)+U(®), (2.82)
avec
doo dos e don—1
1 3d1o 3d1 e 3d1,n71
A=—(D)*vT = _T 5d10 5d o 5d 1 (2.83)
(2n — 1)dn_1,g (2n — 1)dn_171 e (2n — 1)dn_17n_1

En remplagant les équations (2.73)-(2.74) et (2.79) dans (2.1), la fonction cout devient :

T(u(t)) = % /0 T IXTW) QX (1) + UT (1) RUW) dt. (2.84)
l

O=g /0 P(2) PT()d> — q D, (2.85)

R=r /l P(z) P (2)dz =r D, (2.86)

(2.87)
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Définition du probléme de controle optimal a parametres localisés

Le probleme de controle optimal a parametres distribués est maintenant réduit a un

probleme de controle a parametres localisés, donné par le probleme quadratique suivant :

J(u(t)) = % /0 T IXTW O X(1) + UT() RUW) dt, (2.88)

sous les contraintes
X(t)=AX(@t)+U(®), (2.89)
X(0) = X, (2.90)

2.3 Meéthodes indirectes

L’approche indirecte est basée sur le principe : optimiser ensuite discrétiser. Optimiser
signifie dériver les conditions nécessaires d’optimalité en utilisant le principe du minimum de
Pontryagin. Discrétiser signifie approcher la solution des conditions nécessaires d’optimalité
données sous forme d’un probleme aux limites. Autrement dit, la méthode indirecte résout le
probleme indirectement en convertissant le probleme de controle en un probleme aux limites.
Par conséquent, dans les méthodes indirectes, la solution du probleme est obtenue en résolvant
un systeme d’équations aux dérivées partielles et la solution obtenue satisfait les conditions
initiales et les conditions aux limites.

Pour illustrer le principe de cette approche, on considere le probleme de controle optimal

suivant [22] :
. 1 9 v 9
win J(u) = 3 |~ 2 [Bagy +o Il ey (291)
sous les contraintes :
0x(z, t)
ST + Az(z, t) = u(z, t), dans@ = Q x (0, ty), (2.92)
x(z, 0) = zo(z), dans(, (2.93)
z(z,t) =0, surd =00 x (0, ty), (2.94)

avec zo(z) € HL(Q), v > 0 est le poids de la fonction cout, et x4 est 1'état désiré. En

appliquant le principe du minimum de Pontryagin, le systéme (2.91)-(2.94) est caractérisé
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par les conditions d’optimalité suivantes :

_ % + Az(z, t) — %p(z, t) =0, (2.95)
% + Ap(z, t) + (x — zq4) = 0, (2.96)
u=1p (2.97)

avec la condition initiale z(z, 0) = z((z) et la condition terminale pour ’équation de I'état

adjoint p(z, ty) = 0.

Approximation des conditions d’optimalité

Borzi [22] a proposé une approche basée sur la structure des différences finies et le schéma
d’Euler implicite pour le systeme des conditions d’optimalité (2.95)—(2.97).
Soit h > 0 un pas de discrétisation du domaine d’espace et soit la suite de noeuds {2, } 0
définie comme suit :
O={2€R*:z;=4h, jEZ}INQ. (2.98)

On suppose que €2 est un carré et que les valeurs de la grille spatiale de pas h sont choisies

t
de telle sorte que les frontieres de €2 coincident avec les lignes de la grille. Soit At = I a
t
longueur du pas de discrétisation du domaine du temps, et on définit le maillage

Qnar={(ztn):2€Q, tu=m—-1)At, 1<m< N+ 1}, (2.99)
o 0x(z, t) : : ,
On approche la dérivé temporelle au point z € €y et t = t,, soit par le schéma
implicite
m m—1
' —x
Ofwjr = _“h 2.100
t Th At ) ( )
ou bien par le schéma explicite
T
o, zp' = 4———> 2.101
t Tp At ) ( )

et on approche 'opérateur laplacien Az au point z € ), et t = t,, par la formule des cinq

points comme suit :

m

m m m
N R N N

h2

m
41T

(2.102)

Soit V}, 'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur U'intervalle [t,,, t,, 1) défini sur
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le cylindre @);, comme suit :

Vi, = {vh|vh(t) = Up(tm) pour t € [ty tma1), vn(tm) € Li(Qh)} )

(2.103)

Soient Ry : L*(Q) — Vi et Ry : H*'(Q) — Vi, des opérateurs de restriction [38], tel que

1Rnqv — Rrgullo < ch® [ v [521q),

(2.104)

olt ||.||o désigne la norme associée au produit scalaire discret sur L?(Q) et ¢ est une constante

positive.

Soit x}" et u} les approximations de la solution z(z, t) et u(z, t) au point z € Q, et t = t,,,

respectivement. Le probleme (2.91)—(2.94), peut étre réécrit comme suit :

1 v
min 5 | 27" — Rugza |I3 +§ i 5,

sous la contrainte
+ ,.m m __ . m
_8t fL‘h +Ahyh —uh.
et les conditions nécessaires d’optimalité sont données par :

At
~ Oy + Aua = =i,

O pp + Appyt = — (x) — T7,)

Le schéma numérique est

At

—1
— (L4 4A)al + (el + oy, + ol +ali_y) +alit = 7p;'}j,

— (L + 490+ Oy + o+ 00 o) o = A (o]

At =
avec vy = ﬁ’ 2 SZ, ] g Nz et jd:Rh,Q-%d'

2.4 Conclusion

(2.105)

(2.106)

(2.107)
(2.108)

2§m§Nt+17

~m

— Ly

7j)’

(2.109)

1 S m S Nt7
(2.110)

La solution d’un probleme de controle optimal des systemes a parametres distribués peut

étre obtenue soit par les méthodes directes ou par les méthodes indirectes.

Les méthodes directes consistent a transformer le probleme de départ en un autre pro-
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bleme plus simple a résoudre en utilisant différentes techniques de résolution, telles que la
discrétisation en espace, la discrétisation totale ou la méthode de paramétrisation.

La résolution par les méthodes directes se fait soit en deux étapes ou en trois étapes selon
la technique utilisée.
En utilisant la technique de discrétisation totale la résolution se fait en deux étapes. En
premiere étape, on transforme le probleme de controle optimal en un probleme d’optimisation
statique. En deuxieme étape, on fait recours a des méthodes d’optimisation appropriées pour
obtenir la solution.
En utilisant la technique de discrétisation en espace et la technique de paramétrisation, la
résolution se fait en trois étapes. La premiere étape consiste a transformer le probleme de
départ a un probleme de controle en dimension finie. La deuxieme étape consiste a transformer
le probleme obtenu de la premiere étape soit a un probleme d’optimisation statique ou a un
probleme aux limites. La troisieme étape, consiste a déterminer la solution du probleme
obtenu.

Les méthodes indirectes se font en deux étapes, la premiere partie repose sur la dérivation
des conditions nécessaires d’optimalité par le principe du minimum de Pontryagin, et la
deuxieme étape fait recours a une méthode numérique pour la résolution des équations aux

dérivées partielles.
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Chapitre 3

Méthode des Itérations Variationnelles

3.1 Introduction

La modélisation des phénomenes physiques, biologiques, économiques et industriels se fait
par des équations différentielles ordinaires, des équations différentielles a retard, des équations
intégrales, des équations intégro-différentielles et par des équations aux dérivées partielles.
Ces équations sont généralement fortement non linéaires et leurs solutions analytiques est
difficile voir impossible a déterminer par des moyens analytiques. Pour obtenir la solution
de ces équations, on fait appel aux méthodes numériques d’approximation classiques, entre
autre les méthodes des éléments finis, les méthodes des différences finies, les méthodes des
volumes finis, les méthodes spectrales. Ces méthodes utilisent la technique de discrétisation
du domaine de définition du probleme étudié pour construire un maillage, et la solution est
donnée sur les points noeuds de discrétisation.

Dans les trente dernieres années, des mathématiciens ont développé des méthodes semi
analytiques pour la résolution de ce type de problemes, telles que la méthode de décomposition
d’Adomian [5], la méthode des itérations variationnelles [39], la méthode de perturbation
d’homotopie [42].

Ces méthodes permettent d’obtenir une solution exacte ou une solution approchée avec
une grande précision, méme aux équations qui sont fortement non linéaires, en utilisant un
schéma itératif.

La Méthode des Itérations Variationnelles (en anglais Variational Iteration Method (VIM))
a ¢été établie par le mathématicien Chinois Ji-Huan He [39] en 1997. Elle a été utilisée pour
la premiere fois pour la résolution des équations aux dérivées partielles [39] et pour la résolu-
tion des équations différentielles a retard [40] pour obtenir une solution analytique approchée.
Depuis, cette méthode est tres utilisée par des mathématiciens et des chercheurs pour mani-

puler une grande variété d’applications scientifiques et d’ingénierie : linéaires, non linéaires,
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homogenes et aussi non homogenes [100, 101, 102, 103, 11, 36, 8, 2].

La méthode des itérations variationnelles est tres efficace et fiable pour la résolution
analytique ou numérique pour la résolution des équations différentielles. La méthode donne
des approximations de la solution qui converge rapidement vers la solution exacte du probleme
si elle existe, sinon dans le cas ou la solution exacte n’existe pas ou la série de fonction
générée n’admet pas de forme fermée, alors la solution du probléme est approchée par une

série tronquée formée par les n premiers termes.

3.2 Meéthode de Décomposition d’Adomian

Dans cette section on introduit la méthode de décomposition d’Adomian pour la résolution
des équations différentielles ordinaires. Considérons 1’équation différentielle suivante donnée

sous la forme canonique :

Ly(t)+ Ry(t) + Ny(t) = h(t), (3.1)

ou L et R sont des opérateurs linéaires, avec L est la dérivée d’ordre le plus élevé, qu’on
suppose qu’il est inversible. IV est un opérateur non linéaire et h est une fonction analytique
donnée.

L’application de 'opérateur inverse L~ pour 1’équation (3.1) donne

LN (Ly(t) = L' (h(1) — L (Ry(t) — L (N y (1)), (3.2)

d’ou
y(t) = o(t) — L7 (Ry(t)) — LT (N y(1)), (3-3)

ol ¢ est une fonction obtenue en intégrant la fonction h et en tenant compte des conditions
initiales qui sont supposées prédéterminées.

La méthode de décomposition d’Adomian consiste a chercher la solution sous la forme

Z Yn, (3.4)

de plus, le terme non linéaire est décomposé sous forme d’une série de polynomes donnés par

d’une série infinie

la série infinie suivante :

Ny(t) = ZAn(yo(t)7 yl(t)v T >yn(t))’ (35)
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ou les A,, n > 0 sont appelés polynomes d’Adomian qui sont obtenus par la formule suivante

An(y(t) = % d% [F (Z )\iyi(t)>] ,n=0,1,2 ... (3.6)
n=0 A=0

En remplagant les relations (3.4)—(3.5) dans 'équation (3.3), on obtient :

S palt) = () = L™ (R (Z xn<t>>) —L (Z An<y<t>>> , (3.7)

d’ou le schéma itératif suivant :

Yo(t) = &(t),
yi(t) = =L~ R(yo(t)) — L™ Ay,
yg(t) = —L_lR(yl(t>) — L_lAl,
ykr1(t) = =L R(yx(t)) — L™ Ay, (3.8)
qui est équivalent a :
Yo(t) = o(t),
Yei1(t) = =L 'R(yp(t)) — L' Ay, k>0, (3.9)

Une fois les termes y(t), k£ > 0 sont déterminés, on peut obtenir une solution approchée

donnée par la série tronquée

y(t) =y () =D uk(t), n>0 (3.10)
et la solution exacte, si elle existe, est obtenue comme suit :

y(t) = lim 3™ (¢). (3.11)

n—oo

3.3 Méthode de Perturbation d’homotopie

Pour illustrer le principe de la méthode de pertubation d’homotopie [42], (en anglais

Homotopy Perturbation Method (HPM)), considérons 1’équation différentielle sous la forme
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canonique :

Lly(t)) + N(y(t)) = h(t), teZC R, (3.12)

ou L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire et h est une fonction analytique
donnée.
La méthode HPM consiste a introduire un parametre artificiel p € [0, 1] déformant le

probleme de départ en construisant une homotopie
v(t, p): Z x 10, 1] = R, (3.13)
comme suit :

H(v(t, p), p) = (1 — p) [L(v(t, p) — L(yo(t))] + p [L(v(t, p) + N(v(t, p)) — h(t)] =0,
(3.14)

teZ, pel0,1], qu'on peut arranger pour obtenir

H(v(t, p), p) = L(v(t, p) — L(yo(t)) + p L(zo(t)) + p [N(v(t, p) — h(t)] =0, (3.15)

ou yo(t) est 'approximation initiale de la solution du probleme de départ. Supposons que la

solution de I’équation (3.15) est donnée sous la forme d’une série de puissance de la forme

o
(t,p) =Y puilt), (3.16)
i=0
et le terme non linéaire N (v(t, p)) est donné sous la forme d’une série infinie de polynémes

N(v(t, p)) = N(vo(t)) + p N(vo(t), va(t)) +p* N(vo(t), va(t), va(t)) + - (3.17)

ou N(vg(t)), N(vg(t), vi(t)), -+, N(vo(t),vi(t), -+, v(t)) sont les polynémes de He qui sont

définis comme suit [35] :

N(vo(t), vi(t), ..., vm(t)) = [% %N (Zpivi(t))] , m=0,1,2,... (3.18)

En remplacant les équations (3.16) et (3.17) dans (3.15), et en regroupant les coefficients
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p de méme puissance, on obtient

)+ N(vo(t)) — h(t) =0, (3.19)

En résolvant ce systeme d’équations, on déduit les composantes v;(t) (i = 0, 1,...). Alors, en

posant p = 1, on obtient une approximation de la solution de équation (3.12) donnée par :
N
~ N N ‘A i
y() = y™(t) = lim ;p vi(t). (3.20)

3.4 Meéthode des itérations variationnelles

La méthode des itérations variationnelles permet de résoudre des équations différentielles
ordinaires, des équations fractionnaires et des équations aux dérivées partielles. Pour illustrer
le principe de la méthode des itérations variationnelles, on considere dans cette section I'ap-
plication de la méthode a la résolution des équations différentielles ordinaires et des équations

aux dérivées partielles.

3.4.1 Résolution des équations différentielles ordinaires

Considérons I’équation différentielle écrite sous la forme canonique
Ly(t) + N y(t) = h(d), (3.21)

ou L et N sont respectivement I'opérateur linéaire et non linéaire, et h(t) est une fonction
analytique donnée qui représente le terme de la non homogénéité.
Pour obtenir la solution de 'équation (3.21), on construit une fonctionnelle de correction

de la forme :
t
Ynt1(t) = yn(t) +/ A7) (Lyn(T) + N Gu(7) = h(7)) d7, 7 €0, {] (3:22)
0
ol A est un multiplicateur de Lagrange [56], qui peut étre identifié par la théorie du calcul

des variations, ¥, est considérée comme la variation restreinte qui signifie que 6 ,, = 0.

L’étape principale de la méthode des itérations variationnelles est d’abord la détermi-
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nation du multiplicateur de Lagrange A de fagon optimale par une intégration par parties

comme suit :

d
—siL=—():
si dt()

En mettant la fonctionnelle de correction stationnaire par rapport a iy, et posant

09, (0) = 0, on aura

S ()= 60n(0) 0 | AT) (G(7) + N () — h(r) dr,

t
= 60 (0) + N0 da(t) — [ X(r)Bya(r) dr =0,
0
Alors, de I’équation (3.23), on obtient les conditions de stationnarité

dyn(7): N(1) =0,
Syn(t) : 1+ A(t) =0,

ce qui donne A\ = —1.
2

- SiL= ﬁ(), on aura

5y (1) = Syalt) + 6 / A(r) ¢ () dr

= 0yn(t) + A(t) 0y, (t) — N'(t) Oyn(t) + /0 t N'(7)8yn(7) dr,

et les conditions de stationnarité sont données par :

Syn(T) : N'(1) =0,
Syn(t): 1= N(t) =0,
Sy(t) = A(E) =0,

ce qui donne A(7) =7 —t.
m

— De maniere générale, si L = W() on obtient

A1) = % (r—t)™ 1 m>1.

(3.23)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Une fois le multiplicateur de Lagrange A est identifié, alors en choisissant une approximation

initiale yo(t) de la solution du probleme (3.21), les autres approximations successives y;(t),

i > 0 sont aisément obtenues en utilisant la fonctionnelle de correction (3.22). Par conséquent,
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la solution exacte est donnée par :

y(t) = lim y,(¢). (3.29)

n—oo

3.4.2 Résolution des équations aux dérivées partielles

Considérons I’équation aux dérivées partielles non linéaire suivante :
Ly(z,t)+ Ny(z, t) = h(z, t), (3.30)

ou L et N sont respectivement 'opérateur linéaire et non linéaire, et h est une fonction
donnée.
Pour les équations aux dérivées partielles, on peut construire la fonctionnelle de correction

associée a I’équation (3.30) dans la direction de ¢ et z [39] comme suit :

Yns1(2, t) = yn(z, t) —l—/o MT) (Lyn(z, ) + N gu(z, 7) — h(z, 7)) dr, (3.31)

Uns1(2, t) = yn(z, t) + /OZ MT) (Lyn(7, t) + N gn(7, t) — h(7, t)) dT. (3.32)

3.5 Approche alternative de la méthode des itérations

variationnelles

En 2010, Odibat [74] a proposé une autre variante pour la méthode VIM, qui peut étre
implémentée facilement pour la résolution des équations différentielles non linéaires. Dans ce
qui suit, on présente les étapes principales de cette approche.

Considérons I’équation différentielle suivante :

Ly(t) + Ny(t) = h(t), t>0, (3.33)

m
ou L = FTR m € N est un opérateur linéaire, NV est un opérateur non linéaire et h(t) est une

fonction analytique connue. Les conditions initiales sont données par :
y®0)=¢p, k=0,1,---,m—1, (3.34)

avec ¢, k=20, 1,--- ,m — 1, sont des nombres réels connus.

Selon la méthode des itérations variationnelles, la fonctionnelle de correction de I’équation
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(3.33) peut s’écrire comme suit :

Yn41(t) = yn(t) +/0 (A(T) (Lyn(7) + N yn(7) — h(7))] dr. (3.35)

En remplagant le multiplicateur de Lagrange (3.28) dans la fonctionnelle de correction (3.35),

on obtient la formule itérative suivante :

) =@+ [ [ e 0m @ty + Mo - we)ar. 339

Soit A un opérateur défini comme suit :

t —_1)m B
Al = [ D= (L) + Nolo) = W) (3.7
o (m—1)!
et définissons les composantes vi, k =0,1,2,--- comme suit :

va(t) = Afvo(t) + vi(8)], (3.38)

Ut (t) = Afvg(t) +vi(t) + - - +ve(t)].
Par conséquent, on aura

k—o0

y(t) = lim y(t) = ka(t)- (3.39)

Donc, la solution du probleme (3.33), peut étre obtenue en utilisant les relations (3.37) et

(3.38), sous la forme d’une série :

= w(t). (3.40)

k=0
Choix de l’approximation initiale v,

L’approximation initiale est donnée par vy(t) et est choisie en tenant compte des conditions
initiales et les conditions aux limites du probleme. Pour les problemes de Cauchy, c¢’est-a-dire

les problemes a valeurs initiales, ’approximation initiale est donnée par :
= clk
e 3.41
0-3 G B.41)
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3.6 Convergence de la méthode des itérations varia-

tionnelles

Le concept de la convergence de la méthode des itérations variationnelles a été étudié
et démontré par plusieurs auteurs pour la résolution des équations différentielles [44], les
systemes d’équations différentielles [87], les équations intégrales [84], les équations différen-
tielles fractionnaires [106], les équations différentielles a retard [105] et les équations aux
dérivées partielles [93, 74]. D’'importants théorémes ont été donnés impliquant les conditions
nécessaires et suffisantes de convergence.

La série de fonction ) /7, vk(t) définie par (3.40), avec la condition initiale vy(t) =
(k)

ol C , converge vers la solution exacte du probleme (3.33)—(3.34). Ce résultat est jus-

k=0 k!

tifié par le théoreme suivant.

Théoréeme 15 [7/]
Soit A lopérateur défini par (3.87) d’un espace de Hilbert H dans H. La solution
y(t) =D roov(t), définie en (3.40), converge si 30 <y < 1 tel que :

HA[UQ +v 4+ karl}H < Y HA[UQ +uv+---+ Uk]H (342)
c’est-a-dire ||vis1|| < Y||vell, VE € N U{0}.
Ce théoreme est un cas spécial du théoreme du point fixe de Banach.

Preuve

Soit la suite {5, }22, définie comme suit :

(

So = o,
Sl :Uo‘l"Ul

SQ = Vo + U1 + V2 (343)

Sn:UO+Ul+"'+Un

\

Montrons que {S,}>2, est une suite de Cauchy dans l'espace de Hilbert H. Pour cela, on
considere
1t = Sull = Nowsll € Vlonll € 320w ill < -+ < 7" oo (3.44)
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Pour tout n, 5 € N,n > j,on a:

150 = Sjll = 1(Sn = Sn—1) + (Sn-1 = Snz) + -+ + (Sjs1 = )
< N(Sn = Sn—)ll + [1(Sn1 = Su2) | + -+ - + 1(Sj2 = S5)]
<" woll + 4" lwoll + -+ 4+ 27 |wo
1—An7
= " . (3.5)
et puisque 0 < v < 1, on aura

lim ||S, — S| = 0. (3.46)
n,j—00
Donc, {S,}22, est une suite de Cauchy, dans l'espace de Hilbert H, ce qui implique que la

série y(t) = Y, vk(t) définie en (3.40) converge.

Théoréeme 16 [7//
Si la solution y(t) =Y po o vk(t), définie en (3.40), converge alors elle est une solution exacte

du probléme non linéaire (3.33).

Remarque 3

Définissons les paramétres suivants :

| Vit | ‘
, o sifl [[#0,
=4 Tul (3.47)
0 sillvi]|=0

Si les premiers B;, i = 1,2, -+ |1 ne sont pas inférieurs a 1 et 5; < 1 pouri > 1, alors la série
Y reo Uk(t) du probléme (3.83) converge vers la solution exacte du probléme. Autrement dit,
les premiers termes n’ont pas d’effet sur la convergence de la série. D’apres le théoreme 15,

on a :

n—i

L= in
1S, = Sill < R [[voll, (3.48)

et puisque 0 < v < 1, pour n > j et [ fixé, on aura
lim [|S, — S| =0. (3.49)
n,j—00

Dans ce cas, la convergence de VIM dépend des ;, pour ¢ > [.
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3.6.1 Résultats de Convergence
Equations différentielles ordinaires

Considérons I’équation différentielle suivante :

m

() + N yt) = h(t), t>0,

(3.50)
y(k) = Ck, ]C:O,]_, 7m_]-7

oum € N et N est un opérateur non linéaire et h(t) est une fonction analytique donnée.

Alors la solution y(t) = Y7, vk(t) obtenue par la formule itérative suivante :

(

oo Ck
vo(t) = Zk:o % t

_1\m m 3.51
Uk+1(t) = f(f % (7’ — t)m_l (jt_m[vo(T) 4+ 4 Uk(T)} ( )

+Nlvg(7) + - - -+ v(7)] — h(7))] dt,

\

converge vers la solution exacte du probleme (3.51) si 30 < v < 1 tel que :
[oh1ll < Alloell, Vh € NU{0}. (3.52)

Equations aux dérivées partielles

Considérons 1’équation aux dérivées partielles non linéaire suivante :

m

s (z,t) + Ny(z,t) = h(z, t), t >0,
(3.53)

y(k)(z7 O) = fk’(z)v k= 0717"' , M — 1a

oum € N, N est un opérateur non linéaire et h est fonction analytique donnée. La solution

y(z, t) = 1oy vk(z, t) obtenue en utilisant la formule itérative suivante :

( vo(z, t) =D ey %tk,
_1\ym m (3.54)
il ) = Ji | D = et (e )4 e )
{ +Nvo(z, 7) + - +wuk(z, 7)] — h(z, 7))] dt,
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converge vers la solution exacte du probleme (3.53) si 30 < v < 1 tel que
[orsall < ~llvell, Vi € NU{0}. (3.55)

Systéme d’équations différentielles

4 ™m

d_myl(t) + Ni(yi(t), y2(t), -+ s yn(t)) = ha(2),
(1) + No(yi(b), ya(t), -+, yn(t)) = hao(),
dtmyz( )+ Na(yi(t), y2(t), -+ yn(t)) = ha(?) (3.56)
dm
\ dt_my"(t) + No(yi (1), v2(2), -+, yn(t)) = ha(2),
oun,meN, N;,;i=1,---,n sont des opérateurs non linéaires et h;(t), i = 1,--- ,n sont
des fonctions analytiques données. les conditions initiales sont données par :
ygk) = Ci1,k,
yék) = C2k
" (3.57)
yT(lk) = Cn,k,

pour k=0,1,--- ,m — 1. La solution
(yl(t)7 92(75)7 e ayn(t)) = (Z Ul,k(t)v U2,k(t)7 ) Z Un,k<t)> ) (358)
k=0 k=0 k=0

est obtenue en utilisant la formule itérative suivante :

0o Cik
Uz’,O(t) = Zk:o T tk’

4

_1\ym m 3.59
= i [ it (i) b))

\ +N[vio(T) + - +vio(T)] — hi(7))] dt,

Pour i = 1,2,--- ,n, et elle converge vers la solution du systeme (3.56) si 3 0 < ; < 1 tel
que :
lvikr1ll < Yllvikll, VE € NU{0}, et Vi=1,2,--- n. (3.60)
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3.7 Exemples illustratifs

Exemple 1

Considérons 1'équation différentielle linéaire suivante :

{ y'(#) +yt) =0, 0<t<l1 (3.61)

y(0) =0, ¥'(0) =1,

qui a pour solution exacte y(t) = sin t. D’apres (3.51), la formule itérative pour le probleme

(3.61) est donnée par :

’Uo(t) = t,
(3.62)
() = Jo (7 =) (WG (7) + - + o (7)] + [oo(7) + - - + vx(7)])] dr.
Cette formule conduit aux approximations successives suivantes :
UO(t) - ta
1
vi(t) = . t3,
1
vy(t) = o £5,
1
v3(t) = —= 1, (3.63)
7!
k( ) (_1)k 2k+1
(2k+1)
Rappelons que
ivk —t—lt3+lt5+ +ﬂt2k+1 (3.64)
5! (2k 4+ 1)! '

k=0

et on voit aisément que la série de fonction Y~ vk(t) converge vers la solution exacte

y(t) = sin(t), obtenue en utilisant le développement de Taylor. Le calcul des §; pour cette

61



équation donne :

o @) (133 1
Bo = = =<1,
NG
loa()] [1£2/5!] 3!
By = - =<,
G R TEN
: (3.65)
_ @l _ £/ @i 3 _ @i+
! )

= el "

ce qui signifie que tous les §; sont tous inférieurs a 1, Vi > 0 et 0 < ¢t < 1. Ceci confirme que

#2241 /(20 + 1)!| (20 +3)
la série générée par la méthode des itérations variationnelle converge vers la solution exacte

y(t) = sin(t).

Exemple 2

Soit I’équation différentielle non linéaire suivante :

{ Y (1) — gz‘(t) —1=0, 0<t<l1, (3.66)

qui a pour solution exacte y(t) = tg(t). D’apres (3.51), la formule itérative du probleme (3.66)

est donnée comme suit :

’l]o(t) = O,
(3.67)
vrar(t) = = Jy [([oh(7) + - + 0, ()] = oo (7) + -+ on(7)]* = 1)] dr.
En utilisant cette derniere, on obtient les approximations successives suivantes :
Uo(t) == O,
U1 (t) = t,
1
vy(t) = 3 t3
2 1
t)=—t>+ —t 3.68
4 38 134 4 1
P 49 1 413 15
va(t) 105 + 2835 + 51975 + 12285 + 59535
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et la série de fonctions Y-, vx(t) converge vers la solution exacte du probléme y(t) = tan(t).

De plus, en calculant les 3; pour ce probleme, on obtient :

(

60 - 07

gy = 2Ol 355553
el

B, = 10 147619 (3.69)
v Et
2
]

By = = 0.364727,

" Jus@)l
. .

On remarque que §; < 1, Vi > 0 sont tous inférieurs a 1, ce qui implique que la suite de
fonctions générée par la méthode des itérations variationnelles converge vers la solution exacte

du probleme.

Exemple 3

Considérons 1'équation de la chaleur homogene suivante :

9 (2 t)—8—2 (z,t) —y(z,t),0<z<m t>0
8ty ) _azgy I y I ) 7T7 )

y(z, 0) = sin z, (3.70)
y(07 t) = y(7T7 t) =0,

qui a pour solution exacte
y(z, t) = sinze 2. (3.71)

En considérant (3.53), la formule itérative pour le probleme (3.70) est donnée comme suit :

( vo(x, T7) =sin z

t

0 0 0
Vg1 = — [ {(EUO('Z’ T)+ EUl(Z’ T)+ -+ Evk(z, 7))

82 82 82 (372)
— <@vo(z, T) + @vl(z, T)+ -+ @vk(z, 7'))

|+ (o2, 7) +oi(z, 7) + -+ oz, 7))] dr,
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ce qui conduit aux approximations successives suivantes :

vi(z, t) = =2t sin z,
2t)?
vo(z, t) = ( 2!) sin z,
2t)°
vs(z, t) = ! 3!) sin z
2t)"
or(z, 1) = —(—1)} % i =.
(3.73)
Par conséquent, la solution est donnée comme suit :
S : (2> (21)* (2 n (20)"
y(z, t) = ka(z, t) =sinz (1 —(2t) + 5 T 3 + +-- 4 (—1) e
k=0
(3.74)

ce qui correspond a la solution exacte (3.71) Calculons maintenant les 5

oz Dl _,
= e, ] 2

Joalz D _ |
O e T
5y 0l 2

loale, 8] ~ 3
g 0l 1

[oaCe. 0] ~ 2
R Gl
= el ~ @

On remarque que f§; < 1, Vi > 2, alors la suite de fonctions générée par la méthode des

itérations variationnelles converge vers la solution exacte du probleme.
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3.8 Couplage de la méthode des lignes avec la méthode

des itérations variationnelles

3.8.1 Introduction

La méthode des lignes [104] est une approche pour la résolution des équations aux dérivées
partielles, qui est une forme spéciale de la méthode des différences finies standard. La méthode
des lignes consiste fondamentalement a discrétiser le domaine du probleme partiellement, ¢’est
a dire le domaine est discrétisé soit dans la direction d’espace, discrétisation longitudinale,

ou bien dans la direction du temps, discrétisation transversale [67].

3.8.2 Principe de la méthode des lignes

Considérons le probleme parabolique suivant :

%y(z, t) :aa—;y(z, )+ f(zt), 0<z<l, t>0, (3.75)

avec la condition initiale
y(z, 0) =yo(2), =z€]0,], (3.76)

et les conditions aux limites
y(0,8) = go(t), =0, (3.77)
y(l,t) = qu(t), t>0, (3.78)

ou f(z, t), yo(x), go(t) et g1(t) sont des fonctions données.
Pour approcher la solution du probleme (3.75)-(3.78), on transforme I’équation (3.75) en

un systeme d’équations différentielles. Pour cela, on subdivise l'intervalle [0, [] en N; sous

[
intervalles de méme longueur h = W, pour obtenir les (N; 4 1) points suivants :
1

se=kh, k=0, N, (3.79)

Notons par yx(t) 'approximation de la la fonction y(z, ¢) au point (z, t), et en utilisant

la technique des différences finies on approche la dérivée spatiale a—‘g(z, t) au point (zg, t)
2

comme suit :

0%y 1
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et la dérivée temporelle est approchée au point (z, t) par :

Y Y(2k, t) = Ur(t).

(3.81)

En remplagant les équations (3.80)—(3.81) dans ’équation (3.75), on obtient le systeme dif-

férentiel suivant :

Ui(t) = 5 (12(t) = 2u1(t) +yo(t)) + fr(1),
Jo(t) = = (y3() — 292(t) + 11 (1)) + fa(t),

5 (Uni—1(t) = 2yny—o(t) + yny—3(t)) + faq—a(t),

7 U (t) = 2yn, (1) + ymi—2(t) + Frx-a (D),

(3.82)

ou fi(t) = f(zx, t). Les deux termes yo(t), yn11(t) sont déterminés en utilisant les conditions

aux limites (3.77)—(3.78), ainsi on a :

{m> y(0, t) = go(t),
yn, (1) = y(l, t) = gi(2).

Les conditions initiales sont définies comme suit :

yr(0) = yolzw), k=1,--- , Ny.

En remplagant yo(t) et y,11(t) par leurs valeurs, le systeme (3.82) devient :

(v2(t) = 20 (0)) + Fi(6) + 2 0l0),

Ui(t) =
Ue(t) = 5 W1 (t) = 2y(t) + g1 (1) + fu(t), k=2,--- , N1 — 2,
1

L

i1
w» 1

Yn, - 1(t) h2 ( 2Yn, - 1( ) + le—Q(t)) + le—l(t) + ﬁgl(t)v

qu’on peut mettre sous la forme matricielle

y(t) = Ay(t) + f(b),
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=N ' A0+ 55 00(t)
1 -2 1 fa(t)
ot A= , f(t) = :
1 -2 1 Fraa(t)
_ L2 Fra(8) + 75 011

et la condition initiale est donnée par

?/0(21)
y(O) _ yo(:Zz) (3.87)

yo(Zlel)

Pour approcher la solution du systeme (3.85) on utilise la méthode des itérations varia-

tionnelles. Les fonctionnelles de corrections pour le systeme (3.85) peuvent s’écrire comme
suit :

70 =020+ [ ) {0 = 35 0560 2000 - 1) = g anl) b

70 =30+ [ ) {0 = 5 Gar) = 20000+ 824 (0) = Al

k=2 N, —2 (3.88)
t

n mn N 1 n n

A = a0+ [ a0 {20 = 5 (2082 (0) + 0, ()

sl = )

Exemple d’application

Considérons 1’équation de la chaleur avec conditions homogenes suivante :

0 0?

ay(z, t) = @y(z, t)—y(z,t), 0<z<mt>0, (3.89)
y(z, 0) =sin z, (3.90)
y(0, ) = y(m, ) = 0, (3.91)

qui a pour solution exacte

y(z, t) = sinze 2.
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En appliquant la méthode des lignes, 1’équation (3.89) devient :

n(t) = % (y2(t) = 231(t)) — (1), (3.93)
(D) = 15 (s =200+ pa (0) = m0), k=2, Ni—2, (394)
1 (0) = 53 (<20, 1(0) + iy 2(0) — . 10, (3.95)

La solution exacte ainsi que la solution obtenue en résolvant le systeme (3.93)—(3.95) par la

méthode des itération variationnelles pour N; = 4 sont données par les figures (3.1)—(3.3).

0.7

\ — = = Solution de VIM
'\. . Solution exacte

0.6 Y

0.5 N

0.4+ N

y(z,.t)

0.2 ey

0.1 L 1 1 1 See J
1

FIGURE 3.1 — Graphe de la solution au point z = 7/4.
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¥z,

y(z4)

\ — — = Solution de VIM
0.9 \\ . Solution exacte
hY
0.8 S,
\o
N
0.7 S,
x'
‘}_;
0.6 "
N
>
0.5 '.s
N
N
°N
0.4 '-3.
“~
o
o
0.3 Mo
-y
L
i
0.2 ek
e
e
0.1 L L 1 1 j
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time [s]
FIGURE 3.2 — Graphe de la solution au point z = 7/2.
0.7
\ — — = Solution de VIM
\ . Solution exacte
\
0.6 N
RS
\
N
0.5 “
Y
N
-
Y
0.4 “w
N
™
S
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0.3 .\,.§
°N
.
o
-~
0.2 o
“oa
.
.-h..’. -
0.1 L 1 i i e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time [s]

3
Fi1GURE 3.3 — Graphe de la solution au point z = Tﬂ
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3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit quelques méthodes itératives pour la résolution des équa-
tions différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles, telle que la méthode
de décomposition d’Adomian, la méthode de perturbation d’homotopie, et la méthode des
itérations variationnelles. Ces méthodes utilisent un schéma itératif pour déterminer la so-
lution du probléeme considéré. La solution, si elle existe, est donnée sous forme d’une série
infinie qui converge vers la solution exacte du probleme. Pour les problemes concrets issus de
la réalité, ou la solution exacte n’existe pas, une série tronquée peut étre utilisée pour une
solution numérique approchée avec un nombre minime de termes.

Ces méthodes itératives sont démontrées étre fiables et efficaces pour les modeles linéaires
ainsi que les modeles non linéaires. Elles traitent le probleme d’une maniere directe sans
discrétisation ou linéarisation. Mais toutefois la méthode des itérations variationnelles est
avantageuse par rapport a la méthode de décomposition d’Adomian et la méthode de pertur-
bation d’homotopie. A I'inverse de la méthode de perturbation d’homotopie, La méthode des
itérations variationnelles traite le probleme d’une maniere directe sans perturbation par des
petits parametres. De plus, la méthode VIM n’exige pas le calcul des polynomes d’Adomian

ainsi que les polynomes de He.
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Chapitre 4

Résolution de problemes de controle
optimal des systemes décrits par les
équations aux dérivées partielles par
la méthode des itérations

variationnelles

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on utilise la méthode des itérations variationnelles pour obtenir une
solution analytique approchée de la loi de commande optimale de problemes de controle
optimal des systemes décrits par les équations aux dérivées partielles. Nous considérons ici
un probleme de controle optimal avec un critere quadratique, et ’état du systeme est donné
par une equation de diffusion linéaire.

Dans la section 1, pour obtenir la solution de la loi de commande optimale, on utilise le
principe du minimum de Pontryagin pour dériver les conditions nécessaires d’optimalité, qui
résultent dans les équations de Hamilton-Pontryagin, ces équations constituent un probleme a
multi-points aux frontieres (limites, bords). Ensuite, pour obtenir la solution de ces équations,
qui serve a dériver la loi de la commande, on utilise la méthode des itérations variationnelles.

Dans la section 2, pour obtenir la loi de commande, on transforme d’abord le probleme de
controle de dimension infinie (probleme gouverné par les EDPs) a un probleme de dimension
finie (probléme gouverné par les équations aux dérivées ordinaires), en utilisant la méthode

des lignes pour transformer I’équation d’état en un systeme de n équations différentielles de
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premier ordre. Ensuite, on utilise la méthode des itérations variationnelles pour approcher la
solution des équations de Hamilton-Pontryagin obtenues en utilisant le principe du minimum
de Pontryagin, qui constituent un probleme aux limites. Nous comparons enfin les résultats
obtenus par I’approche proposée avec ceux obtenus avec d’autres approches proposées dans

la littérature.

4.2 Résolution par la méthode indirecte

Dans cette section, on introduit le principe du minimum de Pontryagin pour dériver les
conditions nécessaires d’optimalité du probleme de controle optimal en dimension infinie.
Ces conditions sont données sous forme d’un systéeme d’équations aux dérivées partielles
soumises a des conditions initiales et aux limites. Ensuite, on utilise la méthode des itérations

variationnelles pour déterminer la solution de ce systeme d’une maniere itérative.

4.3 Position du probleme

Soit © = [0,]] C R et soit ty > 0 fixé et soit @) le domaine du probleme défini par

Q = Q x [0, tf]. Considérons le probleme de controle optimal suivant :

f(lz”f) J(u(z, t) = %/of/o [q (za(z, t) — 2(z, 1))* + ru’(z, t)] dzdt, (4.1)

sous les contraintes

(2, t) = O(x(z, 1), 2, (2, t), ..(2, 1), 2, t) + f(z, 1) +u(z, t), (4.2)
x(z, 0) = zo(2), (4.3)
x(0, t) = constante, (4.4)
x(l, t) = constante, (4.5)

ot xz(z,t) € L*(Q) est la variable d’état, u(z, t) € L*(Q) est la variable de controle,
zq(z, t) € L*(Q) est le profil désiré, et f(z, t) € L*(Q) est une fonction donnée qui représente

le terme source.
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4.4 Conditions nécessaires d’optimalité

Pour déterminer les conditions nécessaires d’optimalité du probleme de controle optimal
(4.1)-(4.5), on utilise 'approche variationnelle basée sur le principe du minimum de Pontrya-
gin.

Posons

Dy == [q(zalz, t) — (2, t))* +ru’(z, t)], (4.6)

N —

et
Oy =P+ f+u, (4.7)

et considérons la fonctionnelle de performance augmentée, qui inclut I’équation d’état (4.2),

donnée par :
ty |
Ja=J+ //pT(z,t)(d>2 — xy)dzdt, (4.8)
00
et soit le Hamiltonien H défini comme suit :
H =P +pPs, (4.9)

ou p(z,t) € R™ est le vecteur adjoint qui est de méme dimension que le vecteur d’état x(z, t).
Pour obtenir la premiere variation de 1’équation (4.8), on introduit les variations dz, 6, dz,,
0x,,, du, et op,

Considérons I'accroissement de la fonctionnelle augmentée AJ4 défini comme suit :

AJy = Jalz+ 0z, +0%,2, + 62, T, + 02,., u + du,p + Op)
- JA(xai.axzaxzmquap)' (41())

Ensuite, en utilisant le développement en séries de Taylor et retenir seulement les termes

linéaires, la premiere variation de la fonctionnelle J, est :

e AN AN oM\ OH "
5JA—/0 /;[(%) (Sib'—l-(%) 5u+<8xz) 6$Z+(axzz) 0,

+ (®y — 1) 6p — pTéj:] dz dt, (4.11)

Puisque les variations dx,, dx,, et 0x dépendent de dx, alors pour exprimer la premiere

variation 0.J4 uniquement en fonction de dx, on integre les trois termes suivants par parties,
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on obtient :

l ty L l

! f ty 8pT
//pT5$dtdz: / pl oz dz—// ——O0xdtdz, (4.12)
00 0 0 0 ° ot

’ vt foHN\T
Odt—/o A&(@xz) dxdzdt, (4.13)

l

bt o b roH\"
/0 /08$z5xzdzdt—/0 (8@) ox

tf
bt ron\" OH \" 96z
/0 /0(3sz> 5xZZdZdt_/ (<8xzz> @Z)
0

En remplagant les expressions (4.12)-(4.14) dans (4.11), on obtient :
bortfron o (oM 9 [ OH op]” OHN\"
f”A—/O / {[a__a_ (m) W (a) *a} ort (%) o,
T
ox\" YIToHNT o [ oH |
+ <(I>2—E) (5p}dzdt—|—/0 {_(&L‘z) 0—5 (zez) ) ox
T ! I ty
((8H> (5$Z) }dt+/pT(5:U dz, (4.15)
0z, 0

0
En appliquant le principe du minimum de Pontryagin, les conditions nécessaires d’opti-

o

malité pour un extremum pour J4 sont données comme suit :

— Equation d’état ;

% = ®(x7 xZ? xZZ? Z? t) + f(Z? t) +u(z7 t)? (416)
— Equation adjointe ;
op OH 0 [(O0H 0% [ OH
T {%‘%(a@) e (ax)] (4.17)

Les équations (4.16)—(4.17) sont appelées les équations de Hamilton-Pontryagin.
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— Conditions de transversalité aux limites

87‘[ a 87—[ T 67_[ T
K&B) CE ((%zz)] ort ((%ZZ) owy 2 =1, (4.18)
aH 3 aH T aH T
G ()] e () e sm0

— Condition de transversalité finale;

!
/p6x
0

Si les premieres conditions sont satisfaites, alors la premiere variation devient :

tf ! T
0Ja = / / (68_7{) dudz dt, (4.21)
0 0 u

Si la variation du est sans contraintes, alors la condition nécessaire pour un extremum

ty
dz =0, (4.20)

t=0

— Controle optimal ;

est donnée par :

o _
ou

d’out 'expression de la commande u(z, t) est donnée par

0, (4.22)

u(z, 1) = —% p(z, b). (4.23)

4.5 Reésolution des équations de Hamilton-Pontryaguin

4.5.1 Fonctionnelles de correction

Pour résoudre les équations de Hamilton-Pontryaguin (4.16)-(4.17) et approcher la so-
lution du probleme de controle (4.1)-(4.5) avec la méthode des itérations variationnelles,

on écrit les fonctionnelles de correction correspondantes aux equations (4.16)—(4.17) dans la
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direction de ¢, comme suit :
25D (2 1) = 2B (2, ) + /0 t /\;U(T){x(f)(z, 7)
— & (2®, 2z 2® 2 1) — flz, ) + %p(k)(z, 7')} dr, (4.24)
PG 0) =) + [ M) (e )
oF -5 (50) o= ()l 429

ou A, et A\, sont des multiplicateurs de Lagrange qui valent

Ao(T) = Ap(T) = —1, (4.26)

En remplagant les valeurs des multiplicateurs de Lagrange \,(7) et A\,(7) dans les fonction-

nelles de correction (4.24)-(4.25), on obtient les formules itératives suivantes :

¢
c* D (2 1) = 2W (2, 1) —/ {:p(Tk)(z, 7) =@ (2™, 2P 2® 2 7)) — f(2, 7) + 1p(k)(z, T)}
0 T
(4.27)
¢ oOH 0 (0H 0* ([ OH
(k+1) — pk) _ (k) -2
P ) =0 = [ {0+ |G- (58 T ()]} on
(4.28)

4.5.2 Approximations initiales

Pour démarrer le processus itératif (4.27) — (4.28), on doit d’abord avoir une approxima-
tion initiale 2° et p°. Rappelons que la solution approchée des équations (4.16)-(4.17) doit
satisfaire la condition initiale (4.3), les conditions aux limites (4.4)-(4.5), les conditions aux li-
mites de transversalité (4.18)-(4.19) et la condition terminale (finale) de transversalité (4.20).
Les approximations initiales (9 (z, t) et p(®)(z, t) peuvent étre choisies comme des fonctions
a parametres inconnus qui peuvent étre identifiés en imposant la condition initiale, les condi-
tions aux limites et les conditions de transversalité. Le nombre de parametres inconnus est

égal au nombre de conditions a satisfaire.

4.6 Algorithme de la méthode

Les étapes de I’'approche proposée pour la résolution des équations de Hamilton-Pontryagin

sont résumées dans ’algorithme suivant :
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1. Initialisation
Poser k = 0, et choisir les approximations initiales (¥ (z, t) et p®(z, t) comme des

fonctions polynomiales a parametres inconnus.

2. Déterminer les approximations successives de la solution z*+9(z, t) et p**V(z, ) en

utilisant les fonctionnelles de correction (4.24) et (4.25).

3. Déterminer les parametres inconnus en imposant la condition initiale, les conditions

aux limites, et les conditions de transversalité.

4. En utilisant 1'expression du controle (4.23), déterminer la solution approchée de la loi

de commande u**1)(z, t).
5. Evaluer la valeur de la fonction cotit J(u®+1)

6. Si | J(uk*V (2, 1)) — J(u®)(z, t)) |< €, stop sinon, poser k = k + 1 et aller & (2).

4.7 Exemples d’application

Dans cette section, on considere un exemple numérique pour illustrer 'approche proposée

basée sur la méthode des itérations variationnelles.

Exemple

On considere un probleme de controle optimal décrit par une équation parabolique linéaire

avec des conditions aux limites homogenes de Dirichlet. Le probleme est formulé comme suit

0/10/1 za(z, 1) — (2, 1) + (2, t)} dz dt,

(4.29)

min J(u
u(z,t)

l\.')lH

sous les contraintes :
(2, t) = x..(2,t) + f(z, t) +u(zt), (4.30)
z(0, t) =0, ( )
z(1,t) =0, (4.32)
z(z, 0) =0, (4.33)
rq(z, t) =t 2 (1 - 2),, (4.34)
flz,t) =222 (1 — 2). (4.35)
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Soit le Hamiltonien H défini comme suit :

H(z, x,, T,y u, p, 2, t) = %[(md(z, t) — x(z, t))z + u?(z, t)}

+ p(z, ) (2..(2, 1) + fz, 1) + u(z, 1)), (4.36)

La loi du contrdle u(z, t) qui minimise le Hamiltonien H est donnée par

OH
S 4.
ce qui donne
u(z, t) = —p(z, 1), (4.38)

et les conditions nécessaires d’optimalité, c’est-a-dire les équations de Hamilton-Pontryagin

sont données par :

‘Tt(’z? t) = xZZ(Zv t) —p(Z, t) + f(Z, t)? (439>
pi(z, 1) = —poa(2, t) — z(z, t) + 24(2, ©). (4.40)
avec les conditions aux limites (4.31) et (4.32) et la condition initiale (4.33).

Les conditions aux limites transversales (4.18) et (4.19) aux points z = 0 et z = 1 sont

données comme suit :

p(0,) =0, 4.41)

p(1,t) = 0. 1.42)
La condition finale de transversalité (equation (4.20))

p(z, 1) =0 (4.43)

Les fonctionnelles de corrections qui correspondent aux équations de Hamilton-Pontryagin
(4.39) et(4.40) dans la direction de ¢ sont :

s (2, 1) = 20 (2, 1) - / (oW, 7) — 2 )+ POz, 1) — [ ) dr, (140
0

¢
p(k+1)(z,t) = p(k)(z,t) —/ {p(Tk)(z, ) —i—pgz)(z, T)+ x(k)(z, T) — x4(z, 7')} dr,  (4.45)
0
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Sélection des approximations initiales #(*)(z,t) et p¥)(z,¢)

Selon les conditions initiales et aux limites qui correspondent au probleme de controle
optimal (4.29)—(4.33), il s’en suit que la solution z(z, t) doit satisfaire la condition initiale
(4.33), les deux conditions aux limites (4.31) et (4.32), ainsi la solution p(z, t) doit satisfaire
les conditions aux limites de transversalités (4.41)—(4.42) et la condition finale de transver-
salité (4.43). Alors, chacune des solutions z(z, t) et p(z, t) doit satisfaire trois conditions,
d’ou les approximations initiales 2(9 (2, ) et p(®)(2, t) nécessitent trois parametres inconnus

et sont données par les fonctions suivantes :

2Oz, t) = ap 2 + ar t + as, (4.46)
p(O) (Z, t) = bo z+ b1 t+ bg, (447)

avec a; et b;, (i = 0, 1, 2) sont des parametres inconnus qui seront déterminés en imposant
les conditions aux limites et les conditions de transversalité.
En utilisant les approximations initiales (4.46) et (4.47), dans les formules itératives

(4.44)—-(4.45), la premiere itération donne

by t? 2% 2(1 —

zW(z, t):aoz+a2—bozt—17—bgt+#, (4.48)
t° 3 2(1 -

PP (2, t) =bgz+by—agzt — L ast + % (4.49)

En imposant la condition initiale (4.31), les conditions aux limites (4.31) et (4.32), les condi-
tions aux limites de transversalité (4.41)— (4.43) et la condition finale de transversalité (4.43),

c’est-a-dire ;

W (2,0) =0 (4.50)
z1(0,t) = 0, (4.51)
W (1,t) =0, (4.52)
p(0,1) =0, (4.53)
pM(1,t) =0, (4.54)
p(z,1) =0, (4.55)
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on obtient :

(IOZCLQ:bO:O,
 2z(z—-1)

2tz(z —1)
ST (E B

32 —1)

2(z—1)t?
3(t2—1)

7b1: by =

d’ou la premiere approximation de la solution est donnée par :

213 2(1 —
W (2, 1) :%7

t32(1 -2
p(l)(z, t) :—(3 >7

et la premiere approximation du controle est

3 2(1 — 2)

uM(z, t) = — 3

L’évaluation de la fonction cotut (4.29) donne

J (u(l)) = %// [(:pd(z, t) — zW(z, t))2 + (u(l)(z, t))ﬂ dz dt = 0.00095238.

Les résultats obtenus par les autres itérations sont résumés dans le Tableau 4.1.

itération k ‘ |J (u(k)) -J (U(k_1)> l ‘

0 —
1 0.183715461e — 5
2 0.524223719¢e — 4
3 0.984740568e — 6
4 0.933596337e — 6
5 0.130975053e — 7
6 0.105275454e — 7
7 0.110904750e — 9

TABLE 4.1 — Résultats des itérations.

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

En choisissant € = 1077, la méthode des itérations variationnelles converge apres 6 itéra-

tions et la solution e—optimale du controle u(z, t) est donnée par :

(8% —4t* +561% — 168¢% 4+ 1680 ¢ — 3360) t* 2 (1 — 2)

u(z, t) ~ul®(z, 1) = - 10080 !
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et le profile e—optimal x(z, t) est donné par :

(5 — 16t* 4+ 563 — 67212 + 1680 — 13440) 3 2 (1 — 2)
20160 ’

z(z, t) ~ 2 (z, 1) = (4.63)

4.8 Résolution par I’approche directe
Considérons de nouveau le probleme de controle optimal suivant [86, 98, 82, 57| :

min J(u(z, t)) = /0 ' /0 [qa®(z, t) +ru’(z, t)] dz dt, (4.64)

u(z,t)

sous les contraintes :

zi(z, t) = x0(2, t) +u(z, t), z€][0,1, t€(0,ty) (4.65)
z(z,0) = f(2), z€]0,1, (4.66)
z,(0,t) =xz,(I, t) =0, ¢€(0,ty). (4.67)

ou g et r sont des valeurs poids positives.

Dans cette section, pour résoudre le probleme (4.64)-(4.67) et obtenir une approximation
pour le contrdle u(z, t), on le transforme d’abord a un probleme de contrdle optimal de
dimension finie. Pour cela, on utilise la technique des différences finies pour approcher la
dérivée spatiale x,,(z, t) de I'équation d’état (4.65) et la régle des trapezes pour approcher
I'intégrale double du critere a optimiser (4.64) en une intégrale simple.

Le probleme de controle optimal approché obtenu peut s’écrire sous la forme matricielle

comme suit :

h [
7=5 [ "0 Qs(0) + () Ru(t)] . (4.68)
0
@(t) = Ax(t) + Bu(t), 4.69
z(0) = xo, (4.70)
avec 0O R 1 1
E:?:dlag[ﬁ,l,l,---,l,é : (4.71)
et o = [f(20), f(z1), -+, f(zn)] ot x(t) et u(t) sont respectivement le vecteur d’état et le

vecteur de controle de dimension N + 1, A est une (N + 1) x (N + 1) matrice tridiagonale
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donnée comme suit :

(-1 1 0 0 00 0 0]
-2 1 0 00 0 O
. -2 0 00 0 O
A= — o o0 1 =21 00 0 O 4.72
P | )
01 =2 1
0o 1 -1
et B est la matrice identité d’ordre N + 1.
4.9 Conditions nécessaires d’optimalité
Le Hamiltonien #H associé au probléme de contrdle optimal (4.68)—(4.70) est :
1
Hlr, u,p.1) = 5 h (7 () Qat) +u” (1) Ru(t) + 5 (1) (Ax(t) + Bu(t),  (473)

En utilisant le principe du minimum de Pontryagin, la loi du contrdle optimal u(t) est :

1
u(t) = -7 R™' BT p, (4.74)

et les équations de Hamilton-Pontryagin sont :

(t) = Ax(t) — lB R~ BT p(t),

h (4.75)
p(t) = —hQu(t) — A" p(t),
avec les conditions aux limites
z(0) = xo, et p(ty) = 0. (4.76)
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4.10 Reésolution des équations de Hamilton-Pontryagin

par la méthode des itérations variationnelles

Pour résoudre les équations de Hamilton-Pontryaguin (4.75) par la méthode des itérations

variationnelles, on définit les fonctionnelles de correction suivantes :
K 1
FD@) = 2P @)+ [ MN2iP () = AFP (1) + = BR BT 5 (1) b dr, 4.77
h
0
t
P =00 + [ {50+ hQaEY(r) + AT 59 () fdr, (1.78)
0

avec A\;(7) et A\,(7) sont les vecteurs de multiplicateurs de Lagrange tel que A\, (7) = A\, (7) =
—Ing1
En remplagant les multiplicateurs de Lagrange par leurs valeurs dans les fonctionnelles

de correction (4.77) et (4.78), on obtient les formules itératives suivantes :

2 ®D(3) = 20 (1) — / t {:i:('“) (r) — Az®(7) + % BR'BTp® (T)} dr, (4.79)
prHD () = p® (1) — / t {p(’“)(ﬂ +hQa® () + AT p“‘“(f)} dr. (4.80)

4.11 Algorithme de approche proposée

L’idée principale de I'approche proposée consiste a transformer le probleme de controle
optimal de dimension infinie en un probléeme de controle optimal de dimension finie, par
semi-discrétisation de 1’équation d’état, et la transformation de l'intégrale double en inté-
grale simple en utilisant la méthode des trapezes. Puis, on utilise le principe du minimum
de Pontryagin pour déduire les équations de Hamilton-Pontryagin, qui constituent les condi-
tions nécessaires d’optimalité, qu’on résout avec la méthode des itérations variationnelles. La
résolution de ces dernieres permet de déterminer la trajectoire du vecteur d’état x(t) et la
trajectoire du vecteur adjoint p(t) et de déduire la loi du controle optimal wu(t).

Les étapes de 'approche proposée peuvent étre résumées comme suit :

Etape 1 — Transformer I'équation d’état (4.65) en un systeme d’équations différentielles

ordinaires en utilisant la méthode des lignes.

Etape 2 — Transformer 'intégrale double (4.64) en une intégrale simple en utilisant la

méthode des trapezes.
Etape 3 — Définir le Hamiltonien du probleme de controle optimal.

Etape 4 — Déterminer 1'expression du controle wu(t).
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Etape 5 — Déterminer les équations de Hamilton-Pontryagin.

Etape 6 — Poser k = 0, 29(t) = [f(z0), f(z1), -+, f(zn)], P© = A, A est un vecteur de

parametres inconnus.

Etape 7 — Résoudre les équations de Hamilton-Pontryaguin (4.75) avec la méthode des
itérations variationnelles en calculant 2+ (t) et p*+1(¢) par les formules itératives
(4.79) et (4.80).

Etape 8 — Déterminer les parametres du vecteur A.
Etape 9 — Déduire la loi du controle u*+1) () en utilisant la relation (4.74).
Etape 10 — Evaluer la valeur de la fonction cotit J(u® 1 (¢)).
Etape 11 — Si
| J(u*I (@) — J(uP () |< e, (4.81)

stop, sinon, poser k = k + 1 et aller a I'étape (7).

4.12 Exemple d’application

Soit L=4,t;=1,qg=r=1, f(z) =1+ 2. En prenant N =4, h = 1.

Les matrices du systeme A, B, R et ) sont données comme suit :

~1 1 0 0
1 -2 1 0
A= o0 —2 0 |, (4.82)
0o 0 1 -2 1
0 0 0 1 —1|
L o000
2
0100 0
Q=R=| 0010 0], (4.83)
00010
1
[ 0000 5|

et B =I5, avec z(0) = (1, 2, 3, 4, 5).

Pour approcher la solution du probleme par la méthode des itérations variationnelles, on
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utilise les formules itératives suivantes :

ah0) = ab0) — [ (#0) -+ ab(0) %)+ 20800) dr (4.8
70 = at0) - [ (0 - ab(0) + 2080 - ) 4 0k0) b (49)
70 = ab0) - [ (50— b0+ 2080 — A0 +0b0) b (456)
A0 = ak(0) - [ (@0 - ab(0)+ 2080 — ) +2h0) dr (1T
o470 = ak0) — [ (50— 2400 + 240 + 20400) (4.55)
70 = 00— [ 80+ 053800 b0+ 4(0) o (159
PO =0~ [ GO+ a0+ b0 -2t +0) dr (w90)
70 = b0~ [ RO+ a0 + a0 - 200 +0) dr (o)
B0 =0~ [ GO+ a0+ 0 - 20 ) dr (092)
0 = A0~ [ G40+ 05540+ (0 1h(0) o (1.93)

Pour Dinitialisation de 1'état, on prend z)(t) = 1, 29(¢) = 2, 29(¢) = 3, 23(t) = 4 et 2%(t) = 5,
et comme la condition initiale du vecteur adjoint est inconnue, on prend p3(t) = ag, p{(t) = ay,
py(t) = ag, P(t) = as, et p(t) = ay, ou les a;, i = 0, 1,--- ,4 sont des parametres inconnus
a déterminer en imposant la condition finale de transversalité p;(1) = 0,7 =0, 1,--- , 4.

Les résultats obtenus sont résumés dans la tableau (4.2).
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\ valeur de a \ valeur de b \ valeur de ¢ \ valeur de d \ valeur de e \ valeur de J ‘

1.245454545

1.990909091

2.727272727

3.190909091

2.845454545

14.12639118

0.6669349493

1.321418426

1.938547486

2.287520121

1.785579017

16.32063922

0.8436088714

1.539636599

2.192594321

2.557460816

2.100523438

15.46197729

0.8031494231

1.505607840

2.169347932

2.548904850

2.057429313

15.37872967

0.8105175781

1.513599780

2.172921794

2.538682498

2.052456546

15.46851976

0.8102173282

1.514079345

2.175842523

2.550314880

2.061161616

15.40262045

0.8091913487

1.513288477

2.174635553

2.545185317

2.055986910

15.42620736

0.8098896166

1.513899787

2.175133577

2.547441505

2.058150377

15.41599258

0.8095102428

1.51359458

2.174938801

2.546651402

2.057291216

15.41935204

k
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

0.8096710004

1.513733254

2.174997488

2.546933636

2.057581492

15.41822628

10

0.8096098712

1.513682557

2.174975036

2.546848454

2.057486081

15.41856022

11

0.8096300267

1.513700374

2.174980781

2.546874751

2.057513902

15.41846565

12

0.8096238540

1.513695156

2.174978811

2.546867811

2.057506017

15.41849034

13

0.8096255341

1.513696659

2.174979225

2.546869671

2.057508018

15.41848423

14

0.8096250948

1.513696285

2.174979096

2.546869231

2.057507513

15.41848564

15

0.8096252170

1.513696401

2.174979139

2.546869345

2.057507630

15.41848533

TABLE 4.2 — Résultats des itérations.

et I’écart entre deux itérations successives est donné dans le tableau (4.3).

’ k ‘ J(u®) — J(u1) ‘ k ‘ J(u®) — J(u*1) ‘
0 — 8 0.00335946
1 2.19424804 9 0.0011257
2 0.85866193 10 0.0003339
3 0.08324761 11 0.0000945
4 0.08979008 12 0.0000247
5 0.06589932 13 0.0000061
6 0.02358692 14 0.0000014
7 0.01021478 15 0.0000003

TABLE 4.3 — Compariason entre deux itérations successives .

En considérons € = 1075, la méthode des itérations variationnelles converge apres 16 ité-

rations, et les approximations de la loi de commande sont :
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up(t) = —1.619250398 + 2.408142362 ¢ — 1.062765583 t* + 0.4026781716 ¢°
—0.1326126870 t* + 0.01455952776 t°> — 0.0089592772 t°
— 0.2846989396e — 317 — 0.127117082¢ — 2% + 0.32323698¢ — 4 t°
—0.251806878¢ — 3t'° 4 0.16303384¢ — 4 ' — 0.324103648¢ — 4"
+0.211324286e — 5t — 0.277830360e — 5t'* + 0.165510436e — 6t
—0.1720932500e — 6 ¢

uy(t) = —1.513696380 + 1.957211565 ¢t — 0.7569759535 2 + 0.345826731 1*
— 0.050956899 t* 4- 0.0050102614 > + 0.0181765482t° — 0.01109546881 ¢”
+0.0084459888 t* — 0.003286364231 ¢” + 0.00167685339 t'° — .50223957¢ — 3¢
+ 0.2008540811e — 3t'% — 0.49492993¢ — 4 '3 + 0.164922161e — 4t
—0.3472875075¢ — 5t'° + 0.998259440e — 610

uy(t) = —2.174979126 + 2.710607476 t — 0.924861903 t* 4 0.4639744486 > — 0.116022875 t*
4 0.0807441793 t° — 0.0537494597 t° + 0.02622508506 " — 0.01527801527 t*
+0.005335639257 17 — 0.00246587239 ' + 0.69019840e — 3™ — 0.2646179293¢ — 312
+ 0.62393151e — 41" — 0.204808853¢ — 4 t'* 4 0.4181375829¢ — 5¢1°
—0.1200698938¢ — 5t1°,

us(t) = —2.546869348 + 3.138748069 t — .984671197 t* + 0.2600708979 t* 4 0.187235967 t*
—0.1271181726 t° + 0.0956430335 t° — 0.03843884604 " + 0.01954903537 ¢*
— 0.006289200311 ¢ + 0.00264113990¢'° — 0.71512793¢ — 3t + 0.2577221925¢ — 32
—0.60112605¢ — 4 '3 + 0.189230606e — 4t'* — 0.3866266217¢ — 5t
4 0.1077047805¢ — 5.
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ug(t) = —4.115015278 + 5.978723418 ¢ — 2.706894000 ¢* + 1.178627690 t* — 0.377802068 t*
4 0.0810658110¢° — 0.0391293684 t° + 0.00519102792¢" — 0.00473344802 t*
+0.507857770e — 3t — 0.541166404¢ — 3 1'% 4 0.48642610e — 4 '* — 0.493707646¢ — 4 t'*
+ 0.371570608¢ — 5t'3 — 0.35025812¢ — 5t + 0.224809468¢ — 6 ¢*°
— 0.195564932¢ — 6 ¢°.

Une comparaison est faite entre les résultats obtenus par la présente méthode et les
résultats obtenus par Sage et White [86] en résolvant numériquement 1’équation de Riccati.
Cette comparaison, représentée dans les figures (4.1)—(4.5), montre que les solutions sont les

memes.

Sage et White
1.69 —©6— Méthode proposée

1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time [s]

FIGURE 4.1 — Trajectoire du contrdle optimal u(z, t) pour z = 0.

88



1.6

Sage et White
1.4+ —©— Méthode Proposée

1.2

0.8

-u(1)

0.6

0.4

0.2

_02 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time [s]

FIGURE 4.2 — Trajectoire du controle optimal u(z, t) pour z = 1.

Sage et White
—©— Méthode Proposée

-u(2,t)

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time [s]

FIGURE 4.3 — Trajectoire du controle optimal u(z, t) pour z = 2.
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Sage et White

—©— Méthode Proposée

2.5

1.5

-u(3.t)

_05 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time [s]

FIGURE 4.4 — Trajectoire du controle optimal u(z, t) pour z = 3.

Sage et White
4< —©— Méthode Proposée

-u@4h

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time [s]

FIGURE 4.5 — Trajectoire du controle optimal u(z, t) pour z = 4.
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Conclusion Générale

La problématique traitée dans cette these s’inscrit dans le cadre de la commande opti-
male des systemes de dimension infinie. Le travail est principalement axé sur le principe du
minimum de Pontryagin. L’objectif consiste a proposer un algorithme permettant d’identifier
les fonctions initiales pour les le vecteur adjoint des équations de Hamilton-Pontryagin et a
localiser directement la solution optimale.

Ainsi, apres avoir présenté une synthese sur la théorie du controle optimal des systemes
dynamiques de dimensions finie et infinie, un état de I’art sur les méthodes numériques pour la
résolution des problemes de controle optimal des systemes de dimension infinie a été présenté.
Puis, I'étude est axée sur les méthodes itératives de résolution des équations différentielles en
se basant essentiellement sur la méthode des itérations variationnelles. Cette méthode a été
exploitée, par la suite, pour développer un algorithme permettant 'initialisation des variables
adjointes des équations de Hamilton-Pontryagin qui constituent un probleme ouvert dans la
littérature.

A la lumiere de la revue réalisée sur les différents travaux reportés dans la littérature,
il ressort que la plupart des contributions sont basées sur ’approximation des conditions
d’optimalité en utilisant des méthodes numériques basées sur I’approximation des équations
ou des solutions. Ce constat a motivé le travail réalisé dans cette these pour développer
une approche basée directement sur la résolution des équations de Hamilton-Pontryagin sans
aucune approximation préalable.

L’idée de base consiste a utiliser un outil mathématique permettant de déterminer la
solution d’une équation différentielle sans discrétisation, 'examen de la littérature a révélé
I'existence d’une panoplie de méthodes, appelées dans la littérature méthodes itératives,
dont le principe général consiste a déterminer la solution itérativement a partir d'une ap-
proximation initiale de la solution choisie en tenant compte des conditions initiales et/ou des
conditions aux limites. Parmi ces méthodes, on a constaté que les méthodes les plus utilisées
et documentées, dans la littérature, sont la méthode de décomposition d’Adomian, la mé-
thode des itérations variationnelles, et la méthode de perturbation d’homotopie. Ainsi, en se

référant aux études comparatives réalisées par certains auteurs, notre choix a été porté sur
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la méthode des itérations variationnelles, qui en plus de sa simplicité, cette derniere échappe
au calcul des polynomes d’Adomian qui est une étape difficile et nécessite d’énormes calculs.
De plus, la convergence de cette méthode a été démontrée par plusieurs auteurs comparative-
ment aux deux autres méthodes pour lesquelles la convergence a été démontrée sous certaines
restrictions et hypotheses. Notons aussi, que I'implémentation informatique de la méthode
des itérations variationnelles est aussi tres simple. Le programme se résume dans une boucle
répétitive avec des évaluations des intégrales.

Ainsi, en utilisant la méthode des itérations variationnelles, les conditions d’optimalité,
c’est-a~dire les équations de Hamilton-Pontryagin, peuvent étre intégrées itérativement a
partir des conditions initiales. Pour I’équation d’état, la condition initiale est définie par
I’état initial qui est toujours connu. Pour I’équation adjointe, la condition initiale est inconnue.
Dans ce cas, une fonction avec des parametres inconnus dont leur nombre est choisi sur la
base des conditions initiales et aux limites qui doivent étre satisfaites. Une fois les équations
de Hamilton-Pontryagin, sont intégrées, par la méthode des itérations variationnelles, les
parametres inconnus sont déterminés en résolvant un systeme d’équations algébriques obtenu
en imposant les conditions aux limites. Dans le cas de l'existence de plusieurs solutions, la
fonction cout doit étre évaluée pour les différentes solutions obtenues et la solution a retenir
et celle qui donne une valeur optimale du critere. Puis en substituant la solution obtenue
dans le critere, on obtient ’expression de la commande optimale. La méthode proposée a été
mise sous forme d’un algorithme dont les différentes étapes ont été expliquées.

En perspective, le travail présenté dans cette these peut étre étendu pour les systemes a
parametres distribués non linéaires, et d’appliquer la méthode des itérations variationnelles

pour des problemes de controle optimal avec des contraintes sur le controle et sur ’état.
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