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Résumé :
Dans ce travail, nous avons établi 'existence globale et la stabi-
lité d’une solution classique du modéle de la chimiotaxie attractif-
répulsif en dimension une. Dans un premier temps, nous avons étu-
dié l'exsitence locale d'une solution classique positive et par des
estimations a priori, nous avons établi son existence globale. Dans
un second temps, nous avons étudié le comportement asymptotique
de la solution classique en utilisant les systémes dynamiques.
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Introduction

La chimiotaxie est la migration des cellules, dans un mouvement
directionnel, vers le gradient de concentration de certains produits
chimiques dans leur environnement. C’est un procédé qui stimule
les cellules, a travers un stimulus ou signal chimique, pour qu’elles
se déplacent. La chimiotaxie peut étre positive, si le stimulus chi-
mique stimule les cellules a se déplacer vers le produit chimique
utilisé, on parle de chimiotaxie attractive; comme elle peut étre
négative si les cellules sont stimulées pour se déplacer dans la direc-
tion opposée du stimulus chimique, on parle alors de chimiotaxie
répulsive. On retrouve la chimiotaxie dans plusieurs schémas comme
dans 'aggrégation des cellules chimiotactiques et la formation de
motifs, entre autre la formation de circuits nigrostriataux pendant
le développement [13] et autres (voir exemple [14]), dans la réponse
immunitaire de 'organisme ot le systéme immunitaire permet aux
leucocytes de se diriger vers la zone du corps ot 'infection ou l'in-
flammation se développe, la formation des motifs bactériens, ou
encore le mouvement des cellules endothéliales et la croissance tu-
morale en réponse a une substance chimique connue sous le nom de
facteur d’angiogenése tumorale qui joue un role important dans le
processus d’invasion des cellules voisines.

Le premier modele de la chimiotaxie a été proposé par Keller-
Segel [2] dans les années 1970 pour décrire 'agrégation des moisis-



sures cellulaires Dictyostelium discotdeum. Sa structure élémentaire
est un systéme différentiel parabolique défini comme suit

u = DyAu — V(xuVo)
vy = DyAv + fu, v)

Ot u(z, t) : densité des cellules.
v(x, t) : la concentration chimique.
D, et D, sont des coefficients de diffusion positifs.
x > 0 le coefficient chimiotactique mesurant la force d’influence du
produit chimique sur les cellules.

Dans notre étude, nous considérons le modeéle de chimiotaxie
d’attraction-répulsion suivant

ur = DyAu — V(x,uVo) + V(xpuVw)
vy = DyAv + au — P (0.1)
wy = Dy Aw + yu + dw

Ou D,, D,, D, > 0 sont des coefficients de diffusion, x4, Xw >0
coefficients de chimiotactique, et a,v > 0, 5, 6 > 0. Ce modéle
a ¢té proposé par [15] pour décrire 'aggrégation de microglia ob-
servé dans la maladie d’Alzheimer et dans [10] pour décrire I'effet de
quorum dans le processus chimiotactique. Dans leur approche, les
auteurs ont introduit un second signal chimique noté w, appelé si-
gnal chimiorépulsif pour répondre au signal chimioattractif v. Mais,
aucun résultat rigoreux n’a été avancé pour le modéle de chimotaxie
avec ces deux signaux opposés (chimioattractif et chimiorépulsif).
L’objectif de ce travail est d’établir I'existence globale et la sta-

bilité d’une solution classique du systéme ((0.1) sur un intervalle

borné de R avec des conditions de type "Neumann" aux bords.



Notre travail est organisé selon 1’ordre suivant, nous commencons
par donner une introduction ot 'on donne un bref historique sur la
problématique, viennent ensuite les préliminaires ot nous rappelons
les différents outils et résultats classiques utilisés afin de réaliser ce
travail.

Le premier chapitre consacre 1'étude de I'existence globale d’une
solution classique du probléme. Dans un premier temps, nous don-
nons la position du probléme et son intérprétation ainsi qu’'un ré-
sultat d’existence locale. Dans un second temps, nous établissons
des estimations a priori nécessaires afin de montrer notre résul-
tat d’existence globale. Dans le deuxiéme et dernier chapitre, nous
étudions le comportement asymptotique de la solution classique et
nous donnons quelques situations d’états stables. Nous terminons
ce travail par une petite conclusion.



Préliminaires

Dans ce paragraphe, nous introduisons les différents résultats uti-
lisés pour la démonstration de l'existence globale d’une solution
classique positive et son comportement asymptotique.

0.1 Notations

On se donne Q un ouvert borné de RY | de frontiére réguliére
0f).
On note C' une constante générique qui peut changer d’une ligne a
lautre.
LP = LP(Q)(1 < p < o00) désigne l'espace de Lebesque dans un
intervalle ouvert borné 2 C R = (—o0, 00) avec la norme || f||,;, =
(ol F(@)Pdz) > powr 1 < p < 00 et |||l = supreol F(2)]
Quand p = 2, on écrit || f||;2 = || f|| pour la commodité de notation.
H' désigne I'espace de Sobolev W!? du l-éme ordre avec la norme
Il = 1171 = (s 052
Pour la simplicité, || f(., )|/, et || f(., t)]|, seront notés par || f(t)]|
et || f(t)]|, respectivement.
De plus, on note [[(f, )l = Iflls + gl pour 1 < p < oo et

H(f? g)HHI — HfHHl + HgHHl pour l — 17 27 37 ----



Définition 0.1.1. (Equilibre) Soit le systéme d’équations différen-
tielles § = f(y), f € CLR% RY). On dit que 1y est un équilibre si
la fonction constante t — 1y est solution pour tout t € R, ce qui
équivaut a dire que f(yo) = 0.

Définition 0.1.2. (Linéarisé¢) Soit I’équation différentielle y = f(y),
f e CYRY, RY) et yy € R?. Le systéme linéarisé en gy est le systéme
d’équations différentielles suivante :

j— g—;@oxy o)+ £(w0)

C’est le systéme obtenu en remplacant f(y) par son développement
de Taylor a l'ordre 1 en .

0.2 Espaces fonctionnels

0.2.1 Espaces de Sobolev

Soit € un ouvert de RY, soit T > 0 et soit p € R avec
I<p<oo:onpose Qp=Qx]I0,T].

Définition 0.2.1. On désigne par HY*(Qr), P'espace de fonctions
f définies sur Q7 telles que : f, fo, fe,z;, Jt € L*(Qr) i=1, N

0.2.2 Espaces W?(Qr)

Définition 0.2.2. L’espace de Sobolev W?(Q) est défini par :
w€ LP(Q),3f1, wor, [ € LP(Q) tels que [, ug—w =— [, fip, Vo €
D), Vi=1, ... , N

En d’autres termes,

ou

WP(Q) ={uec LP(Q),Vi=1, ..., N, 5
€L

pe L)}



L’espace W1?(Q) est muni de la norme :

HUHWU? = HUHLP

5’3%

p

ou parfois de la norme :

(HUH

0.3 Quelques inégalités et résultats classiques

@u

Z

si1§p<oo
P

On rappelle le probléme général introduit par [6] suivant
O+ A(u)u = f(.,u,0u), dans €2 x [0, +00),
Blu)u = g(.,u), sur 09 x [0, +00), (0.2)
u(.,0) = u’ sur §2
Ou  A(u)u = —0j(a;i(.,u)0u+a;(.,u)u) 4+ b;(.,u)0u+ ap(., u)
1<j,k<n

et Blu)u = 6{t’yo(a;r(.,w)Oku+ a;(.,u)) + (., u)you} + (1 —
0)You

0 : la mesure de Dirac , v : la normale unitaire

Avec  aj, aj, bj, ag € C*2 x Dy, £RY)) | ¢ € C*(00 x
D07 E(RN))

feC(Qx D)x RV RY) - geClo0 x D, (RY))

Théoréme 0.3.1. On suppose que g = 0. Alors u est une solution
classique du systeme (0.2), tel que,

w e C@ x [0, T); R%) N C>'(Qx]0, T[; R?)

8



Théoréme 0.3.2. Supposons que f est indépendent du gradient.
Aussi on suppose que w), ) est borné tout le long de OS2 pour chaque
T > 0. 81l exviste e > 0 tel que

|w(t)]|ee <c(T),0<t<T <00, t <t

Alors t™ = +o00.

Théoréme 0.3.3. Soitr € {1, ....., N} fize et définissons 10, =

(7717 coeey Mr—15 M1y woney 77N>

(s 1) =1 = (01, ey M)
Supposons que

nebD=(n,tn) €Dy, 0<t<1

r,s r,s S
et que Ay, a;

077 ag”, et s’annulent

D, ={(n,0) € Dy; Ir >0:(n,, r) € D}

pour 1 < g, k<netl<s<N avecsF#r.

et on suppose que

f, € CY(Q x Dy, R), g € CL(OQ x Dy, R) avec (1 —8)g =0 et que
Fo(es G, 0)) > 0, gyl-, (7 0)) > 0, (7, 0) € D

et soit u? > 0. Alors u,.(t) > 0 pourt € J.

Théoréme 0.3.4. (Grobman-Hartman 1967) Soit y = f(y), f €
CYR%RY) un systeme d’équations différentielles sur RY. Suppo-
sons que f(0) = 0 et que la matrice A = g—i(yo) n'a pas de valeur
propre de partie réelle nulle. Alors il existe des voisinages U et V' de
Uorigine 0 dans R?, et un homéomorphisme (bijection bi-continue)
h U — V qui envoie les trajectoires de y = f(y) sur les trajec-
toires de y = Ay en préservant le sens du temps.

Plus précisément, si yo € R? est une valeur initiale et si y(t;1yy) €

U, alors eMh(yy) € V et on a :

y(tiyo) = (A~ o e o h)(yo)
Ainsi, au voisinage d’un point d’équilibre o € RY tel que f(y) = 0,
les solutions du systéme y = f(y) se comportent comme celles de

9



Y= g—g(yo)(y — %)

Lemme 0.3.1. Pour tout ¢ > 0, il existe une constante positive
C,, dépendant de N, q, ) tels que pour tout f € W2(Q).

111z < CollIV A2 A" + 1l (0.3)

Ota=(1-(1/9)/(1/n)+L1et0<a<1.

Laissant N = 1,q =4 et a = 1/2 dans l'équation (0.5) et utilisant
[inégalité

(a +0)* < 2(a® + b*) pour tout a,b € R, on obtient l'inégalité
suivante

1170 < CUF Nz 11+ 1 F 1170 (0.4)
a/ Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soientf, g € C(Q), R). Alors/Q 1fg] < (/Q \fQ)2 (/Q \g2>(6.5)

b/ Inégalité de Hoélder

Soit 1 < p,q < oo tel que : = 1. ALors

1 1
p+q

i< ([ 1s) " (f1a0) B 0.6

c/ Inégalité de Young généralisée
Soit1<p,q<ootelque:%+é:1;etsoit5>0:

ab < ea? + c(e)v? (0.7)
d/ Inégalité de Gronwall

Soit 7(.) une fonction positive différentiable sur [0, co) satis-
faisant I'inégalité

10



n/(t) + In(t) < w(t), ou [ est une constante et w(t) est une
fonction positive continue sur [0, co). ALors,

n(t) < (n(O) + /O t GZTUJ(T)CZT) el (0.8)

Alternativement, si pour t > 0, ¢(t) > 0 et 1(t) > 0 sont
des fonctions continues tels que I'inégalité ¢(t) < Cexp(rt) +
Lfotw(s)gb(s)ds, t > 0, avec C' et L des constantes positives,
alors

o(t) < Cexp(rt)exp (L /Ot@b(s)ds) : (0.9)

e/ Inégalité de Cauchy généralisé
b2

Va, b € R, V6>O:ab§ea2+4— (0.10)
€

11



— Chapitre 1
Existence globale d'une solution
positive

Dans ce chapitre, nous introduisons la position du probléme, son
interprétation, ainsi que le résultat d’existence et les estimations a
priori.

1.1 Position du probléme

Soit Ja, b] un ouvert borné de R . Considérons dans Ja, b[x[0, T’
le systéeme d’équations de réaction-diffusion quasi-linéaires suivant

Up = Uzy — (W) + (UW, ), (1.1)
v = Dy +u— po

wy = DypWyy + yu — dw

ol 5,y et d sont des constantes strictement positives, D, et D,, sont
des coefficients de diffusion que I'on suppose positifs.
Ce systéme d’équations est assujetti aux conditions initiales :

u(z,0) = up(z),v(z,0) = vo(z), w(z,0) = wy(x) (1.4)

et aux conditions aux limites, de type Neumann :

Oou(z,t)  Ov(w,t) OJw(x,t)
o v v

12
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ol v est la normale unitaire extérieure a {a, b}.

1.2 Interprétation

Le systéme (|1.1)-({1.5)) est un modele pour la propagation d'un

cancer dans une population qui est soumise & deux processus :
-Reéaction : la contamination ou la résistance.

-Diffusion : la propagation de la maladie afin de contaminer d’autres
parties.

On considére que l'infection se propage dans l'intervalle borné
Ja, b] et qu’il n’y a pas de migration a travers {a, b} ( ce qui est
traduit par (1.5))). u(x, t) représente la densité des cellules, v(zx, t)
est la concentration du signal chimique attractif et w(x, t) est la

concentration du signal répulsif. Le terme —(uv, ), refléte le mouve-
ment attractif des cellules, tandis que le terme +(uw, ), représente

le mouvement de répulsion. Dans la deuxiéme équation ({1.2) du

systéme, le signal attractif est produit par les cellules elles-mémes
et se dégradent a un rythme constant.

1.3 Existence locale

Dans cette partie, on s’intéresse a lI'étude de l'existence locale

d’une solution classique du systéme parabolique (|1.1])-(|]1.5]).

Théoréme 1.3.1. Soit |a, b] un ouvert borné de R. Alors,
(i) pour toutes données initiales (ug, v, wo) € (H'(]a, b]))?, il
existe un temps constant maximal Ty € (0, +00) dépendant des
données initiales (ug, vy, wy) tel que le systeme (1.1)-(1.5) ad-

met une solution maximale (u,v,w) définie sur |a, b[x (0, Tp)

13



satisfaisant :
(u, v, w) € [C%([a, B] x [0, To[: R*)PN[C*([a, B]x]0, Ty]; RY))”

(ii) si supo<i<ynr |(w, v, w)(.; )| 0 < 00 pour chaque T > 0,
alors Ty = 00, (u, v, w) est une solution classique globale du
systeme (1.1))-(1.5).

Pour la démonstration de ce théoréeme, on aura besoin des deux
résultats de [6] cités précédemment.

Démonstration. On définit n = (u, v, w) € R?. Le systéme (1.1))-
1.5)) peut s’écrire comme suit

ne— V.(a(n)V(n)) = F(n), dans a, b[x[0, +00),

% =0, sur {a, b} x [0, +00),
n(., 0) = (ug, vo, wo), dans |a, b,
Ou
1 —u wu J1 0
am=10D, 0 |, Fn)=| Lfo]=| uv-0v
0 0 D, fs YU — dw

(i) D’apres le théoreme ((0.3.1)) de [6],

g=2=0, sur {a, b} x [0, +o0|

Donc 7 est une solution classique du systeme.
et donc n € (C([a, 0]x[0, Ty[; R%))°N(C* ([a, b]x]0, Ty[; R?))°

Dot n € (C([a, B]x[0, Ty[; R?))’N(C*([a, b]x]0, Ty[; R?))°

14



(ii) Par 'utilisation du théoréeme ((0.3.2) de [6], , on obtient :

0
Ona fF(n)=| u—pv
YU — Ow
Donc F ne dépend pas du gradient,

etona 1 — V.(a(n)V(n)) = F(n)

On intégre sur Ja, b et on utilise la formule de Green, on ob-
tient :

b b b b
/utdx:/ umdx—k/ (va)mdl’+/ (uwy) dx

d b
7 udxr = 0

Ce qui se traduit par :

b b
/udx:/ uo(x)dx.

mes(|a, b)supy, 71|u(t, 2)| < [luoll 110 4p

ce qui implique

D’ou
[u(t, )| e < C[uoll 10,8

On somme les équations ((1.2)) et (1.3 puis on intégre sur |a, b]

, ON aura :

b b b b
/(v—l—w)tda::(1+7)/udx—ﬁ/ vd:z:—5/ wdx

15



d [ b b b
pr (U+w)dx—|—ﬁ/ vdx+(5/ wda::(l—l—’y)/ udx

Par la formule de Gronwall, on obtient :

d [ ’
%/ (v_|_w>daj—{—og/ (v+w)d35= (1+7> HUHLl(]a,b[)

/ab (v +w)(t)dz < </ab (vo + wo)(z)dz + /Ot e ||ul| 1 d7> e Y0 <

’ C
< / (vo 4+ wp) (z)de—e", Wt
. o)
D’ou )
SUP[), 7] / (v+w)(t)dg < C

‘/ab(v+w)dx

D’ot, n est borné sur |a, b].

Donc

<C.

LOO

Comme 7 est nulle sur {a, b}.

Donc, no, 7 est borné sur {a, b}.

Ainsi les conditions du théoréme (|0.3.2]) sont vérifiées.

Par conséquent, 7 est une solution classique globale du systéeme
1.1)-(1.5]).

16



1.4 Positivité.
Dans cette section, on étudie la positivité de la solution (u, v, w).

Proposition 1.4.1. Supposons ug(x) > 0, vo(x) > 0, we(z) > 0 et
soit (u(x, t), v(x, t), w(x, t)) une solution classique du systéme
1.1)-(1.5) sur

Ja, b[x[0, T, alors

u(z, t), v(z, t), w(z, t) > 0 surla, b[x|0, T

Pour démontrer cette proposition, on vérifie les conditions du
théoreéme (0.3.3)) de [6].

Démonstration. 1. Soit r € {1, 2, 3} avec D = Dy = R*

et soit 7/7\: (771, coey Mr—1 M1y «oy 77N)
Onane Rg, et 771 = (?72, 773), ﬁ\z = (771, ?73), 7% = (7717 772)

Ce qui implique (7, tn,) € R?.
2. On pose D, = {(7), 0) € Dy; I7 > 0: (0, 7) € D}

Pour r € {1, 2,3}, ona (7, 7) € D =R5.
En effet :

r=1:(m, 0) = (n2, 1, )EDO:R?)
r=2:(, 0) = (m, n3, 0) € Dy
7“23:(7?3,0)—(771,772, 0) € Dy.

Comme Dy =D = R3

Donc 37 > 0; (9, 7) € D.

17



3. On vérifie que F > 0 et g > 0 pour tout u, v, w > 0.

On suppose que u, v, w > 0.

fr € Cl(la, b] x R3, R), g, € C'({a, b} x R3, R).
On a g,(., (7, ))—0 (7, 0) € D =R et

fi(., (71, 0))
fa(.; (72, 0))
f3(.; (13, 0))

Donc les conditions du théoréme sont satisfaites pour r € {1, 2, 3}.

On conclue que (u, v, w) > 0.

1.5 Estimation a priori.

Le but de ce paragraphe est d’établir des etimations a priori
afin de prouver 'existence globale de notre solution. Remarquons

d’abord que la premiére équation
vation. Si on note

/a b wolx)dz =:

1.1

On intégre la premiére équation

1.1

est une équation de conser-

m (1.6)

du systéme, en utilisant les

conditions au bord ([1.5)) et la formule de Green, on a :

(1).

/OT /ab u(t, x)drdt = /OT% [/ab u(t,x)da:] dt

18



_/ab [/OT%u(t,x)dt] d
:/abu(t,a:)dx—/abm(taiv)dx

Ce qui donne :

/T /b u(t, x)dxdt = /b u(t, x)dr —m

/ / Uppdxdt = / / Upl, dxdt—i—/ / —d:z:dt
{a,b} Ov
Donc
T b
/ / Uprdxdt =0

(iii)
/ / UV, ) drdt = / / U,V drdt + / / UV dxdt

D’apres la formule de Green, on obtient :

//uvmdxdt //uwidxdt—i—// —uda:dt
{a,b} Ov

Donc

T b T b T b
0 a 0 a 0 a

De maniére analogue, on trouve :

19



(iv).

T b
/ / (wwy)dxdt =0
0 a
On obtient donc

T b b
/ / u(t, x)dxdt = / u(t, x)dx —m =0
0 a a

Ce qui implique

b
/ u(t,r)der =m
D’ou

b
;= / ult, z)dz = m

Lemme 1.5.1. Soit (vg, wy) € (L*(]a, b]))* .
Soit,(u, v, w) solution du systéme (|1.1)-(1.5).

Alors, pour tout T' > 0, 1l existe une constante C' tel que :
pour tout 0 <t <T', on a linégalité survante

(v, w)(@B)|I* < C. /O (v, w)(T)HzciH/O |(ve, w,)(7)|Pdr < C(141)
(1.8)

Démonstration. 1./ On multiplie la deuxiéme équation
systéme par v et on intégre par rapport a z sur |a, b|.

b b b b
/ Uﬂ)dﬂ?ZDv/ vxxvdac+/ uvdaz—ﬁ/ v2d

1.2

X

1d [ b b b
vzdx—l—ﬁ/ vzdx:DU/ vmvdx—l—/ uvdx

2dt J,

20
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D’apres la formule de Green :

b b
0
/ Vpp VAT = —/ vidm + / —Uvdaz
a a {a, b} v

Ce qui donne :
L d [ b b b
57 Ung;—|—5/ Ude—i—Dv/ vida::/ uvdx

On a ) )
/ uvdz < supja, b[\v!/ udz < m ||v]|

Donc

1d [ b b
Sdt ), vidr + 3 ) vidr = /a wodr < m||v]
Par I'injection de Sobolev de H! < L*> | on aura
1d
2dt J,

D’apres I'inégalité ((0.7])), on a

b b
vmx+g/vmngmwwmgcmwmu+mw>

DU 2 6 2
mwN+WMDS§W%H+§MH+C%f

D,
< 20 ol + Sl + €
Il s’ensuit que :
1 2 2 2 DU 2 6 2
5 117+ B+ Dy flvaI” = = lvall™ + 5 ol < €

Ce qui implique
1d
U, i <C
ol + 2 el + 5 P
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D’ou
d
ol + Dy ol + 810l < © (19

Or p
pr |v]|> + D, [|v, > < C

En appliquant 'inégalité ((0.8)), on obtient :

t
\wFstW+c/£&m)ewgc
0

< (HUOH2 +C (%eﬁt — %)) e Mt

C C
S(MW—B>6&+E§C

On intégre I'équation ([1.9)) par rapport a t sur [0, T, on aura :
t d t t
!/—WWM+@/MWM+Q/WMﬁh§&
o dt 0 0
Ainsi
t t
mwwﬁémme+1wmwﬂhsm+mW+c

D’ou

AWme+Awmmﬁhgauw (1.10)

2./ On multiplie la troisieme équation ([1.3]) du systéme par w puis

on intégre par rapport a z sur |a, b[ et par rapport a t.
De maniére analogue a ce qui préceédent, on obtient :

UA Wmﬁnﬁdf+il:HwATNerg<ju-rw (1.11)
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On combine I'équation ({1.10]) et ({1.11]), on obtient :

/0 (v, w)(r)]2dr + / (v, w) (1) [2dr < CL+1

Lemme 1.5.2. Soit ug € L*(]a, b]), (vo, wo) € (H(]a, b]))? et soit
(u, v, w) solution du systéme (|1.1)-(1.5).

Alors, pour tout T' > 0, 1l existe une constante C > 0 tel que pour
tout 0 <t < T, il suit que :

Hu(t)H2+/0 a1 dr + || (v, w)@)!iﬁ/o (v, w)(7)|[* dr < C(1+

Démonstration. On multiplie la premiére équation (|1.1)) du sys-

téme par u, puis on intégre par parties et on utilise I'inégalité ((0.4]),

I'inégalité (0.6]) et I'inégalité ((0.7)).

b b b b
/ wudr = / Uy UdT — / (uvy ) udr + / (uwy)udx

14 [ b b b
S uzdx:/ umuda;—/ (uvx)mudas—k/ (uwy ) udx

D’apres la formule de Green :

b b

/ Upudr = — / uidm + / @udaﬁ
a a {a,b} v
b b b

/ (uv,) ude = / wv,udr + / U0, d

Par intégration par parties, on a :

b 1 b b 1
/ (uv,)ude = —5/ u2vmdw+/ UPv e dr = 5/ U0, dx

De méme , on trouve :

b 1 [ b 1 b
W, ) udr = —— wPw,dr + ww,dr = = 2w, dr
2 2
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On aura donc

1d [ b o e
5% U,le“: —/ Uidﬂf— 5/ UQUxxdx—i_i/ lﬂwﬂmdm

C’est-a-dire

1d (" " L[ L[
5% ) u2d$+l U?Cdil’: —§/a UQUxxdx+§L UQw:m:dx

En utilisant I'inégalité (0.6) et I'inégalité ((0.4)), on obtient :

1d ([°
2dt J,

1 b % b % 1 b
< 5 (/ (u2>2d$> (/ fuixda]) —|—§ (/ (u2)2d$
1 b % 1 b %
(/ fugq;daz) + 5 (/ U4dﬂ3)
2N | 2
(/ u4d:c> [vaH + || W || }

1 2 2 2
< S lullFa sl + o ]

b
u’dz +/ urdr = —
a

Yoo >
( / wixd:ﬁ)
b 5

/ wixda:)

2
C { Nuall fJull 71 + HUHLl) ([vzel + [l0zz 1)

C (m Jluall +m*) (vl + llwz ]

1d [° b 1
——/z&mﬁ/uwxs—OmmwummuHmﬁw%m+wwmm+wwu
2dt |, . 2
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1 1
< SCm ([[uall oell + lluall l[weell) + 5Cm” (var ]| + was])

D’aprés 'inégalité (0.7]), on obtient :

2dt/ %”+/Q“¢f<1(—HfH+ SOm [zl + 5 [[2]] + 5Cm e

S§WW+CWMWW%W+WM+MWD

On utilise 'inégalité ([0.5]), on a

c? 1 c? 1
(va” + mex”) +z ||Ua:x|| -+ + ||w9:xH
2 2
—02+—02+1H I +1H I
Uf)fl' Uﬂfl’
2 2

<20C% + HUmH + ||me

On trouve que

1d [° I
5 u2dx+§/ urdr < C (”%HQ + ”wwa2>+||UxxH2+me||2+202

< C (lfowel® + lwra?) +2€2

d [° b
G [ars [de <o (Ve o+ funl?) (013

D’ou le résultat.

En suite, on multiplie la deuxiéme équation (|1.2)) du systéme par

—v,, €t on intégre par rapport a x sur |a, b|.

b
/—vmvtdaz——D/ ng;_/ uvmdaz+6/ VU dT



Ce qui implique

1 d b b
_§£ 2da:+D / 2 dx——/ uvmda;'+5/ VU dx

Par la formule de Green :

b b
0
/ VU AT = —/ vidaf; + / —Uvda:'
a a {a, b} v

On obtient donc

1d [P b b b
—— | vidz+ Dv/ vixdachB/ vide = —/ UV dx
Zdt a a a a
On applique I'inégalité (0.6

g [ b b b b
pr vidaﬂr/ Uixdﬂf—l—/ vidxﬁ/ W2dz ||vge|” < C’/ widald)

La méme procédure pour I'équation (|1.3) du systéme, on trouve :

d b b b b
pn wgd:H/ wide/ wgda;gc/ w de  (1.15)

On combine (|1.14)) et ({1.15)), on trouve :
d v b b b
— w? + v?)dx + w2+ v2 Ydx + w? 4+ v2)dr < C [ uidxl6
dt
Puis on intégre I’équation (|1.16)) par rapport a t.

td t t t
/ D\ (00, wy) P+ / (02, wer) [P+ / (02, wo)|%dr < C / Ju(r)
o dt 0 0 0

Ce qui implique

(v, w3) (1) 2+ / (0az, w2e) ()24 / (00, wo)(r)|dr < C / Ju(r)

, on trouve :




D’ou

lmmmWW+AWMmMMﬂﬁhﬁKW%wmﬂmhgco+A

Maintenant, on intégre 1'équation (|1.13|) par rapport a t, on ob-

tient :

td t t t t
| Gl [uoltar < ¢ [ arec [ oamifiree [
o dt 0 0 0 .

D’ou

t
scmwmmW+unwmwmem

HU(t)H2+/O lua(7)|Pdr < C(1+t)+0/0 (0, we)(7)]|1d718)

On applique l'inégalité (0.9)) a (1.18]), on aura :

lu)I” < C(1+1) +/ C |u(r)|"dr

0

§0(1+t)+/0t02(1+7)exp (/:Cds)dT

t
< C(l—I-t)—l—eCt/ C(l+7)expC(t — 7)dT
0

11 4
ctc’
< C(L+t)+Ce!

< C(1+1t)et + Ce*!

<CA+t)+(t+e —1)

Ju@)|I” < C(1 +t)e

27

(1.19)



Donc, la substitution de l'équation (|1.19) dans I’équation (|1.17

donne :

W%wmwwﬁ[wwmw@wW%+AWwMMMﬂmhgc(y3[c

1 1
< 1 Ct 1__Ct__
_C—I—C’[( +t)e”" + ok C’]

<CH+CL+t)e —et+C
< C(1+t) e

!MMMWW+AH%m%MﬂﬁhﬁAW%wMﬂﬁhé%wéC

On combine ([1.19)) et ([1.20)) avec ’équation ({1.10]), on obtient :

t t
meﬂw@mwawﬁﬂumMMMﬂWw+A\wmﬂ%avw%T§o£%

D’ou le résultat.

Lemme 1.5.3. Soit (vy, wy) € [H*(]a, b])]%. Soit (u, v, w) solution
du probléme (1.1)-(1.5).
Alors, pour tout T > 0, il existe une constante positive tel que
pour tout 0 < t < T, 1l est vrai que

WMAMWW+AH%mwﬂﬂﬁhﬁAW%m%wﬁWWSC@

Démonstration. On dérive la deuxiéme équation du systéme (|1.1))-

1.3|) par rapport a x deux fois puis on multiplie le résultat par v,,.

(Ut)xx — vaxx:z:x + Uyy — 5vxx
Alors,

d
2
(%Uxx UI’Z’ — Dv@xxxxva:x + ua::zcvxx o /B/U.’L'{E
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On intégre sur |a, b[, on obtient :

1 b b b b
a a a a

On applique la formule de Green, on aura :

b
2/ LAdx+D, / xmdaz—kﬁ/ 2 daj—/ umvmdfc:—/ UpVpprdT

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

L v 2 2 2
+ _u
2 LE’JJI

—UxrVggx S
D, "

On obtient donc :

D, [’ 2 "
/ da:+D/ mxdaﬂ—ﬁ/ dwﬁ%/ vimd:ﬁ+3/ uldx

On intégre sur [0, t], on aura :

t
1
o+ [ Noea(rr+ [ ooty < € [ aatr)Pr s

Comme vy € H%(Ja, b]), done [|vg.(0)]]* < oo

Il vient que

t t t
me+LHmﬂﬂWm+Lummww%fsc(l+Avawwﬁ

En appliquant le lemme ([1.5.2)) & cette derniére, on obtient

t t
H%W+AmeﬁhaAmvamscum%

De la méme maniére, on aura l'estimation de w suivante

t t
WMW+Aw%va+Anwwﬂﬂhsauw%
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En combinant le lemme (|1.5.2)) et le lemme (|1.5.3)) et en utilisant
I'injection de Sobolev H' < L on obtient

||U93”L00 + waHLOO <C(1+ e(]t) (1.21)

Lemme 1.5.4. Soit ug € H*(|a, b]). Supposons que (u, v, w) so-
lution du probleme (1.1)-(1.5). Alors

pour tout T' > 0, il existe une constante C' > 0 tel que pour tout
0<t<T

t
s + / e (F)|dr < C(1+ €7

Démonstration. En multipliant la premiére équation (|1.1)) du sys-

teme ([1.1)-(1.3)) par (—uy,) et intégrant le résultant, on aura

—UtUgy = —Uix + umx(uvx)x — u:m:(uwx)x

Il vient que

1d [’ ’ ’ ’

Estimons le terme a droite de I’équation (|1.22]). Pour cela, on dérive

la deuxiéme équation (|1.2) du systéme trois fois puis on multiplie

le résultat par v,....

(Ut)x:v — DU(Uxx)x:m + Ugpry — Bvxa::v

Ce qui implique
d

%Ua:x:c - vazmzxx + Ugppr — 5”351’95
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Il vient que

d
2

D’ou
1d [°

b b b
— 2 2
o /Uxxxdx =D v Umxxxxvxxxdx + uxm:vxxxdx _5 U:mxdx
2dt ), ) ) a

Par la formulation de Green, on obient

1d b b b b
5% vimxdx + 5/ Ua%xasdx + / vazjxa:dx - / U Vpzoa AT
a a a a

Par 'application de Cauchy-Schwarz, on aura :

1d ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 2
5% /Ux:mdx + / vxxxdx + / Uxx:cdx S / ux:cdx ”vﬂ?mﬁ”
a a a a

On intégre par rapport a ¢, on aura :

t t t
o + / e (7) 2 + / [osee(r)dr < Co / etz (7) [3d723)

On a
b b b
/ Uz (UV, ) pdT = / Uy Uy VAT + / Uy UV AT
a a a

Par la formule d’intégration par parties, on trouve :

b b b b
/ Uz (WD )dx = —/ Uz (UVy ) o dT = —/ uivmdaz—/ Up UV AT
a a a a

b b
1
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On aura alors

b | b b
/ Uz (UV, ) pdT = = / UV pprd + 3 / Uy Uy VpdT
a 2 a a

En utilisant Holder, on obtient :

b b 3o/ opb 3 b
/ Uz (WU, ) pd < (/ (u2)2daz) (/ mmdw) +3/ | U U0 | A

b
< HuHi‘l Hvxmch +3 HvaLOO/ ‘umum‘dx
a

Par Cauchy-Schwarz et I'inégaltité (|1.23]), on aura :

//u w,) d:c<// (2 d:cd7+—/ - d7+3/ loall,

En utilisant I'inégalité de Cauchy généralisé et 'inégalité ({1.21]),
obtient :

1 t
//um UV, ) da;<// (||l 7) da;dT+ /vamHQdT
8Co Jo
+/ C(1+e“ )/ udrdr + - //uzdasz
0

En appliquant I'inégalité ((0.4)) et 1’'équation (|1.7]), on obtient :

t b t t
1
//um(uvx)xdang/ (CmHumH%—mz)de—é/ [t (7)|| 2T
0
CO(1+ e / e (7)||Pdr + = /Hum )| dr

<c/ (1 + ||| 2dr+C/(1+eC" /Hux VPdr s /Hum V2 dr
0
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En utilisant I'inégalité ((1.12), on aura :

t
//u (uvy), d:c<0/ (0 + || 2dr+C(14c" /Hum V2 dr
0

t 1
<c | (1+Hum||)2d7+0(1+260t+620t)+1/ 1tz () |2
0 0

t t 1 t
< 0/ (1+2Hux(7)H)dT+0/ Hum||2d7+0(1—|—60t)—i——/ [t (7)||” dr
0

t
<c/ (1 + |un(r))dr + C(1 + € /Hum V2 dr

//um UV, d:z:<C1+e /Hum H dr (1.24)

D’ou le résultat.

Le méme argument que ci-dessus appliqué a w donne également
lieu a

//u ww,),dz < C(1+ € /Hum W2dr (1.25)

Ainsi, en intégrant ’équation ({1.22) par rapport a t et en appliquant
les inégalités (|1.24)) et (|1.25]), on obtient le résultat demandé.

1.6 Existence globale

Théoréme 1.6.1. Soit (ug, vo, wy) € H?*(a, b]). ALors, il existe
une unique solution globale (w, v, w) du probleme (1.1)-(1.5) tels
que

(u, v, w) € [C"(a, b] x [0, 00); R3]’ N [C2X([a, b] x (0, 00); R3],
De plus, u, v, w > 0 si ug, vy, wy > 0.
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Démonstration. D’aprés le lemme ((1.5.2) et lemme ((1.5.4]), on a

C
lull g+ ol e+ lwll e+ < O+ )
Ce qui donne
I, v, w)|[ < C(L+e)
et par l'injection de Soblev H! «— L™
I(w, v, w)[| e < O(1+€)
D’ou
supg<t<nynr||(u, v, w)|| e < C(1 + )

pour tout 1" > 0.
Ce qui veut dire, pour tout ¢ fini avec 0 < t < ToNT, ||(u, v, )| 1
est borné.

Par la propriété (ii) du théoreme ((1.3.1), le temps maximal T

d’existence de la solution classique obtenue dans le théoréme (|1.3.1

doit étre infini.
La positivité de la solution résulte de la propriété (ii) du théoréme

1.3.1)) directement.

34



Chapitre 2
( Comportement asymptotique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’'étude des états stables

non-triviaux du sytéme (|1.1))-(|1.3|) avec les conditions au bord ho-

mogenes (|1.5). Les états stables du systéme satisfaient le systéme

suivant :

Dy, +u—pPov=0 (2.1)
Dywye +yu —ow =0

L’état stable du systéme (|1.1])-(]1.3]) est solution du systéme ([2.1]),

avec u, v, w non constants. Dans cette étude, on consideére seule-

ment le cas simple D% = Diw = u. Ce qui veut dire que le chimioat-
tractant et le chimiorépidant ont le méme taux de mortalité par

rapport a leur diffusion. On définit ¢ = v — w, le systéeme (2.1

s’'écrit alors :
Uzy — (UPy)y = 0
Ve + 1/ Dyu— B/Dyv =0
Wez + /Dyt — 6/ Dyw =0
Ce qui implique
e — () = 0
Guz + At — pup = 0 (2.2)
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Ou
A= 1/Dv - W/Dw (2'3)

On intégre la premiére équation du systeme ([2.2)).

On a

(uz — (ugy))r =0
Ce qui implique

Uy — (u¢x) - Cl
On peut prendre C'; = 0, on aura donc
Inu=¢(x)+C
D’ot
u = ne’

avec 717 une constante positive.

Par substitution de ’expression de u dans la deuxiéme équation

de (2.2]), on obtient I’équation elliptique suivante :

¢xm - M¢ - >‘776¢' (24)

Cette derniére est étudiée de maniére approfondie quand ¢ > 0
et A > 0 par [3, [17]
Dans notre cas, ¢ et A ne sont pas positifs. On écrit alors le systéme

Hamiltonien du premier ordre pour I'équation ([2.4]).

¢x =Y
Y = f1p — Ane? (2.5)

Sans perte de généralité, on suppose |a, bj= (0, L) avec L > 0.
Les conditions de Neumann deviennent :

y(0) = y(L) = 0. (2.6)
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Soit (¢*, y*) un point d’équilibre pour le systéme ([2.5).
Cest-a-dire

¢ = (&%, y7) =y" =0
yr = 9(¢", y*) = " — Mpe” =0
Le systéme linéarisé s’écrit comme suit :

aof of

o= J1O )+ 55 Lo (9= 07) + y!* 9y —y)
b= 96", )+ gj;r 3=+ 2l =)

La martice jacobienne du systéme s’écrit :
of of
_ 8qb 0
M = 9y |
5’(;5 dy

Donc la matrice jacobienne au point d’équilibre est :
0 1
M* — *
( ©w—ne? 0 )
Le point d’équilibre satisfait donc : y =0

et
1p = Ane®. (2.7)

On considére deux cas :
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1. 51 A <0, alors D, < ~vD,.
Donc I'équation (2.7)) admet une unique solution ¢* < 0.

On a
detM* = —p + dne® < 0 et les valeurs propres de la matrice

M* sont de signe opposé.

Donc le point d’équilibre (¢*, 0) est un point selle du systéme
linéarisé.

D’aprés le théoréme de Hartmann-Grobman, (¢*, 0) est un

point selle du systéme non linéaire ([2.5)).

La fonction Hamiltonienne du systéme non linéaire est :

H(p, y) =y*/2 — (1/2)¢" + Ane”

[l y a aucune solution stable non triviale satisfaisant les condi-
tions aux limites par une simple analyse de plan de phase.

2.51 A >0, alors D,, > ~vD,.
L’équation ([2.7)) peut avoir une ou deux solutions qui dépendent

des paramétres. Il est simple de vérifier que le seul cas ol on a
les états stables non triviaux est le cas de deux solutions.

L’équation ([2.7) admet deux soluions 0 < @] < @3 si et seule-

ment si pu > Ane,

oll ¢% satistait p > Ane®l et ¢ satisfait p < Ane?.

On vérifie facilement que le point d’équilibre (¢7, 0) est un
point selle et 1'équilibre (¢3, 0) est un centre.

Puisque l'intervalle [0, L] est borné et le systéme (2.5) est un

systéme Hamiltonien, pour chaque L il existe une solution non

triviale de I’équation (2.5) et ([2.6)) qui est une orbite fermée.

Les états stables non triviaux sont imbriqués autour du centre

(¢35, 0).

Donc, lorsque D,, > vD,, il n’y a pas de solution réguliére
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non triviale de I'équation (2.4) qui satisfait la condition aux
limites 0¢p/0v =0en x =0, L.
Par conséquent, I'état stable u = ne® existe. En substituant

cette derniere dans la deuxiéme équation de (2.1)) en relation

avec ’équation ([1.5]), on obtient :

—vm—l—,uv:Diegb(x), 0<z<L, (2.8)
a v
—Uu:O, r=0 ou L
ov

qui est une équation linéaire elliptique avec des conditions aux
limites de Neumann. Puisque le terme non homogéne e? est
suffisamment régulier pour z € (0, L), la solution réguliére de

’équation

2.8

existe. Par les mémes arguments, on obtient la

solution w de la troisiéme équation de (2.1)) avec les conditions

aux limites de Neumann.

En résumé, I'état stable du systeme (|1.1))-(|1.3)) avec les conditions

aux limites de Neumann est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.0.2. Soit |a, b|= (0, L). Supposons que /D, = §/D,,.
St Dy, <D, le systeme (1.1))-(1.5) avec les conditions auz limites

de Neumann

1.5

n’a pas d’états stables non triviaux.

St Dy, > vD,, alors l’état stable du systeme (1.1)-(1.5) sous ré-

serve de ['équation

1.9)) existe pour chaque L > 0.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi I'existence globale et la stabi-
lité d’une solution classique du modeéle de la chimiotaxie attractif-
répulsif en dimension une. Notre résultat n’exclue pas 'explosion
en temps fini.

A travers l'analyse de I'état stable, nous déduisons que l'exis-
tence de points de stabilité non triviaux dépend du signe de A qui
est le rapport entre la diffusion chimioattractive et la diffusion chi-

miorépulsive (voir (2.3))). Ceci nous permet de conclure que si les

taux de mortalité 3, v et 0 sont fixés, la diffusion relative du signal
chimioattractif au signal chimiorépulsif joue un roéle important dans
la détermination de la nature des états stationnaires.
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