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Notations

@ : addition dans un dioide .

® : Multiplication dans un dioide .

e : Elément neutre pour La loi ®.

¢ : Elément neutre pour La loi &.

D : Dioide .

D™ : Dioide matriciel .

Rnaz @ Le diolde (R,{—o0}, max, +) , appelé aussi algébre (max,+)
Rynin : Le dioide (R,{+00}, min, +) , appelé aussi algébre (min, +)
T : plus grand élément dans un dioide .

< : L’ordre dans R,,,, coincide avec 'ordre usuel < .

< : L’ordre dans R,,,;, coincide avec ’ordre usuel ».

a* : étoile de Kleene a* = e @ a ® a’*P......

a™ : dérivé de I'étoile de Kleene a™ = a*a

sci : Semi-continue inferieur .

scs @ Semi-continue supérieure .

L, : produit a gauche par a, L,(z) = a ® x.

R, : produit a droite par a, R,(z) = z ® a.

L# : résidué de I'application Lj.

R7 : résidué de 'application R,.

axb : notation utilisée pour représenter L (b)

agh : notation utilisée pour représenter R¥ (b)

Rdp : Réseau de petrie .

GET : Graphe d’événement temporisé .

SED : Systéme a événement discret .

P : Ensemble des places P = {P, P»,..., P,}

X : Ensemble des transition {1, xs,...,2,}

B, 0] : Dioide des séries formelle en v et § a exposant dans R et a coefficient booléens.

M [~, 8] : Dioide des séries formelle en v et § a exposant dans R.



Introduction générale

Les Systémes a événement discrets (SED) désignent des systémes généralement de
conception humaine. Leur évolution obéit a 'apparition d’événements qui ont lieu a des
instants discrets . Cette classe de systémes regroupe aussi bien les systemes de produc-
tion (ateliers flexibles lignes d’assemblage)(voir [11]), les réseaux de transport (routier
ferroviaire ou aérien)(voir[21], 22] 20]) et les systemes informatiques (voir [I7]) qui sont
, par exemple, des processus que l'on peut considérer comme des systemes a événements
discrets.

De facon informelle, les systemes continus classiques, c¢’est-a-dire ceux qui obéissent
aux lois de la Physique, peuvent étre modélisés par des équations différentielles qui
sont dépendantes du temps . Tandisque les systemes a événements discrets peuvent
étre définis comme des systemes dans lesquels les variables d’état changent sous l'oc-
currence d’événements . Ces systemes sont alors souvent représentés par des modeles
états-transitions . La théorie des langages et des automates permet d’obtenir des modeles
adaptés pour la description et la commande des systemes uniquement concernés par les
phénomenes de concurrence. Les systemes qui mettent en jeu des phénomenes de synchro-
nisation (mais pas de concurrence), peuvent quant a eux étre appréhendés a travers la
théorie des systemes linéaires dans les dioides, et les réseaux de Petri pour des systemes
plus complexes qui comportent a la fois des phénomenes de synchronisation et de concur-
rence .

Au début des années 80 une nouvelle théorie, permettant d’étudier une catégorie de
SED, a vu le jour. Cette théorie concerne une sous classe de réseaux de petri, appelés
graphes d’événements temporisés (GET), caractérisés par des phénomenes de saturation
et de synchronisation. Il s’avere que ’évolution de ’état de ces graphes est représentée
par des équations linéaires dans une structure algébrique particuliere, appelée ’algebre
(mazx,+), ce qui rend cette théorie particulierement appréciée par les automaticiens.

Ces dernieres années, des efforts particuliers de recherches se sont intéressés a 1’étude
et a la résolution des problemes d’estimation ou d’observation du vecteur d’état (ou d’une
partie de ce vecteur) . Ces recherches sont motivées par le fait que de nombreuses méthodes
de commande des processus sont élaborées a partir de la connaissance de 1’état du systeme
(commande par retour d’état, commande optimale,etc) . En général, seules les variables

d’entrée et de sortie sont connues. Il est alors nécessaire, a partir de ces informations de
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reconstruire ’état du modele choisi afin d’élaborer la commande appropriée.

Dans le cadre d’étude de systémes a événement discrets, L’objectif est le méme que
dans le cas des systémes continues, donc observer un vecteur d’état revient a estimer ou a
reconstruire ses composantes en utilisant les entrées et les sorties disponibles . les résultat
sont inspiré par des travaux de Luenberger, (voir [16] ) et introduite dans max plus par
Harduoin et Carlos Maia ( voir [I8] ).

Le probléme posé c’est qu’en partant d’un systéme représentable par un GET ses états
sont pas entierement accessible a la mesure pour des raisons techniques ou économiques
(construction, positionnement et cout des capteurs) . Afin de remédier a ces inconvénients,
un observateur d’ordre réduit ou reconstructeur d’état, qui donne une estimation des état
non accessibles, a partir des sorties et des entrées, qui doit alors étre utilisé ( voir [16] et
[15]).

L’objectif de ce mémoire est de pouvoir fournir une synthése observateurs d’ordre
réduit qui s’appliquant sur des systemes a événement discrets .

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, nous présentons un ensemble de définitions, de notations

et de résultats relatifs a l'algebre (max, +), également appelée algebre des dioides.
Une partie du chapitre est consacrée a la théorie de la résiduation, laquelle propose
des solutions alternatives au probleme d’inversion d’applications ainsi que 1’étoile
de kleene est présentée .

— Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation des RdP et plus particulierement
une de ses sous classes, a savoir les GET qui modélisent des phénomenes de syn-
chronisation, qui nous permet d’obtenir une représentation d’état linéaire a partir
de ca mise en équations . Une part importante de ce deuxieme chapitre est ensuite
consacrée a la présentation du dioide MZ*[~,d], qui sera le dioide considéré pour
toutes les illustrations présentées dans ce mémoire . Cette dérnier structure permet
de représenter le GET par leur fonction de transfert.

— Le troisieme chapitre traite la synthese d’un observateur d’ordre réduit dans I'agébre
(mazx, +). Nous commengons par donner quelque définitions nécessaires pour 1’étude
des observateurs dans le domaine des systemes a événement discrets (SED), et puis
par rappeler des résultats se rapportant a ’observation et a la synthese d’observa-
teurs standards d’ordre plein (voir [16] [I8] [15]), Ainsi, nous nous intéresserons a
la synthese d’observateurs d’ordre réduit, ou nous proposons d’éliminer la partie
mesurée du vecteur d’état et d’estimée seulement les états non mesurées . Et nous
terminons le chapitre en ajoutons une pérturbation a notre systéme.

Une annexe présente les scripts Scilab qui ont permis de calculer les exemples proposés

tout au long du mémoire. Il s’agit de scripts utilisant la boite a outils MinMaxGD .



Chapitre 1

Outils algébriques

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour objectif d’expliciter les outils algébriques utilisés dans
ce mémoire , ainsi que les possibilités de résolution des équations du type f(z) = b et
x = ax @ b. Sans étre exhaustif, nous présentons,tout d’abord un ensemble de définitions,
de notations et résultats relatifs a I’algebre des dioides . Nous débutons cette partie par les
définitions des dioides Max-Plus et Min-plus, ensuite nous nous intéressons a la structure
ordonnée dans un dioide , la deuxieme partie est consacrée a la théorie de la résiduation
qui est une alternative au probleme d’inversion d’applications définies sur des dioides .
pour des exposées plus complets,on renvoie le lecteur aux ouvrages [1],[3] et a la thése de
S.Gaubert (voir[2]).

1.2 Algébre des dioides

Cette section a pour but de présenter d’une maniére informelle quelque définitions et
théorie nécessaire a 'utilisation de la structure algébrique d'un dioide ou encore d’un semi

anneau idempotent appliqué a 1’étude des systémes a événement discret .

1.2.1 Rappels algébrique

Définition 1.1 (Dioide) On appelle un dioide (ou semi-anneau idempotent) un en-
semble D muni de deux lois internes , 'une notée additivement @ , et l'autre notée
multiplicativement ® telles queVa,b,ce D:

— la loi @ est associative : (a @ b)dc=a®(bdc)=adbdc,

— la loi @ est Commutative: a & b=b @ a,

— la loi & est idempotente : a @ a = a

— la loi @ admet un eléments neutres noté "&” est appelé zéro :a e =cHa=a,

— laloi ® est associative: (a®@ b)@c=a® (b®c)=a® b ®c,

11
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— la loi ® est distributive a gauche et a droite par rapport a I'addition : a ® (b & ¢)
=(ab)d (a®c)et (b®c)®a=(b®a)® (c® a),
— la loi ® admet un élément neutre noté "e” et appelé identité : a ® e =e ® a = a,
— 1’élément ”” est absorbant pour la multiplication : e ® a=a ® ¢ = ¢,
On dit q'un semi-anneau idempotent est commutatif si la loi multiplicative ® est com-

mutatif, soit lorsque a ® b =b ® a .

Exemplel.1.(Algébre (max,+)) L’ensemble (R|J{—00,+00},max,+) muni de I'opérateur
max,+ est un dioide commutatif pour lequel ¢ = —o00 et e = 0 . Ce dioide noté R,,,, est
appelé I'algeébre (max,+) ou la loi additive @ correspond & 'opération maximum 6 @ & =
6 < max( 6,c ) =6, et la loi multiplicative ® est équivalente a la somme usuelle 2 ® 3
=0&2+3=5.

e Application : On s’intéresse au temps de production des bicyclettes[1.1], ce temps
est donné par le temps maximal entre le temps de fabrication de deux roue et le temps de
production de cadre , On suppose que le temps de fabrication de deux roue est de 6 unités
de temps , et le temps de production de cadre est de 3 unité de temps . Alors le temps de
production d’une bicyclette et de (6 @ 3) = 6 ce qui est équivalent dans I’algébre usuelle
au max (6,3) = 6 .

Exemplel.2.(Algébre (min,+)) L’ensemble ( R|J{—00,+0c0},min,+) muni de I'opérateur
min,+ est un dioide commutatif pour lequel € = 400 et e = 0 . Ce dioide noté Rmin est
appelé I'algebre (min,+) ou la loi additive @ correspond a I'opération minimum 6 & 3 =

3 < min(6,3) = 3, et la loi multiplicative ® est équivalente a la somme usuelle 2 ® 3 =

0 2+3=5.

FIGURE 1.1 — Assemblage de bicyclettes
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e Application : On prend toujour I’exemple de bicyclettes est on s’intérsse main-
tenant a la production des bicyclette on peut dire qu'une bicyclette est la ”somme” dune
paire de roues et d'un cadre. Cette nouvelle ”somme”, notée & pour la distinguer du +
habituel , correspond a l'opération d’assemblage . On notera que 'on se permet alors
d’ajouter des grandeurs qui ne s’expriment pas dans les mémes unités. Si on a 2 roues et 1
cadre, on ne peut fabriquer qu'une seule bicyclette, donc 1 & 2 = 1, ce qui est équivalent

dans l'algebre usuelle au min(2,1) = 1.

1.2.2 propriétes des dioides
1.2.2.1 Dioide complet

Définition 1.2 (Dioide complet) Un dioide est dit complet s’il est férmée pour tout
sommes infines de ces élements , et si la loi ®est distrubutive par rapport a ces sommes

infinies c’est -a-dire si pour tout a € D et tout sous-ensemble A C D les propréite suivant

sont vérifiers : a @(P,csb) = Ppeala @ D) et (Byead) ® a =P, 4 (b ® a)

o (@), - e
(@bb63> ®a:@(b®a)

beB
Un dioide complet admet un élément maximum &, ., a, que I'on notera T . Il est
absorbant pour ’addition , autrement dit, Va € D, T & a = T.
Notons que d’apres la définition d’un dioide, I’élément zéro ¢ est absorbant pour la

multiplication pour tout élément de D, aussi,ona: T®e=e® T =c¢ .

1.2.2.2 Dioide de séries formelles

Soit (D, ®,®) . un dioide, on définit une série formelle en q variables, notées p; a p,,
a coefficients dans D comme une application [[ de Z%ans D V), = (ky, ..., k,)€Z% [[(k)
représente le coefficient de p’fl....pl,;q. Une autre représentation équivalente de la série] |
est :

[1= @z [kr.n, )" -pg"

L’ensemble des séries formelles muni des opérations :

[TeV: (IevY)(k) = [1(k) & ¥(k),

[TeV: (IIeV)(k) = D, ,;— 1) & (),

est un dioide notéD [ps, ..., pyll.

On appelle support de la série formelle ] 'ensemble :

Supp([]) = & € 27 [1(x)6 # e.
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Une série formelle a support fini est appelée polynome. Une série formelle dont le

support est un singleton (de Z9) est appelée monome.

1.2.2.3 Dioide matricielle

Un dioide matriciel (D™, @, ®)est 'ensemble des matrices d’ordre n a coefficients
dans le dioide(D, ®, ®). la somme et le produit de deux matrices ou d’une matrice sont
définies par :

pour A, B €D™"et pour A e D :

A@B:(A®B);; =A;® B, Yi,j=1,..,n,,

AR B: (A® B);j = ®}_1Air @ By Vi, j =1,...,n.

L’élément identité de D™*™ est la matrice , notées Id,, ,composée de e sur la diagonale
de € partout ailleurs. L’élément zéro est la matrice composée exclusivement de €.

la somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles , pas nécessairement
caréées, peuvent étre définis de la fagon suivante :

— AeD"™P BeD"*P;

— C€Dyyp, DED,yy;
C® D (C® D)Z] = z:1 Azk X Bkj- Vi = 1, ...,’I”L,Vj = 1, .., q.

Exemple 1.3 : soit A et B €D?**? deux matrices dans 'algébre (max,+) tel que :

A:4 5 . B— 27
3 7 6 5
Ona :

Ao B - -mam(él, 2) max(5, 7)] _ [4 7]
max(3,6) max(7,5)| |6 7

ET:
max(4+2,5+6) max(4+7,5+5)

A® B =
max(3+2,7+6) max(3+7,7+5)

i
13 12
Exemple 1.4 : soit A et B €D?**? deux matrices dans l'algébre (min,+) tel que :

4 2
A= > ; B= !
37 6 5
Ona :
Ao B = min(4,2) min(5,7) _125
|min(3,6) min(7,5)| |3 5
ET:
min(4+2,5+6) min(4+7,5+5)
omin(3+2,7+6) min(3+7,7+5)

A®B

6 10
5 10
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1.2.2.4 Structure ordonnée dans un dioide

Pour un dioide D donné, la propriété d’idempotence de la loi additive & induit une

relation d’ordre , notée < , définie par :

Y(a,b) €ED*,a =b<a®b=Dh.

Cette relation d’ordre est compatible avec les lois & et ® , c’est-a-dire,

Y(a,b,c) €ED* a <b=>a®c=bDec.

a=b=a®cb®ec.

Exemple 1.5 : Les dioides (R|J{—o00,+00},min,+) et (R|J{—00,+00},max,+) sont
des dioides complets. La relation < | associée a l’application min (respectivement ’appli-

cation max) est une relation d’ordre qui correspond a l'inverse de 'ordre usuel > |

a =b< min(a,b) =b

(respectivement a 'ordre usuel <, a < b&mazx(a,b) = b.

Définition 1.3 (Isotonie). Une application f d’un dioides (D, &, ®) dans un dioides
(C, @, ®) est dite isotonie si Va,beD,a < b= f(a) < f(b) .

Définition 1.4 (Antitone). Une application f d’un dioides (D, @, ®) dans un dioides
(C,®,®) est dite antitone si Va,beD,a < b= f(a) = f(b) .

Définition 1.5 (Continuité). (A,®,R®) et (B, P, ®) deux dioides complets , une
application f de A dans B .

— f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si pour tout sous-ensemble C' C A,

f(@iec ) = Diec f(2)

— [ est semi-continue supérieurement (s.c.s) si pour tout sous-ensemble C' C A,

f(Naec®) = Noeo ()

— f est dite continue si elle a la fois ( s.c.i) et (s.cs) .

Remarque 1.1. Une application (s.c.i) est nécessairement isotone puisque :

azbsa=adb= fla) = fla®b) = fla)® f(b) = f(b) & fla) = f(b)

Une application (s.c.i) est nécessairement isotone puisque :

arbeb=anb= fla)= flant) = fla) Af(b) < f(B) < fla) = fb)
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1.2.3 Résolution d’équations dans les dioides
1.2.3.1 L’équation x = ax & b dans les dioides complets

Certaines équations définies dans des dioides complets admettent des solutions par-
ticulieres extrémes, des solutions plus petite ou plus grande que toutes autre solution.
Des résultats généraux relatif a la résolution des équations sur des dioides complets sont
fournis dans Baccelli (voir [1]). Nous rappelons ici le résultat concernant la résolution de
I’équation implicite z = ax @ b et x qu’on va utiliser par la suite.

Déffinition 1.6 (étoile de Kleene) : Dans un dioide complet D, 'application étoile
de Kleene définie sur D, noté a, est définie comme suit :a* = @, a* avec a® = e.

I’étoile de Kleene d’une matrice carrée A € D™*™ notée A*, est définie par :

keN

avec : Ay = I, et I, designe la matrice identité.

L’opérateur < + >, qui dérive de I’étoile est défini par :

On a de plus la relation : e @ a™ = a* .

Théoreme 1 Dans un dioide complet, la quantité (a*b) est la plus petite solution de
I’équation x = ax P b et de 'inéquation x > ax ® b .

Exemple 1. 7

On considere ’équation suivante qui est définie sur le dioide R, :

r=Ax® B
tel que :
e 21 e
A=le ¢ ¢|,B=|2
€ € ¢ €

D’apres le théoreme 1, cette équation admet une solution qui est A*B .

L’étoile de Kleene de la matrice A est donnée comme suit :

A =T Ap A?

ou :



CHAPITRE 1. OUTILS ALGEBRIQUES

e € €
I=l¢c e ¢
€ € e
calcule de A* :
e € € e 2 1 e 2 1
A= e e | ®|lec ¢ | =|c e ¢
€ € e € € € € € e

La plus petite solution de ’équation est le vecteur suivant :

4
r=A"B= |2
€
propriétés :quelque propriétés de 1’étoile de Kleene
Soit D un dioide complet, Va,b € D . On a :

(1.7)

(1.8)

17

(1.1)

(1.2)

(1.4)

(1.5)

(1.6)
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(ab*)" = a(a ® b)* (1.9)
(ab*)* =e®ala®b)* (1.10)
a" 20" =>a=0b (1.11)

1.2.3.2 Théorie de la résiduation dans un dioide

Dans ce rapport, nous sommes amenés a résoudre des équations de la forme f(x) =0
qui sont définies sur un dioide. Les lois @ et ® n’étant pas inversibles, en particulier
pour les applications matricielles, il n’est donc pas possible, en général, d’inverser les
applications définies sous forme analytique dans un dioide. La théorie de la résiduation
permet néanmoins de définir des pseudo inverses pour certaines de ces applications et,
par conséquent, permet de déterminer la plus petite solution de l'inéquation f(x) > b et

la plus grande solution de 'inéquation f(z) <b .
Résolution des équations axr <b et ra <b:
Soit L, et R,, respectivement appelées produit a gauche et produit a droite, les ap-

plications suivantes définies sur des dioide complet D comme suit :

Ly:x—a®x

R,:z—>zr®a

Le fait que le dioide D soit complet , le produit distribue a gauche comme a droite
sont semi-continues inférieurement . De plus , € est absorbant pour le produit , ainsi
Lie) =a®e =cet Ry(e) = e®a = e. Autrement dit , L,et R, sont isotones donc

résiduables , et leurs applications résiduées sont notées :

L¥ .2 — an

R¥ .2 — xda

Ainsi , L¥#(b) = agb et R¥(b) = bga sont les plus grandes solutions des inégalités az < b
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et xa <b
Donc :
ar Xb< x < ayb

ra Xb& x =< bda

Remarque 1.2 : Lorsque D est commutatif, L, = R, Cela implique donc également
que L# = R¥.
La Résiduation posséde certaines propriétés dont les plus courantes son données comme

suit :

Propriétés de L7 :

agl =T (1.12)

alayr) < @ (1.13)

ag(ax) = x (1.14)

ava = (ava)* (1.15)
a(ay(az)) = ax (1.16)
a(ay(ayr)) = ayr (1.17)
ag(z ©y) = (avr) & (avy) (1.18)
ag(z Ay) = (agr) A (aky) (1.19)
(a Ab)gz = (avz) @ (byw) (1.20)
(a ® b)az = avz A baz (1.21)

(ab)yz = by(ayx) (1.22)
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byayr = (ab)yx

(avz)b < ag(zb)

b(age) = (agb)sx

a'g(a*r) = a*x

Propriétés de R¥ :
Téa =T

(xga)a < x

(xa)ga = x

aga = (aga)*

((xa)da)a = xa

((zda)a)da = xga

(z @ y)da = (vda) © (yga)

(x Ay)da = xda A yda

xg(a Ab) = (xda) ® (xgb)

zg(a B b) = xga A xgb

g(ba) = (xda)gb

zgagb = xg(ba)

20

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)
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b(zga) < (bx)da (1.39)
(wga)h < ag(lga) (1.40)
(a*z)ga” = a*x (1.41)

le lecteur pourra trouver les preuves dans [1],[4]et[2]

Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté le cadre mathématique utile aux différentes
approches d’étude des SED qui seront utilisés par la suite. Il s’agit d’un bref rappel sur la
structure algébrique des dioides la structure ordonnée a été présentée , Dans la derniere
partie de ce chapitre, nous avons donné un ensemble de définitions sur la théorie de la
résiduation .Cette théorie permet de donner une alternative a la notion d’inverse pour les
applications définies sur des ensembles ordonnés. Dans le chapitre suivant , On s’intéresse
a la modélisation de graphes d’événements temporisés qui est une classe des Réseaux de

Petri dans 'algébre des dioides.



Chapitre 2

Modélisation des GET dans les

dioides

2.1 Introduction

L’étude des systemes a événements discrets (SED) constitue, depuis bientot 40 ans, un
domaine de recherche tres actif ayant donné lieu a de nombreuses publications. De cette
littérature se dégagent de multiples classes de systemes mettant en jeu des phénomenes de
natures différentes : parallélisme, saturation, synchronisation, exclusion mutuelle , choix
, séquencement .... , et autant de modeles mathématiques.

La classe des systemes a événements discrets que nous étudions ici est celle qui
met en jeu des phénomenes de synchronisation et de parallélisme.Ceux-ci se rencontre
régulierement dans les systemes de production ,les systemes de transport et les systéme
d’informatique .

Ce deuxieme chapitre est consacrée a la modélisation de systemes a événements dis-
crets par Réseaux de Petri (RdP) ils sont largement utilisés et permettent de modéliser,
d’évaluer voire de piloter des systemes dynamiques (voir[13],[7]). Ensuite on s’intéresse
dans ce survol a la modélisation de graphes d’événements temporisés une sous-classe des
RdP ,On présente deux mises en équations des GET qui conduisent toutes deux a des
modeles linéaires mais dans des dioides différents. La suite est dédiée a la modélisation
des GET sous forme d’état dans les dioides. Les références qui ont servi a sa rédaction
sont Baccelli et Cohen (voir[8],[I]). Ce chapitre se termine par I'introduction de la trans-
formées en v et § qui jouent un role analogue a la transformée en 7Z des signaux discrets
dans 'algebre conventionnelle | I'intérét réside dans le fait que 'on peut alors représenter
ces systemes par leur fonction de transfert . Pour une représentation plus détaillée, le

lecteur est invité a consulter I'ouvrage de Cohen et al (voir[I2]et[§]).

22
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2.2 Réseaux de Petri (RDP)

Un réseaux de Petri (RAP) est un modele graphiques permettant de modéliser et de
vérifier le comportement dynamique des systemes a événements discretsservant , ils sont
apparus en 1962, dans la these de doctorat de Carl Adam Petri (voir [I4]).Ils constituent
un outil riche en termes de propriétés et de résultats analytiques. Par rapport a d’autres
modeles, leur principal avantage est de proposer une modélisation graphique simple et
qui permet de plus l'utilisation d’une algebre mathématique (algebre linéaire usuelle ou
algebre des dioides) pour 'analyse du systeme étudié, ces modeles ont fait 'objet de trés

nombreux travaux de recherche ces 40 derniéres années.

2.2.1 Définitions (Réseaux de Petri)

Un réseau de Petri est un graphe biparti constitué de deux types de sommets . les
places (représentées par des cercles) et les transitions (représentées par des barres).Les arcs
orientés relient les transitions aux places et les places aux transitions, mais deux sommets
d’un méme type ne peuvent étre directement reliés. Chaque place, peut contenir un ou
plusieurs jetons (représentés par des points) qui modélisent la dynamique du systéme.

D’une facon plus formelle, un RAP est un quadruplet R =< P, X, Pre,Post> ou :

P ={Py, P,,..., Pn} est un ensemble fini, non vide de places;

X ={x,x9,...,2n} est un ensemble fini, non vide de transitions;

Pre: PxX — IN est I'application places précédentes ;

Post : PxX — IN est 'application places suivantes ;

Le marquage du réseau est une fonction M : P — N. M(P;) qui signifie le nombre de
marques (ou jetons) contenus dans la place P; représentant généralement des ressources
disponibles.

Marquage : Chaque place contient un nombre entier positif ou nul de marques ou
jetons. Le marquage M définit ’état du systeme décrit par le réseau a un instant donné.
C’est un vecteur colonne de dimension le nombre de places dans le réseau. Le i éme élément

du vecteur correspond au nombre de jetons contenus dans la place Pi. Par exemple :
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(OO

X1

A ()

O~ =N

FI1GURE 2.1 — Représentation de marquage d'un RDP

Les entrées d’une transition sont les places des quelles part une fleche pointée vers cette
transition, et les sorties d’une transition sont les places pointées par une fleche ayant pour
origine cette transition.

Un réseau de petri évolue lorsqu’on exécute une transition : des jetons sont pris dans les
places d’entrée de cette transition et envoyés dans les places de sortie de cette transition
suivant certaines regles.Le tir ou le franchissement d’une transition est une opération
indivisible qui est déterminée par la présence de jetons dans les places d’entrée.

Une transition est franchissable si et seulement si VP;e P : M (Pj)>Pre(P;, Xi). Apres

le tir de la transition , le marquage M obtenu est défini par :

VP;eP : M(Pj)=M(P;) — Pre(Pj, Xi) + Post(Pj, Xi)

Le franchissement consiste a retiré un nombre des jeton de chacune des places d’entrée
et a rajouter un nombre des jeton a chacune des places de sortie de la méme transition.

Exemple 2.1 : Franchissement d’une transition .

Le franchissement de x; consiste a enlever un jeton de P; et un jeton de P, et a rajouter

un jeton dans Ps et un jeton dans P, .comme la montre la figure
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pl p2 pl p2

X7 X7

FIGURE 2.2 — Avant et Apres franchissemen

2.2.2 Quelques propriétés des RAP

Définitions 2.1 (vivacité) :

25

Un RDP est vivant si quelque soit le marquage atteint depuis My, il est toujours

possible de tirer n’importe quelle transition en suivant une séquence de tirs donnée .

Autrement dit, un RdP vivant garantit qu’il n’y aura pas de blocage, quelque soit la

séquence de tirs choisie.
Un RdP est dit vivant si toutes ses transitions sont vivante.
Définitions 2.2 (blocage) :

un marquage atteignable M d’un RAP marqué M, est une situation de bloquage tel

qu’aucune transition n’est validée a partir de ce marquage.

Un réseau de Petri est dit sans blocage pour un marquage initial M si aucun marquage

accessible n’est un blocage.

P1

e o

P2 P1

b )

FIGURE 2.3 — Représentation d’'un RDP
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Définitions 2.3 (Bornitude) :
Une place P; est dite bornée pour un marquage initial M, si pour tout marquage
accessible a partir de M. le nombre de marquage dans P; est fini.

Un RdP est dit borné si toutes ses place sont bornées .

2.3 Graphes d’événements temporisés

Suite a cette présentation des réseaux de Petri, notre intérét va maintenant se porter
sur une sous-classe des réseaux de Petri : les graphes d’événements. On peut définir
formellement les graphes d’événements a partir des réseaux de Petri.

Définition 2.4 (Graphe d’événements ) :

Un graphe d’événements (GE) est une classe des RAP pour laquelle :

(i) chaque place a exactement une transition d’entrée et une transition de sortie;

(ii) tous les arcs orientés place-transition ou transition-place sont pondérés a 1.

Dans le cas o on associe aux places (resp. aux transitions du modele) des entiers, ap-
pelés par la suite temporisations, le graphe d’événements sera appelé graphe d’événements
P-temporisés (resp. T-temporisés). Dans notre étude, nous allons nous intéresser a la
classe graphe d’événements P-temporisés que nous appelons tout simplement graphes
d’événements temporisés (GET) .

Définition 2.5 (Graphe d’événements temporisé ) :

Un graphe d’événements temporisé (GET) est un RAP tel que toute place a exactement
une transition en amont et une transition en aval dont le fonctionnement dépend du
temps . Cette structure permet de modéliser la synchronisation .Dans le cadre de la
modélisation des systemes a événements discrets, nous considérerons qu’une transition
d’un GET correspond a un événement et que le tir de celle-ci est une occurrence de cet
événement.

Dans le cadre de la modélisation des GET |, nous proposons ’exemple suivant .

Exemple 2.2 . (Atelier de coupe de bois)

Le graphe d’événements temporisé de la figure modélise une machine de coupe
de bois. Quand une piece arrive, elle est traitée (découpée) pour autant qu'une ressource
machine soit disponible.

Le nombre de jetons dans une place s’interprete comme le nombre de ressources dispo-
nibles. Par exemple, le nombre de jetons dans la place pi, ici zéro , correspond au nombre
de pieces initialement en attente d’étre traitées par la machine de coupe, c.-a-d. le nombre
de "ressources” qui vont étre consommeées. la présence de trois piéces dans la place py si-
gnifie que cette machine peut traiter trois pieces simultanément et indépendamment,

Le nombre de jetons dans la place p3 indique le nombre de pieces qui est entrain d’étre
traité par la machine de coup de bois . Le temps associé a la place ps indique la durée du

traitement, a savoir 2 u.t.
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Le début de la coupe par la machine se traduit par la présence d'un jeton dans la place
p3, le coupe d'une piéce prend au moins 2 unité de temps. finalement la piece coupé est
déposée dans un stock aval ps qui va aller directe vers la sortie du systeme et la machine

redevient disponible et le jeton revient dans la place p .

FIGURE 2.4 — Modéle GET d’une atelier de bois

2.4 Représentation des graphes d’événements tem-

porisés dans les différents dioide

Les SED modélisée par des GET, bénéficient d’'un modele d’état linéaire. La représentation
d’état permet une description interne d’un processus. Plus précisément, le systeme va étre
caractérisé par un ensemble de variables internes au systeme appelées variables d’état. Le
modele d’état est obtenu en établissant des équations liant les variables d’état les unes

aux autres. C’est-a-dire un modéle sous forme :

z(k) = Az(k — 1) @ Bu(k)
y(k) = Cx(k)

(2.1)

2.4.1 Représentation dateur et compteur
2.4.1.1 Dateurs, domaine évenementiel

la représentation en dateurs amene a manipuler des variables discretes qui corres-
pondent aux dates d’activation des transitions du GET. Plus précisément, on associe a
I'événement = la variable discrete x(.) pour laquelle I'itéré z(k) désigne la date de la
k + 1°m¢ occurrence de I'événement (en effet, on considére que la date de la premiere
occurrence de z est (0)). Il est ensuite possible d’exprimer les variables dateurs les unes

en fonction des autres.
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Dans le cadre de la représentation de I’équation en dateurs nous considérerons que
les transition d’'un GET correspond a un événement et que le tir de celle-ci est une
occurrence de cet événement. Dans la figurd2.4] il est clair que la transition x; exprime
la synchronisation des événements x5 et u . Les places temporisés qui induisent un temps
minimum de séjour pour les jetons, ont pour role de traduire une tache qui possede une
durée. Les jetons qui sont initialement présents dans le systeme induisent un décalage.
Par exemple, le tir numéro £ de la transition z; sera engendré par le tir numéro £ de la
transition u et I'activation numéro k — 3 de xs.

De cette facon I'expression résultante est la suivante :

x1(k) > max{u(k),z2(k — 3)}
o(k) > maz {x1(k) + 2} (2.2)
y(k) = max {za(k)}

8

En utilisant les notations des dioides,nous traduisons ensuite le systeme [2.2] sous forme
d’un systeme d’équations (max, plus) linéaires stationnaires, donc la solution au plus tot

est donné comme suit :

z1(k) = e®@u(k) ®e® xo(k — 3)
y(k) = e ® xa(k)

La représentation matricielle du systeme [2.3] est alors donnée sous forme de ’équation

implicite [2.4

zk)=A@zk) A @xk—1)DAxr(k—2)d A3 x(k—3)® Bou(k) (24)

Avec :
A= | L= T A= As=|" °|,B= e]
2 € € € € € €
Il en résulte la forme implicite suivante :
€ € € € € € € e e
z(k) = [ ] x(k)® [ ] z(k—1)® ] z(k — 2)® ] z(k—3)® | |u(k)
2 ¢ € ¢ € € g € €

y(k) = e|alk)
L’équation implicite peut étre transformée en une équation de récurrence explicite
en calculant 1'étoile de Kleene Aj. La plus petite solution de est alors donnée sous

forme de I’équation récurrente [2.5| :
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z(k) = AjA1x(k — 1) @ AjAsx(k — 2) @ AjAsx(k — 3) @ AsBu(k)

Avec :

Ay =1 A& Ay & A]

Ou [ est une matrice identité :

Calcule de Aj :

A= °
- E;_.
Ag: g€ € - € € _ € €
2 € _2 €] € €
e € € € € € e €
Ag: fan) fan) =
€ e 2 ¢ € € 2 e
e € £ € £ €
2 e € E €
e € € € € €
_2 €| € €] € €
e € € € €
AéAgI ® ==
2 e € € €
AR — e 5®e _ e
2 e € 2

— L’équation explicite est :

— Mise sous forme d’état :

Pour avoir une représentation d’état sous la forme :

8
—~
5
N—
I

Az(k — 1) & Bu(k)

29

(2.6)



CHAPITRE 2. MODELISATION DES GET DANS LES DIOIDES 30

Il faut transformer le graphe afin que :

— le marquage d’une place située entre deux transitions internes soit égal a un;

— le marquage d’une place située entre une transition source ou puits et une transition
interne soit nul.

Donc on va étendu le graphe d’évenment temporisés de la figure [2.4] pour un nouveau
graphe équivalent et On obtient la figure :

p2 p5 )
%3 wd
2 ¥
—0 OO
I S |
pl xl g3 ¥F pd

FIGURE 2.5 — Extension évémentielle

Qn aura donc :

x1(k) = z3(k — 1) ® u(k)
o(k) =z (k) ®2=23(k — 1) ®2D u(k) ® 2

\.Z‘4<k') = .Z‘Q(k' — 1)
Le modéle d’état correspond a ce graphe d’évenment temporisé étendu est :

E £ € £ e
2 2
k) =1 ¢ lak-1a || uk)
E E € € 13
_8 e &£ € 19

2.4.1.2 compteur, domaine temporel

Dans la représentation en compteur, on ne s’intéresse plus aux dates d’activation des
transitions mais au nombre d’activations de ces dernieres jusqu’a un moment donné. En
effet, cette représentation consiste a associer a chaque transition une variable discrete z(.).
Le compteur z(t) désigne le nombre d’activations de la transition x survenues avant ou a
la date .

On peut mettre en équation le GET de lafigure 2.4comme suite :
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x1(t) < min {u(t), z2(t) + 3}
xo(t) < min{x(t —2)} (2.7)

y(t) < min {z,(t)}

En utilisant les notations des dioides,nous traduisons ensuite le systeme sous forme

d’un systeme d’équations (min, plus) linéaires stationnaires. Nous obtenons ainsi :

21(t) = e@u(t) ®3® zo(t)
2o(t) = e @ x4 (t — 2) (2.8)
y(t) = e @ ws(t)

La représentation matricielle du systeme [2.8] est alors donnée sous forme de 'équation

implicite [2.9
z(t)=Ay@zt) A x(t—1)® Azt —2) D B®u(t) (2.9)

Avec :

e 3

g €

Ay = A=

g €

Il en résulte la forme implicite suivante :

x(t)z[g 3]3;@) ol 5]:17(75—1)@

g € g €

y(t) = e|alt)
L’équation implicite peut étre transformée en une équation de récurrence explicite

en calculant Iétoile de Kleene Aj ( définition ). La plus petite solution de est alors

donnée sous forme de I’équation récurrente d’ordre [2.10] :

z(k) = AjA1x(t — 1) ® AjAsz(t — 2) ® AjBul(k) (2.10)

Avec :

Ay=T@ Ay Al
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Ou I est une matrice identité :

Calcule de Aj :

3
A= |°
_E: 8_
A3:63®-8 3-:[5 5]
€ € € € € €
e € e 3 € € e 3
N P I H ]
€ e € € g€ € £ €
_e 3_ _8 8— _&? s—
A6A1: ® =
€ € € € g €
e 3 € € 3 €
e €| |e €] € €
3
A{;B:e ®e:[e]
€ € € 15

— Donc ’équation explicite est :

— Mise sous forme d’état :

Pour avoir une représentation d’état sous la forme :

8
—~
~+
~—
|

Ax(t — 1) @ Bu(t)

32

(2.11)

Nous avons étendu le graphe d’évenment temporisés de la figure [2.4 pour avoir un nouveau

graphe équivalent avec des temporisations égale a 1 ou 0. Nous obtenons alors le graphe

de la figure [2.6] :
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FIGURE 2.6 — extention temporelle

On aura donc :
21(t) =3 z2(t) De®u(t) =3R@x3(t — 1) ® e ® u(t)
(

$2()_6®$3t )

z3(t) =e®xi(t — 1)
Le modéle d’état correspond a ce graphe d’évenment temporisé étendu est :

(e ¢ 3 e
z(t)=|e e e|lz(t—1)@ |e| u(t)

€ € € 9

ylk)=1lc e ¢ ¢

2.4.2 Représentation en séries formelles

Dans la théorie conventionnelle des systemes, face a un produit de convolution, il est
classique d’introduire la transformée de Fourier ou de Laplace des fonctions considérées.
Les modeles discrets ont aussi une représentation fréquentielle : la transformée en z . La
classe de systemes considérés ici disposent également d’une transformée. Cette transfor-
mation, introduite par Cohen et al (voir [§] ) , permet de prendre en compte les deux

aspects des représentations en dateurs ou en compteurs.

2.4.2.1 Le dioideZ,,,. [7]

Définition 2.6 La transformée en v d'un signal est définie de la maniere suivante :

= @d(k) ®~F

i€Z

Remarque 1.1 : La transformée en ~ est ’analogue de la transformée en z de l'au-
tomatique classique qui permet de coder une trajectoire discrete sous la forme de
série .

I'opérateur v peut étre vu comme un opérateur de retard, puisque :
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y@d(y) = Pdk) 07 = Pdk - 1) @4

1€Z 1EZ
Définition 2.7 (Dioide Z,,4,[7]) L'ensemble des séries formelles en v & exposant

dans Z et coefficients dans Z,,,, a une structure de dioide.

L’élément neutre de addition est la série e = @, , 7" (ol € = —oo est I'élément neutre
de laddition dans Z,,4.)-

L’élément neutre de la multiplication est la série e(y) = e7? (ot e = 0 est 1’élément
neutre de la multiplication de Z,,,,). La somme et le produit de séries formelles sont

définis comme suit :

di(7) @ da(v) = €D (i (k) © da(k))7"

kEZ

di(7) ® do(v) = P () ® da(k — §))7*

JEZ

Le systeme d’équations dans(2.11) peut s’écrire en fonction de la variable ~ :

z(y) = vAz(y) © Bu(y)

y(v) = Cx(y)

On a I’équation implicite suivante : t = a® z ® b
Cette équation admet x = a*b comme petite solution.

D’ou I’ équation précedente peut s’écrire comme suit :

z(y) = (yA)" Bu(7)
y(v) = C(vA)"Bu(y)

y(v) = Hu(y)

avec H est la matrice de transfert entrée/sortie du systeme y :
H=C((A)B

Trajectoires monotones

Les trajectoires solutions des systemes d’équations précédentes ne sont pas nécessairement

monotones, néanmoins par définition une trajectoire issue d’'un GET est nécessairement
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monotone croissante (la date d’occurrence de d(k) est nécessairement supérieure a d(k —

1)). Formellement,

VikeZd(k) > d(k — 1) < d(k) = d(k) & d(k — 1)

qui est équivalent a

d(y) = d(v) ©vd(y) < d(y) = v"d(7)

C’est a dire que la transformée en v d’une trajectoire monotone s’écrit forcément
~v*d(7y) et que la multiplication par * d’une trajectoire non monotone donne une tra-
jectoire monotone croissante. Il s’agit d'une sorte de filtre. L’ensemble des trajectoires
monotones (qui s’écrivent y*d(vy)) forment un dioide noté v*Z,a. [v]. Pour s’en persua-
der il faut noté que la somme et le produit d’éléments de cet ensemble sont fermés. Il en

découle que I’égalité d’éléments doit s’entendre "modulo v*”. Par exemple :

27v@ 17 @5y =27y @ 59°

De facon plus générale les regles de calcul suivantes devront étre considérées :

min(n,n’)

7O =7

L’élément neutre pour la multiplication de v*Zq. [7] est donc la série e(y) = e ® ey @

—+00

ey, avec

e = —ool’élément neutre de 'addition de Z,,4..
Exemple 2.3 : Soit le GET de la figure [2.4] précedente :

Les fonctions dateur z;(k) qui correspond a chaque transition de la figure (1.5) pour un

franchissement au plus tot :
z1(k) = u(k) ® x2(k — 3)
y(k) = wa(k)
L’interprétation de ces équation en v donne :
z1(7) = u(y) ® v’22(7)
w2(7) =2® 21(7)
y(7) = 22(7)

On obtient la représentation d’état suivante :
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=" " |ame |
2 € €
y(y) = |e e}

2.4.2.2 Le dioide Z,,;, [0]

De maniere duale il est possible de définir une transformée pour les séries considérées
dans le domaine temporel.

Définition La transformée en § d’'un signal est définie de la maniere suivante :

d(0) = P c(t) @ &*

iez
Définition 2.4 (Dioide Z,,;, [0]) L’ensemble des séries formelles en § a exposant dans

Z et coeflicients dans Z,,,;, a une structure de dioide.

L’élément neutre de 'addition est la série ¢ = @),, e7* (ol € = —ocest 'élément neutre
de Paddition dans Z,,;,). L’élément neutre de la multiplication est la série e(5) = ed° (ou
e = 0 est I’élément neutre de la multiplication de Z,,;,). La somme et le produit de séries

formelles sont définis comme suit :

c1(8) ® c2(8) = @D (er(t) @ ea(t))6"

teZ

01(8) ® ea(8) = @(er () & ealt — )0

jJEL
Le systeme d’équations (2.11) correspond au modele standard d'un GET dans Z,,;,

et peut se transposer dans le dioide Z,,;, [d] :

z(0) = 0Az(0) @ Bu(9)

y(9) = Cx(9)

On a I’équation implicite suivante : t = a @z ® b
Cette équation admet x = a*b comme petite solution.

Donc I’ équation précedente peut s’écrire comme suit :

2(8) = (5A)* Bu(9)

y(8) = C(6A)* Bu(d)
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y(6) = Hu(9)

avec H est la matrice de transfert entrée/sortie du systéme y :
H=C(0A)B

Trajectoires monotones Tout comme dans le domaine événementiel les trajectoires
associées a un graphe d’événements sont monotones (le nombre d’événements ayant eu
lieu a l'instant (¢t + 1), c(t 4+ 1), est nécessairement supérieur au nombre ayant eu lieu a

I'instantt, ¢(t). Formellement,

VteZe(t) > c(t+1) < c(t) =c(t+ 1) ® c(t)

qui est équivalent a

C’est a dire que la transformée en 6 d’une trajectoire monotone appartient au dioide
(071 Zin [9] -

Il en découle les regles de calcul suivantes :

5t o 5t’ _ 5maa:(t,t’)

L’élément neutre pour la multiplication de (671)*Zi, [0] est donc la série () = e®ed &

L’élément neutre pour I'addition de (671)*Znin [0] est donc €(8) = & ® 6" @ €6? @
..... @ edT°, avec

£ = +ool’élément neutre de 'addition deZ,,;,.
Exemple 2.4 : Soit le GET de la figure [2.4] précedente :

Les fonctions compteur x;(t) qui correspond a chaque transition de la figure [2.4] pour un

franchissement au plus tot :
(21(8) = u(t) ® 3 ® 22(¢)
xo(t) = z1(t — 2)
[y(0) = 2a(0
L’interprétation de ces équation en vy donne :
(21(5) = u(6) 3 ® 22(6)
z2(8) = 021 ()
1(0) = 2206)
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On obtient la représentation d’état suivante :

e 3 e
5 € 5

y(v)=|e e

2.4.2.3 Le dioide M" [v,d]

T

Le dioide M!" [, 4] est un dioide de séries formelles particulierement bien adapté a
la modélisation des GET. En effet, il permet de manipuler uniquement des séries crois-
santes et comme on va le voir par la suite, ce sont ces séries qui permettent de coder les
tirs des transitions d'un GET. Dans ce dioide, on manipule des séries formelles en deux

indéterminées commutatives 7y et da exposants dans Z et a coefficients booléens.

Définition 2.5 (Dioide B[7,d]). On appelleB[~,d] le dioide des séries formelles
commutatives a coefficients booléens en deux indéterminées v et ¢ et a exposants

dans Z. Une série formelle deB [y, §] s’écrira de maniére unique

s = EB s(n,t) @ 4"

n,teZ

avec s(n,t) = e ou ¢, B[v,d], est un dioide complet.
Avant de presenter M [+, §] comme outil de modelisation, nous rappelons quelques

caracteristiques de ce diode.

Manipulation des éléments de M [v,d] :

La manipulation des éléments de M" [y, 6] se fait donc avec les regles de somme et de

produit du dioide B [, d], auxquelles on ajoute les regles de simplifications suivantes :

’}/nét ® ’}/nlét _ ,ymin(n,n’)(st

,Ynét ® ,Yn(st’ _ ,yn(smax(t,t’)

Modelisation des graphes d’evenements temporises sur M [v,d] :

Exemple 2.5 : représentation d’ un systeme de production a deux machine :
Le GET donnée par la figure presente un systeme de production, qui est un atelier

flexible de deux machines qui travaillent en série .
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FIGURE 2.7 — Modele GET de deux machine en série

Ces machines, nommées machine 1 et machine 2, utilisent un nombre fini de ressources
pour effectuer leurs taches. Nous supposons que les produits entrants sont d’abord traités
dans la premiere machine, et ensuite dans la deuxieme. Les durées opératoires sont données
et sont fixées a I’état initial.

un jetons dans la place py, ici zéro , correspond au nombre de pieces initialement en
attente d’étre traitées par la machine

Le couple de places (po,p3) représente la machine 1 et ses moyens de travail et les
places (p4, ps) modélisent la machine 2 et ses ressources.

Un jeton dans la place p, représente un produit en cours de traitement dans la machine
1, et les jetons dans la place p3 expriment la production dans la machine 2. Les tempori-
sations des places po et p3 sont respectivement les durées opératoires dans les machines 1
et 2.

pour cet exemple , on peut écrire sa forme d’état en utilisant les deux transformer

(7,9) :
T e v €| |m e
zo| = |02 e o wz@s[u]
Ts e 6 el |xg €
Z1
y= [5 3 e] To
T3
Avec x € MZ*[v,0]™ (vecteur associé aux transitions internes, ici n = 3 ) , u €

Mg=]y, 8]™ (vecteur associé aux transitionsd’entrée, ici m = 1 )et y € M[y,d]' (vec-
teur associé aux transitions de sortie , ici (I = 1) . Et les matrice Ae MSF[y, 0] ", B €
Mgy, 5] ™met C € M|y, 0] sont des matrices d’état, de commande et d’observation.

La résolution de I’équation permet d’établir un modele entrée-sortie du systeme. dans
notre exemple , cette matrice de transfére H € M|y, §]"*™ est la suivante :

n

H = 6(76%)
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2.5 Reéalisabilité, rationalité et périodicité

Tout transfert de GET peut se représenter par une matrice constituée de séries périodiques
deMgg [y, d]-
Définition 2.6 (Causalité). Une série se M/" [, 0] est dite causale si s = ¢(la série

est nulle) ou si son représentant minimal est & exposants dans N. Une matrice est

dite causale si toutes ses composantes sont causales.

Définition 2.7 (Rationalité). Un élément s€ M" [y, d] est dit rationnel si I'un de ses
représentants au moins peut étre obtenu par un nombre fini d’opérations @,®et * a
partir de I'ensemble (g, e, v, d). On dira qu'une matrice & coefficients dans M [, 0]

est rationnelle si tous ses coefficients sont rationnels.
Remarque Par définition, un élément rationnel est également causal.

Définition 2.8 (Réalisabilité). Un élément s€ M [, d] est réalisable s’il existe un
GET mono-entrée/ mono-sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou
plus précisément, s’il existe trois matrices C, A, B de tailles respectivement q x n
,nxn,etpxn a coefficients dans ’ensemble (e, ) telles que cet élément puisse
s’écrire CA*B.

Définition 2.9 (Périodicité). Un élément s€ M" [, §] est périodique s'il existe deux
polynomes p et ¢ de M [+, §]

=0

et

b
_ NjsTj
¢=Pr"o
Jj=0
et r un monéme a exposants dans N.

T:”yvdT

une séries périodiques et causales de la forme :

pDaqr’

Ou le polynéme p caractérise le comportement transitoire de la série,

le polynome ¢ représente un motif qui se répete périodiquement,

la périodicité étant fournie parr = 4°67 ou v/T caractérise le taux de production de
la série.

Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.
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conclusion :

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés en particulaire aux réseaux de Petri
et aux Graphes d’Evenements Temporisés ot nous avons présenté les définitions et les
formalismes que nous allons utiliser plus tard dans les chapitres suivants , Par la suite,
on a montré comment obtenir des modeles linéaires dans l'algebre (max,+) et (min, +)
et leur avantage de point de vue entrée-sortie et la possibilité de le représenter par sa
fonction de transfére . Dans le chapitre qui suit , nous nous intéressons a la synthese d’'un

observateur d’ordre réduit .



Chapitre 3

Synthese d’un observateur d’ordre

réduit

3.1 Introduction

Afin de concevoir des méthodes de commande il est essentiel d’avoir des informations
sur le systéeme étudié. Classiquement sur un systeme, on connait les entrées qui corres-
pondent aux variables de commandes et qui permettent de piloter le systeme et on connait
aussi directement par la mesure les sorties du systeme étudié . Cependant, ces informa-
tions ne sont tres souvent, pas suffisantes pour concevoir des méthodes de commande. En
effet, il est parfois nécessaire de connaitre des informations relatives aux variables internes
du systeme . Afin d’obtenir ces informations sur les états on peut :

— Rajouter des capteurs quand ceci est physiquement possible, on augmente alors les

mesures et les états mesurés correspondront a de nouvelles sorties.

— Utiliser des observateurs quand le systeme est observable, on pourra toujours esti-

mer analytiquement les états internes du systeme.
Un observateur est un systeme dynamique qui peut également servir a la surveillance des
systemes, en particulier la détection de panne, ou méme a l’identification de parametres,
en considérant un systeme, avec ces parametres comme nouvelles variables d’état. Donc,
la question de la synthese d’observateurs constitue un grand domaine d’intéret et d’étude.

L’utilisation d’observateurs revet ainsi une grande importance dans I’étude des systemes
dynamiques a événements discréte qui sont représentés par des Graphes d’Evenements
Temporisés.

Dans ce contexte, nous proposons dans ce chapitre un survol sur les différents types
d’observateurs pouvant s’appliquer sur des systemes déterministes en se référant sur
différents travaux (voir [I5] et [16]). nous nous focaliserons tout d’abord sur la synthése
d’un observateur ensuit on va s’intéresser au dimensionnement des observateurs d’ordre

plein (¢ = n, on estime alors tout le vecteur d’état) et des observateurs d’ordre réduit

42
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(¢ = n— 1) qui nous propose d’estimée seulement les états non mesurés a partir de sa

sorties .

3.2 Principe d’un observateur

3.2.1 Objectif d’un observateur

En général, pour des raisons techniques et économiques, ’état du systeme n’est pas
completement accessible. En effet, la complexité de la réalisabilité technique ainsi que des
couts prohibitifs pour I'implantation de plusieurs capteurs peuvent réduire considérablement
le nombre d’états mesurés. On peut alors considérer que pour la grande majorité des
systemes, la dimension du vecteur d’état est supérieure a celle du vecteur de sortie (I < n)
.Cette considération signifie que le vecteurz ne peut pas étre completement mesuré ou
déduit des sorties. Cependant, moyennant des conditions d’existence, I’état peut étre re-
construit a l'aide d’un observateur ce résultat est inspiré par des travaux de Luenberger
(voir[16]) et a été traité par une approche (max, +) la premiers fois par Harduoin et Carlos
Maia (voir[1§]).

Soit, de fagon plus générale, le systeme (maz, +) est défini par :

Tz = Az ® Bu = A*Bu
SYS (3.1)
y=Cx=CA*"Bu= Hu

Avec x € M [, 0]™ (vecteur associé aux transitions internes ) , u € M

[, 0]™ (vecteur
associé aux transitions d’entrée ),et y € M2y, 6]' (vecteur associé aux transitions de sortie
) . Et les matrice A€ Mg%[vy, 8] B € M@y, 5" ™et C' € Ma®[v, 5] "sont des matrices
d’état, de commande et d’observation.

dont 'état x est estimé (ou reconstruit) par un systéme dynamique appelé observateur

et noté OBS, dont la structure est donnée par :

$= At ®Bud L(j®
OBS ey (3.2)

C

<>
I
=>

Avec T I'état estimée et g la sorie estimée .

3.2.2 Quelques définitions relatives aux observateurs

La notion d’observabilité est donc essentielle lorsqu’on va procéder a 1’élaboration
d’observateurs, ce qui constitue 'objet du ce chapitre.

Définition 3.1 (Observabilité Structurelle) (voir[9]). Un graphe d’événements
temporisé est structurellememt observable si depuis toute transition interne il existe un

chemin vers au moins une transition de sortie tel que (CA*); ; # e.
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Dans la suite du document les systemes considérés seront supposés structurellement
observables. Ci-dessous nous donnons les définitions de 1'observabilité, elles sont inspirées
des travaux de cohen et al (voir[I0]), qui caractérisent l'existence et 'unicité de la pro-
jection dans I'image d’une application parallelement au noyau d’une autre.

Définition 3.2 (Observabilité ). Un graphe d’événements temporisé est observable
si pour toutes commandes u et u/ telles que CA*Bu = CA*Buv/, il existe un seul état
x = A*Bu' = A*Bu.

Théoreme : Un graphe d’événements temporisé est observable si et seulement si :

A*B(CA*BgCA*B) = A*B.

3.2.3 Structure d’un observateur d’ordre plein

Afin d’expliquer la procédure générale de la conception d’un observateur, nous allons
nous appuyer sur la construction d’un observateur d’ordre plein .Un observateur d’ordre
plein permet de reconstruire entierement le vecteur d’état x , on note par z la grandeur
observée . Ainsi , pour un ordre plein , on a directement z =  avec & étant I’estimation
de z. La structure de I'observateur peut étre représentée par la figure exprimée sous

la forme présedente [3.2)] :

u X=Ax B Bu

y=Cx systéme

|
[ B |
4

Observateu '4@“‘

FIGURE 3.1 — structure de 'observateur

L’équation décrite dans peut étre écrite sous la forme :

&= A2 ® Bu® LC: & LCx
#=(A® LC)i & Bu® LCA*Bu

&= (A® LO) Bu® (A® LC)*LCA*Bu (3.3)

D’aprés la propriétés de étoile de Kleene définie dans le chapitre précédent
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On a:
(A@ LC)* = A*(LCA")*

En l'introduisant dans L’équation [3.3|, nous obtenons :

& = A*(LCA*)*Bu & A*(LCA*)*LC A* Bu

D’aprés la propriétés de I'étoile de Kleene :
On a:
(LCA**LCA* = (LCA*)"

Donc I’équation peut s’écrire :
2= A"(LCA")*Bu® A*(LCA*)* Bu

D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On a:
(LCA")Y < (LCA*)*

Ce qui conduit a :
&t =A"(LCA")'Bu=1&=(A® LC)"Bu (3.4)

3.2.3.1 Calcule du gain d’observateur d’ordre plein

Cette section est consacrée au calcul de la matrice d’observation L dans le cas de la
synthése d'un observateur d’ordre plein . On supposons que le systéme est observable
notre objectif est de calculer la plus grand matrice d’observation L pour assurer que 1’état

estimée Z soit aussi proche que possible de 1’état = , sous la contrainte :
=z
D’apres 1’équation |3.1] on a :

z < A*Bu

D’apres 'équation [3.4{ on a :

(Ae LC)*Bu = A*Bu

A*(LCA*)*Bu < A*Bu

Ou encore :

A*(LCA*)'B < A'B
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D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On a:
(A*LCY*A*B X A*B

En utilisant la propriétes de la résiduation R¥ :
On a:

(A"LC)* < A*BgA*B

En utilisant la propriétes de la résiduation :
On a:
A*BgA*B = (A*BgA*B)*

Donc :
(A*LC)* < (A*"BgA*B)*

D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On aura :

A*LC < A*BgA*B
En utilisant la propriétes de la résiduation R¥ :
On a:

A*L < A*BgA*BgC
D’aprés la propriétés de la résiduation :
On a:

AL < A*BgCA*B
D’aprés la propriétés de la résiduation L¥ :
On a :

L < A"§A*BgC A*B
D’aprés la propriétés de la résiduation :

On a:

L < A*BJCA*B = Loy

46

(3.5)
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Illustration 4.1 : Considérons le graphe d’événement temporisé de la figure la

matrice de transfert du systéme est donnée par la fonction de transfert suivante :

H = §°(76%)

Dans cette exemple les élement de la matrice de transfert qui représente le graphe
d’événement temporisé est une série périodiques. le taux de production de cette série
r = ~vd3ce qui donne r = %ut .

Nous avons la représentation d’état suivante :

Tsys = Ax @ Bu = A"Bu

Le calcule nous donne :

e @ 62 (v0%)*
Toys = | 0%(0%)"
55(’7(53>*
On rajoute un Observateur d’état qu’on a présenté par la figure

Le calcule de gain optimal obtenu dans L’equation 3.5/ nous donne :

7 (70%)"
Lopt = | 7(76%)*
(76°)*

D’apres L’équation de I'observateur , le calcule nous donne :

e ® 0% (yd3)*
= | 0(yd)
55 (753)*
La figure suivante représente 1’état du systéme et ’état éstimée qui sont parfaitement

confondus , ce qui prouve la bonne observation .
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30 T T T T T T T T T

Xisys 35 ; . ; ; . ; ; . :

— - — Xlobs

K2sys
X20bs

251

201

delta
&l

delta

FIGURE 3.2 — représentation de xs et T au niveau de la transition ¢;et ¢,
Nous avons la sortie de systéme :

Ysys = CA"Bu = Hu

Ce qui donne par calcule :

Et la srtie estimée :

La figure suivante représent la sortie du systéme et la sortie de systéme estimée, les

deux courbes sont identiques ce qui prouve la bonne observation.
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35 T T T T T T T T T I
Ysys :
Yobs
T
30 - l -
. —
|
25 - ! -
J— |
|
m I
T 20F — -
= 1
|
P -
165 - i —
P —
|
10 I i
|
I |
|
|
5 _ 1 | | 1 1 1 | | |
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 g 10

gamma

FIGURE 3.3 — représentation de yg,set ¥

3.3 Réduction de 'ordre des observateurs

Dans la partie précédente, nous avons déterminé des systemes observateurs de méme
dimension que I'état du systeme a reconstruire. Nous allons montrer que 1’on peut construire,
en réalité, des reconstructeurs d’ordre inférieur. Plusieurs principes peuvent étre utilisés.
Nous regarderons successivement : le reconstructeur réduit de Luenberger qui estime la
partie non accessible de I’état . Nous verrons que si dans le premier cas ’observateur est
assez facile a déterminer, il n’en est pas de méme dans le deuxieme. Cependant cette
derniere solution est tres intéressante car elle permet d’obtenir des observateurs de taille

beaucoup plus petite.

3.3.1 Observateur d’ordre réduit

L’observateur d’ordre réduit introduit par luenberger (voir[15] [16]) conssiste a recons-
truire uniquement les états manquants, les autres étant mesurés. Ainsi pour un systéeme
défini par I'observateur réduit sera d’ordre n — (.

On suppose que 1’état est partitionné en deux sous-ensemble V; = y accessibles et V5
non accessibles

Le systeme dynamique original peut alors s’écrire :
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‘/1 All A12 ‘/1 Bl
= u (3.6)

‘/2 A21 A22 ‘/2 B2
y=W (3.7)

L’équation d’état peut étre s’écrie comme suit :

Vi=AuVi @ ApVa @ Biu
Vo = AnVi @ AgVo @ Bou (3.8)
y=W
V1 : vecteur d’observation .
V5 @ vecteut d’état contient des information et composant non mesurable .
Selon les cas d’étude seule les état non accessibles doit étre estimée les variable d’état
accéssibles n'ont pas besoin d’étre reconstruites puisqu’elles sont disponible par les in-
formation de la sortie . L’équation qui régit I’évolution de Vi peut alors étre considérée

comme une mesure dépendante de I'état a reconstruire V5.

on pose une nouvelle équation de sortie :
Vi=AuVi @ ApVe ® Biu = A7 AVa @ Al Biu
puisqu’il n’ya aucune relation entre la sortie et 'entrée u , donc : By =0

D’ou :

W =V = A}, AVs

on effectue provisoirement le changement de variables suivant :
Vo = AoV @ Ay Vi @ Bou = Vo = AVo @ 1
Ou u est une nouvelle commande :
U= Ay V1 & Bou (3.9)

Finalement, nous obtenons un nouveau systéme dynamique d’ordre réduit n — [ dont la

matrice d’état est ,Aso et la matrice de sortie est Aj; Ajs.

Vo = AgoVo @ 1t = Ayl
W - ATIAH‘/Q

(3.10)

Ou u et W sont respectivement une nouvelle commande et une nouvelle sortie .

On propose alors de construire un observateur pour le systeme d’ordre réduit en
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s’inspirant de la structure de I'observateur d’ordre complet :

soit :

‘72:1422‘72691169L(W€BW)

. . (3.11)
W = A}, AV
Vs = ApyVa @ 1 LAY, A Vo & LW
V, = (A2 @ LAT1A12)‘?2 Gud LW
Vo = (Agy @ LAY Ap) i@ (Agy @ LAY Ap) LW (3.12)
On remplace W par ’équation [3.10] .
On aura donc :
‘72 - (AQQ @ LATlAlg)*fL EB (AQQ @ LAT1A12)*LAT1A12‘/2
On remplace V5 par son équation :
Vo = (Aze ® LA} A12)"t ® (Az ® LA} Arg)* LA} A1p Ayt (3.13)

D’aprés la propriétés de I'étoile de Kleene définie dans le chapitre précédent
On a:
(As2 ® LAT Ara)" = Ajp (LAY A2 A%)"

En l'introduisant dans L’équation [3.13|, nous obtenons :

‘}2 = A§2(LAT1A12A;2)*11 D AZQ(LAT1A12A§2)*LAT1A12A;2{L

D’aprés la propriétés de I'étoile de Kleene :
On a:
(LAY A2 A3y) LAY A Asy = (LAY A1 A3,)

donc I’équation peut s’écrire :

Va = Asy(LAG, AnAfy) i © Ay (LAY, ApA) i

D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On a:
(LAT A1z A%y) " = (LA} A1pAgy)”

Ce qui conduit a :
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Vo = AL (LA A AL) i = (Age @ LAY A) G (3.14)

Afin d’écrire le systeme en fonction des signaux disponibles y et u du systeme original

on remplace u par son équation ainsi :

Vo = (Agy @ LAY Ayy)* (Agyy @ Bou)

pour obtenir finalement :

Vy = (Agy & LA%, A1s)*(As1y @ Bou)

. (3.15)
W = A11A12(A22 ) LAIlAIQ)*<A21y ) BQU)

Ces derniéres équations représentent bien un systéme dynamique, observateur d’entrée
u et de sortie y dont I’état V5 est de dimension réduite (Vo€ R"!) par rapport a I'obser-

vateur d’ordre complet .

3.3.2 Calcul du gain de I’Observateur d’ordre réduit

Cette section est consacrée au calcul du gain L dans le cas de la synthése d’un obser-
vateur réduit . On suppose que le systéme est observable ou L est le gain de I'observateur
. L'objectif est alors de déterminer la plus grand matrice d’observation L., afin que le
vecteur d’état éstimé Vi soit aussi proche que possible de 1'état V5, sous la contrainte
Va2V

Cela peut s’écrire comme suit :
<A22 ©® LATlAlg)*’INL j A;j&
D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On a :
(A2 LAY, A1p)* Agpti X Adyt
En utilisant la propriétes de la résiduation R¥ :
On a :
(A% LAY Ara)" = AjyugAdyti

En utilisant la propriétes de la résiduation :
On a:
AspugAsot = (A§271¢A;2a>*
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donc :
(A% LAY Arp)" = (A ugAsyu)”

D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1

On aura :

A3 LA Arz 2 ASyug Ayt
En utilisant la propriétes de la résiduation R¥ :
On a:

AjpL =X AjyugAsyug Aty Ao
D’aprés la propriétés de la résiduation :
On a:

Az L = Ayyug Ay A1 Asyl
D’aprés la propriétés de la résiduation L¥ :
On a:

L = AjRAyugAL A Ayt
D’aprés la propriétés de la résiduation :
On a:

L = AsyigAs, A Ay

On remplacent @ par ’equation |3.9
On obtient :

L = A5(Any @ Bou)pAjy Ao Ay (An1y @ Bau) = Lopy, (3.16)

Remarque : Lors de la construction de 1’'observateur réduit, on avait supposé que les

équations d’état sont structurées de la maniere suivante :

‘/1 All A12 ‘/1 Bl
= EB U

Vo Ay Agp| | Va By
y=W
Si ce n’est pas le cas, il est possible de s’y ramener moyennant une transformation.

En effet, apres une permutation des variables d’état, les matrices A, B, C', et le vecteur x

sont de la forme :
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Vi An An| |V By
= D (7
Va Agr Ax| |V By
Yy = [01 02]
Ou: C e M¥[y,5]" et Vi € M®[v, 0] et Bie M[y, §]>m .

en définissant le changement de variables & = Px , avec :

le systeme [3.1] devient :

Bu
Ci = [[l €zm71] z

<
Il

avec A= PAP™' , B=PBet C=CP .

Exemple 3.1 : Pour illustrer la possibilité de réduire les état a estimé pour un graphes
d’ “evénements temporisés, on va examiner le modéle d’un atelier flexible de type “flowshops”
c’est-‘a-dire ou toutes les piéces circulent dans I’atelier dans le méme sens de parcours des
machines (par opposition aux “jobshop”) . De plus toutes les piéces passent nécessairement
sur toutes les machines. Ici, il y a trois machines My, My , Ms, et 'atelier fabrique trois
types de piéces P, , P, , P3. Chaque type de piéce doit subir un certain nombre d’opérations
sur les machines dans un ordre précis . On suppose ici les étapes suivantes pour chaque

type de piéce :

PliMl%MQ%Mg,

P23M1—>M2—>M3,

Pg:M1—>M2—>M3,

On doit de plus respecter des ratios de production . Pour cela, on constitue une
“séquence de base” P;_ P, _ Pj respectant les ratios de production, et on doit définir
I'ordre de passage de cette séquence de base pour chaque machine , cet ordre étant répété

indéfiniment. Ici on adopte :

M15P1—>P2—>P3,
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M25P1—>P2—>P3,

M32P1—>P2—>P3,

Enfin, on suppose que les piéces sont portées par des palettes spécialisées par type
de piéce et qu’on a mis en service une palette pour P;, une palette pour P et enfin une
palettes pour Pj, ce qui est consistant avec les ratios de production d “esirés. Lorsqu’une
piéce a subi les opérations requises, elle est retirée et mise en stock , et la palette revient
au point de départ pour transportée une nouvelle piéce de méme type . Cette opération
de déchargement / rechargement peut étre modélisée par le passage sur une “machine” .

La Figure représente le modéle de I'atelier qui vient d’étre décrit . On peut voir
que chacune des 9 transition correspond a une combinaisons d’une machine et d'un type
de piéce par exemple la transition x, correspond a la combinaison de la machine M, et le
type de piéce P; .

Pour chaque transition en associée une variable z(k) qui indique le moment le plus
précoce auquel une machine spécifique peut commencé a traité une piéce spécifique pour
un temps k .

les places entre les transitions exprime les contraintes de priorité entre les machines .
par exemple xg dépend de 3 ce qui correspond a le traitement de la piéce de type P3 par

la machine M, et sur x5 ce qui correspond a la machine M, qui traite la piéce de type Ps.
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Fil
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FIGURE 3.4 — Modele GET d’un systéme de type ”"flowshops” , 3 machines, 3 type de
piéces

Il est possible d’établir dans le dioide MZ*[v, ] un modele dynamique de ce graphe

d’événements temporisé sous la forme suivante :

T e € Yt e € e A% e ¢ e
Ty § € € € € € € 8 ¢ £
T3 e 0 € € € € € € A £
T4 M e e e € 48 e e ¢ £
x| =1 8 e § € € € & e |xD |e|u
T e e & e M e e e ¢ £
(3.17)
X7 e € € M e e e e ~8 £
T3 e € € € &8 & & £ ¢ €
Zg e e € € € 7 e M ¢ €
E € e € €€ € € ¢
Y= |le ¢ ¢ e € e € ¢ ¢e|*7
€ € € €€ €€ e ¢

\

A chaque transition du GET est associée une composante des vecteurs x € M|, 0]™

(vecteur associé aux transitions internes, icin =9 ), u € M [y,]™ (vecteur associé
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aux transitionsd’entrée, ici m = 1 ),et y € M%*[y,d]' (vecteur associé aux transitions de
sortie , ici (I = 3) . Et les matrice A€ M*[v,d]"*",B € M [y, §|™™et C € M|y, 5™,
représentent l'interaction entre ces transitions.

La composante Ay = 6% traduit la présence d'un seule jeton et une temporisation
de 3 unités de temps attachés a la place qui sépare les transitions x, et xg.

La résolution de I’équation permet d’établir un modele entrée-sortie du systeme. dans

axr

notre exemple , cette matrice de transfére H € M|y, 5™ est la suivante :

H=CA'B
h11
his1

h11: [56 o) (71(521 o) 72533)(72625)*}
h21: |:511 @D (,}/1526 o) 72538)(,}/2525)*}

h31: ((513 e 71525)(72525)*]
Dans cette exemple on a le taux de production de la série qui est égale a :

r = 72525

ce qui donne :

r=—ut
25

En étudiant I’exemple on constate qu’'une simple permutation dans les variables d’état
permettrait d’avoir la forme désirée pour la matrice de sortie C'. Ainsi, on définit la matrice

de permutation des variables d’état notée P :

[(c ¢ e ¢ e ¢ ¢ ¢ ¢
E € € €€ e € € €
E € € €€ €€ e €
e € € € € € € € €
P=|c e ccceccc e
E € € e € € € € €
E € €€ e € € € €
E € €€ €€ e € €
e e e e e € ¢ ¢ e

calcule de A :

A= PAPT
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avec :
(e ¢ ¢ e € € € ¢ €]
E € €€ e €€ € ¢
e £ € € € € € € €
€ € € € € e c € ¢
Pl=lc c e e e cec ¢
E e € €€ €€ € €
€ € € € €€ € e ¢
E € e € €€ € € ¢
e c e e e ¢ ¢ €
(e ¢ e e e e e cc| [e e 46* ¢ ¢ & 8% e ¢
E € € € € e € € € 0 € € € e ¢ e N8 €
€ € € € € € € e ¢ e & € € € ¢ € [
e € € € € € € € € % e e € € 4B e e ¢
A=PAPT = |c ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢|®|e & e § ¢ e & ¢ ¢
€ € € € € € € € € e e & ¢ &M ¢ € € €
E € € € e € € € € e € € 6 € € € & ~8
E € € € € € e € ¢ e e € € &8 e N e ¢
e e e eecececel |e e e e e & e M €]
(¢ ¢ ¢ e € € € ¢ €] [ ¢ € e e 8 ¢ e g A
E € € € e € € € ¢ ¥ e e e € e & e ¢
e € € € € € E € € e € € € € g &8 & ¢
E € € €€ e € € € vt e e e € € € 76 ¢
Rle ¢ ¢ € ¢ ¢ e € ¢|=1|¢ e 48 5 e € € ¢ €
E € € € € € € € € e 48 e & e e & & ¢
E € € € € € € e € € € e e &8 06 e ¢ €
E € € € € € € € € e e € € € & g & 48
e e e e ¢ ¢ ¢ € e 2 0t e e e e e e

calcule de B :
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(¢ ¢ e c e e e ¢ ¢ e [ ]
E € € €€ ec€ € € £ £
€ € € €€ €€ e ¢ € £
e € € £ € € € € € € e
B=PB=|c e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ e|® |e| =|e
€ € € e € €€ € ¢ £ £
€ € € € e c € € ¢ € €
€E € €€ €€ e € ¢ £ £
e e ccec e e e el | 2]
calcule deC' :
(¢ ¢ e e ¢ ¢ ¢ ¢ €]
E € €€ ec € € €
e € € € € € € € €
E € e € €€ € € ¢ E €€ €€ e € € €
C=CP'=|c ccccececec|l®|lcecececececece
€E € € €€ €€ e ¢ E e € €€ €€ € €
E € €€ €€ € e €
E € e € €€ € € €
e e e e e ¢ ¢ ¢ €]
e € € € € € € € €
=|e eccec e e € ¢
E € e €€ €€ € ¢€
ce qui donne :
(e ¢ e ¢ 8 & & e ]
B e e € € € & e ¢
e € € € € € 68 & ¢
vt e e e € € € 748 ¢
A=|e e ~8 6§ ¢ ¢ € e ¢ (3.18)
e 48 e & e e & & ¢
e € € € &8 6 & & ¢
e € € € € & g & 48
e 0 & e e e & & e |

Et :
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M M M

we]
Il
o

(3.19)

M M ™M O O

Et :

€ € € € € € € € €
C=|ec e € ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ (3.20)

E € € ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢

La matrice C'[3.20|est donc de la forme [ I glm,l} qui correspond a la structure initia-

lement souhaitée. Dans cet exemple, il n’est donc pas nécessaire d’effectuer le changement
de variable d’état défini par P .

3.3.3 synthése d’un observateur d’ordre réduit

considérons le systéme est observable , la reconstruction des variables d’état est
basée sur les sorties mesurées , nous avons effectué une simple pérmutation pour que les
sorties apparaissent directement comme des composantes du vecteur d’état . sans perte
de généralité les état sans partitionné en deux sous-ensemble Vi = y -accessibles-, Vo—non
accessibles-, avec V] de dimension [ (z3, zg,xg correspondent aux sorties y du systéme :
[ = 3) et V5 de dimension n — I ( xq,x9, T4, x5, T7, g correspondent aux états quand vas
reconstruire : n — [ = 6 ) . le systéme peut etre réécrit sous la forme :

Les matrices A, B, C et le vecteur d’état = sont partitionnés comme suit :

avec :

All: 55 e €
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Et :
e ® e e € 76
Ala=le ¢ ¢ & ¢ ¢
e € € & & ¢
Et : ~ _
vét e €
e € 78
e N8
Ay =
e £ ¢
e € €
e 6 &M
Et : ~ _
e € € € 6% ¢
0 € € € ¢ €
M e e e e ¢
Ay = 5
e 0° & & ¢ €
e e 6 e e A8
€ € € € € €
-
Blz 9
_8_
R
€
€
By =
€
€
€

Nous avons la représentation d’état réduit :

_e & 71510 @ (72(525 ® 73537)(72525)* ]
5@ (71516 @ 72528)(72525)*
5 @ 71514 @ (72529 & 73541)(72525>*
5@ (71519 @ 72531)(72525)*
(58 @7152%(72525)*
(517 o) 71529)(72525)*

‘/25ys =

Le gain optimal reduit dans ce cas est le suivant :

Loptr = A3 (A21y ® Bou) [A]; A1z A3y (Aa1y © Bou)
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132_

lag = [715 @ (120% @ 73528)( 25z5>*]

l417

l49—

|

_(

-

(

[ (262 @ 42615
lys = [(7153 @ 72515 (72525)*}
71 D 12620) (12625 )

(

18t © 726%%)(126%)"|
21 07082 (26|
(812 @ 7°6%4) (2%’
70T B 7Y (6%
RN
)

7153 @72515)( 25 )

A0 @ 425%8) (4 2(525)*]
V165 @® 2618) ( 2525)*}

ly3 = [(7156 D 72518)( 2525)*}

l51—

l53

lg1—

loo=

[0

(

(
(

V12 @ 2574 (4 2525>*]
167 @ 42519) (4 2525)*}
(7167 @ 1262) (y 2525)*}
58 4162 (y 2525)*}
5% B 71516 (4 2525)*}

les = [(64 ) 71516)(72525)*]

Le calcul de I’équation de I'observateur d’ordre reduit de la forme :

Vy = (Agp & LA%, A12)*(Asyy @ Bou)

Nous donne :

L optr —

l12

ls

62
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[ ed V1(510 @ (72525 & 73(537)(72525)* T
5 o) (71516 @D ,}/2528)(,.)/2525)*
V 54 o) 71514 D (72529 o) 73541)(72525)*
2 55 @ (71619 @ 72691 (420%)*
(58 o) 71520)(,)/2525)*
((517 D 71529)(,}/2525)*

Ces calcules vérifient que la contrainte Vs < Vs est bien respectée . de plus cela ce voit

au niveau de la figure |3.5| ou les trajectoire son bien confondues ce qui prouve la bonne
observation .

150

100

delta

A0

gamma

FIGURE 3.5 — représentation de V5 et Vg au niveau de la transition et t4

Le calcul de la sortie de systéme [3.10| nous donne :

W - AT1A12‘/Q

56 o) (71521 o 72533)(,}/2525)*
Wsys — (511 D (71526 D 72538)(,}/2525>*
(513 o) 71525)(72525)*

Le calcul de la sortie estimé nous donne :

W= A3 A12(Agy @ LA A1) (As1y @ Bau)

) 56 o) (71521 o) ,72533)(72525)*
W = 511 o) (71526 o ,72538)(72525)*
(513 o) ,71525)(72525>*

La figure représnt la sortie de systéme reduit et la sortie estimé . W, et W sont
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parfaitement confondus ce qui prouve la bonne observation .

160

140

mmmmmmmmmmmmmmm

FIGURE 3.6 — représentation des sorties W et W

3.3.4 Observateur d’ordre réduit avec présence de perturbation

La structure d’un Observateur d’ordre réduit avec présence de perturbation pour les
systémes max plus est inspirée de la théorie des systémes linéaires classiques et est donnée

par la figure suivante :

W
\—. x=Ax$Bu® Rw ¥

y=Cx  systéme

Observateur

FIGURE 3.7 — Structure de 'observateur avec perturbation

Dans ce cas nous avons L’équation d’état du graphe d’évenement temporisé peut étre

s’écrie comme suit :

z=Az P Bu P Rw = A*Bu ® A*Rw
(3.21)

y=Cx
Avec x (vecteur de 1'état de systéme ) , u (vecteur de commande), y (vecteur as-
socié aux transitions de sortie ) et w (vecteur de perturbation) . Et les matrice Ae
MEe[y, 8] B € M&[y, 5™ ™, C € My, et R € M2®[y,d]"*Psont des matrices
d’état, de commande , d’observation et de perturbation .
Dans le cas d’Observateur d’ordre réduit L’équation d’état du graphe d’évenement

temporisé est exprimée sous la forme suivante :
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Vi=AnVi @ ApVe @ Biu @ Riw
Vo = AnVi @ AxpVa @ Bou @ Ryw (3.22)
y=W

‘/2 = AQQ‘/Q D U D RQU) = A;th D A’2‘2R2w

(3.23)
W — ATlAIQ‘/Q

Notre représentation d’état de ’observateur d’ordre réduit est donné par :
Vo= ApVo® i@ LW & W)

W = A} AV

On introduisant 1’équation dans cette équation on aura la forme suivante :

‘72 = Azzvz Dud LAT1A12V2 @ LAT A1V,
Vo = (Agy ® LAY A)Va @ G & LAY Ao (AL & Al Row)

Vo = (Ago @ LA Apy)* i@ (Agy @ LAY Ary)* LAY Ayo(Asyit & Al Row)

Vo = (Age® LAY A 06 (Ap@ LAY Apg) LAY A1p Al i (Age® LAY Ays)* LAY A1y Aly Row
(3.24)
D’aprés la propriétés de I'étoile de Kleene définie dans le chapitre précédent
On a:
(A2e @ LAY A1p)" = A5y (LAT A1 Ady)"

En l'introduisant dans L’équation , nous obtenons :

Vo = A5y (LA} Aip Aly) G Ay (LA A1g A3y) " LAY Arp Ay B A3y (L AT Aiz Asy)" LAY, A1o A3y Ryw

D’aprés la propriétés de I'étoile de Kleene :
On a:
(LAT  A1pASy)" LAY Aia Agy = (LAY A1 AGy) "

donc I'équation peut s’écrire :
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Vo = Abp(LAT A1nARy) i & Aly(LAT, A1pAly) "0 ® A3 (LAY A1n A3y) " Ryw

D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On a:
(LAT A12A%)" = (LA A1z Agy)”

Ce qui conduit a :

Vs = A3 (LA A1 ASy) 0 @ Ay (LAY A Asy) T Row (3.25)

On peut exprimée le systeme en fonction des signaux disponibles y et v du systeme

original on remplace @ par son équation ainsi :
Vy = Ajp (LAY A12A%,)" (A21y @ Bou) @ A3y (LAY A12A%)") LAY Az Asy Row

On obtient finalement :

Vo = (Age @ LAY App) i @ (Agy @ LA* Ayp)*)* LAY Ay ALy Row

; ; (3.26)
W= A% ApVs

3.3.5 Calcul du gain d’Observateur d’ordre réduit en présence

de pérturbation

Notre objectif dans cette section est alors de déterminer la plus grand matrice d’ob-
servation L,y afin que le vecteur d’état éstimé Vasoit aussi proche que possible de 1’état
V5, sous la contrainte VQ < V5.

donc on peut écrire :

(AQQ o LAT1A12>*’EL >, <A22 b LAT1A12)*)*LA>{1A12A;2R2UJ j ASQﬁ b A§2R2w

Cela est équivalent a :

(A22 & LlAT1A12)*’ZL j A;Q/ZL (327)

(AQQ &) LgATlAlg)*)*LQALAHA;QRQ@U j A;2R2w (328)

pour I’équiation on ale Ly a été calculé précédemment dans le cas sans pérturbation
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L, = Loptr = A§2a¢A){1A12A§2a

pour l'équiation |3.28 on obtient les équivalences suivantes :

(A22 D LQAT1A12)*>*LQAT1A12A;2R2’UJ j ASQRQUJ

AZQ(LQAT1A12A;2)*LZAT1A12A§2R2w j AZQRQ’U)

En utilisant la propriétes de la résiduation L¥ :
(LQATIAQA;Q)*LQATIAHA;QRQU} j AQQQAZQRQUJ

aussi cette equation est équivalente a :

(LgA’{lA12A§2)*L2A{1A12A§2R2w j A;2R2w
D’aprés la propriétés [1.6] de I’étoile de Kleene voir
On aura :
(LQAEAQA;Q)*LQAT1A12A;2A;2R2U} j A;2R2’U}
D’aprés la propriétés de I’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On aura :
(LQAT1A12A32)+A;2R2U) j ASQRQ'LU

En utilisant la propriétes de la résiduation R :

(Lo ATy A12ASy) " = ASy Rowg Ay Row
En utilisant la propriétes de la résiduation :
On aura :
((L2A71 A12A55) )" = (A5 RowgAs, Ryw)”
D’aprés la propriétés [1.3] de ’étoile de Kleene voir le Chapitre 1
On aura :
L2AT1A12A;2 j A22R2w¢A§2R2w

En utilisant la propriétes de la résiduation R¥ :

67
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L2 j A;2 RQ w¢A§2 RQU)ﬁATI A12 A§2

D’aprés la propriétés de I'étoile de Kleene et la propriétes de la résiduation (1.41
voir le Chapitre 1 .
On aura :
Ly = A5y Row@ Al Ao Asy Row

Looptr = Ay RowpAYy A1 A3y Row (3.30)

A partir des deux inégalités et on obtient deux solution Loy et Loy, d'ou

la solution optimale pour le systéme pérturbé est donnée come suit :

Loptrp = L20ptr

illustration : Nous reprenons 'exemple de la figure [3.4] , on rajoute une perturbation
w au niveaux de la transition x4 et on obtient le graphe d’événement temporisé représenté
dans la figure [3.8

La transition w représente une perturbation qui se place a I'entrée de la machine2 qui
sensée de produire les piéce de type po.Cela implique une panne lors de la production des

piéce et qui a pour effet de retardée la sortie de graphe d’événement temporisé .

4
(o)
1 Xg 3
y Vi e O E
@ X_) P,
3 5

. 3 b

FIGURE 3.8 — Modele GET d'un systéme de type flowshops avec perturbation

On suppose que la panne intervient a I’événement 3 et que cette perturbation repousse
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le tir de la transition z4 & l'instant 45 (426%%) au lieu de I'instant 41 (y36%1) .
la représentation d’état de systéme d’ordre réduit perturbé nous donne les résultat

suivant :

[ o B Y110 @ 1207 @ P53 @ 7165 @ (19692 B A06TOD) (126%0)* T
5@ (71616 @ ~20%8)(426%)*
51 @ 161 @ 4262 @ 73615 @ 415 @ (1569 @ 48570 (120%%)*
55 @ 7619 B 4203 @ 4364 @ (44070 @ A569@) (72625)*
55 @ 71620 B 1263 @ 3540 B 115915070 @ 75553 @) (72625)*
(517 @ 41629) (425%)*

Notre gain optimal dans ce cas est le suivant :

Loptrp = Lloptr AN LQoptr

Le résultat de I’équation [3.29| est le suivant :

lllp l12p l13p
l21p 122p l23p
I o lSlp l32p l33p

loptr —
l41p l42p l43p

l51p l52p l53p

_l61p l62p 163p_

lllp— -(,}/54 fa 72516)( 2525)*i|

hsp= | (125" @ 79621 (3 2525)*}
Ly = [( 2512 ¢y 43524 ( 2525>*]
bp= | (7187 @ 76%) (7°8%°)"
Ioop=| (7182 @ 72619 (257 )']
by =[(16° ©17257%) (267 ]
laip= | (710" @ 707 (176%°)"
L= | (167 72819 (12075
lysp = [71 (12616 @ 23625 (~ 2525)*]
L= | (3 1610@7262%( 262
Lizpe | (1107 @ 726%) (1207)" |
Lip =[(15° @ 128 (25
lstpe | (1182 © 72671267
Loz | (1197 72519)(72525)*]
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l53p :[ 157 o) 72520 2525)*i|

lo1p=

162

b= | (764 (2%
hizp= (7259) y20%)”
lpr — (7257 ( 2525>*]
l21p— (7155) 72525)*
lagp= | (710°) (726%%)

( @71521)( 2525) :|
(5 D 71516)( 2525) }
l63p — [(54 P ,}/1516 2625) :|

LQoptr =

L optrp —

lllp l12p l13p
l21p l22p l23p
l31p l32p l33p
l41p l42p l43p

l51p l52p l53p

_l61p 162p l63p_

LloptT A LQoptT
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Loptrp = LQopt

L’équation de I'observateur [3.15| nous donne :

o B Y510 @ (1267 @ 13557 @ (12625)* 1
) P (71516 P 72528)(72525)*
. 5B AL6M @ (1267 @ 354 B) (120"
55 & (7610 @ 12531 ) (126%5)

(88 B 716206) (126%)*

(517 o 71529)(72525)*

Les résultat sont illustrés sur la figure[3.9|qui suit . clairement au départ les deux courbe

sont superposées mais aprés avoir appliqué la perturbation au niveaux de la transition
x4 a partir de 3°™“frenchissement , ils s’est avéré un décalage entre les deux courbes , ce
décalage est due au retardement du passage du la piéce qui est passé a 45 au lieu de 41
u.t . Cette perturbation a eu un effet sur le passage du jeton 4 qui a été retardé d’une u.t

. A Tl'instant 66 les deux courbes se rejoignent et superpose .

150 T T T T T

Vobsp
Vsysp

140

120 .

delta
oo
=
T
|

60

40

20 .

0 1 I 1 I 1
0 2 4 G 8 10 12

gamma

FIGURE 3.9 — représentation de Vagys, €t Vagpsp aut niveau de la transition ¢4

Calcule de la sortie perturbé :
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56 o) (71(521 D ’}/2533)(72(525)*
W, = S @ (71670 @ 125%8) (420%)*
513 o) 71525 D 72538 D 73554 o) 74564@)(75575 o) 76588@)(72525)*

La figure représente le sortie du systéme idéal et la sortie du systéme perturbé .

L’application de la perturbation affecte le comportement de systéme , cela se voie dans
la figure qui a pour effet de retarder la sortie du GET .

Au départ les deux courbes sont superposées mais aprés avoir appliqué la perturbation
au niveaux de la transition x4 a partir de 3°¢ franchissement , il s’est avéré un décalage

entre les deux courbes et a 'instant 75 que les deux courbe se rejoingnent et se superposent

15[] T T T T T
— Wsys
— Wsp
100 | -
=
@
=
50+ -
U | 1 | 1 |
0 2 4 6 B 10 12
gamma
FIGURE 3.10 — représentation de la 3°"“sortie W, et W,
p Y p
Conclusion :

L’estimation d’état d'un graphe d’évenment temporisé a été abordée dans ce chapitre
. Tout d’abord nous avons commencé par rappelé quelques définitions relatives a 1’ob-
servbilité des systémes a événement discrete , ensuite nous nous sommes intéressés a la
synthese d’observateurs standards, d’ordre plein proposé par luenberger .

Dans un second temps , nous avons abordé I'estimation d’observateurs d’ordre réduit

dans le but de récupérer les informations sur ’état via la sortie mesurée tout en réduisant

les état & éstimée .
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Enfin, nous avons cloturé le chapitre par une proposition d’'une méthode de synthese

d’observateurs d’ordre réduit avec présence de perturbation .



Conclusion générale

Nous présentons dans ce mémoire des travaux et des résultats relatifs a la synthése
de l'observateur d’ordre réduit modélisée par les graphes d’événements temporisés et
représentée par un modéles M [, d].

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre en a donné quelques rappele fondamentaux concernant les
propriétés mathématiques des dioides, La théorie de la résiduation qui est une alternative
au probleme d’inversion d’applications définies sur des dioides , Ainsi que l'application
de I’étoile de Kleene qui joue un role important dans le probléme de la synthése d’un
observateur .

Le deuxieme chapitre traite la modélisation de systémes a événeent discrets par une
sous-classe des réseaux de petri applée les graphes d’événements temporisés dans différent
dioides ( représentation aux dateurs et aux compteur , représentation en séries formelles
) qui nous permet d’obtenire une représentation d’état linéaires afin de représenter les
graphes d’événements temporisés par leur fonction de transfert .

Dans le troisiéme chapitre , Nous avons présenté pour la premiere fois des travaux
portant sur la synthése d’un observateur d’ordre réduit d’ un graphes d’événements tem-
porisés dans 'lgébre max-plus . Le principe de l'observateur d’ordre réduit est comme
suit : partant d’un systeme représentable par un graphe d’événements temporisé en re-
construit ces états a partir des informations récupérer par les sorties mesurée tout en
réduisant les état a éstimée . La démarche adoptée correspond a celle suggérée lors de la
synthése d’observateur d’ordre réduit pour les systemes continus classiques . Le probléme
est résolu en introduisant une petite pérmutation ainsi que la théorie de la résiduation et

I’étoile de Kleene .
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1.Introduction :

La librairie MinMaxGD [5] se présente comme un ensemble de routines écrites en
C++, liées au logiciel Scilab. Cette librairie permet de manipuler des séries rationnelles
dans le dioide M&*([v,d]] .

Une partie des travaux de these a porté sur le développement des interfaces entre la
librairie C++ et Scilab .

Notons également que le groupe Max Plus de 'INRIA a également développé une
librairie pour Scilab, permettant le calcul dans le dioide Zmaaz.

Dans la suite de cette annexe, on trouvera ’ensemble des scripts Scilab utilisés pour
effectuer les calculs des différents exemples de ce mémoire.

Tout d’abord, nous allons découvrir 'utilisation de la MinMaxGD dans Scilab a
travers un exemple. L’exemple traité dans la suite correspond a l'illustration présentée

dans le chapitre 3 . Il s’agit d’un systemes de production de type flowshops.

scilab-3.1.1

Copyright(C) 1989-2005

Consortium Scilab (INRIA, ENPC)

Startup execution :

Loading initial environment

— Commencons par charger la librairie dans I’environnement Scilab
-->scipad (C :\PROGRA™2\SCILAB™1.1\MINMAX"1.1\loader.sce’) ;

-->shared archive loaded

MACROS =

C :\Program Files (x86)\scilab-3.1.1\minmaxgd1.1\macros\

La commande A = smatriz(m,n) permet de déclarer une matrice (notée A) de m
lignes et n colonnes. Apres la déclaration, tous les termes de la matrices sont initialisés a
£ .

I'initialisation des termes de la matrice s’effectue & 1’aide de la commande series .

2. Syntaxe générale : MinMaxGD reconnait les types élémentaires suivants : type
série (noté series) et le type matrice (noté smatriz) correspondant au dioide M2 [[v, d]] .

MinMaxG D reconnait les opérations algébriques de base suivantes (pour deux élémentsa ;
be M, 0]] -
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] opération \ syntaxe ‘
@ (somme) a+b
® (produit) a*b
\ (résiduation a gauche) a\b
/ (résiduation a droite) b/a
* (étoile de Kleene) stargd(a)
Pr, (projection dans les causaux) | precaus(a)
A (inf) aAb

TABLE 3.1 — les syntaxe algébriques utilisée dans MinMaxGD

Script scilab clc

// initialisation des matrices

A= smatrix(9,9);
B= smatrix(9,1) ;
C= smatrix(3,9) ;
P= smatrix(9,9) ;
all=smatrix(3

I

a2l=smatrix(6

3);
al2=smatrix(3,6) ;

3);
a22=smatrix(6,6) ;
bl=smatrix(3,1);

b2=smatrix(6,1) ;

// affectation des valeurs des matrices

// matrice d’état

A(1,7)= series(eps,
A(2,1)= series(eps,
A(2,8)= series(eps,
A(3,2)= series(eps,
A(3,9)= series(eps,
A(4,1)= series(eps,
A(4,6)= series(eps,
A(5,2)= series(eps,
A(5,4)= series(eps,
A(6,3)= series(eps,
A(6,5)= series(eps,
A(7,4)= series(eps,
A(7,9)= series(eps,
A(8,5)= series(eps,
A(8,7)= series(eps,

o

o o o o o o o o o o o o
N N e e o e e T T T T T T S N

o

B Y R B e R L A L R e e N P A P A
k)

ko)

7
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series(eps,[0 2],e) ;
series(eps, [0 4].e) ;

s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;
s_e;

// matrice de permutation

P(1,3)=s_e;

// vecteur de commande
// matrice d’observation
C(1,3)
C(2,6)
P(2,6)
P(3,8)
P(4,1)

A(9,6)

A(9,8)

// matrice de commande
B(1,1)

u(1,1)

C(3,8)=s_e;

P(8,7)

P(9,9)
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.aua.a.a.u.a.a.ua.a.ua.a.u.u.a.a
0 10 —~ < M 0 <H MM MmN < AN A < MmN H <t ™M
R e D S N S B D o s DR B P L D D D = D D
v o W w w W W W W L ®LW LW R ®LW LR B B
[ T O O o o T & O & o N O e e e o T o o T e
© © © 0 © © © © O 0 0o o o o oo o o o
S N T T T T T T T T T T T N N N N
R n ®n B B R R R B B B R R R B B B @B
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b2(1,1)=series(eps,[0 0],e);

//calcule 1'état de systéme d’ordre complet
Xsys=stargd(A)*B*u

//calcule la sortie de systeme d’ordre complet
y=C*Xsys

// calcule de la fonction de transfert

H=C*stargd(A)*B

// calcule de la matrice d’état apres permutation
A1=P*A*P’

B1=P*B

C1=C*p’

//calcule 1'état de systéme d’ordre complet apres permutation
Xsysl= stargd(A1)*B1*u

//calcule la sortie de systeme d’ordre complet apres permutation
y=C1*Xsysl

// calcule du fonction de transfert apres permutation
H1=Cl*stargd(A1)*B1

// calcul de Lopt d’ordre complet

L1= stargd(A1)*B1/H1;

Lopt= prcaus(L1)

// calcule de systeme d’ordre réduit

v=(a21*y)+(b2*u)

v2=stargd(a22)*v

// calcule la sortie de systéme d’ordre réduit
Wsys=stargd(all)*al2*v2

// calcul de Lopt d’ordre reduit
L2=stargd(a22)*v/((stargd(all))*al2*(stargd(a22))*v);
Lopt2= prcaus(L2)
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