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Introduction

Nous nous intéressons aux chaînes de Markov itératives i.e. construites
par itérations de fonctions aléatoires. Plus exactement, soient (E, E) un es-
pace mesurable et (Fn)n une suite de fonctions aléatoires à valeurs dans E
indépendantes et identiquement distribuées et soit X0 une variable aléatoire
à valeurs dans E indépendante des Fn. Pour simpli�er soit x ∈ E et X0 = x,
considérons alors la chaîne de Markov (Xx

n)n dé�nie par X0 = x et pour tout
n > 0 :

Xx
n = Fn ◦ · · · ◦ F1(x).

Notre étude se restreint à expliciter les conditions dans lesquelles la chaîne
de Markov (Xx

n)n admet une limite éventuelle ou admet une mesure station-
naire unique. En fait, on s'intéresse à la caractérisation du comportement
limite du processus (Xx

n)n. Ce type de chaînes de Markov est souvent désigné
dans la littérature comme des "Iterated random functions systems".

Souvent les Fn sont spécialisées sur le modèle Fn = fYn avec (Yn)n une
suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées à va-
leurs dans E et x 7→ fy(x) est une fonction de E dans, et y ∈ E E . Les
chaînes de Markov de ce type sont largement étudiées, cela s'explique par le
fait qu'elles constituent un modèle d'étude pour de nombreux phénomènes,
en particulier, en dynamique des populations, algorithmes aléatoires et algo-
rithmes de simulation exacte (Cf. [6], [3], [4], [10], [11], [1]...)

Notre travail est une synthèse de quelques avancées de la théorie géné-
rale, en particulier les travaux (Cf. [3], [2]). Dans le chapitre I, nous faisons
quelques rappels et mise au point sur les chaînes de Markov et les marches
aléatoires. Dans le Chapitre II, nous traitons un cas d'espèce de chaîne ité-
rative, Dans le chapitre III, nous synthétisons les conditions nécessaires pour
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l'existence et l'unicité d'une mesure stationnaire et en�n nous terminons par
une conclusion et les perspectives ouvertes par cev travail.



9

Chapitre 1

Chaînes de Markov et Noyaux de

transition

1.1 Propriétés des noyaux de transition

Nous faisons une synthèse sur les noyaux de transition et les chaînes de
Markov à partir de (Cf. [5], [8]).

Dé�nition 1. Soit (E, E) un espace mesurable et soit bE l'ensemble des
fonctions bornées et mesurables sur E et bE+ l'ensemble des fonctions posi-
tives, bornées et mesurables sur E. Une application

P : E × E −→ [0, 1]

est un noyau de transition sur E si :
� Pour tout x ∈ E, l'application A 7→ ϕx(A) = P(x,A) est une mesure
probabilité sur (E, E).

� Pour tout A ∈ E, l'application x 7→ ϕA(x) = P(x,A) est une fonction
mesurable de (E, E) dans ([0, 1],B[0, 1]).

Proposition 1. Si f est une fonction de E dans R, telle que f ∈ bE+ et P
est un noyau de transition, alors la fonction Pf de E dans R dé�nie par la
formule :

Pf(x) =

∫
E

P(x, dy)f(y) =< P(x, .), f > , ∀x ∈ E
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est aussi dans bE+.

Démonstration.
1 : Montrons que ∀x, Pf(x) est positive, on a f positive et P(x, dy) est

une mesure positive pour x �xé, alors :∫
E

f(y)P(x, dy) ≥ 0.

2 : Montrons que ∀x, Pf(x) est bornée.
On a f bornée ⇒ ∃M > 0 tel que :

∀x ∈ E, | f(x) |≤M

Donc
| Pf(x) | = |

∫
E

f(y)P(x, dy) |

≤
∫

E

| f(y) | P(x, dy) |

≤ M

∫
E

P(x, dy) = M

car ∫
E

P(x, dy) = 1.

3 : Montrons que Pf est une fonction mesurable.

� Cas où f = IA(x), A ∈ E :

PIA(x) =

∫
E

IA(y)P(x, dy)

=

∫
A

P(x, dy)

= P(x,A)

Donc si f = IA(x), A ∈ E

Pf(x) = P(x,A).
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et par dé�nition de P, x→ P(x,A) est mesurable de (E, E) dans ([0, 1], B[0, 1])
pour tout A dans E �xé

� Cas où f est une fonction simple i.e. f =
∑n

i = 1 αi IAi
, tel que ∀i, Ai ∈ E ,

les Ai sont disjoints et αi un nombre réel pour tout i = 1, · · · , n
On a

Pf(x) =

∫
E

n∑
i = 1

αi IAi
(y)P(x, dy)

=
n∑

i = 1

∫
E

αi IAi
(y)P(x, dy)

=
n∑

i = 1

αiP(x,Ai).

par suite x → Pf(x) est une fonction mesurable comme somme �nie de
fonctions mesurables.

� Cas général : Si f fonction bornée et mesurable alors f est une limite
d'une suite croissante de fonctions simples (fn)n.
i.e. f = limn→∞ fn

On a
Pf(x) = P lim

n→∞
fn(x)

=

∫
E

lim
n→∞

fn(y)P(x, dy)

par convergence monotone on a :∫
E

lim
n→∞

fn(y)P(x, dy) = lim
n→∞

∫
E

fn(y)P(x, dy)

Donc
Pf(x) = P lim

n→∞
fn(x) = lim

n→∞
Pfn(x)

Et comme Pfn(x) est mesurable d'après le deuxième cas, il résulte que Pf(x)
est mesurable comme limite simple d'une suite de fonctions mesurables.
Il reste à établir la validité du passage à la limite par convergence monotone,
on a ∀ n, fn ≤ f et ∃M tel que | f |≤M
Donc

∀n | fn |≤M.
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par suite
|
∫

E

fn(y)P(x, dy) |≤M.

Alors ∫
E

| Pfn(x) |≤M.

(fn) est une suite croissante vers f sur E . �

Proposition 2. Si ν est une mesure sur (E, E) et si on dé�nit νP sur (E, E)
par :

∀A ∈ E , νP(A) =

∫
E

ν(dx)P(x,A)

alors νP est une mesure sur (E, E).
Proposition 3. Soient P et Q deux noyaux de transition sur (E, E), leur
produit PQ dé�ni par :

PQ(x,A) =

∫
y∈E

P(x, dy)Q(y, A) ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

est un nouveau noyau de transition sur (E, E).
Démonstration. PQ est un noyau de transition s' il satisfait les conditions
de la dé�nition :

Pour tout A �xé, l'application x 7→ f(x) = P(x,A) est une fonction mesu-
rable de (E, E) dans ([0, 1], B[0, 1]), par dé�nition de P.

Et Q est un noyau de transition alors d'après la proposition (1) la fonc-
tion Qf(x) = QP(x,A) est mesurable de (E, E) dans ([0, 1],B[0, 1]).

- Alors, pour tout A ∈ E, l'application x → PQ(x,A) est une fonction
mesurable de (E, E) dans ([0, 1],B[0, 1]). (∗)

Pour tout x �xé dans E, l'application A → ϕx(A) = P(x,A) est une me-
sure de probabilité sur (E, E) par dé�nition de P.
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Et Q est un noyau de transition alors d'après la proposition (2), on a pour
tout A ∈ E la fonction QP(x,A) est une mesure sur (E, E). (∗∗)

D'après (∗) et (∗∗) on déduit que PQ est un noyau de transition.
�

Remarque 1. La compposition de deux noyaux de transition est une opé-
ration associative.

On notera Pn le noyau de transition obtenu en e�ectuant n produits de
P avec lui même.

Proposition 4. Si P est un noyau de transition sur l'espace mesurable
(E, E), alors pour tout n ≥ 1

Pn+1(x,A) =

∫
y∈E

P(x, dy)Pn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .

Démonstration. (Par reccurence)
Pour n ≥ 1, on montre que

Pn+1(x,A) =

∫
y∈E

P(x, dy)Pn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E . (1)

Pour n = 1

P2(x,A) = P · P(x,A) =

∫
y∈E

P(x, dy)P(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .

Par dé�nition de composition de deux noyaux de transition, (1) est véri�ée
pour n = 1.

Pour n = 2

P3 = P · P · P = P2 · P
= P · P2 (Par associativité)

D'après la proposition (3), P2 est un noyau de transition sur (E, E)

P · P2(x,A) =

∫
y∈E

P(x, dy)P2(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .
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Donc, (1) est véri�ée pour n = 2

� Hypothèse de reccurence : on suppose que (1) est véri�ée pour n
Montrons qu'elle est vraie pour n+ 1.

Pn+1 =

n+ 1 fois︷ ︸︸ ︷
P · P . . . · P

= Pn · P
= P · Pn (Par associativité)

P · Pn =

∫
y∈E

P(x, dy)Pn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .

Donc
Pn+1(x,A) =

∫
y∈E

P(x, dy)Pn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

�

Dé�nition des chaînes de markov à espace des états E quelconque.
Dé�nition 2. Soient (E, E) un espace mesurable et µ une mesure de pro-
babilité sur E, (Xn)n une suite de variables aléatoires à valeurs dans E est
une chaîne de Markov d'espace des états E de loi initiale µ = L(X0) si ∀ f
une fonction E-mesurable et bornée sur E

∀n > 0, E[f(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[f(Xn+1)|Xn]− p.s.

Cette dé�nition peut être reformulée en termes de probabilité condition-
nelle de la manière suivante :

Dé�nition 3. Soient (E, E) un espace mesurable et (Xn)n≥0 une suite de
variables aléatoires à valeurs dans E, de loi initiale µ = L(X0), On dit que
(Xn)n≥0 est une chaîne de Markov d'espace des états E si :
∀A ∈ E , ∀n > 0,P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . ,X1, X0)] = P [Xn+1 ∈ A|Xn]− p.s.

i.e ∀A ∈ E , ∀n > 0,P [Xn+1 ∈ A |σ(Xn, . . . ,X1, X0)] = P [Xn+1 ∈ A|σ(Xn)]−p.s.
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Le présent du processus est déterminé par les événements de la tribu
engendrée par Xn, le passé est déterminé par les événements de
Fn = σ(X0, . . . , Xn−1) et le futur est déterminé par les événements de la
tribu engendrée par Xn+1.

Remarque 2. La dé�nition (2) est équivalente à la dé�nition (3).
Démonstration. La première implication:
(Xn)n une chaîne de Markov de loi initiale µ, alors d'après La dé�nition (2)
on a :
∀f une fonction E-mesurable et bornée sur E :

∀n > 0, E[f(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[f(Xn+1)|Xn].

Nous avons ∀A ∈ E , IA mesurable est bornée, donc pour f = IA, avec ∀A ∈ E :
E[IA(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[IA(Xn+1)|Xn] ∀n > 0.

i.e. ∀n ≥ 0,P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X1, X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]− p.s ∀n > 0.

par dé�nition de la probabilité conditionnelle.
La deuxième implication:
(Xn)n une chaîne de Markov de loi initiale µ, alors d'après La dé�nition (3)
on a :

∀A ∈ E , ∀n ≥ 0,P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . ,X1, X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]− p.s.

i.e.
E[IA(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[IA(Xn+1)|Xn] ∀n > 0.

par dé�nition de la probabilité conditionnelle.
Si f une fonction mesurable est bornée, alors f est une limite d'une suite
croissante de fonctions élémentaires (fk)k

i.e f = lim
k→∞

fk

avec:
fk =

k∑
i=1

αiIAi
, pour tout k ∈ N



16CHAPITRE 1. CHAÎNES DEMARKOV ET NOYAUXDE TRANSITION

où αi est un nombre réel pour tout i = 1, . . . ,k et ∀i,Ai ∈ E .
On a
E[IAi

(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[IAi
(Xn+1)|Xn], ∀i = 1, . . . , k Pour tout k de N

D'où
αiE[IAi

(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = αiE[IAi
(Xn+1)|Xn]

i.e.
E[αiIAi

(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[αiIAi
(Xn+1)|Xn]

D'où
k∑

i=1

E[αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] =

k∑
i=1

E[αiIAi
(Xn+1)|Xn]

Donc

E[
k∑

i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[

k∑
i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn]

Alors

lim
k→+∞

E[
k∑

i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = lim

k→+∞
E[

k∑
i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn]

i.e.
lim

k→+∞
E[fk(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = lim

k→+∞
E[fk(Xn+1)|Xn]

Par convergence monotone, on a
E[ lim

k→+∞
fk(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[ lim

k→+∞
fk(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0]

� On établit la validité du passage á la limite par convergence monotone

D'une part nous avons

fk ∈ L1, ∀k
(fk)k est une suite croissante vers f
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f est bornée, i.e ∃M tel que f(X) ≤M, ∀X. Et comme fk ↗ f
Alors, ∀k, ∫

E
fk(Xn+1)dP ≤

∫
E
f(Xn+1)dP ≤M

∫
E
dP = M,

Donc par la convergence monotone, nous avons

lim
k

∫
E

fk(Xn+1)dP =

∫
E

lim
k
fk(Xn+1)dP

D'autre part, nous avons
E[fk(Xn+1)|Xn] ∈ L1, ∀k
(E[fk(Xn+1)|Xn])k est une suite croissante
∃M tel que ∀A ∈ σ(Xn)

∫
A

E[fk(Xn+1)|Xn]dP =

∫
A

fk(Xn+1)dP par dé�nition de l'espérance conditionnelle

≤
∫

A

f(Xn+1)dP Par hypothèse, fk ↗ f

≤ M

∫
A

dP = M · P (A) ≤M · 1 = M

Donc, par convergence monotone nous avons

lim
k

∫
E

E[fk(Xn+1)|Xn] =

∫
E

lim
k

E[fk(Xn+1)|Xn]

On a alors pour tout k et pour tout A ∈ σ(Xn)∫
A

lim
k

E[fk(Xn+1)|Xn] = lim
k

∫
A

E[fk(Xn+1)|Xn]

= lim
k

∫
A

fk(Xn+1)dP

=

∫
A

E[lim
k
fk(Xn+1)|Xn]dP d'après la dé�nition de l'espérance conditionnelle

Et par unicité presque sûre de l'espérance conditionnelle, nous avons
E[lim

k
fk(Xn+1)|Xn] = lim

k
E[fk(Xn+1)|Xn]

D'une manière analogue, on peut montrer que
E[lim

k
fk(Xn+1)|X0, . . . ,Xn] = lim

k
E[fk(Xn+1)|X0, . . . ,Xn]
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Par conséquent
E[f(Xn+1)|X0, . . . ,Xn] = E[f(Xn+1)|Xn]

�

Proposition 5. Si P un noyau de transition sur l'espace mesurable (E, E)
associé à la chaîne de Markov (Xn)n≥0, alors si f est une fonction positive
et mesurable

E[f(Xn)] = Pnf(x) =

∫
y∈E

f(y)Pn(x, dy), ∀x ∈ E

Proposition 6. Soit P un noyau de transition sur l'espace mesurable (E, E)
associé à la chaîne de Markov (Xn)n≥0 de loi initiale µ, alors si f ∈ bE
et Fn = σ(X0, . . . , Xn) Pour deux entiers m,n tel que m < n

E[f(Xm)|Fn] = Pn−mf(Xm)− p.s.

Proposition 7. Soient (E,E) un espace mesurable, (Xn)n une chaîne de
Markov sur (E,E), de noyau de transition P et de loi initiale L(X0) = π,
alors ∀A0, A1, . . . , An ∈ E

P [Xn ∈ An, Xn−1 ∈ An−1, . . . , X0 ∈ A0] =∫
An−1

∫
An−2

· · ·
∫

A0

Pn−1(An, xn−1)Pn−2(dxn−1, xn−2) . . .P1(dx1, x0)πdx0.

Proposition 8. Si (Xn)n une chaîne de Markov sur l'espace mesurable
(E, E), de noyau de transition P et de loi initiale µ, alors Pn(x,A) s'interprète
comme la probabilité de l'événement {Xn ∈ A} conditionnelle à {X0 = x}
i.e.

Pn(x,A) = P [Xn ∈ A|X0 = x ].

Démonstration. (Par récurrence).
Nous avons P1(x,A) = P(x,A), tel que les P(x,A) sont les probabilités de
transition (de x vers A).
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-Pour n = 1,
Par dé�nition de la probabilité conditionnelle, nous avons

∀A ∈ E , P [X1 ∈ A|X0]

est l'unique variable aléatoire qui véri�e

∀B ∈ E , P [X1 ∈ A, X0 ∈ B] =

∫
{X0∈B}

P [X1 ∈ A |X0] dP

Cette variable aléatoire est σ(X0)−mesurable, il existe une fonction
ϕ : E → [0, 1] mesurable tel que

ϕ(X0) = P [X1 ∈ A|X0]

∀B ∈ E , P [X1 ∈ A, X0 ∈ B] =

∫
{X0∈B}

P [X1 ∈ A |X0] dP

=

∫
{X0∈B}

ϕ(X0)dP

=

∫
B

P [X1 ∈ A |X0 = x]dP

=

∫
B

ϕ(x)π(dx)

D'autre part

P [X1 ∈ A, X0 ∈ A0] =

∫
B

ϕ(x)P [X0 ∈ dx]

=

∫
B

P1(x,A)π(dx)

Par unicité de la probabilité conditionnelle, on a ϕ(x) = P1(x,A)
- Pour n = 2, on doit montrer que : P2(x,A) = P [X2 ∈ A |X0 = x ]

Par dé�nition de la probabilité conditionnelle, nous avons :

∀A ∈ E , ϕ(x) = P [X2 ∈ A |X0 = x]
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P [X2 ∈ A |X0 = x] est l'unique variable aléatoire qui véri�e :

∀B ∈ E , P [X2 ∈ A, X0 ∈ B] =

∫
{X0∈B}

P [X2 ∈ A |X0] dP

=

∫
B

P [X2 ∈ A |X0 = x ]dP

=

∫
B

ϕ(x)P [X0 ∈ dx ]

=

∫
B

ϕ(x)µ(dx0)

D'autre part on a :
P [X2 ∈ A ,X0 ∈ B] =

∫
E

∫
B

P(x, dy)P(y, A)µ(dx0)

=

∫
B

µ(dx0)

∫
E

P(x, dy)P(y, A)

=

∫
B

µ(dx0)P2(x,A)

Donc, par unicité de la probabilité conditionnelle : Alors ϕ(x) = P2(x,A)

P2(x,A) = P [X2 ∈ A |X0 = x ]

� Hypothèse de récurrence : supposons que c'est vrai pour n
i.e.Pn(x,A) = P [Xn ∈ A |X0 = x] de la même manière on montre que ca
reste vrai pour n+ 1
c'est à dire Pn(x,A) = P [Xn ∈ A |X0 = x]

�

Dé�nition 4. Une mesure π sur l'espace mesurable (E, E) est une mesure
stationnaire pour la chaîne de Markov (Xn)n de noyau de transition P, si

∀A ∈ E , π(A) =

∫
E

P(x, A)π(dx).

Proposition 9. Si π est une mesure stationnaire pour la chaîne de Markov
(Xn)n de noyau de transition P , alors π véri�e

∀A ∈ E , π(A) =

∫
E

Pn(x,A)π(dx), ∀n.
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Démonstration.

Soit π la loi initiale de la chaîne de Markov (Xn)n,

π(A) =

∫
E

π(dw)P(w,A)

=

∫
E

[

∫
E

π(dx)P(x, dw)]P(w,A)

=

∫
E

π(dx)

∫
E

P(x, dw)P(w,A)

=

∫
E

π(dx)P2(x,A)

...
=

∫
E

π(dx)Pn(x,A) = P (Xn ∈ A) pour n > 0, A ∈ E

Donc, pour tout n
P [Xn ∈ A] = π(A), ∀A ∈ E

�

Ce que signi�e que si π est la loi de X0, c'est aussi la loi de X1. Remar-
quons que si cela est le cas alors π est la loi de Xn, ∀n.

Dé�nition 5. Soit (E, E) un espace mesurable Une chaîne de Markov d'es-
pace des états E, de noyau de transition P véri�e la condition d'équilibre
(detailed balance condition) s'il existe une fonction π tel que

P(y, x)π(y) = P(x, y)π(x), ∀x, y ∈ E.

Proposition 10. Si la chaîne de Markov véri�e la condition d'équilibre
alors π est une loi stationnaire.
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Démonstration.∫
E

π(y)P(y,B)dy =

∫
E

π(y)[

∫
B

P(y, x)dx ]dy

=

∫
E

∫
B

π(y)P(y, x)dx dy

=

∫
E

∫
B

π(x)P(x, y)dx dy

=

∫
B

π(x)[

∫
E

P(x, y)dy ]dx

=

∫
B

π(x)dx

= π(B)

�

C'est une condition su�sante mais pas nécessaire pour que π soit une loi
stationnaire pour la chaîne de Markov.

1.1.1 Exemples de noyaux de transition

Exemple 1 : La marche aléatoire sur un groupe

Proposition 11. [16]
Soient (G, ·) un groupe, X0 une variable aléatoire et (Yn)n une suite de va-
riables aléatoires à valeurs dans G indépendantes de X0 et de même loi µ et
BG les Boréliens de G, si (Xn)n est la suite de variables aléatoires dé�nies
par X0 et pour n > 0, Xn = Yn · Yn−1 · · · · · Y1, alors (Xn)n est une marche
aléatoire á gauche sur G de noyau de transition P dé�ni par :

∀g ∈ G, ∀A ∈ BG, P(g, A) = µ (A.g−1).

Démonstration.
On suppose que G est un groupe topologique par dé�nition de la probabilité
conditionnelle nous avons :

∀A ∈ BG, P [Xn+1 ∈ A |Xn]
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est l'unique variable aléatoire σ(Xn)-mesurable qui véri�e :

∀B ∈ BG, P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A |Xn]dP

Cette variable aléatoire étant σ(Xn)-mesurable, il existe une fonction
ϕ : G→ [0, 1] mesurable
Tel que

P [Xn+1 ∈ A |Xn] = ϕ(Xn).

Donc avec cette notation, pour A et B ∈ BG:

P [Xn+1 ∈ A,Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP

=

∫
{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Yn+1 ·Xn)dP

Nous avons
ϕ(Xn) = P [Xn+1 ∈ A |Xn = x ].

Donc :∫
{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A |Xn ∈ B]dP =

∫ ∫
B

ϕ(x)P [Xn ∈ dx ]

=

∫ ∫
B

IA(y · x)P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy ]

Par indépendance de Yn+1 et Xn∫ ∫
B

IA(y·x)P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy ] =

∫ ∫
B

IA(y·x)P [Xn ∈ dx ]·P [Yn+1 ∈ dy ]

En appliquant le théorème de Fubini, nous aurons :
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∫ ∫
B

IA(y · x)P [Xn ∈ dx ] · P [Yn+1 ∈ dy ] =

∫
B

P [Xn ∈ dx]
∫

B

IA·x−1(y)P [Yn+1 ∈ dy ]

=

∫
B

P [Xn ∈ dx]µ (A · x−1)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx ]P [Yn+1 ∈ A · x−1 ]

Par unicité de ϕ(x)

ϕ(x) = P [Yn+1 ∈ (A · x−1)]

Par conséquent :
P(A, x) = P [Yn+1 ∈ (A · x−1)].

�

Dans le cas où G = R, on a la marche aléatoire sur R et (R,+)
un groupe additif du proposition

Proposition 12. Soit X0 une variable aléatoire à valeurs dans R, (Yn)nune suite de variables aléatoires à valeurs dans R indépendantes de X0 et de
même loi µ,
tel que si A ∈ BR, µ(A) = P[Y1 ∈ A] et ∀n > 0, Xn =

∑n
1 Yk, alors (Xn)nest une chaîne de Markov sur R, de noyau de transition P dé�ni pour tout

x ∈ R et A ∈ BR par
P(A, x) = µ(A− x)

Démonstration. Nous avons :

∀A ∈ R, ∀n, P [Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]

En e�et, par dé�nition de la probabilité conditionnelle,

∀An, An−1, . . . , A0, P [Xn+1 ∈ A |Xn, Xn−1, . . . , X0]
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véri�e

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ An, . . . , X0 ∈ A0] =

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

E[IA(Xn+1) |Xn, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IA(Yn+1 +Xn)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

µ(A−Xn)dP.

Soit φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) une fonction mesurable de R dans [0, 1].
Donc si

φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X0]

Alors
φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = µ (A−Xn)-p.s.

Par unicité de la probabilité conditionnelle.

P [Xn+1 ∈ A |Xn, Xn−1, . . . , X0 ] = P [Xn+1 ∈ A |Xn ]

� Pour caractériser (Xn)n, on a besoin de préciser le noyau de transition
associé P qu'on dé�nit par :

P(A, x) = P [Yn+1 ∈ A− x ]

= µ (A− x)

Par dé�nition de la probabilité conditionnelle nous avons :
∀A ∈ BR, p[Xn+1 ∈ A |Xn]
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est l'unique variable aléatoire σ(Xn)-mesurable qui véri�e :

∀B ∈ BR, P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A |Xn]dP

Il existe une fonction
ϕ : R → [0, 1] σ(Xn)-mesurable, tel que

P [Xn+1 ∈ A |Xn] = ϕ(Xn).

Donc, avec cette notation pour A et B ∈ BR:

P [Xn+1 ∈ A,Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP

=

∫
{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Yn+1 +Xn)dP

Donc∫
{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP =

∫
{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Xn + Yn+1)dP

=

∫
B

∫
IA(x+ y) P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy]

Par indépendance de Yn+1 et Xn∫
B

∫
IA(x+ y) P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy] =

∫
B

∫
IA(x+ y) p[Xn ∈ dx ] P [Yn+1 ∈ dy]
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En appliquant le théorème de Fubini
∫

B

∫
IA(x+ y) p[Xn ∈ dx ] P [Yn+1 ∈ dy] =

∫
B

P [Xn ∈ dx]
∫

IA(x+ y)P [Yn+1 ∈ dy]

Si µ = L(y), ∀n∫
B

P [Xn ∈ dx]
∫

IA(x+ y)P [Yn+1 ∈ dy] =

∫
B

P [Xn ∈ dx ]

∫
IA(x+ y) µ (dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx ]

∫
IA−x(y) µ (dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx ] µ (A− x)

=

∫
B

P [Yn+1 ∈ A− x ] P [Xn ∈ dx ]

=

∫
{Xn∈B}

P [Yn+1 ∈ A−Xn]Pd(x).

Par unicité de l'espérance conditionnelle on a :
ϕ(Xn) = P [Yn+1 ∈ A−Xn ]

Donc
P(A, x) = P [Yn+1 ∈ A− x ].

Alors (Xn)n est une chaîne de Markov sur R de noyau de transition dé�ni
par x ∈ R et A ∈ BR par P (A, x) = µ (A− x).

�
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Chapitre 2

La chaîne de Markov

Xx
n = Fn(X

x
n−1) avec Fn ∈ {ϕ, ψ}

équiprobables

2.1 Noyau de transition

Soient (E,B) un espace mesurable, (F,F , µ) un espace mesuré et (Yn)n

une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
loi µ à valeurs dans F et X0 une variable aléatoire à valeurs dans E indé-
pendantes de (Yn)n. (x, y) 7→ f(x, y) une application mesurable de
(E × F, B ⊗ F) dans (E,B) i.e.

pour tout A ∈ B, f−1(A) ∈ B ⊗ F

En particulier, pour y �xé, x 7→ fy(x) est une application mesurable.

Considérons le processus dé�ni par :
pour x ∈ E, X0 = x et pour tout n > 0, Xx

n+1 = fYn+1 ◦ · · · ◦ fY1(x)
Le processus dé�ni par Xx

n+1 = fYn+1(X
x
n) est une chaîne de Markov d'espace

des états E , qui est par dé�nition un système dynamique.

Proposition 1. Avec ces données le processus (Xx
n)n>0 est une chaîne de

Markov d'espace des états E et de noyau de transition P tel que
P(x,A) = µ{y : fy(x) ∈ A}, x ∈ E, A ∈ B.
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Démonstration.
Par dé�nition de la probabilité conditionnelle ∀A ∈ B, P [Xn+1 ∈ A |Xn] est
l'unique variable aléatoire σ(Xn)-mesurable qui véri�e :

∀B ∈ B, P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A |Xn]dP

Cette variable aléatoire étant σ(Xn)-mesurable, il existe une fonction
ϕ : E → [0, 1] mesurable Tel que

P [Xn+1 ∈ A |Xn] = ϕ(Xn).

Donc, avec cette notation, pour A et B ∈ B:

P [Xn+1 ∈ A,Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP

=

∫
{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈B}

I{Xn+1∈A}(w)dP

=

∫
{Xn∈B}

I{fYn+1
(Xn)∈A}(w)dP

=

∫ ∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy]dP

Par indépendance de Yn+1 et Xn, nous avons
∫ ∫

B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy]dP =

∫ ∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx] · P [Yn+1 ∈ dy]
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En appliquant le théorème de Fubini, nous aurons :∫ ∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx] · P [Yn+1 ∈ dy] =

∫ ∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx]µ(dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx]
∫

I{fy(x)∈A}µ(dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx]µ{y, fy(x) ∈ A}

Par unicité de ϕ
P(x, A) = µ{y, fy(x) ∈ A}, x ∈ E, A ∈ BE

Il reste à montrer que Xx
n véri�e la propriété de Markov i.e.

∀B ∈ BE, ∀n, P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ B|Xn]

Calculons P [Xn+1 ∈ A|Xn, . . . , X0], ∀n

Par dé�nition de la probabilité conditionnelle P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0]
est l'unique variable aléatoire σ[Xn, Xn−1 . . . , X0] mesurable qui véri�e
∀ An, An−1, , . . . , A0 ∈ BE.

P [Xn+1 ∈ B, Xn ∈ An, . . . , X0 ∈ A0] =

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

E[IB(Xn+1)|Xn, Xn−1, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IB(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

I{fYn+1
(Xn)∈B}(w)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

P(B, Xn)dP

Donc si ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) est une fonction mesurable dans R tel que
ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0]
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Alors
ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P(B, Xn) p.s

Par unicité de la probabilité conditionnelle
P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ B|Xn].

�

2.2 Application

Soit S =]0, 1[ et V une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1[ et
dé�nissons les fonctions ϕ et ψ en posant pour x ∈ ]0, 1[

ϕ(x) = V x et ψ(x) = x+ V (1− x)

Soit E = {ϕ, ψ} et (Fn)n une suite de variables aléatoires à valeurs dans E
indépendantes identiquement distribuées de loi

P [Fn = ϕ] = P [Fn = ψ] =
1

2
, ∀n

Dé�nissons le processus Xx
n en posant

Xx
0 = x, x ∈]0, 1[ et Xx

n = Fn(Xx
n−1), n > 0

Le processus Xx
n est une chaîne de Markov itérative.

Proposition 2. ( [3])
(Xx

n)x est une chaîne de Markov de noyau de transition K qui a comme
densité

K(x, y) =
1

2

1

x
I]0, x[(y) +

1

2

1

1− x
I]x, 1[(y)

où
IA(y) =

{
1 si y ∈ A
0 si y 6∈ A

Nous avons supposé que la chaîne de Markov (Xx
n)n admet une mesure

stationnaire. Dans le chapitre III, nous donnons une synthèse portent sur les
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conditions d'existence d'une mesure stationnaire pour la chaîne de Markov
itérative dans quelque cas.
Proposition 3. Si la chaîne de Markov (Xx

n) à espace des etats S =]0, 1[
admet une loi stationnaire π ayant une densité f par rapport à la mesure de
Lebesgue sur ]0, 1[ alors

f(y) =
1

π

1√
y(1− y)

.

Démonstration. On admet que la distribution a une densité f(x)

f(y) =

∫ 1

0

K(x, y)f(x)dx

=
1

2

∫ 1

y

f(x)

x
+

1

2

∫ y

0

f(x)

1− x
dx

Par di�érenciation,
f ′(y) = −1

2

f(y)

y
+

1

2

f(y)

1− y
dx ou f ′(y)

f(y)
=

1

2
(−1

y
+

1

1− y
)

Alors
f(y) =

1

π
√
y(1− y)

.

�
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des

chaînes de Markov itératives

Nous précisons dans ce chapitre les méthodes d'étude du comportement
limite d'une chaîne itérative. D'abord nous nous intéressons au cas ou la
chaîne de Markov admet une limite presque sûre, cela est rarement veri�é
mais ca existe et si cette limite n'existe pas nous décrivons le cas ou la chaîne
de Markov admet une mesure stationnaire unique.

3.1 Cas où (Xx
n)n admet une limite p.s

Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires indépendantes réelles identi-
quement distribuées et pour x, y ∈ R, f(x, y) = fy(x) une fonction réelle.
Soit (Xn)n la chaîne de Markov dé�nie sur R par X0 une variable aléatoire
donnée et ∀n > 0, Xn+1 = fYn+1 ◦Xn.
Nous rassemblons ici quelques outils de base pour que la chaîne de Markov
(Xx

n)n converge.
Dans le cas où fy(x) = y + g(x) pour x, y ∈ R, nous avons la proposition
suivante qui montre que dans certains cas la limite de (Xx

n)n existe.

Proposition 1. Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes identiquement distribuées. S'il existe deux fonctions réelles k et g de
la variable réelle x, k mesurable et g dérivable et de dérivé g′ < 1 sur R tel
que fy(x) = k(y) + g(x) pour x et y ∈ R, alors le processus (Xx

n)n dé�ni par
X0 = x, Xx

n+1 = fYn+1(X
x
n)
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Converge en loi.
Démonstration. Dé�nissons le processus (Hx

n)n, pour x ∈ R en posant,

Hx
0 = x, pour n > 0, Hx

n = fY1 ◦ fY2 ◦ · · · ◦ fYn

Remarquons que le processus (Hx
n)n n'est pas une chaîne de Markov en gé-

néral. Si g est dérivable et de dérivée g′ < 1, alors (Hx
n)n est une suite de

Cauchy p.s. par suite (Hx
n)n converge p.s. il s'ensuit qu'elle converge en loi.

comme les processus (Hx
n)n et (Xx

n)n sont de même loi.
La proposition est donc établie. �

3.2 Convergence faible de mesures

Soient (E,E) un espace mesurable,M(E) l'ensemble des mesures de pro-
babilité sur (E,E). Nous avons besoin de la topologie de la convergence faible
sur M(E). Soit Cb(E) l'ensemble des fonctions continues et bornées sur E.

Dé�nition 1. Soient (E,E) un espace mesurable, (µn)n une suite de mesure
de probabilité sur M(E) et µ une mesure sur M(E) . On dit que la suite
de mesures (µn)n converge vaguement vers la mesure µ (on note µn

v−→ µ) si:

∀f ∈ Cb(E), lim
n→∞

∫
E

f(x)µn(dx) =

∫
E

f(x)µ(dx).

Dé�nition 2. Si (Xn)n une suite de variables aléatoires tel que µn = L(Xn)
et Fn la fonction de répartition de Xn. Si X une variable aléatoire de fonction
de répartition F et µ la mesure associée et (µn)n converge vers µ vaguement,
limn Fn(x) = F (x) en tout point x qui n'est pas un point de discontinuité
pour F , On dit alors que (Xn)n converge en loi vers la variable X et on note
Xn

L7−→ X.

Proposition 2. (Xn)n une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire alors

Xn
P−→ X =⇒ Xn

L−→ X.
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Démonstration. (i) On veut montrer que Xn
L7−→ X i.e. µn

v7−→ µ
µn

v7−→ µ i.e.

∀g ∈ Cb(E), lim
n

∫
E

g(x)µn(dx) =

∫
E

g(x)µ(dx)

Xn
P7−→ X alors pour tout g ∈ Cb(E), g(Xn)

P7−→ g(X), comme g est continue.

lim
n

∫
E

g(x)dµn(x) =

∫
E

g(x)dµ(x) ⇔ lim
n

∫
g(Xn)dP =

∫
g(X)dP

⇔ lim
n

E[g(Xn)] = E[g(X)]

Si ‖ g(Xn)− g(X) ‖→ 0 quand n→∞,
On a limn→∞ E[g(Xn)] = E[g(X)]

‖ g(Xn)− g(X) ‖ =

∫
{|Xn−X|≤ε}

| g(Xn)− g(X) | dP +

∫
{|Xn−X|>ε}

| g(Xn)− g(X) | dP

≤ εP [| Xn −X |≤ ε}] +

∫
{|Xn−X|>ε}

| g(Xn)− g(X) | dP

≤ ε+

∫
{|Xn−X|>ε}

| g(Xn)− g(X) | dP

g bornée, donc ∃M > 0 tel que | g(X) |≤M, ∀n
Donc, on a∫
{|Xn−X|>ε}

| g(Xn)− g(X) | dP ≤
∫
{|Xn−X|>ε}

| g(Xn) | dP +

∫
{|Xn−X|>ε}

| g(X) | dP

≤ 2M

∫
{|Xn−X|>ε}

dP = 2MP [| Xn −X |≤ ε}]

Xn
P7−→ X donc ∀ε > 0, P [| Xn −X |≤ ε] → 0, quand n→∞,

Alors pour n assez grand
P [| Xn −X |≤ ε] <

ε

2M

Finalement, pour n assez grand
‖ g(Xn)− g(X) ‖< ε+ 2M · ε

2M
= 2ε
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Ce qui montre que E[g(Xn)] = E[g(X)] i.e. µn
v7−→ µ alors Xn

L−→ X. �

Dé�nition 3. Soient µ et µ̃ deux mesures de probabilité µ, µ̃ ∈ M(E),
la distance en variation totale entre µ et µ̃ est le nombre réel positif notée
‖ µ− µ̃ ‖ dé�nie par :

‖ µ− µ̃ ‖= sup
ϕ
|
∫

E

ϕ(ω)d(µ− µ̃)|

Où ϕ(ω) est une fonction E−mesurable qui satisfait la condition | ϕ(ω) |≤ 1.

Lemme 1. la distance de variation est donnée par
‖ µ− µ̃ ‖= 2 sup

A∈E
|µ(A)− µ̃(A)|.

Démonstration. Voir ( [9]). �

Proposition 3. Soit Xn une suite de variables aléatoires alors Xn converge
en distance de variation vers X ⇒ Xn

v−→ X.

Démonstration. Voir [9]. �

Remarque 1. Dans Cb(E), on peut donc dé�nir deux topologies. La topo-
logie de la convergence vague et la topologie de la distance de variation.

3.3 Mesure stationnaire pour une chaîne de Mar-

kov

Nous rappelons ici la dé�nition d'une mesure stationnaire d'une chaîne
de Markov sur un ensemble quelconque E de noyau de transition P.

Dé�nition 4. Une mesure π sur (E, E) est une mesure stationnaire pour
la chaîne de Markov (Xn)n de noyau de transition P, si

∀A ∈ E , π(A) =

∫
E

P(A, x)π(dx).
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Dans le cas où E est dénombrable la formule ci-dessus se simpli�e.

Dé�nition 5. Soit (Xn)n une chaîne de Markov d'espace des états E et de
probabilité de transition (pxy)x, y∈E. π = (πx)x∈E dé�nit une mesure station-
naire pour (Xn)n, si

∀x ∈ E, πx ≥ 0,
∑

x

πx = 1, et ∀y ∈ E, πy =
∑
x∈E

πxpxy (∗).

Remarque 2. Si les nombres π = (πy)y∈E ainsi donnés, véri�ants (∗), alors
ils véri�ent aussi

∀n,∀y ∈ E, πy =
∑
x∈E

πxp
(n)
xy .

La relation (∗) équivaut à dire que si la famille de nombres réels
π = (πx)x∈E est la loi de X0 alors π est aussi la loi de Xn,∀n.

3.4 Mesure stationnaire pour une chaîne itéra-

tive dans le cas contractant

Soient (E, E) un espace mesurable, (F, F , Q) un espace de probabilité et
f : E × F → E une fonction mesurable par rapport à la tribu E ⊗ F . Pour
tout y �xé dans F, x 7→ fy(x) = f(x, y) une fonction.

Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées à valeurs dans F de loi Q et X0 Une variable aléatoire à valeurs
dans E indépendantes de (Yn)n.
La suite de variables aléatoires (Xx

n)n dé�nie par :
Pour tout x dans E

X0 = x

Xx
n = fYn ◦Xx

n−1, n > 0

est une chaîne de Markov d'espace des états E et de noyau de transition P
dé�ni par

P(x, A) = Q{y : fy(x) ∈ A}, x ∈ E, A ∈ E
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de loi initiale µ = L(X0).
Dé�nissons le processus (Hx

n)n, pour x ∈ E en posant Hx
0 = x

Et pour n > 0, Hx
n = fY1 ◦ · · · ◦ fYn(x).

Le processus (Hx
n)n n'est pas une chaîne de Markov en général, mais (Hx

n)n

et la chaîne de Markov (Xx
n)n sont de même loi L(Xx

n) = L(Hx
n), x ∈ E

n = 0, 1, 2, . . ..

On veut savoir dans quelles conditions la chaîne de Markov (Xx
n)n admet

une mesure stationnaire unique. Ce problème est di�cile à résoudre dans le
cas général. Cependant, si les fonctions fy sont contractantes, G.Letac a dé-
gagé un principe qui le résoud. Nous en donnons une synthèse de ses résultats.

Théorème 1. ( [2])
Soient (E, E) un espace mesurable avec E localement compact, (F, F , Q) un
espace de probabilité et pour tout y �xé dans F, x 7→ fy(x) = f(x, y) une
fonction continue alors si H = limHx

n existe p.s. et ne dépend pas de x alors
la chaîne de Markov (Xx

n)n admet π = L(H) comme mesure stationnaire et
elle est unique.

On énonce la proposition suivante pour démontrer ce théorème.

Proposition 4. On note (πx
n)n = L(Xx

n)n, ∀n, si (πx
n)n converge vaguement

vers π et ne dépend pas de x. Alors π est une loi stationnaire unique pour le
noyau P.
Démonstration. On a (πx

n)n converge vaguement vers π i.e.
∀g ∈ Cb(E), limn→∞

∫
E

g(x)µn(dx) =

∫
E

g(x)µ(dx)

Montrons que∫
E

g(x1)π
x
n(dx1) =

∫
E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(dx1)Q(dy)

On a
πx

n(dx1) = P [Xx
n ∈ dx1]

= P [fYn(Xx
n−1) ∈ dx1]

= P [Xx
n−1 ∈ f−1

y (dx1), Yn ∈ dy]
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Par indépendance de Xx
n−1 et Yn

πx
n(dx1) = P [Xx

n−1 ∈ f−1
y (dx1)] · P [Yn ∈ dy]

=

∫
E

πx
n−1(f

−1
y (dx1))Q(dy)

Donc
g(x1)π

x
n(dx1) =

∫
E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(dx1))Q(dy)

Montrons que

x1 →
∫

F

g(fy(x1))Q(dy) est continue

En e�et, x → fy(x1) est continue (par hypothèse ). Donc, si (xn)n converge
vers x1, alors

fy(xn) → fy(x1)

D'autre part g est continue car g ∈ Cb(E)
Donc

limn→∞g(fy(xn)) = g(limn→∞(fy(xn)) = g(fy(x1))

Et comme g est bornée, on a

limn→∞

∫
F

g(fy(xn))Q(dy) =

∫
F

limn→∞g(fy(xn))Q(dy)

=

∫
F

g(fy(x1))Q(dy)

En passant à la limite dans∫
E

g(x1)π
x
n(dx1) =

∫
E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(dx1)Q(dy) (1)

On aurra ∫
E

g(x1)π(dx1) =

∫
E×F

g(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

En e�et ∫
E

g(x1)π
x
n(dx1) =

∫
E

g(x1)π(dx1)
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(Car g ∈ Cb(E) et πx
n converge vaguement vers π)

Et

limn→∞

∫
E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(dx1)Q(dy) =

∫
E×F

g(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

( Car x1 →
∫

F
limn→∞g(fy(xn))Q(dy) est continue et πx

n converge vaguement
vers π)
En posant g = limn→∞ gn avec gn = IB, B ∈ BR Dans la relation (1) on
aurra

(1) ⇔
∫

E

limn→∞gn(x1)π(dx1) =

∫
E×F

limn→∞gn(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

(1) ⇔ limn→∞

∫
E

gn(x1)π(dx1) = limn→∞

∫
E×F

gn(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

(1) ⇔ limn→∞

∫
E

IB(x1)π(dx1) = limn→∞

∫
E×F

IB(x1)(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

∫
E

g(x1)π
x
n(dx1) =

∫
E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(dx1)Q(dy) ⇒ π(B) =

∫
P (B, x1)π(dx1)

.i.e π est stationnaire pour le noyau P. �

Démonstration. (Théorème (2))

limHx
n = H existe −p.s ⇒ limn→∞ L(Hx

n) = L(H)
Comme

L(Hx
n) = L(Xx

n), x ∈ E, n = 0, 1, 2, . . . .

Alors
lim

n→∞
L(Hx

n) = π.

Donc
π = L(H) est une loi stationnaire unique pour le noyau de transition P.
�

Si les fonctions fy ne sont pas contractantes, le principe de contraction
ne peut pa s'appliquer. Cependant, on a les résultats d'existence et d'unicité
dans le cas non contractant mais contractant en moyenne. cela découle des
travaux de Diaconis et Freedman. Nous n'allons pas rentrer dans les détails,
mais nous donnons une idée des résultats obtenus par ces deux auteurs.
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3.5 Mesure stationnaire dans le cas contractant

en moyenne

(Yn)n une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées de loi µ à valeurs dans Θ. Considérons alors la chaîne de Markov
Xx

n dé�nie par :
pour x ∈ E, X0 = x qui est une variable aléatoire indépendante des Yn et à
valeurs dans E et pour tout n > 0

Xn+1 = fYn+1(Xn) = (fYn+1 ◦ · · · ◦ fY2 ◦ fY1)(x)

On dé�nit le processus
Hn+1(x) = (fY1 ◦ · · · ◦ fYn ◦ fYn+1)(x)

Dé�nition 6. Si P et Q deux lois de probabilité sur E, soit ρ(P,Q) est le
plus petit nombre réel δ > 0, tel que

P (C) < Q(Cδ) + δ et Q(C) < P (Cδ) + δ

Avec C ⊂ E, Cδ = {y ∈ E, ρ(x, y) < δ pour x ∈ C} où C est un compact
de E.
ρ(P,Q) est appelée la distance de Prokhorov.

Remarque 3. ρ(P,Q) ≤ 1.

Dé�nition 7. Une variable aléatoire U a une loi à queue lourde si il existe
deux constantes positives α, β et u > 0 tel que, pour tout u assez grand :

P{U > u} < α

uβ
, ∀u > 0.

Dé�nition 8. Soit (E, ρ) un espace métrique , f : E → E, et dite une
fonction lipschitzienne de rapport Kf si :

∀x, x′ ∈ E, ρ(f(x), f(x′)) ≤ Kfρ(x, x
′).



44CHAPITRE 3. COMPORTEMENTASYMPTOTIQUE DES CHAÎNES DEMARKOV ITÉRATIVES

Dé�nition 9. (E, ρ) un espace métrique, la fonction lipschitzienne
f : E → E est contractante en moyenne si∫

log(Kf )µ(df) < 0.

Théorème 2. ( [3])
Soit (E, ρ) un espace métrique séparable complet. Soit {fy : y ∈ Θ} une
famille de fonctions, et soit µ une loi de distribution sur Θ. Supposons que
les conditions suivantes sont satisfaites :
1. ∀y ∈ Θ, fy : E → E, est une fonction lipschitzienne de constante lipschit-
zienne Ky.
2. la constante lipschitzienne Ky est �nie presque sûrement i.e.∫

Kyµ(dy) <∞.

3. la constante lipschitzienne Ky est contractante en moyenne.
4. ∃x ∈ E tel que ∫

ρ[fy(x), x]µ(dy) <∞.

Alors, il en résulte que :
(i) La chaîne de Markov (Xx

n)n admet une loi stationnaire π unique.
(ii) Pour deux constantes Ax et r avec 0 < Ax < ∞ et 0 < r < 1, on a
ρ(Pn(x, .), π) ≤ Axr

n.
(iii) La constante r ne dépend pas de n ou x, et la constante Ax ne dépend
pas de n.
(iiii) Ax < a+ b ρ(x, x0) où 0 < a, b <∞.

Lemme 2. Soit ξi une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées, P{ξi = −∞} > 0.
Supposons qu'il existe deux constantes positives α, β tel que
P{ξi > v} < α exp−βv ∀v > 0. Soit ξ de même loi que ξi, alors :
(i) −∞ ≤ E{ξ} <∞.
(ii) Si c est un nombre réel tel que c > E[ξi], il existe deux constantes posi-
tives A et r tel que r < 1 et P{ξi + · · · + ξn > nc} < Arn ∀n = 0, 1, 2, . . .
les constantes A et r dépendent de c et la loi de ξi et ne dépendent pas de n.
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Soit {fi} une famille de fonctions lipschitziennes de E → E.

Considérons le processus Xn par :
Xn(x) = (fn ◦ fn−1 ◦ · · · ◦ f1)(x)

Et on dé�nie le processus inverse par:
Hn(x) = (f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn)(x)

Lemme 3. ρ[Xn(x), Xn(y)] ≤
∏n

j=1[Kfj
]ρ(x, y)

Démonstration. (Par récurrence)
Pour n = 1

ρ[X1(x), X1(y)] ≤ Kf1ρ(x, y)

Donc ρ[f1(x), f1(y)] ≤ Kf1ρ(x, y)

Donc l'inégalité est véri�ée pour n = 1 par dé�nition d'une fonction lipthi-
zienne.
Pour n = 2

ρ[X2(x), X2(y)] ≤ Kf2ρ(X1(x), X1(y))

alors ρ[f2(X1(x)), f2(X1(y))] ≤ Kf2Kf1ρ(x, y)

donc l'inégalité et véri�ée pour n = 2 par dé�nition d'une fonction lipthi-
zienne.

Hypothèse de récurrence : supposons que l'inégalité est vraie pour n, mon-
trons qu'elle reste vraie pour n+ 1

ρ[Xn+1(x), Xn+1(y)] ≤ Kfn+1ρ(Xn(x), Xn(y))

alors ρ[fn+1(Xn(x)), fn+1(Xn(y))] ≤ Kfn+1

n∏
j=1

[Kfj
]ρ(x, y)

≤
n+1∏
j=1

[Kfj
]ρ(x, y)
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Donc, ∀n ≥ 1

ρ[Xn(x), Xn(y)] ≤
n∏

j=1

[Kfj
]ρ(x, y).

�

Lemme 4. ρ[(f ◦ g)(x), x] ≤ ρ[f(x), x] +Kfρ[g(x), x]

Démonstration.

ρ((f ◦ g)(x), x) ≤ ρ[(f ◦ g)(x), f(x)] + ρ(f(x), x) ( l'inégalité triangulaire)

ρ[(f ◦ g)(x), f(x)] + ρ(f(x), x) ≤ ρ[(f(x), x)] + Kf [g(x), x] (f est une
fonction lipschitzienne)

�

Lemme 5. supposons Les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) f −→ Kf a une loi à queue lourde.
(ii)La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne.
Alors si ε > 0, il existe deux constantes positives A et r avec r < 1 on a

p{
n∑

i=1

logKfi
> −nε} < Arn

Pour tout n = 1, 2, . . . les constantes A et r dépendent de ε et pas de n.
Lemme 6. Si Les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne .
(ii) f −→ Kf a une loi à queue lourde.
Alors pour ε > 0,

ρ[Xn(x), Xn(y)] ≤ exp(−nε)ρ(x, y) ∀x, y ∈ E
Avec A et r dépendent de n mais pas de ε.
Proposition 5. Soit {gi} une suite de fonctions de E dans E, soit x ∈ E
alors :
ρ[(g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gm)(x), x ] ≤ ρ[g1(x), x ] + Kg1ρ[g2(x), x ]

+ Kg1Kg2ρ[g3(x), x ]

+ · · ·+Kg1Kg2 · · ·Kgm−1ρ[gm(x), x ].
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Théorème 3. ( [3])
Soit µ une loi de distribution sur Θ. Supposons que les conditions suivantes
sont satisfaites :
(1.) f −→ Kf a une loi à queue lourde .
(2.) Il existe x0 ∈ E tel que :

f −→ ζ(f) = ρ(f(x0), x0)

est aussi de loi à queue lourde
(3.) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne .
Alors, il en résulte que :
(i) La chaîne de Markov (Xx

n)n admet une loi stationnaire π unique.
(ii) Pour deux constantes Ax et r avec 0 < Ax < ∞ et 0 < r < 1, on a
ρ(Pn(x, .), π) ≤ Axr

n.
(iii) La constante r ne dépend pas de n ou x, et la constante Ax ne dépend
pas de n, et Ax < a+ b ρ(x, x0) où 0 < a, b <∞.

Proposition 6. ( [3])
Si Les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) f −→ Kf a une loi à queue lourde.
(ii) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne.
(iii) Il existe x0 ∈ E tel que :

f −→ ζ(f) = ρ(f(x0), x0)

est aussi de loi à queue lourde
Alors le processus (Hx

n)n associé converge presque surement vers sa limite
et ne dépend pas de x.
Démonstration.
Supposons que Les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) f −→ Kf a une loi à queue lourde.
(2) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne.
On montre que Hn(x) = (f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn)(x) est un processus de Cauchy.
On prend x comme point initial.

Hn+m(x) = Hn ◦ (fn+1 ◦ fn+2 ◦ · · · ◦ fm)(x)
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D'après le lemme (3) :

ρ[Hn+m(x), Hn(x)] =
n∏

j=1

Kfj
ρ[fn+1 ◦ fn+2 ◦ · · · ◦ fn+m(x), x ]

D'après la proposition (4), où on considère fi+1 pour gi dans l'inégalité :

ρ[Hn+m(x), Hn(x)] ≤
∞∑
i=0

(
n+i∏
j=1

Kfj
)ρ[fn+i+1(x), x ]

D'après le lemme (5)
n+i∏
j=1

Kfj
≤ exp−(n+i)ε .

∀n ≥ n0 et tout i = 0, 1, . . .
D'autre part, pour tout x0 ∈ E

f → ζ(f) = ρ[f(x0), x0]

a une loi à queue lourde relativement à µ.
On pose ζj = ρ[fj(x), x], en utilisant la dé�nition (9), il existe deux constantes
positives �nies α, β, tel que P{ζj > sj} < α/sβj

On choisit s > 1 de telle manière que se−ε < 1

ζn+i+1 ≤ sn+i+1

Alors, ∀n ≥ n0 et tout i = 0, 1, . . .
∃ r1 avec r1 < 1, ∀n0, ∀n > n0 et tout m = 0, 1, . . .

ρ[Hn+m(x), Hn(x)] ≤ rn
1

Donc le processus Hn(x) est de Cauchy et comme l'espace métrique (E, ρ) est
complet, alors, Hn(x) converge vers une limite unique H∞ et elle ne dépend
pas de x.

�



Conclusion

Nous avons introduit la thématique des chaînes de Markov itératives et
les outils actuels de leur étude. De nombreux exemples existent qui ne sont
pas circonscrits dans ces résultats. C'est le cas par exemple (Cf. [10]) de la
chaîne de Markov

Xn+2 = anXn + bn+1Xn+1

C'est le cas aussi de la chaîne de Markov Xn+1 = Yn+1Xn(1 − Xn) où les
Yn sont des variables aléatoires i.i.d. où (an)n et (bn)n sont des suites de va-
riables indépendantes. Cela impose d'étendre la théorie un peu plus et c'est
une première direction de travail.

D'autre part, la mise au point d'algorithmes de simulation exacte et leur
amélioration recentre l'étude des chaînes itératives dans l'actualité. Cette mo-
tivation fournit une deuxième direction de travail (Cf [1], [4], [14], [13], [12]
... ).

D'autres perspectives peuvent être envisagées pour les chaînes de Markov
itératives, en particulier comme application à la dynamique des populations
(Cf. [15]).

49
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