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Introduction

Nous nous intéressons aux chaines de Markov itératives 7.e. construites
par itérations de fonctions aléatoires. Plus exactement, soient (F,E) un es-
pace mesurable et (F,), une suite de fonctions aléatoires a valeurs dans F
indépendantes et identiquement distribuées et soit Xy une variable aléatoire
a valeurs dans F indépendante des F;,. Pour simplifier soit =z € E et Xy = «,
considérons alors la chaine de Markov (X7),, définie par Xy = = et pour tout
n>0:

X¥=F,o0---0F(x).

Notre étude se restreint a expliciter les conditions dans lesquelles la chaine
de Markov (X7),, admet une limite éventuelle ou admet une mesure station-
naire unique. En fait, on s’intéresse a la caractérisation du comportement
limite du processus (X7),,. Ce type de chaines de Markov est souvent désigné
dans la littérature comme des "Iterated random functions systems".

Souvent les F), sont spécialisées sur le modéle F,, = fy, avec (Y,), une
suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées a va-
leurs dans E et z — f,(z) est une fonction de E dans, et y € E E . Les
chaines de Markov de ce type sont largement étudiées, cela s’explique par le
fait qu’elles constituent un modéle d’étude pour de nombreux phénoménes,
en particulier, en dynamique des populations, algorithmes aléatoires et algo-
rithmes de simulation exacte (Cf. [6], [3], [4], [10], [11], [1]...)

Notre travail est une synthése de quelques avancées de la théorie géné-
rale, en particulier les travaux (Cf. [3], [2]). Dans le chapitre I, nous faisons
quelques rappels et mise au point sur les chaines de Markov et les marches
aléatoires. Dans le Chapitre II, nous traitons un cas d’espéce de chaine ité-
rative, Dans le chapitre III, nous synthétisons les conditions nécessaires pour
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8 Introduction

I'existence et I'unicité d’une mesure stationnaire et enfin nous terminons par
une conclusion et les perspectives ouvertes par cev travail.



Chapitre 1

Chaines de Markov et Noyaux de
transition

1.1 Propriétés des noyaux de transition

Nous faisons une synthése sur les noyaux de transition et les chaines de
Markov & partir de (Cf. [5], [8]).

Définition 1. Soit (E,E) un espace mesurable et soit bE ’ensemble des
fonctions bornées et mesurables sur E et bE, [’ensemble des fonctions posi-
tives, bornées et mesurables sur E. Une application

P:Ex&—1]01]

est un noyau de transition sur E si:
— Pour tout x € E, l'application A — ¢,(A) = P(x, A) est une mesure
probabilité sur (E,E).
— Pour tout A € &, lapplication x — pa(x) = P(x, A) est une fonction
mesurable de (E,E) dans ([0,1], Bjo,1))-

Proposition 1. Si f est une fonction de E dans R, telle que f € bE, et P
est un noyau de transition, alors la fonction Pf de E dans R définie par la
formule :

Pf(x):/E]P’(:E,dy)f(y) =<P(z,.),f>,Ve e E
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est aussi dans b&, .

Démonstration.
1: Montrons que Vz, Pf(z) est positive, on a f positive et P(x, dy) est
une mesure positive pour x fixé, alors:

/f P(z, dy) >

2 : Montrons que Yz, Pf(z) est bornée.
On a f bornée = 3IM > 0 tel que:

Vee B, | f(z) |<M

Donc
Bf)| = !/f P(z, dy) |
P(x.d
< /E\f | Pz, dy) |
M P(z.d
< [E(fc,y
car
/P(x,dy)zl.
E

3 : Montrons que Pf est une fonction mesurable.

Casou f=1I4(x), Ac&:

PLae) = [ Taw)PG.dy)
= /]P(:E,dy)
A
= P(z,A)
Donc si f =14(x), A€ &
Pf(z) =Pz, A).
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et par définition de P, + — P(x, A) est mesurable de (E, £) dans ([0, 1], By, 1))
pour tout A dans & fixé

. Cas o f est une fonction simple i.e. f =", 14, tel queVi, A; € &,
les A; sont disjoints et o; un nombre réel pour tout i =1, --- ,n
On a

Pf(z) = ‘/;jgjcxim%<y>P<x,dy>

1=1

zlbmmmm

i=1

par suite z — Pf(x) est une fonction mesurable comme somme finie de
fonctions mesurables.
. Cas général: Si f fonction bornée et mesurable alors f est une limite
d’une suite croissante de fonctions simples (f,)n.
re. f=lim, . fn
On a
Pf(z) = P lim fo(z)

n—oo

_ /E lim f,(y)P(z, dy)

n—oo

par convergence monotone on a:

Ammmeﬁmmemw

n—oo n—oo E

Donc
Pf(z) =P lim f,(r) = lim P, (z)

Et comme Pf,, (x) est mesurable d’aprés le deuxiéme cas, il résulte que Pf(x)
est mesurable comme limite simple d’une suite de fonctions mesurables.
Il reste a établir la validité du passage a la limite par convergence monotone,
onaVn, f,<fetdM telque | f|<M
Donc

Voo | fu | < M.
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par suite
| [ fatoPGaag) 1< 01
E

Alors
/E | Pfu(w) |< M.

(fn) est une suite croissante vers f sur £ . O

Proposition 2. Siv est une mesure sur (E, &) et si on définit vIP sur (E,E)
par:
VA € £, UP(A) = / V(da)P(z, A)
E
alors VP est une mesure sur (E,E).

Proposition 3. Soient P et Q deux noyauz de transition sur (E,E), leur
produit PQ défini par:

PQ(x, A) = / P(x,dy)Q(y,A) Vre E,VAecé&
yekr
est un nouveau noyau de transition sur (E,E).

Démonstration. PQ est un noyau de transition s’ il satisfait les conditions
de la définition :

Pour tout A fixé, 'application = — f(z) = P(z, A) est une fonction mesu-
rable de (E, &) dans ([0, 1], B[O, 1]), par définition de P.

Et @ est un noyau de transition alors d’aprés la proposition (1) la fonc-
tion Qf(xz) = QP(x, A) est mesurable de (£, &) dans ([0, 1], Bjo,1).

- Alors, pour tout A € E, l'application x — PQ(x, A) est une fonction
mesurable de (E, &) dans ([0,1], B 1)  (*)

Pour tout x fixé dans E, application A — ¢, (A) = P(z, A) est une me-
sure de probabilité sur (F, &) par définition de P.
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Et Q est un noyau de transition alors d’aprés la proposition (2), on a pour
tout A € & la fonction QP(x, A) est une mesure sur (E,&). (xx)

D’aprés (k) et (xx) on déduit que PQ est un noyau de transition.
U

Remarque 1. La compposition de deux noyaux de transition est une opé-
ration associative.

On notera P" le noyau de transition obtenu en effectuant n produits de
P avec lui méme.

Proposition 4. Si P est un noyau de transition sur [’espace mesurable
(E, ), alors pour tout n > 1

Pz, A) = / P(x,dy)P"(y,A), Ve e E,VAe€E.
yeE

Démonstration. (Par reccurence)
Pour n > 1, on montre que

Pt (z, A) = / P(x,dy)P"(y,A), Vexe E,VAec&. (1)
yeE

Pour n =1

P?(z,A) =P -P(z,A) = / P(x,dy)P(y,A), Voxe E,VAc&.
yerR

Par définition de composition de deux noyaux de transition, (1) est vérifiée
pour n = 1.

Pour n =2

PP=P.P.P = P2.P

= P-P? (Par associativité)

D’aprés la proposition (3), P? est un noyau de transition sur (E, &)

PPz, A) = / P(z,dy)P*(y, A), Vo€ E,VAcE.
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Donc, (1) est vérifiée pour n = 2

. Hypothése de reccurence: on suppose que (1) est vérifiée pour n
Montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

n + 1 fois
il e N
P = P.P....P
p*.P

= P-P" (Par associativité)

IP-IP’":/ P(x,dy)P"(y,A), Vxe E,VAeC&.
yeE

Donc
Pz, A) = / P(z,dy)P"(y,A), Ve e E,VAe€&

yeE
U

Définition des chaines de markov a espace des états E quelconque.

Définition 2. Soient (E, ) un espace mesurable et p une mesure de pro-
babilité sur E, (X,), une suite de variables aléatoires & valeurs dans E est
une chaine de Markov d’espace des états E de loi initiale p = L(Xo) si V f
une fonction £-mesurable et bornée sur K

vn > 07 E[f(Xn+1)|Xn7 SR Xla XO] = E[f<Xn+1)|Xn] —D-S.

Cette définition peut étre reformulée en termes de probabilité condition-
nelle de la maniére suivante:

Définition 3. Soient (E,E) un espace mesurable et (X,)n>0 une suite de
variables aléatoires 4 valeurs dans E, de loi initiale p = L(Xo), On dit que
(Xpn)n>o est une chaine de Markov d’espace des états E si:

VAe &, Vn > 0,P[X,11 € Al X, ... . X1,Xo)] = P[ X1 € A|X,] — p-s.

ie YA€& Vn>0,P X, € Alo(X,, ... . X1,X0)] = P[Xn € Alo(X,)]—p.s.
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Le présent du processus est déterminé par les événements de la tribu
engendrée par X,,, le passé est déterminé par les événements de
Fn = 0(Xo, ..., Xpn_1) et le futur est déterminé par les événements de la
tribu engendrée par X, 1.

Remarque 2. La définition (2) est équivalente a la définition (3).

Démonstration. La premiére implication:

(X,)n une chaine de Markov de loi initiale u, alors d’aprés La définition (2)
on a:

Vf une fonction £-mesurable et bornée sur E:

vn > 07 E[f(XTl+1)|Xn7 ) X17 XO] - E[f(Xn+1)|Xn]
Nous avons VA € £, 4 mesurable est bornée, donc pour f =14, avec VA € £:
E[HA(XTL-‘,-I)’XTZ) BRI X17 XO} = E[HA(XH-FI)‘XH] Vn > 0.

i.e.Vn > 0,P[X,11 € A| X, ..., X1, Xo] = P[ X1 € A| X,,] —p.sVn > 0.

par définition de la probabilité conditionnelle.

La deuxiéme implication:

(Xn)n une chaine de Markov de loi initiale y, alors d’aprés La définition (3)
on a:

VAe & Vn>0,P X, 11 € A|X,, ... . X1, Xo] =P[X,11 € A|X,] —p.s.

le.
Ell4(Xn41)[Xn, - s X1, Xo] = E[la(Xnt1)|Xn] Vn > 0.

par définition de la probabilité conditionnelle.
Si f une fonction mesurable est bornée, alors f est une limite d’une suite
croissante de fonctions élémentaires (fi)x

avec:
k

fr = Z a;l4,, pour tout £ € N

=1
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ol «; est un nombre réel pour tout 1 =1,...

On a
E[la, (X0 Xn, -, X1, X0
D’ou

GE[La, (X)X, -
i.e.

Ela;la, (Xnt1)| Xa,
D’ou

k
Z]E[O‘iI[Ai (Xn+1)|Xm

=1

=E[l4, (X,1)|X0], Vi=1,

CHAINES DE MARKOV ET NOYAUX DE TRANSITION

,k et VZ,AZ eé.

, X1, Xo] = aiE[la, (Xny1)| X0
7X1;X0] = E[O‘iﬂAi(Xn—i—l”Xn]

k

-y X1, Xo] = ZE[%H&- (K1) [ Xon]

=1

., k Pour tout k£ de N

Donc

E azI[A n+1

5X17X0 =

ZO&Z]IA

n+1 ’X }

, X1, Xo] = lim EZ%]IA

ko0 n+1 |X ]

l.e.

lim E[fe( X)X,

o , X1, Xo] = kl_l)z_nooE[fk(Xn-i-l”Xn]

Par convergence monotone, on a

[ lim fk( n+1)|Xm oo X, XO] :E[ lim fk(Xn+1)|Xm

k——+o00 k—-+o0

o Xy, X

. On établit la validité du passage & la limite par convergence monotone

D’une part nous avons

fr € Ll, Vk
(fx)r est une suite croissante vers f
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f est bornée, i.e M tel que f(X) < M, VX. Et comme f, /" f
AIOYS, Vk7 fE fk(Xn+1)dP < fE f(Xn+1)dP < MfE dP = M7

Donc par la convergence monotone, nous avons

lim [ Au(Xe)dP = [ lim fi(Xo)dP
kg gk

D’autre part, nous avons

E[fe(Xn1)|X,] € LY, Vk

(E[fr(Xn41)|Xn])k est une suite croissante
M tel que VA € o(X,,)

/ E[fi(Xpi1)| Xn]dP = / frx(Xpy1)dP  par définition de 'espérance conditionnelle
A A
< [ $(X)dP Pax hypothise, S/ f
A
< M/dP:M-P(A)gM-le
A
Donc, par convergence monotone nous avons
lim [ Efe(X) X = [ B ELA(Xe) X,
k)  k
On a alors pour tout k et pour tout A € o(X,,)
Ak koJa
— tim [ fi(X)dP
ko Ja
= / E[hin Jfe(Xni1)|Xn]dP  d’aprés la définition de 'espérance conditionne
A

Et par unicité presque siire de I'espérance conditionnelle, nous avons

Eflim fi(Xo11)[Xa] = Em E[fi (X 41)] Xn]

D’une maniére analogue, on peut montrer que

E[hgl f]g(Xn+1)|X07 ce 7Xn} = hlgll E[fk(Xn+1)|X(), Ce ,Xn]
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Par conséquent
]E[f(Xn+1)|X07 s 7Xn] - E[f(Xn+1)’Xn]

4

Proposition 5. Si P un noyau de transition sur l'espace mesurable (E, &)
associé a la chaine de Markov (X,,)n>0, alors si f est une fonction positive
et mesurable

E[f(X,)] =P"f / fy)P"(z,dy), VxeFE

Proposition 6. Soit P un noyau de transition sur l’espace mesurable (E, E)
associé a la chaine de Markov (X,,)n>0 de loi initiale u, alors si f € bE
et F, = o0(Xo, ..., X,) Pour deuzr entiers m,n tel que m <n

E[f(Xn)|Fp] = P"™ f(X,) — p.s.

Proposition 7. Soient (E,E) un espace mesurable, (X,,), une chaine de
Markov sur (E.E), de noyau de transition P et de loi initiale L(Xo) = T,
alors VAo, Ay, ..., A, €&

PX, €A, Xn 1€ A, 1,...,X0€ A =

/ / / P YA, 2y )P 2 (d2p_1, Tn_s) ... P (dx1, x0)Tdy.
An—1 JAn_2 Ao

Proposition 8. Si (X,), une chaine de Markov sur l’espace mesurable
(E, &), de noyau de transition P et de loi initiale i, alors P™(x, A) s’interpréte
comme la probabilité de I'événement {X,, € A} conditionnelle & {X, = x}
1.€e.

P*(z,A) = P[X,, € A| Xo =z ].

Démonstration. (Par récurrence).
Nous avons P!(z, A) = P(x, A), tel que les P(x, A) sont les probabilités de
transition (de x vers A).



1.1. PROPRIETES DES NOYAUX DE TRANSITION 19

-Pour n =1,
Par définition de la probabilité conditionnelle, nous avons

VA € &, PIX) € AlXy]

est 'unique variable aléatoire qui vérifie

VBEE,P[XIEA,XOEB]:/ PIX, € A| Xo]dP
{XoeB}

Cette variable aléatoire est o(Xy)—mesurable, il existe une fonction
¢ : E — [0, 1] mesurable tel que

¢(Xo) = P[X1 € A|X,]

VB €&, PIX, €A Xo€ B] — / PIX, € A| Xo] dP
{XoeB}

©(Xo)dP

Il
—

{XoeB}

P[X, € A| X, = z]dP

p(a)m(dr)

—

D’autre part

P[Xl e A Xy€e Ao] = gO(iL')P[XO € d%]

S

_ /B Pz, A)r(dz)

Par unicité de la probabilité conditionnelle, on a ¢(z) = P!(x, A)
- Pour n = 2, on doit montrer que: P?(x, A) = P[X, € A| Xy =7 |

Par définition de la probabilité conditionnelle, nous avons:

VA€ &, p(z)=P[Xy € A| Xy = 1]



20CHAPITRE 1. CHAINES DE MARKOV ET NOYAUX DE TRANSITION
P[X, € A| Xy = z] est I'unique variable aléatoire qui vérifie:

VBeé&, PlXoeA XoeB|] = / P[X, € A| Xo]dP
{XoeB}
_ / PIX, € A| Xo = z |dP
B
= /go(x)P[Xo € dx |
B

- / o) p(dz)

D’autre part on a:

PXceAXoe Bl = [ [ Pladn)Bly. Auldro)
= /B p(dzo) [E Pz, dy)P(y, A)
_ /B 1(dzo)P(z, A)

Donc, par unicité de la probabilité conditionnelle: Alors ¢(z) = P%(z, A)
Pz(.%,A) IP[XQ €A|X0:.T]

. Hypothése de récurrence : supposons que c’est vrai pour n
i.e.P"(z,A) = P[X, € A| Xy = z| de la méme maniére on montre que ca
reste vrai pour n + 1
c’est a dire P"(z,A) = P[X,, € A| Xy = 7]

O

Définition 4. Une mesure © sur l’espace mesurable (E, ) est une mesure
stationnaire pour la chaine de Markov (X,,), de noyau de transition P, si

VA€ £, w(A) — /EIP’(x, Ar(dz).

Proposition 9. Si 7w est une mesure stationnaire pour la chaine de Markov
(Xn)n de noyau de transition P, alors m vérifie

VAe & m(A) = / P (x, A)m(dx), ¥n.

E
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Démonstration.

Soit 7 la loi initiale de la chaine de Markov (X,,),,

m(A) = /E 7 (dw)P(w, A)
_ /E [ /E 7 (de)B(x, dw)|B(w, A)
_ [E ~(dz) /E P(z, dw)P(w, A)
_ /E r(dz)P*(z, A)

= / m(dx)P"(x,A) = P(X, € A) pourn>0,Ae€&
E

Donc, pour tout n

P[X, € Al = m(A),VA € &

g

Ce que signifie que si 7 est la loi de X, c’est aussi la loi de X;. Remar-
quons que si cela est le cas alors m est la loi de X,,, Vn.

Définition 5. Soit (E,E) un espace mesurable Une chaine de Markov d’es-
pace des états E, de noyau de transition P wvérifie la condition d’équilibre
(detailed balance condition) s’il existe une fonction w tel que

Py, x)m(y) = P(z,y)m(x), Vz,y€ E.

Proposition 10. Si la chaine de Markov vérifie la condition d’équilibre
alors w est une loi stationnaire.
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Démonstration.

[ mwrw. By = [ =) / B(y, 2)da Jdy

x)dx dy

7(
7
/ P(z, y)dz dy
m(

[ ~(a)] /E P(x, y)dy Jdz

_ /B () da

= 7n(B)

J
J
-,
J

t

C’est une condition suffisante mais pas nécessaire pour que 7 soit une loi
stationnaire pour la chaine de Markov.

1.1.1 Exemples de noyaux de transition

Exemple 1: La marche aléatoire sur un groupe

Proposition 11. [16/

Soient (G, ) un groupe, Xy une variable aléatoire et (Y,), une suite de va-
riables aléatoires a valeurs dans G indépendantes de Xy et de méme loi i et
Bg les Boréliens de G, si (X,,), est la suite de variables aléatoires définies
par Xg et pourn >0, X, =Y, -Y,_1- -+ - Y], alors (X,,), est une marche
aléatoire d gauche sur G de noyau de transition P défini par:

Vg€ G,VA € B, P(g,A) = n(Ag™).

Démonstration.
On suppose que G est un groupe topologique par définition de la probabilité
conditionnelle nous avons :

VA € B, P[Xns1 € A| X,
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est 'unique variable aléatoire o(X,,)-mesurable qui vérifie:

VB € Ba, P[Xps1 € A, X, € B = / P[Xoi1 € A| X,JdP
(X.€B}

Cette variable aléatoire étant o(X,,)-mesurable, il existe une fonction
¢ : G — [0, 1] mesurable
Tel que

PlXn € AL Xy = ¢(Xn).

Donc avec cette notation, pour A et B € Bg:

P[Xn+1 € A,Xn S B] = (p(Xn)dP

{Xn€eB}

= / E[l4(Xyt1) | Xn]dP
{Xn€B}

= / I4(Xpi1)dP
{Xn€EB}

_ / (Vo - X,)dP
{Xn€B}

Nous avons

Donc:

/ P[X,1 € A| X, € BldP = // o(x)P[X,, € dz |
{Xn€B} B

= // Ta(y - 2)P[Xy € dz, Yoiq € dy]
B

Par indépendance de Y, 1 et X,

//BHA(?J-JJ)P[Xn edr, Yy edy] = //B]IA(y.x)p[Xn € d -PYys € dy]

En appliquant le théoréme de Fubini, nous aurons:
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//B]IA(y )P[Xy € dr]- PV €dy] = | P[X, € da] / Lywor (y)P[Yors € dy |

B

P[X, €dxlp(A-271)

I
—— o

P[X,€dx|P[Yp1 €A -27!]

Par unicité de ¢(x)

p(z) = PlYoi € (A-27)]

Par conséquent :

P(A,z) = P[Yyi1 € (A-27Y)].

g

Dans le cas ot G = R, on a la marche aléatoire sur R et (R,+)
un groupe additif du proposition

Proposition 12. Soit Xy une variable aléatoire & valeurs dans R, (Y,),
une suite de variables aléatoires a valeurs dans R indépendantes de X, et de
méme loi p,

tel que si A € Br, p(A) =PY; € Al et Vn >0, X,, = > 1Y%, alors (X,,),
est une chaine de Markov sur R, de noyau de transition P défini pour tout
x €R et A€ Bg par

P(A, z) = p(A — x)

Démonstration. Nous avons:

VA € R, Vn, P[Xn+1 c A|Xn, Xn—h e, X()] = P[Xn+1 c A | Xn]

En effet, par définition de la probabilité conditionnelle,

VA, Anq, ooy Ao, PlXni1 € Al X0, Xoo1, o0, X0
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vérifie

P[Xn—i-l EA,XnEAn7 7X0€A0] =
XneAn7 sy XOGAO}

J
/{vXneAru ey XOEA()}
= / ]IA(Xn+l)dP
{XnEAn, e XoGAo}
J

Ta(Yoi1 + X, )dP
XneAn7 ceey XOEAO}

WA — X,)dP.

{XneAru ey XOEAO}

Soit ¢(Xp, Xp_1, ..., Xp) une fonction mesurable de R dans [0, 1].
Donc si
(X, Xoe1, .., Xo) =Pl Xp1 € Al Xy, ..., X0

Alors
(b(XTm Xn1y ey XO) =p (A - Xn)'p-s~

Par unicité de la probabilité conditionnelle.

P[Xn—H €A|Xn, Xo—1, ... ,XU] :P[Xn—f—l €A|Xn]

. Pour caractériser (X,,),, on a besoin de préciser le noyau de transition
associé P qu’on définit par:

P(A,z) = PlYo1 € A—x|
= p(A-2)

Par définition de la probabilité conditionnelle nous avons:

VA € Bg, p|Xni1 € A| X,

P[Xpi1 € Al Xy, ...

EEIA(XnJrl) ’Xm -

, Xo|dP

, XoldP
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est I'unique variable aléatoire o(X,,)-mesurable qui vérifie:

VB € By, P[Xoi1 € A, X, € B] = / P[Xoo1 € A| X,]dP
(XneB}

Il existe une fonction
¢ : R — [0, 1] o(X,)-mesurable, tel que

P[Xn—H €A | Xn] = QD(Xn)'

Donc, avec cette notation pour A et B € Bg:

P €A X, € Bl = [ plX)dp
{Xn

Donc

/ P(X,)dP = / ELy(Xo11) | X,JdP
{Xn€B} {Xn€EB}
- / T4 (Xps1)dP
{X,€eB}
= / ]IA(Xn + Yn-i—l)dp
{X,€B}

= / /HA(I +y) P[Xy € dz, Yot € dy]
B

Par indépendance de Y, 1 et X,,

/B/HA(x +y) P[X, €dx, Y, €Edy] = /B/]IA(x + 1) p[Xn € dz ] P[Ypi1 € dy
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En appliquant le théoréme de Fubini

/B/JIA(:E +vy) p[X,, €dx ] P[Yoi1 €dy] = /BP[Xn € dx] /HA(:E +y)P[Yn11 € dy]

Si u=L(y),Vn
/BP[Xn € da) /I[A(:v )PV e dy = [ PIX, € dz] /]IA(:zt ) (dy)
PIX, € ds ) [Lia(y) u (d)
P[X,edr]|p(A—x)

PlY,41 € A—2z ] P|X, € dz]

I
T——c o

= P[Ypi1 € A — X,|Pd(z).
{XneB)

o

Par unicité de ’espérance conditionnelle on a:
(Xa) = PlYos1 € A— X,

Donc

Alors (X,,),, est une chaine de Markov sur R de noyau de transition défini
par z € Ret A€ B par P(A,z) = p (A — x).

g
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Chapitre 2

La chaine de Markov
X5 = Ful( ﬁ_1) avec Fp, € {p, Y}

équiprobables

2.1 Noyau de transition

Soient (E,B) un espace mesurable, (F,F, u) un espace mesuré et (Y,),
une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
loi v a valeurs dans F' et X, une variable aléatoire a valeurs dans F indé-
pendantes de (Y,,),. (z,y) — f(x,y) une application mesurable de
(Ex F,B®F) dans (E,B) i.e.

pour tout A € B, fHA)eBF

En particulier, pour y fixé, x — f,(z) est une application mesurable.

Considérons le processus défini par:
pour x € E, Xy = x et pour tout n > 0, X7 | = fy,  o---0 fy,(x)
Le processus défini par X7 | = fy, . (X7) est une chaine de Markov d’espace
des états F , qui est par définition un systéme dynamique.

Proposition 1. Avec ces données le processus (X7 )n>o est une chaine de
Markov d’espace des états E et de noyau de transition P tel que

Pz, A) = ply : fy(x) € A}, ze€ E, AeB.
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Démonstration.
Par définition de la probabilité conditionnelle VA € B, P[X, 11 € A| X,] est
I'unique variable aléatoire o(X,,)-mesurable qui vérifie:

VB € B, P[Xui1 € A, X, € B] = / PX,i1 € A| X,]dP
{Xn€B}

Cette variable aléatoire étant o(X,,)-mesurable, il existe une fonction
¢ : E — [0, 1] mesurable Tel que

Donc, avec cette notation, pour A et B € B:

Py AX, Bl = [ p(X,)dp
{

= // L f,@)eay P[Xn € dx, Yoy € dy]dP
B

Par indépendance de Y, et X,,, nous avons

// ]I{fy(m)EA}P[Xn €dr, Y, €dyldP = // H{fy(a:)eA}P[Xn € dx| - P|Y,1 € dy]
B B
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En appliquant le théoréme de Fubini, nous aurons:

// H{fy(gc)eA}P[Xn c d&?] . P[Yn+1 S dy] = // ]I{fy(x)eA}P[Xn € dw]u(dy)
B B
= /P[Xn € dx]/]l{fy(x)eA},u(dy)
B

_ /B PIX, € dalu{y, f,(z) € A}

Par unicité de ¢
P(x, A) = ply, fy(z) € A}, € E, A€ Bg

Il reste & montrer que X7 vérifie la propriété de Markov i.e.

VB € By, ¥n, P[Xp1 € B|Xp, Xo_1, .., Xo] = P[Xps1 € B|X,]
Calculons P[X,1 € A|X,,, ..., Xo|, Vn
Par définition de la probabilité conditionnelle P[X,, 1 € B|X,, X,,_1,..., Xo|
est l'unique variable aléatoire o[X,, X,_1..., Xo|] mesurable qui vérifie
\V/Ana An—laa 7A0 GBE.
P X, .1 €B, X, €A, ..., Xo€ A = P[X,1 € B| X, Xo—1, ...

X’ILEA7L7 ey XOEAO}

J
/{\XneAn, ceey XOGAO}
= / T(Xps1)dP
{XneAn7 ceey XOGAO}
J

Ly, (xnepy(w)dP
XneAru sy XOEAO}

P(B, X,)dP
{XnEAn, e XoGAo}

Donc si (X, X1, ... , Xo) est une fonction mesurable dans R tel que

QO(Xn, anb ey X(]) = P[Xn+1 € Ban, anh Cey Xo]

]E[HB(XTH-I)’XTL’ Xn—17 s

, XoldP

, Xo|dP
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Alors
o( Xy, Xpo1, -.., Xo) =P(B, X,,) ps

Par unicité de la probabilité conditionnelle

P[Xpi1 € Bl Xp, Xp1, ..., Xo] = P[Xp41 € B|X,.

2.2 Application

Soit S =]0,1[ et V une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1] et
définissons les fonctions ¢ et 1 en posant pour z € |0, 1|

px)=Vzet(z) =+ V(1 —2)

Soit E = {p, 1} et (F,), une suite de variables aléatoires a valeurs dans E
indépendantes identiquement distribuées de loi

Définissons le processus X! en posant
Xg =z, 2€|0,1]et X7 = F, (XY ,),n>0

Le processus X7 est une chaine de Markov itérative.

Proposition 2. (/3])
(XZ), est une chaine de Markov de noyau de transition K qui a comme

densité
11 1 1

K(z,y) = 5;]1}0@[(9) + §mﬂ]w,1[(y)

o
1 siyeA
HA(y)_{O SinA

Nous avons supposé que la chaine de Markov (X7), admet une mesure
stationnaire. Dans le chapitre III, nous donnons une synthése portent sur les
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conditions d’existence d’une mesure stationnaire pour la chaine de Markov
itérative dans quelque cas.

Proposition 3. Si la chaine de Markov (X7Y) a espace des etats S =0, 1]
admet une loi stationnaire ™ ayant une densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue sur 10, 1] alors

fly) = =]

Démonstration. On admet que la distribution a une densité f(x)

) = /zaawﬂ@w

0
L @) 1)
- 54'7?*5 A ——

Par différenciation,

Lf(y) 1 f(y)

roy 1
AR Ter e A R
Alors ]
fly) =— )
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des
chaines de Markov itératives

Nous précisons dans ce chapitre les méthodes d’étude du comportement
limite d’une chaine itérative. D’abord nous nous intéressons au cas ou la
chaine de Markov admet une limite presque siire, cela est rarement verifié
mais ca existe et si cette limite n’existe pas nous décrivons le cas ou la chaine
de Markov admet une mesure stationnaire unique.

3.1 Cas ou (X7), admet une limite p.s

Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires indépendantes réelles identi-
quement distribuées et pour z, y € R, f(z, y) = f,(x) une fonction réelle.
Soit (X, ), la chaine de Markov définie sur R par X, une variable aléatoire
donnée et Vn > 0, X, = fy,,, o X,.

Nous rassemblons ici quelques outils de base pour que la chaine de Markov
(X?), converge.

Dans le cas ou f,(x) = y + g(z) pour z, y € R, nous avons la proposition
suivante qui montre que dans certains cas la limite de (X7),, existe.

Proposition 1. Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes identiquement distribuées. S’il existe deur fonctions réelles k et g de
la variable réelle x, k mesurable et g dérivable et de dérivé ¢ < 1 sur R tel
que f,(z) = k(y) + g(z) pour x ety € R, alors le processus (X7), défini par

XO - m, X,rIL_;'_l - fYn.Q_l (X’rml)
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Converge en lot.

Démonstration. Définissons le processus (H?),, pour x € R en posant,
Hj =x,pourn >0, H, = fy, 0o fy,0---0 fy,

Remarquons que le processus (HY), n’est pas une chaine de Markov en gé-
néral. Si g est dérivable et de dérivée ¢ < 1, alors (H?), est une suite de
Cauchy p.s. par suite (H?), converge p.s. il s’ensuit qu’elle converge en loi.
comme les processus (HY), et (X7), sont de méme loi.

La proposition est donc établie. [J

3.2 Convergence faible de mesures

Soient (£,€) un espace mesurable, M(E) 'ensemble des mesures de pro-
babilité sur (E£,€). Nous avons besoin de la topologie de la convergence faible
sur M(E). Soit Cy,(FE) 'ensemble des fonctions continues et bornées sur E.

Définition 1. Soient (E,E) un espace mesurable, (i), une suite de mesure
de probabilité sur M(E) et p une mesure sur M(E) . On dit que la suite
de mesures (1, )n converge vaguement vers la mesure p (on note pi, —— 1) si:

¥ € CuE), Jim [ @) = / F(@)u(de).

n—oo

Définition 2. Si (X,), une suite de variables aléatoires tel que p, = L(X,,)
et I, la fonction de répartition de X,,. St X une variable aléatoire de fonction
de répartition F et pu la mesure associée et (), converge vers jn vaguement,
lim, F,,(z) = F(x) en tout point x qui n'est pas un point de discontinuité
pour F', On dit alors que (X,,), converge en loi vers la variable X et on note
X, = X

Proposition 2. (X,), une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire alors

X, X — X, £ X
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Démonstration. (i) On veut montrer que X, s X e Lo —— 14
hn — W i.€e.

Vg € Gy(E), lim / ) () / o(2)(de)

X, s X alors pour tout g € Cy(E), g(X,) N g(X), comme g est continue.

i [ gle)dnn(a) = [ gle)ine) & tim [g(x)dP = [g(x)ap

& limE[g(X, )] = E[g(X)]

St g(Xn) —g(X) [[= 0 quand n — oo,
On a lim,, ., E[g(X,)] = E[g(X)]

| () — () || = / | g(X,)) — g(X) | dP + / | 9(X,) — g(X) | dP
{|Xn—X|<e} {|Xn—X|>¢}
< P Xn—Xléa}}Jr/ | g(X,)) — g(X) | dP
{| Xn—X|>e}
< ¢ X,) —g(X)|dP
< +/{|Xn oy 960 =900

g bornée, donc IM > 0 tel que | g(X) |< M, Vn
Donc, on a

/ L g(X,) — g(X) | dP < / | g(X,)) | dP + / | g(X) | dP
{|Xn—X|>e} {|Xn—X|>¢} {|Xn—X|>e}
QM/ dP = 2MP[| X, — X |< ¢}]

[ Xn—X|>e}

IN

X, —> X donc Ve >0, P[] X, — X |<e] =0, quand n — oo,
Alors pour n assez grand

S
Pl X, —-X 1< —
u <o < oo

Finalement, pour n assez grand

I 9(Xn) = g(X) [[<e+2M - 2M =2
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Ce qui montre que E[g(X,,)] = E[g(X)] i.e. pt,, — u alors X, £.x. O

Définition 3. Soient p et i deux mesures de probabilité p, i € M(E),
la distance en wvariation totale entre p et fi est le nombre réel positif notée

| = fi || définie par :

I =i = sup) / o(w)d(— i)

Ou p(w) est une fonction E—mesurable qui satisfait la condition | p(w) |< 1.

Lemme 1. [a distance de variation est donnée par
| = fi||=2sup |u(A) — A(A)].
Ae€
Démonstration. Voir ( [9]). O

Proposition 3. Soit X,, une suite de variables aléatoires alors X,, converge
en distance de variation vers X = X,, — X.

Démonstration. Voir [9]. O

Remarque 1. Dans Cy(E), on peut donc définir deux topologies. La topo-
logie de la convergence vague et la topologie de la distance de variation.

3.3 Mesure stationnaire pour une chaine de Mar-
kov

Nous rappelons ici la définition d’une mesure stationnaire d’une chaine
de Markov sur un ensemble quelconque E de noyau de transition PP.

Définition 4. Une mesure m sur (E, £) est une mesure stationnaire pour
la chaine de Markov (X,,), de noyau de transition P, si

VA € &, n(A) = /E P(A, z)n(dz).
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Dans le cas ou E est dénombrable la formule ci-dessus se simplifie.

Définition 5. Soit (X,,), une chaine de Markov d’espace des états E et de
probabilité de transition (Puy)s,yep. ™ = (Tz)zer définit une mesure station-
naire pour (X, )n, Si

Ve e E, m, >0, Zﬂx: 1, et Vy € E, Wy:Zmpwy ().

zel

Remarque 2. Siles nombres m = (m,)ycp ainsi donnés, vérifiants (x), alors
ils vérifient aussi

Vn,Vy € B, my =Y maply).

zel

La relation (x) équivaut a dire que si la famille de nombres réels
T = (72)zep st la loi de Xy alors m est aussi la loi de X, Vn.

3.4 Mesure stationnaire pour une chaine itéra-
tive dans le cas contractant

Soient (F, £) un espace mesurable, (F, F, ()) un espace de probabilité et
f: E x F — E une fonction mesurable par rapport a la tribu &€ ® F. Pour
tout y fixé dans F, x — f,(x) = f(z, y) une fonction.

Soit (Y},), une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées a valeurs dans F' de loi () et Xy Une variable aléatoire a valeurs
dans F indépendantes de (Y},),.

La suite de variables aléatoires (X?),, définie par:
Pour tout x dans £

XO = X
Xy = fy,0oX,

n—1»

n >0

est une chaine de Markov d’espace des états E et de noyau de transition P
défini par
Pz, A)=Q{y: f,(x) € A}, x€ E,Ac&
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de loi initiale p = L£(X)).
Définissons le processus (H?),, pour x € E en posant HY = x

Et pourn >0, Hy = fy, 0--- 0 fy, ().

Le processus (HZF), n’est pas une chaine de Markov en général, mais (H?),
et la chaine de Markov (X7), sont de méme loi L(XF) = L(H}), z€ E
n=20,1,2,...

On veut savoir dans quelles conditions la chaine de Markov (X7Z), admet
une mesure stationnaire unique. Ce probléme est difficile & résoudre dans le
cas général. Cependant, si les fonctions f, sont contractantes, G.Letac a dé-
gagé un principe qui le résoud. Nous en donnons une synthése de ses résultats.

Théoréme 1. ( [2])

Soient (E, £) un espace mesurable avec E localement compact, (F, F, Q) un
espace de probabilité et pour tout y firé dans F, x — f,(z) = f(x, y) une
Jonction conlinue alors si H =1lim HY eziste p.s. el ne dépend pas de x alors
la chaine de Markov (XY), admet m = L(H) comme mesure stationnaire et
elle est unique.

On énonce la proposition suivante pour démontrer ce théoréme.

Proposition 4. On note (7%), = L(XF),, Vn, si(7E), converge vaguement
vers m et ne dépend pas de x. Alors w est une loi stationnaire unique pour le
noyau P.

Démonstration. On a (77), converge vaguement vers 7 i.e.

9(2)n(dz) = / g(x) ()

E

g € Cy(E), limy o /

E
Montrons que

/E g(a) 7% (dy) = / o, (2))mE_ (day) Q(dy)

EXF

mo(dry) = P[X] € dr]
Plfyv,(Xp_1) € dai]
= P[X? € fy’l(d:vl), Y, € dy
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Par indépendance de X, et Y,
ma(de1) = P[X7_) € [, (dw)] - P[Y, € dy]
— [ my Q)
E

Donc

g(e)m2(day) = / o, () (dy))Q(dy)

EXF
Montrons que

T H/g(fy(xl))Q(dy) est continue
F

En effet, v — f,(x1) est continue (par hypothése ). Donc, si (z,), converge
vers x1, alors

fy(wn) = fy(a)

D’autre part ¢ est continue car g € Cy(E)
Donc

an—wog(fy<mn)) = g(limnﬂoo(fy(xn)) = g(fy(xl))
Et comme g est bornée, on a

it /F o, () Q(dy) = /F Lt oo, () Q(dy)
_ / 9, (1) Q(dy)

En passant a la limite dans

/E g(a)m%(dy) = / o(f, () (de)Q(dy) (1)

ExXF

On aurra

/E gz )m(dr) = / g, (1) (d)Q(dy)

ExXF

En effet
[ stz = [ twn(an)

E
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(Car g € Cy(FE) et mF converge vaguement vers )
Et

lim e / ol ) (dr) QL) = /E o1, () (1) Q(dy)

xF

(Carzy — [, lim,—oog(fy(2,))Q(dy) est continue et w7 converge vaguement
vers )

En posant g = lim, ., g, avec g, = Ig, B € Bg Dans la relation (1) on
aurra

1) e /E lim—oogn(z1)m(dy) = / i ey ) () Q)
(1) limn_m/

E

(1) < limn_,oo/

E

(1) (1) = Lirmy o / gy (@) (d1)Q(dy)

ExXF

Lo r(den) = lima o | Laan) (fy (o) r(de)@(dy)

ExXF

/Eg(fvl)ﬂi(dxl)I/E Fg(fy(fﬂl))ﬁﬁ1(d1f1)@(dy)=>7f(3)=/P(Baxl)ﬂ(dfcl)

.i.e m est stationnaire pour le noyau P. [J

Démonstration. (Théoréme (2))

lim H? = H existe —p.s = lim,, ., L(HY) = L(H)

Comme
LHY)) =L(XY), z€E,n=0,1,2,....
Alors
lim L(H,) = .
Donc

m = L(H) est une loi stationnaire unique pour le noyau de transition P.
O

Si les fonctions f, ne sont pas contractantes, le principe de contraction
ne peut pa s’appliquer. Cependant, on a les résultats d’existence et d’unicité
dans le cas non contractant mais contractant en moyenne. cela découle des
travaux de Diaconis et Freedman. Nous n’allons pas rentrer dans les détails,
mais nous donnons une idée des résultats obtenus par ces deux auteurs.
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3.5 Mesure stationnaire dans le cas contractant
en moyenne

(Y,,), une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées de loi p & valeurs dans ©. Considérons alors la chaine de Markov
X définie par:
pour x € E, Xy = z qui est une variable aléatoire indépendante des Y,, et a
valeurs dans F et pour tout n > 0

Xot1 = fro (Xn) = (frnn 0 0 frz 0 fnr) (@)
On définit le processus
Hopi(z) = (fru o0 fy, 0 frn)(®)

Définition 6. Si P et Q) deuz lois de probabilité sur E, soit p(P, Q) est le
plus petit nombre réel § > 0, tel que

P(C)<Q(Cs)+0 et Q(C)<P(Cs)+6

Avec C C E, Cs ={y € E, p(x,y) < 0 pour x € C} ou C est un compact
de E.

p(P,Q) est appelée la distance de Prokhorov.
Remarque 3. p(P,Q) < 1.

Définition 7. Une variable aléatoire U a une loi a queue lourde si il existe
deux constantes positives o, § et u > 0 tel que, pour tout u assez grand:

(0%
P{U>u}<$, Vu > 0.

Définition 8. Soit (E,p) un espace métrique , f : E — E, et dite une
fonction lipschitzienne de rapport Ky si:

Ve € B, p(f(x), f@) < Kppla,a),
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Définition 9. (E,p) un espace métrique, la fonction lipschitzienne
f: E — E est contractante en moyenne si

[ 1ot utar) <o

Théoréme 2. ([3])

Soit (E,p) un espace métrique séparable complet. Soit {f, : y € O} une
famille de fonctions, et soit u une loi de distribution sur ©. Supposons que
les conditions suivantes sont satisfaites :

1.Vye O, f,: E— E, est une fonction lipschitzienne de constante lipschit-
zienne ;.

2. la constante lipschitzienne K, est finie presque sirement i.e.

[ Kant) <.

3. la constante lipschitzienne K, est contractante en moyenne.
4. 3z € E tel que [ p[f,(x),z]p(dy) < oo.

Alors, il en résulte que :

(1) La chaine de Markov (X?), admet une loi stationnaire m unique.

(1) Pour deur constantes A, et r avec 0 < A, < o0 et 0 <r <1, ona
p(Po(x,.),m) < Ayr™.

(1i1) La constante r ne dépend pas de n ou x, et la constante A, ne dépend
pas de n.

(1iii) Ay < a+b p(x,z0) 000 < a, b < oo.

Lemme 2. Soit & une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées, P{&; = —oo} > 0.

Supposons qu’il existe deux constantes positives o, 3 tel que

P{& > v} < aexp™ Vo > 0. Soit & de méme loi que &, alors

(1) —oo < E{¢{} < 0.

(17) Si ¢ est un nombre réel tel que ¢ > E[§], il existe deuz constantes posi-
tives A etr tel quer <1 et P{&+ -+ &, >nep <A™ Vn=0,1,2,...
les constantes A et r dépendent de c et la loi de & et ne dépendent pas de n.
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Soit { f;} une famille de fonctions lipschitziennes de £ — F.

Considérons le processus X, par:

Xo(x) = (fano faci0---0 fi)(x)

Et on définie le processus inverse par:

H,(z) = (fio fao---o fo)(z)

Lemme 3. p[X,(x), X,(s)] < [y |57 ol 9)
Démonstration. (Par récurrence)
Pour n =1

p[Xl(C(Z),X1<y)] < Kflp(ZL’,y)
Donc  plfi(z), f1(y)] < Kpp(z,y)

Donc 'inégalité est vérifiée pour n = 1 par définition d’une fonction lipthi-
zienne.
Pour n =2

plXa(2), Xoy)] < Kpp(Xi(2), Xa(y))
alors  p[f2(X1(2)), f2(Xa(y))] < KpKpp(z,y)

donc l'inégalité et vérifiée pour n = 2 par définition d’une fonction lipthi-
zienne.

Hypothése de récurrence: supposons que l'inégalité est vraie pour n, mon-
trons qu’elle reste vraie pour n + 1

P (2), Xoa ()] < Ky p(Xn(2), Xa(y)

alors p[fn-&-l(Xn(x))afn+1(Xn(y))] < KanH[Kfj]p(x,y)

IN
—
s
s
&
&
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Donc, Vn > 1

plXn (@), Xa(w)] < [[[Kp 0. )-

j=1

O

Lemme 4. p[(f o g)(z).2] < plf(x),2] + Kyplg(x), ]
Démonstration.

p((fog)(x),x) < p[(fog)(x), f(x)]+p(f(x),x) (Vinégalité triangulaire)

pl(f o g)(@), f(x)] + p(f(x),z) < p[(f(2),2)] + K¢lg(x), 2] (f est une

fonction lipschitzienne)
O

Lemme 5. supposons Les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) f — Ky a une loi & queue lourde.

(13) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne.

Alors si € > 0, il existe deux constantes positives A etr avecr <1 on a

p{Zlog Ky > —ne} < Ar"

i=1
Pour tout n = 1,2, ... les constantes A et r dépendent de ¢ et pas de n.

Lemme 6. Si Les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne .
(i7) f — Ky a une loi & queue lourde.

Alors pour € > 0,

plXon(2), Xn(y)] < exp(—ne)p(r,y) Vo,ye€ E

Avec A etr dépendent de n mais pas de ¢.

Proposition 5. Soit {g;} une suite de fonctions de E dans E, soit x € E
alors :
pllgrogeo---ogn)(z), z] <plo(z), x| + Kyplga(z), v ]

+ K91K92p[g3(x)7 x ]

+ ot K91K92 T Kgm—1p[gm(x)7 T ]
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Théoréme 3. (/3]

Soit 11 une loi de distribution sur ©. Supposons que les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1.) f — Ky a une loi a queue lourde .

(2.) Il existe xg € E tel que:

f—C(f) = p(f (o), x0)

est ausst de loi a queue lourde
(3.) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne .
Alors, il en résulte que :

(1) La chaine de Markov (X7?), admet une loi stationnaire ™ unique.

(17) Pour deuz constantes A, et r avec 0 < A, < oo et 0 <r <1, ona
p(Pu(x,.),m) < Ayr™.

(7i1) La constante r ne dépend pas de n ou x, et la constante A, ne dépend
pas demn, et A, < a+bp(x,z) ou0 < a,b< oco.

Proposition 6. (/3/)

St Les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f — Ky a une loi & queue lourde.

(ii) La fonction lipschitzienne f est conlractante en moyenne.
(13i) I existe xg € E tel que:

f—¢(f) = p(f(x0), 0)

est ausst de loi a queue lourde

Alors le processus (HE),, associé converge presque surement vers sa limite
et ne dépend pas de x.

Démonstration.

Supposons que Les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) f — Ky a une loi & queue lourde.

(2) La fonction lipschitzienne f est contractante en moyenne.

On montre que H,(x) = (fi o foo---0 f,)(x) est un processus de Cauchy.
On prend z comme point initial.

Hn+m(l’) = Hn o (fn+1 o fn+2 ©---0 fm)(x)
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D’apres le lemme (3):
plHuam(2), Ha(@)] = [ [ Kpplfasr 0 farz 0+ 0 fasm(@), @]
j=1

D’aprés la proposition (4), ou on counsidére f;,1 pour g; dans 'inégalité :

oo n+i
PlHoem(2), Ha(2)] < D (] Kp)plfusini (@), 2]
=0 j=1
D’aprés le lemme (5)
n+i
j=1

Vn >nget touts=0,1,...
D’autre part, pour tout zg € E

f = C(f) = plf(x0), o]

a une loi a queue lourde relativement & p.

On pose (; = p[fj(x), x], en utilisant la définition (9), il existe deux constantes
positives finies a, 3, tel que P{¢; > s7} < a/s"

On choisit s > 1 de telle maniére que se™® < 1

<n+i+1 S Sn+i+1

Alors, Vn > ng et tout i =0,1,...
dry avec ry < 1, Vng, Yn > ng et tout m = 0,1, ...

plHnm (), Ho(2)] <77

Donc le processus H,,(z) est de Cauchy et comme I’espace métrique (E, p) est
complet, alors, H,(z) converge vers une limite unique H., et elle ne dépend
pas de x.

O



Conclusion

Nous avons introduit la thématique des chaines de Markov itératives et
les outils actuels de leur étude. De nombreux exemples existent qui ne sont
pas circonscrits dans ces résultats. C’est le cas par exemple (Cf. [10]) de la
chaine de Markov

Xngo = an Xy + bp1 Xnpa

C’est le cas aussi de la chaine de Markov X, 11 = Y11 X, (1 — X,,) ot les
Y,, sont des variables aléatoires i.i.d. on (ay,), et (b,), sont des suites de va-
riables indépendantes. Cela impose d’étendre la théorie un peu plus et c’est
une premiére direction de travail.

D’autre part, la mise au point d’algorithmes de simulation exacte et leur
amélioration recentre I’étude des chaines itératives dans l'actualité. Cette mo-
tivation fournit une deuxiéme direction de travail (Cf [1], [4], [14], [13], [12]

).

D’autres perspectives peuvent étre envisagées pour les chaines de Markov
itératives, en particulier comme application a la dynamique des populations

(CE. [15]).
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