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Table de nomenclature

La nomenclature utilisée est la suivante

x(t) € R™
Xo

Xf

x*(6)
x4(t)

u(t) € R
uw (0

Uga

g9

B,R,Q

BT RT QT

- Temps
- Instant initial
- Instant final
: Horizon
. Vecteur d’état
: Btat initial
 Etat final
. Trajectoire optimale
- Etat désiré
. Vecteur de commande
: Commande optimale
: Domaine admissible
. Contraintes instantanées
. Contraintes intégrales
- Critere de performance
. Cout optimale
. Matrices symétriques définies positives
- transposées des matrices B, R, Q respectivement

. Solution approchée de VIM



Table de nomenclature

ny

1.(9)

I,(t)

: Equation d’Hamilton
: Multiplicateur de Lagrange
: Nombre de contraintes intégrales
: Nombre de contraintes terminales
: Fonction de Lagrange
: Partie terminale
- Intensité du courant
- Résistance
. Capacité
- Inductance
: Intensite du courant aux bornes de la capacite

: Intensite du courant aux borne de l'inductance
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Introduction Générale

La théorie de commande optimale est apparue apres la seconde guerre mondiale, répondant
a des besoins pratiques de guidage, notamment dans le domaine de 1’aéronautique et de la
dynamique de vol. C’est une discipline mathématiquement stimulante et pratiquement
importante, elle est utilisée dans diverses branches a savoir 'ingénierie, I’économie et la

finance.

La théorie du contrdle analyse les propriétés des systéemes commandées c’est-a-dire les
systémes dynamiques sur lesquels on peut agir par I’intermédiaire d’une fonction auxiliaire
appelée fonction de commande ou de contrdle. Le but est alors de ramener le systéme d’un
état initial a un état final tout en satisfaisant les contraintes imposées et en minimisant un

certain critére de performance.

L’obtention de lois de commandes optimales passe souvent par la résolution des équations
d’Hamilton-Pontriaguine (principe du minimum) ou de [’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman (programmation dynamique). Cette derniere est généralement non linéaire et sa
solution analytique est souvent impossible. Pour surmonter cette difficulté, des méthodes
numériques sont utilisées mais leur usage se voit limité vu la nature des équations et le

couplage existant entre les différentes équations du probléme final a résoudre.

L’objectif de ce travail consiste a proposer une démarche pour synthétiser une loi de
controle optimale pour un systeme dynamique donné basée sur la méthode d’itération
variationnelle. Cette approche permet de résoudre I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

d’une maniére itérative ce qui permet d’avoir une solution approximée.

Ce mémoire est organis¢ en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a I’illustration de certains concepts de base relatifs a un

probléme de contrdle optimale et la démarche suivie pour sa formulation mathématique.

Le second chapitre a pour but la présentation des différentes méthodes de résolution d’un
probléme de commande optimale, I’accent a €té mis sur la programmation dynamique et en

particulier I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.



Introduction Générale

Dans le troisieme chapitre des généralités sur les équations différentielles ordinaires et
partielles sont présentées ainsi que le principe de la méthode d’itération variationnelle. Cette

derniere est utilisée par la suite pour la résolution de ces équations.
Le quatriéme chapitre présente une approche pour synthétiser une loi commande optimale
en passant par la résolution de I’équation d’HJB correspondante par la méthode d’itération

variationnelle.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.
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Chapitre I Formulation d’un probléme de commande optimale

L.1. Introduction

La théorie de commande optimale représente un ensemble de théorie permettant de
synthétiser des commandes permettant d’amener le systéme d’un état initial donné a un état
final qui peut étre libre ou fixe, tout en respectant certaines contraintes et en minimisant un

critere de performance.

Ce chapitre est consacré a la présentation de certains concepts de base relatifs a un

probleme de commande optimale en s’appuyant sur sa formulation mathématique.

L.2. Probléme de commande optimale

Le probleme de commande optimale consiste a déterminer la meilleure commande qui permet

a la fois :

e de vérifier les conditions terminales (initiales et finales)
o de satisfaire de diverses contraintes imposées

e d’optimiser un critere bien choisi

La formulation mathématique d’un probléme de commande optimale est la suivante

Soit le systéme dynamique décrit par I’équation d’état

x(t) = fx(0),u(®), ) (L1

Cette €quation est en générale non linéaire, de plus le vecteur de commande doit appartenir a

un ensemble de vecteurs de commandes admissibles

u(t) € Ugq(t)
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Le probleme de commande consiste a déterminer la fonction u quiminimise le critére de

performance

tr

1= [ oe@u@.0 (.2)

to

Mathématiquement le probléme de commande optimale se traduit comme suit
min J (u(t))
Sujet a :
u(t) € Uga(0) (1.3)

Et ’equation d’état (1. 1)

La solution u,,, de (I.3) quand elle existe, est appelée controle ou commande optimale et la

fonction x,,, correspondante solution de (I. 1)est appelée trajectoire optimale.

op

Remarque I.1

1. L’existence d’une commande optimale satisfaisant un objectif donné suppose que le
processus soit commandable et observable, hypothése qui sera faite implicitement de fagon
systématique dans ce mémoire. De plus le systeme €tudi€ est continu avec un comportement

dynamique non linéaire.

L.3. Formulationmathématique d’un probléme de commande optimale

La formulation mathématique d’un probléme de commande optimale exige une description
mathématique du probléme a contréler, la définition des conditions terminales, la

spécification des contraintes physiques et la détermination du critere de performance.
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L.3.1. Mise en équationdu systéme (modéle du procéde)

C’est un objet mathématique (sous forme d’un systeéme d’équations différentielles ou des
dérivées partielles), destiné a représenter le comportement dynamique d’un systeme et a

simuler son évolution.

De nombreux systémes dynamiques peuvent étre ramenés a une formulation par une

équation d’état de la forme

x(t) = fx(®),u(®), ) (L4

Ou x(t)est I’état du systéme a I’ instant t,
u(t), représente la commande excitant le systéme a I” instant ¢,
f ,est une fonction vectorielle

Avec: t€eR, x(t) e R™, u(t) € R™.

1.3.2. Conditions terminales

Les conditions aux limites (terminales) caractérisent a la fois I’état du systeme a I’instant

initial ¢y notéx, = x(ty) et son €tat a I’instant final t; noté xr = x(tf)

L’instant final et 1’état final peuvent étre fixes ou libres (partiellement ou entierement).

1.3.3. Contraintes

On distingue deux types de contraintes.
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1.3.3.1 Contraintes instantanées

Généralement, elles caractérisent les limitations physiques sur 1’état ou sur la commande du

systéme. Ces contraintes doivent étre respectées a chaque instantz.
Ce type de contraintes s’exprime par des inégalités de la forme
glx(®),u(t),t)<0;g €R™ (1.5)
Ou ngest le nombre de contraintes

On peut ramener ses contraintes de type inégalités a des contraintes de type égalités, tout en

introduisant une fonction auxiliaire v(t) de la forme :

gx(@®),u®),t) +v(t)? =0 (1.6)

1.3.3.2. Contraintesintégrales

Dans la plupart des cas, elles sont liéesa des limitations de ressources oua des limitations de

nos actions. Ces contraintes doivent étre vérifiées sur tous 1’horizon de commande.
Ces contraintes sont exprimées sous la forme :

ty
f h(x(t),u(t),t)dt < 0; h € R™n (1.7)

to
Ou : ny, est le nombre de contraintes ;

De méme, ces dernieres peuvent étre ramences a des contraintes de type égalités données sous

la forme :

tr

f [ A(x(t),u(t),t) + w(t)?]dt =0 (1.8)

to
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1.3.4. Critére de performance

Ce critere doit étre choisi avec soin selon les objectifs désirés, il permet la prise en compte
des ¢tats initiaux et finals et ’ensemble des valeurs de I’état ou de la commande a chaque

instant t.I1 est donné sous la forme suivante :

t
] =¥ (xo to, xp,tr) + f(p(x(t),u(t),t)dt (1.9)
partie terminale to

partie integrale

La partie terminale correspond a la détermination d’'une commande terminale, par contre la

partieintégrale exprime les objectifs a optimiser sur tout I’horizon de commande.
Selon la forme, on distingue :

e Problemede Mayer (partie terminale)

J =¥ (xo, Lo, Xf, tf )

partie terminale

e Problemede Lagrange (partie intégrale)

tr

J= [ ot.uo.0a

to

partie integrale

e Probleme de Bolza: c’est la combinaison des deux parties (terminales et

intégrales)
tr
J=Ptornty) + [ oGO0, 0d
partie terminale to

partie integrale
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Selon le type de la problématique posée, beaucoup de critéres de performances existent, parmi

eux, on peut citer

e Commande en temps minimal

Il s’agit de minimiser le temps lorsque le systéme passe de 1’état initial x(t,) a I’état final

x(tf).Mathématiquement, cette objectif se traduit par

tr
J=T= fdt:tf—to(l.m)

to
e (Commande terminale

Il s’agit de minimiser a I’instant final(t;) un certain objectif donné. Le critere a optimiser

s’écrit :

J = [x(t;) — x4(tp)] Bx(tr) - x4(t)] (1. 11)

Avec B=BT ;B>0

¢ Commande a énergie minimale

Le but est de minimiser 1’énergie lorsque le systéme passe d’un état initial x(t,) a I’état

final x(ts). Le critére correspond est donné par

tr

J= [ @R W@l e (1.12)

to
Avec R=RT ;R>0
Pour un systéme monovariable, on aura

tr

J= fRuz(t) dt (1.13)

to
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e Poursuite de trajectoire

Il faut qu’a chaque instant t € [to, t¢], Iétatx(t) du systeme soit maintenue proche de I’état

désiré x4(t). Dans ce cas le critére s écrit comme suit

tr

J= f[x(t) —x?(®]7Q [x(t) — x4 (D] dt (1.14)

to

Avec: Q=0QT, Q=0

e Régulation :

C’est un cas particulier de la poursuite en prenant x#(t) = 0.Le critére correspondant est le

suivant :

tr

] = f (O] QLx(6)] dt (1.15)

to

Avec: Q=QT, Q=0

Remarques 1.2

1. Généralement, les conditions initiales sont fixées et connues et les conditions finales sont

établies en fonction du but que I’on se propose d’atteindre.

2. L’horizon de commande T = ty — tydu changement de d’état peut étre fixe ou libre.
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L.3.5. Exemple illustratif

Afin d’illustrer toutes les étapes de la formulation mathématique d’un probléeme de

commande optimale citées auparavant, considérons I’exemple suivant

On désire déterminer la commande optimale I(t) permettant de transferer le systéme d’un
¢tat initial a un état final, a 'instantt;, caractéris€ par une tension aux bornes de la capacité C
de 1V et un courant de OA dans I’inductance L tout en minimisant la perte d’énergie par effet

joule dans la résistance R. A I’instant t=0s,on ferme T.

R
| S

I(t)

O, e

X

——o0

T

]

Figure 1.1 :Circuit electrique.

Variables caractéristiques :

u(®) =1(t),x:(1) = 1,(0), x,(t) = Uc(t)

Les équations qui régissent le comportement dynamique du circuit électrique :

I(t) =1,(t) + I.(t) (I.16)
M(U::Lde) (1.17)
k@)=6d2é® (1.18)

10
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Ona
al) 1
Pk ZUC(t)(I. 19)
av.(t) 1 B 1 B
o= = = L(®) = = [u() ~ ()]
1. Mode¢le

1) = 7 x()(1.20)

1
b@)=5hdﬂ—xﬂﬂ]
2. Conditions terminales

x(0) = [{]L((%)) = [8] (1.21)

I (tr)
x(t) = lUC(tff) =4l

3. Critere a optimiser

ty ty
E(t) = f Rlz(t)dt:f Ru?(t)dt

(1.22)

11
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Par conséquent le probléme de commande optimale peut étre formule comme suit :
tr

minJ(u) = f Ru?(t)dt

0

Sujet a :

(D) = 70

() = 2 [u() — 5, (0](1.23)

<0 = [ X o] =[]

I.(t)
x(tf) = [Uc(l{;) = [2]

1.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté brievement les concepts de base et la démarche

suivie pour la formulation d’un probléeme de commande optimale.

Dans le chapitre suivant, on présente deux méthodes de résolution d’un probleme de
commande optimale, a savoir le principe du minimum de Pontriaguine et la programmation

dynamique basée sur principe d’optimalité de Bellman.

12
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Chapitre 11 Méthodes de résolution d’un probléme de commande optimale

II.1. Introduction

Les technologies actuelles cherchent de plus en plus a traiter des systemes complexes,
constitués par un grand nombre de parametres li€s les uns aux autres par une structure bien

déterminée, et aussi la recherche de performances évoluées et des performances optimales.

Pour un systéme dynamique donné et dont les équations sont connues, le probleme de
commande optimale consiste alors a trouver la commande, minimisant ou bien maximisant un
critere donnée, en suivant une meilleur stratégie et des méthodes de résolution adéquates.

C'est sous cette forme que la commande optimale a été étudiée.

Dans ce chapitre, on s'intéresse, dans la premiere partie, a deux principes mathématiques
permettent de traiter les problemes de commande optimale : le calcul des variations et le
principe du minimum de Pontriaguine. Dans la seconde partie, on présente la programmation
dynamique initiée par Richard Bellman. En premier lieu, on donne le principe de Bellman,

puis on s’intéresse a sa forme continue qui conduit a 1’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

I1.2. Méthodes de résolution du probléme de commande optimale

La théorie de la commande optimale propose des méthodes mathématiques permettant

d'étudier des systemes complexes. Une partie de cette théorie s'appuie sur le calcul des

variations et le principe de Bellman.

11.2.1. Calcul des variations

I1.2.1. 1. Principe du calcul des variations

Le calcul des variations est une branche assez ancienne de la théorie de I’optimisation qui

a connue de nombreuses applications en physique et en géométrie, de plus c’est une

excellente théorie tres exploitée pour résoudre les problemes de la commande optimale.

13



Chapitre 11 Méthodes de résolution d’un probléme de commande optimale

Cette méthode permet de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour avoir la

trajectoire x*(t) qui représente 1’optimum d’une fonctionnelle.

tr
J(x(©) = f e(x(t),% (), t)dt. (1. 1)
to
° Notion de la fonction et de la fonctionnelle

o Notion de la fonction

Soit x(t) une fonction définie comme

x(t): R* > R
t - x(t)

On a x(t) dépend d’une seule variable 7 [ Rt

o Notion de la fonctionnelle

L’équation (II. 1) représente une fonctionnelle et @(x(t),x (t),t) est une fonction supposée

au moins de classe 2. On dit aussi une fonction de fonction.

¢ Notion d’incrément d’une fonction et de la fonctionnelle

o Incrément d’une fonction

11 est donné comme suit

Ax(t) = x(t + At) — x(t)

14
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x(t + At) / t+At

X(t) | t

v

0 t

Figure II.1 trajectoire de x en fonction de t.

o Incrément d’une fonctionnelle

11 est défini comme suit

A (x(0), 0x(6)) = J(x(©) + 9x(D)) — J (x(D)). (1. 3)
Tel que

ty
J(x(0) + 0x(1)) = f e(x(t) + 0x(t), % (t) + 9% (1), t)dt. (11.4)

Appliquant le théoréme de calcul des variations, on aura

do(x(0), % (1), ¢)
. C N . . ox(t)
e +0x,x +0x,t) = @(x(t),x (t),t) + [0x(t) 0x (t)] 00 (e(6), % (0, D) | (II.5)
ax (t)
D’apreés les équations (1. 4) et (IL. 5) on obtient
. 89 (x(0),% (1), 0)
_ , dx(t)
A (x(1),0x(1)) = f [0x(t) 8% ()] 00 (D)4 (0,0) dt. (11.6)
o 9% (t)

Le développement de I’équation (II. 6) conduit a la formule générale suivante
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ty
dp(x(t),x (£),t) d [0p(x(D),% (1),t)
A (x(1),0x(1)) = f ([ ® xax();) -2 @ xax (?;) “ ax(t)) dt

to

4 lafp(x(t),x (©),1)

ty
9% (0 ax(t)L (I.7)

e Recherche d’un optimum par calcul des variations

Pour déterminer la loi de contrdle optimale d’un systéeme dynamique, il faut mettre la

fonction a intégrer égale a zéro, par conséquent
A](x(t), ax(t)) = 0 Consiste aimposer

Ip(x(®), % (1),1)  d [9p(x(1), % (1), 8)| _

@ dt| oo 0 (1L.8)
9o (x(1),% (£),1) v
5% (O ax(t)L = 0. (11.9)
Remarque I1.1

1) L’équation(Il.8) représente I’équation d’Euler-Lagrange.

2) L’équation (II.9) représente la condition aux limites suivantes

Six(ts) est imposé
dx(tf) = 0.
Six(ty) est libre

dp(x(0), % (1), 1)

3% (0 =0

t=tf
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Notons que dx(ty) = 0, car I’état initial est toujours connu.

I1.2.1. 2. Principe du minimum de Pontriaguine

Le principe du minimum est un résultat classique de la commande optimale et se trouve

souvent utilis¢ dans la résolution des problemes de commande optimale.

Le probleme de commande optimale est formulé comme

tf
rzz(igt](x(t),u(t), t) = f o(t,x(0), u(®))dt + P(to, x(to), tf, x(t)). (11.10)
sujet a
x(t) = f(x(®), ut), ).
x(ty) = xq.

x(tf) = Xy, avec ty est fixe ou libre x(tf) =?

Ou
x(t) € R™ Est le vecteur d’’état
u(t) € R™ Est le vecteur de commande

J(x (@), u(t),t) Est le critére a minimiser
Le vecteur d’état x(t) et le vecteur de commande u(t) sont liés par le modéle d’état
x(6) = f(x(8),u(t), t).

On définit ’équation d’Hamilton du systeme comme

H(xe,u, A t) = @(x (), u(t), t) + ATf(x(t), u(t), t). (I.11)

Le principe du minimum de Pontriaguine énonce que la trajectoire optimale minimise

I’équation d’Hamilton du systéme.
C’est-a-dire
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H*(x*,u*,A*) = min, H(x,u, 1). (1. 12)

e Equations canoniques d’ Hamilton

Le long de la trajectoire optimale, on dispose d'un certain nombre d'équations permettant
de résoudre le probleme de commande optimale. Ces €quations sont généralement établies en

utilisant le calcul des variations.

La commande optimale minimise la fonction d’Hamilton est déterminée par

H,(tx"u,2) =20 =0. (I1.13)

Cette loi de commande doit vérifier les conditions de stationnarité suivantes :

Equation d’état
Hy(t 27, w', ) = 50 = 27 () = (6,27, u). (1. 14)

Equation d’état adjointe

H, (bx"u, k) =20 = k(D). (1. 15)
Remarque I1.2
1) Les conditions d’optimalité données par le principe du minimum ne sont que

des conditions nécessaires du premier ordre. On doit souvent comparer différentes

solutions pour choisir la meilleure
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2) Pour un vecteur u*(t) dont les composantes sont singulieres, si la condition

d Hy(x*u"t g, . . ‘
4y (Xt m ) — 0 est vérifiée sur un intervalle de temps fini alors u*(t) est une solution
u

singuliere sur [to, tf] )
3) Résoudre le probléme aux deux bouts revient a résoudre les équations d’"etat et
d’’etat adjointe avec les conditions initiales et finales (méthodes numériques dans les

cas généraux : non linéaires et variant dans le temps).

4) La résolution du probléme aux deux bouts permet de résoudre I’ 'equation de

commande pour obtenir la commande optimale u*(t) en boucle ouverte.

5) On peut transformer un probléme de minimum en un probléme de maximum

en changeant le signe de I’équation d’Hamilton.
6) Le systéme de conditions de stationnarité nécessite n constantes a déterminer
ainsi, x(t,) est toujours connus, alors on a x(ty) = xo qui permet de déterminer n

constantes. Il reste a déterminer les n constantes qui restent, en utilisant I’information

dut a I’état final. Par conséquent

X est imposé : x(tf) =xy — nconstantes a déterminer

xe libre: V,Y*(x(te), tr) = V. J*(x(tr ), tr) = A*(tr) = n constantes a déterminer
£ (), ) = Ve (x () ty) = A7 (1)

I1.2.2. Programmation dynamique

La Programmation Dynamique permet d’aborder le probleme de commande optimale de

facon la plus originale. Elle repose sur le principe d’optimalité de Bellman.
I1.2.2.1. Principe de Bellman
Considérant le probleme de commande optimale suivant
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tr
rlfl(itr)l](x, u,t) = lp(x(tf), tf) + f o(x(t),u(t), t)dt. (Il.16)

sujet a
x(t) = fx(),ult),0).

Le principe de Bellman énonce que la trajectoire optimale sur [t, tf] contient la trajectoire

optimale sur [t* tf] avec comme condition t* € [to tf], x* = x(t*) Comme le montre la

figure suivante.

x(®) J ), )
t* tr

to

[
>

0 t

Figure I1.2 trajectoire optimale (principe de Bellman)
Le principe général Bellman stipule que la solution d’un probléme de commande optimale
global peut étre obtenue en décomposant le probléme en sous-problemes plus simples a

résoudre. Pour éclaircir ce principe, on procede comme suite

Divisant ’intervalle d’intégration en deux parties, et introduisons le t*
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Ex

J .0 =mn| [ p(G@u@d

t

ty

+ rlrtltifn f @((x(1),u(r), dt + lp(x(tf), tf) . (1. 17)

Si on pose
ty

J(x(t),t*) = 1rlrtl}n f @((x(r),u(r),r)dr + lp(x(tf), tf) . (I1.18)
On aura
J*(x(t),t) = mjn f @ ((x(0),u(r),dt + J*(x(t*),t*) |. (I1.19)
Tel que

t* =t+At, x(t*) =x(t) + Ax(t).
Introduisant ces termes dans 1’équation (II. 19) on obtient

J*(x(0),t) = mti*n((p((x(t), u(0), DAL + J*(x(t) + Ax(t), t + AD)). (11. 20)

Le principe de Bellman sous sa forme continue conduit a I’équation aux dérivées partielles
d’Hamilton-Jacobi-Bellman et sous sa forme discret conduit a la I’équation fonctionnelle de

Bellman (équation de récurrence).
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Chapitre 11 Méthodes de résolution d’un probléme de commande optimale

e Equation fonctionnelle de Bellman

Elle s’applique sur tout syst¢tme dynamique muni d’un critere additif, on ['utilise

principalement sur des problemes formulés en temps discret.

Soit le probléme de commande optimale formulé en temps discret suivant

{lrg{r)lj(x(k), k) = 20: @(x(k),u(k), KAt + ¥ (x(k), k). (I. 21)

Sujet &

x(k +1) = x(k) + f(x(k),u(k), k)At.

Notre objectif et de transférer le systeme de 1’état initial a I’état finale en N étapes, alors

I’équation du systéeme écrite en fonction du nombre d’étapes restantes est donnée comme suit
x(k — 1) = x(k) + f(x(k),u(k), k)At. (1. 22)
D’apres le principe de Bellman, on a

J(x(k),k) = {lrg{r)lkp(x(k),u(k),k) At + J*(x(k—1),k—1)]. (I1.23)

En simplifiant le At dans I’équation (II. 17), on obtient I’équation fonctionnelle de

Bellman suivante

J (x(k), k) = miny g [@(x(k), ulk), k) + ] (x(k — 1),k — 1)]. (11 24)
Remarque I1.3
1) Cette équation est appelée équation de récurrence de Bellman, elle peut étre

résolue de maniere analytique ou numérique.
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2) La méthode de résolution analytique est basée sur la démonstration par

récurrence, Par contre la méthode de résolution numérique est basée sur la discrétisation

de I’état du systeme en considérant un pas, puis de chercher toutes les commandes

possibles.

e Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman est une €quation résultante de la méthode de la

programmation dynamique initiée par Richard Bellman. Le principe de Bellman sous sa

forme continue conduit a I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Pour formuler I’équation HJB, on procede comme suit
J*(x(0),t) = min(p((x(t), u(t), DAL +J*(x(t) + Ax(L), t + At)).
Ut

Appliquant le théoréme de calcul des variations pour développer le terme
T (x(t) + Ax(t),t + At).

On aura

J(x(@) + Ax(t), t + At) = J*(x(),t) + VT J*(x(t),t) Ax + VT J*(x(t),t) At.

On remplace I’équation (II.26) dans I’équation (II.25) on obtient

o) (x(0),
% = —min[eCe(t), u(®), 1) + V{ J*(x(0,0) () ].

t*

Introduisant la fonction d’Hamilton définie comme suit

H(x(0),u(®),0) = [p(x(®),u@®),t) + 7 J"(x(D,0 x(D)].

(11.25)

(11.26)

(I1.27)

(11.28)
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Chapitre 11 Méthodes de résolution d’un probléme de commande optimale

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman formulée comme

aJ"(x(6). 9
ot

J () tr) = Pt ), tr)-

+ H*(x(t), V] J*(x(1),1),t)) = 0. (1. 29)

Pour calculer la loi de contréle optimale on résout 1’équation canonique d’Hamilton suivante
oH
H, (x(t),u(t),t) = Pl 0. (I1.30)

La commande optimale est donnée comme

u*(t) = F(x(t), V] J*(x(t), 1), t). (I1.31)

Le probléme revient a déterminer J*(x(t),t) solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-

Bellman.

I1.3. Exemple illustratif

Considérant le probleme de commande optimale suivant

1

rrhin](x(t), t) = f(x{L + u?)dt+ xT(1)x(1).

0

sujet a
X; = X,
X, =—2x;—3x, +Uu.
x(0) = [1,2].

Pour déterminer la commande optimale, on doit €crire I’équation d” Hamilton-Jacobi-

Bellman correspondante au probléme de commande optimale.
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H(x(0),u(0),0) = o(x(®),u(®),t) + 7 J*(x(0), ) x(1)).

Tel que

aJ* (x(0),v) aJ"(x(v),t
7 x(o,0 = [0 D)
On obtient

IR oD LR On (0
H(x(e).u(e),8) = 0“1”“[ 0x, o “—2x2<t>—3x2(t>+u(t>
Ona

STEOY e, 77 1 0,0,

Pour calculer H* il faut d’abord calculer u* et pour cela on va résoudre 1’équation V,H = 0.

Ce qui donne

o= - LEOY i

On remplace u*(t) dans I’équation d’Hamilton, on aura
H* = H(x(t), u*(t),1t).

Donc I’équation d’HJB générale s’écrit comme

L@y, 1 [W*(x(t),t) ERACICNN

ot "7 ox, ax, 20
+ LD 2200 - 33,01
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J(x(D), 1) = xT(Dx(D).

Une fois la solution de cette €quation aux dérivées partielles J*(x(t), t) est obtenue, on
remplace dans I’expression de la commande (II. 32) pour déterminer la commande optimale.
Mais cette équation aux dérivées partielles est difficile a résoudre analytiquement. L’objectif
de ce mémoire est d’utiliser une méthode itérative permettant de déterminer la solution

approximative analytique.

I1.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principales méthodes de résolution des

problémes de commande optimale-.

L’accent a été¢ mis sur la programmation dynamique en particulier I’équation Hamilton-
Jacobi-Bellman. On a vue que la résolution de cette équation aux dérivées partielles est trés

difficile a déterminer analytiquement et méme numérique.

Dans le chapitre suivant, on présente la méthode des itérations variationnelles permettant de
résoudre itérativement une €quation aux dérivées partielles. L’avantage de cette méthode est
la détermination d’une solution approximée analytique. Cette méthode sera exploitée par la

suite pour la résolution de I’équation Hamilton-Jacobi-Bellman.
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode
d’itérations variationnelles

II1.1. Introduction

La méthode d’itération variationnelle a recu beaucoup d’attention en mathématique
appliquée, elle a était développée par le mathématicien chinois Ji-Huan He en 1999 puis des
améliorations ont été proposées. Cette méthode est largement utilisée par beaucoup de
chercheurs pour I’étude des équations diftérentielles ordinaires et partielles linéaires et non
lindaires. La méthode permet de déterminer la solution approximative d’un systeme

d’équations différentielles linéaires et non linéaires, homogenes ou non homogenes.

La méthode converge rapidement et donne des approximations successives de la solution
qui convergent vers la solution exacte, si cette derniere existe, autrement une solution
analytique approximative ou numérique peut étre toujours obtenue avec la précision

souhaitée.

Le but de ce chapitre est de présenter la méthode des itérations variationnelle et
I’utilisation de cette derniere pour la résolution des équations différentielles ordinaires et

partielles.

II1.2. Equations différentielles ordinaires (EDOs)
I1.2.1. Définition

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation

entre une fonction inconnue (solution recherchée) y(t) et ses derivees y',y", ... ... ,y
donnée par
Fit,y,y", ..y™)=0. (111 1)

Ou F n’est pas indépendant de sa derniére variable y™ . On prendra t dans un intervalle I de

R (I peut étre R tout entier).

La résolution de cette équation permet de déterminer la fonction continue y(7) qui vérifie

I’équation différentielle ordinaire.
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I11.2.2. Ordre d’une équation différentielle ordinaire

L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de différentiation

auquel une des fonctions inconnues a été soumise.

A titre d’exemple, I’équation différentielle suivante

y +y =1
Yy +y —y=0.

Sont respectivement des EDOs du deuxiéme et du troisieme ordre.

I1.2.3. Classification des équations différentielles ordinaires

Les EDOs sont classées comme linéaire et non linéaire, ainsi on peut aussi les classer selon

I’homogénéité (homogene ou non homogene).

I11.2.3.1. Equation différentielle ordinaire linéaire et non linéaire

Une équation différentielle de type (IIL.1) d’ordre n est dite lin€aire si elle est de la forme
@ (Y™ () + a1 (DY 1Dy () + oo +a1(OY'(0) + a0 (DY () = g(O. (1. 2)
Avec tous les ¥ de degré 1 et tous les coefficients dépendent que de t.

Cependant, si I’'une de ces conditions n'est pas satisfaite, I'équation est non linéaire.

I11.2.3.2. Equation différentielle ordinaire homogéne et non homogéne

Une équation différentielle ordinaire est dite homogene si chaque terme de 1’équation
dépend de la variable dépendante y (fonction inconnue) ou 'une de ces dérivées si non elle

est dite non homogene.
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IL.3. Equations différentielles partielles (EDPs)
I1L.3.1. Définition

L’équation différentielle partielle est une équation qui contient une variable dépendante
(fonction inconnue) et ces dérivées partielles. Cette variable dépendante y dépend de

plusieurs variables indépendantes (x, z, t, ... etc).
Et s’écrit

y(x, t,..). (111. 3)

I11.3.2. Ordre d’une équation différentielle partielle

L’ordre d’une équation différentielle partielle est le degré de la plus grande dérivée qui
apparait dans I’équation.
Considérons les deux exemples suivant
Uy — Uyy = —X + UL

Upyx — Uyy =Y + X.

Qui sont d’ordres 2 et 3 respectivement.

I1.3.3. Classification des équations différentielles partielles

En générale les équations diftérentielles partielles sont classées selon la linéarité et

I’homogénéité.

I11.3.3.1. Equation différentielle partielle linéaire et non linéaire

Une équation différentielle partielle est dite linéaire si et seulement si elle satisfait les deux

conditions suivantes
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e La puissance de la variable dépendante (fonction inconnue) et chaque dérivée
contenue dans 1’équation est d’ordre 1.
o Les coefficients de la variable dépendante et les coefficients de chaque dérivée sont

constantes ou en fonction des variables indépendantes.

Cependant, si I’'une de ces conditions n'est pas satisfaite, I'équation est non linéaire.

I11.3.3.2. Equation différentielle partielle homogéne et non homogéne

Pour qu’une équation différentielle partielle soit homogene, ces termes doivent dépendre
uniquement de la variable dépendante ou I’'une de ces dérivées partielles. En revanche si cette

condition n’est pas vérifiée elle est dite non homogéne.

Remarque III.1

On pourra utiliser x de temps en temps au lieu de t, i.e. y(t) ou y(x).

II1.4. Méthode d’itérations variationnelles (VIM)

Dans cette partie, on présente les différentes étapes a suivre pour illustrer les concepts de

base de la méthode de VIM.
Considérons 1’équation différentielle suivante
L(y) + N(y) = g(b). (111 4)

Ou L est I'operateur linéaire, N est I’operateur non linéaire et g(t) est le terme non

homogene.

Pour déterminer la solution de cette équation par la méthode VIM, on introduit une

fonctionnelle de correction de 1’équation (III. 4) donnée comme suit
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Vns1(0) = yp () + f A(0) {L(y, (D) + N3, (7)) —g(2)} dx. (1IL. 5)

Ou A est le multiplicateur de Lagrange, qui peut étre identifié de maniere optimale par la
théorie de calcul des variations. La variable y, représente la wvariation restreinte, ¢’ est-a-dire

59, = 0.

C’est évident maintenant que les étapes principales de la méthode de VIM demandent en
premier lieu la détermination du multiplicateur de Lagrange qui sera identifi¢ d’'une fagon

optimale.

L’intégration par partie est habituellement utilisée pour la détermination du multiplicateur

de Lagrange. Dans le cas d’une équation de premier et de second ordre, I’intégration donne

| 1@y, @adr = 2@0m@ - [ F@n@dr
(111 6)

f Ay (Ddt = 2Dy (1) — X (DY) + f 2y .

Les approximations successives y,.1(t),n =0 de la solution y,(t) seront aisément
obtenues en utilisant la fonctionnelle de correction en considérant un estimé de départ pour la
solution y,(t). L’approximation initiale doit étre choisie d’une maniére a satisfaire les
conditions initiales et les conditions aux limites. Donc la formule itérative (IIl.5) donnera
plusieurs approximations, et par conséquent la solution exacte y, si cette derniere existe est

donnée comme
y = lim y,. (. 7)
n—ooco

La méthode d’itération variationnelle est souvent utilisée en mathématique appliquée,
notamment pour la résolution des équations différentielles ordinaires (EDOs) et les équations

aux dérivées partielles (EDPs).

I11.4.1. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour la résolution des

équations différentielles
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I11.4.1.1. Résolution des Equations différentielles ordinaires par la méthode d’itérations

variationnelles
On considére I’équation différentielle générale ordinaire suivante

Ly(t) + Ny(t) = g(®). (111 8)
Ou : L est I’operateur linéaire, N est I’operateur non linéaire et g(t) le terme non homogene.

VIM présente une correction utilitaire de I’équation (III. 8) de forme

t

Yasr () = ya(©) + f ALy + Ny(1) — g0} dr. (1L.9)

0
Avec A est le multiplicateur de Lagrange général.

Pour identifier le multiplicateur de Lagrange, on utilise la théorie de calcul des variations.

Ainsi, la variation de (II1.9) est

t

8Yn41(t) = 8y, () + 6 f ALy, (1) + NF, (1) — g(D)} dr. (111.10)

0

Pour identifier le multiplicateur de Lagrange A facilement le terme non linéaire ¥, est

considéré comme une variation restreinte, i.e.6y, = 0, d’ou I’équation (III. 10) devient

t

8Yme1(t) = Byn(D) + 6 f ADLyn (@ — gD} dr. (I 11)

0

Les itérations sont exécutées jusqu'a ce qu’on atteint la convergence

Vn1(8) =y, (1).

Ce qui implique
8Yn41(8) = Ynp1(t) =y () = 0. (111. 12)

Cette extréme condition sur §y,,,(t) exige que
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t

8Yme1(t) = Byn(D) + 6 f A Lyn (D) — g} de = 0.

0

(1. 13)

En général le multiplicateur de Lagrange peut étre aisément identifié en utilisant les

conditions stationnaires de I’équation précédente et cela aprés 1’intégration par partie.

Apres la détermination du multiplicateur de Lagrange, on choisit une fonction sélective

vo(t) qu’on remplace dans la fonctionnelle (III.9) pour pouvoir calculer par la suite les

itérations successive y,,41(t), n > 0.

L’équation (III. 7) permet d’obtenir la solution exacte y(t).

111.4.1.2. Exemples illustratifs
Exemple I11.1

Soit I'EDO du second ordre linéaire non homogéne suivante

i !

y' t+y =x.

y(0) = 1.

Solution

La fonctionnelle de correction de I'’équation différentielle ordinaire est

Va1 (X)) = yp(x) + f A" (D) +5§' (1) — 1}z,

0

Pour le calcul de A(t) on pose ¥ comme variable restreinte, avec §% = 0

opa - .
L’extréme condition sur y, ., exige

OYniaG) = 69,00 +8 [ A@E" (0 ~ T)dr =0,

0
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L’intégration par partie de I'’équation précédente donne

V() = 63,00 + A@SY', (D — ¥ @@, +8 [ G0 =A@ d.

Ce qui conduit aux conditions de stationnarités suivantes

1 =2 (0)|;=x = 0.
A= = 0.
A" (D) ]r=x = 0.
Apres la résolution de ces conditions, on aura

Al =1 —x.

Introduisant la valeur de A(7) dans la fonctionnelle de correction, on obtient la

formule itérative

Vi1 (X)) = v (x) + f (t— x)(y”n(r) + y’n(r) —T7)dT.

On prend comme estimé de départ

Yo(x) = y(0) = 1.

Cette sélection nous permet d’obtenir les approximations consécutives suivantes

Yo (x) =1L

) 1
yi(x) =1 +f - +y,/ @) —-1)dr=1 +€x3'

¥ 1
720 =3+ [ (=004 @ + 3@ —T)dr =1 +50°

¥ 1
7200 =3 + [ (= 002" @ + @) e = 14720
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode

d’itérations variationnelles

1200 = Yua @)+ [ (€= D@+ yua’ @ = )dE = 1+ 5

La solution est

y(x) = y,(x).

Exemple 111.2

Soit ’EDO du premier ordre non linéaire suivante
y+y'=1
y(0) = 0.

Solution

La fonctionnelle de correction de I’équation différentielle est

Va1 (X)) = yp(x) + f A’ (D) + 72 (1) — 1)dx.

0

Ou ¥ est une variable restreinte avec §y = 0.

= v () = @) + [ DG, () - D

0

La condition de stationnarité de y,,,; exige

V@) = 63,00 + [ 8@, () - e =0,
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode
d’itérations variationnelles

Apres I'intégration par partie, on obtient les conditions de stationnarités suivantes

{1 + A(t) = 0.
A'(r) =0.

La résolution de ces conditions donne

A(r) = —
En Introduisant la valeur de A(7) dans la fonctionnelle de correction, on obtient la formule
itérative

Va1 (%) = yp () — f ' +y? —1)dr=0.
0

En prenant comme solution de départ la condition initiale
Yo(x) =y(0) = 0.

Les approximations consécutives de la solution sont obtenues comme suit

yi(x) =0— f (Vo' (T) + V,2(1) — 1)dt = x.

x 1
7,00 =x= [ 0@ +92@ ~1)dr = - 32

() = 13fx,+2 RN SPU S
y3(x) =x —=x O(Vz(f) Y2 (0) = 1)dv = x — ox® + 75 x° — 2 x’.

1 2

7)== 30 =g = o’ = [ 000 3220 - e

1,2 o 17 .
=x -’ et o

1 2 17 62
A a3 = 5 7 9
V(X)) =2 = 3x° +72x° —ogex’ dogaeat +
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode
d’itérations variationnelles

Par conséquent la solution exacte est

y(x) = lim y,(x) = tanh x.
n—-oco

II1.4.2.1. Résolution des Equations aux dérivées partielles par la méthode d’itérations

variationnelles
On considére I’équation différentielle aux dérivées partielles suivante
L,y(x,t) + Lyy(x,t) + Ny(x, t) = g(x, t). (111.14)

Ou L,y(x,t) est I'operateur linéaire des dérivées partielles par rapport a x, L.y(x,t) est
I’operateur linéaire des dérivées partielles par rapport a t, N est I’operateur non linéaire et

g(x, t) le terme non homogene.
Pour simplifier les calculs, on peut procéder de deux maniéres différentes

e Sion travaille dans la direction des t, la fonctionnelle de correction de la forme

t

Va1 (%) = yp () + f A(D) {LJ(x, ) + Ley(x, 1) + NY(x, 7) —g(x, 7) } d7. (1. 15)

0

On prend la variation des deux cotés de 1’équation (III. 15) par rapport a la variable y, on

obtient

t

8Yn+1(x) = 6y, (x) +6 f/l(T) {L.y(x,0) + Ley(x, ©) + Ny(x,7) —g(x,7) }dz. (111 16)

0

Ou j est une variable restreinte avec 6y = 0.

t

Y1 (X) = Byn(x) +8 f A@ {Ley(x,D) —g(x, D) Y d. (1L 17)

0

e Sion travaille dans la direction des x, fonctionnelle de correction est
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X

Va1 (%) = yp () + f A(D) {Ley(T,t) + Loy (T, 1) + Ny(7,0) —g (g, t) } dr. (111.18)

0

On prend la variation des deux co6tés de I’équation (III. 18) par rapport a la variable y, on

obtiendra

X

8Yn+1(x) = 6y, (x) +6 f A {Lyy(r,0) + Ly(r, 1) + N¥(7, 1) —g(z,t) ydr. (1. 19)

0

Ou ¥ est une variable restreinte avec 6y = 0.

X

Y1 (X) = Byn(x) +8 f A {Loy(@ D) —g(n, D) Y dr. (11l 20)

0

En général le multiplicateur de Lagrange peut étre ais€ément identifi¢ en utilisant les

conditions stationnaires de la fonctionnelle de correction et cela apres 1’intégration par partie

Remarque 1112

Le choix de la direction de travail est effectué d’une maniere a ce que le calcul soit rapide
et simple (Si I’operateur L,y (x, t) présente I’ordre de la dérivée la plus faible par rapport a
I’operateur L, y(x,t) dans I’équation (II1.13), donc on considére la direction de t et vice-

versa.

111.4.2.2. Exemples illustratifs

Exemple I11.3

Considérons I’EDP du premier ordre non linéaire suivante
us +uu, = 0.
u(x,0) =x

t>0.

2
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode
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Avec
u= u(x, t )
Solution

On considere la direction de t, la fonctionnelle de correction de cette équation s’écrit

comme suit

Uy (5,0 = un () + f A

0

<6un(x 7) N oii, (x, T)) i
ot

i, (x,7) e

Ou i, est une variation restreinte avec &ii,, = 0.

La stationnarité de la fonctionnelle impose d’avoir la variation de u,,; nulle, c’est-a-dire

Sy (x,t) =0.

Sty (x,t) = Su,(x,t) + 6 f A(T) (M) dt = 0.

0

Apres I'intégration par partie, on aura les conditions de stationnarité
1+A(z=¢t)=0.
Alz=t)=0.
Ce qui conduit a
A=-1

Substituant la valeur du multiplicateur de Lagrange A = —1 dans la fonctionnelle donne la

formule itérative suivante

t
ou,(x,t ou,(x, T
Upse1 (0, t) = u, (x, t) — f (%+ u, (x, 1) %) dt , n=20.

0

Choisissant I’approximation initiale
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Résolution des équations différentielles par la méthode
d’itérations variationnelles

u,(x,t) = u(x,0) = x.

On aura les approximations suivantes

u,(x,t) = x.

u,(x,t) = x — xt.

1
u,(x,t) = x — xt + xt? —§xt3.

us(x,t) = x —xt + xt? —xt3 +

2
—xt?
3x +

U, (6, 8) = x(1—t +t2 — 3 + t* +---).

On remarque que I’expression de u,, (x, t) est un développement de Taylor de la fonction.

X
u(x,t) = 1—+t ,|t| < 1.

Donc la solution exacte est

x
u(x,t) = limu,(x,t) = 11t
n—oo

Exemple 111.4
Soit ’EDP linéaire suivante
Upy — Uyy = —X + UL

u(0,y) = sin(y).

u,(0,y) = 1.

Lt < 1.
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode
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Avec
u =ulx,y).
Solution

Dans la direction de x, la fonctionnelle de correction s’écrit comme suit

U (5,9) = un(y) + f A

0

(62 u(ty) 0%, (ny)

377 — i, (T, y) +T>dr

Ou 1, est une variation restreinte avec 8, = O.
Le calcul de variation de cette derniére donne

Sty (x,y) = du,(x,y) + 6[/1( )(m T ) dt = 0.

0

Apres I'intégration par partie, on aura les conditions de stationnarités
1-A(t=x)=0.

AMlt=x)=0.

A'(t=x)=0.

La résolution de cet ensemble d’équations donne

A=1—x.

Substituant la valeur du multiplicateur de Lagrange A = 7 — x dans la fonctionnelle donne

la formule itérative suivante

0° 92 :
n+1(x _’y) n(x y) + f(T _ x)( n(T Y) un(T y)

6y2 —u,(t,y)+1 ) dt

On consideére la condition initiale uy(x, y) = x + sin(y) comme solution de départ. Par

conséquent les calculs conduisent aux résultats suivants
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Chapitre 111 Résolution des équations différentielles par la méthode
d’itérations variationnelles

uy(x,y) = x + sin(y).
uy(x,y) = x + sin(y).

u,(x,y) = x + sin(y).

u,(x,y) = x + sin(y).

La solution exacte est obtenue comme

u(x,y) = 7{1_{210 u, (x) =x + sin(y).

IIL.5. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté¢ des généralités des équations différentielles ordinaires
(EDOs) et partielles (EDPs), en suit nous avons exposé le principe de la méthode des
itérations variationnelles utilisée pour la résolution de ces €quations en utilisant un formule

itérative.

Le principe de cette méthode de résolution consiste a écrire une formule itérative, appelée
fonctionnelle de correction, qui permet de calculer des solutions approximatives de la solution
de I’équation différentielle. Cette méthode introduit un multiplicateur de Lagrange qui doit

étre identifié en écrivant les conditions de stationnarité de la fonctionnelle.

La méthode des itérations variationnelles a été illustrée par quelques exemples
d’application. Dans le chapitre suivant, cette méthode sera adoptée pour la recherche de la
solution d’un probleme de commande optimale en I'utilisant pour la résolution de I’équation

aux dérivées partielle d’Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B).
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

IV.1. Introduction

Deux grands principes permettent de traiter les problemes de commande optimale a savoir
le principe du minimum de Pontriaguine et le principe de Bellman. Ce dernier conduit a
I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman qui est une équation aux  dérivées partielles

hyperbolique non linéaire du premier ordre.

En général, cette équation n’admet pas de solution analytique, donc trouver une solution

approximative constitue une alternative intéressante.

Dans ce chapitre, on propose d’utiliser la méthode de VIM pour la résolution des
problemes de controle optimale en 1’adoptant pour la résolution de I’équation différentielle
d’Hamilton-Jacobi-Bellman. La résolution de cette équation permet de déduire la commande
optimale. L’efficacité et la convergence de cette méthode seront illustrées par quelques

exemples d’applications.

IV.2. Equation d’Hamilton Jacobi Bellman

Soit le probléme de commande optimal suivant

mlil?t)](x, u,t) = lp(x(tf), tf) + f f(p(x(t),u(t), t) dt.
Sujet a (Iv.1)

x(t) = f(x(0),u(t),0)

On pose

Vix,t) = rlrtl(itr)l J(x,u,t) =J(x,u"t)
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Les différentes étapes a suivre pour la formulation de 1’équation d’Hamilton-Jacobi-

Bellman ont été présentées au chapitre I1.

Ainsi, en utilisant le principe de Bellman on a démontré que [’équation générale

d’Hamilton-Jacobi-Bellman

oV (x(t),t) . B
T+H(x,u ,Vx,t) =0. (IVZ)
V(x(tr) tr) = P lx(tr) tr)-
Avec
H(x,u*V,,t) = mtifn[cp(x(t), u(t),t) + 7V, ) f(x(t), u(t),)]. (Iv.3)
V(x(tf), tf) = ‘P(x(tf), tf). Est la condition a la limite.

L’équation (IV. 2) est une condition suffisante pour optimiser le critére de performance.
En général, il est impossible de résoudre cette équation analytiquement, et c’est pour cette

raison qu’on propose d’adopter la méthode VIM pour avoir une solution approximative.

IV.3. Résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman par la méthode d’itérations

variationnelles

Pour illustrer les différentes étapes a suivre pour la résolution de I’équation HIB, on

procede comme suit

Considérant 1’équation diftérentielle générale d’Hamilton-Jacobi-Bellman suivante

ov. oV

7 3 f(©,u(0), 1) + 9(x(8), u(t), 1) = 0. (Iv.4)

Qui est une EDP non linéaire hyperbolique du premier ordre.
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Appliquons la méthode de VIM pour I’équation (IV.4), on aura la fonctionnelle de correction

suivante

Vn+1(x1 t) = Vn(xl t)

tr

t

Ou A est le multiplicateur de Lagrange.

+[ 1 )(‘W w08 TROD e u(m), o) + e, u®), r>)

(Iv.5)

Pour le calcul du multiplicateur de Lagrange, on prend la variation des deux cotes de

I’équation (IV. 5) par rapport a V,(x, t), on aura

Vpsr1(x,t) = 8V, (x,t)

vs [ fM)(aV(" a2 a”x 50 ), u(),7) + e, u(®), r)) r (V.6)

1, est la variable restreinte avec 8V, = 0 et ¢ = 0, ce qui donne

fﬂ()(@V(xr)) .

En intégrant par partie I’équation (IV.7)

Vpsr1 (x, t) = SV, (x,t) + 6f

t

tr

SVppr (2, 8) = 8V, (x,0) + 8 ([ADV, (x, D] ) — f A (DY, (x, T)dr.

t
Et comme 61/;1(x,r = tf) = (0, on aura

ty
SVpp1(x, t) = (1 — AV, (x, t) — f A'(0)oV,(x, T)dT.

t

(Iv.7)

(1v.8)

(1v.9)

La stationnarité¢ de V,,,(x,t) exigent que &6V,,; =0, ce qui donne les conditions de

stationnarité suivante
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la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

{1 —A(t) =0.
—-A(t) =0.

Ce qui donne
At) =1

Introduisant cette valeur de A(t) dans I'équation (IV.5)

mﬂmw=m@w+f

t

oV, (x,t) 0V,(x,t)
+
ot dx

fG@),u(),7) + CP(x(T),u(T),T)> dr.

(IV.10)
On peut prendre l'approximation initiale comme
Vo = Volx, t) = ®(x(tr). tr).

Les approximations consécutives V,,.,(x,t), n = 0de la solution V(x,t) seront obtenues

par la formule itérative suivante

Vs (2, 1) = W (x, t) + A (V). (VI.11)
Ou
oV (x,t) OV, (x,t
A(V) = f ( a5 + A )f(x(r),u(r),r) + @(x(r),u(r),r)> dr.
; ot ox
Et on définit les termes p, k = 0,1,2, ....., comme
to = Vo.

= AVp).

tesr =AWV +V; + -+ 1),
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

La méthode de VIM donne une solution approximative qui peut converger vers la solution
exacte si elle existe. Souvent, on atteint cette solution apres plusieurs itérations surtout dans le
cas des équations linéaire. Donc la solution exacte est donnée comme la limite des

approximations consécutives résultantes.

En effet, la solution est donnée par

V(x0) = lim V(5. 0) = Z 1 (%, 0).
k=0

L’équation du contrdle optimal est donnée comme

w(t) = F(x(0), VI V(x, ). (IV.12)

IV.4. Algorithme de résolution d’un probléme de commande optimale par la méthode

d’itérations variationnelles

L’algorithme ci-dessous récapitule les étapes a suivre pour résoudre un probleme de
commande optimale par la méthode VIM utilisée en passant par la résolution de 1’équation
de HJB.

Comme on ne peut pas appliquer la méthode de VIM directement pour le probleme de

commande optimale, donc on doit transformer 1’équation (IV. 1) sous forme d’une équation

d’HJB.

Début : Choix d’une tolérance € > 0, et de ’estimé de départ Vy(x, t) .

Etape 1 : Minimiser 1’équation d’Hamilton H(x, u, V,, t) pour tirer la loi de contréle optimale

E

u.

Etape 2: Tirer I’équation d’HJB correspondante au probléeme de commande optimale

caractérisé par 1’équation (IV. 1).
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la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Etape 3 : En choisissant une fonction Vy(x,t). on résout I’équation non linéaire (IV.2) en
utilisant la méthode de VIM a fin d’obtenir I’expression de V,(x,t), substituant cette

expression dans (IV. 12) pour avoir la loi du contrdle optimal.

Etape 4 : Remplagant la valeur de u* trouvée a I’Etape 3 dans I’équation (IV.1) en tenant
compte de la condition initiale x(t,) = x, pour déterminer la trajectoire optimale x*(t) et

calculer la valeur de J,,.

Etape 5 :si |J, — J._1| < € alors ] = J,, , sinon aller a I’Etape 4.
Fin : La valeur optimale du critere J.

IV.S. Exemples d’applications

Pour illustrer I'utilisation de la méthode VIM pour la résolution d’un probléme de
commande optimale, on présente dans cette section quelques exemples illustratifs. Pour les
exemples ayant une solution analytique, on utilise d’abord la méthode du principe du
minimum pour déterminer la solution exacte puis de comparer le résultat avec celui trouvé

avec la méthode VIM.

Exemple IV.1

Soit le probléme de commande optimale suivant

; — 1 ! 2 2
mllt?t)](x(t), t) = Ej;) (u*(t) +x<(t)) dt.

Sujet a
x(t) = —x(t) + u(t).
0<t<0, x(0) = 1.
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la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

e Principe du minimum de Pontriaguine

On définit ’Hamiltonien comme suit

H(x,u,A,t) = o(x(t), u(t), t) + A fx(t), ult),t).

Tel que

oGO, u(D),0) = 3 (2D + 2(D),

f(@),u(t),t) = x(t) = —x(t) + u(t).

En remplagant la valeur de ¢ et de f dans I’équation d’Hamilton, on aura
1
H(x,u,\t) = 5 [u?(t) + x2(t)] + A[—x(t) + u(t)].
La commande optimale minimise H, ¢’est-a-dire

H (x,u,A,t) =— = 0.
u ou

Z—IZ =u(t) + A(t) = 0.

u*(t) = —A(t). (IV.13)

En remplagant I’équation de la commande optimale u*(t) dans I’équation d’Hamilton, on

aura
1 1
H*(x,A,t) = —E/lz(t) + Exz(t) — A(t) x(t).

Equation d’état
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

oH”
H (x,A4,t) =x(t) = 7
x(t) +x(t) +A(t) = 0. (V. 14)

Equation d’état adjointe

. oH*
H  (x,A,t) = At) = ~x

MO =AM +x(®) =0 (IV.15)
De (IV. 14)et(1V.15), on déduit

#(t) — 2 x(t) = 0. (IV. 16)
La solution de I’équation (IV. 16) est de forme

x(t) = C,eV2t + CreV2,
x(O)Il ﬁCz :1_C1.

Ce qui donne
x(t) = CeVZ + (1 — eV,
De (IV. 14), il vient

MO = —[x(0) + x(D].
A = —C(1+V2)eV? + (1 - C)(V2 — 1)e™V,

Pour calculer la constante C;, on utilise la condition terminale de A, on a
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour

la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

oW (x(t), t)) B
ST o =o.

Ce qui donne

- 2V2 -3
YT ez 422 -3

La solution analytique du probleme est

x(t) = CeVZ + (1 — eV,
D’apreés (IV.13), on déduit

uw () = C,(1+V2)eV? — (1 - (V2 — 1)e™V2t,
La valeur du critére est

22

J = (14 VD = 1)e? + (V2 - 1)(e27 = (1 - 6,)?),

e Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

On définit I’équation d’HJB comme

oV (x(0),t
% =— H*(x,u*,t,V,).

Avec

H(x (0, u(0), t V) = o(x(0), u(®), ©) + V{ V(x(0, Dx(1).

Et
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la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

VIv(x(t),t) = w.
Ce qui donne
Hx (@), u(D),t) = [ u?(0) +x%(0)] + m(— () + u(t)).

Pour calculer la commande optimaleu™, on résout I’équation

7H = 0.
oV (x(0), D)
0x '

E

La solution du probléme est liée directement a la résolution de 1’équation aux dérivées

partielles de HIB suivante

oV (x(1),t) oV(x(v),t) 1 <6V(x(t) t))

— 2 j—
at O e e () =0.

Avec la condition a la limite V(x(1),1) = 0.

L’application de la méthode de VIM pour cette équation HIB donne

Vn+1(x: t) = Vn_(x, t)

j‘ A0 ov, (ic ,T) () oV, (x, 1) 1<6V 7 (x, T)) +—x2(r)]

Ox 2 Ox 2

On a A(t) = 1 déja calculé dans le cas général.

En considérant la condition initiale Vy(x,t) = 0, on aura la formule itérative

L ov,(x,T) oV, (x,t) 1[0V,(x,T)
T S,

Va1 (x, ) =V, (x, 1) +f [T—x(f) ax 2 dx

t
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Et les calculs donnent

Vi(x,t) = —%(t — 1)x2.

1
Vy(x,t) = g(t3 —6t% + 6t — 1)x2.

1

Vs t) = 5

(t” — 1)—1(t6 - 1) +E(t5 - 1) —E(t4 — 1)+z(t3 - 1) +z(t2
9 15 18 9 3

7
~1) ~5(t— D2

Ainsi, apres 7 itérations, on retrouve une solution convergeant vers la solution exacte. Les

résultats de calcul obtenus sont résumeées dans le tableau suivant.

Numéro d’itération Valeur du critére J,, w1 — Jul

0 Jo=0 /1 —Jo| = 0.2184
1 J, = 02184 I/, —J1] = 0.0056
2 J, = 0.2240 s — /o] = 0.0233
3 Js = 0.2007 s — Ja] = 0.0052
4 J, = 0.1955 s — Ja] = 0.0022
5 Js = 0.1933 e — J<| = 0.0003
6 Je = 0.1930 J, — Jo| = 0.0001
7 J7 = 0.1929 Jg —J;1 =0

Tableau IV.1: Tableau récapitulatif désignant 1I’évolution du critére de performance.
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.
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0 0.2 04 0.6 0.8 1 0.2 04 06 0.8 1
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Figure IV.1 : Comparaison entre la solution approximée trouvée par la méthode de VIM et la

solution exacte trouvée analytiquement.

La figure IV.1 démontre que la solution approximée obtenue par la méthode de VIM a
7™ itération coincide avec la solution analytique trouvée en utilisant la méthode du principe

du minimum.

Comme la méthode de VIM converge apres 7 itérations, I’expression de la commande sera

donnée par :

E

oV, (x,t)
ox

Exemple V1.2

Soit le probléme de commande optimale suivant

muin](x(t), t) = %f u?(t)dt + x2(1).
Sujet a
x(t) = x(t) + u(t).
x(0) = 1.
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

e Principe du minimum de Pontriaguine

La fonction d’Hamilton est donnée comme suit
H(x,u,A,t) = o(x(t),ut), t) + A@) f(x(t), u(t), ).
Ou
OGO, u(D),6) = 3u(D),

fe@),u®), v = %) = x(t) + u(®).

En remplagant la valeur de ¢ et de f dans 1’équation d’Hamilton, on aura

H(x,u, A t) = %uz(t) + A(®) [x(t) + u(®)].

L’expression de la commande est

H (x,u,\,t) =— = 0.
u ou

oM _ u(t) + A(t) = 0.
ou
u*(t) = —A(t).

On remplace I’expression de la commande optimale u*(t) dans I’Hamiltonien, on aura

H*(x,A,t) = —%Az(t) + A(t) x(t).

L’équation d’état adjointe

oH~

H*x(x,/l, t) = ﬂ(t) = _W.

A +A1t)=0. (IV.17)
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

La solution de I’équation (IV.17) est

A(t) = ke,

L’équation d’état
Ona
OH"

H*,l(x,/l, t) = X(t) = W

Ce qui donne

x(t)—x(t)+ A(t) =0.

La solution homogeéne de cette équation est x(t) = Ce®

On remplace dans (IV. 18)

Cet +ket=0.

. k k
C=—-ke™?=>(C= Ee‘Zt +m=x(t) = 3 e~t + met.

On ax(0) = 1, ce qui donne

—+m=1.

La condition a la limite donne

A1) =2x(1) > ke ™' + 2me! = ke 1.

de (IV.20) = m = 0.
de (IV.19) = k = 2.

La solution analytique du probleme est

(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

x(t) =e b .
A(t) = 2e7C.
u(t) = —2e7t.
J=1.

o Méthode d’itérations variationnelles

On définit I’équation d’HJB comme

oV (x(0),t
% =— H*(x,u*,t,V,).

Tel que

H(x(0),u(0,t 1) = o(x(0),u(®), 1) + %V (x(0), D2 (0).
Et

AV (x(t),0)

VIv(x(v,b0) = p

Ce qui donne

oV (x(t),t)

H(x(t), u(t),1) = éuz(t) T ox

[x(t) +u(®)].

Pour calculer u”, il faut résoudre I’équation V,,H = 0

oV (x(1),t)
B 0x '

E

(IV.21)

La solution du probléme est liée directement a la résolution de 1’équation HJB correspondante

au probleme donné comme suit

oV (x(1),t) o

& ©® oV (x(v),t) 1 <6V(x(t),t)> —0

Ox 2 Ox
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

La condition a la limite est V (x(1), 1) = x2(1).

L’application de la méthode de VIM donne

De méme A(7) = 1.

On sélectionne V,(x, t) = x° comme condition initiale, on aura la formule itérative

1

Le processus d’itération donne

V(x,t) = x°.
Vo(x, t) = x°.
Vi(x, t) = x°.
V,(x,t) = x°.

On déduit que la solution exacte est donnée comme suit
V(x,t) = lim V,(x,t) = x°.
n—co

D’aprés I’expression de la loi de commande optimale (IV.21) , on déduit la loi de commande

optimale suivante
u*(t) = —2x(t)

Qui est un retour d’état.
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Chapitre IV. Application de la méthode d’itérations variationnelles pour
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

IV.6. Conclusion

Le but de ce chapitre est de présenter une approche pour concevoir une commande
optimale pour un systéme dynamique optimisant un critere de performance. L’étape
principale consiste déterminer I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman correspondante au
probleme de commande optimale, puis pour déterminer la solution de cette équation aux

dérivées partielles, on utilise la méthode VIM.

L’utilisation de la méthode VIM permet de déterminer en utilisant une formule itérative
une solution approximative de 1’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman ce qui permet de

déterminer la commande optimale.
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Conclusion Générale

Le travail réalisé dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la commande optimale des

systémes dynamiques en présence de contraintes terminales.

L’objectif de ce travail est de synthétiser une loi de controle optimale en utilisant la
I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Comme cette €équation est fortement non linéaire et
difficile a résoudre analytiquement, on fait appel a une méthode itérative couramment utilisé
qui est la méthode d’itération variationnelle, cette méthode permet d’avoir une solution

approximée qui converge vers la solution exacte de I’équation d’Hamilton -Jacobi-Bellman.

Au premier lieu, nous avons introduit et illustré les divers concepts de base relatifs a un
probleme de controle optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique. En second
lieu des différentes méthodes de résolution d’un probléeme de commande optimale ont été
présentées a savoir le principe d’Hamilton -Pontriaguine (principe du minimum) et le
principe d’Hamilton -Jacobi-Bellman (programmation dynamique). En suite, nous avons
présentés quelques généralités des équations différentielles puis nous avons exposé le
principe de la méthode des itérations variationnelles utilisée pour la résolution de ces
équations en utilisant une formule itérative. A la fin, la méthode d’itération variationnelle a
été appliquée pour résoudre 1I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman pour I’obtention de la loi
de commande optimale. Cette approche a €té appliquée avec succes sur les deux applications

présentés dans le quatriéme chapitre.

Les résultats obtenus apres application de cette approche démontrent la rapidité de
convergence et la comparaison des résultats avec la méthode du principe du minimum a
démontré la justesse de cette derniere. En effet celle—ci a permis de confirmer les résultats
obtenu analytiquement, aussi les résultats révele qu’elle est applicable quelque soit la nature
du systeme (linéaire ou non linéaire) étudié. Constatant aussi la simplicité de son application

et la précision numérique liée au calcul itératif.

A ce stade, il est trés important de constater que la méthode présente les principaux

avantages suivants :

v' Souvent, elle converge vers la solution exacte si cette derniére existe sinon une
solution approximée peut étre toujours obtenue,
v' Pour ce qui concerne la programmation dynamique (équation d’Hamilton —Jacobi-

Bellman) la solution peut étre obtenu sous forme d’un feedback.
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Conclusion Générale

Comme perspectives du présent travail, il est intéressant de penser a développer
davantage la méthode d’itération variationnelle pour accélérer la convergence de la partie

d’intégration de la fonctionnelle de correction. Autre chose cette méthode d’itération

variationnelle peut étre exploitée pour I’équation de Riccati.
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