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J’aimerais spécialement présenter ma reconnaissance infinie à M. Hachem SLI-
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Introduction générale

La programmation bi-niveaux a été initialement introduite sous l’angle de la

théorie des jeux par Stackelberg [113] dans sa monographie sur l’économie de marché

où il a présenté un modèle en concurrence parfaite dans le contexte d’un duopole sous

forme d’un jeu séquentiel à deux joueurs, appelé par la suite jeu de Stackelberg (ou

jeu hiérarchique). Ses nombreuses applications dans différents domaines ont suscité

un intérêt remarquable de la part des chercheurs notamment ceux qui exercent dans

le domaine de l’optimisation. Dans ce sens, plusieurs généralisations du modèle ont

été proposées conduisant à leurs tours à des développements mathématiques appro-

priés sur les conditions d’existence, la caractérisation des solutions, et les méthodes

numériques de leurs calculs jusqu’à constituer un axe autonome de la programmation

mathématique, souvent appelé programmation bi-niveaux. La première formulation

du problème de programmation bi-niveaux est apparue dans un article de Bracken

et McGill [25] sur la répartition des ressources et des armes pour optimiser l’attaque

et la défense simultanément. L’utilisation du terme programmation multi-niveaux a

été attribuée à Candler et Norton [30] dans un rapport technique pour la banque

mondiale en 1977.

Les problèmes de programmation bi-niveaux sont des problèmes d’optimisation

hiérarchiques qui combinent les décisions de deux décideurs, à savoir le niveau

supérieur (également appelé le leader) et le niveau inférieur (également appelé le

suiveur). Dans la programmation bi-niveaux, il y a une idée de base qui consiste

à ce que le niveau supérieur (le leader) prenne une décision en premier et le ni-

veau inférieur (le suiveur) réagisse en choisissant une stratégie optimale en fonction

de sa fonction objectif sur les choix possibles limités par le leader. Ainsi, le lea-

der pouvant anticiper les réactions du suiveur, choisit la décision qui lui procure le

plus grand profit possible. D’autre part, le suiveur, après avoir pris connaissance du

choix du leader, choisit la décision qui lui engendre le meilleur profit possible. En

1



Introduction générale 2

général, pour étudier un problème de programmation bi-niveaux, on le transforme

en un problème de programmation à un seul niveau. Deux reformulations devenues

célèbres ont été proposées dans la littérature, à savoir la reformulation se basant

sur les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) et la reformulation utilisant la

valeur optimale du niveau inférieur, voir Dempe [34] et Ye et Zhu [126]. La reformu-

lation KKT consiste à remplacer le problème du niveau inférieur par ses conditions

nécessaires et suffisantes d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker à condition que ce

dernier problème soit convexe par rapport à sa variable de décision et une contrainte

de qualification appropriée soit satisfaite pour n’importe quelle décision du niveau

supérieur. Ainsi, le problème obtenu après transformation est un cas particulier d’un

problème de programmation mathématique avec des contraintes de complémentarité.

Plusieurs auteurs se sont intéressés à la recherche des conditions d’optimalité et le

développement d’algorithmes de résolution de tels problèmes. Malheureusement, il

est connu que les problèmes avec des contraintes de complémentarité ne sont pas

convexes voir, par exemple, Dempe et Dutta [36] et Tseveendorj [115]. De plus, il a

été démontré par Scheel et Scholtes [105], Ye et Zhu [126], et bien d’autres que ces

problèmes ne vérifient aucune des contraintes de qualifications usuelles telles que, par

exemple, la contrainte de qualification de Slater et celle de Mangasarian-Fromovitz,

souvent utilisées pour vérifier les conditions d’optimalité et la convergence des algo-

rithmes de résolution. Par ailleurs, l’existence des solutions optimales, la vérification

des conditions nécessaires d’optimalité, et la convergence d’algorithmes de résolution

sont étroitement liées à la continuité et à la convexité de certaines applications mises

en valeur. D’autre part, ces propriétés ne peuvent pas être souvent garanties pour les

problèmes de programmation bi-niveaux. En ce qui concerne la reformulation utili-

sant la valeur optimale, elle est obtenue (sans aucune hypothèse sur le problème du

niveau inférieur) en remplaçant ce dernier via sa fonction de valeur optimale. Cette

reformulation conduit à des problèmes non convexes et non différentiables même

lorsque les fonctions impliquées dans le problème initial sont linéaires [45].

Pour remédier à ces difficultés, plusieurs auteurs ont contribué à la recherche de

conditions d’optimalité par d’autres techniques telles que : l’analyse variationnelle,

l’optimisation monotone, les cônes convexes etc. Dans ce cadre, Dempe et Gadhi

[39] ont proposé des conditions nécessaires d’optimalité en utilisant des techniques

d’analyse variationnelle pour un problème de programmation bi-niveaux sans que le

problème du niveau inférieur satisfasse la contrainte de qualification de Mangasarian-

Fromovitz. Mordukhovich et al. [92] ont développé l’approche de la valeur optimale

pour établir des conditions nécessaires d’optimalité pour le problème bi-niveaux op-
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timiste, en utilisant aussi l’analyse variationnelle. D’autres conditions d’optimalité

pour des problèmes bi-niveaux en utilisant d’autres techniques peuvent être trouvées

dans les références [44, 45, 73, 128].

Les problèmes d’optimisation rencontrés en pratique ne peuvent être caractérisés

par une fonction mono-objectif, du fait que les objectifs à atteindre sont sou-

vent antagonistes. L’optimisation multi-objectifs a pour but d’offrir des outils de

modélisation des problèmes d’optimisation avec des fonctions vectorielles, d’appli-

quer et de développer les outils de leurs résolutions et d’analyses. De même pour

les problèmes de programmation bi-niveaux multi-objectifs qui sont couramment

rencontrés dans de nombreux domaines de l’activité humaine, y compris l’ingénierie,

l’économie, la gestion, le transport, etc. [33, 56, 59, 77, 121]. Les problèmes bi-niveaux

multi-objectifs sont repartis en trois classes, selon les caractéristiques des fonctions

objectifs des deux niveaux. Lorsque seulement la fonction objectif du niveau supérieur

qui est vectorielle, on dit que le problème bi-niveaux est multi-objectifs au niveau

supérieur [2, 3, 27, 55]. Par contre, si seulement la fonction objectif du niveau inférieur

qui est vectorielle, on parle de problème bi-niveaux semi-vectoriel [6, 17, 18, 41]. Dans

le cas où les deux fonctions objectifs des deux niveaux sont vectorielles, on utilise la

terminologie problème bi-niveaux multi-objectifs tout court [50, 57, 94, 98].

Dans cette thèse, on s’intéressera uniquement aux problèmes bi-niveaux multi-

objectifs au niveau supérieur. Une attention toute particulière sera consacrée à l’étude

des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité globale pour les problèmes bi-

niveaux multi-objectifs optimistes par l’approche de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Il

faut noter que cette approche conduit à des problèmes non convexes même lorsque

les fonctions objectifs et les contraintes du niveau supérieur et du niveau inférieur

sont convexes, voir Dempe et Dutta [36] et Dempe et al. [37]. Cette problématique a

été longuement discutée dans la littérature sur la programmation bi-niveaux. Ainsi,

le recours à la convexité généralisée, en particulier l’invexité, est une approche sou-

vent utilisée ces dernières années en programmation mathématique et notamment en

programmation multi-objectifs. C’est cette notion que nous allons aussi utiliser pour

surmonter cette difficulté qui pourrait se présenter à cause de la non convexité des

problèmes obtenus après transformation. Spécifiquement, nous utiliserons le concept

d’invexité et ses généralisations pour établir des conditions nécessaires et suffisantes

d’efficacité globales pour les problèmes obtenus après transformation, et ensuite

nous déduirons des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité globale pour les

problèmes bi-niveaux multi-objectifs considérés, ce qui constitue notre contribution

essentielle dans ce travail.
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Cette thèse comporte une introduction générale, quatre chapitres, et une conclu-

sion générale, dont voici une brève présentation :

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur les notions de convexité et

d’invexité, suivi d’une synthèse sur quelques résultats concernant les conditions

(d’optimalité) d’efficacité pour un problème (mono-objectif) multi-objectifs sous des

contraintes d’égalités et/ou d’inégalités, ainsi qu’un bref aperçu sur les problèmes

multi-objectifs fractionnaires.

Dans le deuxième chapitre, nous effectuerons un état de l’art sur la program-

mation bi-niveaux mono-objectif et ses différentes variantes. Essentiellement, nous

donnerons les concepts de solutions les plus couramment étudiés dans la litterature

et les différentes approches de résolution numérique pour ces différentes variantes,

à savoir : les problèmes bi-niveaux linéaires (PBL), les problèmes bi-niveaux non

linéaires (PBN), ainsi que les problèmes bi-niveaux fractionnaires (PBF ).

Le troisième chapitre, qui représente le noyau de cette thèse, est consacré à l’étude

d’un problème bi-niveaux optimiste non linéaire avec des objectifs multiples au ni-

veau supérieur (PBMN). En utilisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker as-

sociées au problème du niveau inférieur (PNI)x et en utilisant le concept d’invexité

(généralisée), nous établirons des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité glo-

bales pour le problème (PBMN). Les résultats obtenus pour le problème (PBMN),

ont été appliqués au cas de problèmes bi-niveaux multi-objectifs impliquant des fonc-

tions linéaires tout en donnant des exemples d’illustration. Les résultats originaux

de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication dans une revue internationale “Jour-

nal of Applied Mathematics and Computing” [23] et de trois communications dans

différentes conférences nationales et internationales [19, 20, 22].

Dans le dernier chapitre, nous généraliserons les résultats obtenus dans le chapitre

trois à un problème bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire non linéaire (PBMFN)

où le niveau supérieur dispose d’une fonction multi-objectifs, dont chaque compo-

sante est un quotient de deux fonctions non linéaires, et la fonction objectif du niveau

inférieur est quadratique scalaire avec des contraintes linéaires. Les résultats de cette

étude ont été synthétisés sous forme d’un article qui a été soumis pour publication

dans la revue internationale “Applications of Mathematics” [24] et d’une communi-

cation internationale [21].

Enfin, le document se termine par une conclusion générale où quelques perspec-

tives de recherche ouvertes seront proposées.



Chapitre 1

Notions de convexité, d’invexité et
conditions d’efficacité dans les

problèmes multi-objectifs

1.1 Introduction

Ce chapitre introductif sera consacré à des rappels sur les notions de convexité

et de convexité généralisée, les notions d’invexité et ses généralisations. Ensuite,

nous exposons quelques résultats sur les conditions d’optimalité pour un problème

mono-objectif sous des contraintes d’inégalités et aussi les résultats concernant les

conditions d’efficacité d’un problème multi-objectifs avec des contraintes d’égalités et

d’inégalités et enfin, nous terminons par un rappel sur les problèmes multi-objectifs

fractionnaires.

1.2 Notions de convexité

En programmation mathématique, la notion de convexité joue un rôle très im-

portant. En effet, un programme convexe, i.e., dont la fonction objectif et le domaine

réalisable sont convexes, possède des propriétés remarquables qui permettent d’en fa-

ciliter la recherche des solutions, leurs caractérisations et les méthodes de résolution.

Les notations suivantes d’égalités et d’inégalités seront utilisées. Si x =

(x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn, on notera :

x = y ⇔ xi = yi, i = 1, . . . , n ;

5
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x < y ⇔ xi < yi, i = 1, . . . , n ;

x 5 y ⇔ xi 5 yi, i = 1, . . . , n ;

x ≤ y ⇔ xi 5 yi et x 6= y.

On note également Rn
= (resp. Rn

≥ ou Rn
>) l’ensemble des vecteurs x ∈ Rn avec x = 0

(resp. x ≥ 0 ou x > 0).

Définition 1.2.1. [13, 82] Un ensemble non vide D ⊆ Rn est dit convexe si pour

tous x, x0 ∈ D et tout λ ∈ [0, 1], on a :

(1− λ)x0 + λx ∈ D.

Définition 1.2.2. [13, 82] Soit D un ensemble non vide convexe de Rn. Une fonction

f : D −→ R est dite convexe en x0 ∈ D si pour tout x ∈ D et pour tout λ ∈ [0, 1],

on a :

f(λx+ (1− λ)x0) 5 λf(x) + (1− λ)f(x0). (1.1)

On dit que f est convexe sur D, si elle est convexe en tout point x0 ∈ D. Si l’inégalité

(1.1) est stricte pour tout x 6= x0 et λ ∈ ]0, 1[, on dit que la fonction f est strictement

convexe en x0.

Définition 1.2.3. [82] Soit f : Rn −→ R une fonction différentiable. La fonction

notée Of : Rn −→ Rn est appelée gradient de f et il est défini par :

Of(x) =


∂f(x)
∂x1
...

∂f(x)
∂xn

 .

Théorème 1.2.1. [13] Soit f : D −→ R une fonction différentiable sur un ensemble

ouvert convexe D ⊆ Rn. Alors, f est convexe sur D si et seulement si pour tous

x, x0 ∈ D, l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. f(x)− f(x0) = [Of(x)]t(x− x0),

2. (x− x0)
t[Of(x)− Of(x0)] = 0.

Définition 1.2.4. [13, 82] Soit D un ensemble non vide convexe de Rn. Une fonction

f : D −→ R est dite quasi-convexe en x0 ∈ D, si pour tout x ∈ D et pour tout

λ ∈ [0, 1], on a :

f(x)− f(x0) 5 0 ⇒ f((1− λ)x0 + λx)− f(x0) 5 0. (1.2)
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On dit que f est quasi-convexe sur D, si elle est quasi-convexe en tout point x ∈ D.

On a une définition équivalente suivante.

Définition 1.2.5. [13] Soit D un ensemble non vide convexe de Rn. Une fonction

f : D −→ R est dite quasi-convexe en x0 ∈ D, si pour tout x ∈ D et pour tout

λ ∈ [0, 1], on a :

f((1− λ)x0 + λx) 5 max{f(x0), f(x)}.

Définition 1.2.6. [13] Soit D un ensemble non vide convexe de Rn. Une fonction

f : D −→ R est dite strictement quasi-convexe en x0 ∈ D, si pour tout x ∈ D et

pour tout λ ∈ ]0, 1[, on a :

f(x)− f(x0) 5 0 ⇒ f((1− λ)x0 + λx)− f(x0) < 0. (1.3)

On dit que f est strictement quasi-convexe sur D, si elle est strictement quasi-

convexe en tout point x ∈ D.

Théorème 1.2.2. [13, 82] Soit f : D −→ R une fonction différentiable sur un

ensemble ouvert convexe D ⊆ Rn. Alors, f est quasi-convexe sur D si et seulement

si pour tous x, x0 ∈ D, on a :

f(x)− f(x0) 5 0 ⇒ [Of(x0)]
t(x− x0) 5 0. (1.4)

Remarque 1.2.1. [108] Les fonctions différentiables quasi-convexes ne vérifient pas

la propriété particulière des fonctions convexes qui dit que tout point critique (sta-

tionnaire) est un minimum global (i.e. si Of(x) = 0 en un point donné x0, alors il est

un point minimum global de f). Ceci a motivé la définition d’une nouvelle classe de

fonctions appelées pseudo-convexes qui partagent cette propriété avec les fonctions

convexes. Le concept de pseudo-convexité a été introduit par Mangasarian [82].

Définition 1.2.7. [13, 82] Soit D un ensemble non vide convexe de Rn. Une fonction

f : D −→ R est dite pseudo-convexe en x0 ∈ D, si la fonction f est différentiable en

x0 et pour tout x ∈ D, on a :

[Of(x0)]
t(x− x0) = 0 ⇒ f(x)− f(x0) = 0. (1.5)

On dit que f est pseudo-convexe sur D, si elle est pseudo-convexe en tout point

x0 ∈ D.
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1.3 Notions d’invexité

Le concept d’invexité a été introduit pour la première fois par Hanson [60]

dans les problèmes d’optimisation. L’appellation “fonction invexe” est due à Cra-

ven [32]. Hanson [60] a démontré des conditions suffisantes d’optimalité de type

Karush-Kuhn-Tucker, ainsi que des résultats de la dualité de Wolfe pour un problème

de programmation mathématique sous des hypothèses d’invexité. Depuis, plusieurs

généralisations de l’invexité ont été introduites dans la littérature. Weir [122] a étudié

un problème de programmation multi-objectifs impliquant des fonctions invexes et il

a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité de type Karush-Kuhn-

Tucker pour qu’un point réalisable soit efficace. En utilisant le concept de V-invexité

comme une généralisation de l’invexité dans le cas vectoriel, Jeyakumar et Mond

[66] ont obtenu quelques conditions d’efficacité faible et des résultats sur la dualité

pour un problème multi-objectifs non convexe. Osuna-Gómez et al. [96] ont établi

de nouvelles caractérisations des solutions faiblement efficaces pour un problème

multi-objectifs via une généralisation de la conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-

Tucker. Le concept d’invexité a été généralisé par la suite à des fonctions vectorielles

non différentiables. Voir par exemple Antczak [7], Mishra et al. [91], Slimani et Radjef

[110, 111] et d’autres.

Définition 1.3.1. [60] SoitD un ensemble non vide ouvert de Rn et η : D×D −→ Rn

une fonction vectorielle. Une fonction f : D −→ R est dite invexe en x0 ∈ D par

rapport à η si f est différentiable en x0 et, pour chaque x ∈ D, on a :

f(x)− f(x0) = [Of(x0)]
tη(x, x0). (1.6)

On dit que f est invexe sur D si elle est invexe en tout point x0 ∈ D par rapport à

la même fonction vectorielle η. Si l’inégalité (1.6) est stricte, on dit que la fonction

f est strictement invexe en x0 par rapport à η.

Définition 1.3.2. [60] SoitD un ensemble non vide ouvert de Rn et η : D×D −→ Rn

une fonction vectorielle. Une fonction f : D −→ R est dite pseudo-invexe en x0 ∈ D
par rapport à η, si f est différentiable en x0 et, pour chaque x ∈ D, on a :

[Of(x0)]
tη(x, x0) = 0 ⇒ f(x)− f(x0) = 0. (1.7)
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On dit que f est pseudo-invexe sur D si elle est pseudo-invexe en tout point x0 ∈ D
par rapport à la même fonction vectorielle η.

Définition 1.3.3. [60] SoitD un ensemble non vide ouvert de Rn et η : D×D −→ Rn

une fonction vectorielle. Une fonction f : D −→ R est dite quasi-invexe en x0 ∈ D

par rapport à η si f est différentiable en x0 et, pour chaque x ∈ D, on a :

f(x)− f(x0) 5 0 ⇒ [Of(x0)]
tη(x, x0) 5 0. (1.8)

On dit que f est quasi-invexe sur D si elle est quasi-invexe en tout point x0 ∈ D par

rapport à la même fonction vectorielle η.

1.4 Liens entre les notions de convexité et d’in-

vexité

Il existe plusieurs relations entre les deux notions de convexité et d’invexité. Dans

ce qui suit, nous donnons certaines de ces relations qui ont été établies par Ben-Israel

et Mond [15] et Kaul et Kaur [71].

Théorème 1.4.1. [71]

1. Toute fonction différentiable convexe (resp. strictement convexe) est invexe

(resp. strictement invexe), mais la réciproque n’est pas vraie.

2. Toute fonction différentiable pseudo-convexe est pseudo-invexe, mais la

réciproque n’est pas vraie.

3. Toute fonction différentiable quasi-convexe est quasi-invexe, mais la réciproque

n’est pas vraie.

4. Toute fonction différentiable invexe par rapport à η est pseudo-invexe par rap-

port à la même fonction η, mais la réciproque n’est pas vraie.

5. Toute fonction différentiable invexe par rapport à η est quasi-invexe par rapport

à la même fonction η, mais la réciproque n’est pas vraie.

6. Toute fonction différentiable strictement invexe par rapport à η est invexe par

rapport à la même fonction η, mais la réciproque n’est pas vraie.
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Remarque 1.4.1. [15]

1. Une fonction pseudo-invexe par rapport à η peut ne pas être invexe par rapport

à la même fonction η, mais elle sera invexe par rapport à une autre fonction

vectorielle.

2. Les fonctions quasi-convexes et les fonctions quasi-invexes ne sont pas force-

ment invexes.

La proposition suivante donnée par Ben-Israel et Mond [15] sera utilisée dans la

suite de ce document.

Proposition 1.4.1. [15, 84] Toute fonction f : D ⊆ Rn −→ R différentiable en un

point x0 ∈ D, avec Of(x0) 6= 0, est invexe en x0 par rapport à η(x, x0) = [f(x) −
f(x0)]

[Of(x0)]
[Of(x0)]tOf(x0)

, ∀ x ∈ D.

L’une des difficultés d’application de l’invexité est qu’elle soit définie en exigeant

que les fonctions objectifs et contraintes soient toutes invexes par rapport à une même

fonction η. Trouver une fonction η par rapport à laquelle plusieurs autres fonctions

sont invexes n’est pas facile même lorsque elle existe. Pour remédier à cette difficulté,

Slimani et Radjef [109, 110, 111] ont introduit le concept de fonctions vectorielles

invexes par rapport à différentes fonctions (ηi)i=1,N (i.e. chacune des composantes

d’une fonction vectorielle est considérée invexe par rapport à sa propre fonction ηi au

lieu d’une même fonction η). Dans le cas non différentiable, ce concept a été élargi à

des problèmes multi-objectifs “di−invexe” (i.e. chacune des composantes des fonc-

tions intervenant dans ces problèmes est considérée directionnellement différentiable

dans sa propre direction di au lieu d’une même direction d). Ainsi, ils ont établi

de nouvelles conditions d’efficacité avec caractérisation des solutions et des résultats

de dualité pour les problèmes de programmation non linéaire et multi-objectifs en

considérant les cas différentiables et non différentiables.

Définition 1.4.1. [110, 108] Soit D un ensemble non vide ouvert de Rn et ηi :

D × D −→ Rn, i = 1, ..., N des fonctions vectorielles. Une fonction vectorielle f :

D −→ RN est dite invexe en x0 ∈ D par rapport à (ηi)i=1,N , si la fonction f est

différentiable en x0 et, pour tout x ∈ D, on a :

fi(x)− fi(x0) = [Ofi(x0)]
tηi(x, x0), pour tout i = 1, ..., N. (1.9)
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On dit que f est invexe sur D par rapport à (ηi)i=1,N , si f est invexe en tout point

x0 ∈ D par rapport aux mêmes (ηi)i=1,N . Si l’inégalité (1.9) est stricte, on dit que f

est strictement invexe en x0 par rapport à (ηi)i=1,N .

Définition 1.4.2. [110, 108] Soit D un ensemble non vide ouvert de Rn et ηi :

D × D −→ Rn, i = 1, ..., N des fonctions vectorielles. Une fonction f : D −→ RN

est dite faiblement pseudo-invexe en x0 ∈ D par rapport à (ηi)i=1,N , si la fonction f

est différentiable en x0 et, pour tout x ∈ D, on a :

f(x)− f(x0) < 0 ⇒ ∃ x̄ ∈ D, [Ofi(x0)]
tηi(x̄, x0) < 0, pour tout i = 1, ..., N. (1.10)

Si x = x̄, dans la relation (1.10), on dit que f est pseudo-invexe en x0 par rapport à

(ηi)i=1,N . On dit que f est (faiblement) pseudo-invexe sur D par rapport à (ηi)i=1,N

si f est (faiblement) pseudo-invexe en tout point x0 ∈ D par rapport aux mêmes

(ηi)i=1,N .

Remarque 1.4.2. [110, 108]

(i) Notons que dans la Définition 1.4.2, x̄ depend de x et x0, i.e. x̄ = x̄(x, x0). Il est

facile de voir que si les fonctions vectorielles ηi, i = 1, ..., N sont égales à une

même fonction η et x̄ = x, on obtient la définition de la pseudo-invexité définie

par Osuna-Gómez et al. [96].

(ii) Si n = 1, on obtient la pseudo-invexité faible d’une fonction scalaire. De plus, si

x̄ = x, on déduit la pseudo-invexité de la Définition 1.3.2.

Proposition 1.4.2. [112] Toute fonction f : D ⊆ Rn −→ R, différentiable en un

point x0 ∈ D avec Of(x0) 6= 0, est pseudo-invexe en x0 par rapport à η(x, x0) =

[f(x) − f(x0)][Of(x0)], ∀ x ∈ D ou η(x, x0) = [f(x) − f(x0)]t(x0), ∀ x ∈ D où

t(x0) ∈ Rn avec ti(x0) =

{
1, si ∂f

∂xi
(x0) ≥ 0, ∀ i = 1, ..., n,

−1, sinon.

Sach et al. [99] ont introduit la classe des fonctions infines qui est une sous classe

des fonctions invexes. Cette classe est appropriée pour les problèmes d’optimisation

avec contraintes de type égalité et inégalité. Dans notre cas, nous considérons les

fonctions différentiables infines.
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Définition 1.4.3. [23] SoitD un ensemble non vide ouvert de Rn et η : D×D −→ Rn

une fonction vectorielle. Une fonction différentiable f : D → R est infine en x0 ∈ D
par rapport à η si pour tout x ∈ D, on a :

f(x)− f(x0) = [Of(x0)]
tη(x, x0).

1.5 Conditions d’optimalité dans les problèmes

mono-objectif avec contraintes

Considérons le problème mono-objectif avec des contraintes d’inégalités suivant :

(P )

{
min
x∈X

f(x),

s.c gj(x) 5 0, j ∈ P = {1, ..., p},

où X ⊂ Rn, f : Rn −→ R, gj : Rn −→ R, j ∈ P sont des fonctions différentiables

sur l’ensemble ouvert X. On note par X0 = {x ∈ X, gj(x) 5 0, ∀ j ∈ P} l’ensemble

de toutes les solutions réalisables du problème (P ).

Définition 1.5.1. [82] On dit que x0 ∈ X0 est une solution localement optimale

(resp. solution localement strictement optimale) du problème (P ), s’il existe un voi-

sinage de x0, Vα(x0) = {x ∈ X0 : ‖x− x0‖ 5 α} tel que f(x0) 5 f(x) (resp. f(x0) <

f(x)), ∀ x ∈ Vα(x0).

Définition 1.5.2. [82] On dit que x0 ∈ X0 est une solution optimale (resp. une

solution optimale unique) du problème (P ), si on a f(x0) 5 f(x) (resp. f(x0) <

f(x)), ∀ x ∈ X0\{x0}.

La contrainte gj(x0) 5 0, j ∈ P est dite active au point x0 ∈ X0 si gj(x0) = 0. Elle

est dite passive si gj(x0) < 0. On note par J(x0) = {j ∈ P, gj(x0) = 0} l’ensemble

des indices des contraintes actives au point x0.

Définition 1.5.3. [82] On dit que la contrainte de qualification de Kuhn-Tucker est

satisfaite en x0 ∈ X0, si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

1. Il existe un vecteur d ∈ Rn tel que [Ogj(x0)]
td < 0, ∀ j ∈ J(x0).
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2. Les fonctions gj, j ∈ J(x0) sont différentiables et les gradients Ogj(x0), j ∈
J(x0) sont linéairement indépendants.

3. Les fonctions gj, j ∈ P sont convexes et il existe un vecteur x̃ ∈ X0 tel que

gj(x̃) < 0, j ∈ P (contrainte de qualification de Slater).

4. Toutes les fonctions gj, j ∈ P sont linéaires.

Remarque 1.5.1. [82] Si l’une des conditions 3. et 4. est vérifiée, alors la contrainte

de qualification est satisfaite en tout point x ∈ X0.

Définition 1.5.4. [82] On dit qu’un point x0 ∈ X0 est un point stationnaire de

Kuhn-Tucker pour le problème (P ), s’il existe u0 ∈ Rp
= tel que

Of(x0) + Otg(x0)u0 = 0,

ut
0g(x0) = 0,

où Og(x0) est une matrice p×n, ses lignes sont les transposés des vecteurs gradients

de gj, j ∈ P au point x0.

1.5.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Le théorème suivant nous donne des conditions nécessaires d’optimalité pour le

problème (P ).

Théorème 1.5.1. [13] Supposons que dans le problème (P ), les fonctions f et gj, j ∈
J(x0) sont différentiables en un point x0 ∈ X0 et gj, j 6∈ J(x0) sont continues en

x0. De plus, supposons que Ogj(x0), j ∈ J(x0) sont linéairement indépendants (la

contrainte de qualification 2. est satisfaite en x0). Si x0 est une solution optimale

locale du problème (P ), alors il existe des scalaires uj = 0, j ∈ J(x0) tels que :

Of(x0) +
∑

j∈J(x0)

ujOgj(x0) = 0. (1.11)

Si de plus, les fonctions gj, j 6∈ J(x0) sont différentiables en x0, alors l’équation

(1.11) peut être écrite sous la forme suivante :

Of(x0) +

p∑
j=1

ujOgj(x0) = 0,

ujgj(x0) = 0, j ∈ P.
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1.5.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Dans le théorème suivant nous donnons les conditions suffisantes d’optimalité

pour le problème (P ).

Théorème 1.5.2. [13] Soit x0 un point stationnaire de Khun-Tucker du problème

(P ).

1. Si f est pseudo-convexe sur un voisinage V (x0) de x0 et les fonctions gj, j ∈
J(x0) sont quasi-convexes sur V (x0), alors x0 est un minimum local du

problème (P ).

2. Si f est pseudo-convexe en x0 et les fonctions gj, j ∈ J(x0) sont différentiables

et quasi-convexes en x0, alors x0 est un minimum global du problème (P ).

1.6 Conditions d’efficacité dans les problèmes

multi-objectifs avec contraintes

Dans cette section, nous considérons un problème de programmation multi-

objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités et nous rappelons quelques

résultats sur les conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité pour ce problème,

notamment ceux qui utilisent le concept de convexité et ses généralisations.

Considérons le problème de programmation multi-objectifs suivant :

(PM)


min

x
f(x) = (f1(x), ..., fq(x)),

s.c gj(x) 5 0, j ∈ P = {1, ..., p},
hk(x) = 0, k ∈M = {1, ...,m},
x ∈ X,

où fi : X −→ R, i ∈ Q = {1, ..., q}, gj : X −→ R, j ∈ P et hk : X −→
R, k ∈ M. X ⊂ RN est un ensemble non vide ouvert, X0 = {x ∈ X : gj(x) 5

0, j ∈ P, hk(x) = 0, k ∈ M} est l’ensemble de toutes les solutions réalisables du

problème (PM). Pour x0 ∈ X, on note par J(x0) l’ensemble {j ∈ P : gj(x0) = 0} et

J0 = |J(x0)|.
Nous rappelons quelques notions d’efficacité, les plus étudiées dans la littérature

pour le problème (PM).
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Définition 1.6.1. [130] Un point x0 ∈ X0 est dit solution localement faiblement

efficace pour (PM), s’il existe un voisinage V (x0) de x0 tel que

f(x) ≮ f(x0), pour tout x ∈ V (x0) ∩X0.

Définition 1.6.2. [130] Un point x0 ∈ X0 est dit solution (faiblement) efficace pour

(PM), s’il n’existe pas x ∈ X0 tel que f(x) < f(x0) (f(x) ≤ f(x0)).

Définition 1.6.3. [58] Une solution efficace x0 ∈ X0 du problème (PM) est dite

proprement efficace, s’il existe un nombre réel positif M telle que l’inégalité fi(x0)−
fi(x) 5 M [fj(x)−fj(x0)] est vérifiée pour tout i ∈ Q et x ∈ X0 tel que fi(x) < fi(x0)

et pour un certain j ∈ Q tel que fj(x) > fj(x0).

Définition 1.6.4. [49] On dit qu’une solution réalisable x0 ∈ X0 est un point vec-

toriel critique de Kuhn-Tucker du problème (PM), s’il existe un vecteur (µ, λ, δ) ∈
Rq
≥ × Rp

= × Rm tel que

q∑
i=1

µi[Ofi(x0)]
t +

∑
j∈J(x0)

λj[Ogj(x0)]
t +

m∑
k=1

δk[Ohk(x0)]
t = 0, (1.12)

λjgj(x0) = 0, ∀ j ∈ P. (1.13)

Définition 1.6.5. [83] On dit qu’une solution réalisable x0 ∈ X0 est un point vec-

toriel critique de Fritz John du problème (PM), s’il existe un vecteur (µ, λ, δ) ∈
Rq

= × Rp
= × Rm, (µ, λ) 6= 0 tel que (1.12) et (1.13) sont vérifiées.

1.6.1 Conditions nécessaires d’efficacité

Sing [107] a donné des conditions nécessaires d’efficacité pour le problème (PM)

en se basant sur la convergence d’un vecteur en un point et le théorème des alterna-

tives de Motzkin [93].

Définition 1.6.6. [85] Soit X ⊂ Rn, le vecteur x ∈ Rn est appelé un vecteur de

convergence pour X en x0 ∈ X si et seulement s’il existe une suite (xk)k ∈ X et une

suite des nombres réels positifs (αk)k tels que

lim
k→∞

xk = x0, lim
k→∞

αk = 0, lim
k→∞

xk − x0

αk

= x.
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Soit C(X0, x0) l’ensemble de tous les vecteurs de convergence pour X0 en x0.

De plus, soit D = {d ∈ Rn : OgJ(x0)(x0)d 5 0,Oh(x0)d = 0}.

Définition 1.6.7. [107] On dit que gJ(x0) et h satisfont une contrainte de qualification

en x0, si D ⊆ C(X0, x0).

Théorème 1.6.1. [107] Supposons que

1. x0 est une solution efficace pour (PM),

2. f, g et h sont différentiables en x0,

3. gJ(x0) et h satisfont une contrainte de qualification en x0.

Alors il existe µ ∈ Rq
≥, λ ∈ Rp

= et δ ∈ Rm tels que

[Of(x0)]
tµ+ [Og(x0)]

tλ+ [Oh(x0)]
tδ = 0, (1.14)

[Og(x0)]
tλ = 0. (1.15)

1.6.2 Conditions suffisantes d’efficacité

Des conditions suffisantes d’efficacité pour un problème multi-objectifs

différentiable avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM) sous des hypothèses

de convexité et de convexité généralisée ont été étudiées par plusieurs auteurs, comme

par exemple, Sing [107], Majumdar [81], Kim [72] et d’autres. Nous exposerons dans

cette partie quelques unes de ces résultats.

Théorème 1.6.2. [107] Soit x0 ∈ X0 et supposons que :

1. f, g et h sont différentiables en x0,

2. f, gJ(x0) et h sont convexes en x0,

3. il existe µ ∈ Rq
>, λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm
= tels que

µ[Of(x0)]
t + λ[OgJ(x0)(x0)]

t + δ[Oh(x0)]
t = 0.

Alors x0 est une solution (faiblement) efficace pour (PM).

Théorème 1.6.3. [107] Soit x0 ∈ X0 et supposons que :

1. f, gJ(x0) et h sont différentiables en x0,



Chap. 1. Convexité, invexité et conditions d’efficacité dans les pbs multi-obj. 17

2. il existe µ ∈ Rq
>, λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm tels que

3. (x− x0)
t
(
µ[Of(x0)]

t + λ[OgJ(x0)(x0)]
t + δ[Oh(x0)]

t
)

= 0,

4. µtf + λgJ(x0) + δth est pseudo-convexe en x0.

Alors x0 est une solution (faiblement) efficace pour (PM).

Théorème 1.6.4. [72] Soit x0 ∈ X0 et supposons que :

1. f est pseudo-convexe en x0,

2. gJ(x0) et h sont quasi-convexes en x0,

3. il existe µ ∈ Rq
≥, λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm
= tels que

µ[Of(x0)]
t + λ[OgJ(x0)(x0)]

t + δ[Oh(x0)]
t = 0.

Alors x0 est une solution faiblement efficace pour (PM).

Théorème 1.6.5. [107] Soit x0 ∈ X0 et supposons que :

1. f, gJ(x0) et h sont différentiables en x0,

2. il existe µ ∈ Rq
>, λ ∈ RP

= et δ ∈ Rm tels que

3.

q∑
i=1

µifi est pseudo-convexe en x0,

4.
∑

j∈J(x0)

λjgj est quasi-convexe en x0,

5.
m∑

k=1

µkhk est quasi-convexe en x0,

6.

(
q∑

i=1

5 µifi(x0) +

p∑
j=1

5 λjgj(x0) +
m∑

k=1

5 δkhk(x0)

)
(x − x0) = 0, pour tout

x ∈ X0,

7. λtg(x0) = 0.

Alors x0 est une solution efficace pour (PM).

Théorème 1.6.6. [72] Soit x0 ∈ X0 et supposons que :

1. f est strictement pseudo-convexe en x0,

2. gJ(x0) et h sont quasi-convexes en x0,
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3. il existe µ ∈ Rq
≥, λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm
= tels que

µ[Of(x0)]
t + λ[OgJ(x0)(x0)]

t + δ[Oh(x0)]
t = 0.

Alors x0 est une solution efficace pour (PM).

La section suivante sera consacrée à un bref rappel sur les problèmes multi-

objectifs fractionnaires.

1.7 Conditions d’efficacité dans les problèmes

multi-objectifs fractionnaires

Dans divers problèmes pratiques qui se posent dans la théorie de la décision,

l’économie et la gestion de portefeuille, etc., il est nécessaire d’optimiser le rapport de

plusieurs fonctions linéaires ou non linéaires. Ces problèmes de prise de décision sont

appelés problèmes multi-objectifs fractionnaires, qui est un domaine de recherche très

investi ces dernières années. L’établissement des conditions d’existence de solutions

efficaces et la dualité en constituent un des axes qui a suscité beaucoup d’intérêt.

Considérons le problème multi-objectifs fractionnaire suivant :

(PMF )

{
min
x∈X

f(x)
g(x)

= (f1(x)
g1(x)

, ..., fq(x)

gq(x)
),

s.c hj(x) 5 0, j ∈ K = {1, ..., k},

où fi, gi, hj : X −→ R, i ∈ Q = {1, ..., q}, j ∈ K et X un sous ensemble non vide de

Rn, fi(x) = 0, gi(x) > 0 pour tout x ∈ X et pour chaque i ∈ Q.

On note X0 = {x ∈ X : h(x) 5 0} l’ensemble de toutes les solutions réalisables du

problème (PMF ). Pour x0 ∈ X, on note par J(x0) l’ensemble {j ∈ K : hj(x0) = 0}
et par J = |J(x0)| le cardinal de l’ensemble J(x0).

Nous rappelons le concept de solutions faiblement efficaces locales pour le

problème (PMF ).

Définition 1.7.1. [97] Un point x0 ∈ X0 est dit solution localement faiblement

efficace du problème (PMF ), s’il n’existe pas de x ∈ V (x0) ∩ X0, où V (x0) est un

voisinage de x0 tel que
fi(x)

gi(x)
<
fi(x0)

gi(x0)
, ∀ i ∈ Q. (1.16)
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Le concept d’efficacité globale pour le problème (PMF ) est défini comme suit.

Définition 1.7.2. [97] Un point x0 ∈ X0 est dit solution faiblement efficace pour

(PMF ), s’il n’existe pas x ∈ X0 qui vérifie la relation (1.16).

Définition 1.7.3. [97] Un point x0 ∈ X0 est dit solution efficace pour (PMF ), s’il

n’existe pas x ∈ X0 tel que pour un certain ρ ∈ Q,

fρ(x)

gρ(x)
<
fρ(x0)

gρ(x0)
,
fi(x)

gi(x)
5
fi(x0)

gi(x0)
, ∀ i ∈ Q, i 6= ρ.

En utilisant l’approche paramétrique de Dinklebach [48] et Jagannathan [65] pour

le problème de programmation fractionnaire, on considère le problème multi-objectifs

suivant (PM)λ pour chaque λ ∈ Rq :

(PM)λ

{
min
x∈X

(f1(x)− λ1g1(x), ..., fq(x)− λqgq(x)),

s.c hj(x) 5 0, j ∈ K.

Lemme 1.7.1. [97] Soit x0 une solution faiblement efficace pour (PMF ). Alors il

existe λ ∈ Rq telle que x0 soit une solution faiblement efficace pour (PM)λ.

Inversement, si x0 est faiblement efficace pour (PM)λ avec λ = f(x0)
g(x0)

, alors x0 est

une solution faiblement efficace pour (PMF ).

Geoffrion [58] a caractérisé les solutions pour les problèmes de programmation

multi-objectifs par l’approche de la scalarisation. Ces caractérisations sont utilisées

aussi pour le problème paramétrique (PM)λ.

Considérons le problème de pondération (PM)λ(w) correspondant au problème

(PM)λ.

(PM)λ(w)

 min
x∈X

q∑
i=1

wi(fi(x)− λigi(x)),

s.c hj(x) 5 0, j ∈ K,

où w = (w1, ..., wq) ∈ W = {w ∈ Rq :

q∑
i=1

wi = 1, wi ≥ 0, i ∈ Q}.

Théorème 1.7.1. [97] Si x0 est une solution optimale pour le problème scalarisé

(PM)λ(w), avec λ = f(x0)
g(x0)

alors, x0 est une solution faiblement efficace pour (PM)λ.
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Dans de nombreux problèmes de programmation, les fonctions sont

différentiables, ce qui a motivé Martin [84] à définir une notion de convexité plus faible

pour les fonctions différentiables, appelée Kuhn-Tucker convexité ou KT -convexité.

Définition 1.7.4. [84] Le problème (PM)λ est dit KT-invexe sur l’ensemble des

solutions réalisables X0 par rapport à une fonction η : X0 × X0 −→ Rn telle que

pour tous les x, x0 ∈ X0, on a :

(fi(x)− λigi(x))− (fi(x0)− λigi(x0)) ≥ [η(x, x0)]
t(Ofi(x0)− λiOgi(x0)), i = 1, ..., q,

−[η(x, x0)]
tOhj(x0) ≥ 0, ∀ j ∈ J(x0).

Le concept de fonctions sous-convexelike a été introduit par Yang [124].

Définition 1.7.5. [124] Soit X un ensemble non vide dans Rn, soit S un sous en-

semble non vide de X. Une fonction L : X → RN est dite sous-convexlike sur S si et

seulement si, ∀ x, y ∈ S, ∀ ε > 0, ∀ λ ∈ ]0, 1[, ∃ t ∈ S, u ∈ RN , u > 0 et τ > 0, tel

que

τL(t) 5 λL(x) + (1− λ)L(y) + εu.

Le résultat suivant a été établi par Osuna-Gómez et al. [97].

Théorème 1.7.2. [97] Si (PM)λ est KT -invexe et la contrainte de qualification de

Kuhn-Tucker est satisfaite pour toutes les solutions faiblement efficaces, alors chaque

solution faiblement efficace pour le problème (PMF ) résout le problème scalarisé

(PM)λ(w).

1.7.1 Conditions nécessaires d’efficacité

Dans cette section, nous rappelons quelques conditions nécessaires d’efficacité

pour le problème (PMF ). En se basant sur le théorème des alternatives généralisé

de Minkowski-Farkas prouvé par Yang [124] pour les fonctions sous-convexelikes,

Osuna-Gómez et al. [97] ont établi des conditions nécessaires d’efficacité pour (PMF )

données par le théorème suivant.
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Théorème 1.7.3. [97] Soit x0 une solution faiblement efficace pour (PMF ) et sup-

posons que (f1 − λ1g1, ..., fq − λqgq, h) soit une fonction (q + k) sous-convexelike sur

S avec λ = f(x0)
g(x0)

. Alors, il existe (δ0, µ0) ∈ Rq ×Rk avec (δ0, µ0) ≥ 0 tel que ∀ µ = 0

et ∀ x ∈ S satisfait

µth(x0) ≤ µt
0h(x0) ≤

q∑
i=1

δ0i(fi(x)− λigi(x)) + µt
0h(x), (1.17)

µt
0h(x0) = 0. (1.18)

Sous des hypothèses de différentiabilité, Osuna-Gómez et al. [95] ont établi la

condition nécessaire suivante.

Théorème 1.7.4. [95] Si x0 est une solution faiblement efficace pour (PMF ), donc

il existe (δ0, µ0) ∈ Rq+k avec (δ0, µ0) ≥ 0 tel que

q∑
i=1

δ0i(Ofi(x0)− λiOgi(x0)) + µt
0Oh(x0) = 0, (1.19)

µt
0h(x0) = 0. (1.20)

1.7.2 Conditions suffisantes d’efficacité

Des conditions suffisantes pour que des solutions réalisables soient faiblement

efficaces pour le problème (PMF ) sont données dans les théorèmes suivants.

Théorème 1.7.5. [97] Soit x0 une solution réalisable satisfaisant la condition (1.17)

avec δ0 ≥ 0 et µ0 = 0. Alors x0 est une solution faiblement efficace pour (PMF ).

Théorème 1.7.6. [97] Soit x0 une solution réalisable, s’il existe δ0 ≥ 0 et µ0 = 0

tels que x0 satisfasse la condition (1.19) et le problème (PM)λ soit KT -invexe sur

l’ensemble des solutions réalisables, alors x0 est une solution faiblement efficace pour

(PMF ).
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions de convexité et d’invexité

(généralisée) qui seront utilisées dans la présentation des chapitres trois et quatre.

Nous avons aussi présenté certains résultats sur les conditions nécessaires et suffi-

santes d’optimalité d’un problème mono-objectif sous des contraintes d’inégalités

(P ) et nous avons rappelé quelques conditions d’efficacité d’un problème multi-

objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM). De plus, nous avons

exposé, notamment les conditions d’efficacité d’un problème multi-objectifs fraction-

naire (PMF ).



Chapitre 2

Sur les problèmes de
programmation bi-niveaux

2.1 Introduction

Beaucoup de problèmes de prise de décision nécessitent des compromis parmi les

objectifs de tous les individus ou entités qui interagissent. La plupart du temps,

les décideurs sont regroupés dans une structure administrative ou hiérarchique

avec des objectifs différents et parfois contradictoires. Par exemple, la planification

économique centralisée implique la distribution des ressources à travers les niveaux

de gouvernement, la tarification du transport routier qui consiste à la détermination

de péages optimaux sur un ensemble prédéfini de tronçons du réseau autoroutier

par les gestionnaires de ces réseaux, la distribution de crédit agricole, la tarification

électrique utilitaire et la détermination de crédit d’impôt qui sont naturellement for-

mulés comme des problèmes de programmation bi-niveaux. Donc la programmation

bi-niveaux est une technique puissante et robuste pour la résolution de problèmes

hiérarchiques de prise de décision. Elle a été appliquée dans de nombreux problèmes

de la vie réelle tels que l’agriculture, des systèmes économiques, des finances, de

l’ingénierie, les sciences de gestion et les problèmes de transport. Cette classe de

programmation constitue une branche de la programmation mathématique dans la-

quelle les contraintes sont déterminées, en partie par un autre problème d’optimi-

sation. L’utilisation de la programmation mathématique dans différents processus

décisionnels est restée pendant de nombreuses années consacrée aux problèmes pour

lesquels un décideur unique (gouvernement, politicien, institution, organisation) avait

23
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un contrôle unilatéral sur le niveau d’activités à assigner à tous les objectifs ou va-

riables de décision.

Depuis les années 70, l’introduction de la programmation mathématique à plu-

sieurs niveaux par Candler et Norton [30], a consacré la décentralisation du niveau

de prise de décision en tenant compte de la réaction des autres décideurs. Souvent,

les décideurs interviennent dans un système hiérarchisé où ils peuvent agir soit de

façon coopérative, soit de façon non coopérative. La programmation mathématique

à plusieurs niveaux résout le problème de la coordination du processus de prise de

décision dans un système décentralisé, notamment lorsque les décideurs agissent de

façon non coopérative et que les décisions sont prises d’une manière séquentielle.

L’origine de la programmation bi-niveaux est due à Stackelberg [113] qui a intro-

duit un modèle en concurrence parfaite dans le contexte d’un duopole. Ce modèle

est caractérisé par l’existence d’une précédente dans l’annonce des décisions de deux

firmes : un producteur se voit assigner le rôle de meneur (premier niveau de décision)

et annonce son niveau de production au suiveur (second niveau de décision) dans la

détermination de sa propre production. Par la suite, le meneur agit en connaissant

la réaction optimale du suiveur à son annonce. La première formulation du problème

de programmation bi-niveaux est apparue dans un article de Bracken et McGill [25]

sur la répartition des ressources et des armes pour optimiser l’attaque et la défense

simultanément. Cependant, Candler et Norton [30] ont été les premiers à utiliser

les termes bi-niveaux et multi-niveaux tout en décrivant un problème de politique

de développement. Anandalingam et Friez [4], Vicente et Calamai [117] et Dempe

[35] présentent dans des revues bibliographiques, les applications de la programma-

tion bi-niveaux, les propriétés théoriques liées à la programmation bi-niveaux et les

différentes classes d’algorithmes de résolution. Il en est de même pour les monogra-

phies de Dempe [34] et de Bard [10].

2.2 Présentation d’un problème de programma-

tion bi-niveaux (PB)

Un problème de programmation bi-niveaux est un problème d’optimisation

mathématique où la variable est partitionnée en deux vecteurs x et y. Le vecteur
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y sera choisi comme solution optimale d’un deuxième problème de programmation

mathématique paramétré par x. Donc un problème de programmation bi-niveaux est

un problème hiérarchique dans la mesure où ses contraintes sont définies en partie

par un second problème d’optimisation. Ainsi, on se trouve dans une situation où

deux décideurs font leurs choix à deux niveaux différents de la hiérarchie. Quand le

premier décideur, appelé leader (ou décideur du niveau supérieur ) prend sa décision

x, le second décideur, appelé suiveur (ou décideur du niveau inférieur) détermine sa

décision y. La variable x va jouer le rôle de paramètre dans le problème du niveau

inférieur. D’un autre côté, le niveau supérieur doit anticiper sur le choix de son ni-

veau inférieur car son gain ne dépend pas uniquement de son choix, mais aussi de

celui du niveau inférieur.

2.3 Formulation mathématique de (PB)

Un problème de programmation bi-niveaux est une modélisation d’un programme

mathématique hiérarchique où l’ensemble de toutes les variables est partitionné

entre un vecteur x représentant le premier niveau de décision, et un vecteur y pour

le second niveau de décision. Sa formulation est donnée en général comme suit :

(PB)


min
x∈X

F (x, y),

s.c G(x, y) 5 0,
min
y∈Y

f(x, y),

g(x, y) 5 0,

où x ∈ X ⊂ Rn1 la variable de décision du niveau supérieur (leader) et y ∈ Y ⊂ Rn2

la variable de décision du niveau inférieur (suiveur). De même les fonctions F :

Rn1 × Rn2 −→ R et f : Rn1 × Rn2 −→ R sont respectivement les fonctions objectifs

du niveau supérieur et du niveau inférieur, les fonctions vectorielles G : Rn1×Rn2 −→
Rm1 et g : Rn1 × Rn2 −→ Rm2 sont les contraintes du problème (PB).

Dans le problème (PB), si on suppose que les fonctions F (x, y), f(x, y), G(x, y)

et g(x, y) sont linéaires, dans ce cas, on obtient un problème de programmation

bi-niveaux linéaire.
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2.4 Problèmes de programmation bi-niveaux

linéaires (PBL)

Les problèmes de programmation bi-niveaux linéaires (PBL) constituent la plus

grande partie des travaux de recherches consacrés à la programmation bi-niveaux.

2.4.1 Formulation mathématique de (PBL)

Un problème de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) peut être écrit sous

sa forme générale suivante :

(PBL)



min
x∈X

F (x, y) = ct1x+ dt
1y,

s.c. A1x+B1y 5 b1,
x = 0,
min
y∈Y

f(x, y) = ct2x+ dt
2y,

s.c. A2x+B2y 5 b2,
y = 0,

où x ∈ X ⊂ Rn1 , y ∈ Y ⊂ Rn2 , F : X × Y −→ R, f : X × Y −→ R, c1, c2 ∈
Rn1 , d1, d2 ∈ Rn2 , b1 ∈ Rm1 , b2 ∈ Rm2 , A1 est une matrice m1 × n1, B1 une matrice

m1 × n2, A2 une matrice m2 × n1 et B2 une matrice m2 × n2. La fonction F (res-

pectivement f) représente la fonction objectif du niveau supérieur (respectivement

du niveau inférieur), A1x + B1y (respectivement A2x + B2y) sont les contraintes

du niveau supérieur (respectivement du niveau inférieur) et x (respectivement y) la

variable de décision du niveau supérieur (respectivement du niveau inférieur).

2.4.2 Définitions

Les définitions suivantes sont nécessaires pour la caractérisation des solutions de

(PBL), voir Bard [10].

1. Le domaine S des contraintes de (PBL) est défini par

S = {(x, y) ∈ Rn1 × Rn2 : A1x+B1y 5 b1, A2x+B2y 5 b2, x = 0, y = 0}.
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2. L’ensemble S(x) des solutions réalisables du niveau inférieur pour un x fixé est

défini par

S(x) = {y ∈ Y : B2y 5 b2 − A2x}.

3. La projection de S sur l’ensemble des décisions du niveau supérieur est donnée

par

S(X) = {x ∈ X : ∃ y ∈ Y, A1x+B1y 5 b1, A2x+B2y 5 b2}.

4. L’ensemble des réactions rationnelles du niveau inférieur pour un x ∈ S(X) est

donné par

R(x) = {y ∈ Y : y ∈ arg min{f(x, ỹ) : ỹ ∈ S(x)}},

avec arg min{f(x, ỹ) : ỹ ∈ S(x)} = {y ∈ S(x) : f(x, y) 5 f(x, ỹ), ∀ ỹ ∈ S(x)}.

5. La région induite (ou domaine induit) est notée par

RI = {(x, y) ∈ S, y ∈ R(x)}.

Le niveau supérieur peut, à chacune de ses décisions x ∈ S, faire face à différentes

réactions du suiveur, étant donné que R(x) n’est pas en général un singleton. L’union

de toutes les valeurs possibles de x que le niveau supérieur peut sélectionner ainsi

que les réactions rationnelles correspondantes y ∈ R(x) du niveau inférieur forment

la région induite RI qui représente l’ensemble des solutions réalisables de (PBL). La

présence des contraintes couplantes du niveau supérieur (G(x, y) 5 0, x = 0) donne

à cette définition un caractère général. En absence de ces contraintes, on obtient une

formulation particulière de problème de programmation bi-niveaux qui a été utilisée

par la plupart des chercheurs dans ce domaine.

2.4.3 Solutions optimales

Considérons le problème (PBL) et supposons que l’ensemble R(x) est constitué

d’un seul point (ou plus) pour tout x ∈ S(X).

Définition 2.4.1. [10] Un point (x0, y0) ∈ RI est optimal pour le problème (PBL)

si ct1x0 + dt
1y0 5 ct1x+ dt

1y, ∀ (x, y) ∈ RI.
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La Définition 2.4.1 d’une solution optimale de (PBL) est valable uniquement dans

les conditions citées ci-dessus. Par contre, dans le cas où l’ensemble R(x) est constitué

de plus d’un élément (multiplicité de solutions optimales du niveau inférieur) pour

x ∈ S(X) fixé, le raisonnement est différent. En effet, dans ce cas, il existe dans

la littérature deux approches principales pour formuler la solution de (PBL) : l’ap-

proche pessimiste (ou forte) et l’approche optimiste (ou faible) et de même pour le

problème bi-niveaux (PB). Les deux approches peuvent être trouvées dans Etoa [52].

(i) Approche pessimiste

Dans ce cas, la coopération entre le niveau supérieur et le niveau inférieur n’est

pas autorisée, le niveau supérieur ne peut pas influencer le choix du niveau inférieur.

Le niveau supérieur se protège en limitant le dommage résultant d’une sélection

indésirable du niveau inférieur tout en respectant son objectif. Donc son problème

sera formulé de la manière suivante :
min

x
max

y
F (x, y),

s.c. (x, y) ∈ S,
y ∈ R(x).

(ii) Approche optimiste

Dans cette approche le niveau supérieur peut supposer la coopération du niveau

inférieur, dans le sens où ce dernier va choisir à chaque fois une solution qui est la

meilleure du point de vue du leader. Ce cas se formule de la manière suivante :
min
x,y

F (x, y),

s.c. (x, y) ∈ S,
y ∈ R(x).

En se mettant dans les conditions de la formulation optimiste du problème (PBL),

le niveau inférieur va choisir

y ∈ arg min{F (x, y) : y ∈ R(x)},
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ce qui signifie que le suiveur choisirait parmi ses réactions optimales celle qui est

meilleure du point de vue du leader. Le problème (PBL) peut donc être écrit d’une

manière équivalente sous forme d’un programme mathématique standard

min{F (x, y) : (x, y) ∈ RI}. (2.1)

Et dans ce cas, la Définition 2.4.1 pour une solution optimale du problème (PBL)

reste valable, elle peut être formulée autrement en utilisant la définition suivante.

Définition 2.4.2. [34] Un point (x, y) est dit réalisable pour le problème (PBL) si

(x, y) ∈ S et y ∈ R(x).

Définition 2.4.3. [34] Un point (x0, y0) est une solution optimale de (PBL) si

(x0, y0) est réalisable et pour tout point réalisable (x, y) on a : F (x0, y0) 5 F (x, y).

2.4.4 Existence et caractérisation des solutions de (PBL)

Le problème d’existence de solutions optimales pour le problème (PBL) a été

étudié par plusieurs auteurs tels que Candeler et Townsley [29], Bard et Falk [11]

qui ont établi l’existence d’une solution optimale en un point extrême du domaine

réalisable S. Audet et al. [8] ont montré aussi que dans le cas où la région induite est

non vide, il existe au moins une solution optimale pour le problème (PBL) atteinte

en un point extrême de l’ensemble S et ce résultat est vrai même dans le cas de

présence des contraintes couplantes du niveau supérieur.

Considérons la formulation de (PBL) sous forme standard (2.1) et supposons que

(i) S est non vide et compact.

(ii) R(x) est réduit à un singleton, pour tout x ∈ X.

Corollaire 2.4.1. [10] Une solution de (PBL) est atteinte en un point extrême de

RI.

Corollaire 2.4.2. [10] Si (x, y) est un point extrême de RI, alors (x, y) est un point

extrême de S.
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2.4.5 Résolution de (PBL)

Depuis que ce domaine a attiré l’attention des chercheurs en optimisation au

milieu des années 1970, un nombre important d’algorithmes est mis au point pour

la résolution des problèmes de programmation bi-niveaux. Étant des problèmes NP

difficiles (du point de vue de la complexité algorithmique), d’ailleurs la majorité des

recherches d’algorithmes se sont focalisées sur les cas simples de la programmation

bi-niveaux tel que le problème de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) qui est

un problème compliqué et difficile à résoudre malgré que les fonctions objectifs et les

contraintes du niveau supérieur et du niveau inférieur sont linéaires, car il n’est ni

continu partout, ni convexe. Généralement pour résoudre le problème (PBL), on le

transforme en un problème à un seul niveau pour avoir un problème de programma-

tion mathématique standard et utiliser les méthodes de résolution pour ce type de

problèmes. L’approche la plus étudiée dans la littérature pour cette transformation

est l’approche de Karush-Khun-Tucker (KKT) qui consiste à remplaçer le problème

du niveau inférieur par ses conditions KKT et l’introduction du système résultant

dans le problème du niveau supérieur.

2.4.6 Reformulation de (PBL) par l’approche KKT

L’approche KKT a donné naissance au plus grand nombre de méthodes pour la

résolution de (PBL). Son principe consiste à transformer le problème (PBL) en un

problème à un seul niveau en utilisant les conditions KKT suivant la proposition

suivante.

Proposition 2.4.1. [10] Une condition nécessaire pour que (x0, y0) soit solution

optimale pour le problème (PBL) est qu’il existe deux vecteurs u0 et v0 tels que

(x0, y0, u0, v0) soit solution du problème (P )kkt suivant :

(P )kkt



min
x,y

F (x, y) = ct1x+ dt
1y,

s.c A1x+B1y 5 b1,
A2x+B2y + w = b2,
Bt

2u− v = d2,
vty + utw = 0,
x = 0, y = 0, u = 0, v = 0, w = 0,



Chap. 2. Sur les problèmes de programmation bi-niveaux 31

où u et v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions KKT du

niveau inférieur. Le problème (P )kkt est linéaire à l’exception des contraintes de

complémentarité (vty+utw = 0) et qui sont aussi non convexes. Plusieurs méthodes

ont été développées dans cette approche, en cherchant à chaque fois un compromis

avec la contrainte de complémentarité. Citons quelques méthodes de résolution basées

sur cette approche.

Méthode de Branch and Bound

Cette méthode est appliquée pour les problèmes bi-niveaux convexes. Des algo-

rithmes basés sur cette idée sont développés par Bard et Falk [11], dont le principe

consiste à entourer l’ensemble des solutions admissibles du problème non convexe

(P )kkt par un polyèdre et subdiviser ensuite en deux sous-ensembles disjoints. On

minimise la fonction objectif du problème (P )kkt sur chaque sous-ensemble, puis on

sélectionne la plus petite valeur parmi toutes les valeurs obtenues. Après un test de

cette valeur, on la prend comme valeur optimale globale si le test est positif, sinon on

subdivise encore le sous ensemble correspondant à cette valeur en nouveaux polyèdres

et on recommence l’opération. Bard et Moore [12] ont présenté un algorithme plus

efficace, consistant à supprimer la contrainte de complémentarité du problème (P )kkt

et de résoudre le sous problème linéaire résultant. A chaque itération, on vérifie si la

contrainte de complémentarité est satisfaite. Si oui, le point correspondant se trouve

dans le domaine induit, d’où il présente une solution de (PBL), sinon on utilise un

procédé de branch and bound pour examiner toutes les combinaisons des contraintes

de complémentarité relaxées.

Méthode des fonctions de pénalité

Après transformation du problème bi-niveaux original en un problème à un seul

niveau en utilisant les conditions KKT du niveau inférieur, une pénalité exacte est

utilisée. Dans Anandalingam et White [5], la fonction de pénalité utilisée est la

différence entre les valeurs des fonctions objectifs primale et duale du niveau inférieur.

La première version de l’algorithme donne uniquement la solution optimale locale,

par la suite cet algorithme a été amélioré pour donner une solution optimale globale.
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En utilisant l’approche KKT, Lv et al. [79] ont transformé le problème bi-niveaux

linéaire (PBL) en un problème à un seul niveau. La contrainte de complémentarité

du niveau inférieur a été ajouté à la fonction objectif du niveau supérieur avec une

pénalité. Il ont proposé un algorithme de recherche de la solution optimale locale du

problème (PBL).

Méthode du pivot de complémentarité

L’idée de l’algorithme revient à Bialas et Karwan [16], en écrivant le problème

(P )kkt comme un problème de minimum linéaire de complémentarité suivant :

min ct1x+ dt
1y,

s.c A1x+B1y 5 b1,
w = b2 − A2x−B2y,
v = Bt

2u+ d2,
uw = vx = 0.
x = 0, y = 0, u = 0, w = 0.

Ils utilisent une base d’entrée comme sous le nom de pivot complémentaire pour

trouver la solution du problème (P )kkt. Mais, cette méthode ne converge pas toujours

vers la solution optimale. Par la suite, Judice et Faustino [68, 69] ont introduit un

problème appelé problème de complémentarité linéaire séquentielle pour la résolution

des problèmes de programmation linéaires et quadratiques en combinant la technique

de branch and bound et la méthode d’énumération de points extrêmes.

2.5 Problèmes de programmation bi-niveaux non

linéaires (PBN)

Dans le problème (PB), supposons que l’une au moins des fonctions

F (x, y), f(x, y), G(x, y) ou g(x, y) est non linéaire, dans ce cas, on obtient un

problème non linéaire qu’on appelle problème de programmation bi-niveaux non

linéaire (PBN). Ce problème a été traité par Wang et al. [118] qui ont étudié un

problème de programmation bi-niveaux quadratique avec des contraintes linéaires.

En utilisant la dualité du problème du niveau inférieur, ils ont transformé le problème

bi-niveaux en un problème à un seul niveau sous des contraintes non linéaires. Pour
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résoudre le problème bi-niveaux considéré, un algorithme génétique a été proposé.

Le même problème a été étudié par Etoa [53]. Dans un premier temps, le problème

a été reformulé comme un problème de programmation non linéaire en exploitant

les conditions KKT associées au niveau inférieur, ensuite une fonction de pénalité

a été utilisée ainsi que d’autres transformations dans l’objectif de proposer un al-

gorithme qui résout un problème quadratique séquentiel régulier qui donne par la

suite la solution de problème de programmation bi-niveaux quadratique considéré.

Le cas d’un problème bi-niveaux quadratique convexe a été étudié par Lv et al. [78]

où l’approche KKT a été utilisée pour transformer ce problème en un problème à

un seul niveau sous des contraintes de complémentarité. Pour résoudre le problème

obtenu après transformation, ils ont utilisé les réseaux de neurones. Le cas général

d’un problème de programmation bi-niveaux non linéaire a été considéré par Wang

et al. [119], en utilisant l’approche KKT et une fonction de perturbation de Fischer-

Burmeister, le problème bi-niveaux non linéaire a été transformé en un problème

de programmation non linéaire qui a été résolu par la méthode du simplexe. Xu

et Ye [123] ont étudié un problème de programmation bi-niveaux non linéaire où

le problème du niveau inférieur est un problème de minimisation non convexe sur

un ensemble convexe de contraintes, ils ont transformé le problème en un problème

à un seul niveau en utilisant la valeur optimale de la fonction objectif du niveau

inférieur, le problème obtenu après transformation est un problème non convexe et

non différentiable. Pour résoudre ce problème, ils ont proposé une méthode de La-

grange augmentée différentiable et ils ont montré par des exemples numériques l’effi-

cacité de cet algorithme pour la résolution de problème bi-niveaux initial. Jiang et al.

[67] ont proposé aussi une méthode de multiplicateurs de Lagrange augmentée basée

sur la fonction Chen-Harker-Kanzow-Smale (CHKS) différentiable pour résoudre le

problème de programmation non linéaire obtenu après la reformulation de problème

bi-niveaux non linéaire en un problème non linéaire à un seul niveau par l’approche

KKT. Beaucoup d’autres chercheurs se sont intéressés à la résolution des problèmes

de programmation bi-niveaux par des approches et des méthodes différentes, pour

plus de détails sur ce sujet, se référer par exemple [1, 64, 86, 87, 116]. Certains au-

teurs ont proposé des conditions d’optimalité pour les problèmes de programmation

bi-niveaux. Quelques travaux récents concernant cette étude peuvent être trouvés
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dans les références suivantes [9, 31, 36, 38, 40, 43, 76].

2.5.1 Problèmes de programmation bi-niveaux quadratiques

Un problème de programmation bi-niveaux quadratique est un cas particulier

d’un problème de programmation bi-niveaux non linéaire.

Considérons le problème bi-niveaux quadratique au niveau supérieur suivant :
max

x
F (x, y) = 1

2
(xt, yt)Q(xt, yt)t + ct1x+ dt

1y,

s.c max
y

f(x, y) = ct2x+ dt
2y,

Ax+By 5 b,
x, y = 0,

(2.2)

où x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 sont les variables de décisions du niveau supérieur et du ni-

veau inférieur respectivement. c1, c2 ∈ Rn1 , d1, d2 ∈ Rn2 , A ∈ Rm×n2 , b ∈ Rm,Q ∈
R(n1+n2)×(n1+n2) est une matrice symétrique. Pour un x = 0, la solution optimale

du niveau inférieur peut être obtenue en résolvant le problème de programmation

linéaire suivant : 
max

y
ct2x+ dt

2y,

s.c By 5 b− Ax,
y = 0.

(2.3)

Le problème dual de (2.3) est donné comme suit :
min

u
(b− Ax)tu,

s.c Btu = d2,
u = 0,

(2.4)

où u ∈ Rm est la variable duale. Alors on a le théorème suivant.

Théorème 2.5.1. [118] (x0, y0) est la solution optimale du problème (2.2) si et

seulement s’il existe u0 tel que (x0, y0, u0) est la solution du problème suivant :



max
x,y,u

1
2
(xt, yt)Q(xt, yt)t + ct1x+ dt

1y,

s.c Ax+By 5 b,
Btu = d2,
dt

2y − (b− Ax)tu = 0,
x, y, u = 0.

(2.5)
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En utilisant le Théorème 2.5.1, le problème bi-niveaux quadratique initial (2.2)

peut être transformé en un problème de programmation quadratique (2.5), donc

on peut obtenir la solution de (2.2) en résolvant le problème (2.5). Notons que les

contraintes du problème (2.5) sont toutes linéaires à l’exception de la contrainte de

complémentarité dt
2y− (b−Ax)tu = 0. On peut résoudre une série de problèmes non

linéaires avec uniquement des contraintes linéaires par la relaxation des contraintes

non linéaires et la résolution du problème (2.5). Soit U = {u ∈ Rm/Btu = d2, u = 0}
la région réalisable du problème linéaire (2.4). D’après les résultats sur la program-

mation linéaire, il existe un nombre fini de sommets dans la région réalisable U et

soit u l’un des sommets de U . Alors on peut transformer le problème (2.5) en une

série de problèmes de programmation non linéaires pour obtenir tous les sommets de

U , qu’on note par UE = {u1, u2, ..., ut} en utilisant les méthodes de programmation

linéaire.

NP (ui)


max
x,y

1
2
(xt, yt)Q(xt, yt)t + ct1x+ dt

1y,

s.c Ax+By 5 b,
dt

2y − (b− Ax)tui = 0,
x, y = 0.

(2.6)

Il est clair que la résolution du problème (2.6) est moins difficile que la résolution

du problème (2.5). Soit I ⊆ {1, 2, ..., t} tel que si i ∈ I, alors il existe une solution

optimale pour le problème NP (ui), d’ou I 6= ∅. Pour j ∈ I, soit (xj, yj) une solution

optimale du problème NP (ui) et F (xk, yk) = max {F (xj, yj) / j ∈ I}. Donc on a le

théorème suivant.

Théorème 2.5.2. [118] (xk, yk) est une solution optimale du problème (2.2).

Par conséquent, on peut obtenir la solution optimale du problème bi-niveaux

quadratique (2.2) en résolvant une série de problèmes de programmation quadratique

avec des contraintes linéaires. Pour résoudre le problème (2.6), on le transforme sous
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la forme suivante : 

max
x,y

1
2
(xt, yt)Q(xt, yt)t + ct1x+ dt

1y,

s.c (A B)

(
x
y

)
5 b,

(−uitA dt
2)

(
x
y

)
5 btui,

(uitA dt
2)

(
x
y

)
5 −btui,(

−In1 0n1×n2

0n2×n1 −In2

)(
x
y

)
≤ 0.

(2.7)

On peut réécrire le problème (2.7) sous la forme suivante :

max
x,y

1
2
(xt, yt)Q(xt, yt)t + ct1x+ dt

1y,

s.c


A B

uitA dt
2

uitA −dt
2

−In1 0n1×n2

0n2×n1 In2


(
x
y

)
≤


b
btui

−btui

0(n1+n2)×1

 .
(2.8)

Par la dualité d’un programme non linéaire, le problème quadratique (2.8) peut être

transformé en un problème de programmation non linéaire sans contraintes.

max
λ=0

− 1

2
λtMλ+ dtλ+

1

2
(ct1, c

t
2)Q−1(ct1, d

t
1)

t, (2.9)

où M = −


A B

uitA dt
2

uitA −dt
2

−In1 0n1×n2

0n2×n1 In2

Q−1



A B

uitA dt
2

uitA −dt
2

−In1 0n1×n2

0n2×n1 In2



t

,

d = −


b
btui

−btui

0(n1+n2)×1

+


A B

uitA dt
2

uitA −dt
2

−In1 0n1×n2

0n2×n1 In2

Q−1

(
c1
d1

)
.
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Donc le problème (2.6) est transformé en un problème de programmation non

linéaire sans contrainte. Si λ0 résout le problème (2.9) alors,

z0 =

(
x0

y0

)
= Q−1[−

(
c1
d1

)
+


A B

uitA dt
2

uitA −dt
2

−In1 0n1×n2

0n2×n1 In2


t

λ0] résout le problème (2.6).

Dans le problème bi-niveaux quadratique suivant, on suppose que la fonction

objectif du niveau inférieur est quadratique et le reste des fonctions de problème

sont linéaires. 
min

x
F (x, y) = ct1x+ dt

1y,

s.c min
y
f(x, y) = ct2x+ dt

2y + (xt, yt)Q(xt, yt)t,

Ax+By 5 b,
x, y = 0,

(2.10)

où c1, c2 ∈ Rn1 , d1, d2 ∈ Rn2 , A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n×, b ∈ Rm. Q ∈ R(n1+n2)×(n1+n2)

est une matrice symétrique semi-définie positive, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 sont les variables

de décisions du niveau supérieur et du niveau inférieur respectivement. Supposons

que dans le problème (2.10), le domaine S des contraintes est non vide et borné et

Q =

(
Q2 Qt

1

Q1 Q0

)
avec Q0 ∈ Rn2×n2 ,Q1 ∈ Rn2×n1 ,Q2 ∈ Rn1×n1 . Alors la fonction f

est transformée en f(x, y) = ct2x+xtQ2x+(d+2Q1x)
ty+ytQ0y. Notons que le terme

ct2x+ xtQ2x est une constante pour chaque x ∈ S(x) fixé, donc on peut l’ignorer en

supposant que c2 = 0 et Q2 = 0, lorsque on résout le problème du niveau inférieur,

donc la solution optimale du problème du niveau inférieur peut être obtenue par la

résolution de problème suivant :
min

y
f(x, y) = ct2x+ xtQ2x+ (d+ 2Q1x)

ty + ytQ0y,

s.c By 5 b− Ax,
y = 0.

(2.11)

Puisque Q0 est une matrice définie positive, donc le problème du niveau inférieur est

convexe et il existe une solution globale unique qu’on note y(x) du problème (2.11)

pour chaque x ∈ S(x) fixé. En appliquant les conditions KKT pour le problème du

niveau inférieur, on a le théorème suivant.



Chap. 2. Sur les problèmes de programmation bi-niveaux 38

Théorème 2.5.3. [118] Soit (x0, y0) ∈ S, alors une condition nécessaire et suffisante

pour que (x0, y0) ∈ RI est qu’il existe des vecteurs w0 ∈ Rm
= , u0 ∈ Rm

= et v0 ∈ Rn2

=

tels que 
Ax0 +By0 + w0 = b,
2Q1x0 + 2Q0y0 −Btu0 + v0 = −d,
ut

0w0 = 0,
y0v0 = 0,
x0, y0, w0, u0, v0 = 0.

(2.12)

Évidemment, le problème (2.10) est transformé en un problème à un seul niveau

en remplaçant le problème du niveau inférieur par ses conditions KKT et on obtient

le problème suivant 

min
x,y,w,u,v

F (x, y) = ct1x+ dt
1y,

s.c Ax+By + w = b,
2Q1x+ 2Q0y −Btu+ v = −d,
utw = 0,
vty = 0,
x, y, w, u, v = 0,

(2.13)

où w est la variable d’écart et u, v sont les multiplicateurs de KKT associés aux

contraintes du problème du niveau inférieur.

Théorème 2.5.4. [118] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution

réalisable (x0, y0) soit une solution optimale du problème (2.10) est qu’il existe w0 ∈
Rm, u0 ∈ Rm et v0 ∈ Rn2 tels que (x0, y0, w0, u0, v0) soit une solution optimale du

problème (2.13).

Wang et al. [118] ont utilisé un algorithme génétique pour résoudre le problème

(2.13) en passant par la résolution d’un problème auxiliaire construit à partir de

(2.13) en excluant la contrainte de complémentarité, qu’on peut résoudre avec la

méthode du simplexe.
min

x,y′,w′,u′,v′
F (x, y) = ct1x+ d′t1y

′,

s.c Ax+B′y′ + w′ = b,
2Q1x+ 2Q′0y′ −B′′tu′ + v′ = −d,
x, y′, w′, u′, v′ ≥ 0,

(2.14)
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où les composantes de y′, w′, u′ et v′ sont celles des y, w, u et v qui sont supérieures

ou égales à zéro. Aussi les composantes de d′1 sont celles de d1 associée à y′.

Les colonnes des matrices B′ et B′′ sont les colonnes et les lignes de B associées aux

variables y′ et u′ respectivement. Les colonnes de la matrice Q′0 sont les colonnes de

Q0 qui sont associées à la variable y′.

Théorème 2.5.5. [118] S’il existe une solution optimale (x, y′0, w
′
0, u

′
0, v

′
0) pour le

problème simplifié (2.14), alors la solution correspondante (x, y, w, u, v) est une so-

lution réalisable du problème (2.13) et (x, y) est une solution réalisable du problème

original (2.10).

Supposons maintenant que dans le problème (2.10) les fonctions objectifs du

niveau supérieur et du niveau inférieur sont quadratiques, donc on aura le problème

suivant : 
min
x=0

F (x, y) = 1
2
(xt, yt)

(
C1 C3

Ct
3 C2

)(
x
y

)
+ ctx+ dty,

s.c min
y=0

f(x, y) = 1
2
ytQy + ytDx+ dt

2y,

Ax+By 5 b,

(2.15)

où x ∈ X ⊆ Rn1 , y ∈ Y ⊆ Rn2 , F : Rn1×n2 −→ R, f : Rn1×n2 −→ R, c1 ∈
Rn1 , d1, d2 ∈ Rn2 , C1 ∈ Rn1×n2 , Q, C2 ∈ Rn2×n2 , Ct

3 ∈ Rn1×n2 , A ∈ Rm×n1 , B ∈
Rm×n2 , b ∈ Rm.

On considérera les hypothèses suivantes sur le problème (2.15) :

H1 : C =

(
C1 C3

Ct
3 C2

)
et Q sont des matrices symétriques semi-définie positive et

définie positive respectivement.

H2 : L’ensemble des contraintes du problème (2.15), S = {(x, y) ∈ X × Y : x =

0, y = 0, Ax+By 5 b} est non vide et compact.

Si l’hypothèse H1 est satisfaite, alors le problème (2.15) est convexe. De plus, si l’hy-

pothèse H2 est satisfaite, le problème (2.15) admet une solution optimale.

Sous les hypothèses précédentes, on peut transformer le problème (2.15) en un
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problème de programmation à un seul niveau.

minF (x, y)
s.c Ax+By 5 b,

Qx+Dy + d2 +Btu− v = 0,
ut(b− Ax−By) = 0,
vty = 0,
x, y, u, v = 0,

(2.16)

où u ∈ Rm, v ∈ Rn2 sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de

KKT du niveau inférieur.

Le problème (2.16) n’est pas convexe et ne satisfait aucune contrainte de qua-

lification. Soit ε ∈ R= un paramètre. On définit la fonction φε : R2 −→ R par

φε(a, b) =
√
a2 + b2 + ε−a− b− ε. Cette fonction a des propriétés importantes qu’on

peut voir dans les propositions suivantes.

Proposition 2.5.1. [78] Pour chaque ε > 0, on a φε(a, b) = 0 ⇐⇒ a > 0, b >

0, ab = ε
2
.

Proposition 2.5.2. [78] Pour un x ∈ Rn1 , on a x ≥ 0 ⇐⇒ 1
2
xt(x− |x|) = 0.

De plus, la fonction 1
2
xt(x− |x|) est continue et convexe.

En utilisant la fonction φε et la Proposition 2.5.2, le problème (2.16) peut être

reformulé comme suit :

min F (x, y),
s.c Qx+Dy + d2 +Btu− v = 0,√

u2
i + (b− Ax−By)2

i + ε− ui − (b− Ax−By)i = 0, i = 1, ..., q,√
v2

j + y2
j + ε− ε− vj − yj = 0, j = 1, ...,m,

1
2
xt(x− |x|) = 0.

(2.17)

Proposition 2.5.3. [78] Si l’hypothèse H1 est satisfaite, alors le problème (2.17) est

un problème convexe.

Introduisons les notations suivantes.

F̄ (x, y, u, v) = F (x, y), H(x, y, u, v) =


Qx+Dy + d2 +Btu− v,

φε(ui, (b− Ax−By)), i = 1, ..., q,
φε(yj, vj), j = 1, ...,m,

1
2
xt(x− |x|),


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zt = (xt, yt, ut, vt), alors on peut écrire le problème (2.17) comme suit :{
min F̄ (z),
s.c H(z) = 0.

(2.18)

Définition 2.5.1. Soit z un point réalisable du problème (2.18), on dit que z

est un point régulier si les gradients OH1(z), ...,OH2m+q+1(z) sont linéairement

indépendants.

Théorème 2.5.6. [78] Soit (zε) une suite de solutions du problème (2.18). Supposons

que cette suite converge vers z0 pour ε −→ 0+. Si z0 est un point régulier, alors z0

est une solution pour le problème bi-niveaux convexe (2.15).

2.6 Conditions d’optimalité de (PBN)

L’établissement des conditions d’optimalité pour les problèmes de programma-

tion bi-niveaux se fait habituellement avec une formulation appropriée de problème

comme un problème de programmation à un seul niveau.

2.6.1 Approche KKT

L’approche KKT est la plus utilisée dans la littérature pour transformer le

problème bi-niveaux en un problème à un seul niveau. Les conditions KKT sont

utilisées afin de remplacer le problème du niveau inférieur du problème (PBN) par

un système d’équations d’égalités et d’inégalités et on obtient le problème suivant :

(PN)kkt



min
x,y,u

F (x, y),

s.c G(x, y) 5 0,
g(x, y) 5 0,
Oyf(x, y) + utOyg(x, y) = 0,
utg(x, y) = 0,
x ∈ X, y ∈ Y, u ∈ Rm2

= ,

où u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé aux conditions KKT du

niveau inférieur. Il n’est possible d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité

pour un problème de programmation bi-niveaux (PBN) avec cette approche que



Chap. 2. Sur les problèmes de programmation bi-niveaux 42

lorsque le problème du niveau inférieur est un programme paramétrique convexe et

seulement dans l’approche optimiste. Cependant, même dans ce cas, ceci n’est pas

facile, puisque il a été montré que le problème (PN)kkt ne satisfait pas aux hypothèses

de régularité classiques (voir par exemple Scheel et Scholtes [105]). Le problème

(PN)kkt est considéré comme un problème de programmation mathématique sous

des contraintes de complémentarité.

Dempe et Dutta [36] ont établi des relations entre l’ensemble de solutions opti-

males globales du problème (PBN) et l’ensemble de solutions globales du problème

(PN)kkt lorsque le problème du niveau inférieur est convexe et la contrainte de qua-

lification de Slater est satisfaite pour chaque décision x fixée du niveau supérieur. Ce

résultat est donné dans le théorème suivant.

Théorème 2.6.1. [36] Soit (x0, y0) une solution optimale globale du problème

(PBN) et supposons que le problème du niveau inférieur est convexe et que la

contrainte de qualification de Slater est satisfaite en x = x0. Alors, pour chaque

u0 ∈ Λ(x0, y0) := {u = 0 : Oyf(x0, y0) + utOyg(x0, y0) = 0, utg(x0, y0) = 0},

le point (x0, y0, u0) est une solution globale pour le problème (PN)kkt.

Théorème 2.6.2. [36] Soit (x0, y0, u0) une solution optimale globale du problème

(PN)kkt. Si le problème du niveau inférieur est convexe et satisfait la contrainte de

qualification de Slater pour chaque x ∈ X. Alors (x0, y0) est une solution globale pour

le problème (PBN).

Moyennant des hypothèses de régularité sur la formulation KKT d’un problème

(PBN) relaxé des contraintes de complémentarité, Liu et al. [76] proposent une

fonction de pénalité exacte pour le problème (PBN), puis établissent des conditions

sous lesquelles les problèmes (PBN) et sa formulation KKT ont le même ensemble de

solutions. Chen et Florian [31] proposent d’utiliser la fonction de la valeur optimale

pour reformuler le problème (PBN) comme un programme mathématique à un seul
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niveau : 

min
x,y

F (x, y),

s.c G(x, y) 5 0,
g(x, y) 5 0,
f(x, y)− V (x) = 0,
x ∈ X, y ∈ Y,

(2.19)

où V (x) = min
y
{f(x, y), g(x, y) 5 0} est appelée fonction de la valeur optimale du

problème du niveau inférieur. La contrainte f(x, y)−V (x) = 0 signifie que (x, y) ∈ RI
et que les contraintes du problème (2.19) décrivent le domaine induit RI. Chen

et Florian [31] ont montré que, lorsque le problème (PBN) a une solution, alors

(x0, y0) est une solution optimale du problème (PBN) si et seulement si (x0, y0) est

une solution optimale du problème (2.19). De plus, lorsque le problème (PBN) est

convexe, alors les formulations (PN)kkt et (2.19) ont le même ensemble de solutions

globales.

Lemme 2.6.1. [31] Pour une valeur donnée de la variable x du niveau supérieur du

problème (PBN), si les fonctions F (x, .), f(x, .), G(x, .) et g(x, .) sont convexes en

y, alors la formulation (2.19) est équivalente à la formulation (PN)kkt du problème

(PBN).

De la formulation (2.19), comme la fonction V (x) n’est ni différentiable, ni

convexe, alors la formulation (2.19) permet de déduire des propriétés similaires pour

le problème (PBN), il en est de même pour les propriétés géométriques du do-

maine induit du problème (PBN). Comme pour tous les problèmes d’optimisation,

pour énoncer des conditions de régularité du problème (2.19) en un point (x, y), il

faudrait déterminer son ensemble de directions admissibles, puis donner une approxi-

mation linéaire de l’ensemble des solutions réalisables S en (x, y), et enfin, énoncer les

conditions nécessaires et suffisantes de qualification des contraintes. Chen et Florian

[31] procèdent de cette façon pour énoncer les conditions de régularité du problème

(PBN) à partir du Lagrangien du problème (2.19), ces auteurs déduisent les condi-

tions d’optimalité du problème (PBN) en termes d’existence des multiplicateurs

de Kuhn-Tucker relatifs au problème (2.19). Sous des hypothèses de qualification

des contraintes appropriées, un problème (PBN) est partiellement équivalent à sa

formulation KKT, à savoir (PN)kkt. La propriété ci-après énonce ce résultat.
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Propriété 2.6.1. [9] Si (x0, y0) est une solution optimale du problème (PBN) et si

y0 est une solution optimale régulière du problème du niveau inférieur pour x fixé,

alors il existe un vecteur de multiplicateurs de KKT u0 tel que (x0, y0, u0) est une

solution optimale du problème (PN)kkt.

Nous désignons par Skkt l’ensemble des solutions du problème (PN)kkt et l’en-

semble défini par

Sr
kkt = {(x, y, u) ∈ Rn1 × Rn2 × Rm2

= : g(x, y) 5 0, OyL(x, y, u) = 0},

désigne l’ensemble des solutions réalisables de (PN)kkt relaxé des contraintes de

complémentarité. Liu et al. [76] proposent de reformuler le problème (PN)kkt en

pénalisant la fonction objectif du niveau supérieur par la relation de complémentarité,

le programme pénalisé P (µ) qui en résulte est donné comme suit :

P (µ)

{
min
x,y,u

F (x, y)− µutg(x, y),

s.c (x, y, u) ∈ Sr
kkt.

Liu et al. [76] ont montré que si la contrainte de qualification de Mangasarian-

Fromovitz est satisfaite en (x0, y0, u0) pour le problème (PN)kkt relaxé des contraintes

de complémentarité, alors il existe µ0 > 0 tel que, pour tout µ = µ0, l’ensemble des

solutions optimales de (PN)kkt relaxé des contraintes de complémentarité est égal à

l’ensemble des solutions optimales de P (µ).

2.7 Problèmes bi-niveaux fractionnaires (PBF )

Les problèmes bi-niveaux fractionnaires sont des problèmes bi-niveaux dont l’une

au moins des fonctions objectifs du niveau supérieur et du niveau inférieur s’exprime

comme un rapport de deux fonctions.

2.7.1 Formulation mathématique de (PBF )

Un problème bi-niveaux fractionnaire en général est formulé comme suit :

(PBF )


min
x∈X

F (x,y)
G(x,y)

,

s.c min
y∈Y

f(x,y)
g(x,y)

,

h(x, y) 5 0,
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où x ∈ X ⊂ Rn1 la variable de décision du niveau supérieur et y ∈ Y ⊂ Rn2 la

variable de décision du niveau inférieur. Les fonctions F (x,y)
G(x,y)

: Rn1 × Rn2 −→ R
et f(x,y)

g(x,y)
: Rn1 × Rn2 −→ R sont respectivement les fonctions objectifs du niveau

supérieur et du niveau inférieur, la fonction vectorielle h : Rn1 × Rn2 −→ Rm est la

contrainte de (PBF ). On suppose que G(x, y) > 0, g(x, y) > 0, ∀ (x, y) ∈ X × Y .

Dans le problème (PBF ), si on suppose que les fonctions

F (x, y), G(x, y), f(x, y), g(x, y) et h(x, y) sont linéaires, dans ce cas, on obtient

un problème de programmation bi-niveaux fractionnaire linéaire (PBFL).

2.8 Problèmes bi-niveaux fractionnaires linéaires

(PBFL)

Il faudrait souligner que la majorité des études menées sur la programmation

bi-niveaux fractionnaire concerne le cas linéaire.

Un problème de programmation bi-niveaux fractionnaire linéaire (PBFL) est

formulé en général comme suit :

(PBFL)


min
x=0

F (x,y)
G(x,y)

=
α1+bt

11x+bt
12y

β1+ct
11x+ct

12y
,

s.c min
y=0

f(x,y)
g(x,y)

=
α2+bt

21x+bt
22y

β2+ct
21x+ct

22y
,

h(x, y) = Ax+By 5 α,

où A ∈ Rm×n1 , B ∈ Rm×n2 , α1, α2, β1, β2 ∈ R, b11, b21, c11, c21 ∈ Rn1 , b12, b22, c12, c22 ∈
Rn2 , α ∈ Rm, x ∈ Rn1 et y ∈ Rn2 . On suppose que β1 + ct11x+ ct12y > 0 et β2 + ct21x+

ct22y > 0, ∀ x ∈ Rn1

= et ∀ y ∈ Rn2

= .

Wang et al. [120] ont développé un algorithme de résolution du problème (PBFL)

au moyen d’un algorithme d’optimisation basé sur l’écart de la dualité de problème

du niveau inférieur. Le problème (PBFL) est transformé en un problème équivalent

à un seul niveau fractionnaire non linéaire, ensuite le problème fractionnaire est

converti en une série de problèmes fractionnaires linéaires. L’algorithme proposé a

été testé sur un ensemble d’exemples pris dans la littérature. Certaines améliorations

devraient être apportées à cet algorithme pour qu’il soit efficace pour la résolution

des problèmes bi-niveaux fractionnaires de grande taille. Calvete et Galé [26] ont
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développé un algorithme énumératif qui donne une solution globale au problème bi-

niveaux fractionnaire. La programmation interactive floue a été utilisée par Sakawa

et Nishizaki [100] pour la résolution de (PBFL). En adoptant la même approche

que celle de Sakawa et Nishizaki [100], Mishra et Ghosh [90] ont étudié un problème

bi-niveaux fractionnaire quadratique. D’autres travaux sur la résolution numérique

du problème bi-niveaux fractionnaire linéaire (PBFL) peuvent être trouvés dans les

références [46, 89, 114].

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé une synthèse des travaux sur les problèmes de

programmation bi-niveaux, notamment le cas linéaire et quadratique ont été traités.

Essentiellement, nous avons rappelé quelques méthodes de résolution concernant ses

deux cas de problèmes. Par la suite, nous avons présenté un résumé sur les condi-

tions d’optimalité d’un problème bi-niveaux non linéaire et un bref aperçu sur la

programmation bi-niveaux fractionnaire, particulièrement les problèmes bi-niveaux

fractionnaires linéaires.



Chapitre 3

Efficacité globale pour les problèmes
bi-niveaux multi-objectifs sous des
conditions d’invexité généralisée

3.1 Introduction

L’approche qui consiste à considérer un seul objectif qu’un décideur souhaite op-

timiser n’est souvent pas suffisante pour d’écrire les besoins des décideurs qui sont

généralement conflictuels. Souvent il faut trouver un compromis entre ses objectifs.

L’optimisation multi-objectifs consiste donc à optimiser simultanément plusieurs ob-

jectifs d’un même problème. C’est pareil pour les problèmes de programmation bi-

niveaux multi-objectifs qui correspondent au cas où au moins l’une des fonctions

objectifs du niveau supérieur et du niveau inférieur est vectorielle. Cette classe de

problèmes a de nombreuses applications dans différents domaines tels que l’économie,

la gestion et le transport, ect. [33, 56, 59, 77, 121].

Les problèmes de programmation bi-niveaux multi-objectifs ont été étudiés par

Eichfelder [50], Gebhardt et Jahn [57], Nishizaki et Sakawa [94], Ruuska et al. [98],

Shi et Xia [106], Yan et Sakawa [125], Zhang et al. [132] et d’autres. Nishizaki et

Sakawa [94] ont proposé une méthode pour résoudre un problème de programmation

bi-niveaux multi-objectifs linéaire par l’approche de la scalarisation. Ils ont établi plu-

sieurs algorithmes en considérant la position optimiste et pessimiste. Shi et Xia [106]

ont exposé un algorithme interactif pour résoudre un problème bi-niveaux multi-

objectifs linéaire. Le cas non linéaire a été étudié par Eichfelder [50] et Gebhardt

47
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et Jahn [57], ils ont proposé des méthodes itératives exactes de calcul de la solu-

tion. Ruuska et al. [98] ont généralisé la relation entre un problème bi-niveaux et

un problème multi-objectifs au cas de la programmation bi-niveaux multi-objectifs.

Yan et Sakawa [125], Zhang et al. [132] ont utilisé l’approche floue pour résoudre le

problème bi-niveaux multi-objectifs.

Les problèmes de programmation bi-niveaux semi-vectoriels ont été étudiés par

Ankhili et Mansouri [6], Bonnel [17], Bonnel et Morgan [18], Dempe et al. [41], Zheng

et Wan [134] et d’autres. Ankhili et Mansouri [6] ont utilisé une méthode de pénalité

exacte pour proposer un algorithme qui résout le problème dans le cas linéaire. Le

même problème a été étudié par Zheng et Wan [134] qui ont proposé un algorithme

de résolution en utilisant une nouvelle fonction de pénalité. Récemment, Dempe et al.

[41], en combinant les approches de scalarisation et la valeur optimale de la fonction

objectif du niveau inférieur, respectivement, ils ont transformé le problème bi-niveaux

considéré en un problème à un seul niveau équivalent et ils ont obtenu des conditions

nécessaires d’efficacité pour des solutions locales, voir aussi, Calvete et Galé [28] et

Zheng et al. [135].

Certains auteurs ont considéré un problème de programmation bi-niveaux avec

des objectifs multiples au niveau supérieur. Pour résoudre ce problème, Calvete et

Galé [27] ont proposé des méthodes de calcul des solutions efficaces fondées à la fois

sur la somme pondérée et les techniques de scalarisation dans le cas linéaire. Alves

[2] a proposé un algorithme pour générer l’ensemble du front de Pareto du problème

bi-niveaux étudié. Alves et al. [3] ont proposé un algorithme interactif basé sur la

reformulation de problème bi-niveaux en un problème de programmation linéaire

multi-objectifs mixte 0-1. En revanche, Gadhi et Dempe [55] ont utilisé une fonction

de scalarisation spéciale, mise en place par Hiriart-Urruty [61, 62], ils ont établi des

conditions nécessaires d’efficacité pour le problème bi-niveaux multi-objectifs étudié.

Dans ce chapitre, nous considérons un problème de programmation bi-niveaux

non linéaire (PBMN) où le niveau supérieur dispose d’une fonction vectorielle non

linéaire et le niveau inférieur en dispose d’une fonction objectif scalaire avec des

contraintes non linéaires. Essentiellement, nous étudions les conditions nécessaires et

suffisantes d’efficacité globales du problème (PBMN). En utilisant les conditions de

Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au problème du niveau inférieur (PNI)x, le
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problème (PBMN) est transformé en un problème à un seul niveau multi-objectifs

avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PMN). Nous établissons des relations

entre les ensembles de solutions (faiblement ou proprement) efficaces globales des

deux problèmes (PMN) et (PBMN) sous des hypothèses appropriées de convexité

et de contrainte de qualification pour le problème du niveau inférieur (PNI)x. Il est

connu que l’approche KKT conduit à des problèmes de programmation non convexes

et pour faire face à cette situation, nous faisons appel au concept d’invexité et d’in-

vexité généralisée [60, 110]. Ainsi, nous établissons des conditions nécessaires d’ef-

ficacité de type Fritz John et des conditions suffisantes d’efficacité de type (Fritz

John) pour qu’un point réalisable du problème (PMN) correspond à une solu-

tion faiblement efficace, efficace et proprement efficace du problème (PBMN) sous

différentes formes d’invexité généralisée et de fonctions infines. De plus, nous ap-

pliquons les résultats obtenus pour le problème (PBMN) aux problèmes bi-niveaux

multi-objectifs impliquant des fonctions linéaires. Pour l’illustration des résultats ob-

tenus deux exemples numériques seront donnés, le premier pour le cas d’un problème

bi-niveaux multi-objectifs non linéaire et le deuxième pour le cas d’un problème bi-

niveaux multi-objectifs linéaire.

3.2 Étude d’un problème bi-niveaux multi-

objectifs non linéaire (PBMN)

Considérons le problème de programmation bi-niveaux multi-objectifs non

linéaire suivant :

(PBMN)


min
x∈X

F̄ (x, y) = (F̄1(x, y), ..., F̄q(x, y)),

s.c min
y∈Y

f̄(x, y),

ḡ(x, y) 5 0,

où X est un sous ensemble ouvert de Rn et Y est un sous ensemble ouvert de Rm, x ∈
X est la décision du niveau supérieur et y ∈ Y est la décision du niveau inférieur.

F̄ : X×Y −→ Rq et f̄ : X×Y −→ R sont les fonctions objectifs du niveau supérieur

et inférieur respectivement. ḡ : X × Y −→ Rp est la fonction contrainte du niveau

inférieur. Supposons que F̄ est différentiable sur X × Y et f̄ , ḡ sont des fonctions
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deux fois différentiables sur X × Y . Soit Q = {1, ..., q}. Ensuite, nous donnons les

définitions suivantes pour le problème (PBMN) :

(i) Le domaine des contraintes du problème (PBMN) : S = {(x, y) ∈ X × Y :

ḡ(x, y) 5 0}.
(ii) La projection de S sur l’ensemble des décisions du niveau supérieur : S(X) =

{x ∈ X : ∃ y ∈ Y, tel que (x, y) ∈ S}.
(iii) L’ensemble des solutions réalisables du problème du niveau inférieur noté

(PNI)x pour un x ∈ S(X) fixé est donné par S(x) : S(x) = {y ∈ Y : ḡ(x, y) 5

0}.
(iv) Pour un x ∈ S(X) fixé, soit S̄(x) l’ensemble des solutions optimales du

problème (PNI)x.

(v) La région induite du problème (PBMN) : RI = {(x, y) : (x, y) ∈ S, y ∈
S̄(x)}.

Définition 3.2.1. [23] Pour un x ∈ X fixé tel que ∃ y ∈ Y, ḡ(x, y) 5 0, si y

est une solution optimale pour (PNI)x, alors (x, y) est une solution réalisable pour

(PBMN).

Définition 3.2.2. [23] Un point (x0, y0) ∈ S est dit solution faiblement efficace

(ou efficace) pour (PBMN), si y0 est une solution optimale pour (PNI)x0 et il

n’existe pas une solution réalisable (x, y) pour (PBMN) tel que F̄ (x, y) < F̄ (x0, y0)

(F̄ (x, y) ≤ F̄ (x0, y0)).

Définition 3.2.3. [23] Une solution efficace (x0, y0) de (PBMN) est dite propre-

ment efficace, s’il existe un réel positif M tel que l’inégalité F̄i(x0, y0) − F̄i(x, y) 5

M[F̄j(x, y) − F̄j(x0, y0)] est vérifiée pour tout i ∈ Q et (x, y) ∈ RI tel que

F̄i(x, y) < F̄i(x0, y0) et un certain j ∈ Q tel que F̄j(x, y) > F̄j(x0, y0).

3.3 Reformulation de (PBMN) en un problème

multi-objectifs

En se basant sur l’approche optimiste, pour un x ∈ X fixé, nous utilisons les

conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au problème du niveau inférieur
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(PNI)x pour reformuler le problème (PBMN) en un problème à un seul niveau

multi-objectifs défini par :

(PMN)kkt



min
x,y,u

F̄ (x, y) = (F̄1(x, y), ..., F̄q(x, y)),

s.c ḡ(x, y) 5 0,
Oyf̄(x, y) + utOyḡ(x, y) = 0,
utḡ(x, y) = 0,
x ∈ X, y ∈ Y, u ∈ Rp

=,

où u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé aux conditions KKT pour

le problème du niveau inférieur.

Dans ce qui suit, nous utilisons quelques changements de variables pour simplifier

le problème (PMN)kkt. Ainsi, soit z = (x, y, u) ∈ Z = X × Y × Rp
= ⊂ RN , où

N = n+m+ p, F (z) = F̄ (x, y), G(z) = ḡ(x, y), Ls(z) = ∂f̄
∂ys

(z) +

p∑
t=1

ut
∂ḡt

∂ys

(z) = 0

pour tout s = 1, ...,m et Lm+1(z) =

p∑
t=1

utḡt(z) = 0, le problème (PMN)kkt peut être

écrit sous la forme suivante :

(PMN)kkt


min

z
F (z) = (F1(z), ..., Fq(z)),

s.c Gj(z) 5 0, ∀ j = 1, ..., p,
Ls(z) = 0, ∀ s = 1, ...,m,
Lm+1(z) = 0,
z ∈ Z.

Pour rassembler les contraintes d’égalités, nous posons H : Z −→ Rm+1, où

Hk(z) = Lk(z), k = 1, ...,m + 1. Donc, le problème (PMN)kkt qu’est un problème

multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités est donné

comme suit :

(PMN)


min

z
F (z) = (F1(z), ..., Fq(z)),

s.c Gj(z) 5 0, ∀ j ∈ P = {1, ..., p},
Hk(z) = 0, ∀ k ∈M = {1, ...,m+ 1},
z ∈ Z,

où Fi : Z −→ R, i ∈ Q, Gj : Z −→ R, j ∈ P et Hk : Z −→ R, k ∈M. Z ⊂ RN est

un ensemble non vide ouvert, Z0 = {z ∈ Z : Gj(z) 5 0, j ∈ P, Hk(z) = 0, k ∈ M}
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est l’ensemble de toutes les solutions réalisables de (PMN). Pour z0 ∈ Z, on note

par J(z0) l’ensemble {j ∈ P : Gj(z0) = 0}, J0 = |J(z0)| et par J̃(z0) (resp. J̄(z0))

l’ensemble {j ∈ P : Gj(z0) < 0 (resp. Gj(z0) > 0)}. On a J(z0) ∪ J̃(z0) ∪ J̄(z0) = P

et si z0 ∈ Z0, J̄(z0) = ∅.

Nous rappelons la contrainte de qualification de Mangasarian-Fromovitz pour le

problème (PMN).

Définition 3.3.1. [80] On dit que la contrainte de qualification de Mangasarian-

Fromovitz est satisfait en z0 ∈ Z0, s’il existe une direction d ∈ RN telle que :

OGj(z0)d < 0, ∀ j ∈ J(z0),

OHk(z0)d = 0, ∀ k ∈M,

et les gradients OHk(z0), k ∈M sont linéairement indépendants.

Selon le théorème de Karush-Kuhn-Tucker [70, 74], sous certaines contraintes de

qualification, les conditions de KKT sont nécessaires pour l’optimalité d’un problème

d’optimisation. Les conditions de KKT deviennent également suffisantes pour l’op-

timalité si la fonction objectif et les contraintes sont convexes ou bien satisfont les

propriétés de convexité généralisée [82]. Dempe et Dutta [36] ont étudié les relations

entre un problème de programmation bi-niveaux (PBN) (le cas mono-objectifs) et

le problème (PN)kkt obtenu après transformation en utilisant les conditions de KKT

du niveau inférieur. Ils ont montré que les solutions optimales globales du problème

(PN)kkt cöıncident avec les solutions optimales globales du problème (PBN), dans

le cas où le problème du niveau inférieur est convexe et la contrainte de qualifica-

tion de Slater est satisfaite. Surtout, ils ont donné quelques exemples pour montrer

que la régularité du problème du niveau inférieur est essentielle et ne peut pas être

négligée. Ainsi que l’hypothèse de convexité de problème du niveau inférieur est

également justifiée, voir Mirrlees [88].

3.4 Relations entre les problèmes (PBMN) et

(PMN)

De façon similaire à Dempe et Dutta [36], nous établissons des relations entre

les deux problèmes (PBMN) et (PMN)kkt concernant les solutions (faiblement ou
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proprement) efficaces globales.

Théorème 3.4.1. [23] Soit (x0, y0) une solution (faiblement ou proprement) efficace

pour (PBMN) et supposons que le problème du niveau inférieur (PNI)x est convexe

pour lequel la contrainte de qualification de Slater est satisfaite en x = x0 ( i.e.

∃ ȳ(x0) ∈ Y tel que ḡ(x0, ȳ(x0)) < 0). Alors pour chaque

u0 ∈ Ω(x0, y0) = {u ∈ Rp
= : Oyf(x0, y0) + utOyg(x0, y0) = 0, utg(x0, y0) = 0},

le point (x0, y0, u0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour

(PMN)kkt.

Preuve. Si (x0, y0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour

(PBMN), alors y0 est une solution optimale de (PNI)x0 . Puisque la contrainte de

qualification de Slater est satisfaite pour le problème (PNI)x en x = x0, alors il existe

ū ∈ Ω(x0, y0). On a la valeur de la fonction objectif de (PMN)kkt est indépendante

du ū ∈ Ω(x0, y0), alors (x0, y0, ū) est une solution (faiblement ou proprement) efficace

pour (PMN)kkt, et il en résulte que chaque solution (x0, y0, u0), u0 ∈ Ω(x0, y0) est

une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PMN)kkt.

Théorème 3.4.2. [23] Soit (x0, y0, u0) une solution (faiblement ou proprement) ef-

ficace pour (PMN)kkt. Supposons que le problème (PNI)x est convexe et que la

contrainte de qualification de Slater est satisfaite pour le problème (PNI)x pour

chaque x ∈ X. Alors (x0, y0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace

pour (PBMN).

Preuve. Si (x0, y0, u0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour

(PMN)kkt, alors (x0, y0, u0) satisfait les conditions de KKT de (PNI)x0 (i.e. u0 ∈
Ω(x0, y0)) et y0 est une solution réalisable de (PNI)x0 (i.e. y0 ∈ S(x0)). Puisque les

fonctions f̄ et ḡj, j ∈ P sont convexes en y pour tout x ∈ X fixé, alors d’après

les conditions d’optimalité de théorème de Karush-Kuhn-Tucker [70, 74] (Théorème

7.2.1 de Mangasarian [82]), y0 est une solution optimale de (PNI)x0 (i.e. y0 ∈ S̄(x0)).

Il en résulte que (x0, y0) est réalisable pour le problème (PBMN) (i.e. (x0, y0) ∈
RI). Maintenant, supposons que (x0, y0) n’est pas une solution faiblement efficace

pour (PBMN), donc il existe (x̄, ȳ) ∈ RI tel que F̄ (x̄, ȳ) < F̄ (x0, y0). On a ȳ ∈
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S̄(x̄) et puisque la contrainte de qualification de Slater est satisfaite pour (PNI)x̄

alors les conditions de KKT pour le problème (PNI)x sont vérifiées, i.e. il existe

ū ∈ Rp
= tel que ū ∈ Ω(x̄, ȳ) et ȳ ∈ S(x̄). Donc (x̄, ȳ, ū) est une solution réalisable

pour (PMN)kkt, alors l’inégalité F̄ (x̄, ȳ) < F̄ (x0, y0) contredit le fait que (x0, y0, u0)

est une solution faiblement efficace pour (PMN)kkt. D’où le résultat. De la même

manière on démontre le reste du théorème pour les solutions (proprement) efficaces.

Des Théorème 3.4.1 et 3.4.2, on obtient le résultat suivant :

Théorème 3.4.3. [23] Supposons que la contrainte de qualification de Slater est

satisfaite pour le problème (PNI)x pour tout x ∈ X et que les fonctions f̄ et ḡj, j ∈
P sont convexes en y pour tout x ∈ X fixé. Alors (x0, y0, u0), u0 ∈ Ω(x0, y0) est

une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PMN)kkt si et seulement si

(x0, y0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PBMN).

3.5 Conditions nécessaires d’efficacité

Pour établir des conditions nécessaires d’efficacité pour le problème (PMN), nous

avons besoin de prouver le lemme suivant.

Lemme 3.5.1. [23] Supposons que

(i) z0 est une solution (localement) faiblement efficace pour (PMN) ;

(ii) Gj est continue en z0 pour j ∈ J̃(z0), Fi, i ∈ Q, Gj, j ∈ J(z0), Hk, k ∈M
sont différentiables en z0 et il existe des fonctions vectorielles ηi : Z0 × Z →
RN , i ∈ Q, θj : Z0 × Z → RN , j ∈ J(z0) et φk : Z0 × Z → RN , k ∈ M

satisfasse en z0 par rapport à η : Z0 × Z → RN les inégalités suivantes,

[OFi(z0)]
tη(z, z0) 5 [OFi(z0)]

tηi(z, z0), ∀ z ∈ Z0, ∀ i ∈ Q, (3.1)

[OGj(z0)]
tη(z, z0) 5 [OGj(z0)]

tθj(z, z0), ∀ z ∈ Z0, ∀ j ∈ J(z0), (3.2)

[OHk(z0)]
tη(z, z0) = [OHk(z0)]

tφk(z, z0), ∀ z ∈ Z0, ∀ k ∈M. (3.3)

Alors le système des inégalités

[OFi(z0)]
tηi(z, z0) < 0, i ∈ Q, (3.4)
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[OGj(z0)]
tθj(z, z0) 5 0, j ∈ J(z0), (3.5)

[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0, k ∈M, (3.6)

n’admet pas de solution dans Z0.

Preuve. Soit z0 ∈ Z0 une solution localement faiblement efficace pour (PMN) et

supposons qu’il existe z̃ ∈ Z0 vérifiant les inégalités (3.4)-(3.6).

Pour i ∈ Q, soit ϕFi
(z0, z̃, τ) = Fi(z0 + τη(z̃, z0))− Fi(z0).

On remarque que cette fonction s’annule en τ = 0 et lim
τ→0+

τ−1[ϕFi
(z0, z̃, τ) −

ϕFi
(z0, z̃, 0)] = lim

τ→0+
τ−1[Fi(z0 + τη(z̃, z0)) − Fi(z0)] = [OFi(z0)]

tη(z̃, z0) 5

[OFi(z0)]
tηi(z̃, z0) < 0 d’après (3.1) et (3.4). Il en résulte que, pour tout i ∈

Q, ϕFi
(z0, z̃, τ) < 0 si τ est dans un intervalle ouvert (0, δFi

), δFi
> 0. Donc, pour

tout i ∈ Q,

Fi(z0 + τη(z̃, z0)) < Fi(z0), τ ∈ (0, δFi
).

De même, en utilisant (3.2) avec (3.5) et (3.3) avec (3.6), on déduit :

Gj(z0 + τη(z̃, z0)) 5 Gj(z0) = 0, τ ∈ (0, δGj
), ∀ j ∈ J(z0),

Hk(z0 + τη(z̃, z0)) = Hk(z0) = 0, τ ∈ (0, δHk
), ∀ k ∈M ,

pour tout j ∈ J(z0), δGj
> 0 et pour tout k ∈M, δHk

> 0.

Comme j ∈ J̃(z0), Gj(z0) < 0 et Gj est continue en z0, donc, il existe δj > 0 tel que

Gj(z0 + τη(z̃, z0)) < 0, τ ∈ (0, δj), ∀ j ∈ J̃(z0).

Soit δ0 = min{δFi
, i ∈ Q, δGj

, j ∈ J(z0), δHk
, k ∈M, δj, j ∈ J̃(z0)}. Alors

(z0 + τη(z̃, z0)) ∈ Nδ0(z0), τ ∈ (0, δ0), (3.7)

où Vδ0(z0) est un voisinage de z0. Et pour tout τ ∈ (0, δ0), on a

Fi(z0 + τη(z̃, z0)) < Fi(z0), i ∈ Q, (3.8)

Gj(z0 + τη(z̃, z0)) 5 0, j ∈ P, (3.9)

Hk(z0 + τη(z̃, z0)) = 0, k ∈M. (3.10)
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De (3.7), (3.9) et (3.10), on a (z0 + τη(z̃, z0)) ∈ Vδ0(z0) ∩ Z0, pour tout τ ∈ (0, δ0).

D’où (3.8) est en contradiction avec l’hypothèse que z0 est localement faiblement

efficace pour (PMN). Ainsi, il n’existe pas z ∈ Z0 satisfaisant le système (3.4)-(3.6),

et le lemme est démontré.

Zeng et Caron [131] ont introduit le concept de fonctions preconvexlikes pour

étudier les problèmes d’optimisation vectoriels dans un espace vectoriel topologique

séparé. Ils ont établi divers théorèmes des alternatives généralisés de Motzkin.

Pour établir des conditions nécessaires d’efficacité pour le problème (PMN), nous

avons besoin d’utiliser le Théorème 3.4 des alternatives de Zeng et Caron [131]. Dans

ce qui suit, nous formulerons la définition de preconvexitélike et le Théorème 3.4,

dans le cas d’un espace topologique Rn.

Définition 3.5.1. [23] SoitD un ensemble non vide dans Rn, soit S un sous ensemble

non vide de D. Une fonction L : D → RN est dite (RN
= )-preconvexlike sur S, si et

seulement si, ∀ x, y ∈ S, ∀ λ ∈ ]0, 1[, ∃ t ∈ S et τ > 0, tels que

λL(x) + (1− λ)L(y)− τL(t) ∈ RN
= .

Théorème 3.5.1. [131] Soit D un ensemble non vide dans Rn, et soit F̂ : D →
Rn1 , Ĝ : D → Rn2 , Ĥ : D → Rn3 pour lequel f̂ = (F̂ , Ĝ, Ĥ) est (Rn1

= × Rn2

= × 0)-

preconvexlike sur S ⊆ D. Considérons les systèmes suivants :

(S1) ∃ z̄ ∈ S tel que F̂ (z̄) < 0, Ĝ(z̄) 5 0, et Ĥ(z̄) = 0.

(S2) ∃ (µ, λ, δ) ∈ (Rn1

= × Rn2

= × Rn3)\{0} tel que

〈F̂ (z), µ〉+ 〈Ĝ(z), λ〉+ 〈Ĥ(z), δ〉 = 0, ∀ z ∈ S.

Alors si (S1) n’a pas de solution, alors (S2) a des solutions. De plus, si la condition

de Slater (SC) ou si la condition de régularité (RH) ci-dessous est satisfaite

(SC) ∃ (ẑ, α̂, β̂, ŵ) ∈ Gr(f̂) := {(z, F̂ (z), Ĝ(z), Ĥ(z)) : z ∈ S} tel que β̂ < 0 et

ŵ = 0,

(RH) {(λ, δ) ∈ Rn2

= × Rn3 : 〈Ĝ(z), λ〉+ 〈Ĥ(z), δ〉 = 0, ∀ z ∈ S} = {0},
alors un et un seul de ces systèmes (S1) et (S2) a des solutions avec µ 6= 0.

Dans le théorème suivant, on obtient des conditions nécessaires d’efficacité de type

Fritz John pour le problème (PMN) en considérant différentes fonctions (ηi)i, (θj)j

et (φk)k associées aux fonctions objectifs et aux contraintes.
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Théorème 3.5.2. [23](Conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John) Sup-

posons que

(i) z0 est une solution faiblement efficace pour (PMN) ;

(ii) Gj est continue en z0 pour j ∈ J̃(z0), Fi, i ∈ Q, Gj, j ∈ J(z0), Hk, k ∈M
sont différentiables en z0 et il existe des fonctions vectorielles ηi : Z0 × Z →
RN , i ∈ Q, θj : Z0 × Z → RN , j ∈ J(z0) et φk : Z0 × Z → RN , k ∈ M

satisfasse en z0 par rapport à η : Z0 × Z → RN les inégalités (3.1)-(3.3) ;

(iii) soit F̂ (z) = ([OFi(z0)]
tηi(z, z0), i ∈ Q) ∈ Rq, Ĝ(z) =

([OGj(z0)]
tθj(z, z0), j ∈ J(z0)) ∈ RJ0 et Ĥ(z) = ([OHk(z0)]

tφk(z, z0), k ∈
M) ∈ Rm+1 avec (F̂ , Ĝ, Ĥ) est (Rq

= ×RJ0

= × 0)-preconvexlike fonction de z sur

Z0.

Alors il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
= ×RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ, δ) 6= 0 tel que (z0, µ, λ, δ) satisfait

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z, z0) +

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z, z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0. (3.11)

Preuve. Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, alors d’après le Lemme

3.5.1 le système (3.4)-(3.6) n’a pas de solution dans Z0. D’après l’hypothèse

(iii), (F̂ , Ĝ, Ĥ)(z) = ([OFi(z0)]
tηi(z, z0), i ∈ Q, [OGj(z0)]

tθj(z, z0), j ∈
J(z0), [OHk(z0)]

tφk(z, z0), k ∈M) est une fonction (Rq
=×RJ0

= × 0)-preconvexlike de

z sur Z0, donc du Théorème 3.5.1, il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
=×RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ, δ) 6= 0

tel que la relation (3.11) est satisfaite, ce qui correspond aux conditions nécessaires

d’efficacité de type Fritz John.

Remarque 3.5.1. [23] On remarque que la condition de Slater (SC) n’est pas sa-

tisfaite pour le problème (PMN), car il existe ẑ ∈ Z0 tel que Ĝ(ẑ) < 0 et Ĥ(ẑ) = 0

(avec la condition (iii) du Théorème 3.5.2 et les inégalités (3.2)-(3.3) qui sont en

contradiction avec le fait que la contrainte de qualification de Mangasarian-Fromovitz

n’est pas vérifiée pour le problème (PMN) (pour ce dernier, voir Ye et al. [127]).

De plus, l’hypothèse de régularité (RH) n’est pas satisfaite aussi pour le problème

(PMN). Ainsi, quelle est la contrainte de qualification appropriée à ajouter aux hy-
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pothèses du Théorème 3.5.2 pour avoir des conditions nécessaires d’efficacité de type

Karush-Kuhn-Tucker pour le problème (PMN) ?

D’après les Théorèmes 3.4.1 et 3.5.2, on obtient des conditions nécessaires d’effi-

cacité de type Fritz John pour le problème (PBMN) sans utiliser aucune contrainte

de qualification.

Théorème 3.5.3. [23](Conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John) Suppo-

sons que (x0, y0) est une solution faiblement efficace pour (PBMN). Si les hypothèses

du Théorème 3.4.1 et les conditions (ii) et (iii) du Théorème 3.5.2 sont satisfaites,

alors il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
=×RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ, δ) 6= 0 tel que (x0, y0, µ, λ, δ) satisfait

la relation (3.11).

3.6 Conditions suffisantes d’efficacité

Dans les Théorèmes 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, il est prouvé que sous certaines

contraintes de qualifications appropriées et convexité du problème du niveau inférieur

(PNI)x, des solutions (faiblement ou proprement) efficaces du problème (PM)kkt

cöıncident avec des solutions (faiblement ou proprement) efficaces du problème

(PBMN). Dans cette section, nous établissons des conditions suffisantes d’effica-

cité pour le problème (PMN) sous diverses formes d’invexité généralisée, fonctions

infines et la condition (3.11).

3.6.1 Solutions faiblement efficaces

Dans les théorèmes suivants, nous donnons des conditions suffisantes d’efficacité

de type Fritz John pour qu’un point réalisable soit faiblement efficace pour (PMN).

Théorème 3.6.1. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que :

1. F est faiblement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à ηi : Z0 × Z0 −→
RN , i ∈ Q;

2. pour tout j ∈ J(z0), Gj est strictement quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport

à θj : Z0 × Z0 −→ RN ;

3. pour tout k ∈M, Hk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φk : Z0×Z0 −→ RN .
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S’il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
=×RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ) 6= 0 tel que (z0, µ, λ, δ, (ηi)i, (θj)j, (φk)k)

satisfait la relation (3.11), alors z0 est une solution faiblement efficace pour (PMN).

Preuve. Supposons que z0 n’est pas une solution faiblement efficace pour (PMN).

Alors il existe une solution réalisable z ∈ Z0 pour (PMN) telle que F (z)−F (z0) < 0.

Puisque F est faiblement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à (ηi)i∈Q, il en résulte

que

∃ z̄ ∈ Z0, [OFi(z0)]
tηi(z̄, z0) < 0, ∀ i ∈ Q. (3.12)

Par définition de J(z0) et z̄ ∈ Z0, on obtient pour tout j ∈ J(z0), Gj(z̄)−Gj(z0) 5 0

et à partir de l’hypothèse 2., il en résulte que

[OGj(z0)]
tθj(z̄, z0) < 0, ∀ j ∈ J(z0). (3.13)

Comme (µ, λ) ≥ 0, de (3.12) et (3.13), on a

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z̄, z0) +

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z̄, z0) < 0. (3.14)

Comme z̄, z0 ∈ Z0, alors, d’après l’hypothèse 3., on déduit :

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z̄, z0) = 0. (3.15)

De (3.14) et (3.15), on a

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z̄, z0) +

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z̄, z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z̄, z0) < 0,

ce qui contredit (3.11). D’où z0 est une solution faiblement efficace pour (PMN).

Théorème 3.6.2. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons qu’il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
= ×RJ0

= ×
Rm+1, (µ, λ) 6= 0 tel que

1.

q∑
i=1

µiFi +
∑

j∈J(z0)

λjGj est strictement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à

η : Z0 × Z0 −→ RN ;
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2.
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φ : Z0 × Z0 −→ RN .

Si la condition suivante est satisfaite

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tη(z, z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tη(z, z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.16)

alors z0 est une solution faiblement efficace pour (PMN).

Preuve. Supposons que z0 n’est pas une solution faiblement efficace pour (PMN).

Alors il existe une solution réalisable z̄ ∈ Z0 pour (PMN) tel que F (z̄)−F (z0) < 0.

Puisque µ = 0, il en résulte que

q∑
i=1

µiFi(z̄)−
q∑

i=1

µiFi(z0) 5 0. (3.17)

D’après la définition de J(z0) et z̄ ∈ Z0, on a pour tout j ∈ J(z0), Gj(z̄)−Gj(z0) 5 0

et de λ = 0, on a ∑
j∈J(z0)

λjGj(z̄)−
∑

j∈J(z0)

λjGj(z0) 5 0. (3.18)

De (3.17) et (3.18) et de l’hypothèse 1., on obtient

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tη(z̄, z0) +

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tη(z̄, z0) < 0. (3.19)

Comme z̄, z0 ∈ Z0, alors, d’après l’hypothèse 2., on déduit :

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z̄, z0) = 0. (3.20)

De (3.17), (3.18) et (3.20), on obtient une contradiction avec (3.16). D’où z0 est une

solution faiblement efficace pour (PMN).

3.6.2 Solutions efficaces

Le théorème suivant nous donne des conditions suffisantes pour qu’un point

réalisable soit une solution efficace pour (PMN).
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Théorème 3.6.3. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que :

1. il existe µ ∈ Rq
≥ tel que

q∑
i=1

µiFi est strictement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par

rapport à η : Z0 × Z0 −→ RN ;

2. il existe λ ∈ RJ0

= tel que
∑

j∈J(z0)

λjGj est quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport à

θ : Z0 × Z0 −→ RN ;

3. il existe δ ∈ Rm+1 tel que
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φ :

Z0 × Z0 −→ RN .

Si la condition (3.16) est satisfaite, alors z0 est une solution efficace pour (PMN).

Preuve. Supposons que z0 n’est pas une solution efficace pour (PMN). Alors il

existe une solution réalisable z̄ de (PMN) et un indice i ∈ Q tel que Fi(z̄) < Fi(z0)

et Fj(z̄) 5 Fj(z0), ∀ j ∈ Q, j 6= i.

Comme µ ≥ 0, il en résulte que

q∑
i=1

µiFi(z̄) −
q∑

i=1

µiFi(z0) 5 0, et d’après la stricte

pseudo-invexité de

q∑
i=1

µiFi en z0 sur Z0 on obtient

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tη(z̄, z0) < 0. (3.21)

Par λ = 0, la définition de J(z0), z̄, z0 ∈ Z0 et des hypothèses 2. et 3., on obtient∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθ(z̄, z0) 5 0,

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z̄, z0) 5 0,

et avec (3.21), il en résulte que

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tη(z̄, z0) +

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθ(z̄, z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z̄, z0) < 0,

ce qui contredit (3.16). D’où, z0 est une solution efficace pour (PMN).
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3.6.3 Solutions proprement efficaces

Le but de cette sous section est d’établir des conditions suffisantes pour qu’un

point réalisable soit une solution proprement efficace pour (PMN).

Théorème 3.6.4. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que :

1. F est invexe en z0 sur Z0 par rapport à ηi : Z0 × Z0 −→ RN , i ∈ Q;

2. pour tout j ∈ J(z0), Gj est invexe en z0 sur Z0 par rapport à θj : Z0 × Z0 −→
RN ;

3. pour tout k ∈M, Hk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φk : Z0×Z0 −→ RN .

S’il existe des vecteurs µ ∈ Rq
>, λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm+1 tels que

(z0, µ, λ, δ, (ηi)i, (θj)j, (φk)k) satisfait la condition (3.11), alors z0 est une solution

proprement efficace pour (PMN).

Preuve. D’après les hypothèses 1. et 2., on a pour tout z ∈ Z0

Fi(z)− Fi(z0) = [OFi(z0)]
tηi(z, z0), ∀ i ∈ Q, (3.22)

Gj(z)−Gj(z0) = [OGj(z0)]
tθj(z, z0), ∀ j ∈ J(z0). (3.23)

Puisque µ > 0 et λ = 0, de (3.22) et (3.23), on obtient

q∑
i=1

µiFi(z)−
q∑

i=1

µiFi(z0) =
q∑

i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z, z0), ∀ z ∈ Z0, (3.24)

∑
j∈J(z0)

λjGj(z)−
∑

j∈J(z0)

λjGj(z0) =
∑

j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z, z0), ∀ z ∈ Z0. (3.25)

Comme z ∈ Z0, λ = 0, alors, de (3.25) et de la définition de J(z0), on déduit :

−
∑

j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0. (3.26)

De l’hypothèse 3., on a pour tout z ∈ Z0

Hk(z)−Hk(z0) = [OHk(z0)]
tφk(z, z0), ∀ k ∈M,
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et comme z, z0 ∈ Z0, il en résulte que :

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0. (3.27)

En utilisant (3.26), (3.27) et la condition (3.11), on obtient pour tout z ∈ Z0

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z, z0) = −

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z, z0)−

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0.

(3.28)

Donc, de (3.24) et (3.28), on obtient pour tout z ∈ Z0,

q∑
i=1

µiFi(z) =
q∑

i=1

µiFi(z0)

avec µ ∈ Rq
>. D’où, d’après le Théorème 1 de Geoffrion [58], z0 est une solution

proprement efficace pour (PMN).

Théorème 3.6.5. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que :

1. il existe µ ∈ Rq
> tel que

q∑
i=1

µiFi est pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à

η : Z0 × Z0 −→ RN ;

2. il existe λ ∈ RJ0

= tel que
∑

j∈J(z0)

λjGj(z) est quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport

à θ : Z0 × Z0 −→ RN ;

3. il existe δ ∈ Rm+1 tel que
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φ :

Z0 × Z0 −→ RN .

Si la condition (3.16) est satisfaite, alors z0 est une solution proprement efficace pour

(PMN).

Preuve. On a pour tout z ∈ Z0, Gj(z) 5 0, Gj(z0) = 0, ∀ j ∈ J(z0) et puisque

λ = 0, il en résulte que
∑

j∈J(z0)

λjGj(z) −
∑

j∈J(z0)

λjGj(z0) 5 0. De l’hypothèse 2., on

obtient ∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθ(z, z0) 5 0, ∀ z ∈ Z0. (3.29)
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Comme z, z0 ∈ Z0, alors, d’après l’hypothèse 3., on déduit :

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) 5 0, ∀ z ∈ Z0. (3.30)

En utilisant (3.29), (3.30) et la condition (3.16), on a pour tout z ∈ Z0

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tη(z, z0) = −

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθ(z, z0)−

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) = 0.

Puisque

q∑
i=1

µiFi est pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à η, alors

q∑
i=1

µiFi(z) =

q∑
i=1

µiFi(z0), ∀ z ∈ Z0 avec µ ∈ Rq
>. D’où, d’après le Théorème 1 de Geoffrion [58],

z0 est une solution proprement efficace pour (PMN).

Remarque 3.6.1. [23] Comme cas particulier du Théorème 3.6.5, si η(z, z0) =

θ(z, z0) = φ(z, z0) = z − z0, on déduit les conditions suffisantes du Théorème 3.4

donné par Singh [107]. On notera que dans ce théorème, Singh a étudié des condi-

tions suffisantes d’efficacité pour qu’un point réalisable soit une solution efficace au

lieu de proprement efficace obtenue dans notre cas.

Remarque 3.6.2. [23] Si le problème du niveau inférieur (PNI)x est convexe, sa-

tisfait la contrainte de qualification de Slater pour chaque x ∈ X, alors à partir des

conditions suffisantes d’efficacité données dans les Théorèmes 3.6.1 à 3.6.5 en com-

binant avec le Théorème 3.4.2, on obtient des conditions suffisantes d’efficacité pour

qu’un point réalisable du problème (PMN) corresponde à une solution (faiblement

ou proprement) efficace pour le problème bi-niveaux (PBMN).

3.6.4 Exemple d’application

Afin d’illustrer les conditions suffisantes d’efficacité obtenues, nous donnons un

exemple d’un problème de programmation bi-niveaux multi-objectifs non linéaire

(PBMN1) dans lequel une solution efficace appropriée sera obtenue après refor-

mulation du problème (PBMN1) en un problème multi-objectifs à un seul niveau
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(PMN1) et en utilisant les Théorèmes 3.4.2 et 3.6.4. Notons que toutes les fonc-

tions impliqués dans le problème (PMN1) ne sont pas convexes et ne satisfont pas

la convexité généralisée, ce qui rend impossible d’appliquer les conditions suffisantes

d’efficacité utilisant le concept de convexité et de convexité généralisée, justifiant ainsi

la nécessité de faire recours à l’invexité (et l’invexité généralisée) dans nos conditions

suffisantes d’efficacité. De plus, il est connu que le problème obtenu après transfor-

mation d’un problème de programmation bi-niveaux en un problème à un seul niveau

par l’approche KKT ne satisfait aucune contrainte de qualification usuelle comme par

exemple la contrainte de qualification de Slater et de Mangasarian-Fromovitz. Donc

quand un point réalisable pour (PMN1) n’est pas un point vectoriel de Karush-

Kuhn-Tucker, toutes les conditions suffisantes d’efficacité obtenues à l’aide de ce

concept ne peuvent pas être également appliquées.

Exemple 3.6.1. [23] Considérons le problème de programmation bi-niveaux multi-

objectifs non linéaire suivant :

(PBMN1)


min
x∈R=

F̄ (x, y) = (xy + 1
3
y
√
x+ 1 + x,−xy + 1

2
x),

s.c min
y∈R=

f̄(x, y) = y2 + xy,

ḡ(x, y) = x2 − 2xy + 2x− 1 5 0.

En utilisant les conditions de KKT associées au problème du niveau inférieur (PNI)x,

on obtient un problème à un seul niveau multi-objectifs donné comme suit :

(PMN1)kkt



min
x,y,u,v

F̄ (x, y) = (xy + 1
3
y
√
x+ 1 + x,−xy + 1

2
x),

s.c x2 − 2xy + 2x− 1 5 0,
−2ux+ x+ 2y − v = 0,
u(−x2 + 2xy − 2x+ 1) + vy = 0,
x = 0, y = 0, u = 0, v = 0,

où u et v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du

problème (PNI)x pour chaque x ∈ R= fixé. En posant z = (x, y, u, v), F (z) =

F̄ (x, y), G(z) = ḡ(x, y), H1(z) = Oyf̄(x, y) +uOyḡ(x, y)− v et H2(z) = −uḡ(x, y) +
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vy, le problème (PMN1)kkt peut être écrit comme suit :

(PMN1)



min
z

F (z) = (F1(z), F2(z)) = (xy + 1
3
y
√
x+ 1 + x,−xy + 1

2
x),

s.c G(z) = x2 − 2xy + 2x− 1 5 0,
H1(z) = −2ux+ x+ 2y − v = 0,
H2(z) = u(−x2 + 2xy − 2x+ 1) + vy = 0,
z ∈ R4

=,

où F = (F1, F2) : R4
= → R2, G : R4

= → R et H = (H1, H2) : R4
= → R2. L’ensemble

de toutes les solutions réalisables de (PMN1) est Z0 = { z = (x, y, u, v) ∈ R4
= :

x2 − 2xy + 2x− 1 5 0, −2ux + x + 2y − v = 0, u(−x2 + 2xy − 2x + 1) + vy = 0}.
Soit z0 = (0, 0, 0, 0) une solution réalisable de (PMN1).

• On a la fonction objectif et la fonction contrainte du problème (PNI)x sont

convexes en y pour tout x ∈ R=. De plus, la contrainte de qualification de

Slater est satisfaite pour le problème (PNI)x dans (PBMN1) car il existe une

solution réalisable de (PNI)x, ȳ(x) = x+ 1, telle que ḡ(x, ȳ(x)) < 0 pour tout

x ∈ R=. Il en résulte, par le Théorème 3.4.3, que les solutions (faiblement ou

proprement) efficaces de (PMN1) correspondent aux solutions (faiblement ou

proprement) efficaces de (PBMN1).

• On a la fonction F n’est pas pseudo-convexe en z0 (et donc non convexe), H

n’est pas quasi-convexe en z0 (et donc ni pseudo-convexe et ni convexe) et G

n’est pas convexe en z0 (il suffit de prendre z = (1, 1, 3
2
, 0) ∈ Z0). De plus, on a z0

n’est pas un point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker du problème (PMN1), car

la condition de Karush-Kuhn-Tucker en z0 prend la forme suivante µ1OF1(z0)+

µ2OF2(z0) + δ1OH1(z0) + δ2OH2(z0) = (µ1 + 1
2
µ2 + δ1,

1
3
µ1 + 2δ1, δ2,−δ1) 6=

(0, 0, 0, 0), ∀ (µ1, µ2) ≥ 0, ∀ (δ1, δ2) ∈ R2. D’où, les conditions suffisantes

d’efficacité utilisant le concept de point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker et/ou

celles qui utilisent le concept de convexité et/ou ses généralisations (quasi-

convexité et pseudo-convexité) qui peuvent être obtenues par exemple à partir

de Kim et al. [72] et Majumdar [81], ne sont pas applicables pour (PMN1).

• Cependant, en utilisant la Proposition 1.4.1, on a F1 est invexe en z0 sur Z0

par rapport à η1(z, z0) = 9
10

(xy + 1
3
y
√
x+ 1 + x, 1

3
xy + 1

9
y
√
x+ 1 + 1

3
x, 0, 0),

F2 est invexe en z0 sur Z0 par rapport à η2(z, z0) = (−2xy + x, 0, 0, 0) et alors

F = (F1, F2) est invexe en z0 sur Z0 par rapport à (ηi)i=1,2. H1 est infine
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en z0 sur Z0 par rapport à φ1(z, z0) = 1
6
(−2ux + x + 2y − v,−4ux + 2x +

4y − 2v, 0, 2ux − x − 2y + v) et H2 est infine en z0 sur Z0 par rapport à

φ2(z, z0) = (0, 0, u(−x2 + 2xy − 2x + 1) + vy, 0). De plus, pour (µ1, µ2) =

(2, 1) et (δ1, δ2) = (−2, 1), on a µ1[OF1(z0)]
tη1(z, z0) + µ2[OF2(z0)]

tη2(z, z0) +

δ1[OH1(z0)]
tφ1(z, z0) + δ2[OH2(z0)]

tφ2(z, z0) = xy+ 2
3
y
√
x+ 1 + 5

2
x = 0, ∀ z ∈

Z0. Donc, d’après le Théorème 3.6.4, on conclut que z0 = (x0, y0, u0, v0) =

(0, 0, 0, 0) est proprement efficace pour (PMN1) et, par le Théorème 3.4.2, il

en résulte que (x0, y0) = (0, 0) est proprement efficace pour (PBMN1).

Notons que les hypothèses du Théorème 3.6.1 qui utilise la condition de type

Fritz John (3.11) sont satisfaites. Ceci permet seulement de conclure que z0 =

(x0, y0, u0, v0) = (0, 0, 0, 0) est une solution faiblement efficace pour le problème

(PMN1) et, par le Théorème 3.4.2, il en résulte que (x0, y0) = (0, 0) est une

solution faiblement efficace pour (PBMN1).

3.7 Étude d’un problème bi-niveaux multi-

objectifs linéaire (PBML)

Dans cette section, nous étudions le cas où le problème du niveau supérieur est un

problème d’optimisation multi-objectifs linéaire et le niveau inférieur est un problème

d’optimisation scalaire linéaire. Ainsi, nous considérons le problème bi-niveaux multi-

objectifs linéaire suivant :

(PBML)


min
x∈X

F̄ (x, y) = (ct1x+ dt
1y, ..., c

t
qx+ dt

qy),

s.c min
y∈Y

f̄(x, y) = ctx+ dty,

ḡ(x, y) = Ax+By − α 5 0,

où x ∈ X ⊆ Rn
=, y ∈ Y ⊆ Rm

= , ci ∈ Rn, di ∈ Rm, i ∈ Q, c ∈ Rn, d ∈ Rm, A ∈
Rp×n, B ∈ Rp×m, α ∈ Rp.
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3.7.1 Reformulation de (PBML)

Le problème (PMN)kkt correspondant à (PBML) est donné comme suit :

(PMN)′kkt



min
x,y,u,v

F̄ (x, y) = (ct1x+ dt
1y, ..., c

t
qx+ dt

qy),

s.c
n∑

l=1

ajlxl +
m∑

s=1

bjsys − αj 5 0, j ∈ P,
p∑

j=1

bjsuj − vs + ds = 0, s ∈ {1, ...,m},

p∑
j=1

uj(−
n∑

l=1

ajlxl −
m∑

s=1

bjsys + αj) +
m∑

s=1

vsys = 0,

x ∈ X, y ∈ Y, u ∈ Rp
=, v ∈ Rm

= ,

où u, v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du

niveau inférieur pour chaque x ∈ X fixé.

En posant z = (x, y, u, v) ∈ Z = X×Y ×Rp
=×Rm

= ⊆ RN
= , N = n+2m+p, Fi(z) =

F̄i(x, y) = ctix + dt
iy, i ∈ Q, Gj(z) = ḡj(x, y) =

n∑
l=1

ajlxl +
m∑

s=1

bjsys − αj, j ∈

P, Hs(z) =

p∑
j=1

bjsuj − vs + ds, s ∈ {1, ...,m} et Hm+1(z) =

p∑
j=1

uj(−
n∑

l=1

ajlxl −

m∑
s=1

bjsys + αj) +
m∑

s=1

vsys, le problème (PMN)′kkt qui est un problème de program-

mation multi-objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités donné comme

suit :

(PMN)′


min

z
F (z) = (F1(z), ..., Fq(z)),

s.c Gj(z) 5 0, j ∈ P,
Hk(z) = 0, k ∈M,
z ∈ Z ⊆ RN

= ,

où Fi : Z −→ R, i ∈ Q, Gj : Z −→ R, j ∈ P, Hk : Z −→ R, k ∈ M, Z0 = {z ∈
Z : Gj(z) 5 0, j ∈ P, Hk(z) = 0, k ∈ M} est l’ensemble de toutes les solutions

réalisables de (PMN)′.
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3.7.2 Conditions suffisantes d’efficacité

Notons que les conditions suffisantes d’efficacité du problème (PMN) présentés

dans la Section 3.6 sont aussi applicables pour le problème (PMN)′. Puisque le

problème du niveau inférieur (PNI)x de (PBML) est linéaire, alors évidemment

toutes les conditions suffisantes d’efficacité de (PMN)′ sont aussi suffisantes pour le

problème (PBML). On a toute fonction linéaire ψ(z) dans (PMN)′ est invexe (alors

(faiblement) pseudo-invexe et quasi-invexe) en z0 sur Z0 par rapport à η(z, z0) = z−
z0. Donc, les conditions suffisantes d’efficacité correspondantes au problème (PMN)′

prennent les formes simplifiées suivantes.

Théorème 3.7.1. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que :

1. pour tout j ∈ J(z0), Gj est strictement quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport

à θj : Z0 × Z0 −→ RN ;

2. pour tout k ∈M, Hk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φk : Z0×Z0 −→ RN .

S’il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
=×RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ) 6= 0 tel que (z0, µ, λ, δ, (ηi)i, (θj)j, (φk)k)

satisfait la condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
t(z−z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z, z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.31)

alors z0 est une solution faiblement efficace pour le problème (PMN)′.

Théorème 3.7.2. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que il existe µ ∈ Rq
≥ tel que

q∑
i=1

µiFi

est strictement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à η : Z0×Z0 −→ RN et il existe

δ ∈ Rm+1 tel que
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φ : Z0 × Z0 −→ RN .

S’il existe un vecteur λ ∈ RJ0

= tel que (z0, µ, λ, δ, η, φ) satisfait la condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tη(z, z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
t(z−z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.32)

alors z0 est une solution efficace pour le problème (PMN)′.
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Théorème 3.7.3. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons pour tout k ∈M, Hk est infine en

z0 sur Z0 par rapport à φk : Z0 × Z0 −→ RN . S’il existe des vecteurs µ ∈ Rq
> (resp.

µ ∈ Rq
≥), λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm+1 tels que (z0, µ, λ, δ, (φk)k) satisfait la condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
t(z−z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
t(z−z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.33)

alors z0 est une solution proprement efficace (resp. faiblement efficace) pour (PMN)′.

Théorème 3.7.4. [23] Soit z0 ∈ Z0 et supposons que il existe δ ∈ Rm+1 tels que
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φ : Z0 × Z0 −→ RN . S’il existe des

vecteurs µ ∈ Rq
> (resp. µ ∈ Rq

≥) et λ ∈ RJ0

= tel que (z0, µ, λ, δ, φ) satisfait la condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
t(z−z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
t(z−z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.34)

alors z0 est une solution proprement efficace (resp. faiblement efficace) pour (PMN)′.

3.7.3 Exemple d’application

Nous donnons un exemple d’un problème de programmation bi-niveaux multi-

objectifs linéaire (PBML2) dans lequel une solution appropriée efficace sera obtenue

après la reformulation du problème (PBML2) en un problème à un seul niveau

multi-objectifs (PMN2)′ et le Théorème 3.7.3 sera utilisé. Toutefois, en raison de la

présence des fonctions non convexes (ni pseudo-convexes et ni quasi-convexes) dans le

problème (PMN2)′ et qu’aucune contrainte de qualification usuelle ne soit satisfaite

pour (PMN2)′ et, de plus, un point considéré z0 comme un point réalisable ne peut

pas être un point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker, il sera impossible d’appliquer

dans ce contexte les conditions suffisantes d’efficacité utilisant ce concept et/ou ceux

consacrés à la convexité ou (la convexité généralisée) pour conclure sur l’efficacité de

z0 pour (PMN2)′ et ensuite pour (PBML2).
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Exemple 3.7.1. [23] Considérons le problème bi-niveaux multi-objectifs linéaire

suivant :

(PBML2)


min
x∈R=

F̄ (x, y) = (2x+ y,−x+ y),

s.c min
y∈R=

f̄(x, y) = x+ y − 1,

ḡ1(x, y) = 3x− 2y 5 0,
ḡ2(x, y) = x+ y − 2 5 0.

En utilisant les conditions KKT pour le problème du niveau inférieur, on obtient le

problème multi-objectifs suivant :

(PMN2)′kkt



min
x,y,u,v,w

F̄ (x, y) = (2x+ y,−x+ y),

s.c 3x− 2y 5 0,
x+ y − 2 5 0,
−2u+ v − w + 1 = 0,
u(−3x+ 2y) + v(−x− y + 2) + wy = 0,
x ∈ R=, y ∈ R=, u ∈ R=, v ∈ R=, w ∈ R=,

où u, v et w sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions KKT

du problème du niveau inférieur pour chaque x ∈ R= fixé. En posant z =

(x, y, u, v, w), F (z) = F̄ (x, y), G1(z) = ḡ1(x, y), G2(z) = ḡ2(x, y), H1(z) =

Oyf̄(x, y) + uOyḡ1(x, y) + vOyḡ2(x, y) − w et H2 = −uḡ1(x, y) − vḡ2(x, y) + wy,

le problème (PMN2)′kkt peut être écrit comme suit :

(PMN2)′



min
z

F (z) = (2x+ y,−x+ y),

s.c G1(z) = 3x− 2y 5 0,
G2(z) = x+ y − 2 5 0,
H1(z) = −2u+ v − w + 1 = 0,
H2(z) = u(−3x+ 2y) + v(−x− y + 2) + wy = 0,
z ∈ R5

=,

où F = (F1, F2) : R5
= → R2, G = (G1, G2) : R5

= → R2 et H = (H1, H2) : R5
= → R2.

Z0 = {z = (x, y, u, v, w) ∈ R5
= : 3x − 2y 5 0, x + y − 2 5 0, −2u + v − w + 1 =

0, u(−3x + 2y) + v(−x − y + 2) + wy = 0} est l’ensemble de toutes les solutions

réalisables du problème (PMN2)′. Soit z0 = (0, 0, 1
2
, 0, 0) une solution réalisable du

problème (PMN2)′.

• On a la fonction H n’est pas quasi-convexe en z0 (et aussi ni pseudo-convexe et

ni convexe) (il suffit de prendre z = (4
5
, 6

5
, 1, 1, 0) ∈ Z0). De plus, on a z0 n’est
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pas un point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker du problème (PMN2)′ car la

condition de Karush-Kuhn-Tucker en z0 prend la forme

µ1OF1(z0) + µ2OF2(z0) + λ1OG1(z0) + δ1OH1(z0) + δ2OH2(z0) = (2µ1 − µ2 +

3λ1 − 3
2
δ2, µ1 + µ2 − 2λ1 + δ2,−2δ1, δ1 + 2δ2,−δ1) 6= (0, 0, 0, 0, 0), ∀ (µ1, µ2) ≥

0, ∀ λ = 0, ∀ (δ1, δ2) ∈ R2. Donc, les conditions suffisantes d’efficacité

utilisant ce concept et/ou ceux qui utilisent le concept de convexité et/ou

ses généralisations (quasi-convexité et pseudo-convexité) qui peuvent être

obtenues, par exemple, à partir de Kim et al. [72] et Majumdar [81], ne

sont pas applicables pour (PMN2)′. Pour φ1(z, z0) = (z − z0) et en uti-

lisant la Proposition 1.4.1, on obtient H2 est infine en z0 sur Z0 par rap-

port à φ2(z, z0) = 4
29

(−3
2
H2(z), H2(z), 0, 2H2(z), 0). De plus, pour (µ1, µ2) =

(1, 2), λ1 = 1 et (δ1, δ2) = (−1, 3), on a µ1[OF1(z0)]
t(z − z0) + µ2[OF2(z0)]

t(z −
z0) + λ1[OG1(z0)]

t(z − z0) + δ1[OH1(z0)]
tφ1(z, z0) + δ2[OH2(z0)]

tφ2(z, z0) =

3x + y = 0, ∀ z ∈ Z0. Donc, par le Théorème 3.7.3, on conclut que

z0 = (x0, y0, u0, v0, w0) = (0, 0, 1
2
, 0, 0) est une solution proprement efficace

pour (PMN2)′, et puisque (PBML2) est équivalent au problème (PMN2)′,

il en résulte que (x0, y0) = (0, 0) est une solution proprement efficace pour

(PBML2).

3.8 Étude de cas mixte

A partir des deux cas étudiés précédemment, on peut déduire des conditions

suffisantes pour le cas mixte. Nous considérons deux cas : lorsque le problème du

niveau supérieur est multi-objectifs linéaire et le niveau inférieur est scalaire non

linéaire et le cas où le problème du niveau supérieur est multi-objectifs non linéaire

et celui du niveau inférieur est scalaire linéaire.
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3.8.1 Le niveau supérieur linéaire et le niveau inférieur non
linéaire

On suppose que le problème du niveau supérieur est linéaire et celui du niveau

inférieur non linéaire. Donc le problème (PBMN) s’écrit comme suit :
min
x∈X

F̄ (x, y) = (ct1x+ dt
1y, ..., c

t
qx+ dt

qy),

s.c min
y∈Y

f̄(x, y),

ḡ(x, y) 5 0,

(3.35)

Le problème (PMN)kkt correspondant au problème (3.35) est donné comme suit :

(PMN)kkt1



min
x,y,u,v

F̄ (x, y) = (ct1x+ dt
1y, ..., c

t
qx+ dt

qy),

s.c ḡ(x, y) 5 0,
Oyf̄(x, y) + utOyḡ(x, y) = 0,
utḡ(x, y) = 0,
x ∈ X, y ∈ Y, u ∈ Rp

=,

où u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé aux conditions KKT du

problème du niveau inférieur.

En posant z = (x, y, u, v) ∈ Z = X×Y ×Rp
=×Rm

= ⊆ RN
= , N = n+2m+p, Fi(z) =

F̄i(x, y) = ctix + dt
iy, i = 1, ..., q, G(z) = ḡ(x, y), Hs(z) = ∂f̄

∂ys
(z) +

p∑
t=1

ut
∂ḡt

∂ys

(z) = 0

pour tout s = 1, ...,m et Hm+1(z) =

p∑
t=1

utḡt(z) = 0, le problème (PMN)kkt1 s’écrit

comme suit :

(PMN)1


min

z
F (z) = (F1(z), ..., Fq(z)),

s.c Gj(z) 5 0, j = 1, ..., p,
Hk(z) = 0, k = 1, ...,m+ 1,
z ∈ Z ⊆ RN

= ,

où Fi : Z −→ R, i = 1, ..., q, Gj : Z −→ R, j = 1, ..., p, Hk : Z −→ R, k =

1, ...,m + 1, Z0 = {z ∈ Z : Gj(z) 5 0, j = 1, ..., p, Hk(z) = 0, k = 1, ...,m + 1} est

l’ensemble de toutes les solutions réalisables de (PMN)2.
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3.8.1.1 Conditions suffisantes d’efficacité

Des conditions suffisantes d’efficacité de (PMN)1 sont déduites à partir des condi-

tions suffisantes d’efficacité de (PMN).

Théorème 3.8.1. Soit z0 ∈ Z0 et supposons :

1. pour tout j ∈ J(z0), Gj est strictement quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport

à θj : Z0 × Z0 −→ RN ;

2. pour tout k = 1, ...,m + 1, Hk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φk :

Z0 × Z0 −→ RN .

S’il existe (µ, λ, δ) ∈ Rq
≥ × RJ0

= × Rm+1, (µ, λ) 6= 0 tel que (z0, µ, λ, δ, (θj)j, (φk)k)

satisfait la condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
t(z−z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθj(z, z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.36)

alors z0 est une solution faiblement efficace pour (PMN)1.

Théorème 3.8.2. Soit z0 ∈ Z0 et supposons :

1. il existe λ ∈ RJ0

= tel que
∑

j∈J(z0)

λjGj est quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport à

θ : Z0 × Z0 −→ RN ;

2. il existe δ ∈ Rm+1 tel que
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φ :

Z0 × Z0 −→ RN .

S’il existe un vecteur µ ∈ Rq
≥ (resp. µ ∈ Rq

>) tel que (z0, µ, λ, δ, θ, φ) satisfait la

condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
t(z−z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
tθ(z, z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφ(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.37)

alors z0 est une solution faiblement efficace (resp. proprement efficace) pour

(PMN)1.
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3.8.2 Le niveau supérieur non linéaire et le niveau inférieur
linéaire

Reconsidérons le problème (PBMN), en supposant que le problème du niveau

inférieur est linéaire. 
min
x∈X

F̄ (x, y) = (F̄1(x, y), ..., F̄q(x, y)),

s.c min
y∈Y

f̄(x, y) = ctx+ dty,

ḡ(x, y) = Ax+By − α 5 0,

(3.38)

où x ∈ X ⊆ Rn, y ∈ Y ⊆ Rm
= , ci ∈ Rn, di ∈ Rm, i = 1, ..., q, c ∈ Rn, d ∈ Rm, A ∈

Rp×n, B ∈ Rp×m, α ∈ Rp.

Le problème (PMN)kkt correspondant au problème (3.38) est donné comme suit :

(PMN)kkt2



min
x,y,u,v

F̄ (x, y) = (F̄1(x, y), ..., F̄q(x, y)),

s.c
n∑

l=1

ajlxl +
m∑

s=1

bjsys − αj 5 0, j = 1, ..., p,

p∑
j=1

bjsuj − vs + ds = 0, s = 1, ...,m,

p∑
j=1

uj(−
n∑

l=1

ajlxl −
m∑

s=1

bjsys + αj) +
m∑

s=1

vsys = 0,

x ∈ X, y ∈ Y, u ∈ Rp
=, v ∈ Rm

= ,

où u, v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du

problème du niveau inférieur pour chaque x ∈ X fixé.

En prenant z = (x, y, u, v) ∈ Z = X × Y × Rp
= × Rm

= ⊆ RN
= , N =

n + 2m + p, Fi(z) = F̄i(x, y), i = 1, ..., q, G(z) =
n∑

l=1

ajlxl +
m∑

s=1

bjsys − αj 5

0, j = 1, ..., p, , Hs(z) =

p∑
j=1

bjsuj − vs + ds = 0, s = 1, ...,m et Hm+1(z) =

p∑
j=1

uj(−
n∑

l=1

ajlxl −
m∑

s=1

bjsys + αj) +
m∑

s=1

vsys = 0, le problème (PMN)kkt2 qui est un

problème multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités
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peut être écrit comme suit :

(PMN)2


min

z
F (z) = (F1(z), ..., Fq(z)),

s.c Gj(z) 5 0, j = 1, ..., p,
Hk(z) = 0, k = 1, ...,m+ 1,
z ∈ Z ⊆ RN

= ,

où Fi : Z −→ R, i = 1, ..., q, Gj : Z −→ R, j = 1, ..., p, Hk : Z −→ R, k =

1, ...,m + 1, Z0 = {z ∈ Z : Gj(z) 5 0, j = 1, ..., p, Hk(z) = 0, k = 1, ...,m + 1} est

l’ensemble de toutes les solutions réalisables de (PMN)2.

3.8.2.1 Conditions suffisantes d’efficacité

Les conditions suffisantes d’efficacité du problème (PMN)2 sont données dans le

théorème suivant :

Théorème 3.8.3. Soit z0 ∈ Z0 et supposons que :

1. F est invexe en z0 sur Z0 par rapport à ηi : Z0 × Z0 −→ RN , i ∈ Q;

2. pour tout k ∈M, Hk est infine en z0 sur Z0 par rapport à φk : Z0×Z0 −→ RN .

S’il existe des vecteurs µ ∈ Rq
>, λ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm+1 tels que (z0, µ, λ, δ, (ηi)i, (φk)k)

satisfait la condition condition

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z, z0)+

∑
j∈J(z0)

λj[OGj(z0)]
t(z−z0)+

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tφk(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0,

(3.39)

alors z0 est une solution proprement efficace pour le problème (PMN)2.

Remarque 3.8.1. Notons que les Théorèmes 3.6.1 et 3.6.3 restent vrais pour le

problème (PMN)2, mais ne sont pas simplifiables.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un problème de programmation bi-niveaux

multi-objectifs au niveau supérieur (PBMN). L’approche KKT a été utilisée pour

transformer le problème (PBMN) en un problème à un seul niveau multi-objectifs
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sous des contraintes d’égalités et d’inégalités (PMN). Des relations entre les deux

problèmes (PBMN) et (PMN) ont été obtenues concernant l’ensemble des solu-

tions (faiblement ou proprement) efficaces globales, notamment lorsque le problème

du niveau inférieur est convexe et il satisfait la contrainte de qualification de Slater

pour n’importe quelle décision du niveau supérieur. Par la suite, nous avons établi

des conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John, ainsi que des conditions

suffisantes d’efficacité pour qu’un point réalisable pour le problème (PMN) soit

(faiblement ou proprement) efficace globale pour le problème (PMN) sous des hy-

pothèses d’invexités généralisées. Puisque, les ensembles des solutions (faiblement ou

proprement) efficaces globales des problèmes (PBMN) et (PMN) cöıncident, alors

des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité du problème (PBMN) découlent

de celles du problème (PMN). De plus, les cas linéaire et mixte ont été traités et

des conditions suffisantes d’éfficacité ont été déduites. Afin d’illustrer les résultats

obtenus, nous avons donné un exemple pour le cas non linéaire et un autre pour le

cas linéaire.



Chapitre 4

Efficacité globale pour les
problèmes bi-niveaux multi-objectifs
fractionnaires sous des conditions

d’invexité généralisée

4.1 Introduction

La programmation fractionnaire provient du fait que les modèles de la program-

mation pourraient mieux répondre aux problèmes réels si l’on considère l’optimisation

de rapport entre les quantités physiques ou économiques. Des études bibliographiques

révèlent de larges applications de la programmation fractionnaire dans différents do-

maines allant de l’ingénierie à l’économie, voir par exemple les références [14, 104].

Récemment, des études remarquables ont été réalisées dans le domaine de la

programmation bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire. Saraj et Safaei [103, 102] et

Youness et al. [129] ont utilisé une même approche qui combine la méthode de série

de Taylor ainsi que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour étudier un problème

bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire. Dans chaque papier, un exemple numérique

illusratif a été donné pour tester la performance du procédé de recherche de la solution

proposée. D’autre part, Emam [51] a étudié un problème bi-niveaux multi-objectifs

fractionnaire en nombre entier et il a proposé une approche interactive pour résoudre

le problème considéré. D’autres études sur les problèmes bi-niveaux multi-objectifs

fractionnaires peuvent être trouvées par exemple dans Dey et Pramanik [47], Saraj

78
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et Sadeghi [101] et Lachhwani [75].

Dans ce chapitre, nous considérons un problème de programmation bi-niveaux

multi-objectifs fractionnaire non linéaire (PBMFN) où le niveau supérieur est un

problème d’optimisation multi-objectifs fractionnaire et le niveau inférieur est un

problème d’optimisation quadratique scalaire. Le problème (PBMFN) se transforme

en un problème multi-objectifs fractionnaire non linéaire équivalent (PMFN) en

utilisant les conditions KKT associées au problème du niveau inférieur. Nous étudions

le problème obtenu et nous établissons des conditions nécessaires d’efficacité de type

Fritz John et suffisantes d’efficacité de type (Fritz John) pour qu’un point réalisable

de (PMFN) corresponde à une solution (faiblement) efficace du problème bi-niveaux

(PBMFN) sous des hypothèses d’invexité généralisée et des fonctions infines. Pour

illustrer les résultats obtenus, nous donnons un exemple simple.

4.2 Étude d’un problème bi-niveaux multi-

objectifs fractionnaire (PBMFN)

Considérons le problème bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire suivant :

(PBMFN)


min
x∈X

F̄ (x,y)

Ḡ(x,y)
= ( F̄1(x,y)

Ḡ1(x,y)
, ..., F̄q(x,y)

Ḡq(x,y)
),

s.c min
y∈Y

f̄(x, y) = 1
2
ytQ̄y + ytD̄x+ dty,

ḡ(x, y) = Ax+By 5 α,

où X (resp. Y ) est un ensemble ouvert non vide de Rn (resp. Rm
= ), x ∈ X, y ∈ Y sont

les décisions des niveaux supérieur et inférieur respectivement. Q̄ ∈ Rm×m est une

matrice symétrique semi-définie positive, D̄ ∈ Rm×n, d ∈ Rm, A ∈ Rp×n, B ∈ Rp×m

et α ∈ Rp. F̄ , Ḡ : X × Y −→ Rq, f̄ : X × Y −→ R et ḡ : X × Y −→ Rp.

De plus, on suppose que F̄ , Ḡ sont des fonctions différentiables sur X × Y et

F̄i(x, y) = 0, Ḡi(x, y) > 0 pour tout x ∈ X, y ∈ Y et pour chaque i ∈ Q = {1, ..., q}.
Soit S le domaine des contraintes du problème (PBMFN), RI la région induite du

problème (PBMFN) et S̄(x) l’ensemble des solutions optimales du problème du

niveau inférieur pour une décision x fixé du niveau supérieur.

Ensuite, nous donnons les définitions suivantes pour le problème (PBMFN).
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Définition 4.2.1. [24] Un point (x0, y0) ∈ S est dit solution faiblement efficace pour

(PBMFN), si y0 ∈ S̄(x0) et il n’existe pas (x, y) ∈ RI tel que

F̄i(x, y)

Ḡi(x, y)
<
F̄i(x0, y0)

Ḡi(x0, y0)
, ∀ i ∈ Q.

Définition 4.2.2. [24] Un point (x0, y0) ∈ S est dit solution efficace pour

(PBMFN), si y0 ∈ S̄(x0) et il n’existe pas (x, y) ∈ RI tel que pour un certain

ρ ∈ Q,
F̄ρ(x, y)

Ḡρ(x, y)
<
F̄ρ(x0, y0)

Ḡρ(x0, y0)
,
F̄i(x, y)

Ḡi(x, y)
5
F̄i(x0, y0)

Ḡi(x0, y0)
, ∀ i ∈ Q, i 6= ρ.

4.3 Reformulation de (PBMFN) en un problème

multi-objectifs fractionnaire

En utilisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au problème

du niveau inférieur, pour un x ∈ X fixé, et en se basant sur la position optimiste nous

reformulons le problème (PBMFN) en un problème multi-objectifs fractionnaire

défini par :

(PMFN)kkt



min
x∈X

F̄ (x,y)

Ḡ(x,y)
= ( F̄1(x,y)

Ḡ1(x,y)
, ..., F̄q(x,y)

Ḡq(x,y)
),

s. c
n∑

l=1

ajlxl +
m∑

s=1

bjsys − αj 5 0, j = 1, ..., p,

m∑
s=1

q̄rsys +
n∑

l=1

d̄rlxl +
p∑

j=1

brjuj + dr − vr = 0, r = 1, ...,m,

p∑
j=1

uj(−
n∑

l=1

ajlxl −
m∑

s=1

bjsys + αj) +
m∑

s=1

vsys = 0,

x ∈ X, y ∈ Rm
= , u ∈ Rp

=, v ∈ Rm
= ,

où u, v sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du

problème du niveau inférieur.

En posant z = (x, y, u, v) ∈ Z = X×Rm
= ×Rp

=×Rm
= ⊂ RN , N = n+2m+p, Fi(z)

Gi(z)
=

F̄i(x,y)

Ḡi(x,y)
, i ∈ Q, Tj(z) = ḡj(x, y), j ∈ {1, ..., p}, Hr(z) =

m∑
s=1

q̄rsys+
n∑

l=1

d̄rlxl+
p∑

j=1

brjuj+

dr − vr, r = 1, ...,m et Hm+1(z) =
p∑

j=1

uj(−
n∑

l=1

ajlxl −
m∑

s=1

bjsys + αj) +
m∑

s=1

vsys, le
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problème (PMFN)kkt qui est un problème de programmation non linéaire multi-

objectifs fractionnaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités, sera écrit sous

la forme simplifiée donnée comme suit :

(PMFN)


min

z

F (z)
G(z)

= ( F1(z)
G1(z)

, ..., Fq(z)

Gq(z)
),

s. c Tj(z) 5 0, j ∈ P = {1, ..., p},
Hk(z) = 0, k ∈M = {1, ...,m+ 1},
z ∈ Z,

où Fi, Gi, Tj, Hk : Z −→ R, i ∈ Q, j ∈ P et k ∈ M . Z ⊂ RN est un ensemble

non vide, Z0 = {z ∈ Z : Tj(z) 5 0, j ∈ P, Hk(z) = 0, k ∈ M} est l’ensemble

de toutes les solutions réalisables de (PMFN). Pour z0 ∈ Z, on note par J(z0)

l’ensemble {j ∈ P : Tj(z0) = 0}, par J̃(z0) l’ensemble {j ∈ P : Tj(z0) < 0} et

J0 = |J(z0)| est le cardinal de J(z0). Par hypothèse dans le problème (PBMFN),

on a Fi(z) = 0, Gi(z) > 0 pour tout z ∈ Z0 et chaque i ∈ Q.

Nous rappelons le concept de solutions localement faiblement efficaces pour le

problème (PMFN).

Définition 4.3.1. [97] Un point z0 ∈ Z0 est dit solution localement faiblement

efficace pour (PMFN), s’il n’existe pas z ∈ V (z0) ∩ Z0, où V (z0) est un voisinage

de z0, tel que
Fi(z)

Gi(z)
<
Fi(z0)

Gi(z0)
, ∀ i ∈ Q. (4.1)

Les concepts d’efficacité globale pour le problème (PMFN) sont définis comme

suit.

Définition 4.3.2. [97] Un point z0 ∈ Z0 est dit solution faiblement efficace pour

(PMFN), s’il n’existe pas z ∈ Z0 telle que la relation (4.1) est satisfaite.

Définition 4.3.3. [97] Un point z0 ∈ Z0 est dit solution efficace pour (PMFN), s’il

n’existe pas z ∈ Z0 tel que pour un certain ρ ∈ Q,

Fρ(z)

Gρ(z)
<
Fρ(z0)

Gρ(z0)
,
Fi(z)

Gi(z)
5
Fi(z0)

Gi(z0)
, ∀ i ∈ Q, i 6= ρ.
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4.4 Conditions nécessaires d’efficacité

Avant de donner des conditions nécessaires d’efficacité pour le problème

(PMFN), nous avons besoin de démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.4.1. [24] Supposons que

(i) z0 est une solution (localement) faiblement efficace pour (PMFN) ;

(ii) Fi, Gi, i ∈ Q, Hk, k ∈M sont différentiables en z0 et il existe des fonctions

vectorielles ηi : Z0 × Z → RN , θi : Z0 × Z → RN , i ∈ Q, φj : Z0 × Z →
RN , j ∈ J(z0) et ψk : Z0 × Z → RN , k ∈ M satisfaisant en z0 par rapport à

η : Z0 × Z → RN les inégalités suivantes,

[OFi(z0)]
tη(z, z0) 5 [OFi(z0)]

tηi(z, z0), ∀ z ∈ Z0, ∀ i ∈ Q, (4.2)

[OGi(z0)]
tη(z, z0) = [OGi(z0)]

tθi(z, z0), ∀ i ∈ Q, (4.3)

[OTj(z0)]
tη(z, z0) 5 [OTj(z0)]

tφj(z, z0), ∀ z ∈ Z0, ∀ j ∈ J(z0), (4.4)

[OHk(z0)]
tη(z, z0) = [OHk(z0)]

tψk(z, z0), ∀ z ∈ Z0, ∀ k ∈M. (4.5)

Alors le système des inégalités

[OFi(z0)]
tηi(z, z0) < 0, i ∈ Q, (4.6)

[OGj(z0)]
tθi(z, z0) = 0, i ∈ Q, (4.7)

[OTj(z0)]
tφj(z, z0) 5 0, j ∈ J(z0), (4.8)

[OHk(z0)]
tψk(z, z0) = 0, k ∈M, (4.9)

n’admet de solution z ∈ Z0.

Preuve. Soit z0 ∈ Z0 une solution localement faiblement efficace pour (PMFN) et

supposons qu’il existe z̃ ∈ Z0 vérifiant les inégalités (4.6)-(4.9).

Pour i ∈ Q, soit ϕFi
(z0, z̃, τ) = Fi(z0 + τη(z̃, z0))− Fi(z0).

On remarque que cette fonction s’annule pour τ = 0 et, en utilisant les inégalités

(4.2) et (4.6), on obtient : lim
τ→0+

τ−1[ϕFi
(z0, z̃, τ) − ϕFi

(z0, z̃, 0)] = lim
τ→0+

τ−1[Fi(z0 +

τη(z̃, z0)) − Fi(z0)] = [OFi(z0)]
tη(z̃, z0) 5 [OFi(z0)]

tηi(z̃, z0) < 0, il en résulte que,
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pour i ∈ Q, ϕFi
(z0, z̃, τ) < 0 si τ est dans un intervalle ouvert (0, δFi

), δFi
> 0.

Ainsi, pour tout i ∈ Q,

Fi(z0 + τη(z̃, z0)) < Fi(z0), τ ∈ (0, δFi
).

De même, en utilisant (4.3) avec (4.7), (4.4) avec (4.8) et (4.5) avec (4.9), on obtient

Gi(z0 + τη(z̃, z0)) = Gi(z0), τ ∈ (0, δGi
), ∀ i ∈ Q,

Tj(z0 + τη(z̃, z0)) 5 Tj(z0) = 0, τ ∈ (0, δTj
), ∀ j ∈ J(z0),

Hk(z0 + τη(z̃, z0)) = Hk(z0) = 0, τ ∈ (0, δHk
), ∀ k ∈M ,

où pour tout i ∈ Q, δGi
> 0, pour tout j ∈ J(z0), δTj

> 0 et pour tout k ∈M, δHk
>

0.

Puisque pour tout j ∈ J̃(z0), Tj(z0) < 0 et Tj est continue en z0, donc, il existe

δj > 0 tel que

Tj(z0 + τη(z̃, z0)) < 0, τ ∈ (0, δj), ∀ j ∈ J̃(z0).

Soit δ0 = min{δFi
, δGi

, i ∈ Q, δTj
, j ∈ J(z0), δHk

, k ∈M, δj, j ∈ J̃(z0)}. Alors

(z0 + τη(z̃, z0)) ∈ Vδ0(z0), τ ∈ (0, δ0), (4.10)

où Vδ0(z0) est un voisinage de z0. Maintenant, pour tout τ ∈ (0, δ0) on a

Fi(z0 + τη(z̃, z0)) < Fi(z0), i ∈ Q, (4.11)

Gi(z0 + τη(z̃, z0)) = Gi(z0), i ∈ Q, (4.12)

Tj(z0 + τη(z̃, z0)) 5 0, j ∈ P, (4.13)

Hk(z0 + τη(z̃, z0)) = 0, k ∈M. (4.14)

De (4.10), (4.13) et (4.14), on obtient (z0 + τη(z̃, z0)) ∈ Vδ0(z0) ∩ Z0, pour tout

τ ∈ (0, δ0).

En utilisant (4.11), (4.12) et F = 0, G > 0, pour R(z) = ( F1(z)
G1(z)

, ..., Fq(z)

Gq(z)
), on obtient

R(z0 + τη(z̃, z0)) < R(z0),

ce qui contredit l’hypothèse que z0 est une solution (localement) faiblement efficace

pour (PMFN). Donc, il n’existe pas z ∈ Z0 satisfaisant le système (4.6)-(4.9), donc

le lemme est démontré.
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Théorème 4.4.1. [24] (conditions nécessaires de type Fritz John) Supposons que

(i) z0 est une solution faiblement efficace pour (PMFN) ;

(ii) Fi, Gi, i ∈ Q, Hk, k ∈M sont différentiables en z0 et il existe des fonctions

vectorielles ηi : Z0×Z → RN , i ∈ Q, θi : Z0×Z → RN , i ∈ Q, φj : Z0×Z →
RN , j ∈ J(z0) et ψk : Z0 × Z → RN , k ∈ M vérifiant en z0 par rapport à

η : Z0 × Z → RN les inégalités (4.2)-(4.5) ;

(iii) soit F̂ (z) = ([OFi(z0)]
tηi(z, z0), i ∈ Q) ∈ Rq, Ĝ(z) =

(−[OGi(z0)]
tθi(z, z0), i ∈ Q, [OTj(z0)]

tφj(z, z0), j ∈ J(z0)) ∈ Rq+J0 et

Ĥ(z) = ([OHk(z0)]
tψk(z, z0), k ∈ M) ∈ Rm+1 où la fonction (F̂ , Ĝ, Ĥ) est

(Rq
= × Rq+J0

= × 0)-preconvexlike de z sur Z0.

Alors il existe (µ, λ, γ, δ) ∈ Rq
=×Rq

=×RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ, γ, δ) 6= 0 tel que (z0, µ, λ, γ, δ)

satisfait

q∑
i=1

µi[OFi(z0)]
tηi(z, z0)−

q∑
i=1

λi[OGi(z0)]
tθi(z, z0) +

∑
j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
tφj(z, z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψk(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0. (4.15)

Preuve. Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, alors, d’après le Lemme 4.4.1

le système (4.6)-(4.9) n’admet pas de solution pour z ∈ Z0. D’après l’hypothèse

(iii), la fonction (F̂ , Ĝ, Ĥ)(z) = ([OFi(z0)]
tηi(z, z0), i ∈ Q, −[OGi(z0)]

tθi(z, z0), i ∈
Q, [OTj(z0)]

tφj(z, z0), j ∈ J(z0), [OHk(z0)]
tψk(z, z0), k ∈M) est (Rq

=×Rq+J0

= × 0)-

preconvexlike de z sur Z0, donc, du Théorème 3.5.1, il existe (µ, λ, γ, δ) ∈ Rq
=×Rq

=×
RJ0

= ×Rm+1, (µ, λ, γ, δ) 6= 0 tel que la relation (4.15) est satisfaite, ce qui correspond

aux conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John.

Puisque pour tous les x ∈ X fixés, le problème du niveau inférieur est convexe

et ses contraintes sont linéaires, alors nous avons les solutions (faiblement) efficaces

globales du problème (PMFN) correspondent aux solutions (faiblement) efficaces

globales du problème (PBMFN).

Théorème 4.4.2. [24] (conditions nécessaires de type Fritz John) Supposons que

(x0, y0) est une solution faiblement efficace pour (PBMFN). Si les conditions (ii)
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et (iii) du Théorème 4.4.1 sont satisfaites, alors il existe (µ, λ, γ, δ) ∈ Rq
= × Rq

= ×
RJ0

= × Rm+1, (µ, λ, γ, δ) 6= 0 tel que (x0, y0, µ, λ, γ, δ) satisfait la relation (4.15).

4.5 Conditions suffisantes d’efficacité

Dans cette section, nous établissons des conditions suffisantes d’efficacité de type

(Fritz John) pour qu’un point réalisable du problème (PMFN) corresponde à une

solution (faiblement) efficace du problème bi-niveaux (PBMFN).

Théorème 4.5.1. [24] Soit z0 ∈ Z0 et supposons qu’il existe λ ∈ Rq
= (λi = Fi(z0)

Gi(z0)
, i ∈

Q) tel que

1. (F1−λ1G1, ..., Fq−λqGq) est faiblement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport

à ηi : Z0 × Z0 −→ RN , i ∈ Q;

2. pour tout j ∈ J(z0), Tj est strictement quasi-invexe en z0 sur Z0 par rapport

à φj : Z0 × Z0 −→ RN ;

3. pour tout k ∈M, Hk est infine en z0 sur Z0 par rapport à ψk : Z0×Z0 −→ RN .

S’il existe un vecteur µ ∈ Rq
=, γ ∈ RJ0

= et δ ∈ Rm+1, (µ, γ) 6= 0 tels que

q∑
i=1

µi

(
[OFi(z0)]

tηi(z, z0)− λi[OGi(z0)]
tηi(z, z0)

)
+
∑

j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
tφj(z, z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψk(z, z0) = 0,∀ z ∈ Z0, (4.16)

alors z0 est une solution faiblement efficace pour (PMFN).

Preuve. Supposons que z0 n’est pas une solution faiblement efficace pour (PMFN).

Alors il existe une solution réalisable z ∈ Z0 de (PMFN) tel que

Fi(z)

Gi(z)
<
Fi(z0)

Gi(z0)
, ∀ i ∈ Q,

i.e., Fi(z)− λiGi(z) < 0, ∀ i ∈ Q,

qui est équivalent à

[Fi(z)− λiGi(z)]− [Fi(z0)− λiGi(z0)] < 0, ∀ i ∈ Q.
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D’après l’hypothèse (F1−λ1G1, ..., Fq−λqGq) est faiblement pseudo-invexe en z0 sur

Z0 par rapport à (ηi)i∈Q, il en résulte que

∃ z̄ ∈ Z0, O[Fi(z0)− λiGi(z0)]
tηi(z̄, z0) < 0, ∀ i ∈ Q. (4.17)

De la definition de l’ensemble J(z0) et puisque z̄ ∈ Z0, on obtient pour tout j ∈
J(z0), Tj(z̄)− Tj(z0) 5 0 et de l’hypothèse 2., il en résulte que

[OTj(z0)]
tφj(z̄, z0) < 0, ∀ j ∈ J(z0). (4.18)

Comme (µ, γ) ≥ 0 et de (4.17) et (4.18), on a

q∑
i=1

µiO[Fi(z0)− λiGi(z0)]
tηi(z̄, z0) +

∑
j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
tφj(z̄, z0) < 0. (4.19)

Comme z̄, z0 ∈ Z0 et de l’hypothèse 3., on a

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψk(z̄, z0) = 0. (4.20)

De (4.19) et (4.20), on obtient

q∑
i=1

µi

(
[OFi(z0)]

tηi(z̄, z0)− λi[OGi(z0)]
tηi(z̄, z0)

)
+
∑

j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
tφj(z̄, z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψk(z̄, z0) < 0,

ce qui contredit (4.16). D’où z0 est une solution faiblement efficace de (PMFN).

Théorème 4.5.2. [24] Soit z0 ∈ Z0 et on suppose qu’il existe (µ, λ, γ, δ) ∈ Rq
> ×

Rq
= × RJ0

= × Rm+1 (λi = Fi(z0)
Gi(z0)

, i ∈ Q), tels que

1.

q∑
i=1

µi(Fi − λiGi) est faiblement pseudo-invexe en z0 sur Z0 par rapport à η :

Z0 × Z0 −→ RN ;

2.
m+1∑
k=1

δkHk est infine en z0 sur Z0 par rapport à ψ : Z0 × Z0 −→ RN .
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Si la condition suivante est satisfaite

q∑
i=1

µi

(
[OFi(z0)]

tη(z, z0)− λi[OGi(z0)]
tη(z, z0)

)
+
∑

j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
t(z − z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψ(z, z0) = 0, ∀ z ∈ Z0, (4.21)

alors z0 est une solution efficace pour (PMFN).

Preuve. Supposons que z0 n’est pas une solution efficace pour (PMFN). Alors il

existe une solution réalisable z ∈ Z0 de (PMFN) tel que pour un certain ρ ∈ Q

Fρ(z)

Gρ(z)
<
Fρ(z0)

Gρ(z0)
et

Fi(z)

Gi(z)
5
Fi(z0)

Gi(z0)
, ∀ i ∈ Q, i 6= ρ

ie., Fρ(z) < λρGρ(z) et Fi(z) 5 λiGi(z), ∀ i ∈ Q, i 6= ρ,

qui est équivalent à

Fρ(z)− λρGρ(z) < Fρ(z0)− λρGρ(z0), (4.22)

Fi(z)− λiGi(z) 5 Fi(z0)− λiGi(z0), ∀ i ∈ Q, i 6= ρ. (4.23)

Puisque µ > 0, de (4.22) et (4.23) on obtient

q∑
i=1

µi(Fi(z)− λiGi(z))−
q∑

i=1

µi(Fi(z0)− λiGi(z0)) < 0. (4.24)

De (4.24) et de l’hypothèse 1., on a

∃ z̄ ∈ Z0,

q∑
i=1

µi

(
[OFi(z0)]

t − λi[OGi(z0)]
t
)
η(z̄, z0) < 0. (4.25)

On a Tj est linéaire pour tout j ∈ J(z0) et donc Tj est invexe par rapport à (z− z0).

De la définition de J(z0) et z̄ ∈ Z0, on obtient pour tout j ∈ J(z0), Tj(z̄)−Tj(z0) 5 0

et de l’invexité de Tj avec γ = 0, il résulte que∑
j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
t(z − z0) 5 0. (4.26)
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Puisque z̄ et z0 sont réalisables et de l’hypothèse 2., on a

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψ(z̄, z0) = 0. (4.27)

De (4.25), (4.26) et (4.27), on obtient

q∑
i=1

µi

(
[OFi(z0)]

tη(z̄, z0)− λi[OGi(z0)]
tη(z̄, z0)

)
+
∑

j∈J(z0)

γj[OTj(z0)]
t(z̄ − z0) +

m+1∑
k=1

δk[OHk(z0)]
tψ(z̄, z0) < 0,

ce qui contredit (4.21). Donc z0 est une solution efficace pour (PMFN).

Remarque 4.5.1. [24] Il est facile de voir que si on ajoute l’hypothèse 2. du

Théorème 4.5.1 pour le Théorème 4.5.2 et nous remplaçons la condition (4.21) par

la condition (4.16), le Théorème 4.5.2 reste vrai.

Puisque pour tout x ∈ X fixé, le problème du niveau inférieur est convexe et

ses contraintes sont linéaires, alors on a les solutions (faiblement) efficaces globales

du problème (PMFN) cöıncident avec les solutions (faiblement) efficaces globales

du problème (PBMFN). Donc du Théorème 4.5.1 et Théorème 4.5.2, on déduit des

conditions suffisantes de type (Fritz John) pour qu’un point réalisable pour (PMFN)

correspond à une solution (faiblement) efficace pour (PBMFN).

Afin d’illustrer ces conditions suffisantes d’efficacité, on donne l’exemple suivant.

4.6 Exemple numérique

L’exemple suivant est donné pour illustrer les résultats trouvés dans la section

précédente.

Exemple 4.6.1. [24] Considérons le problème bi-niveaux multi-objectifs fraction-

naire suivant :

(PBMFN1)


min
x=0

F̄ (x,y)

Ḡ(x,y)
= (x3+x+y

2x+y+1
, x

y2+2
),

s.c min
y=0

f̄(x, y) = y2 − 2xy + y,

ḡ(x, y) = 2x− y 5 0.
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En utilisant les conditions KKT associées au problème du niveau inférieur, nous

obtenons un problème multi-objectifs à un seul niveau fractionnaire donné comme

suit :

(PMFN1)kkt



min
x,y,u,v

F̄ (x,y)

Ḡ(x,y)
= (x3+x+y

2x+y+1
, x

y2+2
),

s.c 2x− y 5 0,
−2x+ 2y − u− v + 1 = 0,
u(−2x+ y) + vy = 0,
x, y, u, v = 0,

où u, v sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions KKT de

problème du niveau inférieur pour chaque x ∈ R= fixé. En posant z =

(x, y, u, v), Fi(z)
Gi(z)

= F̄i(x,y)

Ḡi(x,y)
, i = 1, 2, T (z) = ḡ(x, y), H1(z) = Oyf̄(x, y)+uOyḡ(x, y)−v

et H2(z) = −uOyḡ(x, y)+ vy, le problème (PMFN1)kkt peut être écrit comme suit :

(PMFN1)



min
z

F (z)
G(z)

= (x3+x+y
2x+y+1

, x
y2+2

),

s.c T (z) = 2x− y 5 0,
H1(z) = −2x+ 2y − u− v + 1 = 0,
H2(z) = u(−2x+ y) + vy = 0,
z ∈ R4

=,

où Fi, Gi, T, Hk : R4
= → R, i = 1, 2, k = 1, 2. Z0 = {z ∈ R4

= : T (z) 5 0, Hk(z) =

0, k = 1, 2} est l’ensemble de toutes les solutions réalisables de (PMFN1). Soit

z0 = (x0, y0, u0, v0) = (0, 0, 1, 0) ∈ Z0 une solution réalisable pour (PMFN1). On a

• pour (λ1, λ2) = (0, 0) et (µ1, µ2) = (1, 1
2
), F̂ (z) − F̂ (z0) =

2∑
i=1

[µi (Fi(z)− λiGi(z))]−
2∑

i=1

[µi (Fi(z0)− λiGi(z0))] = x3 + 3
2
x+ y = 0, ∀ z ∈

Z0, et alors F̂ est faiblement pseudo-invexe en z0 par rapport à n’importe quelle

fonction η : R4
= ×R4

= → R4 en particulier par rapport à η(z, z0) = (y, x2, 0, 0) ;

• pour (δ1, δ2) = (−2, 3), H(z) =
2∑

k=1

δkHk(z) = 4x−4y+2u+2v+3u(−2x+y)+

3vy − 2 est infine par rapport à ψ(z, z0) = 1
13

(−2H(z),−H(z), 2H(z), 2H(z))

en utilisant la Proposition 1.4.1 ;

• la condition (4.21) est satisfaite pour (λ1, λ2), (µ1, µ2), (δ1, δ2) et γ = 1, et elle

prend la forme
2∑

i=1

µi ([OFi(z0)]
tη(z, z0)− λi[OGi(z0)]

tη(z, z0))+γ[OT (z0)]
t(z−
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z0) +
2∑

k=1

δk[OHk(z0)]
tψ(z, z0) = x2 + 2x+ 1

2
y = 0, ∀ z ∈ Z0.

Donc, d’après le Théorème 4.5.2, on conclut que z0 = (x0, y0, u0, v0) = (0, 0, 1, 0) est

une solution efficace pour (PMFN1), et il en résulte que (x0, y0) = (0, 0) est une

solution efficace pour (PBMFN1).

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un problème de programmation bi-niveaux

dans lequel la fonction objectif du niveau supérieur est vectorielle fractionnaire

non linéaire, la fonction objectif du niveau inférieur est quadratique scalaire et la

région réalisable commune est déterminée par des contraintes d’inégalités linéaires.

En utilisant les conditions de Kuhn-Tucker (KKT) associées au problème du niveau

inférieur, le problème (PBMFN) a été transformé en un problème à un seul niveau

multi-objectifs fractionnaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PMFN).

Comme le problème du niveau inférieur est convexe et ses contraintes sont linéaires

pour tout x fixé, alors on a l’ensemble de solutions (faiblement) efficaces globales

de (PMFN) cöıncide avec l’ensemble de solutions (faiblement) efficaces globales de

(PBMFN). Nous avons établi des conditions nécessaires d’efficacité globales de type

Fritz John pour le problème (PBMFN) sans utiliser aucune contrainte de qualifi-

cation. De plus, nous avons obtenu des conditions suffisantes d’efficacité globales de

type (Fritz John) pour qu’un point réalisable du problème (PMFN) correspond à

une solution (faiblement) efficace du problème (PBMFN) sous des hypothèses d’in-

vexité généralisée et des fonctions infines. Pour l’illustration des résultats obtenus un

exemple numérique a été donné.
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Les problèmes de programmation bi-niveaux sont des problèmes d’optimisation

dans lesquels deux décideurs doivent optimiser leurs fonctions objectifs et pour les-

quels un ordre hiérarchique existe. Chaque décideur vise à optimiser sa fonction

objectif, mais il est influencé par les actions de l’autre. Le premier décideur (niveau

supérieur ou leader) déclare sa décision en anticipant éventuellement sur la réaction

du deuxième décideur (niveau inférieur ou suiveur). Et ce dernier doit choisir une

décision qui tient compte de celle du leader. Bien que le leader a la priorité dans la

prise de décision, mais il ne peut évaluer l’efficacité de son choix qu’après l’annonce

de la décision du suiveur.

Les problèmes bi-niveaux multi-objectifs sont des problèmes bi-niveaux dont l’une

au moins des fonctions objectifs du niveau supérieur et du niveau inférieur est vec-

torielle. Ces problèmes sont de plus en plus étudiés dans la littérature en raison de

leurs divers applications pratiques dans plusieurs domaines.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes intéressés spécifiquement aux

problèmes de programmation bi-niveaux multi-objectifs au niveau supérieur. En par-

ticulier, notre intérêt s’est surtout porté sur l’étude des conditions d’efficacité globales

pour ces problèmes. Pour cela, nous avons considéré d’une part un problème de pro-

grammation bi-niveaux optimiste non linéaire (PBMN), où le niveau supérieur est

un problème d’optimisation vectoriel et le niveau inférieur est un problème d’opti-

misation scalaire. Pour effectuer cette étude, nous nous sommes amenés à considérer

deux étapes. Dans la première étape, en se basant sur l’approche de Karush-Kuhn-

Tucker, nous avons transformé le problème (PBMN) en un problème à un seul niveau

multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PMN). Des
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relations entre les problèmes (PBMN) et (PMN) ont été établies et, en particu-

lier, nous avons montré sous des conditions appropriées de convexité et de contrainte

de qualification que les ensembles des solutions (faiblement ou proprement) efficaces

globales des problèmes (PBMN) et (PMN) cöıncident. Dans la seconde étape, nous

avons étudié le problème obtenu après transformation (PMN) et nous avons prouvé

des conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John pour (PMN) et donc pour

(PBMN) sans utilisation d’aucune contrainte de qualification. Par ailleurs, nous

avons obtenu des conditions suffisantes d’efficacité de type (Fritz John) pour qu’un

point réalisable de (PMN) corresponde à une solution (faiblement ou proprement) ef-

ficace du problème bi-niveaux (PBMN) sous différentes formes d’invexité généralisée

et de fonctions infines. D’autre part, nous avons généralisé ces résultats en considérant

d’autres problèmes bi-niveaux multi-objectifs impliquant des fonctions linéaires, qua-

dratiques, et/ou fractionnaires. Plusieurs exemples numériques ont été donnés pour

l’illustration des résultats obtenus. Il y a lieu de signaler que c’est la première fois

dans la littérature que des concepts d’invexité généralisée ont été utilisés pour l’étude

des problèmes de programmation bi-niveaux.

A l’issue de ce travail nous avons dégagé plusieurs perspectives de recherche qui

peuvent être exploitées dans des travaux futurs. Parmi ces perspectives, nous citons :

1. Elaboration de méthodes numériques de calcul de solutions (faiblement ou pro-

prement) efficaces des problèmes bi-niveaux multi-objectifs au niveau supérieur.

2. Étude des conditions d’efficacité d’un problème bi-niveaux multi-objectifs au

niveau supérieur avec d’autres approches telles que l’approche de la valeur

optimale du problème du niveau inférieur.

3. Étude des problèmes bi-niveaux semi-vectoriels sous des conditions d’invexité

généralisée.

4. Étude des problèmes bi-niveaux multi-objectifs en considérant la position pes-

simiste.

5. Étude des problèmes bi-niveaux multi-objectifs (fractionnaires) non

différentiables sous des conditions d’invexité généralisée.

6. Exploration des problèmes pratiques pouvant être modélisés sous forme de

problèmes bi-niveaux multi-objectifs (fractionnaires).
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[93] T.S. Motzkin. Beitröge zur theorie der linearen ungleichungen. Inaugural

Dissertation, Jerusalem, Israel, (1936).

[94] I. Nishizaki and M. Sakawa. Stackelberg solution to multiobjective two-level

linear programming problems. J. Optim Theory Appl., 103(1) :161-182, (1999).
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RÉSUMÉ
Dans cette thèse, nous avons étudié les conditions d’efficacité globales dans

les problèmes de programmation bi-niveaux multi-objectifs. Pour cela, nous avons
considéré d’une part un problème de programmation bi-niveaux optimiste non
linéaire (PBMN), où le niveau supérieur est un problème d’optimisation vectoriel
et le niveau inférieur est un problème d’optimisation scalaire. En utilisant les condi-
tions de Karush-Kuhn-Tucker associées au problème du niveau inférieur, nous avons
transformé le problème (PBMN) en un problème à un seul niveau multi-objectifs non
linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PMN). Nous avons établi des
relations entre les problèmes (PBMN) et (PMN), et en particulier nous avons montré
sous des conditions appropriées de convexité et de contrainte de qualification que les
ensembles des solutions (faiblement ou proprement) efficaces globales des problèmes
(PBMN) et (PMN) cöıncident. De plus, nous avons prouvé des conditions nécessaires
d’efficacité de type Fritz John pour (PBMN) sans utilisation d’aucune contrainte de
qualification. Par ailleurs, nous avons obtenu des conditions d’efficacité suffisantes
de type (Fritz John) pour qu’un point réalisable de (PMN) correspond à une so-
lution (faiblement ou proprement) efficace du problème bi-niveaux (PBMN) sous
différentes formes d’invexité généralisée et de fonctions infines. D’autres part, nous
avons généralisé les résultats ci-dessus en considérant d’autres problèmes bi-niveaux
multi-objectifs impliquant des fonctions linéaires, quadratiques, et/ou fractionnaires.
Pour l’illustration des résultats obtenus plusieurs exemples ont été donnés.
Mots clés : Programmation bi-niveaux multi-objectifs, Programmation fraction-
naire, Conditions de KKT, Invexité généralisée, Conditions d’efficacité globales, So-
lution (faiblement, proprement) efficace.

ABSTRACT
In this thesis, we have studied the sufficient efficiency conditions in multi-objective

bi-level programming problems. For this, we have firstly considered a nonlinear op-
timistic bi-level programming problem (PBMN), where the upper level is a vector
optimization problem and the lower level is a scalar optimization problem. By using
the Karush–Kuhn–Tucker conditions associated to the lower-level problem, we have
transformed the problem (PBMN) into a nonlinear multiobjective single-level pro-
gramming problem with equality and inequality constraints (PMN). We have esta-
blished relationships between the problems (PBMN) and (PMN), and in particular
we have shown under appropriate constraint qualification and convexity assumptions
that the sets of global (weakly or properly) efficient solutions of problems (PBMN)
and (PMN) coincide. Furthermore, we have proved Fritz John type necessary effi-
ciency conditions for (PBMN) without using any constraint qualification. Moreover,
we have obtained (Fritz John) type sufficient efficiency conditions for a feasible point
of (PMN) corresponds to a (weakly or properly) efficient solution for the bilevel
problem (PBMN) under various forms of generalized invexity and infineness. On
the other hand, we have generalized the above results by considering other multi-
objective bi-level problems involving linear, quadratic, and/or fractional functions.
To illustrate the obtained results several examples are given.
Keywords : Multiobjective bilevel programming, Fractional programming, KKT
conditions, Generalized invexity, Global efficiency conditions, (Weakly, properly) ef-
ficient solution.


