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Introduction générale

La programmation bi-niveaux a été initialement introduite sous l'angle de la
théorie des jeux par Stackelberg [113] dans sa monographie sur ’économie de marché
ou il a présenté un modele en concurrence parfaite dans le contexte d’un duopole sous
forme d’un jeu séquentiel a deux joueurs, appelé par la suite jeu de Stackelberg (ou
jeu hiérarchique). Ses nombreuses applications dans différents domaines ont suscité
un intérét remarquable de la part des chercheurs notamment ceux qui exercent dans
le domaine de l'optimisation. Dans ce sens, plusieurs généralisations du modele ont
été proposées conduisant a leurs tours a des développements mathématiques appro-
priés sur les conditions d’existence, la caractérisation des solutions, et les méthodes
numériques de leurs calculs jusqu’a constituer un axe autonome de la programmation
mathématique, souvent appelé programmation bi-niveaux. La premiere formulation
du probleme de programmation bi-niveaux est apparue dans un article de Bracken
et McGill [25] sur la répartition des ressources et des armes pour optimiser I'attaque
et la défense simultanément. L’utilisation du terme programmation multi-niveaux a
été attribuée a Candler et Norton [30] dans un rapport technique pour la banque
mondiale en 1977.

Les problemes de programmation bi-niveaux sont des problemes d’optimisation
hiérarchiques qui combinent les décisions de deux décideurs, a savoir le niveau
supérieur (également appelé le leader) et le niveau inférieur (également appelé le
suiveur). Dans la programmation bi-niveaux, il y a une idée de base qui consiste
a ce que le niveau supérieur (le leader) prenne une décision en premier et le ni-
veau inférieur (le suiveur) réagisse en choisissant une stratégie optimale en fonction
de sa fonction objectif sur les choix possibles limités par le leader. Ainsi, le lea-
der pouvant anticiper les réactions du suiveur, choisit la décision qui lui procure le
plus grand profit possible. D’autre part, le suiveur, apres avoir pris connaissance du
choix du leader, choisit la décision qui lui engendre le meilleur profit possible. En
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général, pour étudier un probleme de programmation bi-niveaux, on le transforme
en un probleme de programmation a un seul niveau. Deux reformulations devenues
célebres ont été proposées dans la littérature, a savoir la reformulation se basant
sur les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) et la reformulation utilisant la
valeur optimale du niveau inférieur, voir Dempe [34] et Ye et Zhu [126]. La reformu-
lation KKT consiste a remplacer le probleme du niveau inférieur par ses conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker & condition que ce
dernier probléeme soit convexe par rapport a sa variable de décision et une contrainte
de qualification appropriée soit satisfaite pour n’importe quelle décision du niveau
supérieur. Ainsi, le probleme obtenu apres transformation est un cas particulier d’un
probleme de programmation mathématique avec des contraintes de complémentarité.
Plusieurs auteurs se sont intéressés a la recherche des conditions d’optimalité et le
développement d’algorithmes de résolution de tels problemes. Malheureusement, il
est connu que les problemes avec des contraintes de complémentarité ne sont pas
convexes voir, par exemple, Dempe et Dutta [36] et Tseveendorj [115]. De plus, il a
été démontré par Scheel et Scholtes [105], Ye et Zhu [126], et bien d’autres que ces
problemes ne vérifient aucune des contraintes de qualifications usuelles telles que, par
exemple, la contrainte de qualification de Slater et celle de Mangasarian-Fromovitz,
souvent utilisées pour vérifier les conditions d’optimalité et la convergence des algo-
rithmes de résolution. Par ailleurs, ’existence des solutions optimales, la vérification
des conditions nécessaires d’optimalité, et la convergence d’algorithmes de résolution
sont étroitement liées a la continuité et a la convexité de certaines applications mises
en valeur. D’autre part, ces propriétés ne peuvent pas étre souvent garanties pour les
problemes de programmation bi-niveaux. En ce qui concerne la reformulation utili-
sant la valeur optimale, elle est obtenue (sans aucune hypothese sur le probleme du
niveau inférieur) en remplagant ce dernier via sa fonction de valeur optimale. Cette
reformulation conduit a des problemes non convexes et non différentiables méme
lorsque les fonctions impliquées dans le probléme initial sont linéaires [45].

Pour remédier a ces difficultés, plusieurs auteurs ont contribué a la recherche de
conditions d’optimalité par d’autres techniques telles que : 'analyse variationnelle,
I'optimisation monotone, les cones convexes etc. Dans ce cadre, Dempe et Gadhi
[39] ont proposé des conditions nécessaires d’optimalité en utilisant des techniques
d’analyse variationnelle pour un probléme de programmation bi-niveaux sans que le
probleme du niveau inférieur satisfasse la contrainte de qualification de Mangasarian-
Fromovitz. Mordukhovich et al. [92] ont développé 'approche de la valeur optimale
pour établir des conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme bi-niveaux op-
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timiste, en utilisant aussi ’analyse variationnelle. D’autres conditions d’optimalité
pour des problemes bi-niveaux en utilisant d’autres techniques peuvent étre trouvées
dans les références [44, 45, 73, 128].

Les problemes d’optimisation rencontrés en pratique ne peuvent étre caractérisés
par une fonction mono-objectif, du fait que les objectifs a atteindre sont sou-
vent antagonistes. L’optimisation multi-objectifs a pour but d’offrir des outils de
modélisation des problemes d’optimisation avec des fonctions vectorielles, d’appli-
quer et de développer les outils de leurs résolutions et d’analyses. De méme pour
les problemes de programmation bi-niveaux multi-objectifs qui sont couramment
rencontrés dans de nombreux domaines de 'activité humaine, y compris 'ingénierie,
I’économie, la gestion, le transport, etc. [33, 56, 59, 77, 121]. Les problémes bi-niveaux
multi-objectifs sont repartis en trois classes, selon les caractéristiques des fonctions
objectifs des deux niveaux. Lorsque seulement la fonction objectif du niveau supérieur
qui est vectorielle, on dit que le probleme bi-niveaux est multi-objectifs au niveau
supérieur [2, 3, 27, 55]. Par contre, si seulement la fonction objectif du niveau inférieur
qui est vectorielle, on parle de probléme bi-niveaux semi-vectoriel [6, 17, 18, 41]. Dans
le cas ou les deux fonctions objectifs des deux niveaux sont vectorielles, on utilise la
terminologie probléme bi-niveaux multi-objectifs tout court [50, 57, 94, 98].

Dans cette these, on s’intéressera uniquement aux problemes bi-niveaux multi-
objectifs au niveau supérieur. Une attention toute particuliere sera consacrée a 1’étude
des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité globale pour les problemes bi-
niveaux multi-objectifs optimistes par ’approche de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). 11
faut noter que cette approche conduit a des problémes non convexes méme lorsque
les fonctions objectifs et les contraintes du niveau supérieur et du niveau inférieur
sont convexes, voir Dempe et Dutta [36] et Dempe et al. [37]. Cette problématique a
été longuement discutée dans la littérature sur la programmation bi-niveaux. Ainsi,
le recours a la convexité généralisée, en particulier 'invexité, est une approche sou-
vent utilisée ces dernieres années en programmation mathématique et notamment en
programmation multi-objectifs. C’est cette notion que nous allons aussi utiliser pour
surmonter cette difficulté qui pourrait se présenter a cause de la non convexité des
problemes obtenus apres transformation. Spécifiquement, nous utiliserons le concept
d’invexité et ses généralisations pour établir des conditions nécessaires et suffisantes
d’efficacité globales pour les problemes obtenus apres transformation, et ensuite
nous déduirons des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité globale pour les
probléemes bi-niveaux multi-objectifs considérés, ce qui constitue notre contribution
essentielle dans ce travail.
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Cette these comporte une introduction générale, quatre chapitres, et une conclu-
sion générale, dont voici une breve présentation :

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur les notions de convexité et
d’invexité, suivi d’une synthese sur quelques résultats concernant les conditions
(d’optimalité) d’efficacité pour un probléeme (mono-objectif) multi-objectifs sous des
contraintes d’égalités et/ou d’inégalités, ainsi quun bref apergu sur les problemes
multi-objectifs fractionnaires.

Dans le deuxieme chapitre, nous effectuerons un état de I’art sur la program-
mation bi-niveaux mono-objectif et ses différentes variantes. Essentiellement, nous
donnerons les concepts de solutions les plus couramment étudiés dans la litterature
et les différentes approches de résolution numérique pour ces différentes variantes,
a savoir : les problemes bi-niveaux linéaires (PBL), les problemes bi-niveaux non
linéaires (PBN), ainsi que les problémes bi-niveaux fractionnaires (PBF).

Le troisieme chapitre, qui représente le noyau de cette these, est consacré a I’étude
d’un probléme bi-niveaux optimiste non linéaire avec des objectifs multiples au ni-
veau supérieur (PBMN). En utilisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker as-
sociées au probleme du niveau inférieur (PNT), et en utilisant le concept d’invexité
(généralisée), nous établirons des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité glo-
bales pour le probleme (PBM N). Les résultats obtenus pour le probleme (PBMN),
ont été appliqués au cas de probléemes bi-niveaux multi-objectifs impliquant des fonc-
tions linéaires tout en donnant des exemples d’illustration. Les résultats originaux
de ce chapitre ont fait I’'objet d’une publication dans une revue internationale “Jour-
nal of Applied Mathematics and Computing” [23] et de trois communications dans
différentes conférences nationales et internationales [19, 20, 22].

Dans le dernier chapitre, nous généraliserons les résultats obtenus dans le chapitre
trois a un probléme bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire non linéaire (PBM F N)
ou le niveau supérieur dispose d’une fonction multi-objectifs, dont chaque compo-
sante est un quotient de deux fonctions non linéaires, et la fonction objectif du niveau
inférieur est quadratique scalaire avec des contraintes linéaires. Les résultats de cette
étude ont été synthétisés sous forme d’un article qui a été soumis pour publication
dans la revue internationale “Applications of Mathematics” [24] et d’'une communi-
cation internationale [21].

Enfin, le document se termine par une conclusion générale ot quelques perspec-
tives de recherche ouvertes seront proposées.



— Chapitre 1
Notions de convexité, d’invexité et
conditions d’efficacité dans les
problemes multi-objectifs

1.1 Introduction

Ce chapitre introductif sera consacré a des rappels sur les notions de convexité
et de convexité généralisée, les notions d’invexité et ses généralisations. Ensuite,
nous exposons quelques résultats sur les conditions d’optimalité pour un probleme
mono-objectif sous des contraintes d’inégalités et aussi les résultats concernant les
conditions d’efficacité d’un probleme multi-objectifs avec des contraintes d’égalités et
d’inégalités et enfin, nous terminons par un rappel sur les problemes multi-objectifs

fractionnaires.

1.2 Notions de convexité

En programmation mathématique, la notion de convexité joue un role tres im-
portant. En effet, un programme convexe, i.e., dont la fonction objectif et le domaine
réalisable sont convexes, possede des propriétés remarquables qui permettent d’en fa-
ciliter la recherche des solutions, leurs caractérisations et les méthodes de résolution.

Les notations suivantes d’égalités et d’inégalités seront utilisées. Si =z =
(1, .y xn), ¥y = (y1,..-,yn) € R™ on notera :

T=YES =Y, t=1,...,n;
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r<ys <y, 1=1,...,n;

rSys Sy, i=1,...,n;

r<ye i SyietrFy.

On note également RY (resp. RZ ou RZ) I'ensemble des vecteurs x € R™ avec x = 0
(resp. > 0 ou z > O)_.

Définition 1.2.1. [13, 82| Un ensemble non vide D C R" est dit convexe si pour
tous x,xg € D et tout A € [0,1], on a :

(1 —)\>ZEO+>\ZE eD.

Définition 1.2.2. [13, 82] Soit D un ensemble non vide convexe de R™. Une fonction
f: D — R est dite convexe en 2o € D si pour tout € D et pour tout A € [0, 1],
on a:

FOw + (1= Nao) £ Af(@) + (1= ) f(xo). (L1)

On dit que f est convexe sur D, si elle est convexe en tout point xo € D. Si I'inégalité
(1.1) est stricte pour tout & # g et A € ]0, 1], on dit que la fonction f est strictement

convexe en Io.

Définition 1.2.3. [82] Soit f : R® — R une fonction différentiable. La fonction
notée Vf : R" — R"™ est appelée gradient de f et il est défini par :
of(z)

ox1
vf(z)= :
of (x)

0Tn

Théoréme 1.2.1. [13] Soit f : D — R une fonction différentiable sur un ensemble
ouvert convexe D C R"™. Alors, f est convexe sur D si et seulement si pour tous

x,x9 € D, l'une des deux conditions suivantes est vérifice :
1. f(x) = f(zo) 2 [V (2)]'(z — x0),
2. (x —xo)![Vf(x) — V[f(xg)] 2 0.
Définition 1.2.4. [13, 82] Soit D un ensemble non vide convexe de R™. Une fonction

f D — R est dite quasi-convexe en zy € D, si pour tout x € D et pour tout
A€ [0,1],on a:

flx) = f(xg) £0= f((1 = N)xo+ Ax) — f(x0) £ 0. (1.2)
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On dit que f est quasi-convexe sur D, si elle est quasi-convexe en tout point z € D.
On a une définition équivalente suivante.

Définition 1.2.5. [13] Soit D un ensemble non vide convexe de R". Une fonction
f D — R est dite quasi-convexe en xq € D, si pour tout x € D et pour tout
A€ 0,1],on a:

F((U=N)wo + Az) = max{f(wo), f(x)}.

Définition 1.2.6. [13] Soit D un ensemble non vide convexe de R". Une fonction
f D — R est dite strictement quasi-convexe en xq € D, si pour tout z € D et

pour tout A € ]0,1[, on a :

f(@) = f(z0) = 0= f((1 = A)zo + Azx) — f(z0) <O, (1.3)

On dit que f est strictement quasi-convexe sur D, si elle est strictement quasi-

convexe en tout point x € D.

Théoreme 1.2.2. [13, 82] Soit f : D — R wune fonction différentiable sur un
ensemble ouvert convexe D C R™. Alors, f est quasi-convexe sur D si et seulement

st pour tous x,xro € D, on a :

f(@) = f(z0) = 0= [V f(z0)]'(z — x0) = 0. (1.4)

Remarque 1.2.1. [108] Les fonctions différentiables quasi-convexes ne vérifient pas
la, propriété particuliere des fonctions convexes qui dit que tout point critique (sta-
tionnaire) est un minimum global (i.e. si V f(z) = 0 en un point donné z, alors il est
un point minimum global de f). Ceci a motivé la définition d’une nouvelle classe de
fonctions appelées pseudo-convexes qui partagent cette propriété avec les fonctions

convexes. Le concept de pseudo-convexité a été introduit par Mangasarian [82].

Définition 1.2.7. [13, 82] Soit D un ensemble non vide convexe de R™. Une fonction
f D — R est dite pseudo-convexe en zy € D, si la fonction f est différentiable en

xo et pour tout x € D, on a :

[V f(z0)]"(z — 20) 2 0= f(z) — f(x0) 2 0. (1.5)

On dit que f est pseudo-convexe sur D, si elle est pseudo-convexe en tout point
xo € D.
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1.3 Notions d’invexité

Le concept d’'invexité a été introduit pour la premiere fois par Hanson [60]
dans les problemes d’optimisation. L’appellation “fonction invexe” est due a Cra-
ven [32]. Hanson [60] a démontré des conditions suffisantes d’optimalité de type
Karush-Kuhn-Tucker, ainsi que des résultats de la dualité de Wolfe pour un probleme
de programmation mathématique sous des hypotheses d’invexité. Depuis, plusieurs
généralisations de l'invexité ont été introduites dans la littérature. Weir [122] a étudié
un probleme de programmation multi-objectifs impliquant des fonctions invexes et il
a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité de type Karush-Kuhn-
Tucker pour qu'un point réalisable soit efficace. En utilisant le concept de V-invexité
comme une généralisation de l'invexité dans le cas vectoriel, Jeyakumar et Mond
[66] ont obtenu quelques conditions d’efficacité faible et des résultats sur la dualité
pour un probleme multi-objectifs non convexe. Osuna-Gémez et al. [96] ont établi
de nouvelles caractérisations des solutions faiblement efficaces pour un probleme
multi-objectifs via une généralisation de la conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-
Tucker. Le concept d’invexité a été généralisé par la suite a des fonctions vectorielles
non différentiables. Voir par exemple Antczak [7], Mishra et al. [91], Slimani et Radjef
[110, 111] et d’autres.

Définition 1.3.1. [60] Soit D un ensemble non vide ouvert de R" et p : Dx D — R"
une fonction vectorielle. Une fonction f : D — R est dite invexe en zy € D par

rapport a n si f est différentiable en z( et, pour chaque x € D, on a :

f(x) = f(xo) 2 [V f(0)]'n(z, x0). (1.6)

On dit que f est invexe sur D si elle est invexe en tout point xy € D par rapport a
la méme fonction vectorielle 7. Si I'inégalité (1.6) est stricte, on dit que la fonction

f est strictement invexe en x par rapport a 7.

Définition 1.3.2. [60] Soit D un ensemble non vide ouvert de R" et n : DxD — R"
une fonction vectorielle. Une fonction f: D — R est dite pseudo-invexe en zy € D

par rapport a n, si f est différentiable en x et, pour chaque x € D, on a :

[V f(zo)]'n(x,20) 2 0= f(z) = f(w0o) 2 0. (1.7)
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On dit que f est pseudo-invexe sur D si elle est pseudo-invexe en tout point xg € D

par rapport a la méme fonction vectorielle 7).

Définition 1.3.3. [60] Soit D un ensemble non vide ouvert de R" et n : Dx D — R"
une fonction vectorielle. Une fonction f : D — R est dite quasi-invexe en xy € D

par rapport a n si f est différentiable en z( et, pour chaque x € D, on a :

f(x) — flxg) £ 0= [Vf(zo)]'n(z,20) £ 0. (1.8)

On dit que f est quasi-invexe sur D si elle est quasi-invexe en tout point zg € D par

rapport a la méme fonction vectorielle 7).

1.4 Liens entre les notions de convexité et d’in-
vexité

Il existe plusieurs relations entre les deux notions de convexité et d’invexité. Dans
ce qui suit, nous donnons certaines de ces relations qui ont été établies par Ben-Israel
et Mond [15] et Kaul et Kaur [71].

Théoréme 1.4.1. [71]

1. Toute fonction différentiable convexe (resp. strictement convexe) est invexe

(resp. strictement invexe), mais la réciproque n’est pas vraie.

2. Toute fonction différentiable pseudo-convexe est pseudo-invere, mais la
réciproque n’est pas vraie.
3. Toute fonction différentiable quasi-convexe est quasi-invexe, mais la réciproque

n’est pas vraie.

4. Toute fonction différentiable invexe par rapport a n est pseudo-invexe par rap-

port a la méme fonction n, mais la réciproque n’est pas vraie.

5. Toute fonction différentiable invexe par rapport a n est quasi-invexe par rapport

a la méme fonction n, mais la réciproque n’est pas vraie.

6. Toute fonction différentiable strictement invexe par rapport a n est invexe par

rapport a la méme fonction n, mais la réciproque n’est pas vraie.
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Remarque 1.4.1. [15]

1. Une fonction pseudo-invexe par rapport a 17 peut ne pas étre invexe par rapport
a la méme fonction 7, mais elle sera invexe par rapport a une autre fonction

vectorielle.

2. Les fonctions quasi-convexes et les fonctions quasi-invexes ne sont pas force-

ment invexes.

La proposition suivante donnée par Ben-Israel et Mond [15] sera utilisée dans la

suite de ce document.

Proposition 1.4.1. [15, 84] Toute fonction f: D C R" — R différentiable en un
point xo € D, avec V f(xg) # 0, est inveze en xo par rapport a n(z,xg) = [f(x) —
f(xo)]_[vf([vf(%)] 5. VeeD.

20)]'V f(xo

L’une des difficultés d’application de I'invexité est qu’elle soit définie en exigeant
que les fonctions objectifs et contraintes soient toutes invexes par rapport a une méme
fonction 7. Trouver une fonction 7 par rapport a laquelle plusieurs autres fonctions
sont invexes n’est pas facile méme lorsque elle existe. Pour remédier a cette difficulté,
Slimani et Radjef [109, 110, 111] ont introduit le concept de fonctions vectorielles
invexes par rapport a différentes fonctions (n;),_y (i.e. chacune des composantes
d’une fonction vectorielle est considérée invexe par rapport a sa propre fonction n; au
lieu d’une méme fonction 7). Dans le cas non différentiable, ce concept a été élargi a
des problemes multi-objectifs “d;—invexe” (i.e. chacune des composantes des fonc-
tions intervenant dans ces problemes est considérée directionnellement différentiable
dans sa propre direction d; au lieu d’'une méme direction d). Ainsi, ils ont établi
de nouvelles conditions d’efficacité avec caractérisation des solutions et des résultats
de dualité pour les problemes de programmation non linéaire et multi-objectifs en

considérant les cas différentiables et non différentiables.

Définition 1.4.1. [110, 108] Soit D un ensemble non vide ouvert de R™ et 7, :
D xD — R" ¢ =1,...,N des fonctions vectorielles. Une fonction vectorielle f :
D — RY est dite invexe en z; € D par rapport a (771')1‘:17\/7 si la fonction f est

différentiable en x( et, pour tout z € D, on a :

fi(x) = fi(zo) 2 [V fi(zo)]'ni(x, z0), pour tout i =1,...,N. (1.9)
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On dit que f est invexe sur D par rapport a (7;),_1 3, si f est invexe en tout point

xo € D par rapport aux mémes (7;),_7 - Si 'inégalité (1.9) est stricte, on dit que f

est strictement invexe en xy par rapport a (;),_1 -

Définition 1.4.2. [110, 108] Soit D un ensemble non vide ouvert de R™ et »; :
D x D — R" i=1,.., N des fonctions vectorielles. Une fonction f : D — RV
est dite faiblement pseudo-invexe en xoy € D par rapport a (771')1':17\/7 si la fonction f

est différentiable en z( et, pour tout x € D, on a :
f(x) = flxg) < 0= 3z € D, [Vfi(xo)]'ni(Z,x0) <0, pour tout i = 1,..., N. (1.10)

Si z = 7, dans la relation (1.10), on dit que f est pseudo-invexe en xy par rapport a
(1:)i—tv- On dit que f est (faiblement) pseudo-invexe sur D par rapport a (1;),_1%

si f est (faiblement) pseudo-invexe en tout point xy € D par rapport aux mémes

(ni)izl,N'

Remarque 1.4.2. [110, 108]

(i) Notons que dans la Définition 1.4.2, & depend de x et xq, i.e. T = T(x,zo). Il est
facile de voir que si les fonctions vectorielles 7;, ¢ = 1,..., N sont égales a une
meéme fonction 7 et = x, on obtient la définition de la pseudo-invexité définie
par Osuna-Gémez et al. [96].

(ii) Sin =1, on obtient la pseudo-invexité faible d'une fonction scalaire. De plus, si

T = x, on déduit la pseudo-invexité de la Définition 1.3.2.

Proposition 1.4.2. [112] Toute fonction f : D C R* — R, différentiable en un
point xy € D avec V f(xg) # 0, est pseudo-invexe en xy par rapport a n(x,zo) =
[f(@) = f@o)][VF(xo)l, ¥V 2 € D oaufn(x,xo) = [f(2) = f(zo)lt(z0), ¥V @ € D od
t(xg) € R™ avec t;(xg) = { 1, 5 g2 (W0) 20, Vi=1...n,

—1, sinon.

Sach et al. [99] ont introduit la classe des fonctions infines qui est une sous classe
des fonctions invexes. Cette classe est appropriée pour les problemes d’optimisation
avec contraintes de type égalité et inégalité. Dans notre cas, nous considérons les
fonctions différentiables infines.
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Définition 1.4.3. [23] Soit D un ensemble non vide ouvert de R" et p : Dx D — R"
une fonction vectorielle. Une fonction différentiable f : D — R est infine en xq € D

par rapport a 7 si pour tout x € D, on a :

f(@) = f(zo) = [V (z0)|'n(=, z0)-

1.5 Conditions d’optimalité dans les problemes
mono-objectif avec contraintes

Considérons le probleme mono-objectif avec des contraintes d’inégalités suivant :

<P>{ S
s.c gi(z) 20, je P=A{1,..,p},

ou X CR" f:R" — R, g : R" — R, j € P sont des fonctions différentiables
sur ’ensemble ouvert X. On note par Xy = {z € X, g;(z) £0, V j € P} I'ensemble
de toutes les solutions réalisables du probleme (P).

Définition 1.5.1. [82] On dit que zy € Xj est une solution localement optimale
(resp. solution localement strictement optimale) du probleme (P), sl existe un voi-
sinage de xq, Va(zo) = {z € Xo : ||z — x|l < a} tel que f(zo) < f(z) (resp. f(zo) <
f(z)), ¥V e Vy(xg).

Définition 1.5.2. [82] On dit que zy € X; est une solution optimale (resp. une
solution optimale unique) du probleme (P), si on a f(xg) < f(z) (resp. f(xg) <

f(x)), Ve Xo\{zo} B

La contrainte g;(x¢) = 0, j € P est dite active au point zy € X si g;(zo) = 0. Elle
est dite passive si g;(z9) < 0. On note par J(zo) = {j € P, g;j(xo) = 0} I'ensemble

des indices des contraintes actives au point x.

Définition 1.5.3. [82] On dit que la contrainte de qualification de Kuhn-Tucker est
satisfaite en x5 € Xy, si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. Il existe un vecteur d € R™ tel que [Vg;(z0)]'d < 0, V j € J(x).
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2. Les fonctions g;, j € J(zo) sont différentiables et les gradients Vg;(xo), j €
J (o) sont linéairement indépendants.

3. Les fonctions g;, j € P sont convexes et il existe un vecteur € X tel que
gj(Z) <0, j € P (contrainte de qualification de Slater).
4. Toutes les fonctions g;, 7 € P sont linéaires.

Remarque 1.5.1. [82] Si I'une des conditions 3. et 4. est vérifiée, alors la contrainte

de qualification est satisfaite en tout point x € X.

Définition 1.5.4. [82] On dit qu'un point xy € X; est un point stationnaire de
Kuhn-Tucker pour le probleme (P), s'il existe ug € RY tel que

v f (o) + Vig(zo)up = 0,

Uég(l'o) = 07
ou Vg(xp) est une matrice p x n, ses lignes sont les transposés des vecteurs gradients
de g;, j € P au point x.

1.5.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Le théoreme suivant nous donne des conditions nécessaires d’optimalité pour le
probleme (P).
Théoréme 1.5.1. [13] Supposons que dans le probléme (P), les fonctions f et g;, j €
J(zo) sont différentiables en un point xo € Xo et g;, j & J(xo) sont continues en
xg. De plus, supposons que Vg;j(xg), j € J(xo) sont linéairement indépendants (la
contrainte de qualification 2. est satisfaite en o). Si xo est une solution optimale
locale du probléme (P), alors il existe des scalaires u; 2 0, j € J(xg) tels que :
v f(zo) + Z u;Vgi(xo) = 0. (1.11)
j€J(z0)
Si de plus, les fonctions g;, j & J(xo) sont différentiables en xq, alors ’équation

(1.11) peut étre écrite sous la forme suivante :

Vf(x0) + > _u;Vg;(xo) =0,

J=1

u;jg;j(zo) =0, j € P.
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1.5.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Dans le théoreme suivant nous donnons les conditions suffisantes d’optimalité
pour le probleme (P).

Théoréme 1.5.2. [13] Soit xq un point stationnaire de Khun-Tucker du probléeme
(P).

1. Si f est pseudo-conveze sur un voisinage V(xo) de xo et les fonctions g, j €
J(xg) sont quasi-convexes sur V(xg), alors xo est un minimum local du
probléme (P).

2. St f est pseudo-conveze en x et les fonctions g;, j € J(xg) sont différentiables

et quasi-convexes en xg, alors xo est un minimum global du probléme (P).

1.6 Conditions d’efficacité dans les problemes
multi-objectifs avec contraintes

Dans cette section, nous considérons un probleme de programmation multi-
objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités et nous rappelons quelques
résultats sur les conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité pour ce probleme,
notamment ceux qui utilisent le concept de convexité et ses généralisations.

Considérons le probleme de programmation multi-objectifs suivant :

Hlmin f(x) = (fi(z), "'qu(x))>

(PM) 8.C gj(x) é Oa ] €P= {L"'ap}a
hk(l’) =0, kGM:{l,...,m},
r e X,

ou fi : X —m R ie@={1..,q}, 956: X — R, je€Peth X —
R, k € M. X C RY est un ensemble non vide ouvert, Xy = {z € X : g;(z) <
0, j € P, hp(x) =0, k € M} est 'ensemble de toutes les solutions réalisables du
probleme (PM). Pour xy € X, on note par J(zo) U'ensemble {j € P : g;(z9) = 0} et
Jo = |J(x0)]-

Nous rappelons quelques notions d’efficacité, les plus étudiées dans la littérature
pour le probleme (PM).
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Définition 1.6.1. [130] Un point xzy € X est dit solution localement faiblement

efficace pour (PM), sl existe un voisinage V' (x) de o tel que
f(z) £ f(xg), pour tout x € V(zq) N Xp.

Définition 1.6.2. [130] Un point xy € X, est dit solution (faiblement) efficace pour
(PM), s'il n'existe pas z € Xy tel que f(x) < f(xo) (f(x) < f(x0)).

Définition 1.6.3. [58] Une solution efficace zy € Xy du probleme (PM) est dite
proprement efficace, sl existe un nombre réel positif M telle que I'inégalité f;(zo) —
filx) = M[f;(x)— fj(xo)] est vérifiée pour tout i € Q et x € X tel que f;(z) < fi(zo)
et pour un certain j € @ tel que f;(x) > f;(zo).

Définition 1.6.4. [49] On dit qu'une solution réalisable zy € X, est un point vec-
toriel critique de Kuhn-Tucker du probleme (PM), §’il existe un vecteur (u, A, d) €
RL x RE x R™ tel que

S il Vi) + Y NV (@) + D k[ Vhi(xo)]" =0, (1.12)
i—1 jed(zo) k=1
Aigi(xg) =0,V j € P. (1.13)

Définition 1.6.5. [83] On dit qu'une solution réalisable zy € X, est un point vec-
toriel critique de Fritz John du probleme (PM), §'il existe un vecteur (u, \,d) €
R x RE x R™, (p, A) # 0 tel que (1.12) et (1.13) sont vérifiées.

1.6.1 Conditions nécessaires d’efficacité

Sing [107] a donné des conditions nécessaires d’efficacité pour le probleme (PM)
en se basant sur la convergence d’'un vecteur en un point et le théoreme des alterna-
tives de Motzkin [93].

Définition 1.6.6. [85] Soit X C R", le vecteur x € R"™ est appelé un vecteur de
convergence pour X en xy € X si et seulement s'il existe une suite (zy)r € X et une

suite des nombres réels positifs (ay ) tels que

. . . T — Xo
lim x, = 29, limag, =0, lim =x
k—oo k—o0 k—o0 [09%
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Soit C'(Xo, zg) 'ensemble de tous les vecteurs de convergence pour Xy en .

De plus, soit D = {d € R" : Vg (z,)(20)d = 0, Vh(z¢)d = 0}.

Définition 1.6.7. [107] On dit que g,(,,) et h satisfont une contrainte de qualification
en zg, si D C C(Xy, xo).
Théoréme 1.6.1. [107] Supposons que

1. xo est une solution efficace pour (PM),

2. f, g et h sont différentiables en x,

3. i) €t h satisfont une contrainte de qualification en .

Alors il eviste p € RL, N € RY et 0 € R™ tels que
[V f(@o)]' 1t + [Vg(zo)]'A + [VI(w0)]'d = 0, (1.14)

[Vg(x0)]'\ = 0. (1.15)

1.6.2 Conditions suffisantes d’efficacité

Des conditions suffisantes d’efficacité pour un probleme multi-objectifs
différentiable avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (P M) sous des hypotheses
de convexité et de convexité généralisée ont été étudiées par plusieurs auteurs, comme
par exemple, Sing [107], Majumdar [81], Kim [72] et d’autres. Nous exposerons dans
cette partie quelques unes de ces résultats.

Théoréme 1.6.2. [107] Soit zo € Xy et supposons que :

1. f,g et h sont différentiables en x,

2. f, 950 €t h sont convexes en xo,

3. il existe py € RL, X\ € R‘g’ et § € RY tels que

UL ()]t + Al (@0)]* + S[TR(z0)] = 0.

Alors xq est une solution (faiblement) efficace pour (PM).

Théoréme 1.6.3. [107] Soit zo € Xy et supposons que :
1. f, 9y €t h sont différentiables en x,
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2. il existe p € RL N\ € Ré‘) et 6 € R™ tels que
8. (& — o)t (ul9 £ (@0)] + ATV gseoy ()]l + S[Th(zo)]!) 2 0,
4. W f + AGye) + 0'h est pseudo-conveze en .

Alors xq est une solution (faiblement) efficace pour (PM).

Théoréme 1.6.4. [72] Soit o € Xy el supposons que :
1. f est pseudo-convexe en xg,
2. i(zo) €t h sont quasi-convezes en g,
3. il eriste p € RLXN € RL et 5 € RT tels que
Ul £ (@0)]' + MV g0 (@) + 8[Th(zo)]' = 0.

Alors xy est une solution faiblement efficace pour (PM).

Théoréme 1.6.5. [107] Soit o € X, et supposons que :
1. f, 9i@o) €t h sont différentiables en xo,
2. il existe p € RL, X € RE et & € R™ tels que

q

3. E wifi est pseudo-convere en xy,
i=1

4. g Ajg; est quasi-conveze en T,

jGJ(:E())

m

5. E wihy est quasi-convexe en xg,
k=1

q p m
6. (Z </ i fi(o) + Z  Ajgi(To) + Z \V4 5khk<x0)) (x — x9) 2 0, pour tout
i=1 j=1 k=1
x € X,
7. Mg(xg) = 0.
Alors xy est une solution efficace pour (PM).
Théoréme 1.6.6. [72] Soit o € Xy el supposons que :

1. f est strictement pseudo-conveze en x,

2. i(zo) €t h sont quasi-convezes en g,
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3. il existe € RL, A € RO et 0§ € RZ  tels que

Ul £ (@0)]' + MV g0 ()] + 5[ Th(zo)]! = 0.

Alors g est une solution efficace pour (PM).

La section suivante sera consacrée a un bref rappel sur les problemes multi-

objectifs fractionnaires.

1.7 Conditions d’efficacité dans les problemes
multi-objectifs fractionnaires

Dans divers problemes pratiques qui se posent dans la théorie de la décision,
I’économie et la gestion de portefeuille, etc., il est nécessaire d’optimiser le rapport de
plusieurs fonctions linéaires ou non linéaires. Ces problemes de prise de décision sont
appelés problemes multi-objectifs fractionnaires, qui est un domaine de recherche tres
investi ces dernieres années. L’établissement des conditions d’existence de solutions
efficaces et la dualité en constituent un des axes qui a suscité beaucoup d’intérét.

Considérons le probleme multi-objectifs fractionnaire suivant :

fole)
5= (0 ),

(PMF){m 9(z)
h()§ GK:{l,...,k},

ou fi,9i,hj: X — R, i€ Q={1,...,q}, j € K et X un sous ensemble non vide de
R™, fi(z) 2 0, g;(xz) > 0 pour tout x € X et pour chaque i € Q.
On note Xy = {z € X : h(z) < 0} I'ensemble de toutes les solutions réalisables du
probleme (PMF'). Pour zy € X, on note par J(x) 'ensemble {j € K : hj(zy) = 0}
et par J = |J(x)| le cardinal de I'ensemble J(zg).

Nous rappelons le concept de solutions faiblement efficaces locales pour le
probleme (PMF).

Définition 1.7.1. [97] Un point xzy € X, est dit solution localement faiblement
efficace du probleme (PMF'), s’il n’existe pas de x € V(xg) N Xo, ot V(zg) est un
voisinage de x( tel que

filz) _ filzo) .
(@) < ai(z0)’ Vie@. (1.16)
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Le concept d’efficacité globale pour le probleme (PM F’) est défini comme suit.

Définition 1.7.2. [97] Un point zy € X, est dit solution faiblement efficace pour
(PMF), s'il n’existe pas z € X, qui vérifie la relation (1.16).

Définition 1.7.3. [97] Un point zy € Xy est dit solution efficace pour (PMF), s'il

n’existe pas x € X tel que pour un certain p € @,

fol@) _ fo(wo)  filx) _ filzo)
9o(x) ~ golwo)” gi(x) = gilwo)

En utilisant 'approche paramétrique de Dinklebach [48] et Jagannathan [65] pour

, Vi€ Q,1#p.

le probleme de programmation fractionnaire, on considere le probleme multi-objectifs
suivant (PM), pour chaque A € RY :

(PM), gjne)l(l(fl(x) _)‘191(.%)7---7fq(x) — Aggq(@)),
s.c hj(x) =0, j€K.
Lemme 1.7.1. [97] Soit xy une solution faiblement efficace pour (PMF). Alors il
existe X € R? telle que xq soit une solution faiblement efficace pour (PM),.
f(zo)

Inversement, si xq est faiblement efficace pour (PM)y avec A = EDL alors xy est

une solution faiblement efficace pour (PMF).

Geoffrion [58] a caractérisé les solutions pour les problemes de programmation
multi-objectifs par ’approche de la scalarisation. Ces caractérisations sont utilisées
aussi pour le probleme paramétrique (PM).

Considérons le probleme de pondération (PM),(w) correspondant au probleme
(PM)s.

q

(PM)y(w) { B0 2 wilfil@) = digi()

=1
s.c hj(z) £0, j € K,

q
ou w = (wy,...,w;) € W={weR?: sz‘:L w; > 0,1 € Q}.

i=1
Théoréme 1.7.1. [97] Si xy est une solution optimale pour le probléme scalarisé

(PM)x\(w), avec A = % alors, xq est une solution faiblement efficace pour (PM),.
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Dans de nombreux problemes de programmation, les fonctions sont
différentiables, ce qui a motivé Martin [84] & définir une notion de convexité plus faible

pour les fonctions différentiables, appelée Kuhn-Tucker convexité ou KT-convexité.

Définition 1.7.4. [84] Le probleme (PM), est dit KT-invexe sur I'ensemble des
solutions réalisables X, par rapport a une fonction n : Xy x Xy — R” telle que

pour tous les x, o € Xy, on a :

(fi(x) = Nigi(x)) = (filwo) — Nigi(wo)) = [n(z, 20)]"(V fi(xo) = \iVgi(20)), i = 1,....q,
—[n(z, 20)]'Vhj(x0) 20,V j € J(xo).
Le concept de fonctions sous-convexelike a été introduit par Yang [124].

Définition 1.7.5. [124] Soit X un ensemble non vide dans R", soit S un sous en-
semble non vide de X . Une fonction L : X — R est dite sous-convexlike sur S si et
seulement si, V 2,y € S, Ve >0,V A €]0,1[, 3t S,uecRY u>0et 7 >0, tel
que

TL(t) < AL(x) 4+ (1 — X\)L(y) + eu.

Le résultat suivant a été établi par Osuna-Gomez et al. [97].

Théoréme 1.7.2. [97] Si (PM), est KT-inveze et la contrainte de qualification de
Kuhn-Tucker est satisfaite pour toutes les solutions faiblement efficaces, alors chaque

solution faiblement efficace pour le probléme (PMF') résout le probléme scalarisé

(PM)x\(w).

1.7.1 Conditions nécessaires d’efficacité

Dans cette section, nous rappelons quelques conditions nécessaires d’efficacité
pour le probleme (PMF). En se basant sur le théoreme des alternatives généralisé
de Minkowski-Farkas prouvé par Yang [124] pour les fonctions sous-convexelikes,
Osuna-Gomez et al. [97] ont établi des conditions nécessaires d’efficacité pour (PM F)

données par le théoreme suivant.
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Théoréme 1.7.3. [97] Soit xy une solution faiblement efficace pour (PMF) et sup-
posons que (fi — Mg, ..., fq — AgGqs h) soit une fonction (q + k) sous-convezelike sur
S avec \ = %. Alors, il existe (8o, o) € R? x R* avec (g, po) > 0 tel que ¥V pu =0
etV x €S satisfait

(o) < phtan) < D ol i) — Aene) + (). (117
phh(x) = 0. (1.18)

Sous des hypotheses de différentiabilité, Osuna-Gémez et al. [95] ont établi la

condition nécessaire suivante.

Théoréme 1.7.4. [95] Si zq est une solution faiblement efficace pour (PMF), donc
il existe (8o, po) € RI* avec (89, po) > 0 tel que

Zam(v filzo) — NiVgi(zo)) + pb Vh(zo) = 0, (1.19)
phh (o) = 0. (1.20)

1.7.2 Conditions suffisantes d’efficacité

Des conditions suffisantes pour que des solutions réalisables soient faiblement

efficaces pour le probleme (PM F') sont données dans les théorémes suivants.

Théoréme 1.7.5. [97] Soit x¢ une solution réalisable satisfaisant la condition (1.17)

avec g > 0 et pg = 0. Alors xg est une solution faiblement efficace pour (PMF).

Théoréme 1.7.6. [97] Soit xy une solution réalisable, s’il existe §o > 0 et pg = 0
tels que xo satisfasse la condition (1.19) et le probleme (PM), soit KT-invexe sur

l’ensemble des solutions réalisables, alors xg est une solution faiblement efficace pour

(PMF).
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions de convexité et d’invexité
(généralisée) qui seront utilisées dans la présentation des chapitres trois et quatre.
Nous avons aussi présenté certains résultats sur les conditions nécessaires et suffi-
santes d’optimalité d’un probleme mono-objectif sous des contraintes d’inégalités
(P) et nous avons rappelé quelques conditions d’efficacité d’un probleme multi-
objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM). De plus, nous avons
exposé, notamment les conditions d’efficacité d’un probleme multi-objectifs fraction-
naire (PMF).



— Chapitre 2

Sur les problemes de
programmation bi-niveaux

2.1 Introduction

Beaucoup de problemes de prise de décision nécessitent des compromis parmi les
objectifs de tous les individus ou entités qui interagissent. La plupart du temps,
les décideurs sont regroupés dans une structure administrative ou hiérarchique
avec des objectifs différents et parfois contradictoires. Par exemple, la planification
économique centralisée implique la distribution des ressources a travers les niveaux
de gouvernement, la tarification du transport routier qui consiste a la détermination
de péages optimaux sur un ensemble prédéfini de troncons du réseau autoroutier
par les gestionnaires de ces réseaux, la distribution de crédit agricole, la tarification
électrique utilitaire et la détermination de crédit d’impot qui sont naturellement for-
mulés comme des problemes de programmation bi-niveaux. Donc la programmation
bi-niveaux est une technique puissante et robuste pour la résolution de problemes
hiérarchiques de prise de décision. Elle a été appliquée dans de nombreux problemes
de la vie réelle tels que l'agriculture, des systemes économiques, des finances, de
I'ingénierie, les sciences de gestion et les problemes de transport. Cette classe de
programmation constitue une branche de la programmation mathématique dans la-
quelle les contraintes sont déterminées, en partie par un autre probleme d’optimi-
sation. L’utilisation de la programmation mathématique dans différents processus
décisionnels est restée pendant de nombreuses années consacrée aux problemes pour

lesquels un décideur unique (gouvernement, politicien, institution, organisation) avait

23
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un controle unilatéral sur le niveau d’activités a assigner a tous les objectifs ou va-
riables de décision.

Depuis les années 70, I'introduction de la programmation mathématique a plu-
sieurs niveaux par Candler et Norton [30], a consacré la décentralisation du niveau
de prise de décision en tenant compte de la réaction des autres décideurs. Souvent,
les décideurs interviennent dans un systeme hiérarchisé ou ils peuvent agir soit de
facon coopérative, soit de facon non coopérative. La programmation mathématique
a plusieurs niveaux résout le probleme de la coordination du processus de prise de
décision dans un systeme décentralisé, notamment lorsque les décideurs agissent de
facon non coopérative et que les décisions sont prises d'une maniere séquentielle.

L’origine de la programmation bi-niveaux est due a Stackelberg [113] qui a intro-
duit un modele en concurrence parfaite dans le contexte d'un duopole. Ce modele
est caractérisé par I'existence d'une précédente dans I'annonce des décisions de deux
firmes : un producteur se voit assigner le role de meneur (premier niveau de décision)
et annonce son niveau de production au suiveur (second niveau de décision) dans la
détermination de sa propre production. Par la suite, le meneur agit en connaissant
la réaction optimale du suiveur a son annonce. La premiere formulation du probleme
de programmation bi-niveaux est apparue dans un article de Bracken et McGill [25]
sur la répartition des ressources et des armes pour optimiser I'attaque et la défense
simultanément. Cependant, Candler et Norton [30] ont été les premiers a utiliser
les termes bi-niveaux et multi-niveaux tout en décrivant un probleme de politique
de développement. Anandalingam et Friez [4], Vicente et Calamai [117] et Dempe
[35] présentent dans des revues bibliographiques, les applications de la programma-
tion bi-niveaux, les propriétés théoriques liées a la programmation bi-niveaux et les
différentes classes d’algorithmes de résolution. Il en est de méme pour les monogra-

phies de Dempe [34] et de Bard [10].
2.2 Présentation d’un probleme de programma-
tion bi-niveaux (PB)

Un probleme de programmation bi-niveaux est un probleme d’optimisation

mathématique ou la variable est partitionnée en deux vecteurs x et y. Le vecteur
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y sera choisi comme solution optimale d’un deuxieme probléeme de programmation
mathématique paramétré par x. Donc un probleme de programmation bi-niveaux est
un probleme hiérarchique dans la mesure ou ses contraintes sont définies en partie
par un second probleme d’optimisation. Ainsi, on se trouve dans une situation ou
deux décideurs font leurs choix a deux niveaux différents de la hiérarchie. Quand le
premier décideur, appelé leader (ou décideur du niveau supérieur ) prend sa décision
x, le second décideur, appelé suiveur (ou décideur du niveau inférieur) détermine sa
décision y. La variable x va jouer le role de parametre dans le probleme du niveau
inférieur. D’un autre coté, le niveau supérieur doit anticiper sur le choix de son ni-
veau inférieur car son gain ne dépend pas uniquement de son choix, mais aussi de

celuil du niveau inférieur.

2.3 Formulation mathématique de (PB)

Un probleme de programmation bi-niveaux est une modélisation d’'un programme
mathématique hiérarchique ou l'’ensemble de toutes les variables est partitionné
entre un vecteur x représentant le premier niveau de décision, et un vecteur y pour
le second niveau de décision. Sa formulation est donnée en général comme suit :

in F
min (z,y),

(PB)

ouz € X C R™ la variable de décision du niveau supérieur (leader) et y € Y C R™
la variable de décision du niveau inférieur (suiveur). De méme les fonctions F' :
R™ x R™ — R et f: R™ x R — R sont respectivement les fonctions objectifs
du niveau supérieur et du niveau inférieur, les fonctions vectorielles G : R"* x R™? —
R™ et g : R™ x R™ — R™2 sont les contraintes du probleme (PB).

Dans le probleme (PB), si on suppose que les fonctions F(z,y), f(z,y), G(z,y)
et g(x,y) sont linéaires, dans ce cas, on obtient un probléeme de programmation

bi-niveaux linéaire.
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2.4 Problemes de programmation bi-niveaux
linéaires (PBL)

Les problemes de programmation bi-niveaux linéaires (PBL) constituent la plus
grande partie des travaux de recherches consacrés a la programmation bi-niveaux.
2.4.1 Formulation mathématique de (PBL)

Un probleme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) peut étre écrit sous

sa forme générale suivante :

((min F(z,y) = diz + dyy,
xe
S.C. All’ + Bly é bl,

x 20,
(PBL) Iyrg} f(x,y) = cbx + dy,
S.C. AQI + Bgy § bg,

y 20,

\

oux € X CR", ye VY CR?2 F:XxY —R, f:XXY —R, ¢,c0 €
R™, dy,dy € R™, by € R, by € R™2, A; est une matrice m; X ny, By une matrice
my X ng, Ay une matrice my X ny et By une matrice my X ngy. La fonction F' (res-
pectivement f) représente la fonction objectif du niveau supérieur (respectivement
du niveau inférieur), A;x + By (respectivement Asx + Boy) sont les contraintes
du niveau supérieur (respectivement du niveau inférieur) et z (respectivement y) la

variable de décision du niveau supérieur (respectivement du niveau inférieur).

2.4.2 Définitions

Les définitions suivantes sont nécessaires pour la caractérisation des solutions de
(PBL), voir Bard [10].

1. Le domaine S des contraintes de (PBL) est défini par

S={(z,y) e R" xR"™: Az + By S by, Apx+ Boy S by, 220, y = 0}
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2. L’ensemble S(z) des solutions réalisables du niveau inférieur pour un x fixé est
défini par
S(IL') = {y eyY.: BQy § b2 — AQZB}

3. La projection de S sur I’ensemble des décisions du niveau supérieur est donnée

par
S(X)I{ZCGX HyEY, A1x+Bly§b1, A2$+32y§b2}

4. L’ensemble des réactions rationnelles du niveau inférieur pour un x € S(X) est
donné par

R(z) ={y €Y : y cargmin{f(z,y): y € S(x)}},

avec argmin{f(z,7) : § € S(z)} ={y € S(z): f(z,y) = f(z,9), V€ S(z)}.

5. La région induite (ou domaine induit) est notée par
RI ={(z,y) €S, y € R(x)}.

Le niveau supérieur peut, a chacune de ses décisions x € S, faire face a différentes
réactions du suiveur, étant donné que R(x) n’est pas en général un singleton. L’union
de toutes les valeurs possibles de x que le niveau supérieur peut sélectionner ainsi
que les réactions rationnelles correspondantes y € R(x) du niveau inférieur forment
la région induite RI qui représente I’ensemble des solutions réalisables de (PBL). La
présence des contraintes couplantes du niveau supérieur (G(x,y) = 0, x = 0) donne
a cette définition un caractere général. En absence de ces contraintes, on obtient une
formulation particuliere de probleme de programmation bi-niveaux qui a été utilisée

par la plupart des chercheurs dans ce domaine.

2.4.3 Solutions optimales

Considérons le probleme (PBL) et supposons que l'ensemble R(x) est constitué

d’un seul point (ou plus) pour tout z € S(X).

Définition 2.4.1. [10] Un point (xg, ) € RI est optimal pour le probleme (PBL)
si g+ diyo £ dx+diy, V (z,y) € RI.
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La Définition 2.4.1 d’une solution optimale de (PBL) est valable uniquement dans
les conditions citées ci-dessus. Par contre, dans le cas ou I'ensemble R(z) est constitué
de plus d’'un élément (multiplicité de solutions optimales du niveau inférieur) pour
x € S(X) fixé, le raisonnement est différent. En effet, dans ce cas, il existe dans
la littérature deux approches principales pour formuler la solution de (PBL) : I'ap-
proche pessimiste (ou forte) et I'approche optimiste (ou faible) et de méme pour le

probléme bi-niveaux (PB). Les deux approches peuvent étre trouvées dans Etoa [52].

(i) Approche pessimiste

Dans ce cas, la coopération entre le niveau supérieur et le niveau inférieur n’est
pas autorisée, le niveau supérieur ne peut pas influencer le choix du niveau inférieur.
Le niveau supérieur se protege en limitant le dommage résultant d’une sélection
indésirable du niveau inférieur tout en respectant son objectif. Donc son probleme

sera formulé de la maniere suivante :
min max F(x,y),
T y
s.c. (x,y) €S,
y € R(x).
(ii) Approche optimiste

Dans cette approche le niveau supérieur peut supposer la coopération du niveau
inférieur, dans le sens ou ce dernier va choisir a chaque fois une solution qui est la

meilleure du point de vue du leader. Ce cas se formule de la maniere suivante :

min F(z, y),
:L‘?y
s.c. (x,y) €S,
y € R(x).

En se mettant dans les conditions de la formulation optimiste du probleme (PBL),

le niveau inférieur va choisir

y € argmin{ F(z,y) : y € R(z)},
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ce qui signifie que le suiveur choisirait parmi ses réactions optimales celle qui est
meilleure du point de vue du leader. Le probleme (PBL) peut donc étre écrit d'une

maniere équivalente sous forme d’un programme mathématique standard
min{F(z,y): (z,y) € RI}. (2.1)

Et dans ce cas, la Définition 2.4.1 pour une solution optimale du probleme (PBL)

reste valable, elle peut étre formulée autrement en utilisant la définition suivante.

Définition 2.4.2. [34] Un point (z,y) est dit réalisable pour le probleme (PBL) si
(x,y) € Setye R(x).

Définition 2.4.3. [34] Un point (z¢,yp) est une solution optimale de (PBL) si
(x0, o) est réalisable et pour tout point réalisable (x,y) on a : F(xo,y0) < F(x,y).

2.4.4 Existence et caractérisation des solutions de (PBL)

Le probleme d’existence de solutions optimales pour le probleme (PBL) a été
étudié par plusieurs auteurs tels que Candeler et Townsley [29], Bard et Falk [11]
qui ont établi 'existence d’une solution optimale en un point extréme du domaine
réalisable S. Audet et al. [8] ont montré aussi que dans le cas ou la région induite est
non vide, il existe au moins une solution optimale pour le probleme (PBL) atteinte
en un point extréme de I’ensemble S et ce résultat est vrai méme dans le cas de
présence des contraintes couplantes du niveau supérieur.

Considérons la formulation de (PBL) sous forme standard (2.1) et supposons que
(i) S est non vide et compact.
(ii) R(z) est réduit a un singleton, pour tout x € X.

Corollaire 2.4.1. [10] Une solution de (PBL) est atteinte en un point extréme de
RI.

Corollaire 2.4.2. [10] Si (x,y) est un point extréme de RI, alors (z,y) est un point

extréme de S.
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2.4.5 Résolution de (PBL)

Depuis que ce domaine a attiré I'attention des chercheurs en optimisation au
milieu des années 1970, un nombre important d’algorithmes est mis au point pour
la résolution des problemes de programmation bi-niveaux. Etant des problemes NP
difficiles (du point de vue de la complexité algorithmique), d’ailleurs la majorité des
recherches d’algorithmes se sont focalisées sur les cas simples de la programmation
bi-niveaux tel que le probleme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) qui est
un probleme compliqué et difficile a résoudre malgré que les fonctions objectifs et les
contraintes du niveau supérieur et du niveau inférieur sont linéaires, car il n’est ni
continu partout, ni convexe. Généralement pour résoudre le probleme (PBL), on le
transforme en un probleme a un seul niveau pour avoir un probleme de programma-
tion mathématique standard et utiliser les méthodes de résolution pour ce type de
problemes. L’approche la plus étudiée dans la littérature pour cette transformation
est 'approche de Karush-Khun-Tucker (KKT) qui consiste & remplager le probléeme
du niveau inférieur par ses conditions KKT et I'introduction du systeme résultant

dans le probleme du niveau supérieur.

2.4.6 Reformulation de (PBL) par ’approche KKT

L’approche KKT a donné naissance au plus grand nombre de méthodes pour la
résolution de (PBL). Son principe consiste a transformer le probleme (PBL) en un
probleme a un seul niveau en utilisant les conditions KKT suivant la proposition

suivante.

Proposition 2.4.1. [10] Une condition nécessaire pour que (xq,yo) soil solution
optimale pour le probléme (PBL) est qu’il existe deux vecteurs ug et vy tels que

(20, Yo, o, Vo) Soit solution du probléme (P)r suivant :
(min F(z,y) = iz + djy,
x7y

s.c Aix+ By S by,
Asx + By +w =10
P 2 2 2
(P Biu—v = ds,
vy +ulw =0,
r20,y20,uz0,v20, w20,
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ou u et v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions KKT du
niveau inférieur. Le probleme (P); est linéaire a l'exception des contraintes de
complémentarité (v'y +u'w = 0) et qui sont aussi non convexes. Plusieurs méthodes
ont été développées dans cette approche, en cherchant a chaque fois un compromis
avec la contrainte de complémentarité. Citons quelques méthodes de résolution basées

sur cette approche.

Méthode de Branch and Bound

Cette méthode est appliquée pour les problemes bi-niveaux convexes. Des algo-
rithmes basés sur cette idée sont développés par Bard et Falk [11], dont le principe
consiste a entourer 1’ensemble des solutions admissibles du probleme non convexe
(P)kke par un polyedre et subdiviser ensuite en deux sous-ensembles disjoints. On
minimise la fonction objectif du probléme (P)g; sur chaque sous-ensemble, puis on
sélectionne la plus petite valeur parmi toutes les valeurs obtenues. Apres un test de
cette valeur, on la prend comme valeur optimale globale si le test est positif, sinon on
subdivise encore le sous ensemble correspondant a cette valeur en nouveaux polyedres
et on recommence 'opération. Bard et Moore [12] ont présenté un algorithme plus
efficace, consistant a supprimer la contrainte de complémentarité du probleme (P)gx;
et de résoudre le sous probleme linéaire résultant. A chaque itération, on vérifie si la
contrainte de complémentarité est satisfaite. Si oui, le point correspondant se trouve
dans le domaine induit, d’ou il présente une solution de (PBL), sinon on utilise un
procédé de branch and bound pour examiner toutes les combinaisons des contraintes

de complémentarité relaxées.

Méthode des fonctions de pénalité

Apres transformation du probleme bi-niveaux original en un probleme a un seul
niveau en utilisant les conditions KKT du niveau inférieur, une pénalité exacte est
utilisée. Dans Anandalingam et White [5], la fonction de pénalité utilisée est la
différence entre les valeurs des fonctions objectifs primale et duale du niveau inférieur.
La premiere version de 'algorithme donne uniquement la solution optimale locale,

par la suite cet algorithme a été amélioré pour donner une solution optimale globale.
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En utilisant 'approche KKT, Lv et al. [79] ont transformé le probleme bi-niveaux
linéaire (PBL) en un probleme & un seul niveau. La contrainte de complémentarité
du niveau inférieur a été ajouté a la fonction objectif du niveau supérieur avec une
pénalité. Il ont proposé un algorithme de recherche de la solution optimale locale du
probleme (PBL).

Méthode du pivot de complémentarité

L’idée de 'algorithme revient & Bialas et Karwan [16], en écrivant le probleme
(P)gkt comme un probleme de minimum linéaire de complémentarité suivant :

¢ .
min iz + diy,

s.c Aix + By S by,
w = by — Asx — Bay,
v = Biu+ d,
uw = vr = 0.
x20,y=20, u=0, w=0.

\
Ils utilisent une base d’entrée comme sous le nom de pivot complémentaire pour
trouver la solution du probleme (P)gx;. Mais, cette méthode ne converge pas toujours
vers la solution optimale. Par la suite, Judice et Faustino [68, 69] ont introduit un
probleme appelé probleme de complémentarité linéaire séquentielle pour la résolution
des problemes de programmation linéaires et quadratiques en combinant la technique

de branch and bound et la méthode d’énumération de points extrémes.

2.5 Problemes de programmation bi-niveaux non
linéaires (PBN)

Dans le probleme (PB), supposons que l'une au moins des fonctions
F(z,y), f(z,y),G(z,y) ou g(z,y) est non linéaire, dans ce cas, on obtient un
probléeme non linéaire qu’on appelle probleme de programmation bi-niveaux non
linéaire (PBN). Ce probleme a été traité par Wang et al. [118] qui ont étudié un
probleme de programmation bi-niveaux quadratique avec des contraintes linéaires.
En utilisant la dualité du probleme du niveau inférieur, ils ont transformé le probleme

bi-niveaux en un probléme a un seul niveau sous des contraintes non linéaires. Pour
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résoudre le probleme bi-niveaux considéré, un algorithme génétique a été proposé.
Le méme probleme a été étudié par Etoa [53]. Dans un premier temps, le probleme
a été reformulé comme un probléeme de programmation non linéaire en exploitant
les conditions KKT associées au niveau inférieur, ensuite une fonction de pénalité
a été utilisée ainsi que d’autres transformations dans 'objectif de proposer un al-
gorithme qui résout un probleme quadratique séquentiel régulier qui donne par la
suite la solution de probleme de programmation bi-niveaux quadratique considéré.
Le cas d’un probléeme bi-niveaux quadratique convexe a été étudié par Lv et al. [7§]
ou 'approche KKT a été utilisée pour transformer ce probleme en un probleme a
un seul niveau sous des contraintes de complémentarité. Pour résoudre le probleme
obtenu apres transformation, ils ont utilisé les réseaux de neurones. Le cas général
d’un probleme de programmation bi-niveaux non linéaire a été considéré par Wang
et al. [119], en utilisant ’approche KKT et une fonction de perturbation de Fischer-
Burmeister, le probleme bi-niveaux non linéaire a été transformé en un probleme
de programmation non linéaire qui a été résolu par la méthode du simplexe. Xu
et Ye [123] ont étudié un probleme de programmation bi-niveaux non linéaire ou
le probleme du niveau inférieur est un probleme de minimisation non convexe sur
un ensemble convexe de contraintes, ils ont transformé le probleme en un probleme
a un seul niveau en utilisant la valeur optimale de la fonction objectif du niveau
inférieur, le probleme obtenu apres transformation est un probleme non convexe et
non différentiable. Pour résoudre ce probleme, ils ont proposé une méthode de La-
grange augmentée différentiable et ils ont montré par des exemples numériques 1’effi-
cacité de cet algorithme pour la résolution de probleme bi-niveaux initial. Jiang et al.
[67] ont proposé aussi une méthode de multiplicateurs de Lagrange augmentée basée
sur la fonction Chen-Harker-Kanzow-Smale (CHKS) différentiable pour résoudre le
probleme de programmation non linéaire obtenu apres la reformulation de probleme
bi-niveaux non linéaire en un probleme non linéaire a un seul niveau par ’approche
KKT. Beaucoup d’autres chercheurs se sont intéressés a la résolution des problemes
de programmation bi-niveaux par des approches et des méthodes différentes, pour
plus de détails sur ce sujet, se référer par exemple [1, 64, 86, 87, 116]. Certains au-
teurs ont proposé des conditions d’optimalité pour les problemes de programmation
bi-niveaux. Quelques travaux récents concernant cette étude peuvent étre trouvés
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dans les références suivantes [9, 31, 36, 38, 40, 43, 76].

2.5.1 Probléemes de programmation bi-niveaux quadratiques

Un probleme de programmation bi-niveaux quadratique est un cas particulier
d’un probléeme de programmation bi-niveaux non linéaire.

Considérons le probleme bi-niveaux quadratique au niveau supérieur suivant :
max F'(z,y) = 3(,5)Q(a", y")' + iz + diy,
s.c max f(z,y) = chx + dby,
Y

Ax + By £ b,
z,y 20,

(2.2)

ou x € R",y € R™ sont les variables de décisions du niveau supérieur et du ni-
veau inférieur respectivement. c¢;,co € R™ dy,dy € R™, A € R™"™ h € R™, Q €
R(mtn2)x(m+n2) egt yne matrice symétrique. Pour un = 0, la solution optimale
du niveau inférieur peut étre obtenue en résolvant le probleme de programmation

linéaire suivant :
t t
Max &= + dyy,

s.c By < b— Az, (2.3)
y =0,

Le probleme dual de (2.3) est donné comme suit :

min (b — Ax)'u,
s.c Blu 2 ds, (2.4)
u =0,

ol u € R™ est la variable duale. Alors on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.1. [118] (2°,4°) est la solution optimale du probléeme (2.2) si et

seulement s’il existe u® tel que (2%, y°, u®) est la solution du probléme suivant :

(max 3 (2!, y")Q(a!, y")' + cha + diy,

s.c Az + By = b,
Btu ; dQ, (25)
dby — (b — Az)'u =0,
x,y,u = 0.
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En utilisant le Théoreme 2.5.1, le probleme bi-niveaux quadratique initial (2.2)
peut étre transformé en un probleme de programmation quadratique (2.5), donc
on peut obtenir la solution de (2.2) en résolvant le probleme (2.5). Notons que les
contraintes du probleme (2.5) sont toutes linéaires a ’exception de la contrainte de
complémentarité dhy — (b — Az)*u = 0. On peut résoudre une série de problémes non
linéaires avec uniquement des contraintes linéaires par la relaxation des contraintes
non linéaires et la résolution du probleme (2.5). Soit U = {u € R™/ B'u = do, u = 0}
la région réalisable du probleme linéaire (2.4). D’apres les résultats sur la program-
mation linéaire, il existe un nombre fini de sommets dans la région réalisable U et
soit u 'un des sommets de U. Alors on peut transformer le probleme (2.5) en une
série de problemes de programmation non linéaires pour obtenir tous les sommets de

2 ...,u'} en utilisant les méthodes de programmation

U, qu’on note par UP = {u',u
linéaire. .
II;EZX 5(1,15’ yt)Q(xta yt)t + Ci.ﬁlﬁ + dﬁya

i : <
NP(w'){ ¢ Atx+By_b, . (2.6)
dyy — (b — Az)'u' =0,
z,y 2 0.

Il est clair que la résolution du probleme (2.6) est moins difficile que la résolution
du probleme (2.5). Soit I C {1,2,...,t} tel que si i € I, alors il existe une solution
optimale pour le probleme N P(u'), d’ou I # (). Pour j € I, soit (z7,%’) une solution
optimale du probleme NP (u?) et F(z*,y*) = max {F(27,47) /j € I}. Donc on a le
théoreme suivant.

Théoréme 2.5.2. [118] (z*,y*) est une solution optimale du probleme (2.2).

Par conséquent, on peut obtenir la solution optimale du probléme bi-niveaux
quadratique (2.2) en résolvant une série de problemes de programmation quadratique

avec des contraintes linéaires. Pour résoudre le probleme (2.6), on le transforme sous
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la forme suivante :

(max 3(z',y")Q(z",y") + ciz + diy,
Z,y
s.c(AB)(m>§b,
y
gt t T\ < gty
(uAdQ)(y):bu, (2.7)
(MAd@(Z)g—mA
_Inl Onlxnz €
(o M) ()=

On peut réécrire le probleme (2.7) sous la forme suivante :

(

max 5 (', y")Q(z", y")" + clx + diy,
z,y
A B b

UitA dg + 2.8
s.c uA —db ( N ) < b[;f ; : 28)

—I,, 0 Y o

n1 n1Xn2 0(n1+n2)x1
\ O’ann1 Ing

Par la dualité d’un programme non linéaire, le probleme quadratique (2.8) peut étre

transformé en un probleme de programmation non linéaire sans contraintes.

1
X — —AtMA +dA+ 5 (1, B) Q7 (e, ) (2.9)
A A B \'
u' A db
\ _ gt -1 uitA —dé
ou M = d Q L. Onon, ;
n1><n2 O ]’
On2><n1 ng Xni ng
A B
b 'L t
bt : A d c
d= — . + uZtA —d} Q—l( ! )
—b'u 7 0 dy
0(n1+n2)><1 ni n1Xng

OTLQ Xni -[TLQ
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Donc le probleme (2.6) est transformé en un probleme de programmation non

linéaire sans contrainte. Si A\° résout le probleme (2.9) alors,
t

A B
40 . u A db
S0 — ( 0 ) = Q0 ![- ( dll ) + uA —d AY] résout le probleme (2.6).

—In, Opnyxng
Onaxny Iy
Dans le probleme bi-niveaux quadratique suivant, on suppose que la fonction
objectif du niveau inférieur est quadratique et le reste des fonctions de probleme
sont linéaires.
min F(z,y) = iz + diy,
se min f(z,y) = ch -+ dy + (24,5 Q' )"
Alalv + By £ b,
z,y 20,

(2.10)

ol ¢y, o € RM dy, dy € R, A e R B e R b eR™ Qe RMmtn2)x(nitn)
est une matrice symétrique semi-définie positive, z € R", y € R sont les variables
de décisions du niveau supérieur et du niveau inférieur respectivement. Supposons

que dans le probleme (2.10), le domaine S des contraintes est non vide et borné et

t
Q= ( 32 gl ) avec Qp € R™*™2 Q, € R"™*™ Q, € R™*™_ Alors la fonction f
1 o

est transformée en f(z,y) = o +1'Qox+ (d+20Q12) 'y+y' Qoy. Notons que le terme
chx + x' Qo est une constante pour chaque x € S(z) fixé, donc on peut l'ignorer en
supposant que cs = 0 et Q5 = 0, lorsque on résout le probleme du niveau inférieur,
donc la solution optimale du probleme du niveau inférieur peut étre obtenue par la

résolution de probleme suivant :

min f(z,y) = chx + 2'Qox + (d + 2Q17)'y + y' Qoy,
Y

s.c By £ b— Ax, (2.11)
y =0,

Puisque Qg est une matrice définie positive, donc le probleme du niveau inférieur est
convexe et il existe une solution globale unique qu’on note y(z) du probleme (2.11)
pour chaque z € S(z) fixé. En appliquant les conditions KKT pour le probleme du

niveau inférieur, on a le théoréeme suivant.
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Théoréme 2.5.3. [118] Soit (xo,yo) € S, alors une condition nécessaire et suffisante
pour que (zo,Y0) € RI est qu’il existe des vecteurs wy € RZ, ug € RZ et vo € RY
tels que

AZEO + Byo + wy = b,

20170 + 2Q0yo — Blug + vy = —d,

ufwo = 0, (2.12)

Yovo = 0,

Lo, Yo, Wo, Up, Vo z 0.

Evidemment, le probleme (2.10) est transformé en un probléme & un seul niveau
en remplacant le probleme du niveau inférieur par ses conditions KKT et on obtient

le probleme suivant

min F(z,y) = cjz +diy,

T,Y,w,u,v
s.c Ar+ By+w = b,
2Q1$+2Qoy—Btu—l—v = —d, (213)
utw =0,
v'y =0,
x,y, w,u,v =0,

\

ou w est la variable d’écart et u,v sont les multiplicateurs de KKT associés aux

contraintes du probleme du niveau inférieur.

Théoréme 2.5.4. [118] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution
réalisable (xo,vo) soit une solution optimale du probléme (2.10) est qu’il existe wy €
R™ ug € R™ et vg € R"™ tels que (xg, Yo, Wo, Ug, Vo) soit une solution optimale du
probléme (2.13).

Wang et al. [118] ont utilisé un algorithme génétique pour résoudre le probleme
(2.13) en passant par la résolution d'un probleme auxiliaire construit a partir de
(2.13) en excluant la contrainte de complémentarité, qu’'on peut résoudre avec la
méthode du simplexe.

min  F(x,y) = iz + d}y/,
z,y’ W' u v’
s.c Ax+ By +w' =0, (2.14)
2012 + 294y — B"u/ + v = —d,
x? y’? wl? ul? U, 2 07
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ot les composantes de 3/, w’,u’ et v' sont celles des y, w,u et v qui sont supérieures
ou égales a zéro. Aussi les composantes de d} sont celles de d; associée a y'.

Les colonnes des matrices B’ et B” sont les colonnes et les lignes de B associées aux
variables ' et u’ respectivement. Les colonnes de la matrice Q'g sont les colonnes de

Qo qui sont associées a la variable /.

Théoréme 2.5.5. [118] S’il existe une solution optimale (x,yg, wy, ugy, vy) pour le
probléme simplifié (2.14), alors la solution correspondante (x,y,w,u,v) est une so-
lution réalisable du probléme (2.13) et (x,y) est une solution réalisable du probléme
original (2.10).

Supposons maintenant que dans le probléme (2.10) les fonctions objectifs du
niveau supérieur et du niveau inférieur sont quadratiques, donc on aura le probleme
suivant :

(
min F(z,y) = (2", ¢") ( g% gj ) ( z ) +ctz + d'y,
(2.15)
s.c i flz,y) = 59" Qy + y' Dx + dby,

Az + By < b,

\

our € X CR" yeVY CR?2F R — R f: R — R ¢ €
R™, dy,dy € R™, Cy € R"*™2 Q (Cy € R™*m2 (Cf € R A € R™™ B €
R™"2 | € R™,

On considérera les hypotheses suivantes sur le probleme (2.15) :

H :C= < gi gg ) et Q sont des matrices symétriques semi-définie positive et
3 2

définie positive respectivement.
H, : L’ensemble des contraintes du probleme (2.15), S = {(z,y) € X xY : 2z 2
0,y =0, Ax + By < b} est non vide et compact.

Si ’hypothese H; est satisfaite, alors le probleme (2.15) est convexe. De plus, si I’hy-
pothese Hy est satisfaite, le probleme (2.15) admet une solution optimale.

Sous les hypotheses précédentes, on peut transformer le probleme (2.15) en un
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probleme de programmation a un seul niveau.

([ min F(z,y)
s.c Ax + By = b,
Qr + Dy+dy+ Blu—v=0,

u'(b — Az — By) =0, (2.16)
vty =0,
\ z,y,u,v 2 07

ouu € R™, v € R™ sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de
KKT du niveau inférieur.

Le probleme (2.16) n’est pas convexe et ne satisfait aucune contrainte de qua-
lification. Soit € € R> un parametre. On définit la fonction ¢ : R? — R par
dc(a,b) = Va2 + b2 + e —a—b—e. Cette fonction a des propriétés importantes qu’on

peut voir dans les propositions suivantes.

Proposition 2.5.1. [78] Pour chaque ¢ > 0, on a ¢.(a,b) = 0 <= a > 0,b >
0, ab= 5.

Proposition 2.5.2. [78] Pour un x € R™, on a x > 0 <= 1z'(z — |z|) = 0.

De plus, la fonction 1a*(z — |z|) est continue et conveze.

En utilisant la fonction ¢, et la Proposition 2.5.2, le probleme (2.16) peut étre

reformulé comme suit :

(

min F(x,y),

s.c Qr+ Dy+dy+ B'u—v=0,
Vui +(0—Av - By)i +e—u— (b— Az = By); =0, i=1,...q, (2.17)
VUi Ty te—e—v—y; =0, =1..m,

zt(x —|z|) = 0.

1
. 2
Proposition 2.5.3. [78] Si l’hypothese Hy est satisfaite, alors le probléme (2.17) est

un probleme conveze.

Introduisons les notations suivantes.

Q$+Dy+d2+Btu—v,
a = _ ¢e(ui,(b—A:€—By)), 1=1,...,q,
F(x’y7u’v) - F(x’y>7 H(:E’y’u’v) B ¢e(yj’1vj)7 ] = 17 ey I,

Ext(x - |{L‘|),
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2t = (2, yt, ut, '), alors on peut écrire le probléme (2.17) comme suit :

P 215

Définition 2.5.1. Soit z un point réalisable du probléeme (2.18), on dit que z
est un point régulier si les gradients VH;(2),..., VHaniq+1(2) sont linéairement
indépendants.

Théoréme 2.5.6. [78] Soit (2°) une suite de solutions du probléme (2.18). Supposons
que cette suite converge vers zg pour € — 0,. Si 2y est un point régulier, alors z

est une solution pour le probléme bi-niveaux conveze (2.15).

2.6 Conditions d’optimalité de (PBN)

L’établissement des conditions d’optimalité pour les problemes de programma-
tion bi-niveaux se fait habituellement avec une formulation appropriée de probleme

comme un probleme de programmation a un seul niveau.

2.6.1 Approche KKT

L’approche KKT est la plus utilisée dans la littérature pour transformer le
probleme bi-niveaux en un probleme a un seul niveau. Les conditions KKT sont
utilisées afin de remplacer le probleme du niveau inférieur du probleme (PBN) par

un systeme d’équations d’égalités et d’inégalités et on obtient le probleme suivant :

([ minF(z,y),
x,Y,u
sc G(z,y) 20,
<0
(PN)kkt g(x,y) =Y,

vyf(x7y) _'_ utvyg(aj, y) = 07
u'g(z,y) =0,
reX,yeY,ueR,

ou u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé¢ aux conditions KKT du
niveau inférieur. Il n’est possible d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité

pour un probleme de programmation bi-niveaux (PBN) avec cette approche que
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lorsque le probleme du niveau inférieur est un programme paramétrique convexe et
seulement dans I'approche optimiste. Cependant, méme dans ce cas, ceci n’est pas
facile, puisque il a été montré que le probleme (PN )i ne satisfait pas aux hypotheses
de régularité classiques (voir par exemple Scheel et Scholtes [105]). Le probleme
(PN)gge est considéré comme un probleme de programmation mathématique sous
des contraintes de complémentarité.

Dempe et Dutta [36] ont établi des relations entre 'ensemble de solutions opti-
males globales du probleme (PBN) et I'ensemble de solutions globales du probleme
(PN)ge lorsque le probleme du niveau inférieur est convexe et la contrainte de qua-
lification de Slater est satisfaite pour chaque décision z fixée du niveau supérieur. Ce

résultat est donné dans le théoréme suivant.

Théoréeme 2.6.1. [36] Soit (xo,yo) une solution optimale globale du probléeme
(PBN) et supposons que le probléme du niveau inférieur est convexe et que la

contrainte de qualification de Slater est satisfaite en x = xy. Alors, pour chaque
Uy € A(x07y0> = {U 2 0: vyf(lbay()) + utvyg<x0ay0) = 07 utg(lhayO) = O}a
le point (o, Yo, ug) est une solution globale pour le probléeme (PN ).

Théoréme 2.6.2. [36] Soit (xo,yo,uo) une solution optimale globale du probléme
(PN)gge. St le probléme du niveau inférieur est conveze et satisfait la contrainte de

qualification de Slater pour chaque x € X. Alors (xo,yo) est une solution globale pour
le probléme (PBN).

Moyennant des hypotheses de régularité sur la formulation KKT d’un probleme
(PBN) relaxé des contraintes de complémentarité, Liu et al. [76] proposent une
fonction de pénalité exacte pour le probleme (PBN), puis établissent des conditions
sous lesquelles les problemes (PBN) et sa formulation KKT ont le méme ensemble de
solutions. Chen et Florian [31] proposent d’utiliser la fonction de la valeur optimale

pour reformuler le probleme (PBN) comme un programme mathématique & un seul
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niveau :

0
0, (2.19)

ou V(z) = min{f(z,y), g(x,y) < 0} est appelée fonction de la valeur optimale du
y

probleme du niveau inférieur. La contrainte f(x,y)—V (x) = 0 signifie que (x,y) € RI
et que les contraintes du probleme (2.19) décrivent le domaine induit RI. Chen
et Florian [31] ont montré que, lorsque le probleme (PBN) a une solution, alors
(x0,Yo) est une solution optimale du probleme (PBN) si et seulement si (g, yo) est
une solution optimale du probleme (2.19). De plus, lorsque le probleme (PBN) est
convexe, alors les formulations (PN )i et (2.19) ont le méme ensemble de solutions

globales.

Lemme 2.6.1. [31] Pour une valeur donnée de la variable x du niveau supérieur du
probléme (PBN), si les fonctions F(z,.), f(z,.), G(x,.) et g(z,.) sont convexes en
y, alors la formulation (2.19) est équivalente a la formulation (PN )k du probléme

(PBN).

De la formulation (2.19), comme la fonction V(z) n’est ni différentiable, ni
convexe, alors la formulation (2.19) permet de déduire des propriétés similaires pour
le probleme (PBN), il en est de méme pour les propriétés géométriques du do-
maine induit du probleme (PBN). Comme pour tous les problemes d’optimisation,
pour énoncer des conditions de régularité du probleme (2.19) en un point (z,y), il
faudrait déterminer son ensemble de directions admissibles, puis donner une approxi-
mation linéaire de I’ensemble des solutions réalisables S en (z, y), et enfin, énoncer les
conditions nécessaires et suffisantes de qualification des contraintes. Chen et Florian
[31] procedent de cette fagon pour énoncer les conditions de régularité du probleme
(PBN) a partir du Lagrangien du probleme (2.19), ces auteurs déduisent les condi-
tions d’optimalité du probleme (PBN) en termes d’existence des multiplicateurs
de Kuhn-Tucker relatifs au probleme (2.19). Sous des hypotheses de qualification
des contraintes appropriées, un probleme (PBN) est partiellement équivalent a sa

formulation KKT, a savoir (PN )gx. La propriété ci-apres énonce ce résultat.
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Propriété 2.6.1. [9] Si (xo,y0) est une solution optimale du probléme (PBN) et si
Yo est une solution optimale réguliere du probleme du niveau inférieur pour x firé,
alors il existe un vecteur de multiplicateurs de KKT uqg tel que (xo,yo,uo) est une

solution optimale du probléme (PN )y

Nous désignons par Sgi; 'ensemble des solutions du probléeme (PN )gx: et 1'en-

semble défini par
Spre = 1(z,y,u) € R x R™ x RY? @ g(x,y) £ 0, Vv, L(z,y,u) = 0},

désigne l'ensemble des solutions réalisables de (PN)gx relaxé des contraintes de
complémentarité. Liu et al. [76] proposent de reformuler le probleme (PN ) en
pénalisant la fonction objectif du niveau supérieur par la relation de complémentarité,

le programme pénalisé P(u) qui en résulte est donné comme suit :

min F(.I',y) - uutg(x, y)a

P(u){ wan
8.C ((L’,y, u) € Sl:kt

Liu et al. [76] ont montré que si la contrainte de qualification de Mangasarian-

Fromovitz est satisfaite en (g, yo, ug) pour le probleme (PN ), relaxé des contraintes

de complémentarité, alors il existe py > 0 tel que, pour tout pu = g, ’ensemble des

solutions optimales de (PN )y, relaxé des contraintes de complémentarité est égal a

I'ensemble des solutions optimales de P(u).

2.7 Problemes bi-niveaux fractionnaires (PBF)

Les problemes bi-niveaux fractionnaires sont des problemes bi-niveaux dont I'une
au moins des fonctions objectifs du niveau supérieur et du niveau inférieur s’exprime

comme un rapport de deux fonctions.

2.7.1 Formulation mathématique de (PBF)

Un probleme bi-niveaux fractionnaire en général est formulé comme suit :
o F(J},y)
gg)l(l G(z,y)’

(PBF){ s.c min &9

yey 9(@y)

h(z,y) =0,
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ouxr € X C R™ la variable de décision du niveau supérieur et y € ¥ C R™ la

variable de décision du niveau inférieur. Les fonctions % :R™M x R — R
et L&Y . Rm o Rm2 5 R sont respectivement les fonctions objectifs du niveau

9(z,y)
supérieur et du niveau inférieur, la fonction vectorielle h : R™ x R" — R™ est la

contrainte de (PBF'). On suppose que G(z,y) >0, g(z,y) >0, V (z,y) € X x Y.
Dans le probleme (PBF), si on suppose que les fonctions
F(z,y),G(z,y), f(z,y),9(z,y) et h(x,y) sont linéaires, dans ce cas, on obtient

un probléme de programmation bi-niveaux fractionnaire linéaire (PBF'L).

2.8 Problemes bi-niveaux fractionnaires linéaires

(PBFL)

Il faudrait souligner que la majorité des études menées sur la programmation
bi-niveaux fractionnaire concerne le cas linéaire.
Un probleme de programmation bi-niveaux fractionnaire linéaire (PBFL) est

formulé en général comme suit :

0 Flzy) o1 +bi, x+bioy
min =
>0 G(z,y) /31+Ct11x+ct12y ’

(PBFL){ s¢ min {@y) — catbyetbbyy
’ yzo g(xvy) 62+C51x+052y ’

ha,y) = Az + By < o,

ouA e R™™_ B e R™"™ qy,aq, 31, P2 € R, bi1,ba1, 11, 01 € R™, b1g, bag, 19, o0 €
R™ o € R™ z € R™ et y € R". On suppose que 3y + ¢tz +cloy > 0 et Gy +chyx+
Choy >0, Vo e RY et Vy e RY .

Wang et al. [126] ont développé un algorithme de résolution du probleme (PBFL)
au moyen d’un algorithme d’optimisation basé sur 'écart de la dualité de probleme
du niveau inférieur. Le probleme (PBF L) est transformé en un probleme équivalent
a un seul niveau fractionnaire non linéaire, ensuite le probleme fractionnaire est
converti en une série de problemes fractionnaires linéaires. L’algorithme proposé a
été testé sur un ensemble d’exemples pris dans la littérature. Certaines améliorations
devraient étre apportées a cet algorithme pour qu’il soit efficace pour la résolution

des problemes bi-niveaux fractionnaires de grande taille. Calvete et Galé [26] ont
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développé un algorithme énumératif qui donne une solution globale au probleme bi-
niveaux fractionnaire. La programmation interactive floue a été utilisée par Sakawa
et Nishizaki [100] pour la résolution de (PBFL). En adoptant la méme approche
que celle de Sakawa et Nishizaki [100], Mishra et Ghosh [90] ont étudié un probleme
bi-niveaux fractionnaire quadratique. D’autres travaux sur la résolution numérique
du probleme bi-niveaux fractionnaire linéaire (PBF L) peuvent étre trouvés dans les
références [46, 89, 114].

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé une synthese des travaux sur les problemes de
programmation bi-niveaux, notamment le cas linéaire et quadratique ont été traités.
Essentiellement, nous avons rappelé quelques méthodes de résolution concernant ses
deux cas de problemes. Par la suite, nous avons présenté un résumé sur les condi-
tions d’optimalité d’'un probleme bi-niveaux non linéaire et un bref apercu sur la
programmation bi-niveaux fractionnaire, particulierement les problemes bi-niveaux

fractionnaires linéaires.



— Chapitre 3
Efficacité globale pour les problemes
bi-niveaux multi-objectifs sous des
conditions d’invexité généralisée

3.1 Introduction

L’approche qui consiste a considérer un seul objectif qu'un décideur souhaite op-
timiser n’est souvent pas suffisante pour d’écrire les besoins des décideurs qui sont
généralement conflictuels. Souvent il faut trouver un compromis entre ses objectifs.
L’optimisation multi-objectifs consiste donc a optimiser simultanément plusieurs ob-
jectifs d’un méme probleme. C’est pareil pour les problemes de programmation bi-
niveaux multi-objectifs qui correspondent au cas ou au moins l'une des fonctions
objectifs du niveau supérieur et du niveau inférieur est vectorielle. Cette classe de
problemes a de nombreuses applications dans différents domaines tels que 1’économie,
la gestion et le transport, ect. [33, 56, 59, 77, 121].

Les problemes de programmation bi-niveaux multi-objectifs ont été étudiés par
Eichfelder [50], Gebhardt et Jahn [57], Nishizaki et Sakawa [94], Ruuska et al. [98],
Shi et Xia [106], Yan et Sakawa [125], Zhang et al. [132] et d’autres. Nishizaki et
Sakawa [94] ont proposé une méthode pour résoudre un probleme de programmation
bi-niveaux multi-objectifs linéaire par I’approche de la scalarisation. Ils ont établi plu-
sieurs algorithmes en considérant la position optimiste et pessimiste. Shi et Xia [106]
ont exposé un algorithme interactif pour résoudre un probleme bi-niveaux multi-

objectifs linéaire. Le cas non linéaire a été étudié par Eichfelder [50] et Gebhardt

47
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et Jahn [57], ils ont proposé des méthodes itératives exactes de calcul de la solu-
tion. Ruuska et al. [98] ont généralisé la relation entre un probleme bi-niveaux et
un probléme multi-objectifs au cas de la programmation bi-niveaux multi-objectifs.
Yan et Sakawa [125], Zhang et al. [132] ont utilisé 'approche floue pour résoudre le
probleme bi-niveaux multi-objectifs.

Les problemes de programmation bi-niveaux semi-vectoriels ont été étudiés par
Ankhili et Mansouri [6], Bonnel [17], Bonnel et Morgan [18], Dempe et al. [41], Zheng
et Wan [134] et d’autres. Ankhili et Mansouri [6] ont utilisé une méthode de pénalité
exacte pour proposer un algorithme qui résout le probleme dans le cas linéaire. Le
méme probleme a été étudié par Zheng et Wan [134] qui ont proposé un algorithme
de résolution en utilisant une nouvelle fonction de pénalité. Récemment, Dempe et al.
[41], en combinant les approches de scalarisation et la valeur optimale de la fonction
objectif du niveau inférieur, respectivement, ils ont transformé le probléme bi-niveaux
considéré en un probleme a un seul niveau équivalent et ils ont obtenu des conditions
nécessaires d’efficacité pour des solutions locales, voir aussi, Calvete et Galé [28] et
Zheng et al. [135].

Certains auteurs ont considéré un probleme de programmation bi-niveaux avec
des objectifs multiples au niveau supérieur. Pour résoudre ce probleme, Calvete et
Galé [27] ont proposé des méthodes de calcul des solutions efficaces fondées a la fois
sur la somme pondérée et les techniques de scalarisation dans le cas linéaire. Alves
[2] a proposé un algorithme pour générer I’ensemble du front de Pareto du probleme
bi-niveaux étudié. Alves et al. [3] ont proposé un algorithme interactif basé sur la
reformulation de probleme bi-niveaux en un probleme de programmation linéaire
multi-objectifs mixte 0-1. En revanche, Gadhi et Dempe [55] ont utilisé une fonction
de scalarisation spéciale, mise en place par Hiriart-Urruty [61, 62], ils ont établi des
conditions nécessaires d’efficacité pour le probleme bi-niveaux multi-objectifs étudié.

Dans ce chapitre, nous considérons un probleme de programmation bi-niveaux
non linéaire (PBM N) ot le niveau supérieur dispose d’une fonction vectorielle non
linéaire et le niveau inférieur en dispose d’une fonction objectif scalaire avec des
contraintes non linéaires. Essentiellement, nous étudions les conditions nécessaires et
suffisantes d’efficacité globales du probleme (PBM N). En utilisant les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au probleme du niveau inférieur (PNI),, le
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probleme (PBMN) est transformé en un probleme & un seul niveau multi-objectifs
avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM N). Nous établissons des relations
entre les ensembles de solutions (faiblement ou proprement) efficaces globales des
deux problemes (PM N) et (PBM N) sous des hypotheses appropriées de convexité
et de contrainte de qualification pour le probléme du niveau inférieur (PN1),. Il est
connu que 'approche KKT conduit a des problemes de programmation non convexes
et pour faire face a cette situation, nous faisons appel au concept d’invexité et d’in-
vexité généralisée [60, 110]. Ainsi, nous établissons des conditions nécessaires d’ef-
ficacité de type Fritz John et des conditions suffisantes d’efficacité de type (Fritz
John) pour qu’un point réalisable du probleme (PMN) correspond a une solu-
tion faiblement efficace, efficace et proprement efficace du probleme (PBM N) sous
différentes formes d’invexité généralisée et de fonctions infines. De plus, nous ap-
pliquons les résultats obtenus pour le probleme (PBM N) aux problémes bi-niveaux
multi-objectifs impliquant des fonctions linéaires. Pour l'illustration des résultats ob-
tenus deux exemples numériques seront donnés, le premier pour le cas d’un probleme
bi-niveaux multi-objectifs non linéaire et le deuxieme pour le cas d’un probleme bi-

niveaux multi-objectifs linéaire.

3.2 Etude d’un probléeme bi-niveaux multi-
objectifs non linéaire (PBMN)

Considérons le probleme de programmation bi-niveaux multi-objectifs non

linéaire suivant :

min F(x,y) = (Fl(ar,y), '-'>Fq(x7y))a

rzeX

(PBMN){ s.cmin f(z,y),

yey
g(z,y) =0,

ou X est un sous ensemble ouvert de R™ et Y est un sous ensemble ouvert de R™, x €
X est la décision du niveau supérieur et y € Y est la décision du niveau inférieur.
F:XxY —Riet f: XxY — R sont les fonctions objectifs du niveau supérieur

et inférieur respectivement. g : X x Y — RP? est la fonction contrainte du niveau

inférieur. Supposons que F est différentiable sur X x Y et f, g sont des fonctions
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deux fois différentiables sur X x Y. Soit @ = {1, ...,¢}. Ensuite, nous donnons les
définitions suivantes pour le probleme (PBMN) :
(¢) Le domaine des contraintes du probleme (PBMN) : S = {(z,y) € X x Y :
g(z,y) = 0}.
(i7) La projection de S sur I'ensemble des décisions du niveau supérieur : S(X) =
{r e X :3yeY, tel que (z,y) € S}.
(#71) L’ensemble des solutions réalisables du probléme du niveau inférieur noté
(PNI), pour un xz € S(X) fixé est donné par S(z) : S(x) ={y €Y : g(x,y) <
0}.
(iv) Pour un =z € S(X) fixé, soit S(z) I'ensemble des solutions optimales du
probleme (PNI),.
(v) La région induite du probleme (PBMN) : RI = {(z,y) : (z,y) € S,y €

Définition 3.2.1. [23] Pour un = € X fixé tel que 3 y € Y, g(z,y) < 0, si y
est une solution optimale pour (PNI),, alors (x,y) est une solution réalisable pour
(PBMN).

Définition 3.2.2. [23] Un point (xg,yo) € S est dit solution faiblement efficace
(ou efficace) pour (PBMN), si yo est une solution optimale pour (PNI),, et il
n’existe pas une solution réalisable (z,y) pour (PBMN) tel que F'(z,y) < F(z0,vo)

(F(z,y) < F(zo,y))-

Définition 3.2.3. [23] Une solution efficace (x¢,yo) de (PBMN) est dite propre-
ment efficace, s'il existe un réel positif M tel que I'inégalité Fj(xg,y0) — Fi(z,y) <

M[F;(x,y) — Fj(xo,y0)] est vérifiée pour tout i € Q et (x,y) € RI tel que
Fi(z,y) < Fi(zo,y0) et un certain j € Q tel que Fj(x,y) > Fj(zo,y0).

3.3 Reformulation de (PBMN) en un probléme

multi-objectifs

En se basant sur 'approche optimiste, pour un z € X fixé, nous utilisons les

conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au probleme du niveau inférieur
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(PNI), pour reformuler le probleme (PBMN) en un probleme a un seul niveau

multi-objectifs défini par :

(PMN )gxt Vy ) —I— u'v,g(x,y) =0,

l’
:v,y) =0,

ou u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé aux conditions KKT pour
le probleme du niveau inférieur.

Dans ce qui suit, nous utilisons quelques changements de variables pour simplifier
le probleme (PM N )gg;. Ainsi, soit z = (z,y,u) € Z = X XY X ]Rp c RY, ou

p
_ o]
N =n+m+p, F(z)=F(z,y), G(z) = glz,y), Ly(z) = 2L +Zut 9 (2) =
p
pour tout s = 1,...;met Ly1(2) = Zutgt( ) = 0, le probleme (PM N ) peut étre
t=1

écrit sous la forme suivante :

s.cGj(2) 20, Vj=1,..p,
(PMN ) Li(z)=0,Vs=1,..,m,
Lm-‘rl(z) :07
A=A

Pour rassembler les contraintes d’égalités, nous posons H : Z — R™FL on
Hi(2) = Lig(2), k= 1,...,m+ 1. Donc, le probleme (PM N )ik qu’est un probleme
multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités est donné

comme suit :

rnzin F(2) = (F1(2), ..., Fy(2)),

(PMN) S.C G](Z) §0, VJEP:{l,,p},
Ho(2) =0,V ke M={1,..m+1},
z € Z,

owF,:Z—R,i€Q, Gi:Z—R, jePetHy,:Z—R, ke M. ZCR" est
un ensemble non vide ouvert, Zy ={z € Z : G;(2) £0, j € P, H,(2) =0, k€ M}
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est 'ensemble de toutes les solutions réalisables de (PM N). Pour z; € Z, on note
par J(z) ensemble {j € P : G;(z) = 0}, Jo = |J(20)| et par J(z0) (resp. J(z))
Pensemble {j € P : G;(z) < 0 (resp. Gj(z0) > 0)}. On a J(z) U J(2) U J(2) = P
et si zg € Zy, J(20) = @.

Nous rappelons la contrainte de qualification de Mangasarian-Fromovitz pour le

probleme (PMN).
Définition 3.3.1. [80] On dit que la contrainte de qualification de Mangasarian-

Fromovitz est satisfait en zy € 7y, s'il existe une direction d € R telle que :
VG(20)d <0, ¥ j € J(2),
VHi(z0)d =0, ¥V k € M,
et les gradients VHy(zp), k € M sont linéairement indépendants.

Selon le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker [70, 74], sous certaines contraintes de
qualification, les conditions de KKT sont nécessaires pour I'optimalité d’un probleme
d’optimisation. Les conditions de KKT deviennent également suffisantes pour 1’op-
timalité si la fonction objectif et les contraintes sont convexes ou bien satisfont les
propriétés de convexité généralisée [82]. Dempe et Dutta [36] ont étudié les relations
entre un probleme de programmation bi-niveaux (PBN) (le cas mono-objectifs) et
le probleme (PN )gx; obtenu apres transformation en utilisant les conditions de KKT
du niveau inférieur. Ils ont montré que les solutions optimales globales du probleme
(PN)gge coincident avec les solutions optimales globales du probleme (PBN), dans
le cas ou le probleme du niveau inférieur est convexe et la contrainte de qualifica-
tion de Slater est satisfaite. Surtout, ils ont donné quelques exemples pour montrer
que la régularité du probleme du niveau inférieur est essentielle et ne peut pas étre
négligée. Ainsi que I’hypothese de convexité de probleme du niveau inférieur est

également justifiée, voir Mirrlees [88].

3.4 Relations entre les problemes (PBMN) et
(PMN)

De fagon similaire & Dempe et Dutta [36], nous établissons des relations entre

les deux problemes (PBMN) et (PM N ) concernant les solutions (faiblement ou
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proprement) efficaces globales.

Théoréme 3.4.1. [23] Soit (x,yo) une solution (faiblement ou proprement) efficace
pour (PBMN) et supposons que le probleme du niveau inférieur (PN1), est conveze
pour lequel la contrainte de qualification de Slater est satisfaite en x = xy (i.e.

Jg(xo) €Y tel que g(xg, y(zo)) < 0). Alors pour chaque

Uy € Q(x(]?y()) = {U € Rg : vyf('r()a yO) + ’U,tvyg<$0, y()) = 07 U’tg(xOJ ZJO) = 0}7

le point (xg,yo,uo) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour

(PMN ).

Preuve. Si (z¢,y0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour
(PBMN), alors yo est une solution optimale de (PNT),,. Puisque la contrainte de
qualification de Slater est satisfaite pour le probleme (PNI), en z = x, alors il existe
u € Q(z9,y0). On a la valeur de la fonction objectif de (PM N )ik est indépendante
duw € Q(xo, o), alors (g, Yo, @) est une solution (faiblement ou proprement) efficace
pour (PM N )y, et il en résulte que chaque solution (xg, yo, o), wo € (o, yo) est
une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PM N ).

Théoréme 3.4.2. [23] Soit (zy, Yo, ug) une solution (faiblement ou proprement) ef-
ficace pour (PMN ). Supposons que le probléme (PNI), est conveze et que la
contrainte de qualification de Slater est satisfaite pour le probléme (PNI), pour

chaque © € X. Alors (x¢,yo) est une solution (faiblement ou proprement) efficace

pour (PBMN).

Preuve. Si (g, o, uo) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour
(PM N )gre, alors (zo, 4o, uo) satisfait les conditions de KKT de (PNT),, (i.e. ug €
Q(zo,y0)) et yo est une solution réalisable de (PN1I),, (i.e. yo € S(xp)). Puisque les
fonctions f et gj, j € P sont convexes en y pour tout x € X fixé, alors d’apres
les conditions d’optimalité de théoréme de Karush-Kuhn-Tucker [70, 74] (Théoreme
7.2.1 de Mangasarian [82]), yo est une solution optimale de (PNT),, (i.e. yo € S(0)).
Il en résulte que (xq,yo) est réalisable pour le probleme (PBMN) (i.e. (zo,y0) €
RI). Maintenant, supposons que (zo,yo) n’est pas une solution faiblement efficace
pour (PBMN), donc il existe (z,y) € RI tel que F(z,7) < F(zo,70). On a § €



Chap. 3. Efficacité globale pour les problemes bi-niveaux multi-objectifs 54

S(z) et puisque la contrainte de qualification de Slater est satisfaite pour (PNI)z
alors les conditions de KKT pour le probleme (PNT), sont vérifiées, i.e. il existe
u € RY tel que w € Q(7,7) et §y € S(z). Donc (z,y,u) est une solution réalisable
pour (PM N ), alors Uinégalité FI(z, ) < F (o, yo) contredit le fait que (zo, yo, uo)
est une solution faiblement efficace pour (PM N ). D’ou le résultat. De la méme

maniére on démontre le reste du théoreme pour les solutions (proprement) efficaces.
Des Théoreme 3.4.1 et 3.4.2, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.4.3. [253] Supposons que la contrainte de qualification de Slater est
satisfaite pour le probléme (PNT), pour tout x € X et que les fonctions f et Jj, J €
P sont convezes en y pour tout x € X fixé. Alors (xo, Yo, u0), uo € Q(xo,yo) est
une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PMN ) si et seulement si

(x0,%0) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PBMN).

3.5 Conditions nécessaires d’efficacité

Pour établir des conditions nécessaires d’efficacité pour le probleme (PM N), nous

avons besoin de prouver le lemme suivant.

Lemme 3.5.1. [23] Supposons que
(i) zy est une solution (localement) faiblement efficace pour (PMN) ;
(i) G; est continue en zy pour j € J(20), Fj, i € Q, Gy, j€ J(x=), Hy, ke M
sont différentiables en zy et il existe des fonctions vectorielles n; : Zy X Z —
RY, i €Q,0,: ZoxZ —RY, j€J(z) et op:ZoxZ =RV, keM

satisfasse en zy par rapport a n: Zy x Z — RN les inégalités suivantes,

[VFi(20)]'n(2, 20) < [VFi(20)]'mi(2, 20), ¥V 2 € Zy, Vi € Q, (3.1)
(VG;(20)]'(z, 20) £ [VG;(20)]'0;(2,20), ¥V 2 € Zy, ¥ j € J(20), (3.2)
[V H(20)]'n(2, 20) = [VHg(20)]) Or(2,20), V 2 € Zy, YV k € M. (3.3)

Alors le systeme des inégalités

[VEi(20)]'n:(2, 20) <0, i € Q, (3.4)
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[VG(20)]'05(2,20) £ 0, j € J(2), (3.5)
[VH(20)]'éx(2,20) =0, k € M, (3.6)
n’admet pas de solution dans Zj.

Preuve. Soit zg € Z; une solution localement faiblement efficace pour (PMN) et
supposons qu’il existe Z € Z; vérifiant les inégalités (3.4)-(3.6).
Pour i € Q, soit 9, (20, 7) = Filz0 + (2, 20)) — Filz0).

On remarque que cette fonction s’annule en 7 = 0 et lim+ 7 or (20,2, 7) —
(20,20 = lim 7 Fi(z + m(Z,20)) = Fi(o)] = [VEG0)](Z20) =

[VFi(z0)]'ni(2,20) < 0 d’apres (3.1) et (3.4). Il en résulte que, pour tout i €
Q, vr(20,2,7) < 0si 7 est dans un intervalle ouvert (0,dr,), dr, > 0. Donc, pour
tout 7 € Q,

Fi(zo+m™(Z2,20)) < Fi(20), 7 € (0,0F,).
De méme, en utilisant (3.2) avec (3.5) et (3.3) avec (3.6), on déduit :

G]’(ZO +T7’](§,Zo)) § Gj(Zo) = O, T E (O,(SGJ.), \V/] € J(Z[)),
Hy(z0 +10(Z, 20)) = Hi(20) =0, 7 € (0,0p,), Vke M,

pour tout j € J(z), dg, > 0 et pour tout k € M, g, > 0.
Comme j € J(z), G;(20) <0 et G est continue en z, donc, il existe §; > 0 tel que

Gj(z0+ T0(2,20)) <0, 7 € (0,5)), V j € J(z0).
Soit dy = min{dp, i € Q, dg,, j € J(20), Om,, k € M, &;, j € J(2)}. Alors
(z0 +7n(Z, 20)) € Nso(20), 7€ (0,p), (3.7)
ou Vj,(z0) est un voisinage de z. Et pour tout 7 € (0,dp), on a
Fi(zo + (2, 20)) < Fi(20), i € Q, (3.8)

Gj(20+71n(2,20)) £0, j € P, (3.9)
Hy (20 +10(%,20)) =0, k€ M. (3.10)
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De (3.7), (3.9) et (3.10), on a (z0 + (2, 20)) € V5,(20) N Zp, pour tout 7 € (0, dp).
D’ou (3.8) est en contradiction avec I’hypothese que zy est localement faiblement
efficace pour (PM N). Ainsi, il n’existe pas z € Z, satisfaisant le systeme (3.4)-(3.6),

et le lemme est démontré.

Zeng et Caron [131] ont introduit le concept de fonctions preconvexlikes pour
étudier les problemes d’optimisation vectoriels dans un espace vectoriel topologique
séparé. Ils ont établi divers théoremes des alternatives généralisés de Motzkin.

Pour établir des conditions nécessaires d’efficacité pour le probleme (PMN), nous
avons besoin d’utiliser le Théoreme 3.4 des alternatives de Zeng et Caron [131]. Dans
ce qui suit, nous formulerons la définition de preconvexitélike et le Théoreme 3.4,

dans le cas d'un espace topologique R™.

Définition 3.5.1. [23] Soit D un ensemble non vide dans R", soit S un sous ensemble
non vide de D. Une fonction L : D — RY est dite (RY)-preconvexlike sur S, si et
seulement si, Vz,y € S, VA €]0,1[, It € S et 7 > 0, tels que

AL(z) + (1= M) L(y) — 7L(t) € RY.

Théoréme 3.5.1. [131] Soit D un ensemble non vide dans R", et soit F:D—
R, G:D —R™, H:D — R™ pour lequelf: (ﬁ,@,ﬁ) est (RY x RY x 0)-
preconvezlike sur S C D. Considérons les systémes suivants : N -

(S1) 3z S tel que F(2) <0, G(z) L0, et H(z) = 0.

(§2) 3 (1, A, 0) € (RY x R x R™)\{0} tel que

(F(2), 1) + (G(2),\) + (H(2),0) =20, ¥ z € S.

Alors si (S1) n’a pas de solution, alors (S§2) a des solutions. De plus, si la condition
de Slater (SC) ou si la condition de régularité (RH) ci-dessous est satisfaite

(8C) 3 (2,&,8,%) € Gr(f) == {(z, F(2),G(2),H(2)) : z € S} tel que § < 0 et

w =0,
(RH) {(\0) € RZ x R™ : (G(2),\) + (H(2),0) 20, ¥ z € S} = {0},

alors un et un seul de ces systémes (S1) et (S2) a des solutions avec pn # 0.

Dans le théoreme suivant, on obtient des conditions nécessaires d’efficacité de type
Fritz John pour le probleme (PMN) en considérant différentes fonctions (n;);, (0;);

et (¢r)r associées aux fonctions objectifs et aux contraintes.
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Théoréme 3.5.2. [23](Conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John) Sup-
posons que
(i) zo est une solution faiblement efficace pour (PMN) ;
(ii) G; est continue en z pour j € J(z), Fi, i € Q, Gy, j € J(z), Hy, k€ M
sont différentiables en zy et il existe des fonctions vectorielles n; : Zg X Z —
RN i€Q,0;: ZoxZ — RN j € Jz)etop: ZogxZ —RVN ke M
satisfasse en zq par rapport an: Zy x Z — RN les inégalités (5.1)-(3.3) ;
(iii) soit F(z) = ([VFi(z0)'mi(z,2), i € Q) € RI Gz) =
([VG;(20)'0;(2,20), j € J(20)) € R™ et H(z) = ([VHy(20)]'6x(z,20), k €
M) € R™ avec (F, G, H) est (RL x RL x 0)-preconverlike fonction de z sur
Z. -
Alors il existe (i, X, 0) € RL x R‘g X R™HL(u, N, 0) # 0 tel que (2o, 1, A, 0) satisfait

Z/“VF 20)'ni(2, 20) Z N[VG(20)]'0;(2, 20) +
i=1 j€J(20)
m—+1

> Sk VHi(20)]'ér(2, 20) 2 0, V 2 € Zp. (3.11)

k=1
Preuve. Si les conditions (i) et (i) sont satisfaites, alors d’apres le Lemme
3.5.1 le systeme (3.4)-(3.6) n’a pas de solution dans Z;. D’apres 'hypothese
(i), (F,G.H)(z) = (VE(20)'m(z,20), i € Q, [VG;(20)]'0;(z.20), j €
J(20), [VHi(20)]"0r(2, 20), k € M) est une fonction (R x R‘é“ x 0)-preconvexlike de
z sur Zy, donc du Théoreme 3.5.1, il existe (i, A, ) € ]REZ X R_‘éo X R™FL (p, N, 0) # 0
tel que la relation (3.11) est satisfaite, ce qui correspon_d aux conditions nécessaires
d’efficacité de type Fritz John.

Remarque 3.5.1. [23] On remarque que la condition de Slater (SC) n’est pas sa-
tisfaite pour le probleme (PMN), car il existe 2 € Zy tel que G(2) < 0 et H(2) =0
(avec la condition (ii7) du Théoreme 3.5.2 et les inégalités (3.2)-(3.3) qui sont en
contradiction avec le fait que la contrainte de qualification de Mangasarian-Fromovitz
n’est pas vérifiée pour le probleme (PMN) (pour ce dernier, voir Ye et al. [127]).
De plus, I'hypothese de régularité (R’H) n’est pas satisfaite aussi pour le probleme

(PMN). Ainsi, quelle est la contrainte de qualification appropriée a ajouter aux hy-
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potheses du Théoreme 3.5.2 pour avoir des conditions nécessaires d’efficacité de type
Karush-Kuhn-Tucker pour le probleme (PMN)?

D’apres les Théoremes 3.4.1 et 3.5.2, on obtient des conditions nécessaires d’effi-
cacité de type Fritz John pour le probleme (PBM N) sans utiliser aucune contrainte
de qualification.

Théoréme 3.5.3. [23/(Conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John) Suppo-
sons que (o, Yo) est une solution faiblement efficace pour (PBMN). Si les hypothéses
du Théoréme 3.4.1 et les conditions (ii) et (iii) du Théoréme 3.5.2 sont satisfaites,
alors il existe (p, A, ) € RL XR‘Q XR™TL (1, N, 8) # 0 tel que (zo, yo, i1, A, 0) satisfait
la relation (3.11). -

3.6 Conditions suffisantes d’efficacité

Dans les Théoremes 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, il est prouvé que sous certaines
contraintes de qualifications appropriées et convexité du probleme du niveau inférieur
(PNTI),, des solutions (faiblement ou proprement) efficaces du probleme (PM )y
coincident avec des solutions (faiblement ou proprement) efficaces du probleme
(PBMN). Dans cette section, nous établissons des conditions suffisantes d’effica-
cité pour le probleme (PM N) sous diverses formes d’invexité généralisée, fonctions
infines et la condition (3.11).

3.6.1 Solutions faiblement efficaces

Dans les théoremes suivants, nous donnons des conditions suffisantes d’efficacité
de type Fritz John pour qu'un point réalisable soit faiblement efficace pour (PM N).
Théoréme 3.6.1. [25] Soit zq € Zy et supposons que :
1. F est faiblement pseudo-invexe en zy sur Zy par rapport a n; @ Ly X Ly —
RV, i€ Q;
2. pour tout j € J(20), Gj est strictement quasi-inveze en zy sur Zy par rapport
de:ZOXZO—>RN;

3. pour tout k € M, H,, est infine en zy sur Zy par rapport & ¢y : Zo X Zyg — RN,
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S’il existe (p1, A, 8) € RLXRL xR™FL (1, N) # 0 tel que (2o, 1y A, 0, (0:)is (07)5, (01)k)
satisfait la relation (3.11), alors zy est une solution faiblement efficace pour (PMN).

Preuve. Supposons que zy n’est pas une solution faiblement efficace pour (PMN).
Alors il existe une solution réalisable z € Zy pour (PM N) telle que F(z)—F(z) < 0.
Puisque F est faiblement pseudo-invexe en z, sur Z, par rapport a (1;);cq, il en résulte
que

3z € Zy, [VFi(20)]'n:(2,20) <0, Vi€ Q. (3.12)

Par définition de J(29) et Z € Zy, on obtient pour tout j € J(20), Gj(2) —G;(z) =0
et a partir de I’hypothese 2., il en résulte que

[VG;(20)]0,(Z, 20) < 0, ¥ j € J(20). (3.13)

Comme (p, A) >0, de (3.12) et (3.13), on a

Z“l [V Ei(20))'m:(Z, 20) Z N [VG,(20)]'0;(Z, 20) < 0. (3.14)

=1 j€J(20)

Comme Z, zg € Zy, alors, d’apres 'hypothese 3., on déduit :

m+1
> " 6k[VHi(20)] ék(2. 20) = 0. (3.15)
k=1
De (3.14) et (3.15), on a
m+1
Z,uz [V F;(20)]'m:(Z, 20) Z N [VG;(20)]0(Z, 20) + Zék[VHk(zo)]tqﬁk(Z, 29) <0,
i=1 jed(z0) k=1

ce qui contredit (3.11). D’olt 2y est une solution faiblement efficace pour (PMN).

Théoreme 3.6.2. [23] Soit 2y € Zy et supposons qu’il existe (ju, X, 0) € RE x ]R‘éo X
R™ (u, \) # 0 tel que

q
1. ZuiFi + Z ;G est strictement pseudo-invexe en zy sur Zy par rapport a
i=1 Jj€J(20)
UIZOXZ0—>RN;
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m—+1
2. Z(Ska est infine en zy sur Zy par rapport a ¢ : Zy X Zy — RN,
k=1
Si la condition suivante est satisfaite

q m+1
> il VE(z0)'n(z 200+ Y MIVGi(20)]'n(z, 20)+ > 0k[VHi(20)]'6(2, 20) 2 0, ¥ 2 € Zp,
= J€J(20) k=1

(3.16)

alors zy est une solution faiblement efficace pour (PMN).

Preuve. Supposons que zy n’est pas une solution faiblement efficace pour (PMN).
Alors il existe une solution réalisable z € Z; pour (PMN) tel que F(2Z) — F(z) < 0.

Puisque p = 0, il en résulte que

Zﬂ'z z ZM’L 7 ZO é (317)

D’apres la définition de J(2g) et Z € Zy, on a pour tout j € J(2y), G;(2)—G;(2) =0
et de A =0, on a

> NGHE) = D MGy(z0) 0. (3.18)

j€J(20) Jj€J(z0)
De (3.17) et (3.18) et de ’hypothese 1., on obtient

q
Z,ui[VFi(zo (Z,20) Z N [VG;(20)]'n(Z, 20) < 0. (3.19)

]E] ZO
Comme Z, zg € Zy, alors, d’apres 'hypothese 2., on déduit :

m+1

> 64V Hi(20))'6(%, 20) = 0. (3.20)

De (3.17), (3.18) et (3.20), on obtient une contradiction avec (3.16). D’olt 2, est une
solution faiblement efficace pour (PMN).
3.6.2 Solutions efficaces

Le théoreme suivant nous donne des conditions suffisantes pour qu'un point

réalisable soit une solution efficace pour (PMN).
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Théoréme 3.6.3. [25] Soit zq € Zy et supposons que :
q

1. il existe p € ]qu tel que Z,uiFi est strictement pseudo-invezre en zy sur Zy par

rapport a n : Zy X Zy — RN ;
2. il existe A € ]Rio tel que Z MG est quasi-inveze en zo sur Zy par rapport a

J€J(20)
HZZQXZQ—>RN,'
m+1
3. il existe 6 € R™ tel que Z5ka est infine en zy sur Zy par rapport a ¢ :
k=1

ZO X ZO — RN
Si la condition (3.16) est satisfaite, alors zy est une solution efficace pour (PMN).

Preuve. Supposons que zy n’est pas une solution efficace pour (PMN). Alors il
existe une solution réalisable zZ de (PM N) et un indice i € @ tel que F;(Z) < F;(z)

et Fy(2) S Fj(z). Y j € Q. j #1i.

Comme g > 0, il en résulte que Z“’ i Z“’ (z0) £ 0, et d’apres la stricte
=1

q
pseudo-invexité de Z,Léin' en zop sur Zy on obtient
i=1

Z,uz [VEi(z0)]'n(Z, 20) < 0. (3.21)

Par A 2 0, la définition de J(z), Z, 20 € Zy et des hypotheses 2. et 3., on obtient
> AlVG; ()82, 20) £ 0,

jGJ(ZQ)

m+1

chk [V H(20)]"¢(2, 20) £ 0,

et avec (3.21), il en résulte que

q m+1
> wlVE(z0)'m(z,20) + Y N[VG;(20)]'0(Z, 20) + > 6k[V Hi(20)]'6(2, 20) < 0,
i=1 j€J(z0) k=1

ce qui contredit (3.16). D’ot, zy est une solution efficace pour (PMN).
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3.6.3 Solutions proprement efficaces

Le but de cette sous section est d’établir des conditions suffisantes pour qu’un
point réalisable soit une solution proprement efficace pour (PMN).
Théoreme 3.6.4. [23] Soit zq € Zy et supposons que :
1. F est invewe en zy sur Zy par rapport a n; : Zy x Zy — RN, i € Q;
2. pour tout j € J(zy), G; est invexe en zy sur Zy par rapport & 0; @ Zy X Zy —
RN ;

3. pour tout k € M, H,, est infine en zy sur Zy par rapport a ¢y, : Zoy X Zy — RN,

S’il existe des wvecteurs p € RL, N € ]Rio et & € R™ tels que
(20, 14, A, 0, (13)i, (85), (én)r) satisfait la condition (3.11), alors zy est une solution
proprement efficace pour (PMN).

Preuve. D’apres les hypotheses 1. et 2., on a pour tout z € %
Fi(z) = Fi(20) 2 [VFi(20)]'mi(2, %), Vi € Q, (3.22)

G](Z) — Gj(Zo) 2 [VGj(Zo)]tQj(Z, ZQ), VJ € J(Zo) (323)

Puisque i > 0 et A 2 0, de (3.22) et (3.23), on obtient

ZMz‘Fi(z) - Zﬂzﬂ(zo) > il VE(z0)'mi(z, 2%0), ¥ 2 € Zo, (3.24)

=1

> NG(2) Z/\G (20) 2 > NIVG(20)]'05(2.20), ¥ 2 € Zo.  (3.25)

JE€J(20) JE€J(20) jEJ(zo)

Comme z € Zy, A 2 0, alors, de (3.25) et de la définition de J(zp), on déduit :

- Z M [VG(20)]'0;(2,20) = 0, V 2 € Z,. (3.26)

De I'hypothese 3., on a pour tout z € %

Hy(z) — Hi(20) = [VHi(20)] (2, 20), ¥V k € M,
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et comme z, zg € Zy, il en résulte que :

m—+1

> k[ VHi(20))' (2, 20) = 0, ¥ 2 € Zg. (3.27)

k=1
En utilisant (3.26), (3.27) et la condition (3.11), on obtient pour tout z € Z,

m+1

Z“Z [VE;(20)]"i(2, 20) 2= — Z \i[VG;(20)] z,zo)—Z(Sk[VHk(zo)]%k(z,zo) 2 0.

=1 jeJ zo) k=1
(3.28)
q q
Donc, de (3.24) et (3.28), on obtient pour tout z € ZO,ZmFi(z) = Z,uz-Fi(zO)

=1 =
avec € RL. D’ou, d’apres le Théoreme 1 de Geoffrion [58], 2o est une solution
proprement efficace pour (PMN).
Théoréme 3.6.5. [23] Soit zy € Zy et supposons que :

q
1. il existe p € RL tel que Z,uz-F,- est pseudo-invexe en zy sur Zy par rapport a
i=1

n: Zy x Zy — RY;
2. il existe X € R‘g tel que Z A\;Gj(z) est quasi-inveze en zy sur Zy par rapport

j€J(20)
al:Zyx Zy — RV
m+1
3. il existe 6 € R™ tel que Zéka est infine en zy sur Zy par rapport a ¢ :
k=1

ZO X ZO —>RN.

Si la condition (3.16) est satisfaite, alors zy est une solution proprement efficace pour

(PMN).

Preuve. On a pour tout z € Z, G]( 2) =0, Gz ) =0, VY j € J(2) et puisque
A = 0, il en résulte que Z NGz Z A;Gj(z) = 0. De I'hypothese 2., on
Jj€J(20) €J(=
obtient
> NVG(20)]'0(2,20) £ 0, V z € Zp. (3.29)

jeJ Zo)
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Comme z, zg € Zy, alors, d’apres 'hypothese 3., on déduit :

m+1

> 6V Hi(20))'d(2,20) £ 0, V 2 € Zo. (3.30)
k=1

En utilisant (3.29), (3.30) et la condition (3.16), on a pour tout z € Zg

m+1

q
Z,ui[VFi(zo)] 2, 20) 2 — Z Ni[VG;(20)]°0(z, 20) Zék [V Hy,(20)]"d(2, 20) = 0.

j€J(20)

Puisque ZuiFi est pseudo-invexe en zg sur Zy par rapport a 7, alors ZMZFZ(Z) >
i=1 i=1

Z,ul , YV 2z € Zy avec € RL. D’ott, d’apres le Théoreme 1 de Geoffrion [58],

zo est une solution proprement efficace pour (PMN).

Remarque 3.6.1. [23] Comme cas particulier du Théoreme 3.6.5, si 7(z,29) =
0(z,20) = ¢(2,20) = 2z — 29, on déduit les conditions suffisantes du Théoréme 3.4
donné par Singh [107]. On notera que dans ce théoreme, Singh a étudié des condi-
tions suffisantes d’efficacité pour qu’un point réalisable soit une solution efficace au

lieu de proprement efficace obtenue dans notre cas.

Remarque 3.6.2. [23] Si le probleme du niveau inférieur (PNT), est convexe, sa-
tisfait la contrainte de qualification de Slater pour chaque x € X, alors a partir des
conditions suffisantes d’efficacité données dans les Théoremes 3.6.1 a 3.6.5 en com-
binant avec le Théoreme 3.4.2, on obtient des conditions suffisantes d’efficacité pour
qu'un point réalisable du probleme (PM N) corresponde & une solution (faiblement

ou proprement) efficace pour le probleme bi-niveaux (PBMN).

3.6.4 Exemple d’application

Afin d’illustrer les conditions suffisantes d’efficacité obtenues, nous donnons un
exemple d’un probleme de programmation bi-niveaux multi-objectifs non linéaire
(PBMNT1) dans lequel une solution efficace appropriée sera obtenue apres refor-

mulation du probleme (PBMN1) en un probleme multi-objectifs & un seul niveau
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(PMN1) et en utilisant les Théoremes 3.4.2 et 3.6.4. Notons que toutes les fonc-
tions impliqués dans le probleme (PMN1) ne sont pas convexes et ne satisfont pas
la convexité généralisée, ce qui rend impossible d’appliquer les conditions suffisantes
d’efficacité utilisant le concept de convexité et de convexité généralisée, justifiant ainsi
la nécessité de faire recours a 'invexité (et 'invexité généralisée) dans nos conditions
suffisantes d’efficacité. De plus, il est connu que le probleme obtenu apres transfor-
mation d'un probléeme de programmation bi-niveaux en un probléme a un seul niveau
par 'approche KKT ne satisfait aucune contrainte de qualification usuelle comme par
exemple la contrainte de qualification de Slater et de Mangasarian-Fromovitz. Donc
quand un point réalisable pour (PMN1) n’est pas un point vectoriel de Karush-
Kuhn-Tucker, toutes les conditions suffisantes d’efficacité obtenues a 1’aide de ce

concept ne peuvent pas étre également appliquées.

Exemple 3.6.1. [23] Considérons le probleme de programmation bi-niveaux multi-
objectifs non linéaire suivant :

min F(z,y) = (zy + dyva + 1+ 2, —zy + La),

xERz

(PBMN1)} s.c IIelﬂignf(x7 y) =42 + zy,
YER
g(xr,y) =2 —2zy+2x —120.

En utilisant les conditions de KKT associées au probleme du niveau inférieur (PNI),,

on obtient un probleme a un seul niveau multi-objectifs donné comme suit :

min F(z,y) = (vy + 3yv/o + 1+ 2, —2y + 52),

z,Y,u,v

s.c 22 —2zy+2x—1=20,
(PMN1)gg —2ur+xr+2y—v=0,

w(—2? 4+ 2zy — 2x + 1) + vy = 0,
x20,y=20,u=0,v=0,

ol u et v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du
probleme (PNI), pour chaque x € R> fixé. En posant z = (z,y,u,v), F(z) =
F(I,y), G(Z) = g(xvy)a Hl(z) = Vyf(l’,y) +va?]($,y) —v et HQ(Z) = —U,g(l’,y) +
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vy, le probleme (PM N1);; peut étre écrit comme suit :

(min F(z) = (Fi(2), F2(2)) = (2y + 597z + 1+ 2, —ay + 52),
sc G(2) =2° =20y +20 - 120,

(PMN1) Hi(z) = -2uzr+x+2y —v =0,
Hy(2) = u(—2% + 22y — 22 + 1) + vy = 0,
z e RY,

\
ou F'= (F,F,):RY - R?* G:RY — Ret H=(H,H):RL — R L'ensemble
de toutes les solutions réalisables de (PMN1) est Zy = { z = (z,y,u,v) € RY -
22 =22y 422 — 150, 2uzr+z+2y—v=0, u(—2®+ 2zy — 2z + 1) + vy = 0}.
Soit zg = (0,0, 0,0) une solution réalisable de (PMN1).

e On a la fonction objectif et la fonction contrainte du probleme (PNI), sont
convexes en y pour tout x € R>. De plus, la contrainte de qualification de
Slater est satisfaite pour le probleme (PNI), dans (PBM N1) car il existe une
solution réalisable de (PNI),, y(x) = x+ 1, telle que g(z, g(x)) < 0 pour tout
x € Rx. Il en résulte, par le Théoreme 3.4.3, que les solutions (faiblement ou
proprement) efficaces de (PM N1) correspondent aux solutions (faiblement ou
proprement) efficaces de (PBM N1).

e On a la fonction F' n’est pas pseudo-convexe en zy (et donc non convexe), H
n’est pas quasi-convexe en zy (et donc ni pseudo-convexe et ni convexe) et G

, %, 0) € Zy). De plus, on a z
n’est pas un point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker du probleme (PM N1), car

n’est pas convexe en zq (il suffit de prendre z = (1,1

la condition de Karush-Kuhn-Tucker en 2, prend la forme suivante p, VF(zp)+
P2V Fy(20) + 01VH (20) + 02V Hy(20) = (1 + %Mz + 01, %Nl + 261,02, —01) #
(0,0,0,0), ¥V (p1,p2) > 0, V (61,02) € R% D’ou, les conditions suffisantes
d’efficacité utilisant le concept de point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker et/ou
celles qui utilisent le concept de convexité et/ou ses généralisations (quasi-
convexité et pseudo-convexité) qui peuvent étre obtenues par exemple a partir
de Kim et al. [72] et Majumdar [81], ne sont pas applicables pour (PMN1).
e Cependant, en utilisant la Proposition 1.4.1, on a F} est invexe en zy sur Zy
par rapport a 71(z,20) = +5(zy + 3yvVar + 1 + 2, 33y + syvr + 1 + 32,0,0),
F; est invexe en zy sur Zy par rapport a ny(z, 29) = (—2xy + 2,0,0,0) et alors

F = (Fy, F,) est invexe en zy sur Zy par rapport a (1;),—12. H; est infine
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en zo sur Zy par rapport a ¢1(z,z9) = %(—21@ + x+ 2y — v, —4dux + 2z +
dy — 20,0,2ur — x — 2y + v) et Hy est infine en zy sur Zy par rapport a
$2(2,20) = (0,0,u(—2* + 22y — 2z + 1) + vy,0). De plus, pour (u,pus) =
(2,1) et (01,02) = (=2,1), on a i [VF1(20)]'m (2, 20) + p2[V Fa(20)]'12(2, 20) +
61 [VH:(20)]"1 (2, 20) + 62[VHa(20)|' (2, 20) = 2y + 3yv/a + 1+ 322 20, Vz €
Zy. Donc, d’apres le Théoreme 3.6.4, on conclut que zg = (o, Yo, U, Vo) =
(0,0,0,0) est proprement efficace pour (PMN1) et, par le Théoreme 3.4.2, il
en résulte que (zo,yo) = (0,0) est proprement efficace pour (PBMN1).
Notons que les hypotheses du Théoreme 3.6.1 qui utilise la condition de type
Fritz John (3.11) sont satisfaites. Ceci permet seulement de conclure que zg =
(20, Yo, uo, v9) = (0,0,0,0) est une solution faiblement efficace pour le probleme
(PMN1) et, par le Théoreme 3.4.2, il en résulte que (z9,y0) = (0,0) est une
solution faiblement efficace pour (PBMN1).

3.7 Etude d’un probleme bi-niveaux multi-
objectifs linéaire (PBM L)

Dans cette section, nous étudions le cas ou le probleme du niveau supérieur est un
probleme d’optimisation multi-objectifs linéaire et le niveau inférieur est un probleme
d’optimisation scalaire linéaire. Ainsi, nous considérons le probleme bi-niveaux multi-
objectifs linéaire suivant :

gg)l(l F(x,_y) = (dz+diy,...,cix + dyy),
(PBML){ s.c Iyrg}r/l flz,y) = clx + d'y,
g(z,y) = Av+ By —a = 0,

otz e X CRL, yeYCRYZ, ;eR", d; e R, i€ Q, ceR", deR", Ac
RP*" B € RP*™ o € RP.
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3.7.1 Reformulation de (PBML)

Le probleme (PM N )y correspondant a (PBM L) est donné comme suit :

(min F(z,y) = (o +diy,....caz+dy),

x,Y,u,v
s.c Zaﬂxl + ijsys —o; 20, jEP,
l:pl s=1
(PMNY,,, { > bjsu; — v, +d, =0, s €{1,...,m},

p n m m
ZUj(_ Zajll‘z - ijsys + aj) + szys =0,
j=1 =1 s=1 s=1

xeX,er,ueRg,veRg,

ol u,v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du
niveau inférieur pour chaque x € X fixé.
En posant z = (z,y,u,v) € Z = X xY xRE xRZ C Rg, N = n—{—2m+p, Fi(z) =

Fi(z,y) = do +dly, i € Q, Gi(2) = gj(z,y) = Zaﬂasz - ijsys aj, j €

P
) = ijsuj —vs+ds, s € {1,....,m} et Hpyq( Zuj Zaﬂxl —
=1

=1

m m
ijsys + ;) + szys, le probleme (PMN);,, qui est un probleme de program-
s=1 s=1
mation multi-objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités donné comme

suit :
min F(z) = (Fi(2), ..., Fy(2)),

(PMN) SCG()<0,jEP,

ouF,:Z—R, ieQ Gj:Z—R,jeP H,:Z —R, kel Zy={z¢
Z :Gi(2) 20, j€ P, H(z) =0, k € M} est I'ensemble de toutes les solutions
réalisables de (PM N)'.
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3.7.2 Conditions suffisantes d’efficacité

Notons que les conditions suffisantes d’efficacité du probleme (PM N) présentés
dans la Section 3.6 sont aussi applicables pour le probleme (PMN)'. Puisque le
probleme du niveau inférieur (PNI), de (PBML) est linéaire, alors évidemment
toutes les conditions suffisantes d’efficacité de (PM N)" sont aussi suffisantes pour le
probleme (PBML). On a toute fonction linéaire ¢(z) dans (PM N)' est invexe (alors
(faiblement) pseudo-invexe et quasi-invexe) en z, sur Z, par rapport a n(z, zg) = z —
2. Dong, les conditions suffisantes d’efficacité correspondantes au probleme (PM N )’

prennent les formes simplifiées suivantes.
Théoréme 3.7.1. [25] Soit zq € Zy et supposons que :
1. pour tout j € J(zy), G; est strictement quasi-invexe en zy sur Zy par rapport
ab;:Zyx Zy— RY;
2. pour tout k € M, Hy est infine en 2y sur Zy par rapport a ¢y, = Zo x Zy — RN
Sl existe (p1, A, 6) € RL ><]R§O XR™H (u, N) # 0 tel que (20, ity A, 8, (0:)1, (607) 5, (6)k)

satisfait la condition

q m+1
D il VE (o) (z—20)+ > M[VG;(20)]'0;(2, 20)+ Y 61V Hi20)] 612, 20) 2 0, V 2 € Zo,
i= j€J(20) k=1

(3.31)
alors zy est une solution faiblement efficace pour le probleme (PMN)'.

q
Théoréme 3.7.2. [23] Soit zy € Zy et supposons que il existe p € qu tel que ZuiE

i=1
est strictement pseudo-invexe en zy sur Zy par rapport an . Zox Zy — RN et il eziste
m—+1
5 € R™! tel que Z(Ska est infine en zy sur Zy par rapport & ¢ : Zy x Zy — RV,
k=1
S’il existe un vecteur \ € ]Rio tel que (2o, i1, A, 0,m, @) satisfait la condition
q m+41
> il VE(z0)]'n(z, 20)+ Y M[VG;(20)] (2= 20)+ > 0k[VHi(20))'d(2,20) 2 0, V 2 € Zo,
= J€J(20) k=1
(3.32)

alors zg est une solution efficace pour le probléme (PMN)'.
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Théoréme 3.7.3. [23] Soit zg € Zy et supposons pour tout k € M, Hj, est infine en
20 sur Zy par rapport & ¢y 2 Zo X Zy — RN, Sl existe des vecteurs p € RL (resp.
peRL) Ne R‘;O et § € R™ tels que (20, pt, A, 6, (ér)r) satisfait la condition

q m—+1
> wilVE(20)]'(z—20)+ D> M[VG;(20)]'(2—20)+ Y k[ VHi(20)]'bi(2, 20) 2 0, V 2 € Zo,
= j€J(20) k=1

(3.33)
alors zy est une solution proprement efficace (resp. faiblement efficace) pour (PMN)'.

Théoréeme 3.7.4. [23] Soit 2y € Zy et supposons que il eriste § € R™ tels que
m+1
Z&Jﬂ est infine en zy sur Zy par rapport a ¢ @ Zy X Zy — RN. S7il existe des
k=1
vecteurs j1 € RL (resp. p € RL ) et X € R‘éo tel que (2o, i1, A\, 0, @) satisfait la condition

q m+1
ZM[VE‘(ZO z—20)+ Z N [VG,(20) (z—zo)+25k[VHk(zo)]t¢(z,ZO) >0,Vze Z,
: j€J(20) k=1

(3.34)

alors zg est une solution proprement efficace (resp. faiblement efficace) pour (PMN)'.

3.7.3 Exemple d’application

Nous donnons un exemple d'un probleme de programmation bi-niveaux multi-
objectifs linéaire (PBM L2) dans lequel une solution appropriée efficace sera obtenue
apres la reformulation du probleme (PBML2) en un probléme a un seul niveau
multi-objectifs (PMN2)" et le Théoreme 3.7.3 sera utilisé. Toutefois, en raison de la
présence des fonctions non convexes (ni pseudo-convexes et ni quasi-convexes) dans le
probleme (PM N2)' et qu’aucune contrainte de qualification usuelle ne soit satisfaite
pour (PMN2) et, de plus, un point considéré zy comme un point réalisable ne peut
pas étre un point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker, il sera impossible d’appliquer
dans ce contexte les conditions suffisantes d’efficacité utilisant ce concept et/ou ceux

consacrés a la convexité ou (la convexité généralisée) pour conclure sur efficacité de

zp pour (PMN2)" et ensuite pour (PBML2).
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Exemple 3.7.1. [23] Considérons le probleme bi-niveaux multi-objectifs linéaire
suivant : ~
min F(z,y) = (22 +y, -z +y),

$€R2

(PBML2) ] S¢ i fly)=z+y—1,

gi(z,y) =3z —2y =0,
§2(xay) :$+y_2 § 0.
En utilisant les conditions KKT pour le probleme du niveau inférieur, on obtient le

probleme multi-objectifs suivant :

min  F(z,y) = 2z +y, —z +y),

T,Y,u,v,w
s.c 3x—2y =0,
(PMN2)y,q  °Fy—2=0

—2u+v—-—w+1=0,
u(—3x 4+ 2y) +v(—r —y+2)+wy =0,
xER;,yERz,UERz,UGR;,wERg,

\
ou u,v et w sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions KKT

du probleme du niveau inférieur pour chaque z € Ry fixé. En posant z =

(:E,y,u,v,w), F(Z) = F(l’,y), G1<Z) - gl(l‘ay)a GQ('Z) - g?(xay)7 H1(2> =
Vof(z,y) + uVygi(z,y) + vVyge(z,y) — w et Hy = —ugi(z,y) — vga(x,y) + wy,
le probleme (PM N2);,, peut étre écrit comme suit :

(min F(z) = (22 4y, —2 + ),

(PMN2)

ou F'= (F, F,) : RSZ — R?,.G = (G,Gy) : R; — R? et H = (Hy, H,) : Rg — R2.
Zy={z= (:E,y,u,v_,w) €eRY :3zx—-2y < 0,_m—|—y—2 <0, Qutv—w+1l=
0, w(—3x + 2y) + v(—z — y + 2) + wy = 0} est Pensemble de toutes les solutions
réalisables du probleme (PMN2)'. Soit zo = (0,0, 3, 0,0) une solution réalisable du
probleme (PMN2)'.

e On a la fonction H n’est pas quasi-convexe en zy (et aussi ni pseudo-convexe et

ni convexe) (il suffit de prendre z = (%, g, 1,1,0) € Zy). De plus, on a zy n’est
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pas un point vectoriel de Karush-Kuhn-Tucker du probleme (PMN2) car la
condition de Karush-Kuhn-Tucker en zy prend la forme

iV Fy(20) + 12V Fy(z0) + M VG1(20) + 01V H(20) + 0oV Ho(20) = (21 — po +
3A1 — 300, p1 + pa — 2X\1 + 02, =261, 01 + 285, —61) # (0,0,0,0,0), V (s, p2) >
0, VX 2 0, V (6;,02) € R% Donc, les conditions suffisantes d’efficacité
utilisant ce concept et/ou ceux qui utilisent le concept de convexité et/ou
ses généralisations (quasi-convexité et pseudo-convexité) qui peuvent étre
obtenues, par exemple, a partir de Kim et al. [72] et Majumdar [81], ne
sont pas applicables pour (PMN2). Pour ¢1(z,20) = (2 — z9) et en uti-
lisant la Proposition 1.4.1, on obtient H, est infine en zy sur Z, par rap-
port & ¢a(z,20) = 35(5 Ha(2), Ha(2),0,2Hs(2),0). De plus, pour (1, ps) =
(1,2), A\ = L et (01,02) = (—1,3), on a pu [VF1(20)]"(z — 20) + pa[V Fa(z0)] (2 —
20) + M[VG1(20)]" (2 — 20) + 01[VH1(20)]*01(2, 20) + 02[VHa(20)]'p2(z,20) =
3r +y =2 0, V z € Z. Donc, par le Théoreme 3.7.3, on conclut que

20 = (%o, Yo, Uo, Vo, Wy) = (0,0,%,O, 0) est une solution proprement efficace
pour (PMN2)', et puisque (PBML2) est équivalent au probleme (PMN2),
il en résulte que (xg,y0) = (0,0) est une solution proprement efficace pour
(PBML?2).

3.8 Etude de cas mixte

A partir des deux cas étudiés précédemment, on peut déduire des conditions
suffisantes pour le cas mixte. Nous considérons deux cas : lorsque le probleme du
niveau supérieur est multi-objectifs linéaire et le niveau inférieur est scalaire non
linéaire et le cas ou le probleme du niveau supérieur est multi-objectifs non linéaire

et celul du niveau inférieur est scalaire linéaire.
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3.8.1 Le niveau supérieur linéaire et le niveau inférieur non
linéaire
On suppose que le probleme du niveau supérieur est linéaire et celui du niveau

inférieur non linéaire. Donc le probleme (PBM N) s’écrit comme suit :

min F(z,y) = (e +diy, .., e + dgy),
s.c IyIél}I/l flz,y), (3.35)

g(x,y) =0,

Le probleme (PM N )y correspondant au probleme (3.35) est donné comme suit :

(PMN )ik v
u

ol u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé¢ aux conditions KKT du
probleme du niveau inférieur.
En posant z = (2,y,u,v) € Z = X xY xREXRZ C RY, N = n+2m+p, Fy(z) =

P _

_ , : 0

Fi(e,y) = o+ diy, i = 10, G() = 9(ay), Hi(z) = LE) + D () =0
t=1 §

iS]

pour tout s = 1,....,m et Hy41(2) = ugi(z) = 0, le probleme (PM N )y s’écrit

comme suit :

.ZG-(z)SO j=1..,p

PMN 5.C Gy =Y y e s

( h Hiy(z) =0, k=1,...,m+1,
ZEZQR];,

onlF;:Z —R, i=1..,¢ G :Z —R, j=1..,p, H :7Z — R, k=
Lom+1, Zy={2€Z:Gi(2) 20, j=1,...,p, H(2) =0, k=1,...m+ 1} est

I’ensemble de toutes les solutions réalisables de (PM N ),.
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3.8.1.1 Conditions suffisantes d’efficacité

Des conditions suffisantes d’efficacité de (PM N); sont déduites a partir des condi-
tions suffisantes d’efficacité de (PMN).
Théoreme 3.8.1. Soit zy € Z, et supposons :
1. pour tout j € J(29), G; est strictement quasi-invexe en zy sur Zy par rapport
de:ZOXZO—>RN;
2. pour tout k = 1,...m + 1, Hy est infine en zy sur Zy par rapport a ¢ :
ZO X ZO — RN
Sl existe (1, A, 0) € RL x R‘éo X R™H(u, \) # 0 tel que (20, 1, A, 6, (05), (dr)r)

satisfait la condition

m+1
ZMZ [VF;(20)]" (2= 20)+ Z /\j[VGj(ZO)]tej(Z,Zo)+25k[VHk(ZO)]t¢(Z,ZO) >0,V ze Z,
jEJ(Z()) k=1

(3.36)

alors zy est une solution faiblement efficace pour (PMN);.

Théoreme 3.8.2. Soit zy € Z, et supposons :

1. il existe \ € Rio tel que Z MG est quasi-inveze en zy sur Zy par rapport a

j€J(20)
0:Zyx Zy — RV:
m—+1
2. il existe 6 € R™ tel que Zéka est infine en zy sur Zy par rapport a ¢ :
k=1

ZO X ZO —)RN.

S’il existe un vecteur . € RL (resp. p € RL) tel que (20,11, A, 0,0,0) satisfait la
condition

q m—+1
Z,Ui[VFi(ZO z—z0)+ Z A [VG;(20)]0(z, zo)—{—Zék[VHk(zo)]tqb(z, 20) 20,V z € Zy,
’ j€J(20) k=1

(3.37)
alors zy est une solution faiblement efficace (resp. proprement efficace) pour
(PMN);.
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3.8.2 Le niveau supérieur non linéaire et le niveau inférieur
linéaire
Reconsidérons le probleme (PBM N), en supposant que le probleme du niveau

inférieur est lindaire.
2%1)1(1 F(I,y) - (F1<I>y)= "'7FQ(I7y))7
s.cmin f(x,y) = ctz + d'y, (3.38)
yey
g(z,y) = Az + By —a = 0,
otz € XCR", yeYCRY, ;eR", d;€eR™, i=1,...,q, ceER", d€R™, A€
RP*™ B e RP*™ o € RP,

Le probleme (PM N )y correspondant au probleme (3.38) est donné comme suit :
( :tnyliunv F(I7y) = (Fl(flf,y), L) Fq(xmy))u
s.c Zaﬂxl + ijsys —o; 20, j=1,...,p,

l;l s=1
(PMN)kktg ijsuj—vs+d8:0, S = 1,...,m,

=1

jp n m m
Zuj(_ Zajlxl - ijsys + aj) + szys = 07
j=1 =1 s=1 s=1

:ceX,er,ueR%,veRg,

ou u,v sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du
probleme du niveau inférieur pour chaque z € X fixé.
En prenant z = (z,y,u,v) € Z = X xY xRL xRZ € RY, N =

n + 2m + D, E(Z) = E(x>y)7 S 17"'7Q7 G(Z> = Zajlxl + ijsys - @ é
» =1 s=1

0, 7 = 1,...,p,, H(z) = ijsuj —vs+ds =0, s = 1,..met Hyp1(z) =
j=1

p n m m
Zuj(— Zaﬂxl — ijsys + o) + szys = 0, le probleme (PM N )gro qui est un
j=1 =1 s=1 s=1

probleme multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités
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peut étre écrit comme suit :

mzin F(z) = (F1(2), ..., Fy(2)),
CGi2)<0 j=1..

PMN scGi(2) 20, j=1,...,p,

( )2 Ho(2) =0, k=1,.,m+1,

onl; : Z — R 1=1,...,q, G; : Z — R, j=1,..,p, H,: Z — R, k=
L..m+1 Zy={2€Z:Gj(2) =0, j=1,...,p, H(2) =0, k=1,...,m+ 1} est
I'ensemble de toutes les solutions réalisables de (PM N ),.

3.8.2.1 Conditions suffisantes d’efficacité

Les conditions suffisantes d’efficacité du probleme (PM N ), sont données dans le

théoreme suivant :
Théoreme 3.8.3. Soit 2y € Zy et supposons que :

1. F est invexe en zy sur Zy par rapport a n; : Zo X Zg — RN, i € Q;

2. pour tout k € M, Hj, est infine en zy sur Zy par rapport a ¢y, : Zo x Zy — RN,
S’il existe des vecteurs p € RL, \ € R‘éo et § € R™ tels que (20, 1, A, 0, ()i, (08 k)

satisfait la condition condition

m—+1
Zul [V Ei(20)]'mi(2, 20)+ Z A [VG;(20) (z—zo)+Z(5k[VHk(zo)]t¢k(z,zo) >0,Vze Z,
=1 j€J(20) k=1

(3.39)
alors zy est une solution proprement efficace pour le probléme (PMN)s.

Remarque 3.8.1. Notons que les Théoremes 3.6.1 et 3.6.3 restent vrais pour le

probléme (PM N )y, mais ne sont pas simplifiables.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un probleme de programmation bi-niveaux
multi-objectifs au niveau supérieur (PBM N). L’approche KKT a été utilisée pour

transformer le probleme (PBM N) en un probleme a un seul niveau multi-objectifs
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sous des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM N). Des relations entre les deux
problemes (PBMN) et (PMN) ont été obtenues concernant 1’ensemble des solu-
tions (faiblement ou proprement) efficaces globales, notamment lorsque le probleme
du niveau inférieur est convexe et il satisfait la contrainte de qualification de Slater
pour n’importe quelle décision du niveau supérieur. Par la suite, nous avons établi
des conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John, ainsi que des conditions
suffisantes d’efficacité pour qu'un point réalisable pour le probleme (PMN) soit
(faiblement ou proprement) efficace globale pour le probleme (PMN) sous des hy-
potheses d’invexités généralisées. Puisque, les ensembles des solutions (faiblement ou
proprement) efficaces globales des problemes (PBM N) et (PM N) coincident, alors
des conditions nécessaires et suffisantes d’efficacité du probleme (PBM N) découlent
de celles du probleme (PMN). De plus, les cas linéaire et mixte ont été traités et
des conditions suffisantes d’éfficacité ont été déduites. Afin d’illustrer les résultats
obtenus, nous avons donné un exemple pour le cas non linéaire et un autre pour le

cas linéaire.



— Chapitre 4
Efficacité globale pour les
problemes bi-niveaux multi-objectifs
fractionnaires sous des conditions
d’'invexité généralisée

4.1 Introduction

La programmation fractionnaire provient du fait que les modeles de la program-
mation pourraient mieux répondre aux problemes réels si I’on considere I’optimisation
de rapport entre les quantités physiques ou économiques. Des études bibliographiques
révelent de larges applications de la programmation fractionnaire dans différents do-
maines allant de I'ingénierie a 1’économie, voir par exemple les références [14, 104].

Récemment, des études remarquables ont été réalisées dans le domaine de la
programmation bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire. Saraj et Safaei [103, 102] et
Youness et al. [129] ont utilisé une méme approche qui combine la méthode de série
de Taylor ainsi que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour étudier un probleme
bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire. Dans chaque papier, un exemple numérique
illusratif a été donné pour tester la performance du procédé de recherche de la solution
proposée. D’autre part, Emam [51] a étudié un probleme bi-niveaux multi-objectifs
fractionnaire en nombre entier et il a proposé une approche interactive pour résoudre
le probleme considéré. D’autres études sur les problemes bi-niveaux multi-objectifs

fractionnaires peuvent étre trouvées par exemple dans Dey et Pramanik [47], Saraj

78
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et Sadeghi [101] et Lachhwani [75].

Dans ce chapitre, nous considérons un probleme de programmation bi-niveaux
multi-objectifs fractionnaire non linéaire (PBM FN) ou le niveau supérieur est un
probleme d’optimisation multi-objectifs fractionnaire et le niveau inférieur est un
probleme d’optimisation quadratique scalaire. Le probleme (PBM F N) se transforme
en un probleme multi-objectifs fractionnaire non linéaire équivalent (PMFN) en
utilisant les conditions KKT associées au probleme du niveau inférieur. Nous étudions
le probleme obtenu et nous établissons des conditions nécessaires d’efficacité de type
Fritz John et suffisantes d’efficacité de type (Fritz John) pour qu’un point réalisable
de (PM FN) corresponde & une solution (faiblement) efficace du probléme bi-niveaux
(PBMUFN) sous des hypotheses d’invexité généralisée et des fonctions infines. Pour

illustrer les résultats obtenus, nous donnons un exemple simple.

4.2 Etude d’un probléeme bi-niveaux multi-
objectifs fractionnaire (PBMFN)

Considérons le probleme bi-niveaux multi-objectifs fractionnaire suivant :

1 F'(x,y) — _1(337:1/) F (Izy)
WD Gew) — (Grtew) ™ Galo )
(PBMEN) § sc min f(z,y) = 34'Qy+y' D +dy,

g(z,y) = Az + By < a,

ot X (resp. Y') est un ensemble ouvert non vide de R" (resp. RY), z € X, y € Y sont
les décisions des niveaux supérieur et inférieur respectivemen%. Q € R™™ est une
matrice symétrique semi-définie positive, D € R™" d € R™ A € RP*" B € RPX™
eta€R.F, G: XxY —RI f: XxY —Retg: X xY — RP,

De plus, on suppose que F, G sont des fonctions différentiables sur X x Y et
Fy(x,y) 20, Gi(z,y) > 0 pour tout x € X, y € Y et pour chaque i € Q = {1,...,q}.
Soit S le domaine des contraintes du probleme (PBMFN), RI la région induite du
probleme (PBMFN) et S(x) 'ensemble des solutions optimales du probleme du
niveau inférieur pour une décision z fixé du niveau supérieur.

Ensuite, nous donnons les définitions suivantes pour le probleme (PBMF'N).
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Définition 4.2.1. [24] Un point (zo, yo) € S est dit solution faiblement efficace pour
(PBMFN), si yo € S(x0) et il n’existe pas (z,y) € RI tel que

j?i(xay) Zfi(ifo,yo)

Gz(x7y) Gi('Z'O?yO)
Définition 4.2.2. [24] Un point (z,y) € S est dit solution efficace pour
(PBMFN), si yo € S(x0) et il nexiste pas (z,y) € RI tel que pour un certain
peQ,

, Vie.

Fp(%y) Fp(%;yo) Fi(ﬂ%y) Fi(anyO) . .
_ < = , = < = , VieQ,i#p.
Go(z,y)  Gylzo,y0) Gi(z,y) = Gi(xo, yo) Qir

4.3 Reformulation de (PBMFN) en un probleme
multi-objectifs fractionnaire

En utilisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au probleme
du niveau inférieur, pour un & € X fixé, et en se basant sur la position optimiste nous

reformulons le probleme (PBMFN) en un probleme multi-objectifs fractionnaire

défini par :
( ] F_'(ac,y) _ _1(3/'7?/) Fq(l‘,y)

min 7'y = (Gi(aey) o Gown) )

8. C Za’jll‘l + ijsys — Qy é Oa .] = ]-7 < Py
=1 =
m n o _ p

(PMEN ) Yo Grsys + > dpzri+ Y bju; +d —v, =0, T=1,...,m,

s=1 =1 =1
p n m m
Zjluj(_ ZZ: a1y — 21 bjsys + aj) + Z:lvsys - 07
j= =1 s= s=
z€X,yeRY,ueRE, veRY,

\

ou u,v sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de KKT du
probleme du niveau inférieur.

Enposantz: ($7?Jau7v) € Z:XXREXR:;XRE CRN; N:n+2m+p> hite)

Gi(z)

n

S\ . —_ . mn —_ 7 p
G i€ Q, Ty(2) = gi(w,y), j € {1,....p}, H(2) = 2 Trstls b 2 it 3 bty +
s= =1 j=

m m

P n
dr — v, 7 =1,..om et Hp(2) = Y ui(— D ayz — > bjsys + ) + > vsys, le
j=1 =1 s=1 s=1
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probleme (PMF N )gx: qui est un probleme de programmation non linéaire multi-
objectifs fractionnaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités, sera écrit sous

la forme simplifiée donnée comme suit :

PR (RG) F)
min oy = (G,0)0 -+ Ga)-

(PMEN){ 8¢ Ti(2) 0, j € P={L,..,p},
Hy(z) =0, k€ M = {1,..,m + 1},
z € Z,

ownF;, Gi, Tj, H, : Z — R, i€Q, je Pet k€ M. Z C RY est un ensemble
non vide, Zy = {2z € Z : Tj(2) £ 0, j € P, Hy(z) =0, k € M} est I'ensemble
de toutes les solutions réalisables de (PMFN). Pour zy € Z, on note par J(z)
Pensemble {j € P : Tj(z) = 0}, par J(z) Vensemble {j € P : Tj(2) < 0} et
Jo = |J(20)] est le cardinal de J(zp). Par hypothese dans le probleme (PBMFEN),
on a Fj(z) 20, G;(z) > 0 pour tout z € Z; et chaque i € Q.

Nous rappelons le concept de solutions localement faiblement efficaces pour le
probleme (PMFN).

Définition 4.3.1. [97] Un point zg € Z, est dit solution localement faiblement
efficace pour (PMFN), s'il n’existe pas z € V(zy) N Zp, ou V(2p) est un voisinage

de zp, tel que
Ei(z) _ Fi(%)

Gi(2) < Gizo)’ VieQ. (4.1)

Les concepts d’efficacité globale pour le probleme (PMFN) sont définis comme

suit.

Définition 4.3.2. [97] Un point 2y € Z, est dit solution faiblement efficace pour
(PMFN), s’il n’existe pas z € Z, telle que la relation (4.1) est satisfaite.

Définition 4.3.3. [97] Un point zy € Zj est dit solution efficace pour (PMFN), s'il
n’existe pas z € Zj tel que pour un certain p € @,

Fp(2) _ Fpl2) Fil2) < Fi(#)

Y1 7 .
G,() < Colm) Ci(z) = (o)’ T EQIFP
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4.4 Conditions nécessaires d’efficacité

Avant de donner des conditions nécessaires d’efficacité pour le probleme

(PMFN), nous avons besoin de démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.4.1. [2/] Supposons que
(i) zy est une solution (localement) faiblement efficace pour (PMFN) ;
(i) F;, G, i € Q, Hy, k € M sont différentiables en zq et il existe des fonctions
vectorielles m; « Zox Z — RN, 0, : Zoyx Z = RN, i € Q, ¢; : Zy x Z —
RN, j € J(2) et Yy : Zy x Z — RN, k € M satisfaisant en 2y par rapport

n:Zyx Z — RN les inégalités suivantes,

[VEi(20)]'(z, 20) £ [VFi(20)]'"mi(2, 20), ¥ 2 € Zy, Vi€ Q, (4.2)
[VGi(Zo)]tn(Z,Zo) Z [VGi(Zo)]tei(Z,Zo), V 7 - Q, (43)
[VT(20)]'n(z, 20) < [VT;(20)]'0;(2, 20), ¥ 2 € Zo, ¥ j € J(20), (4.4)
[VH(20)]'n(2, 20) = [VHg(20))"Yr(2,20), ¥V 2 € Zy, ¥V k € M. (4.5)

Alors le systéme des inégalités

[VEi(20)]'mi(2, 20) < 0, i € Q, (4.6)
[VGj(Zo)]t9i<Z, Zo) z O, 1€ Q, (47)
[VT;(20)]' (2, 20) £ 0, j € J(20), (4.8)
[V Hy(20)]"Yk(2, 20) = 0, k € M, (4.9)

n’admet de solution z € Z.

Preuve. Soit zg € Zj une solution localement faiblement efficace pour (PMFN) et
supposons qu’il existe Z € Z; vérifiant les inégalités (4.6)-(4.9).

Pour i € Q, soit pr, (20,2, 7) = F;(z0 + ™(Z, 20)) — F;(20).

On remarque que cette fonction s’annule pour 7 = 0 et, en utilisant les inégalités
(4.2) et (4.6), on obtient : Tlféi 7 er (20,2, 7) — @£ (20, 2,0)] = Tli%ﬁ T F (20 +
(2, 20)) — Fi(z0)] = [VE(20)0(Z, 20) < [9F(z0)]'m (3 7) < 0, il en résulte que,
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pour i € Q, ¢r (20,2, 7) <0 si 7 est dans un intervalle ouvert (0,0x,), dr > 0.

Ainsi, pour tout 7 € Q,
Fi(zo +m(Z,20)) < Fi(20), 7 € (0,0R,).
De méme, en utilisant (4.3) avec (4.7), (4.4) avec (4.8) et (4.5) avec (4.9), on obtient

Gi(20 +™1(2, 20)) 2 Gi(#0), T € (0,0¢,), Vi€ Q,
frj(ZO +7'7](5, ZO)) g iTj('ZO) = 07 T E (075Tj)7 vj S J<ZO>7
Hk<20 —|—7—7’]<2,Zo)) = Hk(Z[)) = 0, T € (OaéHk)a Y k € M,

otl pour tout i € Q, dg, > 0, pour tout j € J(z), dr; > 0 et pour tout k € M, og, >
0.

Puisque pour tout j € J(z), Tj(z) < 0 et Tj est continue en zp, donc, il existe
d; > 0 tel que

7}(20 + 7'7](2, Z())) <0, 7€ (0,5]'), VJ c j(Zo).
Soit dy = min{dp, dg,, i € Q, o, j € J(20), Sm,, k € M, &;, j € J(2)}. Alors
(20 +710(Z2, 20)) € Vs,(20), T € (0,00), (4.10)

ou Vj,(29) est un voisinage de zy. Maintenant, pour tout 7 € (0,dp) on a

Fi(z0+ (%, 20)) < Fy(20), i € Q, (4.11)
Gi(z0 +71(Z, 20)) 2 Gi(=0), i € Q, (4.12)
Ti(z0+7n(2,20)) =0, j € P, (4.13)
Hy(z0+70(%,20)) =0, k€ M. (4.14)

De (4.10), (4.13) et (4.14), on obtient (zy + T™9(Z,20)) € Vs,(20) N Zp, pour tout
T € (0,50)
En utilisant (4.11), (4.12) et F >0, G > 0, pour R(z) = (£, .., 22 "on obtient

R(z0 + (2, 20)) < R(20),

ce qui contredit ’hypothese que zg est une solution (localement) faiblement efficace
pour (PMFN). Dong, il n’existe pas z € Z, satisfaisant le systeme (4.6)-(4.9), donc

le lemme est démontré.
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Théoreme 4.4.1. [24] (conditions nécessaires de type Fritz John) Supposons que
(i) zo est une solution faiblement efficace pour (PMFN) ;
(i) F;, G, i € Q, Hy, k € M sont différentiables en zq et il existe des fonctions
vectoriellesn; : Zox Z = RN, i € Q, 0;: Zyx Z - RN, i € Q, ¢j: Zyx Z —
RN, j € J(2) et ¥y : Zyg x Z — RN, k € M wvérifiant en 2y par rapport a
n:Zyx Z — RY les inégalités (4.2)-(4.5);
(iii) soit F(z) = ([VE(z)]'mi(z,2), i € Q) € RY Gz) =
(=[VGi(20)]10:(2,20), @ € Q, [VT;(20)]'0i(2,20), J € J(z)) € RIT ¢t
H(z) = ([VHi(20)]"r(2, 20), k € M) € R™ ou la fonction (F,G, H) est
(RL x ]Rq;‘lo x 0)-preconvezlike de z sur Zj.
Alors il eziste (u, A, 7,0) € Rq’zxﬂ%qlel%i0 XR™L (1, N7y, 0) # 0 tel que (2o, i, X, 7, 9)
satisfait I

D IV E(0)] iz 20) = MGz 20) + D 3[TT3 (0002 20) +
= =1 j€J(z0)
"i Ok [V Hy(20)"tn(2,20) 2 0, ¥V 2 € Zp.  (4.15)

Preuve. Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, alors, d’aprés le Lemme 4.4.1
le systeme (4.6)-(4.9) n’admet pas de solution pour z € Z;. D’apres I'hypothese
(i17), la fonction (F,G, H)(2) = ([VF,(20)]":(2, 20), i € Q, —[VGi(20)]'0:(2, 20), i €
Q, [VT;(20)]'¢;(2, 20), J € J(20), [VHir(20)]"Yr(z, 20), k € M) est (RL x Rq;‘]‘) x 0)-
preconvexlike de z sur Zg, donc, du Théoréme 3.5.1, il existe (1, A, v, ) € ]Rg2 x RE x
R‘é‘) X R™TL (1, X7, 8) # 0 tel que la relation (4.15) est satisfaite, ce qui co?resp(;nd

aux conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John.

Puisque pour tous les x € X fixés, le probleme du niveau inférieur est convexe
et ses contraintes sont linéaires, alors nous avons les solutions (faiblement) efficaces
globales du probleme (PMFN) correspondent aux solutions (faiblement) efficaces
globales du probleme (PBMF'N).

Théoréeme 4.4.2. [2/] (conditions nécessaires de type Fritz John) Supposons que
(x0,y0) est une solution faiblement efficace pour (PBMFN). Si les conditions (i)
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et (iii) du Théoreme 4.4.1 sont satisfaites, alors il existe (p, A,7,6) € RL x RY x
R‘g X R™FL (u, Ny, 0) # 0 tel que (zo, yo, 1, A, Y, ) satisfait la relation (4.15).

4.5 Conditions suffisantes d’efficacité

Dans cette section, nous établissons des conditions suffisantes d’efficacité de type
(Fritz John) pour quun point réalisable du probleme (PMFN) corresponde & une
solution (faiblement) efficace du probléme bi-niveaux (PBMFN).

F;(z0)

Gizo) 1€

Théoreme 4.5.1. [24] Soit 2y € Zy et supposons qu’il existe A € RL (\; =
Q) tel que
1. (Fi—=MGhy, ..., F,— \,Gy) est faiblement pseudo-inveze en zy sur Zy par rapport
an:Zox Zg — RN, ieQ;
2. pour tout j € J(zy), 1; est strictement quasi-inveze en zy sur Zy par rapport
a ¢ Zo x Zyg — RY;
3. pour tout k € M, Hy, est infine en zy sur Zy par rapport a vy, : Zyx Zy — RV,
S’il existe un vecteur p € RL, v € Rio et 6 € R™M (u,7) # 0 tels que

> 1 ([VE(20)]'mi(z, 20) = M[VGi(z0)'milz,20)) + Y %[VT5(20)]'5 (2, 20) +

i=1 J€J(20)
m—+1
> 6V Hi(20)]"Yk(2, 20) 2 0, 2 € Zo, (4.16)
k=1

alors zy est une solution faiblement efficace pour (PMFN).

Preuve. Supposons que zy n’est pas une solution faiblement efficace pour (PM FN).
Alors il existe une solution réalisable z € Z; de (PM F'N) tel que

Fi(z) _ Fi(2)

Gi(z)  Gi(zo)

ie., Fi(z) — NGi(2) <0, VieQ,

7ViEQ7

qui est équivalent a

[Fi(2) = MGi(2)] — [Filz0) — AGilz0)] < 0, Vi € Q.
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D’apres 'hypothese (Fy — A\ Gy, ..., F, — A\,G,) est faiblement pseudo-invexe en z, sur
Zy par rapport a (1;)icq, il en résulte que

dze 2y, V[E(Zo) — )\lGl(ZQ)}tﬁl(g, Zo) < 0, Vie Q (417)

De la definition de I’ensemble J(zy) et puisque Z € Zj, on obtient pour tout j €
J(20), Tj(2) — Tj(20) = 0 et de I'hypothese 2., il en résulte que

(VT (20)]'6;(Z, 20) < 0, ¥ j € J(z0). (4.18)

Comme (p,7y) > 0 et de (4.17) et (4.18), on a

q

> wiV[F(z0) = MGilz0)]'mi(Z,20) + Y w[VTi(20))'65(%,20) < 0. (4.19)

i=1 J€J(20)
Comme Z, zg € Zy et de 'hypothese 3., on a

m+1

> 5[V Hi(20)] 4k (2, 20) = 0. (4.20)

k=1

De (4.19) et (4.20), on obtient

Y i ([VEG0)'mi(2, 20) = M[VGi(z0)'mi(Z,20)) + Y w[VT;(20))'5(2, 20) +
i=1 JE€J(20)

> 5[V Hi(20))"9k (2, 20) < 0,

k=1
ce qui contredit (4.16). D’ou 2y est une solution faiblement efficace de (PMFN).

Théoréme 4.5.2. [2/] Soit zy € Zy et on suppose qu’il existe (i, A,v,d) € RL x

RE x Rio x R () = gz(é‘;)), i €Q), tels que

q
1. Zul(Fl — NG;) est faiblement pseudo-inveze en zy sur Zy par rapport a n :
i=1

Z_O X ZO - RN ;
m—+1

2. Z(Ska est infine en zy sur Zy par rapport a1 : Zy X Zy — RV,
k=1
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St la condition suivante est satisfaite

> i ([VFi(20))'0(z, 20) = MilVGil20)]'n(z, 20)) + Y %[9T5(20)] (2 = 20) +
i=1 j€J(20)

> o[VH(20)]"W(2,20) 20, V 2 € Zo,  (4.21)
k=1

alors zy est une solution efficace pour (PMFN).

Preuve. Supposons que z; n’est pas une solution efficace pour (PMFN). Alors il

existe une solution réalisable z € Z; de (PM F N) tel que pour un certain p € @

F,(2) _ F,(2) ot Fi(z) < Fi(z)
Go(z)  Gulz0)  Gi(z) ~ Gi(#)

,VIieQ, i#p

ie-a F,D(Z) < )\/JGP(Z) et E(Z) g )\ZGZ(Z)7 V’l € Q7 Z 7é Ps
qui est équivalent a
Fy(2) = MGl2) < Fy(z0) = MGl0), (4.22)

Puisque p > 0, de (4.22) et (4.23) on obtient

Z 1i(Fi(2) — MGi(z)) — Z 1:(Fi(20) — MiGilz)) < 0. (4.24)
De (4.24) et de 'hypothese 1., on a
3z€Zo, Y i ([VE(20)) — Mi[VGilz0)]") 0(z, 20) < 0. (4.25)

i=1

On a Tj est linéaire pour tout j € J(2g) et donc T} est invexe par rapport a (z — zp).
De la définition de J(zp) et Z € Z, on obtient pour tout j € J(2o), 1j(2)—Tj(z) = 0

et de l'invexité de T} avec v 2 0, il résulte que

> YlVTi(20)]'(z = 20) 0. (4.26)

jEJ(zo)
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Puisque z et 2z, sont réalisables et de I’hypothese 2., on a

m+1

Zfsk[VHk(Zo)]t@/)(f, z9) = 0. (4.27)
De (4.25), (4.26) et (4.27), on obtient

Zm ([VE(20))'n(Z, 20) = MVGi(z0)'n(Z,20) + D %[9T5(z0))' (2 = 20) +
J€J(20)

> 6V Hi(20))")(2, 20) < 0,

ce qui contredit (4.21). Donc zj est une solution efficace pour (PMFN).
Remarque 4.5.1. [24] 1l est facile de voir que si on ajoute I'’hypothese 2. du

Théoreme 4.5.1 pour le Théoreme 4.5.2 et nous remplagons la condition (4.21) par

la condition (4.16), le Théoreme 4.5.2 reste vrai.

Puisque pour tout x € X fixé, le probleme du niveau inférieur est convexe et
ses contraintes sont linéaires, alors on a les solutions (faiblement) efficaces globales
du probleme (PMFN) coincident avec les solutions (faiblement) efficaces globales
du probleme (PBMFN). Donc du Théoreme 4.5.1 et Théoreme 4.5.2, on déduit des
conditions suffisantes de type (Fritz John) pour qu'un point réalisable pour (PM F'N)
correspond a une solution (faiblement) efficace pour (PBM FN).

Afin d’illustrer ces conditions suffisantes d’efficacité, on donne I’exemple suivant.

4.6 Exemple numérique

L’exemple suivant est donné pour illustrer les résultats trouvés dans la section

précédente.

Exemple 4.6.1. [24] Considérons le probleme bi-niveaux multi-objectifs fraction-

naire suivant :

mln

Flay) _ = (2 Proty @ )
G(z,) 2z4y+17 y24+2/7
(PBMFN1){ s.c min f(z,y) = y* — 2zy +y,

y_
g(z,y) =22 -y = 0.
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En utilisant les conditions KKT associées au probleme du niveau inférieur, nous

obtenons un probleme multi-objectifs a un seul niveau fractionnaire donné comme

suit : ( - F(zy) Borty
x{Iyl,luI,lv @(x:y) - (2:r:+y+17 y2+2)7
s.c 2x — Y é 07
u(—2z +y) +vy =0,
xz,Y,u,v Z 0,

\

ou wu,v sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions KKT de

probleme du niveau inférieur pour chaque z € R fixé. En posant 2 =

(2, y,u,0), 28 = BB G =19 T(2) = G(a,y), Hi(2) = 9,f(z,y)+uv,g(z, y)—v

et Hy(2) = —uV,g(x,y)+ vy, le probleme (PMFN1) peut étre écrit comme suit :

3
(min g = (555 75):
s T(z) =2z —y =0,
(PMFNT) Hi(z)=—2x+2y—u—v+1=0,
Hy(z) = u(—2x +y) + vy =0,
ZGR“Z,

ou F,, Gpy T, Ho:RL — R, i=12 k=12 Zy={z € RL: T(2) £ 0, Hy(z) =
0, k = 1,2} est l'ensemble de toutes les solutions réalisables de (PMFN1). Soit
20 = (20, Yo, o, vo) = (0,0, 1,0) € Zy une solution réalisable pour (PMFN1). On a

i p20ur <>‘17>‘2) = (070)26t (MM/LQ) = (17%)7 F(Z) - F(ZU) =

D i (Fi(2) = NGi(2)] = > [ (Filz0) — MiGi(20))] = 2° + 324y 20,V z €
=1 =1
Zo, et alors F est faiblement pseudo-invexe en z, par rapport a n’importe quelle

fonction 1 : R4 X R4 — R*en partlcuher par rapport a n(z, z) = (y,2%,0,0);

e pour (0y,02) = (—2,3), H(z) = Zéka(z) = 4dr—4y+2u+2v+3u(—2z+y)+

3vy — 2 est infine par rapport a ¢(z 2) = 15 (—2H(2),—H(z),2H(z),2H(z))
en utilisant la Proposition 1.4.1;
e la condition (4.21) est satisfaite pour (Ay, A2), (p1, p2), (61,92) et v =1, et elle
2

prend la forme Zm ([VFi(20)'n(z, 20) — Ni[VGi(20)]'n(2, 20)) +7[VT (20)]" (2 —

i=1
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2
20) + Y _k[VH(20)](2,20) =22 + 20+ 3y 20, V z € Z.
k=1
Donc, d’apres le Théoreme 4.5.2, on conclut que zg = (xg, Yo, uo, vo) = (0,0, 1,0) est

une solution efficace pour (PMFN1), et il en résulte que (z9,%0) = (0,0) est une
solution efficace pour (PBM FN1).

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un probleme de programmation bi-niveaux
dans lequel la fonction objectif du niveau supérieur est vectorielle fractionnaire
non linéaire, la fonction objectif du niveau inférieur est quadratique scalaire et la
région réalisable commune est déterminée par des contraintes d’inégalités linéaires.
En utilisant les conditions de Kuhn-Tucker (KKT) associées au probleme du niveau
inférieur, le probleme (PBM FN) a été transformé en un probléme a un seul niveau
multi-objectifs fractionnaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM F'N).
Comme le probleme du niveau inférieur est convexe et ses contraintes sont linéaires
pour tout z fixé, alors on a l’ensemble de solutions (faiblement) efficaces globales
de (PMFN) coincide avec I’ensemble de solutions (faiblement) efficaces globales de
(PBMFN). Nous avons établi des conditions nécessaires d’efficacité globales de type
Fritz John pour le probleme (PBM FN) sans utiliser aucune contrainte de qualifi-
cation. De plus, nous avons obtenu des conditions suffisantes d’efficacité globales de
type (Fritz John) pour qu'un point réalisable du probléme (PM FN) correspond a
une solution (faiblement) efficace du probleme (PBM F N) sous des hypotheses d’in-
vexité généralisée et des fonctions infines. Pour l'illustration des résultats obtenus un

exemple numérique a été donné.
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Les problemes de programmation bi-niveaux sont des problemes d’optimisation
dans lesquels deux décideurs doivent optimiser leurs fonctions objectifs et pour les-
quels un ordre hiérarchique existe. Chaque décideur vise a optimiser sa fonction
objectif, mais il est influencé par les actions de 'autre. Le premier décideur (niveau
supérieur ou leader) déclare sa décision en anticipant éventuellement sur la réaction
du deuxieme décideur (niveau inférieur ou suiveur). Et ce dernier doit choisir une
décision qui tient compte de celle du leader. Bien que le leader a la priorité dans la
prise de décision, mais il ne peut évaluer l'efficacité de son choix qu’apres ’annonce
de la décision du suiveur.

Les problemes bi-niveaux multi-objectifs sont des problemes bi-niveaux dont I'une
au moins des fonctions objectifs du niveau supérieur et du niveau inférieur est vec-
torielle. Ces problemes sont de plus en plus étudiés dans la littérature en raison de
leurs divers applications pratiques dans plusieurs domaines.

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés spécifiquement aux
problemes de programmation bi-niveaux multi-objectifs au niveau supérieur. En par-
ticulier, notre intéret s’est surtout porté sur I’étude des conditions d’efficacité globales
pour ces problemes. Pour cela, nous avons considéré d’une part un probleme de pro-
grammation bi-niveaux optimiste non linéaire (PBMN), ou le niveau supérieur est
un probleme d’optimisation vectoriel et le niveau inférieur est un probleme d’opti-
misation scalaire. Pour effectuer cette étude, nous nous sommes amenés a considérer
deux étapes. Dans la premiere étape, en se basant sur 'approche de Karush-Kuhn-
Tucker, nous avons transformé le probleme (PBM N) en un probléme a un seul niveau

multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM N). Des
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relations entre les problemes (PBMN) et (PMN) ont été établies et, en particu-
lier, nous avons montré sous des conditions appropriées de convexité et de contrainte
de qualification que les ensembles des solutions (faiblement ou proprement) efficaces
globales des problemes (PBMN) et (PM N) coincident. Dans la seconde étape, nous
avons étudié le probleme obtenu apres transformation (PM N) et nous avons prouvé
des conditions nécessaires d’efficacité de type Fritz John pour (PMN) et donc pour
(PBMN) sans utilisation d’aucune contrainte de qualification. Par ailleurs, nous
avons obtenu des conditions suffisantes d’efficacité de type (Fritz John) pour qu’un
point réalisable de (PM N) corresponde & une solution (faiblement ou proprement) ef-
ficace du probléeme bi-niveaux (PBM N) sous différentes formes d’invexité généralisée
et de fonctions infines. D’autre part, nous avons généralisé ces résultats en considérant
d’autres problemes bi-niveaux multi-objectifs impliquant des fonctions linéaires, qua-
dratiques, et/ou fractionnaires. Plusieurs exemples numériques ont été donnés pour
I'illustration des résultats obtenus. Il y a lieu de signaler que c’est la premiere fois
dans la littérature que des concepts d’invexité généralisée ont été utilisés pour 1’étude
des problemes de programmation bi-niveaux.

A Tissue de ce travail nous avons dégagé plusieurs perspectives de recherche qui

peuvent étre exploitées dans des travaux futurs. Parmi ces perspectives, nous citons :

1. Elaboration de méthodes numériques de calcul de solutions (faiblement ou pro-

prement) efficaces des problemes bi-niveaux multi-objectifs au niveau supérieur.

2. Etude des conditions d’efficacité d’un probléeme bi-niveaux multi-objectifs au
niveau supérieur avec d’autres approches telles que 'approche de la valeur

optimale du probleme du niveau inférieur.

3. Etude des problemes bi-niveaux semi-vectoriels sous des conditions d’invexité
généralisée.

4. Etude des problemes bi-niveaux multi-objectifs en considérant la position pes-

simiste.

5. Etude des problemes bi-niveaux multi-objectifs (fractionnaires) mnon

différentiables sous des conditions d’invexité généralisée.

6. Exploration des problemes pratiques pouvant étre modélisés sous forme de

probleémes bi-niveaux multi-objectifs (fractionnaires).
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RESUME

Dans cette these, nous avons étudié les conditions d’efficacité globales dans
les probléemes de programmation bi-niveaux multi-objectifs. Pour cela, nous avons
considéré d’une part un probleme de programmation bi-niveaux optimiste non
linéaire (PBMN), ou le niveau supérieur est un probleme d’optimisation vectoriel
et le niveau inférieur est un probleme d’optimisation scalaire. En utilisant les condi-
tions de Karush-Kuhn-Tucker associées au probleme du niveau inférieur, nous avons
transformé le probleme (PBMN) en un probléme a un seul niveau multi-objectifs non
linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités (PMN). Nous avons établi des
relations entre les problemes (PBMN) et (PMN), et en particulier nous avons montré
sous des conditions appropriées de convexité et de contrainte de qualification que les
ensembles des solutions (faiblement ou proprement) efficaces globales des problemes
(PBMN) et (PMN) coincident. De plus, nous avons prouvé des conditions nécessaires
d’efficacité de type Fritz John pour (PBMN) sans utilisation d’aucune contrainte de
qualification. Par ailleurs, nous avons obtenu des conditions d’efficacité suffisantes
de type (Fritz John) pour qu’un point réalisable de (PMN) correspond & une so-
lution (faiblement ou proprement) efficace du probléme bi-niveaux (PBMN) sous
différentes formes d’invexité généralisée et de fonctions infines. D’autres part, nous
avons généralisé les résultats ci-dessus en considérant d’autres problemes bi-niveaux
multi-objectifs impliquant des fonctions linéaires, quadratiques, et/ou fractionnaires.
Pour l'illustration des résultats obtenus plusieurs exemples ont été donnés.

Mots clés : Programmation bi-niveaux multi-objectifs, Programmation fraction-
naire, Conditions de KKT, Invexité généralisée, Conditions d’efficacité globales, So-
lution (faiblement, proprement) efficace.

ABSTRACT

In this thesis, we have studied the sufficient efficiency conditions in multi-objective
bi-level programming problems. For this, we have firstly considered a nonlinear op-
timistic bi-level programming problem (PBMN), where the upper level is a vector
optimization problem and the lower level is a scalar optimization problem. By using
the Karush—Kuhn—Tucker conditions associated to the lower-level problem, we have
transformed the problem (PBMN) into a nonlinear multiobjective single-level pro-
gramming problem with equality and inequality constraints (PMN). We have esta-
blished relationships between the problems (PBMN) and (PMN), and in particular
we have shown under appropriate constraint qualification and convexity assumptions
that the sets of global (weakly or properly) efficient solutions of problems (PBMN)
and (PMN) coincide. Furthermore, we have proved Fritz John type necessary effi-
ciency conditions for (PBMN) without using any constraint qualification. Moreover,
we have obtained (Fritz John) type sufficient efficiency conditions for a feasible point
of (PMN) corresponds to a (weakly or properly) efficient solution for the bilevel
problem (PBMN) under various forms of generalized invexity and infineness. On
the other hand, we have generalized the above results by considering other multi-
objective bi-level problems involving linear, quadratic, and/or fractional functions.
To illustrate the obtained results several examples are given.

Keywords : Multiobjective bilevel programming, Fractional programming, KKT
conditions, Generalized invexity, Global efficiency conditions, (Weakly, properly) ef-
ficient solution.



