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Introdution

L'étude de proessus de Markov (Xn)n engendré par des produits de om-

position de fontions aléatoires indépendantes Fn est intensément étudié es

dernières années. Le modèle le plus simple de e type de proessus est onsti-

tué par les marhes aléatoires. La généralisation introduite par rapport aux

marhes aléatoires tient dans le type de fontion Fn. Ce qui est nouveau

depuis quelques années, 'est qu'en général es fontions Fn ne sont pas li-

néaires et don le modèle des marhes aléatoires ne onvient pas tout à fait.

Depuis les travaux de Furstehberg dans les années 80, de nombreux auteurs

se sont intéressés à e type de proessus : Leta, Diaonis, Guivar'h, Bou-

gerol, Mirek,... De nombreux travaux sont onsarés haque année à l'étude

des propriétés de e type de proessus.

L'absene d'une théorie générale, fait qu'au niveau des méthodes d'étude,

un appareillage mathématique élaboré et diversi�é est mis en oeuvre. Fursten-

berg utilise des algèbres et des groupes de Lie ; Diaonis développe l'analyse

de Fourier ; Guivar'h les opérateurs de Doeblin-Fortet ; Mirek la théorie er-

godique,...

Les problèmes posés sont la reherhe de onditions sur les Fn pour assu-

rer la onvergene du proessus itéré F1 ◦ F2 ◦ · · · ◦ Fn. Souvent la question

prinipale est de préiser les onditions de réurrene ou de transiene pour

la haîne de Markov (Xn)n.

Nous nous intéressons à e type de proessus dans le as où les itéra-

tions sont produites par des frations ontinues. Nous faisons une synthèse

de quelques travaux réents et omplétons le mémoire de Master de Mlle

Hedjem Akila. Notre attention a été retenue aussi par l'ourrene de fra-

tions ontinues dans les proessus de naissane et de mort. Nous faisons aussi
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un résumé des résultats obtenus par O'Donohoe et Murphy synthétisés par

Jones.

Conrêtement dans le hapitre I, nous donnons les propriétés générales

des frations ontinues, ainsi que les onditions de onvergene et d'analyité.

Le hapitre II est onsaré à l'étude de modèles de systèmes dynamiques et

le traitement d'exemples de haînes de Markov itératives ainsi qu'une syn-

thèse sur les haînes de Markov et les noyaux de transition, omplétant le

travail de Mlle Arezki Ouerdia dans son mémoire de Master. Le troisième

est onstitué de quelques généralités sur le proessus de naissane et de mort

et proessus Markovien de sauts. Nous donnons aussi quelques propriétés de

la transformée de Laplae et la formule d'inversion ainsi que son appliation

à la reherhe de la solution des équations di�érentielles assoiées aux pro-

essus de naissane et de mort, sous forme de frations ontinues. En�n, en

onlusion nous donnons quelques idées sur les perspetives de e travail.
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Chapitre 1

Généralités sur les frations

ontinues

1.1 Premières propriétés

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1. Une fration ontinue F (z) de la variable omplexe z est la

donnée de deux suites

(

an(z)
)

,

(

bn(z)
)

de nombres omplexes dépendantes

de z tel que :

F (z) = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 +
a4

b4 + · · ·

En général on note F (z) = Φ

(

an
bn

)

Dé�nition 1.2.

On appelle fration réduite ou réduite d'ordre n, de la fration ontinue F (z),

7



la fration

Pn(z)

Qn(z)
= b0 +

a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 +
a4

b4 + · · ·+
an
bn

A titre d'exemple, nous avons les propositions suivantes :

Proposition 1.1. ∀x ∈ R, nous avons

tan(x) =
x

1− x2

3− x2

5− x2

7− x2

9− · · ·
Démonstration. Nous avons :

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
=

∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!

=
x

∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n+ 1)!

Si l'on érit tan(x) sous la forme tan(x) =
x

1 +R1
, on reonnaît

R1 = −x2

∞
∑

n=1

(−1)n−1(2n)x2n−2

(2n+ 1)!
∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n+ 1)!

=
x2

∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
∞
∑

n=0

(−1)n(2n+ 2)x2n

(2n+ 3)!
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et de même, on peut alors érire : R1 =
−x2

3 +R2
,

En itérant le proédé, on onstruit ainsi :

tan(x) =
x

1− x2

3− x2

5− · · ·· · · − x2

(2k − 1) +Rk

Par réurrene presque immédiate, on a par ailleurs

Rk =

∞
∑

n=0

(−1)n+1(2n+ 2)(2n+ 4) · · · (2n+ 2k)x2n+2

(2n+ 2k + 1)!
∞
∑

n=0

(−1)n(2n+ 2)(2n+ 4) · · · (2n+ 2k − 2)x2n

(2n+ 2k − 1)!

et don on obtient �nalement :

tan(x) =
x

1− x2

3− x2

5− x2

7− x2

9− · · ·

Proposition 1.2. Développement de ex en fration ontinue par la formule

d'Euler :

Nous avons, ∀x ∈ R

ex = 2 +
x

1 +
x

2 +
x

1 +
x

1 +
x

4 +
x

1 +
x

1 +
x

6 +
x

1 + · · ·
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Dé�nition 1.3. Soit F une fration ontinue et

Pn

Qn
sa réduite d'ordre n.

On dit que la fration ontinue onverge si la suite

(Pn

Qn

)

n
onverge.

1.1.2 Approhe géométrique : Homographies

Dans ette partie, nous introduisons quelques rappels sur les transforma-

tions géométriques simples et puis nous identi�erons la omposition de es

transformations dans l'homographie.

Dé�nition 1.4 (Translation ).

On appelle translation de veteur

−→w toute appliation f : C −→ C qui au

point M d'a�xe z assoie le point M ′
d'a�xe z′ tel que :

z′ = f(z) = z + b

Ave

−→w le veteur d'a�xe b

Dé�nition 1.5 (Rotation).

On appelle rotation plane d'angle θ et de entre O, toute transformation T
de C dans C de la forme T (z) = zeiθ.
Si z = reiα (où r = |z| et α = arg(z)), alors T (z) = reiα.eiθ = rei(α+θ)

.

Dé�nition 1.6 (Homothétie ).

Soit k un réel non nul, l'appliation f qui à tout point M d'a�xe z assoie

le point M ′
d'a�xe z′ tel que z′ = kz est l'homothétie de entre O et de

rapport k.

Remarquons qu'on a z′ = kz où z est l'a�xe du veteur

−−→
OM et z′ l'a�xe du

veteur

−−→
OM ′

don on a :

−−→
OM ′ = K

−−→
OM , e qui orrespond bien à la dé�nition

d'homothétie de entre O.

Dé�nition 1.7 (Similitude direte ).

L'appliation qui à tout point M d'a�xe z assoie le point M ′
d'a�xe

z′ = az+ b, (où a, b ∈ C, a 6= 0) est une similitude direte de entre le point

ω tel que ω = aω + b de rapport |a| et d'angle arg(a)

Dé�nition 1.8 (Inversion).

On appelle inversion de p�le l'origine O et de puissane k la transformation

T de C dans C de la forme T (z) =
k

(z − z0)
+ Z0
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Dé�nition 1.9.

Une homographie T est une transformation du plan omplexe

T : C→ C

z 7→ T (z) tel que ∃ a, b, c, d ∈ C véri�ant T (z) =
az + b

cz + d
.

Exemple 1.1. Cas T (z) =
b

cz + d
À quoi orrespondent les transformations de e type ?

T (z) = z′ =
b

cz + d
.

Il est immédiat que T est la omposée de transformations géométriques élé-

mentaires.

En e�et, soit Z = cz + d et la similitude direte z 7→ Z = cz + d = T1(z).
On voit lairement qu'on passe de z à z′ = T (z) par la suite de transforma-

tions qui suivent :

z
T17−→ Z = cz + d

T27−→ z1 =
1

Z

T37−→ z2 = bz1 =
b

Z
= z′.

La transformation T s'érit don :

T = T3 ◦ T2 ◦ T1

Où T1 = S est la similitude direte de rapport |C|,
T2 = I(O, 1) l'inversion de p�le l'origine O et de puissane 1,

et T3 = r(O, θ)◦h(O,K), ave h(O,K) l'homothétie de entre O et de rapport

K = |b| ;
ave r(O, θ) la rotation de entre O et d'angle θ = arg(b).
Ce qui montre que :

T = r(O, θ) ◦ h(O,K) ◦ I(O, 1) ◦ S
Remarque 1.1. 1. Si c 6= 0 on peut érire :

az + b

cz + d
=

bc− ad

c2(z + d/c)
+

a

c

Don une homographie est la omposition de transformations las-

siques : translation, inversion, rotation, et homothétie suivie par une

autre translation.

C'est le as générique ; il o�re aussi une rihesse géométrique immense.

2. Si c = 0 : l'homographie est la omposition de transformations : trans-

lation, rotation, et homothétie ; 'est don une similitude direte.
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Exemple

Cela nous permettra de voir omment s'utilisent les nombres omplexes

en géométrie et en même temps de onstater que l'homographie est un peu

di�érente des transformations que nous onnaissons habituellement.

Soit f la transformation qui à M d'a�xe z assoie le point M ′
d'a�xe :

z′ =
2z + 1

z + 1

1- Montrer que f est un produit de transformations géométriques élémen-

taires (translations, homothéties, rotations, inversions...) qu'on préi-

sera.

On peut érire :

f(z) = z′ =
2z + 2− 1

z + 1
= 2− 1

z + 1

On passe don de z à z′ par la suite d'appliations qui suivent :

z
f17−→ z + 1

f27−→ 1

z + 1

f37−→ 1

z + 1

f47−→ − 1

z + 1

f57−→ 2− 1

z + 1

où f1 est la translation de veteur (le nombre omplexe) 1, f2 est l'in-
version de p�le l'origine et de puissane 1, f3 est la symétrie par rapport

à l'axe des abisses, f4 est la symétrie par rapport à l'origine et f5 est
la translation de veteur 2.

2- Soit Ω− la partie du plan telle que x2 + y2 < 1. Quelle est son image par

la transformation f ?
Pour voir omment se transforme Ω, il est néessaire de voir ça se passe
pour le erle Γ d'équation x2+y2 = 1 ('est le erle de entre O et de

rayon 1 privé bien sûr du point z = −1 qui n'a pas d'image). Par f1,
Γ devient Γ1, erle de entre O1 = (1, 0) et de rayon 1 ; l'inversion f2
le transforme en la droite Γ3 d'équation x = 1

2
, f3 laisse Γ3 invariante,

f4 la ramène sur la droite Γ4 d'équation x = −1
2
et en�n f5 taansforme

ette dernière en la droite ∆ d'équation x = 3
2
.

La transformation f est une bijetion de l'ouvert C\{−1} sur l'ouvert
C\{2} . Elle a pour transformation inverse f−1(ω) =

−ω + 1

ω − 2
(dé�nie

bien sûr sur C\{2} ; don :
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f : C\{−1} −→ C\{2}

est un homéomorphisme.

Posons :

• Ω = C\({−1} ∪ Γ) et Ω′ = C\({2} ∪ Γ),

• Ω− = {z ∈ Ω :| z |< 1} et Ω+ = {z ∈ Ω :| z |< 1},
• Ω′

− = {z = x+ iy ∈ Ω′ : x < 3
2
} et Ω′

+ = {z = x+ iy ∈ Ω′ : x < 3
2
}

L'ouvert Ω est non onnexe : ses omposantes onnexes sont Ω− et Ω+ ;

de même l'ouvert Ω est non onnexe : ses omposantes onnexes sont

Ω′
− et Ω′

+. La restrition de f à Ω est un homéomorphisme sur Ω′
; f

va don envoyer homéomorphiquement la omposante onnexe Ω− de

Ω sur l'une des deux omposantes onnexes de Ω′
. Pour savoir laquelle

il su�t de voir où va le point z0 = 0 ; elui-i a pour image 1, il est

don dans Ω′
−. Le transformé par f ′

de l'ouvert Ω− est don l'ouvert

Ω′
−.
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Figure 1.1 � Les erles intérieurs au erle Γ privés du point z = −1 et

qui lui sont tangents en e point forment un feuilletage du disque Ω−. La

transformation f les redresse en droites parallèles à ∆ et situeés à sa gauhe.

On peut voir aussi que f envoie par exemple le 3ème roissant sur la 3 ème

bande .
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Proposition 1.3. Soit S l'ensemble des homographies muni de la loi o de

omposition des appliations, alors (S, o) est un groupe.

Démonstration. Soient h1(z) =
a1z + b1
c1z + d1

, et h2(z) =
a2z + b2
c2z + d2

deux

homographies.

Nous avons :

h2oh1(z) = h2

(

h1(z)
)

=
(a2a1 + b2c1)z + (a2b1 + b2d1)

(c2a1 + d2c1)z + (c2b1 + d2d1)

qui montre bien que h2oh1 est une homographie don la loi de omposition

"o" est une loi interne.

Si h1, h2, h3 sont des homographies, alors on a :

[

(h1oh2)oh3

]

(z) = (h1oh2)(h3(z)) = h1

[

h2(h3(z))
]

[

h1o(h2)oh3)
]

(z) = h1

[

(h2oh3)(z)
]

= h1

[

h2(h3(z))
]

d'où (h1oh2)oh3 = h1o(h2oh3)
Don la omposition des homographies est assoiative.

L'élément neutre de la loi "o" est l'identité h(z) = z donnée par a = d = 1
et b = c = 0 ou a = d = −1 et b = c = 0.

Toute homographie h(z) =
az + b

cz + d
a un symétrique h−1(z) =

dz + b

−cz + d
On onlue que (S, o) est un groupe.

1.1.3 Compositions d'homographies

Considérons les homographies t0, t1, . . . , tn, alors t0 o t1 o . . . o tn est une

homographie qui dé�nit une fration ontinue, quand n tend vers ∞ (n est

assez grand).

Soient les homographies dé�nies par :

tp : w 7−→ tp(w) =
αpw + βp

γpw + δp
, ave αp, βp, γp, δp ∈ C, γp 6= 0,

p = 0, 1, 2, . . ..
On onsidère la omposée de (n+ 1) transformations t0 o t1 o . . . o tn.
Remarquons que

az + b

cz + d
=

a

c
+

bc− ad

c2(z + d/c)
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ave c 6= 0.
Nous avons alors

tp(w) =
αp

γp
−

∆p/γ
2
p

δp/γp + w
, ∆p = αpδp − βpγp

Don

t0ot1o . . . otn(w) =
α0

γ0
− ∆0/γ

2
0

δ0
γ0

+ α1

γ1
− ∆1/γ

2
1

δ1
γ1

+ α2

γ2
− · · · − ∆n−1/γ

2
n−1

δn−1

γn−1
+ αn

γn
− ∆n/γ

2
n

δn
γn

+ w

Quand n tend vers ∞ et pour w =∞, t0 o t1 o . . . o tn dé�nit une fration

ontinue.

Proposition 1.4. Soient (ak)k et (bk)k deux suites de nombres omplexes et

(tk)k≥0 la suite des homographies dé�nies pour u ∈ C, par

u 7−→ tk(u) =
ak

bk + u

si (Tk)k est la suite dé�nie par Tk = t0 ◦ t1 ◦ ... ◦ tk et si Wk = Tk(0), alors la
fration ontinue φ (

an
bn
) onverge si la suite (Wn)n onverge dans C vers W .

Démonstration. On a

Wk = Tk(0) =
a0

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 + · · ·+
ak
bk

On notera aussi :

Φ
(an
bn

)

=
a0

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 + · · ·

= W

Lorsqu'il y a onvergene, ar on onfond alors la fration ontinue et sa

valeur. ✷
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Expression matriielle : On peut érire les homographies sous forme

matriielle grâe à la orrespondane :

(

a b
c d

)

←→ t : z 7−→ az + b

cz + d

En e�et, remarquons que si

S(z) =
az + b

cz + d

et si on pose

z =
z1
z2
, w =

w1

w2

alors

w = S(z)⇐⇒ w1

w2
= S(

z1
z2
)

w1

w2
=

a
z1
z2

+ b

c
z1
z2

+ d
=

az1 + bz2
cz1 + dz2

on a alors w1 et w2, en onsidérant le veteur

(

w1

w2

)

=

(

a b
c d

)(

z1
z2

)

=⇒ w1 = az1 + bz2 et w2 = cz1 + dz2 don on a : w =
az1 + bz2
cz1 + dz2

Conlusion :

Si

S(z) =
az + b

cz + d

soit A la matrie assoiée

(

a b
c d

)

si z ∈ C, soit z1 et z2 tel que z =
z1
z2

pour trouver w = S(z) on pose : w =
w1

w2

et soit alors le veteur

w =

(

w1

w2

)

17



et le veteur

z =

(

z1
z2

)

nous avons

w =
(

z1 z2
)

(

a b
c d

)

A =

(

a b
c d

)

w1 = az1 + bz2, w2 = cz1 + dz2

w =
(

w1 w2

)

et le veteur

z =
(

z1 z2
)

nous avons

w =
(

z1 z2
)

(

a b
c d

)

A =

(

a b
c d

)

w1 = az1 + bz2, w2 = cz1 + dz2

don w =
w1

w2
=

az1 + bz2
cz1 + dz2

on a l'image de z par S en utilisant la matrie A, don A aratérise

l'homographie.

Si on érit

tk =

(

0 ak
1 bk

)

,

Tk =

(

Mk Pk

Nk Qk

)

On obtient par un alul matriiel :
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Propriété 1.1.

Tk =

(

Pk−1 Pk

Qk−1 Qk

)

ave

P−1 = 1, P0 = 0,

Q−1 = 0, Q0 = 1,
{

Pk = akPk−2 + bkPk−1

Qk = akQk−2 + bkQk−1

et alors :

Wk = Tk(0) =
Pk

Qk

Pk est le k
ème

numérateur et Qk le k
ème

dénominateur de la fration ontinue

Φ
(an
bn

)

.

1.2 Convergene des frations ontinues

On a : Tk = t0 o t1 o . . . o tk, ave

tk =

(

0 ak
1 bk

)

,

Tk =

(

Mk Pk

Nk Qk

)

Ce qui s'érit aussi :

(

Pk−1 Pk

Qk−1 Qk

)

=

(

0 a0
1 b0

)

×
(

0 a1
1 b1

)

× · · · ×
(

0 ak
1 bk

)

On obtient ainsi en utilisant le déterminant :

Pk−1Qk − PkQk−1 = (−1)k+1
k
∏

i=0

ai
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Wk−1 −Wk =
Pk−1

Qk−1
− Pk

Qk

=
Pk−1Qk − PkQk−1

Qk−1Qk

=

(−1)k+1

k
∏

i=0

ai

Qk−1Qk
, si Qk−1 6= 0, Qk 6= 0

Wk = (Wk −Wk−1) + (Wk−1 −Wk−2) + · · ·+ (W1 −W0)

=

k
∑

j=1

(−1)j
j
∏

i=0

ai

Qj−1Qj
, si ∀j ≤ k, Qj 6= 0.

Ainsi :

Propriété 1.2. Si ∀j ≤ k, Qj 6= 0, on a :

Wk =
k
∑

j=1

(−1)j
j
∏

i=0

ai

Qj−1Qj

e qui ramène la onvergene de Wk à la onvergene d'une série.

Théorème 1.1 (Pringsheim). Si ∀n ≥ 1, an 6= 0 et | bn |≥| an | +1,

alors Φ
(

an
bn

)

onverge et : ∀n ≥ 1, | Wk |< 1.

Corollaire 1.1. S'il existe une suite (Pn)n≥1, Pn > 1, ∀n ≥ 1 telle que :

| a1
b1
|≤ P1 − 1

P1

,

| an
bn−1bn

|≤ Pn − 1

PnPn−1
(∀n ≥ 2)

alors Φ
(

an
bn

)

onverge.
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Corollaire 1.2 (Worpitzky). Si ∀n ≥ 1, | an |≤ 1
4
, alors Φ

(

an
1

)

onverge.

Corollaire 1.3. Si ∀n ≥ 1,
1

| b2n−1 |
+

1

| b2n |
≤ 1, alors Φ

(

1
bn

)

onverge.

Dé�nition 1.10. La réduite

Pk

Qk

= b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 +
a4

b4 + · · ·+
an
bn

est appelée aussi le nème

approximant de la fration ontinue.

Le 0ème

approximant de la fration ontinue est b0.

Proposition 1.5 ( [1℄). Soient les transformations dé�nies par :

t0(W ) = b0 +W, tp(W ) =
ap

bp +W
, p = 1, 2, · · · .

Ave es notations on a :

t0ot1o · · · otn(W ) =
Pn−1W + Pn

Qn−1W +Qn
, n = 0, 1, 2 . . .

ave Pn−1, Pn, Qn−1 et Qn sont indépendantes de W et P−1 = 1,
Q−1 = 0, P0 = b0, Q0 = 1.

{

Pp+1 = bp+1Pp + ap+1Pp−1

Qp+1 = bp+1Qp + ap+1Qp−1
, p = 0, 1, 2, · · ·

Démonstration. Montrons par réurrene

t0ot1o · · · otn(W ) =
Pn−1W + Pn

Qn−1W +Qn
, n = 0, 1, 2 . . . (P)

Pour n = 0 la propriété (P) est vraie ar t0(W ) = b0 +W .

On suppose que (P) est vraie pour n = k et on démontre que (P) est vraie
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pour n = k + 1.

t0ot1o · · · otk+1(W ) = t0ot1o · · · otk
( ak+1

bk+1 +W

)

=
Pk−1

(

ak+1

bk+1+W

)

+ Pk

Qk−1

(

ak+1

bk+1+W

)

+Qk

=
PkW + (bk+1Pk + ak+1Pk−1)

QkW + (bk+1Qk + ak+1Qk−1)

=
PkW + Pk+1

QkW +Qk+1

Don (P) est vraie pour n = k + 1 on onlue que (P) est vraie
pour tout n.

Proposition 1.6 ( [1℄). Ave es notations nous avons :

Pn−1Qn − PnQn−1 = (−1)na1a2 · · · an, n = 1, 2, . . . ,

Cette formule s'appelle formule du déterminant.

Démonstration. Calulons le déterminant de la matrie

(

Pn−1 Pn

Qn−1 Qn

)

.

∣

∣

∣

∣

Pn−1 Pn

Qn−1 Qn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Pn−1 bnPn−1 + anPn−2

Qn−1 bnQn−1 + anQn−2

∣

∣

∣

∣

= −an
∣

∣

∣

∣

Pn−2 Pn−1

Qn−2 Qn−1

∣

∣

∣

∣

On itère ette relation jusqu'à n = 1 et omme

∣

∣

∣

∣

P−1 P0

Q−1 Q0

∣

∣

∣

∣

= 1.

Nous avons don :

Pn−1Qn − PnQn−1 = (−1)na1a2 · · · an, n = 1, 2, . . . ,
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1.2.1 Conditions néessaires de onvergene

Théorème 1.2 ( [2℄). Si la série

∑

p

| bp | onverge, alors la fration ontinue

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·

diverge.

Les suites de ses numérateurs et dénominateurs pairs et impairs (P2p)p, (P2p+1)p, (Q2p)p,
(Q2p+1)p onvergent vers les limites �nies F0, F1, G0, G1, respetivement ,

ave F1G0 − F0G1 = 1.

Démonstration. Nous avons d'après la proposition (1.5) et puisque les an
sont égaux à 1.

P2p = b2pP2p−1 + P2p−2

= b2pP2p−1 + b2p−2P2p−3 + P2p−4

.

.

.

= b2pP2p−1 + b2p−2P2p−3 + · · ·+ b2P1

Don

P2p =

p
∑

r=1

b2rP2r−1

Nous avons d'après les hypothèses la série

∑

| b2r | est onvergente, pour

montrer que la suite (P2p)p est onvergente il su�t de montrer que | P2p−1 |≤ c
ave c est une onstante indépendante de p.
Montrons par réurrene que si M >| P−1 | et M >| P0 | alors

| Pn |≤M(1+ | b1 |)(1+ | b2 |) · · · (1+ | bn |) . . . (1.1)

Pour n = 1, | P1 |≤| b1 || P0 | + | P−1 |≤M(1+ | b1 |).
Don (1.1) est vraie pour n = 1.

Pour n = 2, | P2 | ≤ | b2 || P1 | + | P0 |≤M | b2 | (1+ | b1 |) +M

| P2 | ≤ M(1+ | b1 |)(1+ | b2 |),
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Don (1.1) est vraie pour n = 2.
Supposons que (1.1) est vraie pour n = k − 1 et montrons qu'elle est vraie

pour n = k.
Nous avons | Pk |≤| bk || Pk−1 | + | Pk−2 |.

| Pk | ≤ | bk |M(1+ | b1 |)(1+ | b2 |) · · · (1+ | bk−1 |) +M(1+ | b1 |)(1+ | b2 |) · · · (1+ | bk−2 |)
| Pk | ≤ M(1+ | b1 |)(1+ | b2 |) · · · (1+ | bk |)

Don il su�t de prendre C = M
∞
∏

1

(1+ | bp |) ar la série
∑

| bp | est onver-

gente par hypothèse.

Don

∞
∏

1

(1+ | bp |) onverge, par onséquent la suite (P2p)p est onvergente.

De la même manière on démontre que (P2p+1)p, (Q2p)p, (Q2p+1)p sont onver-
gentes.

D'après la proposition (1.6) on a :

P2p+1Q2p − P2pQ2p+1 = 1.

En passant à la limite on aura :

F1G0 − F0G1 = 1.

La fration ontinue est divergente ar ses approximants osillent entre les

deux limites

F0

G0
et

F1

G1
.

Nous aeptons sans démonstration le résultat suivant :

Lemme 1.1. Soit

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·

une fration ontinue.

(Pn)n est la suite de ses numérateurs et (Qn)n est la suite de ses dénomina-

teurs.

Sp =

r=p
∑

r=1

b2r

πk =
k
∏

p=1

(1 + b2n+2p+1Sn+p)
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ave | b2p+1Sp |< 1 pour p ≥ n, k = 1, 2, 3 . . .,

Et soient U2k =
P2n+2k+1

πk
, V2k =

Q2n+2k+1

πk
,

U2k+1 = (P2n+2k+2 − Sn+k+1P2n+2k+1)πk,

V2k+1 = (Q2n+2k+2 − Sn+k+1Q2n+2k+1)πk, k = 0, 1, 2 . . . , (π0 = 1)

C2k =
b2n+2k+1

πk−1πk
, C2k+1 = −b2n+2k+1S

2
n+kπk−1πk, k = 1, 2, 3, . . . ,

Alors on a :

Uk = CkUk−1 + Uk−2,

Vk = CkVk−1 + Vk−2, k = 2, 3, 4, . . .

Théorème 1.3. Si les séries

∑

| b2p+1 | et
∑

| b2p+1S
2
p |,

où Sp =

p
∑

r=1

b2r sont onvergentes, et lim inf
p−→∞

| Sp | < ∞, alors la fration

ontinue

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·

diverge.

Les suites de ses numérateurs et dénominateurs impairs (P2p+1)p et (Q2p+1)p
onvergent vers les limites �nies F1 et G1 respetivement.

Si la suite (Sp)p onverge vers une limite �nie S alors les suites (P2p)p et

(Q2p)p onvergent vers les limites �nies F (S) et G(S), respetivement et

F1G(S)−G1F (S) = 1.

Finalement, si lim
p−→∞

Sp =∞ alors on a : lim
p−→∞

P2p

Q2p
=

F1

G1
(�nie ou in�nie).

Démonstration. Montrons que la série

∑ | b2p+1Sp | est onvergente.
� Si | Sp |≤ 1 alors on a | b2p+1Sp |≤| b2p+1 |.
� Si | Sp |> 1 on a | b2p+1Sp |≤| b2p+1S

2
p |

Comme les séries

∑ | b2p+1 | et
∑ | b2p+1S

2
p | sont onvergentes (par

hypothèse).

Il en résulte que la série

∑

| b2p+1Sp | est onvergente.
La série

∑

| b2p+1Sp | est onvergente alors il existe un indie n ≥ 1 tel que

| b2p+1Sp |< 1 pour p ≥ n.
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Par suite πk =

k
∏

p=1

(1 + b2n+2p+1Sn+p), k ≥ 1 sont di�érents de zéro et :

lim
k−→∞

πk =
∞
∏

p=1

(1 + b2n+2p+1Sn+p)

onverge et sa valeur est di�érente de zéro.

Soient U2k =
P2n+2k+1

πk
, V2k =

Q2n+2k+1

πk
,

U2k+1 = (P2n+2k+2 − Sn+k+1P2n+2k+1)πk,

V2k+1 = (Q2n+2k+2 − Sn+k+1Q2n+2k+1)πk, k = 0, 1, 2 . . . , (π0 = 1)

C2k =
b2n+2k+1

πk−1πk

, C2k+1 = −b2n+2k+1S
2
n+kπk−1πk, k = 1, 2, 3, . . . ,

D'après le lemme (1.1) nous avons

Uk = CkUk−1 + Uk−2,

Vk = CkVk−1 + Vk−2, k = 2, 3, 4, . . . ,

Comme

lim
k−→∞

πk =
∞
∏

p=1

(1 + b2n+2p+1Sn+p)

est onvergent.

Et les séries

∑ | b2p+1 |,
∑ | b2p+1S

2
p | sont onvergentes (par hypothèse), il

en résulte que

∑

| Cp | est onvergente.
Nous avons d'après le théorème (1.2) les suites (U2k)k, (U2k+1)k, (V2k)k,
(V2k+1)k sont onvergentes, et don les limites

lim
p−→∞

(P2p+1) = F1, lim
p−→∞

(Q2p+1) = G1 (1.2)

et

lim
p−→∞

(P2p − SpP2p−1) = X (1.3)

lim
p−→∞

(Q2p − SpQ2p−1) = Y (1.4)
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existent et sont �nies.

D'après la proposition (1.6) on a :

P2p−1(Q2p − SpQ2p−1)−Q2p−1(P2p − SpQ2p−1) = P2p−1Q2p −Q2p−1P2p = 1
(1.5)

En passant à la limite on aura F1Y −G1X = 1.
Soit S la limite �nie de la suite (Sp)p, nous avons d'après (1.2), (1.3) et (1.4)
lim

p−→∞
P2p = SF1 +X = F (S) ; lim

p−→∞
Q2p = SG1 + Y = G(S).

D'après (1.5) on a F1G(S)−G1F (S) = 1.

Montrons maintenant lim
p−→∞

P2p

Q2p

=
F1

G1

.

On a lim
p−→∞

Sp =∞ (par hypothèse)

P2n+2p

Q2n+2p
=

P2n+2p−1 +
U2p−1

πp−1Sn+p

Q2n+2p−1 +
V2p−1

πp−1Sn+p

En passant à la limite on aura :

lim
p−→∞

P2p

Q2p
=

F1

G1
.

(�nie ou in�nie).

1.2.2 Condition su�sante de onvergene

Théorème 1.4. Soit

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·

une fration ontinue omplexe et

soient les séries

∑

| b2p+1 |,
∑

| b2p+1S
2
p | ave Sp =

r=p
∑

r=1

b2r.

Si

.

∑

| b2p+1 | et
∑

| b2p+1S
2
p | sont onvergentes.

. limSp =∞.

. R(b1) > 0 et R(bp) ≥ 0, p = 2, 3, 4, · · · ,
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Alors :

la fration ontinue

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·

est onvergente.

La valeur ν de la fration véri�e l'inégalité :

| ν − 1

2R(b1)
|≤ 1

2R(b1)

Démonstration. Nous avons d'après les hypothèses

∑

| b2p+1 | et
∑

| b2p+1S
2
p | sont onvergentes et limSp =∞, don d'après le théorème 1.3

lim
p−→∞

P2p

Q2p

=
F0

G0

= lim
p−→∞

P2p+1

Q2p+1

=
F1

G1

(�nie ou in�nie).

Pour montrer que la fration est onvergente il su�t de montrer que

lim
p−→∞

Pp

Qp
=

F1

G1
est �nie.

Soient les transformations homographiques dé�nies par :

tp(w) =
1

bp + w

Ave les hypothèses R(b1) > 0 et R(bp) ≥ 0 on a admet l'inégalité suivante :

| t1(w)−
1

2R(b1)
|≤ 1

2R(b1)

on a : t1ot2o...otp(0) =
Pp

Qp
.

don

| Pp

Qp
− 1

2R(b1)
|≤ 1

2R(b1)
, p ≥ 1

En passant à la limite il en résulte que la fration ontinue est onvergente

et sa valeur ν véri�e l'inégalité :

| ν − 1

2R(b1)
|≤ 1

2R(b1)
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Théorème 1.5 (Stieltjes). (Cf. [2℄)

Soit K(anz/1) une fration S, tel que an > 0, ∀n ≥ 1.

A) Alors les suites des numérateurs et dénominateurs impairs de K(anz/1)
onvergent vers les fontions holomorphes dans la portion du plan

R = {z, | arg z| < π}

K(anz/1) onverge uniformément sur tout ompat de R.

B) La fration S = K(anz/1) onverge vers une fontion holomorphe dans

R si au moins une des deux series

∑

|a1a3 · · · a2n−1

a2a4 · · · a2n
|,
∑

|a2a4 · · · a2n−2

a1a3 · · · a2n−1
|

diverge.

C) Si la fration S = K(anz/1) onverge en un point unique de R, alors elle
onverge en tout point de R vers une fontion holomorphe.

D) La ondition su�sante pour qu'une fration S onverge vers une fontion

holomorphe dans R est l'existene d'une onstante M > 0 tel que

|an| ≤M, n ≥ 1.

Démonstration. (Voir Jones ontinued frations page 136). ✷

1.2.3 Convergene de frations ontinues partiulières

On onsidère maintenant des frations ontinues de la forme :

g1

1 +
g2(1− g1)z

1 +
g3(1− g2)z

1 + . . .

qui seront d'une importane fondamentale dans l'étude des marhes aléa-

toires.

Elles sont partiulièrement étudiées par (Cf. [4℄).
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Théorème 1.6. Soit (gn)n≥1 véri�ant 0 < gn < 1, ∀n ≥ 1, alors

g1

1 +
g2(1− g1)z

1 +
g3(1− g2)z

1 + . . .

est uniformément onvergente pour | z |≤ 1.
On peut même obtenir la onvergene uniforme sur tout ompat de

C/]−∞,−1[.

Ajoutons à ei deux propriétés utiles par la suite :

Propriété 1.3. On peut aluler la valeur de la fration ontinue préédente

en -1 :

g1

1
g2(1− g1)

1− g3(1− g2)

1− . . .

= 1− 1

1 +
+∞
∑

p=1

g1g2 . . . gp
(1− g1)(1− g2) . . . (1− gp)

Propriété 1.4. Si 0 < gn < 1, ∀n ≥ 1, on a alors :

1

1 +
g1z

1 +
g2(1− g1)z

1 + . . .

× 1

1 +
(1− g1)z

1 +
g1(1− g2)z

1 + . . .

=
1

1 + z
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Chapitre 2

Etude de modèles de systèmes

dynamiques

2.1 Exemples de haînes de Markov itératives

Le as le plus simple est la marhe aléatoire sur Z. Soit (Yn)n une suite

de variables aléatoire iid à valeurs dans Z et X0 une variable aléatoire indé-

pendante de (Yn)n. Si on onsidère la marhe aléatoire (Xn)n engendrée par

X0 et (Yn)n, nous avons

∀n > 0, Xn =

n
∑

k=1

Yk

Soit alors la fontion f tel que :

f : Z× Z→ Z

(x, y) 7→ f(x, y) = x+ y

Nous avons don :

Xn = f(Yn, Xn−1) = fYn
(Xn−1), ∀n > 0

La marhe aléatoire (Xn)n apparaît don omme une haîne de Markov ité-

rative sur Z dont la proédure d' itération est dé�nie par la fontion f .

Si (Xn)n est une haîne de Markov de matrie de transition P sur un

espae d'état E �ni ou dénombrable, est-il possible de représenter (Xn)n
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omme une haîne de Markov itérative de façon similaire à la représentation

de la marhe aléatoire sur Z, donnée i-dessus ?

Le problème est résolu ave la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit (Xn)n une haîne de Markov sur un espae des états

E �ni ou dénombrable de matrie de transition

P = (pxy)x,y∈E

alors

∃f : E × E −→ E

et (Zn)n une suite iid de v.a à valeurs dans E tel que ∀n, Xn est de la forme

Xn = fZn
(Xn−1)

Démonstration.

Soit (Zn)n une suite iid de v.a uniformes dans [0, 1].

E = {x1, ..., xn, ...}
P [Xn+1 = xj|Xn = xk] = pkj

Pour j, k ∈ N, soit

Fj,k =

k
∑

i=0

pji.

Considérons la fontion f : E × E −→ E tel que :

f(xj , z) = xk si Fj,k−1 < z ≤ Fj,k

Soit (Yn)n la haîne de Markov dé�nie par Yn = fZn
(Yn−1) alors (Yn)n a la

même matrie de transition que (Xn)n
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En e�et :

P [Yn = xk|Yn = xj ] = P [fZn
(Yn−1) = xk|Yn = xj]

=
P [f(Yn−1, Zn) = xk, Yn = xj ]

P [Yn = xj ]

=
P [f(xj, Zn) = xk, Yn = xj ]

P [Yn = xj ]

=
P [f(xj, Zn) = xk]× P [Yn = xj ]

P [Yn = xj ]

= P [f(xj, Zn) = xk]

= P [Fj,k−1 < Zn ≤ Fj,k]

= Fj,k − Fj,k−1

=
k
∑

i=0

pji −
k−1
∑

i=0

pji

= pjk

Don

P [Yn = xj |Yn−1 = xk] = pjk

= P [Xn = xj |Xn−1 = xk]

C'est-à-dire (Yn)n et(Xn)n sont des haînes de Markov sur E ave la même

matrie de transition.

On onlue que (Yn)n ≡ (Xn)n par onséquent la haîne de Markov (Xn)n
peut être représentée sous forme itérative. ✷

Nous signalons que dans le as d'une haîne de Markov d'espae des états

non dénombrable et de noyau P , nous n'arrivons pas à resoudre le problème

de sa representation sous forme de haîne itérative..

2.2 Chaînes de Markov sous forme de frations

ontinues

Nous résumons i-après, un as de haîne de Markov itérative engen-

drée par des frations ontinues. Nous nous plaçons dans le as partiulier
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Fn = fYn
où (Yn)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-

tiquement distribuées et fy est une fontion réelle x 7−→ fy(x) ave y ∈ R, de

la variable réelle x. X0 est une variable aléatoire indépendante des Yn. Pour

simpli�er, on pose X0 = x ∈ R. Nous avons :

Xx
1 = fY1

(X0) = fY1
(x)

Xx
2 = fY2

(Xx
1 ) = fY2

(f
y1
(x)) = fY2

ofY1
(x)

.

.

.

Xx
n = fYn

(Xx
n−1)

= fYn
ofYn−1

o . . . ofY1
(x)

Dans e as (Xx
n)n est alors une haîne de Markov sur R. La proposition

suivante montre que dans ertains as, la limite de la suite (Xn)
x
n existe

Proposition 2.2. (Cf. [14℄) : Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires in-

dépendantes et identiquement distribuées et soit fy(x) = y+g(x), la fontion

réelle des variables réelles x et y, où g est une fontion dérivable sur R et

tel que | g′ |≤ k < 1. Si (Xn)n est la haîne de Markov dé�nie par : X0 une

variable aléatoire donnée et indépendante des Yn et pour n ≥ 1,

Xn = fYn
(Xn−1),

alors lim
n
Xn existe p.s.

Cas de l'itération de fy(x) = y +
1

x

Si fy(x) = y +
1

x
, dans e as nous avons g(x) =

1

x
. Soit alors (Yn)n une

suite i.i.d. de variables aléatoires. La haîne de Markov (Xn)
x
n est alors dé�nie
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par

X0 = x

Xx
1 = fY1

(x) = Y1 +
1

x

Xx
2 = fY2

(Xx
1 ) = Y2 +

1

Y1 +
1

x
.

.

.

Xx
n = fYn

(Xx
n−1) = Yn +

1

Yn−1 +
1

Yn−2 + . . .+
1

x

(Xx
n) est une haîne de Markov sous la forme d'une fration ontinue illimitée.

Nous avons :

| g′(x) |=| −1
x2
|< 1

a2
< 1

D'aprés la proposition (2.2) la haîne de Markov dé�nie par l'algorithme aléa-

toire fy(x) = y +
1

x
onverge p.s.

Soit le proessus (Hx
n)n dé�ni par :

Hx
n = fy1ofy2o . . . ofyn(x), n ≥ 1

ave Xx
0 = x

Quand n −→ ∞, on obtient la onvergene presque sure de Hx
n vers une

variable aléatoire H∞.

Conséquene :

La haîne de Markov

(Xx
n)n ave Xx

n = fYn
oXx

n−1 et X
x
0 = x

onverge en loi vers la loi de la variable aléatoire H∞.

En e�et, les proessus (Xx
n)n et (Hx

n)n ont la même loi ar ∀n, L(Hx
n)

est déterminée par les lois de Yn . . . Y1. Mais L(Y1 . . . Yn) = L(Yn . . . Y1).

Nous nous appuyons dans notre étude sur le prinipe de ontration.
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Théorème 2.1 (Prinipe de ontration). Soient (E, E) un espae loa-

lement ompat, (F,F , Q) un espae de probabilité, et f : E × F −→ E une

fontion tel que pour tout y �xé x −→ f(x, y) = fy(x) est ontinue, et soit
(Hx

n)n le proessus dé�ni par :

Hx
n = fY1

ofY2
o . . . ofYn

(x)

ave (Yn)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées et de même loi Q et indépendante de x.
Si lim

n−→∞
Hx

n = H existe p.s et ne dépend pas de x alors π = L(H) est une

loi stationnaire pour le noyau P .

Pour démontrer e théorème on a besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.3. Ave es notations, soit Xx
n le proessus dé�ni par :

Xx
n = fYn

oXx
n−1

et soit ∀n, πx
n = L(Xx

n). Alors si (πx
n)n onverge vaguement vers π et ne

dépend pas de x, alors π est une loi stationnaire pour le noyau P .

Démonstration. Soit C(E) = { les fontions ontinues bornées sur E}.
On a πx

n onverge vaguement vers π i.e.

∀g ∈ C(E),

∫

E

g(x)πx
n(d(x)) −→

∫

E

g(x)π(dx)

Montrons que :

∫

E

g(x1)π
x
n(d(x1)) =

∫

E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(d(x1))Q(dy) (2.1)

On a :

πx
n(dx1) = P [Xx

n ∈ dx1] = P [fYn(Xx
n−1

) ∈ dx1] = P [Xx
n−1 ∈ f−1

y (dx1), Yn ∈ dy]

Soit Q la loi des (Yn)n on a don

∫

E

g(x1)π
x
n(d(x1)) =

∫

F

∫

F

g(fy(x2))π
x
n−1(d(x2))Q(dy) =

∫

E×F

g(fy(x1))π
x
n−1(d(x1))Q(dy)
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Montrons maintenant que :

x1 −→
∫

F

g(fy(x1))Q(dy)

est ontinue.

En e�et

x −→ fy(x) est ontinue (par hypothèse), don si (xn)n onverge vers x1 alors

fy(xn) −→ fy(x1)

et d'autre part g est ontinue ar g ∈ C(E) don

lim
n→∞

g(fy(xn)) = g( lim
n→∞

fy(xn)) = g(fy(x1))

et omme g est bornée on a :

lim
n→∞

∫

F

g(fy(xn))Q(dy) =

∫

F

lim
n→∞

g(fy(xn))Q(dy) =

∫

F

g(fy(x1))Q(dy)

don

x1 →
∫

F

g(fy(x1))Q(dy) est ontinue

En passant à la limite dans la relation (2.1) on aura :

∫

E

g(x1)π(dx1) =

∫

E×F

g(fy(x1))π(dx1)Q(dy) (2.2)

En e�et

lim
n→∞

∫

E

g(x1)π
x
n(dx1) (ar g ∈ C(E) et πx

n onverge vaguement vers π)

et

lim
n→∞

∫

E×F

g(fy(x1))π
x
n−1d(x1)Q(dy) =

∫

E×F

g(fy(x1))π(d(x1)Q(dy)

(ar x1 −→
∫

F

g(fy(x1))Q(dy) est ontinue et πx
n onverge vaguement

vers π).
En posant

g = lim
n→∞

gn ave gn = IB, B ∈ BR
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dans la relation (2.2) on aura

(2.2)⇔
∫

E

lim
n→∞

gn(x1)π(dx1) =

∫

E×F

lim
n→∞

gn(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

(2.2)⇔ lim
n→∞

∫

E

gn(x1)π(dx1) = lim
n→∞

∫

E×F

gn(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

(2.2)⇔ lim
n→∞

∫

E

IB(x1)π(dx1) = lim
n→∞

∫

E×F

IB(fy(x1))π(dx1)Q(dy)

(2.2)⇒ π(B) =

∫

E

P (B, x1)π(dx1)

i.e. π est stationnaire pour le noyau P .

Démonstration du théorème 2.1.

lim
n→∞

Hx
n = H ⇒ lim

n→∞
L(Hx

n) = L(H)

omme

L(Hx
n) = L(Xx

n)

et d'après la proposition (2.3), π = L(H) est stationnaire pour le
noyau P .
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Chapitre 3

Frations ontinues et Proessus

de Naissane et de Mort

3.1 Introdution - Généralités

Nous aurons besoin de la propriété dite "lak of memory" pour une va-

riable aléatoire, que nous rappelons i-dessous.

Dé�nition 3.1. Une variable aléatoire X est dite sans mémoire si

∀s, t, P [X > s+ t/X > s] = P [X > t]

Proposition 3.1.

Xest sans mémoire ⇔ ∃λ > 0 tel que X ∈ E(λ),
P [X ∈ dx] = λe−λxI[0,+∞[(x)

Démonstration.

⇒) Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle λ, λ > 0.
Pour montrer que X est sans mémoire, nous devons montrer que

P [X > s+ t/X > s] = P [X > t], ∀s, t > 0

Nous avons

P [X > s+ t/X > s] =
P [X > s+ t, X > s]

P [X > s]
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Pour s, t > 0

ω ∈ {X > s + t} ⇒ ω ∈ {X > s}
donc {X > s+ t} ⊂ {X > s}

et don

P [X > s+ t/X > s] =
P [X > s+ t]

P [X > s]

=

∫ ∞

s+t

λe−λxdx

∫ ∞

s

λe−λxdx

Comme on a :

∫ ∞

s

λe−λxdx = −e−λx

]∞

s

= e−λs

On onlue que :

P [X > s+ t/X > s] =
e−λ(s+t)

e−λs
= e−λt = P [X > t]

On a montré que : P [X > s + t/X > s] = P [X > t] et don X est sans

mémoire.

⇐) Supposons que X est sans mémoire on a don

P [X > s+ t/X > s] = P [X > t]

montrons alors que : ∃λ > 0 tel que X ∈ E(λ).
Par dé�nition de la probabilité onditionnelle

P [X > s+ t|X > s] =
P [X > s+ t, X > s]

P [X > s]

On a :

P [X > s+ t, X > s] = P [X > s+ t]

ar

{X > s+ t} ⊂ {X > s}, s, t > 0
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Don

P [X > s+ t] = P [X > t]× P [X > s]

Si on pose ϕ(t) = P [X > t]
Cela revient à herher une fontion ontinue ϕ : R+ −→ R+ tel que :

ϕ(s+ t) = ϕ(s)ϕ(t)

Si s, t = 0 :

ϕ(0) = ϕ2(0) = ϕ(0)(1− ϕ(0)) = 0

⇔ ϕ(0) = 0 ou ϕ(0) = 1.

1.

ϕ(0) = 0 ⇒ ϕ(s) = ϕ(0 + s) = ϕ(0)ϕ(s)

⇒ ϕ(s) = 0, ∀s
⇒ ϕ ≡ 0 (fontion nulle)

2. Ou bien ϕ(0) 6= 0 on a alors ϕ(0) = 1.

Si s, t ∈ N

s ∈ N, ϕ(s+ 1) = ϕ(s)ϕ(1)

ϕ(s+ 2) = ϕ(s+ 1)ϕ(1)

= ϕ2(1)ϕ(s)
.

.

.

ϕ(s+ n) = ϕn(1)ϕ(s)

⇒

ϕ(n+ 1) = ϕn(1)ϕ(1) = [ϕ(1)]n+1

ϕ(n) = [ϕ(1)]nϕ(0) = [ϕ(1)]n

ϕ(−n + n) = ϕ(0) = ϕ(−n)ϕ(n)

⇒ ϕ(−n) =
ϕ(0)

ϕ(n)
=

1

ϕ(n)

Si s, t ∈ Q

n ∈ N∗, ϕ(n.
1

n
) = ϕ(1)
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ϕ

(

2.
1

2

)

= ϕ(1)

= ϕ

(

1

2
+

1

2

)

=

(

ϕ

(

1

2

))2

don ϕ

(

1
2

)

= (ϕ(1))
1

2
.

Si ϕ(1) = Cte C alors on doit poser C > 0.

On a don ϕ

(

1
n

)

= (C)1/n.

Si x ∈ Q+, x =
p

q
, (p, q > 0).

ϕ

(

p

q

)

= ϕ

(

1

q
+

1

q
+ · · ·+ 1

q

)

=

(

ϕ

(

1

q

))p

= ((ϕ(1))1/q)p = (ϕ(1))p/q

= Cp/q

ϕ dé�nie sur Q+
et don sur Q.

ϕ(s) > 0

on a si x ∈ Q+, x =
p

q

ϕ(x) = ϕ

(

p

q

)

= (ϕ(1))p/q

= Cp/q = Cx

Si x ∈ R, ∃(xn) ∈ Q tel que xn −→ x.
Par ontinuité de ϕ au point x.
On a

ϕ(x) = ϕ(lim xn)

= lim
n

ϕ(xn)
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xn ∈ Q, ϕ(xn) = Cxn = exn lnC
.

On a posé C > 0
don

lim
n

ϕ(xn) = lim
n

exn lnC

= e
(lim

n
) lnC

= ex lnC

∃λ ∈ R tel que ϕ(s) = esλ, ∀s > 0
'est à dire P [X > s] = esλ

D'où l'impliation est démontrée.

3.2 Proessus markoviens de sauts et haîne de

Markov à temps ontinu

Dé�nition 3.2. Soit E un ensemble �ni ou dénombrable, (Xt)t un proessus

à valeurs dans E et soit (τn)n la suite iid, de variables aléatoires dé�nie pour
X0 = x, par

τ1 = inf{t, Xt 6= x}
τ2 = inf{t > τ1, Xt 6= Xτ1} · · · τn

Les instants τn sont les instants de saut du proessus et (Xt)t est appelé
un proessus de saut.

Dé�nition 3.3. Soit (E, E) un espae mesurable (Xt)t est un proessus à

valeurs dans E. (Xt)t est un proessus de markov si :

∀ f mesurable, f : E −→ E bornée

E[f(Xt)/Fs] = E[f(Xt)/Xs] où Fs = σ(Xt, t ≤ s)

Proposition 3.2. Soit (Xt)t un proessus de sauts à valeurs dans E dénom-

brable et (τn)n la suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées de loi F tel que

X0 = x0, (Xt = x1, t < τ1), (Xt = x2, τ1 ≤ t < τ2), · · · , (Xτn = xn, τn > t)

(Xt)t est un proessus de Markov ⇔ ∃ λ, F (t) = 1− e−λt

i.e. les τn sont de loi exponentielle
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Idée de la démonstration. ⇒) On veut montrer que si (Xt)t est proessus
de Markov alors τ véri�e la propriété :

Px[τ1 > s+ t/τ1 > s] = Px[τ1 > t], ∀ s, t ≥ 0 (3.1)

Si (3.1) est vraie alors ∃ λ, τ ∈ E(λ).
On doit don montrer (3.1).

Soit Fx(t) = Px[τ ≤ t].

Px[τ > s+ t/τ > s] =
Px[τ > s + t, τ > s]

Px[τ > s]

s, t ≥ 0, τ > s+ t⇒ τ > s.

{τ > s+ t, τ > s} = {τ > s+ t}

Px[τ > s+ t/τ > s] =
Px[τ > s+ t]

Px[τ > s]

=
1− Px[τ ≤ s+ t]

1− Px[τ ≤ s]

=
1− Fx(s+ t)

1− Fx(s)

(3.1)⇔ 1− Fx(s+ t)

1− Fx(s)
= 1− Fx(t) (3.2)

La loi de τ véri�e (3.2).

Dé�nition 3.4. Un proessus de naissane et de mort (Xt)t est un proessus

de markov, à valeurs dans N 'est à dire il véri�e la propriété de Markov

suivante :

E[f(Xt)/Fs] = E[f(Xt)/Xs] (3.3)

pour f ≥ 0 bornée et mesurable, ∀ t > s si Fs = σ(Xu, u ≤ s).
(3.3) ⇔ P [Xt = y/Fs] = P [Xt = y/Xs]

Dé�nitions 3.1. Soit un proessus stohastique {X(t); t ≥ 0}, à états

disrets n = 0, 1, 2, · · · et homogène dans le temps, 'est-à- dire tel que :

P [X(t+ s) = j/X(s) = i] = Pij(t)

ne dépend pas de s.
Alors {X(t); t ≥ 0} est un proessus de naissane et de mort s'il satisfait les

onditions suivantes :
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1.

Pi,i+1(dt) = P (Xt+dt = i+ 1/Xt = i) = λidt+ o(dt), i ≥ 0

est la probabilité d'avoir une naissane pendant laps de temps dt (pas-
sage de l'état i à l'état i+ 1).

2.

Pi,i−1(dt) = P (Xt+dt = i− 1/Xt = i) = µidt+ o(dt), i ≥ 1

est la probabilité d'avoir une mort pendant laps de temps dt (passage
de l'état i à l'état i− 1).

3.

Pi,i(dt) = 1− (λi + µi)dt+ o(dt), i ≥ 0

λi et µi sont appelés respetivement les taux de naissane et de mort

du proessus.

Remarque 3.1. (Xt)t est un proessus Markovien de sauts

Proposition 3.3. Les équations de Chapman-Kolmogorov d'un proessus de

naissane et de mort sont :



















P ′
ij(t) = λj−1Pi,j−1(t)− (λj + µj)Pij(t) + µj+1Pi,j+1(t), j ≥ 1

P ′
i0(t) = −λ0Pi,0(t) + µ1Pi,1(t)
∞
∑

j=0

Pij(t) = 1
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Démonstration.

Pij(t+ dt) = P (Xt+dt = j)

= P [Xt+dt = j, ∪k=j,j−1,j+1(Xt = k)]

=

∞
∑

k=0

P [Xt+dt = j, Xt = k]

= P [Xt+dt = j, Xt = j] + P [Xt+dt = j, Xt = j + 1]

+ P [Xt+dt = j, Xt = j − 1] +
∑

|i−j|≥2

P [Xt+dt = j, Xt = i]

= P [Xt+dt = j/ Xt = j + 1]P (Xt = j)

+ P [Xt+dt = j/ Xt = j + 1]P (Xt = j + 1)

+ P [Xt+dt = j, Xt = j − 1]P (Xt = j − 1)

= Pj,j(dt)Pij(t) + Pj+1,j(dt)Pi,j+1(t) + Pj−1,j(dt)Pi,j−1(t)

= [1− (λj + µj)dt]Pij(t) + µj+1dtPi,j+1(t) + λj−1dtPi,j−1(t)

= Pij(t)− (λj + µj)Pij(t)dt+ µj+1Pi,j+1(t)dt+ λj−1Pi,j−1(t)dt

⇒ Pij(t+ dt)− Pij(t) = λj−1Pi,j−1(t)dt− (λj + µj)Pij(t)dt+ µj+1Pi,j+1(t)dt

On onlue que :

P ′
ij(t) = lim

dt→0

Pij(t + dt)− Pij(t)

dt
= λj−1Pi,j−1(t)− (λj + µj)Pij(t) + µj+1Pi,j+1(t)

par suite :

P ′
i0(t) = −λ0Pi0(t) + µ1Pi,1(t)

∞
∑

j=0

Pij(t) = 1

3.2.1 Régime transitoire

X = (Xt)t∈T est non stationnaire, le système est instable, ependant la

résolution analytique des équations de Kolmogorov se montre omplexe.

On ne onsidère don généralement que la distribution stationnaire du pro-

essus.
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3.2.2 Régime permanent

X est stationnaire 'est à dire Pij(t) = Pij.

Si X admet une solution stationnaire, les limites lim
t→∞

Pij(t) = Pj existent et

sont indépendantes de l'état initial du proessus et satisfont les équations :

{

−λ0P0 + µ1P1 = 0
λj−1Pj−1 − (λj + µj)Pj + µj+1Pj+1 = 0, j ≥ 1

En érivant en haque état l'égalité on retrouve :



























µ1P1 = λ0P0

µ2P2 + λ0P0 = µ1P1 + λ1P1

µ3P3 + λ1P1 = µ2P2 + λ2P2
.

.

.

µj+1Pj+1 + λj−1Pj−1 = µjPj + λjPj

Ces équations se simpli�ent suessivement pour donner �nalement le sys-

tème :



















µ1P1 = λ0P0

µ2P2 = λ1P1
.

.

.

µjPj = λj−1Pj−1

On en déduit alors :

Pj =
λ0λ1 · · ·λj−1

µ1µ2 · · ·µj
P0, j ≥ 1

Comme

∑

j≥0

Pj = 1 ⇔ P0 +
∑

j≥1

j
∏

i=1

λi−1

µi

P0 = 1

⇔ P0 =

(

1 +
∞
∑

j=1

λ0λ1 · · ·λj−1

µ1µ2 · · ·µj

)−1

Pour qu'une distribution stationnaire existe, il faut don que la somme �gu-

rant dans l'expression i-dessus onverge.

Notons que ei a toujours lieu si l'ensemble des états des proessus en ques-

tion est �ni.
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Dé�nition 3.5. Les probabilités onditionnelles dé�nies pour 0 ≤ s < t
par :

Pij(s, t) = P (Xt = j/Xs = i)

sont appelées probabilités de transitions de la haîne de Markov (Xt)t≥0.

Dé�nition 3.6. La haîne de Markov (Xt)t≥0 est dite homogène ou à pro-

babilités de transitions stationnaires si es nombres sont indépendants du

temps t.
On érit Pij(s, t) = Pij(t− s).
(Xt)t≥0 est dit aussi proessus de Markov homogène.

Proposition 3.4. Si (Xt)t est un proessus à aroissements indépendants

alors (Xt)t est un proessus de Markov.

Démonstration. Soient i, j, k ∈ E et u < s < t ∈ T
On doit montrer que :

P [Xt = j/Xs = i, Xu = k] = P [Xt = j/Xs = i]

=
P [Xt = j,Xs = i, Xu = k]

P [Xs = i, Xu = k]

=
P [Xt −Xs = j − i, Xs −Xu = i− k,Xu = k]

P [Xs −Xu = i− k,Xu = k]

PAI
=

P [Xt −Xs = j − i]P [Xs −Xu = i− k]P [Xu = k]

P [Xs −Xu = i− k]P [Xu = k]

= P [Xt −Xs = j − i]

D'autre part on a :

P [Xt = j/Xs = i] =
P [Xt = j,Xs = i]

P [Xs = i]

=
P [Xt −Xs = j − i, Xs = i]

P [Xs = i]

PAI
=

P [Xt −Xs = j − i]P [Xs = i]

P [Xs = i]

= P [Xt −Xs = j − i]

Ainsi (Xt)t∈T est un proessus de Markov. ✷
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Exemple 3.1. Si (Xt)t est un proessus à aroissements indépendants, tel

que :

P [Xt −Xs = j] =

( ∫ t

s
ρ(u)du

)j

j!
exp

(

−
∫ t

s

ρ(u)du

)

pour j = 0, 1, 2, . . . , s < t où ρ(u), u ≥ 0 est une fontion ontinue (non

négative) alors (Xt) est par dé�nitions un proessus de Poisson et 'est un

Markov d'aprés la proposition (3.4).

D'ailleurs :

Pij(s, t) = P (Xt = j/Xs = i)

=
P (Xt = j,Xs = i)

P (Xs = i)

=
P [Xt −Xs = j − i]P [Xs = i]

P [Xs = i]

=











(∫ t

s
ρ(u)du

)j−i

(j − i)!
exp

(

−
∫ t

s

ρ(u)du

)

pour j ≥ i

0 si j < i

On pose ρ(u) = λ (onstante), on a pout tout u ≥ 0.

Pij(s, t) =







[λ(t− s)]j−i

(j − i)!
e−λ(t−s)

pour i ≤ j

0 si j > i

Dans e as (Xt) est un proessus de Poisson de paramètre λ.

Si Xt =
Nt
∑

k=0

Yk, (Nt)t≥0 est un proessus de Poisson de paramètre λ > 0

alors (Xt) est un proessus à aroissements indépendants, don de Markov

d'après la proposition (3.4).
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Démonstration.

Pij(s, t) = P [Xt = j/Xs = i]

=
P [Xt = j,Xs = i]

P [Xs = i]

=
P [Xt −Xs = j − i, Xs = i]

P [Xs = i]

PAI
=

P [Xt −Xs = j − i]P [Xs = i]

P [Xs = i]

= P [Xt −Xs = j − i]

Don par dé�nition de (Xt)t.

Pij(s, t) = P

[

Nt
∑

0

Yk −
Ns
∑

0

Yk = j − i

]

= P

[

Nt
∑

Ns

Yk = j − i

]

= P

[{

Nt
∑

Ns

Yk = j − i

}

∩
{

∪l{Nt −Ns = l}
}]

= P

[

∪l
{

Nt
∑

Ns

Yk = j − i

}

∩
{

Nt −Ns = l

}]

=
∑

l

P

[

Nt
∑

Ns

Yk = j − i, Nt −Ns = l

]

=
∑

l

P

[

l
∑

0

Yk = j − i, Nt −Ns = l

]

=
∑

l

P

[

l
∑

0

Yk = j − i

]

P

[

Nt −Ns = l

]

=
∑

l

f ∗l(j − i)
[λ(t− s)]l

l!
e−λ(t−s)

où

� f = L(yk)
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� f ∗l
est la lième

onvolution de f .

✷

3.3 Eléments sur la formule d'inversion de la

transformée de Laplae

Dé�nition 3.7. Si f est une fontion, on appelle transformée de Laplae de

f , la fontion de la variable omplexe p, Lf(p) dé�nie par :

Lf(p) =

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt.

Plus généralement si X est une variable aléatoire, on appelle transformée de

Laplae de X (ou de la loi de X) la fontion

s −→ E[e−sX ]

Propriétés 3.1.

1) Uniité : La transformée de Laplae est unique ; 'est à dire, si deux

fontions f et g ont la même transformée de Laplae alors elles sont

égales.

2) Linéarité : Si α et β sont des onstantes quelonques et, F (t) et G(t) des
fontions dont les transformées de Laplae sont respetivement, f(s) et
g(s) alors

L(αF (t) + βG(t)) = αL(F (t) + βL(G(t) = αf(s) + βg(s)

Exemple 3.2. La transformée de Laplae d'une onstante

∀s > 0, L1(s) =

∫ +∞

0

e−stdt =
1

s

Exemple 3.3. La transformée de Laplae d'une fontion exponentielle.

Soit a ∈ R

∀s > a, Leat(s) =

∫ +∞

0

eate−stdt =
1

s− a
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Proposition 3.5. Soient f, g deux fontions.

La transformée de Laplae du produit de onvolution f ∗ g dé�ni par :

∀t > 0, (f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t− x)g(x)dx

véri�e :

L(f ∗ g(s)) = Lf(s)Lg(s)

Preuve.

L(f ∗ g)(s) =
∫ ∞

0

∫ t

0

f(t− x)g(x)e−stdxdt

En posant u = t− x et v = x, on obtient

L(f ∗ g)(s) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(u)g(v)e−(u+v)dudv

En utilisant le théorème de Fubini, on a bien :

L(f ∗ g)(s) = Lf(s)Lg(s)

Proposition 3.6. Soit f une fontion, dérivable et de dérivée ontinue, alors

Lf ′(s) = sLf(s)− f(0)

Preuve.

Lf ′(s) =

∫ ∞

0

f ′(t)e−stdt.

En intégrant par parties, on obtient

Lf ′(s) = sLf(s)− f(0)

Dé�nition 3.8. Soit f une fontion, (Lf)(s) =
∫∞

0
e−stf(t)dt, pour s ∈ C.

α ∈ R+, α =abisse de onvergene

= inf{x tel que

∫

e−xt|f(x)|dt <∞}

ar pour s ∈ C ave s = x+ iy, R(s) > α, F (s) a un sens.
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Formule d'inversion :

Ave des onditions adéquates sur f (f. [Doetsh℄)

si F (s) = Lf(s) alors on a :

f(t) = 2iπ

n
∑

k=1

Res(zk)

si z1, ..., zn sont les p�les de estF (s).

Remarquons z1, ..., zn ∈ {z, R(z) < α} si α =absise de onvergene,
ar dans les onditions estF (s) est analytique dans {z, R(z) > α} = Aα

F
′

(s) existe ∀s ∈ Aα, on peut dériver sous le signe

∫

.

Démonstration. ( idée :) Si F (s) =
∫∞

0
e−stf(t)dt, soit s = x+ iy, x > α

alors :

F (s) =

∫ ∞

0

e−xt−iytf(t)dt

=

∫ ∞

0

e−iyte−xtf(t)dt

On dé�nit :

f̄ =

{

f si t ≥ 0
0 si t < 0

Notée enore f

Don F (s) =
∫∞

−∞
e−iyte−xtf(t)dt i.e F (x, y) =

∫∞

−∞
e−ytg(t)dt

Si g(t) = e−xtf(t) 'est à dire que : F (x, y) = ĝ(y) = F (e−xtf(t))(y) ,

Or la formule d'inversion de Fourier assure que :

g(t) = 1
2π

∫∞

−∞
ĝ(y)eiytdy = 1

2π

∫∞

−∞
F (x, y)eiytdy

e−xtf(t) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

F (s)dseiyt ⇒ f(t) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

estF (s)ds
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On hoisit le ontour ΓR = AB ∩ CR et on applique le théorème des résidus

à estF (s)

Les p�les de F sont dans z, R(z) < α = Aα

lim
y→0

∫

AB

estF (s)ds =

∫ ∞

−∞

estF (s)ds

lim
R→0

∫

CR

estF (s)ds = 0

La formule des résidus pour une fontion F sur un ontour orienté C

∫

C

F (z)dz = 2iπ

n
∑

k=1

Res(zk)

z1, · · · zn sont des p�les de F dans CR

✷

3.4 Frations ontinues et Proessus de Nais-

sane et de mort

On onsidère un proessus de Naissane et de Mort (Xt)t de taux λr > 0
et µr > 0 , ∀r ≥ 0 ave X0 = m ≥ 0 et,

P [Xt+dt = r + 1|Xt = r] = λrdt+ 0((dt)2)

P [Xt+dt = r − 1|Xt = r] = µrdt+ 0((dt)2)

Proposition 3.7. Soit pr(t) = P [Xt = r]
Alors pr(t) obéit aux équations di�érentielles :

(S)

{

p′0(t) = −λ0p0(t) + µ1p1(t)
p′r(t) = λr−1pr−1(t)− (λr + µr)pr(t) + µr+1pr+1(t)

Démonstration. En utilisant la transformée de Laplae, on pourra ré-

soudre les équations préédentes, soit :

pr(s) = L(pr)(s)
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L(pr)(s) = Fr(s) =

∫ ∞

0

e−stpr(t)dt

L(p′r)(s) =

∫ ∞

0

e−stp′r(t)dt

=
[

e−stpr(t)
]∞

0
+ s

∫ ∞

0

e−stpr(t)dt

= −pr(0) + sL(pr)(s)

= −pr(0) + spr(s)

Or pr(0) = P [X0 = r] = δr,m (ar on a supposé que X0 = m)

On a : L(p′0)(s) = −λ0p0(s) + µ1p1(s)

⇒ −p0(0) + sp0(s) = −λ0p0(s) + µ1p1(s)

⇒ −δ0,m + sp0(s) = −λ0p0(s) + µ1p1(s)

Et L(p′r)(s) = pr(0) + pr(s)

Don L(p′r)(s) = δr,m + pr(s)

D'où : spr(s)− δr,m = λr−1pr−1(s)− (λr + µr)pr(s) + µr+1pr+1(s)

(S)⇔
{

µ1p1(s) = (λ0 + s)p0(s)− δ0,m · · · (1)
µr+1pr+1(s) = −λr−1pr−1(s) + (λr + µr + s)pr(s)− δr,m · · · (2)

Don par la transformée de Laplae on a :

(S) ⇔ −δ0,m + sp0(s) = −λ0p0(s) + µ1p1(s)

⇔ −µ1p1(s) = −(λ0 + s)p0(s) + δ0,m

⇔ µ1p1(s) = (λ0 + s)p0(s)− δ0, m

Don on a : −pr(0) + spr(0) = λr−1pr−1(s)− (λr + µr)pr(s) + µr+1pr+1(s)
D'où :

(S′)
{

µ1p1(s) = (λ0 + s)p0(s)− δ0,m · · · (1)
µr+1pr+1(s) = (λr + µr + s)pr(s)− λr−1pr−1(s)− δr,m

✷
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Introduisons la notation :

Lr = λ0 × λ1 × · · · × λr

Mr = µ1 × µ2 × · · · × µr

Et

f
(m)
0 (s) = p0(s) = L(p0)(s)

fm
r (s) = (−1)rMrpr(s) = L(pr)(s)

Alors on a :

Proposition 3.8.

f0(s) =
1

λ0 + s +
f1(s)

f0(s)

=
1

λ0 + s− λ0µ1

λ1 + µ1 + s− λ1µ2

λ2 + µ2 + s− · · · − λr−1µr

λr + µr + s+
fr+1(s)

fr(s)

∀r ≥ 1

Démonstration.

(1) de (S′) ⇔ −µ1p1(s) = δ0,m − (λ0 + s)fm
0 (s)

⇔ fm
1 (s) = δ0,m − (λ0 + s)fm

0 (s)

−µr+1(−1)rMrpr+1 = (−1)r+1Mr+1pr+1 = f
(m)
r+1(s)

= −(−1)rMrpr(s)(λr + µr + s) + λr−1(−1)rMrpr−1(s) + (−1)rMrδr,m

= −fm
r (s)[λr + µr + s]− λr−1µrf

(m)
r−1(s) + (−1)rMrδr,m

Don :

(S′)⇔
{

f
(m)
1 (s) = δ0,m − (λ0 + s)f

(m)
0 (s)

f
(m)
r+1(s) = −(λr + µr + s)f

(m)
r (s)− λr−1µrf

(m)
r−1(s) + (−1)rMrδr,m
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Soit m = 0 et f
(0)
r (s) = fr(s) , alors :

(S′)⇔
{

f
(0)
1 (s) = 1− (λ0 + s)f0(s) · · · (1)
fr+1(s) = −(λr + µr + s)fr(s)− λr−1µrfr−1(s) · · · (2)

La transformée de Laplae de (S′) dé�nit alors la fration ontinue.

(1) de (S′) ⇔ f1(s)

f0(s)
+ (λ0 + s) =

1

f0(s)

⇔ 1

f1(s)

f0(s)
+ (λ0 + s)

= f0(s)

⇔ f0(s) =
1

λ0 + s+
f1(s)

f0(s)

De même, on peut érire :

f2(s) = −(λ1 + µ1 + s)f1(s)− λ0µ1f0(s)

⇔ −f2(s)
f1(s)

= (λ1 + µ1 + s) + λ0µ1
f0(s)

f1(s)

⇔ f0(s)

f1(s)
= − 1

λ0µ1

f2(s)

f1(s)
− λ1 + µ1 + s

λ0µ1

⇔ f0(s) =
1

λ0 + s− λ0µ1
[

(λ1 + µ1 + s) +
f2(s)

f1(s)

]

En itérant le proédé, on onstruit ainsi la fration ontinue ; après alul
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de :

f2
f1
,
f3
f2
, · · · et.

f0 =
1

(λ0 + s) +
f1
f0

=
1

(λ0 + s)− λ0µ1

λ1 + µ1 + s− λ1µ2

λ2 + µ2 + s− · · · − λr−1µr

λr + µr + s+
fr+1

fr

, ∀r ≥ 1

D'où :f0 = K

(

1

λ0 + s
,

λn−1µn

λn + µn + s

)

✷

Considérons la fration J dé�nie par :

J =
1

λ0 + s −
λ0µ1

λ1 + µ1 + s −
λ1µ2

λ2 + µ2 + s − · · ·

En utilisant le théorème de Stieltjes, on pourra montrer que la fration J est

onvergente ∀s ∈ R, tel que R est la portion du plan dé�nie par :

R = {s, |args| < π}

Nous indiquons sa valeur par f0 et on dé�nit f1, f2, f3, · · · par réurrene.
pr(s) dé�nie omme suit :

pr(s) = L(pr(t)) =

∫ ∞

0

e−stpr(t)dt

est la solution du système aux équations di�érentielles (S′).
En utilisant la transformée de Laplae inverse L−1

on dé�nit pr(t) par :

pr(t) = L−1(pr(s)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

estpr(s)dω

où s = c + iω, c > 0.
Notre but 'est d'utiliser les frations ontinues pr(s) pour aluler la solution
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pr(t) du système (S).
Pour ela on fait introduire pr,n(s) qui est la réduite de la fration ontinue

pr(s).
On a alors :

pr,n(t) = L−1(pr,n(s)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

estpr,n(s)dω

ave s = c+ iω, c > 0 et pr,n(t) la réduite de la fration ontinue pr(t).
On applique l'estimateur de Henrii-P�uger pour tronquer l'erreur de fration

onvergente.

Théorème 3.1. pr,n(t) et pr(t) sont dé�nis respetivement par :

pr,n(t) = L−1(pr,n(s)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

estpr,n(s)dω

et

pr(t) = L−1(pr(s)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

estpr(s)dω, (r ≥ 0)

Alors

A) Pour toute r ≥ m, il existe une fontion k(t) indépendante de n tel que :

|pr(t)− pr,n(t)|2 ≤ k(t)
n−1
∏

k=1

(
√

λr+k + 2
√
c)1/xn(

√
µr+k + 2

√
c)1/xn

(1 + 2
√
c/
√

λr+k)(1 + 2
√
c/
√
µr+k)

ave xn = r −m+ 7
4
+ n

2
.

Un résultat similaire reste valable pour 0 ≤ r ≤ m.

B) S'il existe une onstante α tel que : 0 < λr ≤ αr et 0 < µr ≤ αr

pour r ≥ 1 alors lim
n→∞

pr,n(t) = pr(t)

Remarque 3.2. Les estimateurs de alul peuvent être obtenus par la vitesse

de la onvergene de pr,n(t) vers sa limite pr(t).
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Conlusion

Dans e mémoire nous avons synthétisé les propriétés de base des fra-

tions ontinues, suivant les travaux de Wall et de Jones. Notre but initial était

l'étude des haînes de markov itératives dans le as partiulier où les itéra-

tions sont produites par des frations ontinues. Les travaux de Jones sur les

frations ontinues et les proessus de naissane et de mort ont retenu notre

attention. Nous avons don synthétisé les résultats prinipaux des travaux de

Murphy et O'donohoe résumés dans Jones. Le résultat est que l'introdution

des frations ontinues permet une approximation des probabilités pr(t).
Les perspetives de e travail sont les méthodes d'approximation des pr(t) et
les algorithmes et programmes de alul sur des données réelles. Cela peut

être d'un bon apport pour l'étude des proessus de naissane et de mort (f.

[Lenin℄).
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