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Introduction

L’étude de processus de Markov (X,,), engendré par des produits de com-
position de fonctions aléatoires indépendantes F), est intensément étudié ces
derniéres années. Le modeéle le plus simple de ce type de processus est consti-
tué par les marches aléatoires. La généralisation introduite par rapport aux
marches aléatoires tient dans le type de fonction F,,. Ce qui est nouveau
depuis quelques années, c’est qu’en général ces fonctions F;, ne sont pas li-
néaires et donc le modéle des marches aléatoires ne convient pas tout a fait.
Depuis les travaux de Furstehberg dans les années 80, de nombreux auteurs
se sont intéressés a ce type de processus : Letac, Diaconis, Guivarc’h, Bou-
gerol, Mirek,... De nombreux travaux sont consacrés chaque année a 1’étude
des propriétés de ce type de processus.

L’absence d’une théorie générale, fait qu’au niveau des méthodes d’étude,
un appareillage mathématique élaboré et diversifié est mis en oeuvre. Fursten-
berg utilise des algebres et des groupes de Lie; Diaconis développe 1’analyse
de Fourier; Guivarc’h les opérateurs de Doeblin-Fortet ; Mirek la théorie er-
godique,...

Les problémes posés sont la recherche de conditions sur les F;, pour assu-
rer la convergence du processus itéré Fy o Fy o --- o F),. Souvent la question
principale est de préciser les conditions de récurrence ou de transience pour
la chaine de Markov (X,),.

Nous nous intéressons a ce type de processus dans le cas ou les itéra-
tions sont produites par des fractions continues. Nous faisons une synthése
de quelques travaux récents et complétons le mémoire de Master de Mlle
Hedjem Akila. Notre attention a été retenue aussi par I'occurrence de frac-
tions continues dans les processus de naissance et de mort. Nous faisons aussi



un résumé des résultats obtenus par O’Donohoe et Murphy synthétisés par
Jones.

Concrétement dans le chapitre I, nous donnons les propriétés générales
des fractions continues, ainsi que les conditions de convergence et d’analycité.
Le chapitre II est consacré a I’étude de modéles de systémes dynamiques et
le traitement d’exemples de chaines de Markov itératives ainsi qu'une syn-
these sur les chaines de Markov et les noyaux de transition, complétant le
travail de Mlle Arezki Ouerdia dans son mémoire de Master. Le troisiéme
est constitué de quelques généralités sur le processus de naissance et de mort
et processus Markovien de sauts. Nous donnons aussi quelques propriétés de
la transformée de Laplace et la formule d’inversion ainsi que son application
a la recherche de la solution des équations différentielles associées aux pro-
cessus de naissance et de mort, sous forme de fractions continues. Enfin, en
conclusion nous donnons quelques idées sur les perspectives de ce travail.



Chapitre 1

(Généralités sur les fractions
continues

1.1 Premiéres propriétés

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Une fraction continue F'(z) de la variable complexe z est la
donnée de deux suites (a,(2)), (by(2)) de nombres complexes dépendantes

de z tel que :
a1
a2
as

by +

by +---

bs +

En général on note F'(z) = ® (a_n)

Définition 1.2.
On appelle fraction réduite ou réduite d’ordre n, de la fraction continue F'(z),



la fraction
a1
a2
as

Q"(z) bl +
by +

by + —————
b4_|_..._|__

A titre d’exemple, nous avons les propositions suivantes :

Proposition 1.1. Vx € R, nous avons

t =
) = - -
3 v
2
- 2
,_
9—
Démonstration. Nous avons :
i 221
tan(x) = sin(z) _ ”:O(l 2n+1 — — L
cos(x) Z (—1)"a2"
n=0 n=0 ~ 7 (2n)
0 \n,2n n r2n
2 2n +1)!
Si l'on écrit tan(x) sous la forme tan(z) = ’ , on reconnait
1+ Ry

2 (1) (20?2
Z( )" (2n)

(2n+ 1)! x2

R1 = —l‘2 n=1 =

= (1 =
; (2n + 1)! Z

2n

2n+2) 2n

2n+3



—?

et de méme, on peut alors écrire : R; =

3+ Ry’
En itérant le procédé, on construit ainsi :
tan(x) = ’ 5
x
1 - 2
x
3 — 2
B v
(2k — 1) + Ry

Par récurrence presque immeédiate, on a par ailleurs

(=)™ 2n+2)2n +4)--- (2n + 2k)x*" 2

NE

« (2n + 2k + 1)!
Ry ==
’ i (—1)™(2n +2)(2n +4) - (2n + 2k — 2)2®"
— (2n 4+ 2k —1)!
et donc on obtient finalement :
x
tan(z) = .
1-— . o

— p

5 — 2

,__

9_—

O

Proposition 1.2. Développement de e* en fraction continue par la formule
d’Euler :
Nous avons, Vo € R

e =2+
1+ =
2+ T
1+ =
1+ =
4+ T
1+ T
1+ ——%—
6+ —
1+




P
Définition 1.3. Soit F une fraction continue et — sa réduite d’ordre n.
n

On dit que la fraction continue converge si la suite <—") converge.
n

@n
1.1.2 Approche géométrique : Homographies

Dans cette partie, nous introduisons quelques rappels sur les transforma-
tions géométriques simples et puis nous identifierons la composition de ces
transformations dans I’homographie.

Définition 1.4 (Translation ).
On appelle translation de vecteur W toute application f : C — C qui au
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ tel que :

Z=f(z)=z+b
Avec W le vecteur d’affixe b

Définition 1.5 (Rotation).

On appelle rotation plane d’angle 6 et de centre O, toute transformation T
de C dans C de la forme T'(z) = ze®.

Si z =re™® (ot 7 = |z| et a = arg(2)), alors T(z) = re’®.e? = rel@+9),

Définition 1.6 (Homothétie ).

Soit k un réel non nul, 'application f qui a tout point M d’affixe z associe
le point M’ d’affixe 2’ tel que 2’ = kz est I'homothétie de centre O et de
rapport k.

Remarquons qu’on a 2’ = kz ou z est 'affixe du vecteur O—]\f et 2/ I'affixe du
vecteur OM' donc on a : O—M’ = KO_]\)/[, ce qui correspond bien & la définition
d’homothétie de centre O.

Définition 1.7 (Similitude directe ).

L’application qui & tout point M d’affixe 2z associe le point M’ d’affixe

2 =az+b, (ot a, b€ C, a=#0) est une similitude directe de centre le point
w tel que w = aw + b de rapport |a| et d’angle arg(a)

Définition 1.8 (Inversion).
On appelle inversion de pole 'origine O et de puissance k la transformation

T de C dans C de la forme T'(z) = ; + Zy

(z — 20)

10



Définition 1.9.
Une homographie T est une transformation du plan complexe
T:C—C

az+b
— T tel Ja,b,c,d e C vérifiant T(z) = :
z (z) tel que Ja,b,c, vérifiant T'(2) i d
b
E le 1.1. Cas T'(z) =
: xemple as T'(2) 1d
A quoi correspondent les transformations de ce type ?
b
T(z)=72 = .
(2) == cz+d

Il est immédiat que T est la composée de transformations géométriques élé-
mentaires.

En effet, soit Z = cz + d et la similitude directe z — Z = cz + d = T\ (2).
On voit clairement qu’on passe de z & 2/ = T'(z) par la suite de transforma-
tions qui suivent :

T T
z»—1>Z:cz+dn—2>zl:E»—>22:b21:_:z,

La transformation 7" s’écrit donc :
T = T3 (¢] T2 ¢} T1
Ou T} = S est la similitude directe de rapport |C/,
T, = I(O, 1) I'inversion de pole I'origine O et de puissance 1,
et T3 = r(0,0)oh(0, K), avec h(O, K) ’homothétie de centre O et de rapport
K =of;
avec (0, 0) la rotation de centre O et d’angle § = arg(b).
Ce qui montre que :

T=r(0,0)oh(O,K)oI(O,1)0 8
Remarque 1.1. 1. Si ¢ # 0 on peut écrire :
az +b bc — ad a
czt+d A2(z+d/c) +E
Donc une homographie est la composition de transformations clas-
siques : translation, inversion, rotation, et homothétie suivie par une

autre translation.
C’est le cas générique ; il offre aussi une richesse géométrique immense.

2. Si ¢ =0 : 'homographie est la composition de transformations : trans-
lation, rotation, et homothétie; c¢’est donc une similitude directe.

11



Exemple

Cela nous permettra de voir comment s’utilisent les nombres complexes
en géométrie et en méme temps de constater que I’homographie est un peu
différente des transformations que nous connaissons habituellement.

Soit f la transformation qui & M d’affixe z associe le point M’ d’affixe :

;2241
241

1- Montrer que f est un produit de transformations géométriques élémen-
taires (translations, homothéties, rotations, inversions...) qu’on préci-
sera.

On peut écrire :

, 22421 1

— i > S
f(z) : z+1 z+1

On passe donc de z a 2’ par la suite d’applications qui suivent :

1 R 1 fa 1 S, o 1

z»i>z+1|£> — — >
z4+1 z+1 z+1 z+1

ou fi est la translation de vecteur (le nombre complexe) 1, f5 est I'in-
version de pole I'origine et de puissance 1, f5 est la symétrie par rapport
a I’axe des abcisses, f; est la symétrie par rapport a l'origine et f5 est
la translation de vecteur 2.

2- Soit Q_ la partie du plan telle que 22 + 2 < 1. Quelle est son image par
la transformation f?
Pour voir comment se transforme (2, il est nécessaire de voir ¢a se passe
pour le cercle I d’équation 2% +y* = 1 (c’est le cercle de centre O et de
rayon 1 privé bien sir du point z = —1 qui n’a pas d’image). Par f,
[ devient I'y, cercle de centre O; = (1,0) et de rayon 1; l'inversion fo
le transforme en la droite I's d’équation z = 2, f; laisse I'; invariante,
f4 la raméne sur la droite I'y d’équation x = et enfin f5 taansforme
cette derniére en la droite A d’équation x =

La transformation f est une bijection de I'ouvert C\{—1} sur 'ouvert

— 1
C\{2} . Elle a pour transformation inverse f~!(w) = W (définie
w

-2
bien sir sur C\{2}; donc :

1
2

vl | o

12



[ C\{-1} — C\{2}

est un homéomorphisme.
Posons :

e Q=C\({-1}ul)et O =C\({2} UTD),

e O _={ze€Q:z|<l}et QL ={2€Q]z|<1},

eV ={z=z+iyeQ:x<itetQ, ={z=20+iyeQ z<3}
L’ouvert {2 est non connexe : ses composantes connexes sont 2_ et €1, ;
de méme l'ouvert ) est non connexe : ses composantes connexes sont
O et Q. La restriction de f & € est un homéomorphisme sur €'; f
va donc envoyer homéomorphiquement la composante connexe €2_ de
Q2 sur l'une des deux composantes connexes de 2'. Pour savoir laquelle
il suffit de voir ou va le point zy = 0; celui-ci a pour image 1, il est
donc dans €Y . Le transformé par f’ de 'ouvert €2_ est donc 'ouvert
Q.

13
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FIGURE 1.1 — Les cercles intérieurs au cercle I' privés du point z = —1 et

qui lui sont tangents en ce point forment un feuilletage du disque €2_. La
transformation f les redresse en droites paralléles & A et situeés a sa gauche.
On peut voir aussi que f envoie par exemple le 3éme croissant sur la 3 éme

bande .
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Proposition 1.3. Soit S [’ensemble des homographies muni de la loi o de
composition des applications, alors (S,0) est un groupe.

. . b b
Démonstration. Soient hy(z) = @, et ho(z) = 22 ¥ 0 deux
1z + dl oz + dg
homographies.
Nous avons :

(a2a1 + bgcl)Z + (CLgbl + bgdl)
(02a1 + d2C1)Z + (Cle + d2d1)

thhl(Z) = hg (h1<2)) =

qui montre bien que hgoh; est une homographie donc la loi de composition
"o" est une loi interne.
Si hy, he, hg sont des homographies, alors on a :

[(hlohg)Ohg} (2) = (thhQ)(hg(Z)) = h1 [hg(hg(z,’))}

[th(hz)Ohg)] (2) = hl [(hQOhg)(Z)} = hl [hg(hg(z,’))}

d’on (h10h2)0h3 = th(hQOhg)

Donc la composition des homographies est associative.

[’élément neutre de la loi "o" est I'identité h(z) = z donnée par a = d = 1
et b=c=0 ou a=d=—-1¢et b=c=0.

az+0b dz+0b
Toute homographie h(z) = a un symétrique h~!(z) = ———
grap (2) cz+d Y q (2) —cz+d
On conclue que (S, 0) est un groupe. O
1.1.3 Compositions d’homographies
Considérons les homographies ty,t1,...,t,, alors tg 0o t; 0...0 t, est une

homographie qui définit une fraction continue, quand n tend vers oo (n est
assez grand).
Soient les homographies définies par :
apW +
ty : w— ty(w) = piﬁp,
YW + 0y
p=0,1,2,...
On considére la composée de (n + 1) transformations tg o t; 0...0t,.
Remarquons que

avec 6])7 Yps 5p € C, Tp 7£ 0,

az+b_g+ bc — ad
cz+d ¢ A(z+d/c)

15



avec ¢ # (.
Nous avons alors

« A /72
t =L P . A, = a0
p(w) Yo Op/Yp+w P p0 — By
Donc
A /A2
toot1o. . .oty (w) = =2 — o/’voA :
o S0 4 Qa 1/’71
0 71 5_1+a2 o An—l/’yn,1
R B
Yn—1 Tn 6_n + w

Quand n tend vers oo et pour w = oo, tg oty o ...ot, définit une fraction
continue.

Proposition 1.4. Soient (ay)y et (by)r deux suites de nombres complexes et
(tk)k>0 la suite des homographies définies pour u € C, par

u — tg(u)

si (Ty)y est la suite définie par Ty, = tgotio...oty et si Wy = Ty(0), alors la
fraction continue ¢ (Z_Z) converge si la suite (W), converge dans C vers W.

Démonstration. On a

a
Wi = T3(0) = @
bo + @
by + a3
bs + -+ —
by,
On notera aussi :
ap, )
2(3) = a =W
by + ; a3
2 T by +---

Lorsqu’il y a convergence, car on confond alors la fraction continue et sa
valeur. O

16



Expression matricielle : On peut écrire les homographies sous forme
matricielle grace a la correspondance :

a b ; az+b
¢ Dz
c d cz+d

En effet, remarquons que si

az+b
S(z) =
(2) cz+d
et si on pose
1 w1
Z:—’ = —
Z9 W9
alors w .
1 1
w=_95(2) = — =95(—
()= =52
21
—+b
ﬂ_aszL _az + bz
Wy Cﬁer cz1 + dzo
)

on a alors wy et woy, en considérant le vecteur

()= (2a) (%)

az + bz
= wy = az; + bz et wy =cz; +dzy doncona: w= az1 + 0%
cz1 + dzo
Conclusion :
Si )
az +
S(z) =
(2) cz+d

soit A la matrice associée (

SIS

b
d

. . <1
si z € C, soit z; et zo tel que z = —

22

wy .
pour trouver w = S(z) on pose : w = — et soit alors le vecteur
Wa



et le vecteur

nous avons

w=(w w)

et le vecteur
z = ( Z1 9 )

w=( = @)(ZZ)

- (24)

wy = az; + bzy, wy = cz1 + dzy

nous avons

w;  azy + bz
doncw=—=—-—=
we  cz1 + dzo

on a l'image de z par S en utilisant la matrice A, donc A caractérise
I’homographie.
Si on écrit

On obtient par un calcul matriciel :

18



Propriété 1.1.
P Py
T, —
g < Qr1 Qr )

avec
P,l - 1, PO == 0,
Qfl = 07 QO = 17
{ Py = apPy_o + by Py
Qr = axQr—2 + 0rQr 1
et alors : .
Wi = T,(0) = Q—Z

P, est le £*™° numérateur et Q;, le k™ dénominateur de la fraction continue
a

o (—”) .
bn,

1.2 Convergence des fractions continues

Ona:T,=tyot;0...0t, avec

Ce qui s’écrit aussi :

P._, P 0 a 0 a 0 a
(o @)= (TR ) (08 ) (V3

On obtient ainsi en utilisant le déterminant :

k
Py 1Qr — PuQr—1 = (—1)k+1H a;
i—0

19



Peor B
Qr-1 Qx
P 1Qr — PQr—
Qr—1Qx
k

(—1)k+1H a;

= —Qk—lglj , S1Qr—1#0, Qr #0

Wi =W, =

Wi = (Wi —Wioq) + Wiy — Wia) + -+ -+ (W — W)

k (_l)jHa’i
— Zﬁ siVj <k, Q; #0.

j=1
Ainsi :

Propriété 1.2. SiVj <k, Q; #0,o0n a:

ce qui raméne la convergence de Wy a la convergence d’une série.
Théoréme 1.1 (Pringsheim). SiVn > 1, a, #0 et | b, |>| a, | +1,
alors (I)<Z_Z) converge et : ¥n > 1, | Wy, |< 1.

Corollaire 1.1. S’il existe une suite (Py)n>1, Pn > 1, Yn > 1 telle que :

P -1
| =< :
bl P1

an P, -1
| <
bn—lbn PnPn—l

(Vn > 2)
alors @(‘;—:) converge.

20



Corollaire 1.2 (Worpitzky). SiVn > 1, | a, |< 1, alors (IJ(“T"> converge.

1
+ <
| ban—1 | | ban |

Corollaire 1.3. 57 Vn > 1, 1, alors @(i) converge.

Définition 1.10. La réduite

P
LA “@
Qr by +

a2
as

by +

a
b3 + —4a

b g+ —
est appelée aussi le n®™® approximant de la fraction continue.
Le 0°™® approximant de la fraction continue est by.

Proposition 1.5 ( [1]). Soient les transformations définies par :

a
to(W) = by + W, tp(W):b +”W,p:1, 2, -
p

Avec ces notations on a :

toot10- - - ot, (W) = n=0,1,2...

avec P,_1, P,, Qn_1 et Q, sont indépendantes de W et P_; =1,
Q71:O7 P0:b07 Q(]:l

By =bpp1 By + ap1 Py _
7p_05 15 2a
Qp+1 = p+1Qp + ap+1Qp71

Démonstration. Montrons par récurrence

o Pn,1W + Pn
anlw + Qn’

Pour n = 0 la propriété (P) est vraie car to(W) = by + W.
On suppose que (P) est vraie pour n = k et on démontre que (P) est vraie

tooti0- - ot, (W) n=0,1,2... (P)

21



pour n =k + 1.

a
tootio- - oty (W) = tootio-- -otk(bkﬁ)
k+1

P’“*(bﬁ?{/{/) + Dy
Qu1 (52555 ) + Qi
PkW + (bk+1pk + ak+1pk,1)

QW + (br+1Qk + ar11Qr—1)
PW + Py

QW + Qrt1

Donc (P) est vraie pour n = k + 1 on conclue que (P) est vraie
pour tout n.

Proposition 1.6 ( [1|). Avec ces notations nous avons :
PoaQn — PuQny = (—1)"aiaz---a,, n=1,2, ...,

Cette formule s’appelle formule du déterminant.

Démonstration. Calculons le déterminant de la matrice ( g"_l In )
n—1

@n

Pn—l Pn o Pn—l ann—l + a'nPn—Z
anl Qn anl annfl + anQn72
Pn—Z Pn—l
= —an
Qn72 anl
P, P,

On itére cette relation jusqu'a n = 1 et comme =1.

Q-1 Qo

Nous avons donc :

Pn—lQn — PnQn—l = (—1)”(11(1,2 oy, M= ]_, 2, ey

22



1.2.1 Conditions nécessaires de convergence

Théoréme 1.2 ( [2|). Sila série Z | b, | converge, alors la fraction continue
p

by +

1
by +

by +---

diverge.

Les suites de ses numérateurs et dénominateurs pairs et impairs (Pay)p, (Popt1)ps (Q2p)p,
(Qapt1)p convergent vers les limites finies Fy, Fy, Go, Gy, respectivement ,

avec F1Gy — FyG1 = 1.

Démonstration. Nous avons d’aprés la proposition (1.5) et puisque les a,
sont égaux a 1.

Py, = by Pop 1+ Py
= bopPop1 +bopoPop 3+ Pop_y

= bopPop_1 4+ bopoPop 3+ -+ b Py

Donc

p
P2p = Z b2rP2r71
r=1

Nous avons d’aprés les hypothéses la série > | by, | est convergente, pour
montrer que la suite (Psy), est convergente il suffit de montrer que | P,y |< ¢
avec ¢ est une constante indépendante de p.

Montrons par récurrence que si M >| P_y | et M >| Fy | alors

| Bo [< M1+ [0 YA+ [ b2 [) - (14 | ba ]) - - (1.1)

POUI"I’L:l, |P1 |§|b1||P0|+|P_1|§M(1+|b1 |)
Donc (1.1) est vraie pour n = 1.

| P | < M1+ | by [J(1+ [ b2 |),
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Donc (1.1) est vraie pour n = 2.

Supposons que (1.1) est vraie pour n = k — 1 et montrons qu’elle est vraie
pour n = k.

Nous avons | P, |<| bg || Pe—1 | + | Pe—2 |-

| P |
| P |

by | ML+ | by [ | B [)- -~ (L [ by )+ MOF by YAF By ) -~ (1 | b |

<
< M+ b DA+ [ba [) -+ (14 [ bg |)

Donc il suffit de prendre C' = MH(1+ | b, |) car la série Y | b, | est conver-
1

gente par hypothése.
o0

Donc 14 | b, |) converge, par conséquent la suite (P,,), est convergente.
p p/p

1
De la méme maniére on démontre que (Papi1)p, (Q2p)p, (Q2p+1)p SONt conver-

gentes.
D’aprés la proposition (1.6) on a :

PZp—HQZp - PZPQZP—H =L

En passant a la limite on aura :
Gy — FyGy = 1.

La fraction continue est divergente car ses approximants oscillent entre les

E F
deux limites —~ et —-. O
Go Gy
Nous acceptons sans démonstration le résultat suivant :
1
Lemme 1.1. Soit 1 une fraction continue.
b1 + 1
by +
2 by +---

(Pn)n est la suite de ses numérateurs et (Qn), est la suite de ses dénomina-
teurs.

r=p
Sp == Zbgr

r=1

k
T = H(1+bzn+2p+15n+p)

p=1

24



avec | bap1S, |[< 1 pourp>mn, k=1,2,3 ...,

P2n Q
+2k+1 2n+2k+1
Uy = ——, Vo= ——

Et soient , ,
Tk Tk
U2k+1 = (P2n+2k+2 - Sn+k+1p2n+2k+1)7rk7
Vorr1 = (Qantok+2 — Sntk+1@Q2ntok+1)T, k=0, 1,2 ..., (my=1)
b2n
4+2k+1 9
Co = ———, Copp1 = —bopyor1S, 1™k, k=1,2,3, ...,
T—1Tk
Alors on a :

U = CpUp1+ Upo,
Vi = Cu\Viee1+ Vo, k=2, 3, 4, ...

Théoréme 1.3. Si les séries ) | byprr | et Y | bopy1S) |,

p
ol S, = Zbgr sont convergentes, et liminf | S, | < oo, alors la fraction
—1 p-)OO
. 1 .
continue i diverge.
b1 + 1
by +
2 by +---

Les suites de ses numérateurs et dénominateurs impairs (Popi1), et (Qopi1)yp
convergent vers les limites finies Fy et GG respectivement.

Si la suite (S,)p converge vers une limite finie S alors les suites (Pap), €t
(Q2p)p convergent vers les limites finies F(S) et G(S), respectivement et

FG(S) — GiF(S) = 1.
Py,

Finalement, si lim S, = oo alors on a : lim —— = il (finie ou infinie).
pP—>00 p—>0 Q2p Gl
Démonstration. Montrons que la série Y | by, 115, | est convergente.
— Si| S, |< 1alorson a | byyy1S, |<| bapsa |-
= Si| Sy |>1onalby1S, |<| b2p+155 |
Comme les séries Y | byyp1 | et Y | bops1 Sy | sont convergentes (par
hypothése).
Il en résulte que la série > | bypi1.S, | est convergente.
La série Y | bay415, | est convergente alors il existe un indice n > 1 tel que
| bap1S, |< 1 pour p > n.
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k
Par suite m, = H(l + bont2p+1Sn+p), k> 1 sont différents de zéro et :

p=1
kh—r>noo e = 1—[1(1 + b2n+2p+15n+p)
p=

converge et sa valeur est différente de zéro.

_ Popjora Vor — Q2nt2k+1
Uy = ———, Vop=——"—

Tk

Soient

) Y

Ust1 = (Pantokt2 — Snakr1Pontok+1) Tk,

Vokr1 = (Qontokt2 — Snkr1Qontont1)mr, k=0, 1,2 ..., (mp=1)

by

+2k+1

Cor = _enTenT s
Mp—1Tk

D’aprés le lemme (1.1) nous avons

_ 2 _
, Copyr = _b2n+2k+15n+k77k7177k; k=123, ...,

U = CpUg-1+ Uk,
Vi = CiVieer+ Vo, k=2,3,4, ...,

Comme -
Jlm 7 = 1_[1(1 + ban-t2p+15n+p)
p:

est convergent.

Et les séries 3 | bypy1 |, 2 | bopi1 Sy | sont convergentes (par hypothése), il
en résulte que Y | C, | est convergente.

Nous avons d’aprés le théoréme (1.2) les suites (Usk)r, (Uska1)rs (Vo)
(Vag+1)r sont convergentes, et donc les limites

pli_f>ﬂoo(P2p+1) = I, pli_{ﬂOO(QZerl) =Gy (1.2)

et
i (Poy — SpPop1) = X (1.3)
ph_1>noo(Q2p - SpQ2p71) =Y (1-4)
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existent et sont finies.
D’aprés la proposition (1.6) on a :

P2p71<Q2p - SpQ2p71) - Q2p71<P2p - SpQ2p71) = P2p71Q2p - Q2p71P2p =1
(1.5)
En passant a la limite on aura F1Y — G; X = 1.
Soit S la limite finie de la suite (.S,),, nous avons d’aprés (1.2), (1.3) et (1.4)
p—00

p— 00

D’aprés (1.5) on a F1G(S) — G1F(S) = 1.
Montrons maintenant lim —2 = —-.
p—>00 sz Gl
On a lim S, = oo (par hypothése)
p—>00
Uzp—1
Pypion_ 1+ P
Poniop _ e Tp—15n4p
Q2n+2p ‘/217*1
n+2p—1
Qoniopa Tp—15n-+p
En passant a la limite on aura :
P. F
lim -2 — —L
p— 00 Q2p Gl
(finie ou infinie). O

1.2.2 Condition suffisante de convergence
1

Théoréme 1.4. Soit 1 une fraction continue complexe et
b
2+ by + -
r=p
soient les séries Y | bypy1 |, D | bap1S3 | avec S, = Z by
r=1

Si
e > | bapra | et D | bapyaSE | sont convergentes.
. lim S, = oo.

. R(b1) >0 et R(b,) >0, p=2,34,.---,
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Alors :
la fraction continue 1 est convergente.
R

by +
by +---
La valeur v de la fraction vérifie ['inégalité :

1
~ 2R(by) < 2R (b,)

| v

Démonstration. Nous avons d’aprés les hypothéses > | bo,i1 | et
> | byp11S; | sont convergentes et lim S, = oo, donc d’aprés le théoréme 1.3

. Py Fy . Py B
lm —=— = lim ——— = —
p—00 Q2p Gy p— Q2p+1 Gy

(finie ou infinie).
Pour montrer que la fraction est convergente il suffit de montrer que
Pp

lim =2 = =L est finie.
p—>© Qp Gl
Soient les transformations homographiques définies par :
1
ty(w) =
p( ) bp +w

Avec les hypothéses R(by) > 0 et R(b,) > 0 on a admet l'inégalité suivante :

() — g < o
w —

! 2R(by) '~ 2R(by)
P,

on a : ty0t0...0t,(0) = Q—p.

donc Pp . .

| = — < ,p>1

Q, 2R(b) "= 2R(b)

En passant a la limite il en résulte que la fraction continue est convergente
et sa valeur v vérifie I'inégalité :

1
R0 = 2Ry

v -
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Théoréme 1.5 (Stieltjes). (Cf. [2])

Soit K(anz/1) une fraction S, tel que a, > 0, Yn > 1.

A) Alors les suites des numérateurs et dénominateurs impairs de K(a,z/1)
convergent vers les fonctions holomorphes dans la portion du plan

R={z, |argz| < 7}

K(anz/1) converge uniformément sur tout compact de R.

B) La fraction S = K(a,z/1) converge vers une fonction holomorphe dans
R si au moins une des deuz series

Z|a1a3 * Aop— 1 Z|a2a4 *Aop— 2|
Aoy * ayas -

*Aon—1

diverge.

C) Sila fraction S = K(a,z/1) converge en un point unique de R, alors elle
converge en tout point de R vers une fonction holomorphe.

D) La condition suffisante pour qu’une fraction S converge vers une fonction
holomorphe dans R est [’existence d’une constante M > 0 tel que
la,| < M, n>1.

Démonstration. (Voir Jones continued fractions page 136). O

1.2.3 Convergence de fractions continues particuliéres

On considére maintenant des fractions continues de la forme :

g1
92(1 — 1)z
g3(1 — g2)z
14+...

1+
1+

qui seront d’une importance fondamentale dans I'étude des marches aléa-

toires.
Elles sont particuliérement étudiées par (Cf. [4]).
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Théoréme 1.6. Soit (g,,)n>1 vérifiant 0 < g, < 1, Vn > 1, alors

g1
92(1 — 1)z
g3(1 — g2)z
14+...

1+
1+

est uniformément convergente pour | z |< 1.
On peut méme obtenir la convergence uniforme sur tout compact de
C/] — o0, —1].

Ajoutons a ceci deux propriétés utiles par la suite :

Propriété 1.3. On peut calculer la valeur de la fraction continue précédente
en -1 :

G o 1
— “+o0o
1 92(1191) 1+Z 9192 - - - Gp
1o el (= g)(1—g.)...(1-g)

Propriété 1.4. Si0< g, <1, Vn>1, on a alors :

1 . 1 1
14 !(Jiz_ ) m (1—q1)z 1+ 2
| 2o IUE ECEYDE
T+ T
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Chapitre 2

Etude de modeéles de systémes
dynamiques

2.1 Exemples de chaines de Markov itératives

Le cas le plus simple est la marche aléatoire sur Z. Soit (Y},),, une suite
de variables aléatoire iid & valeurs dans Z et X une variable aléatoire indé-
pendante de (Y,,),. Si on considére la marche aléatoire (X,,),, engendrée par
Xy et (Yy,)n, nous avons

Vn>O,Xn:ZYk
k=1

Soit alors la fonction f tel que :

FIIXZ T

(z,y) = f(z,y) =2 +y

Nous avons donc :
Xn = f(YnaXn—l) = fYn(Xn_1),VTL >0

La marche aléatoire (X,,),, apparait donc comme une chaine de Markov ité-
rative sur Z dont la procédure d’ itération est définie par la fonction f.

Si (X,)n est une chaine de Markov de matrice de transition P sur un
espace d’é¢tat E fini ou dénombrable, est-il possible de représenter (X,,),
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comme une chaine de Markov itérative de facon similaire a la représentation
de la marche aléatoire sur Z, donnée ci-dessus ?

Le probléme est résolu avec la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit (X,,), une chaine de Markov sur un espace des états
E fini ou dénombrable de matrice de transition

P = (pxy)aayeE

alors
df :ExE—F

et (Zy,)n une suite iid de v.a a valeurs dans E tel que ¥Yn, X, est de la forme

Xn = f2,(Xn1)

Démonstration.
Soit (Z,), une suite iid de v.a uniformes dans [0, 1].

E={xy, ...z, ...}
PXyp1 = 75| X5, = 23] = py
Pour j,k € N, soit

k
Fip = Z Dji-
=0
Considérons la fonction f: F x E — FE tel que :

fxj,2) = wpsi Fjp < 2 < Fjp

Soit (Y},), la chaine de Markov définie par Y,, = fz (Y,,_1) alors (Y},), a la
méme matrice de transition que (X,,),
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En effet :
PlY, = x|Y, =] = Plfz,(Yo1) = 21|V, = 7]

k k—1
= D pi— ) D
=0 =0
= DPjk
Donc
P[Yn = xj|Yn71 = ll?k] = Djk

= P[Xn = l‘j|Xn_1 = IL‘k]

C’est-a-dire (Y},), et(X,), sont des chaines de Markov sur E avec la méme
matrice de transition.

On conclue que (Y,,), = (X,), par conséquent la chaine de Markov (X,),
peut étre représentée sous forme itérative. O

Nous signalons que dans le cas d'une chaine de Markov d’espace des états
non dénombrable et de noyau P, nous n’arrivons pas a resoudre le probléme
de sa representation sous forme de chaine itérative..

2.2 Chaines de Markov sous forme de fractions
continues

Nous résumons ci-aprés, un cas de chaine de Markov itérative engen-
drée par des fractions continues. Nous nous plagons dans le cas particulier
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F, = fy, ou (Y,,), est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées et f, est une fonction réelle x — f,(z) avec y € R, de
la variable réelle . X, est une variable aléatoire indépendante des Y,,. Pour
simplifier, on pose Xy =z € R. Nous avons :

Xf = fY1(X0):fY1(x)
X5 = mX7) =1/, (@) = frofn(z)

er = fYn (er—l)

= fy,ofy,_0...0fy,(x)

Dans ce cas (X7), est alors une chaine de Markov sur R. La proposition
suivante montre que dans certains cas, la limite de la suite (X,,)? existe

Proposition 2.2. (Cf. [14]) : Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires in-
dépendantes et identiquement distribuées et soit f,(x) = y+g(x), la fonction
réelle des variables réelles x et y, o g est une fonction dérivable sur R et
tel que | ¢ |[< k < 1. Si (X,), est la chaine de Markov définie par : Xy une
variable aléatoire donnée et indépendante des Y, et pour n > 1,

Xn = fy,(Xno1),

alors im X, existe p.s.

1
Cas de l'itération de f,(z) =y + —
x

1 1
Si fy(x) =y + —, dans ce cas nous avons g(z) = —. Soit alors (Y},),, une
x x

suite i.i.d. de variables aléatoires. La chaine de Markov (X,,)? est alors définie
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par

XO = X
1
X{ = @) =Y"+-
xX x 1
X2 = sz(Xl)—YZ+ 1
Y+ -
xr xX 1
X o= f(Xi) =Y.+ -
Ynfl_'_ 1
Y, o+ ...+~
T

(XZ) est une chaine de Markov sous la forme d’une fraction continue illimitée.
Nous avons :

-1 1
/ J—
\9(1’)\—\§|<§<1
D’aprés la proposition (2.2) la chaine de Markov définie par I’algorithme aléa-

toire f,(z) =y + — converge p.s.
x

Soit le processus (H?),, défini par :
HY = fyofpn0...0fy (), n>1

avec X§ =x
Quand n — oo, on obtient la convergence presque sure de H; vers une
variable aléatoire H .

Conséquence :
La chaine de Markov

(X5, avee XY = fy,0X7 et X§ =u

converge en loi vers la loi de la variable aléatoire H .

En effet, les processus (X7), et (H?), ont la méme loi car Vn, L(H})
est déterminée par les lois de Y, ...Y7. Mais L£(Y;...Y,) = L(Y, ... Y7).

Nous nous appuyons dans notre étude sur le principe de contraction.
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Théoréme 2.1 (Principe de contraction). Soient (E,E) un espace loca-
lement compact, (F, F,Q) un espace de probabilité, et f : E x F — E une
fonction tel que pour tout y firté x — f(x,y) = f,(z) est continue, et soit
(HE),, le processus défini par :

H! = fy,ofv,0...0fy,(x)

avec (Yy)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées et de méme loi Q) et indépendante de x.
Si lim H = H existe p.s et ne dépend pas de x alors 1 = L(H) est une

700 .
loi stationnaire pour le noyau P.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin de la proposition suivante :
Proposition 2.3. Avec ces notations, soit X7 le processus défini par :
xr __ x
Xn - fYnOXn—l

et soit Vn, 72 = L(XT). Alors si (7%), converge vaguement vers m et ne

dépend pas de x, alors w est une loi stationnaire pour le noyau P.

Démonstration. Soit C(E) = { les fonctions continues bornées sur E}.
On a 7} converge vaguement vers 7 i.e.

Vg € C(E),/

E

o) (d(x)) — /E g(x)m(dz)
Montrons que :

/E g(e1)n (d(z1)) = / oy ([dz)Qdy)  (21)
On a:

T (dz) = P[X)) € dx,] = P[fYn(Xg_ ) € dr] = P[X;_, € fgjl(d:pl)) Y, € dy]

1

Soit @ la loi des (Y;,), on a donc

/E g(w)m®(d(2)) = /F / 9, ()7 (d(2))Q(dy) = /E g(f, ()72 (d(x1))Q(dy)

xXF
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Montrons maintenant que :

e e
F
est continue.
En effet
x — f,(x) est continue (par hypothése), donc si (z,), converge vers z; alors
fy(an) — fy(21)

et d’autre part g est continue car g € C(FE) donc
nh_{lgog(fy(xn)) = g(nh_flgo fy(zn)) = g(fy(21))

et comme ¢ est bornée on a :

i [ (/) Q) = / lim g(f, () Q(dy) = /F o1, (1) Q(dy)

n—oo F n—oo

donc

) %/g(fy(xl))Q(dy) est continue

En passant a la limite dans la relation (2.1) on aura :

/E g )m(dr) = / o1, (1)) (d) Q(dly) (2.2)

ExXF

En effet

lim [ g(x)m(dz,) (car g € C(FE) et m, converge vaguement vers 7)
n—oo E

et

i [ g(f, () d(a)Q(dy) = / o, () (d(x1)Q(dy)

=0 JExF ExF

(car z; —> / g(fy(z1))Q(dy) est continue et 7 converge vaguement
F

Vers ).
En posant
g = lim g, avec g, =g, B € Bg
n—o0
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dans la relation (2.2) on aura

(2.2) & lim g, (zq)7(dxq) :/E lim g, (f,(z1))7(dz1)Q(dy)

E n—o0 xF n—oo

(22) & lim | gn(@)ml(dee) = Hm | ga(fy(z))m(de)Q(dy)
(2.2) & lim EHB<5U1)7T<d~T1) = lim EXF]IB(fy(Jfl))7T<d371)Q(dy)

(2.2) = 7(B) = /E P(B, 21)r(dzy)

i.e. m est stationnaire pour le noyau P.

Démonstration du théoréme 2.1.

lim H” = H = lim L£(H") = L(H)
n—oo n—oo
comme

L(Hy) = L(X;)

et d’apres la proposition (2.3), 7 = L(H) est stationnaire pour le
noyau P.
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Chapitre 3

Fractions continues et Processus
de Naissance et de Mort

3.1 Introduction - Généralités

Nous aurons besoin de la propriété dite "lack of memory" pour une va-
riable aléatoire, que nous rappelons ci-dessous.

Définition 3.1. Une variable aléatoire X est dite sans mémoire si
Vs, t, P[X >s+t/X > s] = P[X > ]
Proposition 3.1.

Xest sans mémoire < I\ >0 tel que X € E(N),
P[X € dz] = Ae Mg 4 oo((7)

Démonstration.
=) Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle A, A > 0.
Pour montrer que X est sans mémoire, nous devons montrer que

PX >s+4+t/X >s]=P[X >t],Vs,t >0

Nous avons

PX >s+1t,X >
P[X > s

PX>s+t/X >s =
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Pour s, t > 0

we{X>s+t} = we{X >s}
donc {X >s+t} C{X > s}
et donc

PIX > s+1]
P[X > s

/ e Mdx
s+t

PIX>s+t/X >s =

Comme on a :

/ e Mdr = —e_)‘w] =e
On conclue que :
e—A@+ﬂ
PX>s+t/X>s] = —— =¢=P[X >
e S

On a montré que : P[X > s+1t/X > s] = P[X > t] et donc X est sans
mémoire.
<) Supposons que X est sans mémoire on a donc

PX >s+t/X >s|=P[X >

montrons alors que : I\ > 0 tel que X € E(N).
Par définition de la probabilité conditionnelle

PX >s+1tX >

PIX >s+t|X >s] = PIX > s

PX >s+t,X >s]=P[X >s+1]

car
{X>s+t}Cc{X >s}, s,t>0

40



Donc
P[X > s+t]=P[X >t] x P[X > s

Si on pose p(t) = P[X > ]
Cela revient a chercher une fonction continue ¢ : Ry — R, tel que :

(s +1t) = p(s)p(t)
Sis, t=0:

p(0) =0 = ¢(s) =0+ s) = (0)p(s)
= p(s) =0, Vs
= ¢ =0 (fonction nulle)

2. Ou bien ¢(0) # 0 on a alors ¢(0) = 1.

Sis,teN
seEN, p(s+1) = @(s)p(1)
p(s+2) = o(s+1)p(1)
= ©*(1)ep(s)
p(s+n) = @"(1)p(s)
=
p(n+1) = ¢"(1)e(1) = [p()]**!
p(n) = [p(1)]"(0) = [p(1)]"
o(-n+n) = ©(0)=p(—n)e(n)
PRI (O N
=) = ) T v
Sis,teQ



o(23) = o)
)
- (+(3))
done (4) = (e,

Si ¢(1) = Cte C alors on doit poser C' > 0.
On a donc @(%) = (C)Y/n.

SizxeQt,z==, (p, ¢>0).

(1) = elrired)
el = = @ -4 =4+ 4 =
4q q 4 q

= (W)Y = (p(1))/1

3

Crla
¢ définie sur Q1 et donc sur Q.
p(s) >0
onasizeQT, z="2

q

o@) = o(2) = oy

q
— (Pl =7

Siz eR, I(x,) € Q tel que z,, — .
Par continuité de ¢ au point x.
On a
p(z) = p(limz,)
= limy(z,)
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ra € Q. pla,) = O = e,
On a posé C' > 0

donc
lim p(z,) = lime* ¢
(lim)InC
frd e n
— et InC
I\ € R tel que ¢(s) = e**, Vs >0
c’est a dire P[X > s] = e**
D’ou I'implication est démontrée. O

3.2 Processus markoviens de sauts et chaine de
Markov a temps continu

Définition 3.2. Soit £ un ensemble fini ou dénombrable, (X;); un processus
a valeurs dans E et soit (7,), la suite iid, de variables aléatoires définie pour
Xy = x, par

n = inf{t, X; # =}

rn = inf{t>7n,Xi # X} T

Les instants 7,, sont les instants de saut du processus et (X;); est appelé
un processus de saut.

Définition 3.3. Soit (E,£) un espace mesurable (X;); est un processus a
valeurs dans F. (X;); est un processus de markov si :
V f mesurable, f : E — E bornée

E[f(Xt)/Fs] = E[f(Xt)/Xs] ou fs = O(Xta t S 5)

Proposition 3.2. Soit (X;); un processus de sauts a valeurs dans E dénom-
brable et (1), la suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi F' tel que

Xo=wy, (Xpg=a1, t<m), (Xy=29, m <t <m), (X5, =apn, 7 >1)

(Xy); est un processus de Markov < 3\, F(t)=1—e

i.e. les T, sont de loi exponentielle
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Idée de la démonstration. =) On veut montrer que si (X;); est processus
de Markov alors 7 vérifie la propriété :

P >s+t/m >8] =P >t], Vs, t >0 (3.1)

Si (3.1) est vraie alors A\, 7 € E(N).
On doit donc montrer (3.1).
Soit F,(t) = P,lr < t].

Pt >s+1t,7> s
Pt > §]

Pt >s+t/t>s] =
5, t>20, 7T>s+t=7>s5.

{r>s+t,7>s} = {r>s+1t}
P> s+1]
P>
1—Pr <s+t
1 —P,r <]
1 — Fy(s+1)
l_Fx(S)

Pr>s+t/Tt>s] =

1—Fy(s+1)
1 — F.(s)
La loi de 7 vérifie (3.2). O

(3.1) < —1-F,(t) (3.2)

Définition 3.4. Un processus de naissance et de mort (X;), est un processus
de markov, & valeurs dans N c’est a dire il vérifie la propriété de Markov
suivante :

E[f(Xy)/Fs] = E[f(X4)/X] (3.3)
pour f > 0 bornée et mesurable, Vit >s si F;=0(X,, u<s).
(3.3) & P[X; =y/F] = P[X;, = y/X,]
Définitions 3.1. Soit un processus stochastique {X(¢); ¢ > 0}, a états
discrets n = 0,1,2,--- et homogéne dans le temps, c’est-a- dire tel que :

PIX(t+5) = j/X(s) =] = Py(t)

ne dépend pas de s.
Alors {X (t); t > 0} est un processus de naissance et de mort s'il satisfait les
conditions suivantes :
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Pi7l'+1<dt) = P<Xt+dt =1+ 1/Xt = ’l) = )\Zdt + O(dt), 1 > 0

est la probabilité d’avoir une naissance pendant laps de temps dt (pas-
sage de Pétat 7 a 'état ¢ + 1).

2.
P@i,l(dt) - P(Xtert - ’l - 1/Xt - ’l) - ,uzdt + O(dt), Z Z 1
est la probabilité d’avoir une mort pendant laps de temps dt (passage
de létat 7 a l'état i — 1).
3.

A; et p; sont appelés respectivement les taux de naissance et de mort
du processus.

Remarque 3.1. (X;); est un processus Markovien de sauts

Proposition 3.3. Les équations de Chapman-Kolmogorov d’un processus de
naissance et de mort sont :

Pi(t) = NjaPija(t) — (A + 1) P (t) + pja Prgea(t), j =1
Py(t) = —=XoPio(t) + 1 P (1)

i}%j(t) =1
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Démonstration.

Pj(t+dt) = P(Xpa=7)
= PXirat = J, Up—jj1,41(Xy = k)]
= ZP[Xt—I—dt = j> Xt = k’]

k=0
= PXirar =J, Xo =jl+ P Xpyar = J, Xo = j +1]

+ PXya=7, Xe=j—1]+ Z P Xiiar = j, X¢ = 1]

i
= PXya=j/ Xi=j+1P(X, =)
+ PXpa =37/ Xe=j+1P(X; =3+
+ P[Xt-l—dt:jaXt:j_lP(Xt:j )

]
P;j(dt)Pij(t) + Pjy(dt) P ja(t) + Pio1(dt) Py (1)

[1 — ()\J + ,U]>dt]PZ](t> + //Lj+1dtpi7j+1<t) + )\jfldtpﬁj,l(t)

= Py(t) — (N + ) Py()dt + pja Py ja (H)dt + Nj1 P (t)dt

= Pyt +dt) = P(t) = NoaFija(@)dt — (A; + py) Pij (0)dt + pja Py ()dt
On conclue que :
P.. _P.
'P’l/j(t) = lim v (t + dt) ) (t)

dt—0 dt
= N1Pija(t) — (N + ) Pig(8) + w1 Py jya ()

par suite :
P(t) = —XoPio(t) + 1Py (1)

Z Py(t) =

3.2.1 Reégime transitoire

X = (X})ier est non stationnaire, le systéme est instable, cependant la
résolution analytique des équations de Kolmogorov se montre complexe.
On ne considére donc généralement que la distribution stationnaire du pro-
cessus.
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3.2.2 Régime permanent

X est stationnaire c’est a dire Pj;(t) = Pj;.

Si X admet une solution stationnaire, les limites tlim P,;(t) = P; existent et
—00

sont indépendantes de 1’état initial du processus et satisfont les équations :

—Xolo + P =0
Aj—1Pjo1 = (A + 1) Py + pja P = 0, j > 1

En écrivant en chaque état 1'égalité on retrouve :

( piPr = APy
po P + NPy = pn P+ M Py
3 Ps + MNPy = poPy + Ao Po

fi1Pja + APy = 1 Py + AP

\

Ces équations se simplifient successivement pour donner finalement le sys-

téme :
piPr = Ao Py
po Py = M Py

pily = Aj-1 P
On en déduit alors :

BVS VS U
pj:upo’ i>1
Hifhg - g

Comme

ZP_I & P0+ZH “P0_1

§>0 i>1 i=1 Hi
AoAL - )
S Bp=(1+
’ ( Z Hipee

Pour qu’une distribution stationnaire existe, il faut donc que la somme figu-
rant dans I’expression ci-dessus converge.

Notons que ceci a toujours lieu si I’ensemble des états des processus en ques-
tion est fini.
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Définition 3.5. Les probabilités conditionnelles définies pour 0 < s < ¢

par :

P,‘j(S,t) = P(Xt = ]/Xs = Z)

sont appelées probabilités de transitions de la chaine de Markov (X;):>o.

Définition 3.6. La chaine de Markov (X;):>o est dite homogéne ou a pro-
babilités de transitions stationnaires si ces nombres sont indépendants du

temps ¢.

On écrit P(s,t) = P,;(t — s).
(X¢)e>0 est dit aussi processus de Markov homogeéne.

Proposition 3.4. Si (X;);
alors (Xy); est un processus

est un processus a4 accroissements indépendants
de Markov.

Démonstration. Soient i,j,k € Fetu<s<teT

On doit montrer que :

PIX; = j/X, =i, X, = k]

= P[X,=j/X,=1]
P[X, =}, X, =14, X, =k
P[X, =i, X, = k]
PIX,— Xy =j—i,Xs— Xy =i —k, X, = k]
PIX,— Xy =i—k, X, = k]

par P[X;— X, =j—iP[X, — X, =i — k]P[X,

D’autre part on a :

PIXy=j/Xs=1]

P[X, — X, =i— k|P[X, = k|
= PIX,—X,=j—1

P[X; =j, Xs =1]

P[X, = i]
_ PXy - X,=j—14,X,=1]
B P[X, =i
par PIX;— X, =j—iP[X, =1
- P[X, = 1]

= PX,—X,=j—1

Ainsi (X})ier est un processus de Markov. O
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Exemple 3.1. Si (X;); est un processus a accroissements indépendants, tel

que : ‘
. s plu)du)’ t
PX;—X;=j]= (fpj—!)exp (— /S p(u)du)

pour j = 0,1,2,..., s <t ou p(u), u > 0 est une fonction continue (non
négative) alors (X;) est par définitions un processus de Poisson et c’est un
Markov d’aprés la proposition (3.4).

D’ailleurs :

Py(s,t) = P(X,=j/X,=1)
P(X,=j, X, =1)

P(X, =1)
_ PIXi— X,=j—i]P[X, =]
B P[X, = 1]

(Jo plw)du)” exp (— /t p(u)du) pour j > i

= (7 —1)!
0 sig <1

On pose p(u) = A (constante), on a pout tout u > 0.

[A(t — 3)]j7i6_x(t—s)
P(s,t) = (=)
0 sij >1

pour i < j

Dans ce cas (X;) est un processus de Poisson de paramétre .

Ny
Si X; = Z Yi, (Ni)i>o est un processus de Poisson de paramétre A > 0

k=0
alors (X;) est un processus a accroissements indépendants, donc de Markov

d’aprés la proposition (3.4).
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Démonstration.

Pij(svt) =

Donc par définition de (X;);.

PZ‘J‘(S,t) = P

ou

— f = L(y)

ZtYk:]—’l,Nt—Ns:l
ZYk:j—z’,Nt—NS:l

ZYk—J—
_Sl
_ Zf*l]_l t )]6

[ N Ny
]3 0
d Vi=j—i
L Ns
o
{ZYk:j—z}m{ul{Nt
- NSNt
UZ{ZYk:j—z}ﬂ{Nt—Ns:lH
L N
[ N,

et

Nt—NS:l]

A(t—s)
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— f* est la ™ convolution de f.
O

3.3 Eléments sur la formule d’inversion de la
transformée de Laplace

Définition 3.7. Si f est une fonction, on appelle transformée de Laplace de
f, la fonction de la variable complexe p, Lf(p) définie par :

Li) = [ et

Plus généralement si X est une variable aléatoire, on appelle transformée de
Laplace de X (ou de la loi de X) la fonction

s — Ele™]

Propriétés 3.1.

1) Unicité : La transformée de Laplace est unique; c’est a dire, si deux
fonctions f et g ont la méme transformée de Laplace alors elles sont
égales.

2) Linéarité : Si « et 3 sont des constantes quelconques et, F'(t) et G(t) des
fonctions dont les transformées de Laplace sont respectivement, f(s) et
g(s) alors

L(aF(t) + BG(t) = aL(F(t) + BL(G(1) = af(s) + Bg(s)

Exemple 3.2. La transformée de Laplace d’une constante

+oo 1
Vs >0, Ll(s)= / e Stdt = —
0 s

Exemple 3.3. La transformée de Laplace d’une fonction exponentielle.
Soit a € R

1
s—a

+oo
Vs >a, Le™(s)= / ee S dt =
0

51



Proposition 3.5. Soient f, g deux fonctions.
La transformée de Laplace du produit de convolution f % g défini par :

vt >0, f*g)( /ft—:c

vérifie :

L(f * g(s)) = Lf(s)Lg(s)

/ / f(t —x)g(x)e " dxdt

En posant u=1%t—x et v =z, on obtient

_ /O b /0 " Fu)g(v)e= " dudy

En utilisant le théoréme de Fubini, on a bien :

L(f % g)(s) = Lf(s)Lg(s)

Preuve.

O

Proposition 3.6. Soit f une fonction, dérivable et de dérivée continue, alors

Lf'(s) = sLf(s) = f(0)

'(s) = /OOO f/(t)e "tdt.

En intégrant par parties, on obtient

Lf'(s) = sLf(s) = f(0)

Preuve.

O

Définition 3.8. Soit f une fonction, (Lf)(s) = [~ e * f(t)dt, pour s € C.
a € R, a =abcisse de convergence

= inf{z tel que /ezt|f(x)|dt < o0}

car pour s € C avec s = x + iy, R(s) > «, F(s) a un sens.
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Formule d’inversion
Avec des conditions adéquates sur f (cf. [Doetsch]|)
si F'(s) = Lf(s) alors on a :

f(t) = ZiWZRes(zk)
k=1

Si 21, ..., 2, sont les poles de e F(s).

Remarquons 2y, ..., 2, € {2z, R(z) < a} si a =abscise de convergence,
car dans les conditions e* F(s) est analytique dans {z, R(z) > a} = A,

F'(s) existe Vs € A,, on peut dériver sous le signe |[.

Démonstration. (idée :) Si F(s) = [~ e ' f(t)dt, soit s = x + iy, = >
alors :

Fs) — /0 e £ ()
= /Ooe_iyte_xtf(t)dt
0

Fo f sit>0
1 0 sit<O

On définit :

Notée encore f

Donc F(s) = [*_ e e ™ f(t)dt ie F(x,y)= [ .

o0

e Yig(t)dt

Sig(t) = e f(t) cest a dire que : F(z,y) = g(y) = F(e ™ f())(y) ,

Or la formule d’inversion de Fourier assure que :

g(t) = 5= [°2 g(y)edy = 5= [T F(x,y)e™'dy

e E() = — / T P(s)dse™ = f(t) — - / T et R (s)ds

C2mi 271

—00 —00
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On choisit le contour I'r = AB N Cr et on applique le théoréme des résidus
a et F(s)

Les poles de F' sont dans z, R(z) < a = A,

[e.9]

lim eStF(s)dzs:/ e F(s)ds
v=0JaB —00

lim [ e"F(s)ds =0

La formule des résidus pour une fonction F' sur un contour orienté C'

/ F(z)dz = 22’7?2 Res(z)
¢ k=1

21, 2y sont des poles de F' dans Cr
O

3.4 Fractions continues et Processus de Nais-
sance et de mort

On considére un processus de Naissance et de Mort (X;); de taux A, > 0
et u, >0,Vr>0avec Xg=m >0 et,
P[Xa =7+ 1|X; = 7] = A\.dt + 0((dt)?)
P[Xt+dt =Tr— 1‘Xt = T] = /,ert + 0<<dt)2)
Proposition 3.7. Soit p.(t) = P[X; = r]

Alors p,(t) obéit aux équations différentielles :

() { plo(t) = —Aopo(t) + papi(?)
p/r(t) = )‘r—lpr—l(t) - ()‘7" + Mr)pr(t) + Mr—l—lpr-i-l(t)

Démonstration. En utilisant la transformée de Laplace, on pourra ré-
soudre les équations précédentes, soit :
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L(p)(s) = Fi(s) = / " et ()t

L(p)(s) = /Oooe“plr(t)dt

= [e_Stpr(t)}go + s /OOO e tp,.(t)dt

_pr(o) + SL(pr)(S)
—pr(0) + sp,(s)

Or p,(0) = P[Xo = r] = 6,, (car on a supposé que Xo = m)
On a: L(pl)(s) = —Aopo(s) + pupi(s)
= —po(0) + spo(s) = —Aopo(s) + papi(s)
= —0om + spo(s) = —Aopo(s) + papa(s)
Bt L(pt:)(s) = pr(0) + pr(s)
Done L(phy )(s) = 0rm + pr(s)

D,Ofl : Spr(s) - 5r,m - )\r—lpr—l(s) - ()\r + ,ur)pr(s) + ,ur—l—lpr-f—l(s)

ppi(s) = (Xo+ 8)po(s) — Soum -+ (1)
(S) <~ { Mr—l—lpr-i-l(s) = —)\r_lpr_l(s) + ()‘r + pr + 5)pr(5) _ 5r,m L. (2)

Donc par la transformée de Laplace on a :

(S) & —bom + spo(s) = —Aopo(s) + papi(s)
& —upi(s) = —(Ao + $)po(s) + do.m
& pupi(s) = (Ao + 8)po(s) — 60, m
Donc on a : _pT(O) + 8pr<0> = )‘Tflprfl<8) - <)‘r + Nr)pr<8) =+ ,ur+1p7’+1<8)

D’ou :

papi(s) = (Ao + 5)po(s) — dom - - (1)
<S/> { ,ur+1p7’+1<8) = ()\r + o + S>pr(s> - )\rflprfl(5> - 5r,m
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Introduisons la notation :
Lr:)\()X)\lX---X)\T

My = p11 X g X -+ X puy
Et
F3™(s) = po(s) = Lipo)(s)
7 (s) = (1) M,p,(s) = L(p,)(s)

Alors on a :

Proposition 3.8.

1
fo(s) =
fi(s)
Ao+ s+
’ fo(s)
B 1
o A
)\0—|—8— 0k )\1,&2
AL+ pg + s — N1
Ao+ pig+ 85—+ — - Tf+1(s)
A+ + s+ 2
fr(s)
Vr>1
Démonstration.

(1) de (S1) & —pmpi(s) = dom — (Mo +5)f5"(s)
& f1'(s) = dom — (Ao + 8) 5" (s)

— i1 (—1)" Mypryq = (_1)T+1Mr+1pr+1 = fr(T1)<S)

= —(=1)"Mp.(s)(Ar + ptr +8) + M1 (1) Mypr—i1(s) + (—=1)" M6y,
= _f;n(s)[)‘r + Hor + S] - Ar—lﬂrfiTl)(S) + (—l)erér,m

f1(m)(5) = 0o,m — (Ao + S)fém)(s)
e { () = =+ i+ ) 7 (5) = Ao S (8) + (1) My

~~
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Soit m =0 et fr(o)(s) = f(s) , alors :

(0)
17(s) =1—=(Xo+8)fols) (1)
(S1) & { fra1(8) = =N 4 pr + 8) fr(8) = Npapir fro1(8) -+ (2)

La transformée de Laplace de (S/) définit alors la fraction continue.

(1) de (S1) < Sils) + (Mo +s) = !

fo(s) fo(s)
1
= = fo(S)
fi(s) <
jb(s)AF(AOA+ 3
p=— fo(S) =
f1(s)
)\0 + s+ fo(s)

De méme, on peut écrire :

fa(8) = —(A1 + p1 + 8) f1(8) — Xoper fo(s)

_fz(S) - S fo(s)
() = (M4 +s)+ Ao 71()
LA 1 fls) Ntmts
fi(s) oper fi(s) Aofi1
1
T = Ao+ 8 — Aofih
fa(s)

(M +p1+s)+

fi(s)

En itérant le procédé, on construit ainsi la fraction continue; aprés calcul
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de'éé

: , , - ete.
fi [
1
fo= =%
(Ao +8)+ =
Jo
1
= 3 , Vr>1
()\0 + 5) - oM1 X
142
)\1 +u+s— N )
Apd i+ 85—+ — e .
A A e + 54 ;f
1 )\n—l,un
Dou :fy = K , a
Jo (Ao+s An+un+s>
Considérons la fraction J définie par :
1 Aofih A1 fho

J

:)\0+8— AL+ pr+ s — )\2+M2+8—“.

En utilisant le théoréme de Stieltjes, on pourra montrer que la fraction J est
convergente Vs € R, tel que R est la portion du plan définie par :

R ={s,|args| <}

Nous indiquons sa valeur par fy et on définit fi, fo, f3, -+ par récurrence.
pr(s) définie comme suit :

p(s) = L(ps (1)) = / " et (1)dt

est la solution du systéme aux équations différentielles (S7).
En utilisant la transformée de Laplace inverse L~! on définit p,(t) par :

pelt) = L) = 5 | " et (s)d

:% N

ou s =c+iw, c> 0.
Notre but c’est d’utiliser les fractions continues p,(s) pour calculer la solution

28



pr(t) du systéme (.5).
Pour cela on fait introduire p,,(s) qui est la réduite de la fraction continue
pr(s).

On a alors :

Prnt) = L™ (pon(s)) = / T o)

27 J_o

avec s = ¢ +iw, ¢ > 0 et p,,(t) la réduite de la fraction continue p,(t).
On applique I'estimateur de Henrici-Pfluger pour tronquer ’erreur de fraction
convergente.

Théoréme 3.1. p,,(t) et p,(t) sont définis respectivement par :

pealt) = L a9 = 5 [ pealo)s
et .
pet) = Lo =5 [ Mmoo, (2 0)
Alors

A) Pour toute r > m, il existe une fonction k(t) indépendante de n tel que :

T (P 20 (e + 272
e (U 2ye/ /A (11 2o i)

[pr(t) — pra(t

cwecxn:r—m+£+%.
Un résultat similaire reste valable pour 0 < r < m.

B) S’il existe une constante « tel que : 0 < A\, < o et 0 < p, < v
pour r > 1 alors lim p,,(t) = p.(t)
n—oo

Remarque 3.2. Les estimateurs de calcul peuvent étre obtenus par la vitesse
de la convergence de p,,(t) vers sa limite p,(¢).
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons synthétisé les propriétés de base des frac-
tions continues, suivant les travaux de Wall et de Jones. Notre but initial était
I’étude des chaines de markov itératives dans le cas particulier ou les itéra-
tions sont produites par des fractions continues. Les travaux de Jones sur les
fractions continues et les processus de naissance et de mort ont retenu notre
attention. Nous avons donc synthétisé les résultats principaux des travaux de
Murphy et O’donohoe résumés dans Jones. Le résultat est que I'introduction
des fractions continues permet une approximation des probabilités p, ().
Les perspectives de ce travail sont les méthodes d’approximation des p,(t) et
les algorithmes et programmes de calcul sur des données réelles. Cela peut

étre d’un bon apport pour I’étude des processus de naissance et de mort (cf.
[Lenin]).
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