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Introduction générale

L’homme a toujours essayé de comprendre et de commander les phénoménes physique.
Dans ce but, il a crée 'automatique comme une partie des sciences de I'ingénieur. Cette

discipline couvre un champ d’applications trés vaste dans le développement technologique.

Elle se base sur I’étude et la maitrise des systémes de plus en plus complexes et souvent
difficiles. Cette étude doit passée par trois étapes primordiales a savoir la modélisation,

I’analyse et la simulation.

— La modélisation : c’est les étapes nécessaires a 1’élaboration du modéle mathéma-
tique du systéme a commander.

— L’analyse : comprend 1'étude des propriétés, telle que la stabilité, ’'observabilité et
la commandabilité du systéme.

— La simulation : consiste a reproduire le comportement du systéme réel sur un pro-
totype a une échelle réduite. Ou bien sur un ordinateur par programmation du

modéle mathématique en utilisant un logiciel de simulation.

Tres souvent la plupart des systémes étudiés sont des systémes a paramétres distribués
dits aussi systémes a parameétres répartis. Ces systémes particuliers sont définis dans un
espace de dimension infinie et ils sont décrits par des équations aux dérivées partielles

(EDP) qui modélisent un grand nombre de phénomeénes.

Notre mémoire permet de donner une idée plus claire des possibilités de la modéli-
sation dans le domaine biomédical en utilisant des équations aux dérivées partielles. On
s’intéresse a modéliser un phénomeéne biologique qui est le systéme respiratoire. Le but
est de présenter un modeéle des échanges gazeux entre I'alvéole (élément unitaire des pou-

mons) et le capillaire sanguin [4].

Pour la simulation de notre systéme, il existe plusieurs méthodes numériques. La mé-
thode des lignes consiste a discrétiser le domaine spatial en un nombre fini de points
pour se ramener a un systéme d’équations différentielles ordinaires (EDO) [11]. Quand le

nombre de point est petit, on risque de perdre la précision, et pour un nombre de point
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grand on aura besoin d’une grande capacité de calcul. Le choix de nombre de point de
discrétisation est trés important afin de garantir une précision de la solution avec moins

d’effort de calcul.

L’objectif de ce travail est I’étude de la méthode des lignes et son application sur des
exemples physiques comme ’équation de la chaleur, et sur le modéle obtenue (modéle de

systéme respiratoire).
Le mémoire est structuré de la fagon suivante :

Dans le chapitre 1, on présente des généralités sur la modélisation qui se résument

dans la définition, la classification et des exemples illustratifs.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse a avoir une bonne connaissance du systéme respira-
toire et nous attacherons a dégager des éléments et hypothése pour construire son modéle

mathématique.

Le chapitre 3 est consacré a 'interpolation polynomiale o1 on présente la méthode de
Lagrange. Ensuite, on introduit des généralités sur les équations aux dérivées partielles
(EDPs) et I‘étude de la méthode de semi-discrétisation dite méthode des lignes.

Dans le chapitre 4, on simuler le systéme respiratoire en utilisant la méthode des lignes.

Enfin, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale récapitulant nos

principaux résultats.



Chapitre 1

(Généralités sur la modélisation des

systémes dynamiques

1.1 Introduction

La modélisation est ’ensemble de procédures permettant d’obtenir un modéle mathé-
matique qui est un outil indispensable pour : concevoir, comprendre, prévoir, et comman-

der un systéme donné.

Ce chapitre est consacré a des généralités sur la modélisation. On limite la présentation
aux notions suivantes : systéme, modéle, types de modéle et la démarche d’obtention du

modéle.

1.2 Qu’est-ce qu’un modéle

Par définition, un modéle est une représentation physique ou graphique mais le plus
souvent mathématique des relations qui existent entre les différents éléments d’un systéme.
Ainsi, la modélisation est la description du systéme ou du phénoméne dans un langage

compréhensible.

C’est aussi la description de la maniére dont les éléments, intervenant dans un proces-
sus, s’organisent les uns par rapport aux autres et agissent les uns sur les autres. Elle est
appliquée dans différents domaines tels que la conception et fabrication assistée par ordi-
nateur (CFAQ), comme par exemple en aéronautique, en construction navale, en sport,
en habillement etc... Elle est appliquée aussi en simulation de la réalité virtuelle, en ro-

botique, dans le monde du jeu etc...

Dans le domaine médical, la modélisation tient aussi une place trés importante pour
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modéliser des structures anatomiques, physiologiques etc ... Un systéme peut avoir plu-

sieurs modéles plus ou moins fidéle ou complexe.

En effet lors de I’élaboration du modéle, on est tenu a trancher entre deux exigence
contradictoires :
— Représentation de la réalité avec une grande précision : cette exigence méne a un
modéle fidéle mais complexe.
— Ne plus compliqué la structure du modéle : cette exigence méne a un modéle simple

mais moins fidéle (précis).

1.3 C’est quoi la modélisation

La modélisation consiste a mettre au point un ensemble d’équations ou de régles pour
décrire un phénomeéne de fagon reproductible et simulable. Le modéle issu de la modéli-

sation sert a prédire le comportement d’un systéme en fonction de sollicitations connues.

Schématiquement le modéle est une boite noire qui fournit des valeurs de sortie en

fonction de valeurs d’entrée.

1.4 Modélisation d’un systéme

Modéliser un systéme consiste donc a identifier ses composants, leurs interactions,
leurs régles d’évolution, afin de prévoir son comportement théorique. Il permet ainsi de
créer une représentation structurée d’une réalité parfois complexe, adaptée au niveau de

lecture de I'utilisateur, mais sans simplification.

Une méthode de modélisation repose sur une démarche (ou un processus opératoires :
une méthode), un ou des langages (comme ensemble de constructions plus ou moins
formelles permettant la représentation) et des outils logiciels supportant les modéles,
les langages et la démarche. La modélisation peut générer un consensus sur les termes
employés, lever des ambiguités, et améliorer la communication entre les acteurs du systéme

et de sa modélisation.

1.5 But de la modélisation

Parmi les buts d’utilisation d'un modéle nous pouvons distinguer :

1. La simulation qui constitue un moyenne de reconstruire ou de prédire le compor-

tement d’un systéme soumis a différentes sollicitation.
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2. L’optimisation d’'un procédé par la détermination des points de fonctionnement

optimaux de celui ci au sens d’un certain critére.
3. La conception de lois de commande.

4. La conception des capteurs logiciels (observateurs) : le modéle permet de concevoir,
de construire et d’utiliser des logiciels supplétifs a des mesures manquants parce

qu’ils sont chére, dangereux, destructives, rares, déféré, etc...

5. La détection et l'isolation des pannes : le modéle peut étre utilisé pour détecter
un comportement normal du procédé et d’évaluer les causes et les conséquences

probables.

1.6 Forme générale du modele

L’écriture des équations de bilan, éventuellement complétées par des équations d’équi-

libre, permet & un modéle non linéaire dont la forme générale est [1] :

&= F(x,u,p,0) (1.1)
y = h(z,u,p,0)
avec

xr : vecteur d’état,

u : vecteur d’entrée,

p : vecteur des perturbations,

0  : vecteur des paramétres,

y : vecteur de sortie.

1.6.1 Degré de liberté d’un systéme

On définit le nombre de degrés de liberté d’un systéme par :

Nd = Nv - Ne
avec
N, :nombre de variables inconnues,
N, :mnombre d’équation indépendantes (différentielles et algébriques).

Pour que le modéle qu’on a défini admette une solution unique, ou en d’autres termes,
pour qu’on puisse en simuler le comportement, ce nombre N doit étre égal a zéro. Au
contraire, si I’on souhaite commander le systéme, ce nombre de degré de liberté doit étre
supérieur a zéro : il correspond au nombre des entrées que ’on doit spécifier pour définir

I’évolution du systéme dans le temps.
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1.7 Types de modeéle

Un modéle mathématique est dit paramétrique lorsque son expression analytique com-

porte un nombre fini de constantes non précises numériquement appelées parameétres.

Il est composé d’une structure M et paramétre P. On écrit M (P).
Exemple

Fonction de transfert :

B,,S™ + Bm_lsmil + Bm_25m72 + o + By

1.2
AnSn + An_lsnfl + An_25n72 + . + A() ( )

Le vecteur de parameétres est :
P = [Bm;BmflaBmf% ........ ,Bo,An,An,bAn,Q, ........ ,Ao] (13)

On peut distinguées trois (3) types de modéles paramétriques 2] :

1.7.1 Modéle de connaissance (boite blanche)

Le modéle de connaissance est généralement élaborer a partir des principales lois de
la physique.

Ces modeéles se présentent sous forme d’équations différentielles dont les paramétres
représentant des grandeurs physiques tel que (résistance, inductance. . .). Ces modéles sont
riches de signification et contiennent toutes les informations utiles sur le systéme, pour

cela il est toujours préférable d’établir un modéle de connaissance.

Exemple

ve(t) Vs(t)

F1GURE 1.1 — Circuit électrique.

Le choix de l'entrée et de la sortie :
L’entrée est Ve(t) et la sortie est I(t)
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En appliquant la loi des mailles, on a :

Ve(t) = RI(t)+ Vs(t)

Vs(t) = LiI(t)+ 0 (14

A partir de ([1.4), on obtient le modéle :

d
Ve(t) = RI(t) + Lal(t)
Donc le modéle finale est :
d R 1
—I(t)— =I(t) = =
S10) — T1(0) = Vel

1.7.2 Modéle de comportement ou de représentation (boite noire)

Sont des modéles dont on ne connait pas le physique du systéme. Il se présente sous
la forme d’une relation dont les paramétres n’ont aucun lien physique avec le phénoméne
en question.

Exemple

E(t) S5(t)
————— 3| Systéme

FIGURE 1.2 — Exemple d’un systéme.

Dans cette exemple, on connait seulement la réponse de systéme c’est-a-dire 1’évolution
de la sortie en fonction de I'entrée.
Par exemple pour une réponse sinusoidale amortie avec retard, le modeéle est de la

forme :

—7p

K
G(p) = e

1.7.3 Modéle mixte

Dans certains cas, il n’est pas possible d’établir un modéle de connaissance complet
pour cela on compléte le modéle globale grace a certaines lois de comportement expéri-

mentalement.

Exemple
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1)

ve(t) vs(t)

FIGURE 1.3 — Circuit électrique.
D’apres la loi des maille, on a :

Ve(t) = RI(t)+ Vs(t)

(1.5)
Vs(t) = LiIt)+ 0

Les paramétres (R, L) peuvent étre déterminé en réalisant des expériences. Par exemple,
pour déterminer R, on réalise I'expérience suivante, on trace V (¢) en fonction du courant
I(t), puis en utilisant la loi d’'Ohm, on a Ve(t) = RI(t) donc R = tana.

1.8 Classification des modéles

1.8.1 Modéle linéaire et modéle non linéaire

Soit Y'm(t, p,u) la sortie du modéle a l'instant (t).

u(t) Ymit)

FIGURE 1.4 — Exemple d’un modéle.

On définit 2 types de linéarité :

1.8.1.1 Linéarité par apport a ’entrée (U)
Le modeéle (M) qui génére Ym(t,p,u) est linéaire par apport a lentrée (U) si et
seulement si :
V(A B) € Ret Vt € R

Ym(tvpv ()‘Ul + BUQ)) = )‘Ym(tapa Ul) + 6ym(tap7 U2>

1.8.1.2 Linéarité par apport aux parameétres (p)

Le modéle (M) qui génére Ym(t, p,u) est linéaire par apport aux paramétres (p) si et

seulement si :
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V(A B) € RetV(t) e R

Ym(ta (Apl + ﬁp2)7 U) - Aym(tph U) + Bym(tvp% U)
Exemple

Soit le modéle suivant :

K

Yi(p) =
(p) 14+ 7p

Ul(p)

— Etude de linéarité par apport a 'entrée (U) :
On pose

U= AU, + BU,

V() = ; pr()\Ul 4+ BUL) = A

U
14+7p 1—i_ﬂl—i—ﬂo

Uy = AYi(p) + BYa(p)
Donc la structure est linéaire par apport a ’entrée U.

— Etude de linéarité par apport aux paramétres (K, 7) :

on pose
K: K1—|—K2
K, + K, K, K,
Y(p) = =2 " 227(p) = U U
(p) T (p) T (p) + T (p)

la structure est linéaire par apport au parameétre K.

1.8.2 Modéle & temps continue

Le modéle est dit en temps continue si I'information circule & tout instant de fagon
continue.
Il est représenté par ’équation différentielle suivante :
m m—1 m n n—1

— Modele d’état (représentation d’état) :
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L’équation différentielles d’ordre n peut étre réécrit sous forme d’'un systéme de n équa-

tions différentielles ordinaires du ler ordre :

dxét(t) = fi(z1,22. .. 7, t, u)
d2;t(t) = fa (1,22 .. 70, t, 1)
dx;t(t) = fo(v1,22. .. 20, t,u)

Dans le cas des systéme linéaires a temps continue, les fonctions ( f1, f2, f,,) sont linéaires

et la représentation d’état peut étre écrite sous la forme matricielle suivante :

z(t) =[A]z (t) + [B]u(t) (1.6)
y () = [Clz (t) + [D]u(t)
avec

z(t) : vecteur d’état,

y(t)  :vecteur de sortie,

[A]  : matrice d’état,

[B]  : matrice de commande,

[C]  : matrice de sortie,

[D]  : matrice de transmission.

1.8.3 Modéle a temps discret

Le modéle discret d’un systéme est un modéle qui permet de calculer la valeur de
I’état de ce systéme a un instant £, a partir de la connaissance de son état a l'instant ¢,
et de celle de I’évolution des entrées entre ces instants avec t = k7T ou 1T est la période

d’échantillonnage.

La forme générale d'un modéle discret est donc :

w(k+1) = F(x k), kuk)
y (k) =h(z(k), k u(k))

Si F' et h sont linéaires, alors le modéle

(1.7)

—~

peut étre réécrit sous la forme matricielle :

P

x(k+1)=[Alz (k) + [Blu (k)
y (k) = [C]z (k) + [D]u (k)

Les modeéles sous forme discréte sont utiles dans nombreux cas, comme par exemple la

(1.8)

conception d’estimateurs d’état, dans lesquels on utilise des mesures se faisant a intervalles

réguliers.
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1.9 Fonction de transfert

1.9.1 Fonction de transfert & partir de ’équation différentielle

C’est, de calculer la transformé de Laplace de ’équation différentielle. I1 faut d’abord
préciser les condition initiales : la valeur de y(0) et de toutes ses dérivées est donnée tandis
que celle de u(0) et de toute ses dérivées est fixée & une valeur nulle(pas d’action avant

=0).

Ensuite, on utilise les propriétés suivantes :

HHWZF@Z/m(WﬁMt

0

qui est la transformé de Laplace de la fonction f (¢), et

limy o f(t) = limy—oopF' (p)
On obtient :
(bnp™ + ...+ D) Y (p) —
[P (bry(0)) + 572 (b 5(0) + b 19(0)) + -+ 5 (b iz (0) + . bay(0)) |
= (app™ + ...+ ay) U (P)
Le terme entre crochets correspond a la réponse libre du systéme, c’est-a-dire celle qui
correspond a l'effet des conditions initiales. L’autre terme, en facteur de U (P)correspond

a la réponse forcée, c’est-a-dire celle qui est obtenue sous l'effet de ’entrée.

La réponse du systéme peut donc s’écrire :

2t P,
anp™ + +aoUp) (p)
™ + - .. + by D™ + - .. + by

On définit la fonction de transfert en boucle ouverte en considérant le cas ou toutes

Y(p) =

les conditions initiales sont nulles :

Y(p) apnp™+...+ag
F = =
(») U(p)  bmp™+ ...+ by

Le systéme considéré peut étre représenté sous forme de schéma bloc :

ut) o y(t) 5 up) Fo) Y(p)

Entrée Sortie

FIGURE 1.5 — Procédé et sa représentation sous forme de schéma bloc.
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1.9.2 Fonction de transfert & partir de la représentation d’état
On a la représentation d’état suivante :

() = [A]

y(t) =[C]

Appliquant la transformé de la place :

#(t)+[CTU (1)

pX(p) = [A]x(p) + [B] Ul(p)

(1.9)
y(p) =[Clz(p) + [D] Ulp)
Donc :
(pI — A)z(p) = BU(p)
(pI — A) Y (pI — A)z(p) = (pI — A)"'BU(p)
z(p) = (pI — A)"'BU(p) (1.10)

Remplagant (L.10) dans (L.9), il vient :

y(p) = C(pI — A)"'BU(p) + DU (p)
y(p) = [C(pI — A)"'B+ D] U(p)
F(p)=—~=C(pl—A)"'B+D

1.10 Exemples illustratifs

Exemple 1. Soit le systéme mécanique masse-ressort-amortisseur de la figure suivante :

M u(t)

y(t)
_Q »(52

O O

FIGURE 1.6 — Systéme mécanique.
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La loi fondamentale de la dynamique est :
u(t) : entrée

y(t) : sortie

Z ?ext =md

u(t)—j?l—j?gzmﬂ>

On remplace les forces Fy et Fypar :

Donc :

u(t) — ky(t) — F(t) = m Tyt

Le modéle de deuxiéme ordre est :

e fd k

SO+ L Lyt 4 y(e) = —u(r)

La fonction de transfert F(P) a partir de 1’équation différentielle :

—Y
m

Utilisons la transformée de la place, on obtient :

Py(o) + L Py(o) + Zy(p) = Lufp)
F(p) = z(—g = y(p) {PZ + %P + %} = %U(p)
Fp) = P2+gP+§

Exemple 2. On considére le systéme hydraulique suivant.
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o
A"

FIGURE 1.7 — Systéme hydraulique.

Les variables et les paramétres du systéme hydraulique sont :

Qe : Le débit volumique d’alimentation,
s : Le débit volumique de la sortie,
h : Le niveau de liquide de réservoir,
S : La surface de la base,
@ : Vanne d’équilibrage.
On a:
Qe : L’entrée,
h : La sortie.

Le bilan volumique est :

d
2V () = Qe(t) = Qs(1)

V(t) = s x h(t)
de (TII) et (L12), on a -

d
s (D) = Qelt) - Qs(t)

Selon Bernoulli s est liée a h par la relation suivante :

On remplace (|1.14))dans (1.13), on obtient :

17
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(1.13)

(1.14)
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s%h(t) = Qe(t) — ar/h(t)

Le modéle du systéeme hydraulique est :

d

«

dt

1.11 Conclusion

L) = é@e(t) ~ /(D).
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Dans ce chapitre, des notions relatives a la modélisation sont présentées. Ces derniers

se limitent a la notion de systéme, de modéle, des types de modéle. La procédure de

modélisation a été aussi abordée.

Le chapitre suivant sera consacré sur I’é¢tude de systéme respiratoire et son modéle

mathématique.



Chapitre 2

Modéle du systéme respiratoire

2.1 Introduction

Ce chapitre va nous permettre de comprendre le phénoméne de la respiration. Nous
allons expliquer ce phénoméne. On commence par la présentation des éléments et des

hypothéses simplificatrices pour la construction du modéle.

Dans un premier temps, nous explorons globalement la physiologie respiratoire. Une
analyse des composantes principales du systéme respiratoire nous fournit ensuite un dé-
coupage élémentaire. Nous voyons ensuite plus en détail les transformations physiques et
les échanges gazeux qui se intervient dans ce systéme. Nous nous attachons enfin a décrire

les parameétres et les équations du modéle.

2.2 Définition du systéme respiratoire

Le systéme respiratoire est ’ensemble des organes qui permet de fournir de 1'oxygéne
(O2) au sang et d’expulser du corps des déchets gazeux, constitués principalement par
le dioxyde de carbone (CO2). C’est-a-dire tous les éléments du corps qui participent a
I’échange gazeux entre I’environnement et I’organisme. La respiration dans le langage mé-
dical est appelée la ventilation pulmonaire, il s’agit du renouvellement de I'air contenu

dans les poumons par ’action des muscles respiratoires.

La respiration a un role essentiel. Sa fonction principale est :

— d’apporter de 'oxygéne (02) aux cellules de 'organisme,

— de débarrasser 'organisme des déchets (CO2) (gaz carbonique en exceés),

— de maintenir a un niveau normal les paramétres sanguins (mesure par les gazes du
sang :pa02, paCO2, Sa02 et pH),

— d’assurer les demandes de l'organisme : en repos, en sommeil, en effort de la vie

19
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courante, en marche, en montée d’escalier, en effort intense de type sportif.

Le transport de 'O2 et du CO2 dépendent de 4 processus distincts :
1. la ventilation pulmonaire (mouvement des gazes dans et hors des poumons),
2. la diffusion alvéole-capillaire,
3. le transport de 'O2 et du C'O2 par le sang,

4. le passage des gaz des capillaires vers les tissus.

2.3 Structure de systéme respiratoire

Le systéme respiratoire a pour principale fonction les échanges gazeux permettant
I'approvisionnement en oxygéne et I’évacuation du bioxyde de carbone (CO2). Ces gaz
servent respectivement d’agent oxydant et de résidu de combustion, lors des réactions

physiologiques.

Pour réaliser les échanges gazeux nécessaires a la survie, le systéme respiratoire doit
contenir les éléments permettant :

— la captation des gaz (bouche et nez),

— la canalisation (voies aériennes),

— les échanges gazeux (alvéoles),

— les fonctions motrices (muscles),

— Dasservissement (systémes central et périphérique).

Ce systéme est donc un ensemble de passages qui filtre I’air et qui le transporte a 'intérieur

du poumon ou les échanges gazeux vont s’opérer au niveau des sacs alvéolaires.

2.4 Description de ’appareil respiratoire

La fonction premiére du systéme respiratoire est de prendre I'oxygéne et d’éliminer le
dioxyde de carbone. L’oxygéne inhalé pénétre dans les poumons et atteint les alvéoles.
Les couches cellulaires des parois des alvéoles et des capillaires adjacents ne comptent
qu'une seule cellule d’épaisseur et sont en contact trés étroit. L’oxygéne passe rapidement
au travers de cette barriére séparant l’air et le sang et pénétre dans le sang capillaire. A

I'inverse, le dioxyde de carbone passe du sang vers les alvéoles d’ou il sera expiré.

Le sang oxygéné sort des poumons par les veines pulmonaires qui se jettent dans la
partie gauche du ceeur qui envoie ce sang oxygéné vers I’ensemble de 'organisme. Le sang
appauvri en oxygene et riche en dioxyde de carbone revient vers la cavité droite du cceur

a travers deux grosses veines : la veine cave supérieure et la veine cave inférieure. De 1a,
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le sang est envoyé dans l'artére pulmonaire vers les poumons, ot il se recharge en oxygéene

et libére le dioxyde de carbone.

Les volumes d’air présents dans I'appareil pulmonaire aux diverses étapes de la respi-
ration et l'expiration sont illustrés a la figure

Pour que 'oxygéne de I’air passe dans le sang circulant dans les poumons, trois pro-
cessus sont nécessaires :

— la ventilation, la diffusion et la perfusion,

— la ventilation est le processus par lequel I'air est inspiré et expiré par les poumons,

— la diffusion est le transfert passif des gaz, qui ne nécessite aucun effort ou énergie

de la part de 'organisme, entre les alvéoles et les capillaires dans les poumons,
— la perfusion est I'action par laquelle le systéme cardiovasculaire fait circuler le sang

a travers les poumons.

A respiration inspiration forcée
| respiration normale
normale i
Volumes
' expiration 1
forcée :_
—————————————————————————————————————————————————— j\
| ovf (fuc)
ite (VIR) volume de
Réservevlnspiraﬁon
CI{IC) capacge
vt capadte ulmohaire
inspiratoire p
volume totale
coLiani
VRE (VER) Volume
CRF (FRC) de Réser& Expiratoire
......... Capactt Residiglle, @ @ e - m - - -
Fonctignnele A
l VR(RV)
\u'0|$e Résiduel A\ J
Temps

FIGURE 2.1 — Les volumes pulmonaires

2.5 Echanges gazeux et le transport des gaz

Les échanges gazeux entre les poumons et le sang, ainsi que les tissus et le sang sont des
phénoménes passifs. Le gradient de pression, prés de la membrane, entre les tissus (ou les
poumons) et le sang dans les capillaires provoque un flux gazeux a travers la membrane.
Lorsque le gaz passe a travers des poumons (les alvéoles) vers les capillaires, il se dissout
dans le sang puis se combine avec I’hémoglobine comme illustré ci-dessous P.2]Dans les
cas inverses, il y a dissociation de I'hémoglobine et du gaz, qui se dissous et traversent la

membrane.
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Sang pauvre en oxygeéne
provenant de l'artére pulmonaire

Bronchiole

Sang oxygéné allant vers
la veine pulmonaire

Paroi de l'alvéole
Paroi du
capillaire
Cellule sanguine
pauvre en oxygéne
Dioxyde de
carbone
Oxygéne
/—-Globule rouge
‘oxygéné

FIGURE 2.2 — Echange gazeux entre les espaces alvéolaires et capillaires|3].

Les phénomeénes de diffusion, la convection expliquent le fonctionnement des échanges
gazeux dans l'organisme [4]. Cependant, dans certaines situations on estime qu’il est
possible que les échanges gazeux entre le sang et les tissues soient partiellement réalisés

par perfusion [5].

2.5.1 Définition des phénoménes

On définira les phénoménes physiques qui conduisent au systéme respiratoire en 1’oc-

currence la diffusion, la convection et la diffusion.

2.5.1.1 Deéfinition de la convection

La convection est un mode de transfert d’énergie qui implique un déplacement de
matiére dans le milieu, par opposition a la conduction thermique ou diffusion de la matiére.
La matiére est advectée (transportée-conduite, mais ces termes sont en fait impropres)
par au moins un fluide. Dans notre systéme le transport des gaz (O2 et CO2) est par

convection entre ’air ambiant et les alvéoles.

2.5.1.2 Définition de la diffusion

La diffusion désigne la tendance naturelle d’un systéme a rendre homogeénes les concen-
trations des espéces chimiques en son sein. C’est un phénoméne de transport irréversible
qui se traduit par la migration d’espéces chimiques dans un milieu. Dans notre systéme, le
phénoméne de diffusion des gaz est entre les alvéoles et le sang contenu dans les capillaires

pulmonaires.
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2.6 Modéle du systéme respiratoire

Le fonctionnement du systéme respiratoire, tout comme I’ensemble des systémes for-
mant 'organisme, n’est pas trés bien maitrisé. Il est facile de trouver des indications
qualitatives sur la physiologie et le fonctionnement des organes, mais trés peu pour les
décrire de facon analytique. Le modéle de ce systéme est compartiment qui n’est pas vé-
ritablement un modéle de connaissance car ils résultent d’une trés grande schématisation
des systémes biologiques.

Pour élaborer le modéle du systéme respiratoire, on s’intéresse dans ce qui suit a
I'étude des échanges gazeux entre I’alvéole (élément unitaire des poumons) et le capillaire

sanguin.

2.6.1 Obtention du modéle

Le modéle retenu pour le systéme respiratoire est dérivée de celui présenté dans [4].
Trois gaz seront pris en considération : I'oxygeéne(Oyz), le gaz carbonique (CO,) et 'azote
(N3). Trois phénoménes physiques jouent un role important dans ce systéme : la diffusion,

la convection et la diffusion dans le sang a travers la paroi alvéolaire.

Soient y(x,t), v(x,t), s(x,t) les pressions partielles d’Oq, de COqet de Nodans le tube
et z(xz,t), w(x,t), u(z,t) les pressions partielles des méme gaz dans le sang. L’alvéole est
schématisé par un tube de longueur L, rayon R et épaisseur e [2.3] Une couronne sanguine

(de section S1) entoure cet alvéole.

EYLEE
I
I
I
I
I
I
1
1
1

Y

FIGURE 2.3 — Tube

Le tube est ouvert en x = 0, fermé en x = L. Les équations d’évolution du systéme
seront obtenues en faisant un bilant de masse entre les sections d’abscisse = et x + dz,
durant le temps dt. Etablissons d’abord 1’équation pour y(z,t). La variation globale de

quantité d’oxygéne pendant le temps dt vaut :

Sdz.y(z,t + dt) — Sdz.y(x,t) = %de.dt

avec S = I1.R?
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Or, cette variation est la somme des variations élémentaires dues aux trois phénoménes
pris en compte : diffusion, convection, diffusion a travers la paroi. La variation due & la
diffusion longitudinale (nous négligeons la diffusion radiale car R < L et la diffusion a

travers la paroi est prépondérante) est égale a (loi de la diffusion)

Oy 0y -y

(< <diffusion>> en z— <<diffusion>> en = + dr = variation de quantité due a la
diffusion).

K est un coefficient de diffusion connu, quand a la variation élémentaire de quantité
d’oxygéne due a la convection elle vaut, si y(x,t) désigne le débit de convection des trois

gaz :

y(z, t).y(z, t)dt — y(x + dz, t).y(x + dx, t)dt = —(%(yfy)dxdt

(quantité entrant en z—quantité sortant en = + dr=variation).

La variation élémentaire due & la diffusion a travers la paroi est donnée par la loi de
Fick. Elle est égale & : —Dpp 228 (y — 2)dxdt.

C’est la partie réaction de notre équation. En regroupant ces expressions et en faisant
la simplification par (dzdt) on obtient la premiére équation aux dérivées partielles du
systéme :

y Px 10
—=K— - —=— — Dos—(y — 2
at 81'2 S am (’yy) 02 Re (y )

L’équation en z (dans le sang) s’obtient selon la méme méthode. Les variations élé-
mentaires correspondant a la diffusion s’obtiennent comme précédemment. Soit Q(t) le

débit sanguin (indépendant de x), la variation due a la convection vaut :

0z
Q-5022(, 1) — Q.Sp2(x + dx, t)dt = —Q.soga—dxdt
x
ou s,odésigne un coefficient de solubilité (connu). L’équation en z s’écrit :

2
0z i 82_Q802% 2T R

o = Ksge — g5, ~Por o2 y)

ou K's est un coefficient de diffusion dans le sang qui peut étre négligé. LLe méme procédé

donne les équations pour les autres gaz. Finalement, on obtient le systéme d’équation aux

dérivées partielles.
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2.6.1.1 Modéle final

Le méme procédé donne les équations pour les autres gaz. On obtient le systéme

d’équation aux dérivées partielles suivant :

R (I 21
gy~ ASop, ~ DY)
o _ 95,9 per, )

ot S St

avec :

K : coefficient de diffusion,

D : constante de Fick,

R : rayon de tube,

e : épaisseur de tube,

vy : débit de convection des trois gaz,

S : surface de tube,

Sh : section de couronne sanguin,

Q : débit sanguin,

S0,y Seoyy On,  : coefficients de solubilité.

On s’apercoit que sans conditions supplémentaires, on ne pourra pas admettre de
solution unique.
D’un point de vue biologique des conditions initiales (y(z,0)), (x(z,0)) ou des condi-

tions aux limites (y(0,t)), (2(0,t)) pourront étre fixées pour les différents gaz.

2.7 Problémes mathématiques associés

La premiére difficulté concernant le modele (R.1) est relative a I'existence et I'unicité
de la solution. Dans ce qui suit, on suppose que le modéle est bien posé (admet une solu-

tion unique).

Les méthodes de résolution numérique (qui dans certains cas permettent de montrer
'existence et I'unicité de la solution) porteront beaucoup plus de satisfactions concrétes
pour prouver 'intérét du modeéle. Ces méthodes de résolution sont toujours basées sur
une discrétisation du systéme aux dérivées partielles qui le transformera soit en une suite

de systémes d’équations différentielles ordinaires, soit en une suite d’équation algébriques
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(linéaires ou non). L’existence et 'unicité seront ramenées a I’étude des solutions de ces

systémes discrétisés.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, aprés avoir présenté des généralités sur le systéme respiratoire et les
différents phénomeénes de la respiration, nous avons déterminer le modéle mathématique
de ce systéme en utilisant les équations des bilans matiéres. Le modéle obtenu est formé
de six équations aux dérivées partielles couplées. Chaque équation décrit I’évolution d’un

gaz dans un compartiment.

Dans le chapitre suivant, on s’intéresse a la résolution des équations aux dérivées

partielles par la méthode de ligne (semi-discrétisation).



Chapitre 3

Méthode des lignes

3.1 Introduction

De nombreux problémes scientifiques et techniques nécessitent des calculs numériques,

car la solution analytique n’est pas toujours évidente.

Ce chapitre est consacré a des généralités sur les équations aux dérivées partielles
(EDPs) qui sont un outil primordial pour la modélisation. Pour obtenir la solution de ces
équations, il existe plusieurs méthodes. Dans notre cas, on s’intéresse a la méthode de

semi-discrétisation dite méthode des lignes.

Pour ce faire, d’abord, on s’adresse a la notion d’interpolation polynomiale qui sert a
approximer des dérivées (dans notre cas la premiére et la deuxiéme dérivées). On termine

notre chapitre par une application pour la résolution d’une EDP.

3.2 Equations aux dérivées partielles (EDP)

3.2.1 Définition

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation entre une fonction de
plusieurs variables et ses dérivées. Elles sont utilisées dans la modélisation des phénoménes
physiques comme les propagations des ondes, diffusion de chaleur, mécaniques des fluides,
électromagnétisme, etc...

Elle est de la forme : pour tout = € Q et (m > 1)
ou ou omu
=0
u? 8:{71 bl ) axn bl ) ax,{’:{l )(.T)

ou f est une fonction donnée définie sur 2. L’ouvert 2 C R"™ s’appelle le domaine de
I'EDP.

P (3.1)

27
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L’ordre d’'une EDP est le plus grand degré de dérivation qui apparait dans 1’équation

(3.1) qui est m.

EDP d’ordre 1 [6] Une équation aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre est

de la forme :
ou ou
F(Z’l, vy Ty U, %, ceey 8_%) =0
avec :
u : fonction & déterminer (solution),
T1,...,Ty : variables indépendantes,
Ou Ou

a0 5as ¢ dérivées partielles.
La dimension d'une EDP est le nombre de variables indépendantes dont dépend la

fonction inconnue wu.

Dans le cas de deux variables x,y, on a :

ou ou
"0x’ Oy

Un exemple d'une EDP du premier ordre est :

F(z,y,u =0

o ou_
or Oy

Un autre exemple d’EDP du second ordre est :

0

Pu o _ou
ox2  oy2 Ot

3.2.2 Classification des EDPs

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre classées comme équations linéaires,

non linéaires, homogénes et non homogeénes.

3.2.2.1 EDPs linéaires et non linéaires

Une équation aux dérivées partielles est dite linéaire si |7,8] :

1. La puissance des variables indépendantes et de chaque dérivée partielle de cette

équation est égale a 1.

2. Les coefficients des variables indépendantes et de chaque dérivée partielle de cette

équation sont constants.

Par exemple, I’équation suivante :
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Pu 0
— — =0 3.2
v e, (3.2)
Pour l'équation (3.2), le degré des deux dérivées partielles est 1, et leurs coefficients

sont respectivement la variable indépendante x e y, donc elle est linéaire.

Si une EDP ne vérifiée pas les conditions citées précédemment, alors elle est non
linéaire.

Par exemple :

2 w\’®
1:22—96 +u (g—y) = f(z,y) (3.3)

Pour I'équation 1} le degré d'une dérivée partielle g—Z est 3 supérieur a 1, et le

coefficient de la dérivée partielle g—: est la variable dépendante w.

3.2.2.2 EDPs homogénes et non homogénes

Une EDP d’ordre quelconque linéaire ou non linéaire est homogéne si tous les termes de

I’équation contiennent la variable dépendante u ou sa dérivée. Sinon elle est non homogéne

7].

Par exemple, considérons les équations suivantes :

ou _Ou
5 "2, =0 (3.4)
ou  O*u

L’équation est homogeéne vu 'absence de de variable indépendante ¢ par contre
I'équation (3.5) est non homogéne car une variable indépendante y apparait comme un
terme de ’équation.

La résolution d’'une EDP consiste a déterminer toutes les fonctions u définies sur tout

en respectant certaines conditions (conditions aux limites et conditions initiales).

3.3 Conditions aux limites

En mathématiques, une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que
prennent les solutions des équations aux dérivées ordinaires et des équations aux dérivées

partielles sur une frontiére.

Il existe un grand nombre de conditions aux limites possibles, en fonction de la formu-

lation du probléme, du nombre de variables misent en jeu, et (de maniére plus importante)
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de la nature de I’équation, parmi lesquelles on peut citer les plus rencontrées [9] :
— Condition aux limites de Dirichlet,
— Condition aux limites de Neumann,
— Condition aux limites de Fourier (ou robin),
— Condition aux limites de mixtes,

— Condition aux limites de Danckaerts.

Pour illustrer les conditions aux limites citées ci-dessus, on prend pour exemple une barre
métallique, assimilée a un segment de droite de longueur L, et on néglige la variation de

la température dans les autres dimensions de la barre.

3.3.1 Conditions aux limites de Dirichlet

Considérons les extrémités de la barre métallique fixées a des températures données
TO (t)v Tl (t>

T(07 t) - TO

T(l,t) =Ti(t)

Les conditions aux limites de Dirichlet sont les conditions les plus faciles & comprendre.

3.3.2 Conditions aux limites de Neumann

Si le flux de chaleur est donné aux bords, alors dans ce cas c’est le gradient de la

température qui sera fixé et on aura les conditions aux limites suivantes :

0
—c=Jom0 = ul)

ox
et = (8

Les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann sont utilisées pour les équations

différentielles partielles.

3.3.3 Conditions aux limites de Fourier

Si on dispose maintenant de la température extérieure T.,(t), alors le gradient de la
température (flux de chaleur) sera proportionnel a la différence (7' — T.,) les conditions

aux limites seront donc :
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_CEJZ = _k<T - Te:v)
en z=0et z =1 avec :
k  : Constante € R,
¢ : Caractérise la diffusion de la chaleur,
z : La frontiére du domaine de variation de T

3.4 Conditions initiales

En physique ou en mathématique, les conditions initiales est 'espace d’état d’un sys-
téme étudier a I'instant t initial & (¢ = 0), c’est-a-dire 1’état de départ. C’est ce qui permet
de déterminer les coefficients de la solution compléte et si possible unique d’une équation
différentielle.

3.5 Interpolation de Lagrange

L’interpolation de Lagrange est I'une des méthodes d’interpolations polynomiales les
plus utilisées, qui permet d’approximer une fonction f connu et suffisamment régulier par
un polynéme Pn plus simple, et qui impose que cette fonction coincide avec le polynome
aux points x;. Le grand avantage de cette interpolation est de rendre I'erreur d’approxi-

mation petite en augmentant le degré du polynéome [10].
Pour introduire cette méthode, on considére une fonction fcontinue et définie sur

'intervalle [a b] dans R, et soient z;, i= 0,n + 1 points distincts dans [a b], le polynome

de Lagrange d’ordre n est donnée par [11] :

L) =] L= (3.6)

Pn(z) :Z Li(x) f(x:) (3.7)

Les polynémes de Lagrange Pn satisfont 1'égalité [10] :

Pn(z;) = f(z;) (3.8)

car le polynome de Lagrange a une la propriété intéressante suivante :



Méthode des lignes 32

Li(z;) =0 si i#]

(3.9)

Exemple Soit la fonction suivante :

1
et soit les trois points suivants : z; = —1, x5 =0, x3 =1
Donc :
flz2) =1

Ll(SC) = =

Le polynome approximant la fonction est donné comme suit :
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2 —x x2+x

Py(z) = f(z1)L1(z) + f(22) La(w) + f(23) Ly(x) = 0.5( 5 ) +1(—2®+1) +0.5(

)

Py(z) = —0.52% + 1

3.6 Approximation des dérivées par l'interpolation de
Lagrange
3.6.1 Approximation de la premiére dérivée

Soient les points suivants (xq, f(xo)), (21, f(21)), (22, f(z2)) et posons

A partir de (3.8)), on sait que

df (z;) _ dPn(z)
de  dr

Le polyndme d’interpolation de Lagrange qui passe par ces trois points est donné

(3.11)

comme suit :

(x —z1)(x — 29)

) (x — z0)(x — 29)
(zo — @1)(z0 — 72)

) (x — zo)(x — 29)
(21— @o) (21 — T2)

(22 — x0)(22 — 71)
(3.12)

En appliquant (3.10) et (B8.11) sur (8.12), on détermine la dérivée premiére de f a
chaque point :

Pn(x) = f(xo)

+ f(z

+ f (22

df (o)  —3f(xo) +4f(21) — f(x2)

dz 2Ax

df(r1)  —f(wo) + f(z2)

dzx 2Ax

df (zo) _ f(wo) — 4f(21) + 3f(x2)
dx 2Az

A partir de ces dérivées, on peut déduire les formes générales de la premiére dérivée

comme suit :

Pour i = 0 (différence avant) :
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df (o)  —3f(xo) +4f (1) — f(x2)

dz 2Ax

Pour 1 < ¢ <n — 1 (différence centrée) :

df (z:) = f(wia) + f(2ig1)

dz 2Ax

Pour i = n (différence arriére) :

df (xn) _ f(@n—2) — 4f (xn1) +3f(x0)

dz 2Ax

On peut représenter ces dérivées sous la forme matricielle suivante :

[ f(wo) ] 3 4 1 0 01 [ fla) |
(i) L0 0 0|
f (o) 1 0 -1 0 1 0 f(a)
TR 319
f(@nm) 0 -« 0 -1 0 1|/ flea)
f(zn) | i o --- 0 1 -4 3_ f(zn)

En utilisant 1’approximation numérique de la premiére dérivée (B.13) de la fonction
(cos(z), par exemple) et en la comparant avec sa dérivée premiére analytique, on obtient

la figure 3.1
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Mumérique
+  analytigue

FIGURE 3.1 — Dérivée premiére de la fonction cosinus.

3.6.2 Approximation de la deuxiéme dérivée

Dans ce cas 'ordre est supérieur a 1, il faut prendre plus de trois points. Soient les
points suivants (xq, f(xo)), (21, f(x1)), (22, f(22)), ((x3, f(x3)) et posons toujours

avec 1 = 0, 3.

A partir de (3.8 on sait que
d*f(x;)  d*Pn(x;)
2x  dx
Le polynome d’interpolation de Lagrange qui passe par ces trois points est donné

comme suit

(3.15)

_ (s (x — zo)(x — 1) (2 — 22) . (x — 1) (x — z2)(x — x3)
Pri) = f(x) (x5 — mo) (w3 — 1) (73 — 22) @) (zo — 1) (w0 — @2) (w0 — »’173)+

F() (x — o) (x — z2)(x — x3) o) (x — z0)(x — 1) (2 — 23)

Y (wy — wo) (w1 — w2) (1 — w3) (20 — x0) (22 — 1) (w2 — 23) (3.16)

En appliquant (3.14) et (B.15) sur (B.16), on détermine la dérivée premiére de f a
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chaque point :

d*f(xo)  2f(wo) = 5f(x1) +4f(22) — f(x3)

dx? Ax?

df(r1) _ flxo) = 2f(a1) + f(a2)
dx? Az?

A f(x2) _ fla1) — 2f(22) + f(a3)
dx? Ax?

d*f(xs) _ —f(xo) +4f(21) — 5f(22) + 2 (x3)

dx? Ax?

A partir de ces dérivées, on peut déduire les formes générales de la deuxiéme dérivée

comme suit :

Pour i = 0 (différence avant) :

d*f(xo) _ 2f(x0) —5f(a1) +4f (22) — f(a3)
dx? Az?

Pour 1 <i <n —1 (différence centrée) :

d’flz:)  flwio) = 2f () + f(win)
dz?2 Az?

Pour i = n (différence arriére) :

d*f(x,) _ —f(xn_3) +4f(xn2) = 5f(Tn_1) + 2f(x,)

dx? Ax?

La forme matricielle associée est :

[ F(z) ] (2 -5 4 -1 01 flzo) ]
flxy) 1 -2 1 0 0 f(zy)
Flxs) 1 [0 1 -2 1 0 ey
:A_ﬂ : ' ' ‘ 0 : (3.17)
f(@n-) 0 -+ 0 1 -2 1| flaan)
f(zn) | 0 - -1 4 -5 2 f(zy)

En utilisant approximation numeérique de la deuxiéme dérivée (B.17) de la fonction

cos(x) et en la comparant avec sa dérivée seconde analytique, on obtient la figure
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Mumérique
+  analytigue

FIGURE 3.2 — Dérivée seconde de la fonction cosinus.

3.7 Meéthode des lignes (semi discrétisation)

3.7.1 Définition de la méthode des lignes

La méthode des lignes dite aussi méthode de la semi-discrétisation qui est basée sur
les différences finies est une technique numérique bien établie pour I'analyse des lignes de
transmission, les structures de guides d’ondes, et les problémes de diffusion. Pour cette
approche I'un des domaines d’espace ou de temps est discrétisé. On obtient un systéme
d’équations différentielles ordinaires d’ordre d’autant plus élevé que la discrétisation est
plus fine. Cette méthode elle est plus pertinente et donc plus exacte. Sa simplicité la rend

également plus rapide en ce qui concerne le temps de calcul [12].

3.7.2 Base de la méthode des lignes

L’idée de base de la méthode des lignes est de remplacer les dérivées spatiales dans

I’EDP par des approximations algébriques.

Dans ce cas les dérivées spatiales ne sont expressément plus indiquées en termes de
variables spatiales indépendantes mais seulement en termes de variable temporelle. En
d’autres termes, avec seulement une variable indépendante restante, nous avons un sys-

téme d’équation aux dérivées ordinaires qui approchent ou approximent 'EDP initiale.
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L’enjeu est alors de préparer le systéme rapprochant les équations aux dérivées par-
tielles. Une fois que ceci est fait, nous pouvons appliquer n’importe quel algorithme d’in-
tégration numérique pour calculer une solution numérique approximative pour ’'EDP que

les équations aux dérivées ordinaires munies des conditions initiales.

3.7.3 Propriétés et utilisation de la méthode des lignes

La méthode des lignes a les propriétés suivantes qui justifient son utilisation [13] :
— Efficacité de calcul :
Le caractére semi-analytique de la formulation méne & un algorithme simple et compact,
qui fournit des solutions précises avec moins d’effort de calcul que d’autres techniques.
— Stabilité numérique :
En se servant des solveurs de problémes d’EDO de pointe, 'effort de programmation peut
étre réduit.
— Temps de calcul réduit :
Puisque seulement une petite quantité de lignes de discrétisation est nécessaire pour le
calcul, il n’y a aucune nécessité de résoudre un grand systéme d’équations ; par conséquent

la durée de calcul est petite.

3.7.4 Application pour la résolution de I’équation de la chaleur

Considérons le probléme monodimensionnel de ’évolution de la température dans une

barre de longueur L. La température T'(z,t) vérifie ’équation suivante :

OT (x,t) aé?QT(:v, t)

ot 0x?

avec « est le coefficient de diffusivité thermique.

(3.18)

Cas du probléme de Neumann

Les conditions aux limites sont

ar0,t)
oz ~0

OT(Lt)
or ~L

et la condition initiale tel que

T(x,0) =T"(x)

En discrétisant 1’équation (3.18) avec une différence centrée comme suit :
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OPT Ty — 2T, + Tiy

0x? Ax?
elle devient alors :
or _ Tipn — 215+ T4
o ' Ax?
Pour7=1
. T — 2T + Ty
T = aA—x2 (3.19)
Pour:=2,.N -1
: Tiy1 — 2T + T
T =« N (3.20)
Pour =N
. T - 2T Twn_
Ty = g+ N+ 1IN (3.21)

Ax?
Puisque les conditions aux limites sont imposées sur la dérivée de la température, donc
Ty et Tyi1 sont inconnues. Pour cela, on va discrétiser les conditions aux limites de la

maniére suivante :

Pour z =0
oT(0,t) T, — Ty
JR— j fd
ox =0 2Ax =0
D’ou
TO = Tg - QZQAQZ (322)
Pour z = L
oT(L,t) _ . Ty — T _ .
L 2Ax L
D’ou
TN+1 = ZZLAZ' -+ TN,1 (323)

En remplagant respectivement les équations (B.22) et (B.23) dans les formules (B.19),
(3-20) et (3.21), on obtient :

Pouri:=1
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2T2 — 2T1 — QZoAZL’
(07

T, =
! Ax?
Pour:=2,....N -1
. Tig1 — 2T, + T,
T, =
“ Ax?
Pouri= N
: 2TN71 — 2TN -+ QZLAQZ'
TN =

Ax?

La forme matricielle de ce systéme d’équations est :

—2 2 0 T —QZoAl‘ |

1 =2 T 0

=2 : : (3.24)
N 0 0 : : .
: -2 1 Tn_1 0
0 9 _9 Ty 221 Ax
Le systéme est sous la forme :
T =AT + B

Pour un nombre de point de discrétisation N = 100, d’'une longueur L = 1, d’un pas

_L_
N-1

d = 0.01, la solution numérique de I’équation de la chaleur est donnée par la figure

de discrétisation Axr = de conditions aux limites 2y = z;, = 0, et d’un coefficient



Méthode des lignes 41

FIGURE 3.3 — Solution numérique de I’équation de chaleur

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des généralités et des notion de base sur les EDPs et
la méthode des lignes. Le principe de la méthode de lignes consiste a discrétiser les EDP
qui représentent un systéme de dimension infinie (décomposition du domaine d’espace
seulement). Cette semi discrétisation conduit & des systémes de dimension qui peut étre

élevée mais reste finie et facile a intégrer numériquement.

La discrétisation des systémes par la méthode des lignes en utilisant les différences
finies permet d’avoir une trés bonne précision si le nombre de points de discrétisation est
grand. Dans le chapitre suivant, on utilise la méthode des lignes pour la simulation du

modéle du systéme respiratoire.



Chapitre 4

Simulation du systéme respiratoire

4.1

Introduction

Aprés avoir présenté globalement le modéle du systéme respiratoire, on s’intéresse

dans ce chapitre a la simulation de son comportement en se basant sur la discrétisation et

I’approximation numérique des dérivées partielles en utilisant la méthode des lignes. Le

but est d’étudier les phénomeénes de diffusion-convection-réaction, c’est-a-dire, les échanges

gazeux (02, C02 et N2) entre I'alvéole et le capillaire sanguin.

4.2 Application de la méthode des lignes

Rappelons que le modéle du systéme respiratoire est donné par les équations suivantes :

42

Ay Py 0y
g 8_2752_%%_ 2y —2)
v ov ., 0v 5
g =g~ ¥g, DRl w)
0s 0“s 0s
R Pk A, S » W R SN
9 e 50 Re(s — )
z P
= 8. - DRI
ow w
E = —S%SCOQg—x — D%(UJ — U)
ou U
i _S%SNQO_ - i’é?(u —3)
vo(t) = v(0,t) =0 So(t)
vp(t) =v(L,t) =0 sr(t)

(4.1)
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{ 20(t)
ZL(t)

et les conditions initiales :

43

(0,2)
L.t)

2(

u(0) = up(t) = 0.40
Décomposons le domaine spatial normalisé

[0,1] en n intervalles égaux avec n = 200,
correspondant a un pas de discrétisation h = .

1
n+1
On discrétise le modeéle (.1) en utilisant les différences finies suivantes :

— Discrétisation de la premiére dérivée (différence centrée 1 <i <n — 1)

df (v;)  —f(zi1) + f(wi1)
dr 2h

— Discrétisation de la deuxiéme dérivée (différence centrée 1 <i <n —1)

df () _ flwica) — 2f (@) + f(2it1)
dx h?

d’ou les équations différentielles ordinaires suivantes :

— La pression partielle d’O2 dans le tube

U= 5(y2 — 21 + Yo) — < (y2 —

yo) - —%De(% - 21)
. K
Y2 = 12

(Y3 —2y2 + 1) — 55 (Y3 — y1) — %(92 — 23)

>

ynfl = h_lg(yn - 2yn71 + ynf2) - %(yn - yan) - %(ynfl - anl)
K

Yn = h2 (Ynt1 = 2Un + Yn-1) — %(yn—kl — Yn-1) — %(yn — Zn)
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K _ _ 2D ; . P )
posons A =75, B =—gl= et C'= —37, les équations s’écrivent :

1 =(A—=B)yo+ (C—=2A)y1 + (A+ B)ys + (=C)z
Y2 = (A= B)yr + (C = 2A)y2 + (A+ B)ys + (=C) 2

. (4.2)
Un—1 = (A - B)yn—Q + (C - 2A)yn—1 + (A + B)yn + (_C)Zn—l
— (A= B)yn1 + (C = 24)g + (A + B)yuir + (—0)2,
— La pression partielle de CO2 dans le tube
?.)1 h—lg('l)g — 2?)1 + 'U()) th (UQ — Uo) R—(’Ul — ’(1)1)
Uy = %(03 — 20y + 1) — 2hS(U3 —vp) — QR—[Q)(Uz — ws)
,Dn—l h%( 2vn—1 + vn—Z) - %(vn - Un—Q) - %_g(vn—l - wn—l)
ijn - KZ(UTZ—FI 2Un + Un—l) - %g(vn—s—l - Un—l) - %(U'ﬂ - wn)
ou encore
U1 (A — B)Uo + (C — 2A)U1 -+ (A + B)Ug + —C)w1
Vg = (A - B)’Ul + (C - QA)’UQ + A+ B V3 + —C)w2
: (4.3)
Un_1 = (A= Buy_a+ (C —2A)v,_1 + (A+ B)v, + (—C)w,_1
=(A—B)v,_1+ (C =24, + (A+ B)vgs1 + (—c)w,
— La pression partielle de N2 dans le tube
$1 =33 (82 — 251+ S0) — %(82 — S0) — QR—D(Sl — uy)
322%( 83— 283 + 81) — 5pg(s3 — 51) — Fz (52 — up)
*én—l - %( - 23n 1 + Sn— 2) %(Sn - 3n—2) %De(sn 1 un—l)
Sn - %(Sn—l—l 2571 + Sn—l) - %(Sn—l—l - Sn—l) Re (Sn - Un)
ou encore
31 = (A — B)SO + (C — 214)81 -+ (A + B)SQ -+ (—C)Ul
SQ = (A — B)Sl + (C — 214)82 + (A + B)Sg + (—C)Ug
: (4.4)

Sn—l = (A — B)Sn_g + (C — 2A)Sn_1 + (A + B)Sn + (—C)Un_l
=(A—B)sp_1+ (C —2A4)s, + (A+ B)spt1 + (—c)uy,

— La pression partielle d’O2 dans le sang
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= —%502(22 - Zo) - nglR(h - y1)
b= — sz — 21) — 22 (2 — )
anl = _%302<2n - anQ) - DZgLR (anl - ynfl)
zn - _%SOZ(ZTL-H - Zn—l) - D6251'_[1R(Zn - yn)
Posons D :_%SOQ,E = —DfSl,TlR, alors

4 = (=D)z + (E)z1 + (D)z2 + (—E)yn
22 = (—D)Zl -+ (E)ZQ —+ (D)Zg + (_E)yQ

. (4.5)
Zn1=(=D)zpo+ (E)zp1+ (D)zp+ (—E)yn_1
Zn = (=D)zp—1 + (E)zn + (D)zps1 + (—E)yn
— La pression partielle de CO2 dans le sang
wy = —%8002(1112 - wo) - nglR(wl - Ul)
Wy = —%8@2(103 - w1) - DiglR(wz - Uz)
wnfl = _%5002(wn - wan) - Djsl:llR (wnfl - Unfl)
wn - _%SCOQ(U)?%H - wnfl) - DezgR(wn - vn)
Posons F' = _%SCOQ,E = —De2£R, alors
wl = (—F)’LUO + (E)w1 + (F)QUQ + (—E)’Ul
wg = (—F)U}l + (E)’LUQ + (F)w3 + (—E)Ug
: (4.6)

wn_l = (—F)U)n_g =+ (E)wn_l + (F)wn —|— (-F)U}n_l
Wy, = (—F)wp_1 + (E)w, + (F)w,11 + (—F)w,

— La pression partielle de N2 dans le sang

Uy = _%SNQ(UQ - Uo) - DQQSHIR(Ul - 81)
Uy = _%5N2(u3 - Ul) - D€2£R(U2 - 52)
.n—l - _%SNQ(U% - un—2> - Dezslf_llR(un—l - Sn—ﬂ)
un = _%3N2(un+1 - unfl) - nglR(un - Sn)

Posons G :—%SNQ, E = —DGQQR, alors
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: (4.7)
Up—1 = (—GQ)tup—2 + (E)tup_1 + (G)up + (—F)sp_1
Uy = (—G)tup—1 + (E)uy + (G)upyr + (—F)s,

Les équations (1.2), ([.3), ({.4), ([.5), ([.6) et (£.7) peuvent s’écrire sous la forme

matricielle suivante :

(C—-24) (A+ B) 0 0
(A—B) (C—-2A) (A+B) :
ail = 0 0
: (A—B) (C—24) (A+B)
0 0  (A-B) (C-24) |

ap1 matrice de dimension (n x n)

ai 0 0
Ay = 0 a, O
0 0 11
Ajjmatrice de dimension (3n x 3n)
[ 0 0
0o -C
Ajp =
SO
0 0o -C
Ajo matrice de dimension (3n x 3n).
B 0 0
0 —F
Ag =
0
0 0 —F

Ay matrice de dimension (3n X 3n).
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Q2,1 =
a2 matrice de dimension (n X n)
[ E F 0 - 0]
-F E F
Az2 = 0 B S ()
—-F E F
0 . 0 -F E|
as matrice de dimension (n x n)
[ E G 0 - 0]
-G FE G
Az 3 = 0 R S |
. -G E
0 - 0 -G E|
as 3 matrice de dimension (n x n)
[ a5 0 0
A= 0 ayp 0
| O 0 ag3
Asy matrice de dimension (3n X 3n).
| An A
[ An Ax
A matrice de dimension (6n x 6n)
i (A= B)yo |
0
By = : By
0
| (A+B)ys |
[ (~D)z |
0
B, = : Bs
0
| 0 |

E D 0
-D E D
0
f -D K
0 0 -D
(A— B)vy ]
0
= : B;
0
(A+ B |
[ (~F)u |
0
= f Bg
0
(Fwr |

D
E
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I
Y2

Y1
Y2

D’ou
y =
z =
D’ou
y =
z =

Zn—1

Zn

Wn—1

Wn,

51

$2
Sp—1
Sn

Uy

(&

S1

52

Up—1

Unp,
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D’ou le vecteur d’état

v
s
X =
z
w
U
Le systéme est sous la forme suivante :
X=AX+B

4.3 Simulation du modéle discrétisé

49

Pour la simulation des équations différentielles obtenues, on a utilisé la méthode des

lignes en considérant un nombre de points de discrétisation n = 200. Les paramétres du

systémes sont résumés dans le Tableau suivant.

’ Parameétres \ Valeurs

K 0.2

D 0.5

R 1.6 cm
e 0.5 cm
¥ 0.22 g/s
S 0.9 cm?
Si 1.5 em
Q 0.006 g/s
So, 0.65 ml
5002 0.71ml
S, 0.29 ml

TABLE 4.1 — Les paramétres du systémes discrétésé

Les résultats de simulation obtenus sont donnés par les figures suivantes.
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0.035
0.03

0.025

it

el B

0.015

FIGURE 4.1 — La pression d’O2 dans le tube

FIGURE 4.2 — La pression de C02 dans le tube
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FIGURE 4.3 — La pression de N2 dans le tube

FIGURE 4.4 — La pression d’O2 dans le sang
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wi 1)

FIGURE 4.5 — La pression de CO2 dans le sang

FIGURE 4.6 — La pression de N2 dans le sang

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode des lignes pour étudier 1’évolution
des échanges gazeux (02, C02 et N2) entre P'alvéole et le capillaire sanguin. Le modéle

EDP a été discrétisé en utilisant les différence finies centrées. Les conditions aux limites
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considérées sont du type Dirichlet. Pour la précision des résultats, nous avons utilisé pour

un nombre de points de discrétisation égale a 200.

Les résultats obtenus par la simulation du systéme nous révelent que la solution dépend
du nombre de points de discrétisation (plus le nombre de points est important, plus la
solution est précise), le pas de discrétisation et évidemment des conditions initiales et aux

limites.



Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire, nous a permis d’étudier d’un point de vue théo-
rique et numérique le systéme respiratoire. Le modéle est décrit par six équations aux
dérivées partielles (EDP) dont trois équations représentent la pression des trois gaz (02,
CO2 et N2) dans le tube (alvéole) et les autres représentent la pression des mémes gaz
mais dans le sang. L’objectif consiste a appliquer la méthode des lignes pour simuler le

comportement dynamique de ce systéme.

La méthode des lignes est un bon choix parmi les différentes méthodes numériques exis-
tantes. Cette méthode permet de résolution des équations aux dérivées partielles adaptée
généralement a tout type de systéme. C’est une méthode simple & mettre en ceuvre. Elle

est basée sur la discrétisation de I’espace.

Dans un premier temps, nous avons présenté briévement des généralités et des notions
relatives a la modélisation des systémes. Puis, nous avons présenté le systéme de respi-
ration et son modeéle mathématique décrits par un ensemble de 6 EDPs. Ensuite, nous
avons présenté la méthode des lignes utilisée pour la simulation (résolution) des EDPs.
L’approximation des dérivées spatiales est réalisé par les différences finies développées en

utilisant 'interpolation de Lagrange.

Les résultats de simulation ont montré que la précision de la solution dépend du choix
du nombre de points de discrétisation et les schémas des différences finies utilisés. Ainsi
pour un nombre de point petit, on perd la précision, et pour un nombre plus grand nous
obtenons une solution plus précise. De plus, des schémas de différences centrées sont plus

indiquées pour simuler les phénomeénes diffusion-convection et réaction.

L’étude présenté montre clairement I'intérét de I'utilisation des EDPs dans les systémes
biologiques. Aussi, leur résolution par la méthodes des lignes. Il est vraiment intéressant
d’appliquer cette technique pour ’étude de d’autres systémes biologiques et en particulier

ceux qui sont de nature non linéaire.

o4
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Résumeé

Notre mémoire permet de donner une idée plus claire des possibilités de la

modélisation dans le domaine biomédical en utilisant des équations aux dérivées
partielles (EDP). On s'intéresse a modéliser et simuler un phénomeéne biologique qui
est le systeme respiratoire. Le but est de présenter un modéle des échanges gazeux
entre l'alvéole (élément unitaire des poumons) et le capillaire sanguin.

Il existe plusieurs méthodes numériques pour la simulation de notre systeme, une
méthode est proposée <<la méthode des lignes>> qui consiste a discrétiser le

domaine spatial en un nombre fini de points pour se ramener a un systéme

d'équations différentielles ordinaires (EDO).

LES MOTS-CLES

Modélisation, systéme respiratoire, €équations aux dérivées partielles

(EDP),modéliser,simulation, méthode des lignes, déscritisation, équation de chaleur,

interpolation de lagrange.
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