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Introduction générale

L’intelligence Artificielle (IA) a profondément transformé la maniére dont nous
comprenons et exploitons les données. En utilisant des algorithmes avancés, I'TA
permet de simuler des processus intellectuels tels que I’apprentissage, la prise de dé-
cision et la reconnaissance de modeles. Ce domaine qui englobe le machine learning,
la vision par ordinateur et bien d’autres sous-domaines est devenu essentiel dans de
nombreux secteurs comme la santé, la finance et I’éducation, etc.

L’analyse des données qui est un autre pilier fondamental de la science moderne ;
désigne un processus consistant a examiner, transformer et modéliser des données,
afin de découvrir des informations utiles, d’en tirer des conclusions et de soutenir la
prise de décisions. Parmi ces nombreuses techniques de modélisation, les modeles de
régression spline jouent un role central. Ces modeéles sont utilisés pour établir des
relations entre des variables indépendantes et une variable dépendante. Cependant,
les méthodes classiques de régression comme la régression linéaire, peuvent se révéler
insuffisantes lorsque les relations entre les variables sont complexes et non-linéaires.
C’est dans ce contexte que les modéles de régression spline trouvent leur utilité.

L’application des splines en machine learning offre des opportunités favorables
notamment, pour les problémes ou la structure des données est complexe et diffi-
cile & modéliser par des méthodes linéaires ou paramétriques. Dans le contexte de
machine learning, les splines peuvent étre intégrées dans des algorithmes prédictifs,
en particulier lorsque les données présentent des non-linéarités ou des discontinuités.

Ce mémoire est basé sur I’étude des méthodes de régression spline dans le cadre
du machine learning. Il est structuré en trois chapitres.

Le premier chapitre abordera les modéles de régression traditionnels en mettant
I’accent sur leurs principes fondamentaux et leurs applications. Le second chapitre
s'intéressera aux splines en détaillant leur construction, leurs propriétés et leur utilité
dans les modéles non paramétriques. Enfin, le troisiéme chapitre présentera une
application en machine learning illustrant 'efficacité des splines dans des scénarios
réels.

Nous terminerons par une conclusion générale pour synthétiser notre travail.



Chapitre 1

Modéles de régression

Le terme "régression" en statistique a été introduit par le scientifique britannique
Sir Francis Galton en 1886. A cette époque, Galton réalisait des recherches sur I’hé-
rédité, en particulier sur la maniére dont la taille des individus variait en fonction de
celle de leurs parents. Les résultats de ses études 'ont amené a développer ce qu’il
a appelé la "théorie de la régression vers la moyenne."

La régression est 1'une des méthodes les plus utilisées en statistique, elle vise
a étudier et & modéliser la relation entre une ou plusieurs variables indépendantes
dites variables explicatives notées X et une variable dépendante Y, appelée variable
a ezpliquer(ou réponse).

Il existe différents types de régression, paramétriques et non paramétriques ,
chaque catégorie posséde des critéres spécifiques pour son application. Dans ce cha-
pitre, nous avons introduit trois types de modéles de regression les plus couramment
utilisés : La régression linéaire, la régression polynomiale(sont des modéles de ré-
gression paramétrique) et la régression par noyau (régression non paramétrique)

I. Régression paramétrique

La régression paramétrique se distingue par son approche explicite de la modé-
lisation des relations entre les variables. Elle repose sur des hypothéses relatives a
la forme fonctionnelle de la relation, souvent linéaire, ce qui facilite I'interprétation
des résultats et 'application de tests statistiques.

D’un point de vue mathématique, cette méthode peut étre formalisée de la ma-
niére suivante : Soit Y la variable dépendante et X1, Xo, ..., X, les variables indépen-
dantes. La régression paramétrique suppose que la relation entre Y et Xy, Xo,..., X,
peut étre décrite par le modéle suivant :

Y - f(XlaXQa"’7Xp;B) +E
ou :
e f(-) est une fonction paramétrique qui décrit la relation entre les variables.

e [ représente les parameétres du modéle a estimer.
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e ¢ est un terme d’erreur qui capture l'incertitude ou le bruit dans la relation
entre Y et les variables explicatives X.

1.1 Reégression linéaire

La régression linéaire est une méthode de modélisation de la relation entre une
variable dépendante et une ou plusieurs variables indépendantes, en supposant une
relation linéaire entre elles. Elle cherche & minimiser la différence entre les valeurs
observées de la variable dépendante et les valeurs prédites par le modéle.

La régression linéaire simple repose sur 'utilisation d’une seule variable explicative,
tandis que la régression linéaire multiple implique 'utilisation de plusieurs variables
explicatives.

1.1.1 Reégression linéaire simple

Présentation du modéle

Soit (x1,y1), ..., (Tn, yn) un échantillon de n observations. Le modéle de régression
simple s’écrit sous la forme suivante :

Y =f(X)+e (1.1)

avec f est une fonction a déterminer, e une variable aléatoire(erreur) de loi nor-
male N(0,0?%) et X une variable déterministe(non aléatoire). Dans le cas linéaire, le
modeéle s’écrit sous la forme :

ou [y et 1 sont des constantes réelles inconnues a estimer et ¢; indépendantes et
identiquement distribués (i.7.d) avec

E(e;) =0, Var(e;) = 0® Vi=1,...,n.

Dans cette section, on suppose que les ¢; gaussiens et donc Y; est de loi normale
N(Bo + Biz;, %) pour tout i = 1,...,n. Dans la suite, nous notons Var la matrice de
variance covariance.

Estimation des paramétres du modéle de régression

Les estimateurs du maximum de vraisemblance (MV)

Considérons les variables Y; qui suivent une distribution gaussienne pour tout
t =1,..,n de fonctions de densité :

Frilyi) = \/% exp {2}‘12(% - f(a:i))Q} .
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La fonction de vraisemblance associée aux observations (1, 41),...,(Zn, Yn) €st comme
suit :

n

L(50a51702,($1791) xnvyn Hsz yz

K (T
= ﬁexp {% zn:(yi — (B + /@1%’))2} :

=1

La log-vraisemblance est :

l(ﬁo» 617 027 (xla y1)7 s ($n7 yn)) = IOgL(ﬁo, 617 0_2’ (xla y1)7 s (mrw yn))

—g(log(%r) +logo?) — % Z(Z/z = (Bo + Brz:))”.

e Calculons 'estimateur du maximum de vraisemblance pour [ :
En appliquant la dérivation par rapport a 3y, on obtient :

ol 1 —

3_50 =2 - (yi — (Bo + Brzi).

Ensuite, nous égalons cette dérivée a zéro et résolvons pour [ :

n

ol
3By =0& ;(% — (Bo+ f1z:)) =0

@Zyi—nﬁo—ﬂlz%:o
=1 i=1
enfo=> yi—bh Yy w
=1 —1

La dérivée seconde par rapport a [y est donnée par :

9%l n

Donc, By =y — f1T est un maximum de vraisemblance.

Par le méme raisonnement, on trouve 3; et o2 :
e [’estimateur du maximum de vraisemblance pour (3, est :

v D@ =) (Y — )
= Yo (=22
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e L’estimateur du maximum de vraisemblance pour o2 est :
== Z 50 + 51%)] .

Remarque : Les estimateurs du maximum de vraisemblance S, et 3; sont les
mémes que les estimateurs des moindres carrés. Cela découle du fait que le couple
(Bo, P1) représente la solution qui minimise la somme des carrés des résidus, définie

par :
n

> [y = (Bo + Brz))*.

i=1
En effet, minimiser cette quantité est équivalant & maximiser la fonction [ donnée
ci-dessus.
La différence y; — (o + 51x;) est appelée résidu, souvent notée par ¢;, elle représente
I’écart entre la valeur observée y; et la valeur estimée par le modéle g; i.e :

€ = Yi — Ui-

Propriétés statistiques des estimateurs

1. £ (5’ ) = 51 d’ott 3, est sans biais.
2. B(By) = o & ou By est sans biais.
3. Var(B ) W

4. Var( 0) = + m

5. E(02?) = = 2) 0% d’out 02 est biaisé
6. COV(ﬁhﬁo) N

En effet
e Espérance de 51 :

E(f) = E F?z ?Z&f)_(%a_ y)}
1

—

m (xlz — E)QE Z(xz —Z)(Bo + Brzi — Bo — 515)]

L " Z<xi—x>wl<xi—x>>]

Donc, S est sans biais.
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e Variance de Bl :
Var(f) = Var (Zi:zl:(é il (_x:i)_(?;)z_ zj))
_ > i (@i — 2)* Var(y; — 9)
(i (i — 2)?)?

=S o Var(y; — )
i=1\Ti
= 1 Var 5+5$'+€‘—1i5—1iﬁx'_li_€'
a 2;‘:1(%_5)2 ’ o Z L ’ e o [ Z
1
T (@i - 2)2 Var (B1(z; — Z) + (; — €))
1
- CRE Var (B1(z; — ) +€;)
1
TR
1= 02

> iy (@ — )

e Espérance de 60 :

Donc, Sy est sans biais.

e Variance de [ :

A ~

Var(fo) = Var((y — 51T)

e Covariance entre ) et §; : On a:

COU(BD Bo) = COU(BD j— hiz)
= Cov(Bl, y)—1T Var(Bl)
zo?
> iy (7 — T)?
B —Zo?

a > i (T —T)

—0—




Chapitre 1. Modeles de régression 11

e Espérance de o2 :

E(0?) =

S|

Or, on a :

1t

S|

S|

D’autre part on a :

Var(y;) =

0.2

n

On obtient ainsi :

=

QA
(V)
~—
|

1 Z[% — (Bo+ B1$z)]2>

=1

E(g:) = E (Bo + Bl%)
=E(fo) + z:E(3)
= Bo + x5
= E(Z/z)

Var(Bo + fr;)
Var(@o) + 22 Var(Bl) + 2x; 000(51, Bo)

o’ r?o? —2x;x0

N EES ER SN P E R SN o

— (7% + 2} — 22,7)

2

% (é Var(y;) — g Var(y)))
SCRIRE> fe= )
- %(na2 — 207)

(n—2)

= o2 est un estimateur biaisé pour o>

n
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Remarque : Comme 02 est un estimateur biais¢ pour o2, on préfére un autre

estimateur appelé "variance résiduelle”, noté S?. Il est défini comme suit :

1 1 < . . 2
SQ:n_QZEizzm |:Yz_(50+ﬁlx7,> s

=1 =1

. .. . 4
52 est un estimateur sans biais pour o2, sa variance est : Var(S?) = 2%,

Test de signification global de Fisher
Dans ce paragraphe, nous allons tester I’hypothese
Hy : p1 =0,

contre 'hypotheése alternative :
H1 : 51 7é 0.
En utilisant, trois sommes des carrées SCT, SCFE et SCR telles que :

SCT =370 (i — 9)* = 2o (Wi — 9)* + 2001 (ys — Us)? est appelé "la somme
des carrés totale".

SCE =>"" (y; — y)* est appelé "la somme des carrés expliqués".
SCR =" (y; — U;)? est appelé "la somme des carrés des résidus".
Si cette hypothése est vérifiée, on peut montrer que :
E(SCT) = (n — 1),
E(SCE) = o2,

E(SCR) = (n — 2)o.

On note les estimateurs sans biais de o2 par :

CMT — SC’T7
n—1
oxr - SCE
CMR = SCR.
n—2

Ou C'M symbolise la moyenne des carrées. Le nombres (n — 1), 1 et (n — 2) re-
présentent les degrés de liberté associés a ces sommes de carrées(i.e le nombre de
termes linéairement indépendants impliqués dans chacune de ces sommes) et ils re-
présentent aussi le nombre d’éléments dans la somme des carrées moins le nombre
de parameétres estimés dans cette somme.

Lorsque H, n’est pas vérifice, la CMR est encore un estimateur sans biais de o2,
il s’agit en fait de Pestimateur S? défini précédemment. Cependant, lorsque Hy est
vérifiée, on a :

scr

o2 X(n—1)



Chapitre 1. Modeles de régression 13

SCE

2 NXI?

g

SCR 9
~ X(n—2)-

2
o
De plus, les quantités SJC—QE et SGLQR sont indépendantes ainsi, la statistique :

(%) _SCE (n—2) CME

o2

( SCR ) SCR" 1  CMR

F. = ~ Flin-2).

(n—2)0?
Par consequent, on rejette Hy au seuil « si :
Fo. > Flain-2),
oll Fq1n—2) est la valeur critique de quantile (1 — o) d’une loi F{y,_2).

Cette procedure est appelée "analyse de variation” qui est abrégée par le tableau
de TANOVA qui se présente dans le tableau 1.1

Source de la variance | Degré de liberté Somme des carrés Moyenne des carrés
Régression 1 SCE =3%"" (4 —y)* CME = 2¢E
Résiduelle n—2 SCR =" (yi — 0i)? CMR = 5<8

Total n—1 SCT =37 (yi — 9)?

TABLE 1.1 — Tableau de ’ANOVA pour la régression simple

Coefficient de corrélation
La relation entre deux variables aléatoires X et Y est exprimée par le " coefficient
de corrélation" p" tel que :
Cov(X,Y)
p= :
V/ Var(X) Var(Y)

Le coefficient de corrélation d’échantillon est défini par ’expression :

> i (@i — T)(yi — 9)

r = avec —1<r<1.

VL ) O v

Interprétation du coefficient de corrélation

e Si r = —1(respectivement r = 1) alors, il existe une relation linéaire néga-
tive(respectivement positive) entre les deux variables.

e Sir =0 alors, les variables ne sont pas linéairement liées. Cela ne signifie pas
nécessairement qu’il n’y a aucune relation entre les variables, mais simplement
qu’elle n’est pas linéaire.
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e Si —1 < r < 0 ( respectivement 0 < r < 1) alors, il existe une corrélation
négative (respectivement positive). Les variables sont liées, mais la relation
n’est pas parfaitement linéaire.

Remarques :
1. Si p est proche de 1 ou de —1 la régression linéaire est justifiée.

2. Dans le cas de la régression linéaire simple, le carré du coefficient de correlation
p? est appelé le "coefficient de détermination" noté R2. Il mesure la proportion
de la variance de la variable Y expliquée par le modéle de régression, tel que :

- SCE_l_SCR
- SCT SCT"

1.1.2 Exemple d’application sous langage R

Exemple 1.1.1. Dans cet exemple, on effectue une régression linéaire simple en
utilisant des données réelles (112 observations, Rennes, é¢té 2001) ou la variable
indépendante est la température a 12h du jour et la variable dépendante est la
concentration en ozone du lendemain.

Variables observées :

e T9T12 et T15 — Températures observées a 9, 12 et 15h.

e Ne9, Nel2, Nelb — Nébulosité observée a 9, 12 et 15h.

e Vx9, Vx12,Vx15 — Composante Est-Ouest du vent a 9, 12 et 15h.
e MaxO3v — Teneur maximum en ozone observée la veille.

e vent — orientation du vent a 12h.

e Pluie — occurrence ou non de précipitations.

e MaxO3 — concentration max.d’ozone observée sur la journée.

# Load the data
ozone <- read.table("C:/Program_ Files/R/R-4.4.0/bin/x64/0zone.txt",
header = TRUE)

summary (ozone [, c("max03", "T12")1])

max03 T12
Min. : 42.00 Min. :14.00
1st Qu.: 70.25 1st Qu.:18.60
Median : 81.00 Median :20.65

Mean : 90.35 Mean :21.57
3rd Qu.:106.00 3rd Qu.:23.65
Max. :166.00 Max. :33.50

Interprétation : Ces statistiques nous donnent une idée de la distribution des va-
leurs pour chaque variable. Pour maxQO3, les valeurs se situent entre 42.00 et 166.00,
avec une médiane de 81.00 et une moyenne de 90.35 et pour T12, les valeurs varient
entre 14.00 et 33.50, avec une médiane de 20.65 et une moyenne de 21.57.
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e Diagramme de dispersion de max0O3 en fonction de T12 :

1

max03

ozone$maxO3

plot(max03 ~ T12, data ozone, pch = 15, cex = 0.5)

140 160
| |

120
|

80
|

60

40
|

15 20 25 30

T12

FIGURE 1.1 — Représentation graphique de nuage de points.

Ajout d’une courbe lissée au diagramme de dispersion :

scatter.smooth(x = ozone$T12, y = ozone$max03)

80 100 120 140 160
| | | | |

60
|

40
|

15 20 25 30

ozone$T12

FIGURE 1.2 — Courbe de lissage .

Ce graphique représente une visualisation relative a la température et aux
niveaux maximaux d’ozone.

Ajustement d’un modéle de régression linéaire simple :

reg.simple <- 1lm(max03 ~ T12, data = ozone)
summary (reg.simple)

Call:
Im(formula = max03 ~ T12, data = ozone)
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-37.912 -12.746 0.504 11.417 44.593

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) -28.7321 9.1056 -3.155 0.00208 =**
T12 5.5198 0.4149 13.305 < 2e-16 *x**
Signif. codes: O “xxx? 0.001 “*xx%x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 17.59 on 108 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6211, Adjusted R-squared: 0.6176
F-statistic: 177 on 1 and 108 DF, p-value: < 2.2e-16

Interprétation des résultats : Nous remarquons que les résidus vont de
—37.912 & 44.593 avec une distribution des résidus au tour de la médiane 0.504.
Les coefficients montrent que ’estimation de I'interception est —28.7321, ce qui
signifie que lorsque T12 est nulle la valeur de maxO3 est —28.7321 ce qui peut
ne pas étre pertinente dans un contexte réel.

Le coefficient de T12 est 5.5198 indique qu’une augmentation d’une unité de
T12 correspond a une augmentation de 5.5198 unités de maxO3. Nous obser-
vons aussi que toutes les p-values des erreurs standard et des valeurs t sont
trés faibles (< 0.05), cela indique qu’il existe une forte signification statistique
des coefficients. L’erreur standard des résidus est de 17.59 indique la dispersion
des résidus au tour de la ligne de régression.

Le R? de 0.6211 montre que 62.11% de la variabilité de maxO3 est expliquée
par T12 et la statistique F de p-value inférieur a 2e — 16 indique que le modéle
est globalement significatif.

En résumé, le modéle révéle une relation positive et significative entre T12 et
max(O3 avec une proportion importante de la variabilité de maxO3 expliquée
par T12.

Extraction des coefficients du modéle :

reg.simple$coefficients

(Intercept) T12
-28.732149 5.519821

Interprétation : Le modéle final est donné par :

maxO3 = 5.519821 x T12 — 28.7321.
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e Génération d’une séquence de valeurs pour T12 et Calcul des valeurs

N

max03

prédites de maxQO3 :

x <- seq(min(ozone$T12), max(ozone$T12), length = 100)
y <- reg.simple$coef [1] + reg.simple$coef [2] * x

# Add the regression line to the scatter plot

lines(x, y, col = 2)

80 100 120 140 160
| | | | |

60
|

40

15 20 25 30

T12
FIGURE 1.3 — Représentation graphique de la régression linéaire .

Interprétation : Ce graphique confirme les résultats de l'erreur standard des
résidus.

Analyse de la variance du modéle de régression linéaire :

anova(reg.simple)

Analysis of Variance Table

Response: max03

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
T12 1 54747 54747 177.02 < 2.2e-16 **x
Residuals 108 33401 309

Signif. codes: O “*xx’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

Interprétation : Ces résultats confirment que la variation de la variable
maxO3 est significativement expliquée par la variable T12 dans le modéle
de régression linéaire.
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1.1.3 Régression linéaire multiple

Modéle

Dans le contexte de la régression linéaire multiple, on cherche a étudier la relation
entre la variable quantitative Y et p variables quantitatives X1, ..., XP,
Les données sont issues de 'observation d’un échantillon statistique de taille n(n >
p+ 1) dans lespace RPT! ie :

1.2 J

p _
(X, 5, ], b y) Yi=1,..,n.

Le modéle dans cette situation est défini sous la forme :
Y; :Bo—f—ﬂll'%—f-ﬁgx?—l—...+ﬁp_1l'f_1+€i Vi = 1,..,n (13)

ou :
1. Les ¢; sont les erreurs, i.i.d de loi N(0,c?).

2. Les termes X7 sont déterminés, alternativement, on suppose que lerreur e
indépendante de la distribution conjointe de X!, ..., X?. Cela signifie que :

E(Y|X', .., XP) =By + J1X 4+ ..+ B,XP et Var(Y|X',..,XP) = o2

On peut réécrire le modéle (1.3) sous la forme matricielle afin de simplifier la réso-
lution du probléme. Cette formulation est définie par :

n I 211 712 ... Tp Bo €1
Y2 1 xo1 T2 ... @gp B €2
Yn 1 Tn1 Tp2 ... Tpp-1 6})—1 €n

Estimation des paramétres du modéle de régression
Le but est d’estimer le vecteur 8 par un vecteur d’estimateurs B, tel que :
Bo
b

=
I

5]9—1

soit Y le vecteur des valeurs estimées tel que :

7
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ainsi, en définissant

Y = X8
et € est le vecteur des résidus tel que :

€1

. |e

€ =
€n

en posant :
e=Y-Y.

La régression linéaire multiple consiste a résoudre :

n
8= Arg mﬁin E €% (critére des moindres carrés).
i=1

Supposons que Q(8) = Y1, € tel que :

n

QB) =) e =ce=(Y - XB) (Y - Xp)
=1
=YY -FXY-YXB+BX XS
=YY -280XY+8X X85
Comme 8 XY est un nombre, ce qui implique que 5/ XY =Y X5.

Or : .
3 = Argmin é2.
5 gmi 2

Par conséquent, nous devons calculer la dérivée partielle de la fonction Q(5) par
rapport & (3, qui est donnée par :

—2X'Y +2X'XB.

9Q(B) _ A (v v -1y

>*Q(B)
9508

A ! ! . . . .
Donc, = (X X)"'X'Y est bien un estimateur de maximum de vraisemblance
et également est un estimateur des moindres carrés car les ¢; sont gaussiens.

et on a aussi :

= 2X'X qui est définie positive.

Finalement,

Y =X3=X(XX)"'XY = PyY

ou Px est une matrice idempotente.
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Rappels :
1. Dérivation matricielle :

(a) Sia un vecteur constant, alors :

da'u)
5 = &
(b) Soit A une matrice de (p * p), alors :
O(u Au) = Au+ A'u.
ou
(c) Si A= A" (symétrique), alors :
O(u Au) oA
ou

2. Matrice idempotente :

(a) On dit que A est une matrice idempotente, si A? = A.

Propriétés statistiques de ﬁ

e Espérance de B :

E(f) =E

(X'X)7'XY)

(X' X)X (XB +¢)

(X' X)X XB+ (X'X)1 X e)
(5)

E
E
E(5
B
= 3= (X'X)7'X'Y est un estimateur sans biais de 3.

e Variance de [ :

Var(f) = Var((X'X)'X'Y)
= Var((X'X)7'X (X8 + ¢))
= Var(X'X) ' X' XA+ (X'X) 1 Xe)

= Var(B) + Var((X'X)"'Xe)
= (X'X)7LX Var(e) X (X' X)
=?(X'X)™!
Rappel : Soit A une matrice de coefficients et u un vecteur aléatoire alors :
Var(Au) = AVar(u)A'.

Théoréme 1. [5]
Parmi tous les estimateurs linéaires en'Y sans biais de 3, 3 est celui qui a la variance
minimale.
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En effet, soit 3 est un estimateur sans biais de 3 avec § = AYou A = (X'X )X '

et E(B) =8
Var(8) = Var( — B+ B)

N ~

= Var(B — B) + Var(B) + Cov(B — B, 8) + Cov(B, 3 — j).
Or :
Cov(B — B3,8) =E((B— )B) —E(B — BE)
—E(38) —E(3B) - (E(B) - E(D)) E(H)
=E(65") - Var(B) — (5 — BE(F)
= E(B5) — Var(5)
—E (AYY’X(X’X)—l) ~o2(X' X))
= AE(YYH)X (X' X)™' —o2(X'X)!

De la méme manieére, o
CO,U(B?B - 5) =0.
Donc, Var(B) = Var(B — B) + Var(8) > Var(B).
Remarque : L’estimateur sans biais de o2 est donné par :
~ 1

o? = € €.
n—p

Analyse de variation (ANOVA)

En considérant un modéle de type (1.3), on peut montrer que si I'hypothése

Hy=p1=P2= ... = Bp

est vérifiée, alors on peut montrer que les espérances des trois sommes des carrés
définies précédemment sont respectivement :

E(SCT) = (n — 1),
E(SCE) = (p — 1)0”,
E(SCR) = (n — p)o?.

Et les estimateurs sans biais de la variance des erreurs o2 sont définies comme suit :

C’MT:SCT,
n—1
ome = 2F
p—1
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cmr= 1
n—p—1

Lorsque Hy n’est pas vérifiée, le seul estimateur sans biais de 02 est la C M R, mais
lorsque Hj est vérifiée, on peut montrer de la méme facon que dans le cas de la
régression simple, que la statistique :

CMFE
Fe= e ~ Fo-tn—p)-

Ainsi, on rejette Hy & un seuil « si :

ou la valeur critique Fq p—1,—p) est le (1 — @) quantile d’une loi de Fisher avec deux
degrés de liberté (p — 1) et (n — p) que l'on trouve dans une table de Fisher.

Le tableau ci-dessous représente le tableau de ’analyse de variation(ANOVA) lors
d’une régression multiple.

Source de la variance | Degré de liberté Somme des carrés Moyenne des carrés
Régression p—1 SCE =37, (9: — y)? CME = %
Reésiduelle n—op SCR =77 (yi — 9:)° CMR = %

Total n—1 SCT =370 (yi — 9)°

TABLE 1.2 — Tableau de ’ANOVA pour la régression multiple.

Remarque : Si on pose p = 2, on retrouve le tableau de TANOVA de la régres-
sion simple.

Coefficient de détermination

Rappelons que le coefficient de détermination R? est défini comme suit :

SCFE
2 _
= SCT

Il mesure la proportion de la variance de la variable dépendante Y expliquée
par le modeéle de régression. Géométriquement, il exprime le rapport des carrés des
normes de deux vecteurs : le vecteur Y et sa projection Y sur l'espace engendré
par les variables indépendantes X. Lorsque R? est proche de 1, cela signifie que le
modéle explique une grande partie de la variabilité de Y et donc nous conservons
plus d’informations.

Cependant, le coefficient R? est biaisé, ce qui justifie 'introduction du coefficient de
détermination ajusté Rz, tel que :

[ ((1-3%@-1))

adj n—p-—1

Remarque : Dans cette partie, nous allons utiliser le cas ol les ¢; sont gaussiens
mais, nous pouvons suivre la méme procédure quelle que soit la loi des ;.
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1.1.4 Exemple sous langage R

Exemple 1.1.2. Nous allons effectuer une régression linéaire multiple sur les don-
nées de l'exemple précédent (exemple 1.1.1). Dans la premiére approche, nous uti-
lisons toutes les variables observées et dans la deuxiéme, nous sélectionnons les
variables.

e Premiére approche avec toutes les variables :

1 |#Multiple linear regression with all variables
2 |reg.mul<-1m(max03~.,data=ozone)
summary (reg.mul)

Im(formula = max03 ~ ., data = ozone)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-51.754 -8.422 -0.983 8.061 40.179

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 15.121881 16.883904 0.896  0.3727

T9 0.050394 1.176331 0.043  0.9659

T12 2.001547 1.503368 1.331 0.1863

T15 0.439872 1.200346 0.366 0.7148

Ne9 -2.061846 0.990802 -2.081 0.0401 =*
Nel2 -0.661129  1.444912 -0.458 0.6483
Nelb 0.001136  1.048665 0.001  0.9991

Vx9 0.435057 1.003905 0.433 0.6657
Vx12 0.607970  1.276977 0.476 0.6351
Vx15 0.732983 0.974292 0.752  0.4537
max03v 0.340524 0.068154  4.996 2.66e-06 **x
ventNord 1.4205688 7.170042 0.198 0.8434
ventOuest 6.625860 8.752160 0.757  0.4509
ventSud 6.507981 7.635006 0.852 0.3961
pluieSec 3.264895 3.532254 0.924  0.3577
Signif. codes: 0 ‘**%*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 14.64 on 95 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.769, Adjusted R-squared: 0.7349
F-statistic: 22.58 on 14 and 95 DF, p-value: < 2.2e-16

Interprétation des résultats : Nous observons que la variable Ne9 est statis-
tiquement significative de p-value 0.0401, ce qui suggere une relation négative
avec max03. De plus, la variable maxO3v a un impact positif sur la variable
maxO3 de p-value 2.2e — 16 hors les autres variables n’ont pas une significati-
vité statistique importante.
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w N

Le coefficient de détermination multiple indique que 76.9% de la variance de
maxO3 est expliquée par ce modéle, tandis que 'erreur standard des résidus
est de 14.64 ce qui mesure la dispersion des valeurs observées autour des va-
leurs prédites.

Le F-statistic de 22.58 de p-value inférieur a 0.05 indique que le modéle global
est statistiquement significatif.

anova(reg.mul)

Analysis of Variance Table

Response: max03
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

T9 1 43545 43545 203.1223 < 2.2e-16 *x*xx*
T12 1 11227 11227 52.3696 1.178e-10 *xx*
T15 1 785 785 3.6631 0.0586414 .
Ne9 1 2932 2932 13.6781 0.0003632 **x*
Nel2 1 262 262 1.2217 0.2718247
Nel5 1 1 1 0.0070 0.9335163

Vx9 1 2118 2118 9.8808 0.0022285 *x*
Vx12 1 0 0 0.0019 0.9653612
Vx15 1 56 56 0.2616 0.6102252
max03v 1 6411 6411 29.9034 3.662e-07 **x*
vent 3 261 87 0.4064 0.7487559
pluie 1 183 183 0.8543 0.3576671
Residuals 95 20366 214

Signif. codes: O ‘“*xx> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

Interprétation des résultats : Ces résultats montrent que les variables T9,
T12, Ne9, Vx9 et maxO3 ont un impact important sur la variable maxO3 tan-
dis que les autres variables ne montrent pas de significativité statistique dans
ce modele.

Le faible F value et p-value des résidus indiquent que les variations de maxO3
ne sont pas bien expliquées par ces variables résiduelles.

Deuxiéme approche avec les variables sélectionnées :

#Linear regression with selected variables only
reg.fin<-1m(max03~T12+Ne9+Vx9+max03v ,data=ozone)
summary (reg.fin)

Call:
Im(formula = max03 ~ T12 + Ne9 + Vx9 + max03v, data = ozone)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-52.372 -8.390 -1.326 8.011 40.913
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) 12.1648 11.5173 1.056 0.293290

T12 2.7830 0.4895 5.685 1.18e-07 **x

Ne9 -2.4999 0.6915 -3.615 0.000463 **x*

Vx9 1.2756 0.6155 2.072 0.040673 *

max03v 0.3542 0.0586 6.045 2.31e-08 **x

Signif. codes: O ‘“*%xx> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 14.13 on 105 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7622, Adjusted R-squared: 0.7532
F-statistic: 84.15 on 4 and 105 DF, p-value: < 2.2e-16

Interprétation des résultats : Les résultats de ce modéle indiquent que
toutes les variables ont un effets significatif sur le niveau de maxO3. Les va-
riables T12,Vx9 et maxO3 ont des effets positifs significatifs tandis que Ne9 a
un impact négatif significatif.

Le R*montre que 76.22% de la variance de maxO3 est expliquée par ce modéle.
L’erreur standard des résidus est de 14.13 indiquant une dispersion modeste
des valeurs observées autour des valeurs prédites et le F-statistic de 84.15 de
p-value inférieur a 2.2e — 16 montre que le modéle est bien ajusté aux données.

conclusion : Le modéle final est donné par :

maxO3 = 12.1648-+2.7830+T'12—2.4999% Ne9+1.2756%V £9+0.3542xmaxO3v.

1.2 Reégression polynomiale

La régression polynomiale est une méthode statistique qui permet de capturer
des relations non linéaires entre la variable expliquée Yet une ou plusieurs variables
explicatives X.

Généralement, dans la régression polynomiale, on ajuste un polynéme de degré p a
partir des données. Ce polynome prend la forme suivante :

Y; = Bo + Pz + Pox? + ... + Bt + € (1.4)

Le but de cette régression est de trouver les valeurs des coefficients fy, 51, ...., 8, qui
minimisent I'erreur entre les valeurs prédites par le modéle et les valeurs observées
dans les données réelles.

Dans cette section, nous traiterons le cas d’un polynéme de degré p = 2.

1.2.1 Présentation du modéle

Le modéle de la régression polynomiale de degré p = 2 s’écrit sous la forme
suivante :

Yi = Bo + Bizi + B} + € (1.5)
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ou :
e Les 3; pour tout j = 0,1,2 sont des coefficients inconnues a estimer

e Les x? représentent le terme quadratique, ce qui permet au modeéle de capturer
des relations non linéaires entre X et Y

o Les ¢; sont les erreurs résiduelles.

On peut réécrire le modele (1.5) sous la forme matricielle afin de simplifier la
résolution du probléme. Cette formulation est définie par :

2 -
U1 1 11 T €1
Bo
2
Y2 1 T21 1’22 €9
= XA/ T
B2
1 x x? - €
Yn nl n2 n

1.2.2 Estimation des paramétres [y, 5; et (5

L’objectif est de trouver les valeurs des coefficients [y, 81 et S qui minimisent
la somme des carrés des erreurs résiduelles i.e :

B Arg mln Z — (Bo + Przi + Poz; )) .

Posons :
n

2
F(Bo, BrB2) =D (vi — (Bo + Pri + Boz}))” .
i=1
e L’estimateur de [, est :
Appliquons la dérivation par rapport a Sy :

W‘ 22 — (Bo + B + Bo?)) .

Ensuite, nous égalons cette dérivée a zéro et résolvons pour [ :

af(ﬁg# O@Z — (Bo + Brxi + Boz?)) = 0
@Zyi—nﬁo—ﬁzm—ﬁgzxfzo
=1 P p

n n n
& npy = Zyi _Blzxi —522%2
i=1 i=1 i=1
n

= 50 = %Z (yz — (Prai + ﬁzl’?)) .

i=1
La dérivée seconde par rapport a [y est donnée par :

a2f(ﬁ07 ﬁla /62)

=2n > 0.
92 "

Bo=Po
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Donc, By = %Z?:l (y; — (B1z; + Box?)) est un minimum.

Par le méme raisonnement, on trouve 3y et 3y :
e L’estimateur de [; est :

Yo i (Y — (Bo + Baz))
Z?:l %2 '

By =
e L’estimateur de (3, est :

Gy = oy @} (yi — (Bo + Brxi))
2 Z?:I ) '

On peut représenter ces paramétres sous la forme matricielle :
On sait que :

B=(X'X)'X"Y

ou : _ _
n Sx sz
XX=15 8. S
S S Sy
et ~ _
Sy
XY=1lg,
Sy2y
avec .

n n n n
2
Sx = E T, Sy = E Yi, Sx2 = E z;, S:ry = E TiYi,

=1 =1 i=1 =1

n n n

3 2 4

Sz = g R 5 Y, Sy = 5 x;.

=1 =1 =1

Alors, son écriture matricielle est :

- - — - —1 - -

BO n Sy Spe Sy
Bi| = S Sez Sps| X | Suy
By Sy Sps Sy Sa2y

Remarque : La régression linéaire est un cas particulier de la regression polynomiale
oup=1.
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1.2.3 Exemple d’application

Exemple 1.2.1. Dans cet exemple, nous comparons deux modéle de régression :

régression linéaire et la régression polynomiale.

Soit un ensemble de points (z1,y1), (€2, Y2), (x3,y3), .. ., (11, y11) tel que :

x|0]|1[2]3]4]|5|6|7]8|9]10

y 108 15|15|30 40|44 |60 |80 |85]|110

e Ces données sont tracées sur la figure ci-dessous

100
80 -

60

20 -

b x
2 4 6 8 10

FIGURE 1.4 — Représentation graphique des données.

e Régression polynomiale :
1. Calculons ﬁo, Bl et Bg :

Ona:
Sy =055, S, =497, S,2 =385 S, =3592,

Syps = 3025,  Sp2, = 29212, Spa = 25333,

- - - - -1 - -

Bo 11 55 385 497
Bl =155 385 3025| X |3592
B 385 3025 25333 29212
By =18 ~ 7.93
=9 Hi= s ~ 1.357
249
By = 22 ~ 0.871

Donc, § = 7.923 + 1.357z + 0.7122.

la
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Cette parabole est tracée dans la figure (1.5)

FIGURE 1.5 — Représentation graphique de la régression polynomiale.

2. Calculons le coefficient de détermination R? :

SCE SCR Sy —ui)?

2_PYb —1 —
W=5cr='"Ssor =T S n 9y

ou :

SCR=" (yi — )’ ~ 294.011
=1

SCT =) (v —9)° ~ 11919.6
=1
SCR
lo1-=— =x0.
= R =1- o = 0975

e Régression linéaire :
On sait que la régression linéaire est une régression polynomiale de degré
p=1:
1. Trouver les estimateurs des paramétres Gy et [y :
-1 ~1

Bo n Sy Sy 11 55 498

B Sy Sp2 Szy 25 385 3592

By = 1% ~ 10.064
T A= a 5136
L= 79 ~ 7+

Donc, §j = 10.064 — 5.136x
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Cette droite est tracée dans la figure (1.6)

100 -
BO -

60~

20+

FIGURE 1.6 — Représentation graphique de la régression linéaire.

2. Calculons le coefficient de détermination R?

R2=1-3C0 L0035
SCT
e Comparaison de ces deux modéles de régression :
Nous remarquons que la valeur de R? de la régression polynomiale est beaucoup
plus proche de 1 que celle obtenue avec la régression linéaire. Cette observation
confirme que le modéle polynomial de degré 2 est un bien plus adapté a nos
données.

II. Régression non paramétrique

La régression non paramétrique est une approche statistique qui permet d’adap-
ter une courbe ou une fonction & un ensemble de données sans faire d’hypothéses
sur la forme fonctionnelle de la relation entre les variables indépendantes et dépen-
dantes. Elle est ainsi un outil polyvalent pour modéliser des relations complexes qui
peuvent pas étre capturées par de simples modeéles linéaires ou polynomiaux.

Il existe plusieurs types de méthodes de régression non paramétriques qui peuvent
étre utilisées pour modéliser les données parmi elles : régression du noyau, régres-
sion locale, régression spline(voir chapitre 2), chacune ayant ses propres forces et
faiblesses. Le choix de la méthode dépend de la nature des données et des objectifs
de 'analyse. Dans ce paragraphe nous nous concentrons sur la régression du noyau.

1.2.1 Présentation du modéle

Soit n observations (z1,41), (T2, Y2), ..., (Tn, Yn) de couple (X, Y).
En general, dans le modéle de régression non paramétrique nous supposons l’exis-
tence d’une fonction m(.) qui exprime la valeur moyenne de la variable réponse Y
en fonction de la variable explicative X. Ce modéle est défini comme suit :

yi=m(x;)+e¢ Vi=1,..n. (1.6)
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ot m(z;) est la fonction & estimer et les ¢; sont des variables aléatoires (erreurs) de
loi N(0,0?).

On peut le réécrire sous la forme d’une espérance conditionnelle telle que :
E(Y|X =z) =m(x) (1.7)

ou m est k fois continiment dérivable. k étant un entier positif ou nul (le cas k =0
correspondant évidemment & I’hypothése de continuité de m).

1.2.2 Modéle de régression non paramétrique(régression a
noyau de Nadaraya-Watson)

Principe de la méthode

Le probléme consiste a estimer la fonction de régression en tous points x1, zs, ..., T,,.
Le principe de la méthode du noyau repose sur des techniques de lissage, elle donne
pour estimateur de E(Y|X = x) une moyenne pondérée des valeurs y; pour les i
dont le point z; est proche du point d’estimation. Le choix du point d’estimation
xg, qui représente la valeur spécifique de x pour laquelle nous cherchons a estimer
m(zy), la fonction de régression.

Estimateur de Nadaraya-Watson

Soit un ensemble d’observations (x1, y1), (2, y2), ..., (Tn, Yn). On appelle estima-
teur de Nadaraya- Watson tout estimateur a noyau simple, noté myw (). Il est défini

comme suit :
myw () = anK(% xn{ZK( )#0} h > 0.

1(4) = {1, si A est vérifié,

0, sinon.

Alors, I'estimateur de Nadaraya-Watson est défini par :

R #, S1 = K t 0,
i (a) = { SR 0 S L KR 7
% Zi:1 Yis sinon.

avec K : R — R est supposée mesurable et satisfaisant certaines hypothéses basiques
parmi celles énoncées ci-dessous :

e K est bornée, i.e. sup,cp | K(u)| < 0o
o limy, oo [u|K(u) =0 (K.2)

o [LIK(u)|du < oo

o [ K(u)du=1
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et h est parameétre de lissage.

Proposition 1 : On appelle estimateur a noyau (kernel estimate) de Nadaraya-
Watson tout estimateur sous la forme suivante :

m(wy) = Zwi(ﬂﬁo)yi

avec :

K (272

) S S K ()

Définition 1.2.1. [2]
Une fonction noyau K (’3;—5’30) = K (u) vérifie les propriétés suivantes :
1. K(u)>0.
2. K(u) est normalisée de sorte que | K(u)du = 1.
3. K(u) atteint son maximum en 0 lorsque x; = ¢ et décroit avec la distance
|z — x4
4. K(u) est symétrique : le noyau ne dépend que de la distance |zq — x;| et non
du signe de z¢ — x;.

Quelques fonctions noyaux usuelles

e Le noyau uniforme : K(u) = 1, pour u € [—1,1].
e Le noyau triangulaire : K(u) =1 — |u|, pour u € [—1,1].

e Le noyau quartic ou Bi-Weight : K (u) = 12(1 — v?)?, pour u € [—1,1].
3

Le noyau Epanechnikov : K (u) = 2(1 — v?), pour u € [—1,1].

e Le noyau triweight : K(u) = 32(1 —v?)3, pour u € [—1,1].

Le noyau normal : K (u) = \/%7 exp <—“2—2), pour u €] — 00, +00.

Propriétés de ’estimateur

Proposition 2.[2]
Supposons que m(.) et fx(.) sont de classe C*(R) et que le noyau K est d’ordre 2,
i.e. tel que :

/ K(u)du =1, /uK(u)du =0 et/u2K(u)du < 00.
R R R
Nous avons alors, lorsque h — 0 et nh — oo

)

Biais(m(z)) = E[m ]
m (x)

() = m(z
W[ fx ()
ZE(m (x) + 2 (@)

) /uQK(u)du + o(h?)
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Proposition 3. [2]

Supposons que E[Y?] < co. A chaque point de continuité des fonctions m(z),
fx(z) et 02(x), tel que fx(z) > 0.

Var(in(o) = B [(n(e) - Elin(a)}] = 22225 [ K3 (wdu+ o (%) |

Remarque : Nous posons, par convenance
o?(z) = Var[Y|X = 1],

lorsque cette expression est bien définie.

Le choix du paramétre de lissage

Le choix du paramétre de lissage h correspond & un arbitrage variance / biais :

e Plus h est élevé, plus la courbe 7 (z) sera lisse. La variance de I'estimation est
limitée, mais l'estimateur m(z) peut étre fortement biaisé.

e Plus h est faible, plus la courbe m(z) est irréguliére. Les biais d’estimation de
m(z) sont faibles, mais la variance de m(z) est trés importante.

Le choix de h résulte donc d'un arbitrage biais versus variance, mais aussi d'un
arbitrage lissage / non lissage de m(zx).



Chapitre 2

Régression non paramétrique par la
méthode des fonctions splines

Le terme "fonction spline" a été introduit par Schoenberg en 1946, bien que leur
origine puisse remonter aux travaux de Whittaker (1923) sur les méthodes de gra-
duation de données. Cependant, dans le contexte mathématique, une spline est une
courbe lisse définie par morceaux a ’aide de polyndémes. Ces polyndémes sont définis
sur des intervalles spécifiques appelés "noeuds" qui sont reliés de maniére continue
(comme le montre la figure 2.1).

Dans les années 60 et 70, les splines se sont énormément développées et sont
devenues importantes dans différents domaines tels que : les domaines mathéma-
tiques comme la théorie d’approximation, I'analyse numérique, la statistique et les
domaines d’application comme ’animation, le graphisme et la topographie.

En 1990, les techniques spline sont intégrées dans des logiciels statistiques comme
R pour faciliter leur utilisation pratique et aujourd’hui, les splines de lissage sont
largement utilisées dans le Data Science et U'intelligence artificielle(IA).

Ce chapitre est consacré a la représentation de la notion des fonctions splines et
I’estimation de la courbe de régression en utilisant la méthode des fonctions splines
de lissage.

I.Généralités sur les fonctions splines

2.1 Définition

La fonction f : R — R est une spline de degré (k — 1)(ou d’ordre k) avec des
neeuds x1, .....T, Si :
(i). f € C*I(R) ie : f est dérivable et ses dérivées sont continues jusqu’a I'ordre
k—2.
(ii). f(x) = Pi(x) pour touti = 1,....,n—1, ot P;(x) est un polynéme de degré k sur
le sous intervalle [z;, z;41] qui vérifie les conditions d’interpolations P;(x;) = y;
et P(x;11) = yiy1 pour tout i = 1,...,n — 1

34
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Cet ensemble de fonctions est noté Si(z;....x,,). Il contient 'ensemble des polynomes
de degré inférieur ou égal a k — 1.

fulx) fix) fa1(X)

: .
sous- | ¢ sous- . Sous-
| i . [ . .
« intervalle . + ntervalle . + intervalle .
" " " " . .
{) ' ' i ' ' n- I
——————— 3, -, =,

FIGURE 2.1 — Représentation de la spline

2.2 Différents types de splines

Il existe plusieurs catégories de splines, chacune ayant ses propres caractéris-
tiques. Parmi elles :

2.2.1 Spline naturelle

Les splines peuvent avoir différentes conditions aux limites, et 'une de ces condi-
tions est appelée "spline naturelle". Cette derniére impose que les dérivées secondes
aux extrémités de la courbe soient fixées a zéro. Elle est souvent utilisée pour inter-
poler des données tout en minimisant la courbure.

Définition 2.1 : Soitl = [a; b] un intervalle de R tel que a < 21 < ... < x, <b.
Une fonction spline f d’ordre 2k ou de degré impair (2k — 1) avec des points de
neeuds zq, ..., x, est dite naturelle, si elle est équivalente a un polynéme de degré
inférieur ou égale & (k — 1) en dehors de l'intervalle [xy, z,,].

L’espace des fonctions splines naturelles d’ordre 2k est noté par Sox(xy...xz,),
cela signifie que toute fonction f appartenant & cet espace satisfait les conditions
suivantes :

i. f est une spline de degré 2k — 1
i. f'(a)=f"(b)=0
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2.2.2 Spline d’Hermite

Définition 2.2 : Une spline d’Hermite notée H définie sur un intervalle [z, x,,]
est une spline cubique de classe C!. Elle utilise des points de contrdle y; qui influent
sur la direction et la courbure locale d’une courbe ainsi que des vecteurs de tangente
associés a ces points (voir la figure 2.2 ). Cela permet un meilleur contrdle de la
forme de la spline. Sa construction est basée sur les fonctions de base locales qui
s’appellent "polynémes d’Hermite ", ce qui permet d’assurer une interpolation lisse
et continue entre ces points de controle et leurs tangentes.

YA

=Y

X1 Xi Xit] Xi+2

FIGURE 2.2 — Exemple d’une spline de Hermite

Mathématiquement, la spline d’Hermite est définie comme une combinaison li-
néaire de polynéomes d’Hermite locaux telle que :

H(z) = Z Py(z)w;

ou :

e Les P; sont des polynomes d’Hermite définis sur Uintervalle [z;, z;41] par :

Py(z) = (263 =374 1) y;+ (= 2634387 )yiga +(x—) (6 =7+t my+ (@40 — ) (63— )i

Vi=1,...,n

avec

° t _ Tr—XT;
P

0, 1].

e m; et m; 1 sont des dérivées premiéres aux points de controles.

est le parameétre de normalisation qui appartient a l'intervalle

e w; sont les poids ou coefficients associés a chaque polynéme d’Hermite local

Py(z).
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Ecriture matricielle

Il est fréquent d’adopter une représentation matricielle pour définir les polynémes
d’une spline.

Cette matrice est appelée la matrice de base d’Hermite, ot chaque ligne corres-
pond au développement des coefficients w; et chaque colonne permet d’extraire une
fonction de base d’Hermite.

Supposons que pour ¢ fixé nous ayons deux points de controle y; et y;.1 avec des
pentes de tangentes associées m; et m; .

La representation matricielle de polynéme d’Hermite peut étre donnée sous la forme
de produit matriciel :

1 0 0 0 Ys
] 0 0 1 0 m;
-3 3 -2 -1 Yi+1

2 —2 1 1 mia1

= P;(z) = ho(t;).yi + ha(t:).Yix1 + halts).m; + ha(t;).mip

avec

Remarque : La représentation matricielle offre une maniére efficace de calculer
les polyndmes d’Hermite dans le contexte des splines, en minimisant le nombre
d’opérations nécessaires lors du tracé.

2.2.3 Spline de Catmull-Rom

Définition 2.3 : Une spline de Catmull-Rom est une courbe paramétrique cu-
bique définie par quatre points de controle y;_1, y;, yir1 et y;12 et elle est calcu-
lée pour les segments de courbe allant de y; & y;41(voir la figure 2.3). La spline de
Catmull-Rom est utilisée dans I’animation et le graphisme par ordinateur pour créer
des courbes douces qui passe exactement par ces points de controle.
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Y

Yira

Yiei

Xi X; Xit Xi+2 X
FIGURE 2.3 — Courbe représentative d’une spline de Catmull-Rom

La formule générale d’un polynéme cubique d’une spline de Catmull-Rom avec
le paramétre ¢ dans U'intervalle[0, 1] est la suivante :

1
fi(t) = 5[(_yi—l+3yi_Syi-H+yi+2>t3+(zyi—1+5yi+4yi+1_yi+2)t2+(yi—1+yi+1)t+2yi]

Vi=1,...,n—2

Ces polyndémes peuvent s’écrire sous la formule matricielle :

o 2 0 O Yi-1

N —

fit) = [1 t t3}
2 =5 4 1| |yin

-1 3 -3 1 Yito

2.2.4 Spline de Bézier

Définition 2.4 : Une spline de Bézier de degré n est une courbe paramétrique,
caractérisée par n + 1 points de controle. Elle est largement utilisée dans le design
graphique et elle permet une manipulation intuitive de la forme de la courbe.
Mathématiquement parlant,une spline de Bézier est définie par :

B(t) = ZBf(t)yi Vt e [0,1] avec y; = f(x;)

Ou :
e y; sont des points de controle
e B!'(t) sont des polynomes de Bernstein définis par :

n - n! o
B'(t) = (Z> (A=)t = m.(l —t)" "t vt e|0,1]
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L’image ci-dessous illustre des exemples de construction de la courbe de Bézier
pour différentes valeurs de t :

FIGURE 2.4 — Exemples de construction de courbe de Bézier

Pour n = 3, on parle de la spline de Bézier cubique(voir la figure 2.5) telle que :

3
B(t)=>Y B¥t)yi=(1—t)>.y0 +3(1 = t)>tn + 3(1 — ).t + t2ys ¥Vt €[0,1]
=0

FI1GURE 2.5 — Courbe représentative d’une spline de Bézier cubique
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2.2.5 Fonction B-Spline

Le terme «B-spline» provient de I'expression anglaise «Basis spline», introduite
pour la premiére fois par le mathématicien Isaac Jacob Schoenberg en 1946 dans
le cadre de ses travaux de recherche sur les approximations de fonctions. Dans les
années 1960 et 1970, les B-splines ont été développées et popularisées pour leur uti-
lisation en conception assistée par ordinateur(CAO).

En 1966, Curry et Schoenberg ont démontré que toute fonction spline f(x)
d’ordre k peut étre représentée par une combinaison linéaire des fonctions B-spline

flz) = Z a; B¥(x),Vz € [a, b]

Définition 2.5 : La fonction de base B-spline de degré k est définie de maniére
récursive de base B-spline de degré k£ — 1.

Soit vy = ... = T < Tpiqeee. < Tyeo. < Ty = ... = T4 Une suite de noeuds sur
la droite réelle. La fonction de base B-spline de degré k est définie par :

e Sik=0

BQ(ZL‘) _ 1 siz; <z <z
! 0 sinon

B} (x) = wig(2) B () + (1 — wigr(2)) By ()
Tt sl <y
’wi,k(ZU) = {xlﬁrk—mi St Tit1

0 si Ty = Ti+1

Remarque : Par convention, lorsque les nceuds sont confondus, nous supposons
qu'une fraction dont le dénominateur est nul est égale a zéro.

La figure ci-dessous montre un exemple de B-splines de degré 3 relatives au
vecteur de noeuds (—1,0,0,0,0,1,2,3..) :

4 3 2

FIGURE 2.6 — Exemple des B-splines de degré 3
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Quelques propriétés

e Caractéristiques fondamentales

Proposition 1 :
1. Bj‘€ est un polyndéme de degré inférieur ou égale a k sur chaque intervalle
[Ti, Tigil-
2. Bi(x) =0 x<x; ou x> T
3.
Bix(x) = {0 six & {Tiv1,. .. Tizk}

1 six= Tit1 = - = Tigk < Tigk+1

e Symétries

Proposition 2 : Supposons que le vecteur de noeuds x est périodique,i.e, il
existe un entier I et un réel T tels que : pour tout i € Z

Tigg=x; +T

Dans ce cas, les fonctions B-splines correspondantes satisfont 1'égalité sui-
vante :

Bf(x —T) =Bl (z) Vi€l
Preuve : (Par récurrence sur k )
Pour k = 0, soit B?(x — T) la fonction caractéristique de l'intervalle [z; —
T, zi01 + T[= [Ti1, xiv1a|  telle que :

1 size I:xi_i'_l, .ZUZ‘+I+1[

B?(as—n:{

0 sinon
alors, BY(z —T) coincide avec B ().
D’autre part,
wi’()(f — T) = wiJrLO(x) Vi € Z.
Supposons que, Bf'(z —T) = Bf7'(¥) est vraie pour k — 1 et montrons
qu’elle est vraie pour k,
Bf(z = T) = wip(z — T)B{ (2 = T) + (1 = wiyru(e — T))Bi (v — T)
= wiri (@) B (2) + (1 = wirii(2)) Bk, (@)
= Bf—&—l(m)'
Done, Bf(x—T)= B (z) Viel.

Proposition 3 : Supposons que le vecteur de nceuds x est symétrique a un

réel a,i.e, il existe des entiers I et e(qui détermine la largeur de la symétrie)
1

tels que : pour tout i = 1(I —¢),...,5(I +¢),

Ti_; = 20 — x;.
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Alors, les fonctions B-splines correspondantes satisfont :

B*2a—1)= Bt (x) Vi- %(1 —0), ., %(1 +o).

Preuve :(Par récurrence sur k)

Pour k=0, i=3%(I—¢),....,5(I +¢€) —1la fonction z — BY(2a — ) est la

fonction caractéristique de l'intervalle |2a —x;41, 2a — ;] =|x1_;_1, 1], qu’elle
coincide avec BY ; |(z).

D’autre part,

1
wio(20 — ) =1 —wi_o(z) Vi= (I —¢€)

1
5 (I+¢€—1

PIREED) 5

Supposons que pour tout i = (I —€),...,5(I +¢€) —k — 2,
BF'(2a — x) = BF' , (x) est vraie pour k — 1 et montrons qu'elle est vraie
pour k.

On a:

BF(2a — z) = w; (20 — ) B 1 (2a — ) + (1 — wiy1 (20 — 2)) B (2a — x)
= wimikp(2) Bl (0) + (wimiko(2)) By (@)

= BIk—i—k—l(:L‘)v

pour tout i = (I —€),...,5(/ +e€) —k—1

Remarque : Nous observons la symétrie des fonctions B-splines dans deux
cas particuliers : Les B-splines uniformes et les polynémes de Bernstein.

e B-splines uniformes : Supposons que, pour i € Z, x; = i. Alors, pour
toutt € Z,k>1letxeR

BF(x+1)=BF (z) et BFEk+1—2)=Bi(x).

e Polyndme de Bernstein : On pose xg = ... =2, =0, 41 = ... =
Zogpr1 = 1. Alors pour tout i =0, ..., k,
Bt (z) = (M)2i(1 — )" size[0,1]
’ 0 sinon

e Partition de 'unité

Proposition 4 : Soit Bf(x) une B-spline d’ordre k définie sur l'intervalle
[0, nak] avec des nceuds zg < ... < 2,4k Pour m > 2k, sur Uintervalle

[Tk Tk
m—k—1

> Bf(x)=1.

1=
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Preuve : Adoptons le raisonnement par récurrence sur k.

Pour k£ = 0, elle est clairement vraie.

Supposons que la propriété est vraie pour k — 1, puis on montre qu’elle est
également vraie pour k.

on a :

m—k—1
B [wo () By () + (1 — wyx(x)) By~ ()]
+ [wy g (2) B (2) + (1 — wop(x)) By (2)]
+ oo Wk (@) Bl () + (1= w1 () B (2)]
+ [Win—k—16(z) Bl 1($)+(1— Wik () BE (2)]

- (wU,k( ) - 1 Bk 1 + Z Bk 1 wm—k,k(z)Bfnilk($)

D’aprés 'hypotheése de récurrence, > i F BF Y (x) = 1 sur l'intervalle [x4_1, 2y _g—1]
par conséquent sur l'intervalle [a:k,l, xm,k,l[.

Comme on a d’apreés la proposition 1, les fonctions B(’f—l et Bfn__lk sont respec-
tivement nulles en dehors des Uintervalles [zg, xx| et [Tk, Tm]-

Donc,
m—k—1

BF(z) =1 sur [wg,om i
i=0

e Continuité

Rappel : En rappelant que si la fonction f définie sur ’ensemble des nombres
réels R admet des limites a droite notées f(z7) et a gauche notées f(x7).

Lemme 1 :Siz; | <2 =21 = ... 0,1 < Ti,, alors Bl | (zF) = 1. Par
consequent, toutes les fonctions B]k pour k > r sont continues en x;, pour tout
j=1—1,...,i—1+k.

Preuve : Montrons par récurrence sur k£ < r que :
Bj_y(x7) = Bi{(x) + B} (&) + ...+ B f i (a).

Pour k£ = 0 ,I’énonce est clairement vrai.
Supposons qu’il est prouvé pour un certain k. Nous avons pour tout j =
1—1,...,0—1+k,

By (a7) = wjp—i(wi) By (@) + (1= wypaen(0)) By~ ().

% J+1 Z;

1 sij=1-1
wj’rfk(mi) - 0 sinon
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Alors,
BiZf(a7) = BiZ{ ™ (a7) + B H(a7)

7

et pour j =19+ 1,...,i — 1+ Kk,

r—k¢ £\ __ r—k—1/ .+
B ¥(z;7) =B (7).

J+1 7
En effectuant cette sommation, on obtient :

Bl y(a7) = Bi_{(a;7) + B{ *(a7) + ...+ B[, u(z).

i

Pour £ = 0, nous avons :

0 _
Bj(%ﬂ =

0 sij=i—1,...,i4+7r—2
1 sij=i+r—1

+

i

= la somme B! ,(z;) = 1, alors B!, est continue en z

B 0 sij=i,....i+r—1
i 1 sij=i—1

= la somme B! |(z;) =1, alors B!_; est continue en z; .
Ainsi, Bl | est continue en z;.

Puisque les B-splines de degré r sont bornées dans lintervalle [0,1] et leur
somme vaut 1, cela implique que toutes ces fonctions sont continues en x;.
L’hypothése de la récurrence définissant les B-splines prouve que les B-splines
de degré supérieur ou égale a r sont également continues en z;.

e Différentiabilité

Lemme 2 : Pour tout k > 0, la fonction B¥ est dérivable a droite, de dérivée :

k
BY(z) = ———BF Y (z) - ——— Bkl
(@) Litk — Li (=) Lit14+k — Litl o (@)

= k(w;k(x)Bl’“_l(m) - w;+1,k($)Bf+_11(95))

Preuve : (raisonnement par récurrence sur k )

L’énoncé est vrai pour k = 0.

Supposons qu’il est démontré pour un certain degré inférieur ou égale a k — 1
et on montre est aussi vrai pour k.

On sait que :

B () = wi(2) B (@) + wip(2) B () = wipy o (2) B! (@) + (1 = wigr (@)

)

= w; () B M) = iy 1 (@) BES (2) + win () BV (@) + (1 = wisa (@)
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D’aprés 'hypothése de récurrence on a ,

1 _ _ / -
m(wi,k(x)Bf V(@) + (1 = wipp(2)) BEY (7)) = wip(@)w; oy (2) By ()
- wi,k(x)wiqtl,kfl(x)Bf—fle(x)
+ (1 - wi+17k(x))w;+17k_1(m)Bf{f(w)
—(1- wi+1,k(x))wi+2’k71(m)BfJ:;(x).
Or :
/ T — x; 1 T — T; 1 /
wi k(T)w; () = = = w; k—1(x)w; (7).
() o 1 () Tivk — Ti Titk—1 — Ti  Tipk—1 — T3 Titk — T4 e-1(2) k< )
/ Tiy1+k — T 1 /
(I =wit14(%)) W0 k1 (%) = - . ‘ = (I—wir2p—1(2))w; g k(7).
i+1+k — Titl Titk4+1 — Tit2
Et

_wi,k(x>w;+1,k—1(x) + (1 — wi+1,k($))w;+1,k—1($)

_ T, —T 4 Litk+1 — L
(-’Ei+k - xz)(xz+k - $i+1) (xi+k+1 - $i+1)($i+k - $i+1)
_ Tipk — T — (Tigr — ;) Tiy1 — T+ (Tigpr1 — Tiv1)
a (Tivk — ) (Tirk — Tiv1)  (Tivkrr — Tig1) (Tigk — Tig1)
_ 1 <xi+k—x_1+ Tip1— T +1>
($i+k - $i+1) Tivk — T4 Titk+1 — Tit1

. Titk — T Tit1 — X

= +
<$i+k — $i)<xi+k - 11z‘+1) ($i+k+1 - $i+1)(l‘z‘+k - le)

= _wi+1,k—1(x>w;+1,k(x) +(1— wi+1,k—1($))w;,k($)-

Alors,

ﬁ(wi,k(as)Bf—”(z) + (1 = wis1(2)) BE () = wig—1 (2)w; 4 (2) BF > ()
- wz‘+1,k71($)w;+1,k(x)Bf+_12($)
+ (1= wiprp1 (2))w,  (2) BI ()
—(1— wi+2,k71($))w;+l,k(m)Ber_22<w>
= w; () (wi g1 () BF > ()
+ (1= wig1-1(2)) B ()
— w;H,k(l’)(wi+1,k—1(I)B£:12($)
+ (1 = wiyop1(2)) By ()
= w;,k@)Bffl(x) - w;Jrl,k(x)sz—;ll ().
Ainsi,
Bf'(x) = k(w;,(2) B! () — w1 () BE (2))
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Proposition 5 :
1. La fonction Bf est de classe C* a droite de chaque point.

2. Au voisinage d’un nceud de multiplicité r(i.e il apparait r fois dans la
séquence des noeuds), la fonction B est seulement de classe C*"

Preuve :

1. Le lemme ci-dessus établit ’existence de dérivées & droite de tous ordres
ce qui implique que la B-spline de degré k est de classe C* a droite de
chaque point.

2. Si x est un nceud de multiplicité r, alors les B-splines de degré r sont
continues en x et d’aprés le lemme 2 les B-splines d’ordre r + 1 sont de
classe C! au voisinage de x. En appliquant le raisonnement par récurrence,
on démontre que Bf avec k > r sont de classe C*~" au voisinage de =.

2.2.6 Fonction spline cubique

Soient I = [a, b] un intervalle de R et a < 21 < ..... < x, < b une partition de
I'intervalle I.
Une spline cubique f définie sur[z;, z;,1] par :

flz) = Z Pi(x)]l[aci,wi+1[<x>

avec les propriétés suivantes :

1. Sur chaque intervalle [z;, z;11[, P; est un polynéme de degré 3 (polynome
cubique) :

Pi(z) = aj(z — 2> + bi(w — 2)* + ci(w — ;) +di,Vi=1,...,n

2. La fonction f est différentiable deux fois et ses dérivées (la premiére et
la seconde dérivée) sont continues sur U'intervalle [a, b].

Principales propriétés

d (Cl) : Pz(ajz) = Yi, Vi = 17 ey 10
Cette condition assure que la spline f passe exactement par les points
donnés.

o (Co): P_y(x;) = Pi ().
Cette propriété garantit que les pentes de la spline sont continues aux
points de jonction.

o (C3): PLy(w:) = P ().
Cette propriété impose que la courbure de la spline est continue aux
points de jonction.

e (C)): P/(a) =P, (b) =0.

Les dérivées secondes aux extrémités sont nulles, ce qui donne une courbe
lisse.
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Construction de spline cubique

On sait que les coefficients de la spline cubique a;,b;,¢; et d; sont déterminés
de maniére & satisfaire les conditions d’interpolation et de continuité. Alors,
comment peut-on les choisir ?

Dans toute cette construction, on pose z; 1 = r; — x;_1 et y; = f(x,)
Supposons que f une spline cubique satisfaisant toutes les conditions définies
précédemment, on a :

Pi(z) = a;(z — ;) + b(x — ;) + ¢5(x — 23) + d; (2.1)
Vo € [IZ’,ZEH_l[, Vi = 1, .

La premiére et la seconde dérivées de P, :
Pour tout 2 =1,...,n

P;(a:) = 3a;(x — ;)% + 2b;(z — 2) + ¢, (2.2)

P (x) = 6a;(z — x;) + 2b;. (2.3)

2

On sait que :

Pi(z;) = ag(x; — 23) + bz — ) + cs(x_23) + ds.

Et d’aprés la propriété (C4), on a :
Pi(z;) = yi.

Comme f doit étre continue sur tout son l'intervalle, on peut déduire que
chaque sous fonction doit s’aligner avec les points de données, alors :

P_i(x;) = P(z;) & aifl(mi_xifl):g‘i‘bifl(mi_xifl)Q‘i‘Ci — Wx_mimq)+dimy = ;.
(2.4)
On remplace par z;_; dans (2.4), on obtient :

Y; = ai_lzf’,l + bi_lzf,l + Ci—1%i—1 + di—l (25)

donc,
yi = d;
A partir de (C,), on a :

/

Py (z:) = P ().

D’aprés I'équation (2.2) on peut écrire :
P(z;) = ¢;
Pilil(ﬂfi) = Pil (QIZ) 4 3(11',1(1’1' - 332;1)2 + Qbifl(Q?i — xi,l) +c_1 = ¢. (26)

Remplagant par z;_; dans (2.6), on aura :

3ai_1zi2,1 + 2bz‘—12i—1 +ci1 = ¢;. (27)
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Par I'équation (2.3) on obtient :

1

(2

Et par la condition (C5) nous avons :

1 1

P)i—l(xi> =P (ZL’Z) < 6a;,_12;_1 + 2b;_1 = 20b;. (28)

)

La condition que les dérivées secondes aux extrémités doivent étre nulles est
exprimée par :

1 1

Plla)=P/(b) =0 d =d, =0.

n

L’équation (2.5) donne :

Ciq = L0 i1z —bis1zi (2.9)
Zi—1
avec
Yi-1 = di—1.
L’équation(2.8) donne :
bi — bi
R 2.10
Qi—1 32, ( )
Suppléant (2.10) dans (2.9) on aura :
i — Yi1 bizicn + i1z i —Yi-1 1
Ci—1 = Yi— Yt . . l_bi—lzi—l = M——(bizi—l‘i‘%i—lzi—l)-
Zi1 3 Zil1 3
(2.11)
Remplagons les équations (2.10) et (2.11) dans (2.7) :
1(b +2b;(zi—1 + %) + biy12:) ! (1+ 1)+ ! (2.12)
5 Wi—1%i— i\Zi—1 T %4 i+1%i) = Yi— A i+1 - (4
3 1%i-1 1 +1 Y 121'_1 Y PN Yi+1 =

Alors :

bi = i (56 + 3¢i01) — “52 (Wi — yinn),
a; = ﬁ(@ﬂ - Ci)7

di = (M (e 20i+1)> ‘

2zi1 Zi—1 6

Nous avons Pj(x;) = y; et P, (z;) = 2b;.

7

Notons parF = (Fy...F,) et T' = (y2...7,-1) tels que : F;, = f(z;) et
vi = f (x:) avec 11 =3, = 0.

La construction de la spline cubique implique par la résolution du systéeme
linéaire A.C' =T, ou :

e (' est un vecteur de coefficients que nous cherchons a déterminer.

e A est une matrice tridiagonale de taille n x n définie comme suit :

R Q
A= = QRQ

Q 0
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ou,

e () est une matrice de taille n x (n — 2) de composantes g;; :

1 s -
e sit=75—1
1 1 s
yo| (B rw) dis)
Losii=j+1

e R est une matrice symétrique de taille (n—2) x (n—2) de composantes

Tij -
s(hici+hy) sij=ii=2,...,n—1
rij=19shi sij=i+14i=2...,n—2
0 sili—j|>2
alors,
- /
I 0 r11¢1 + r12c2 =0
o ¢21C1 + T22C2 + G23C3 = V2
V2 G32C2 + T'33C3 + q34C4 = 73
AC—T o R Q' | N ?4303+T44C4+Q45C5=’Y4
Q@ 0 '
Y1 Gn—2,n—3Cn—3 T Tn—2,n—2Cn—2 + n—1,n—1Cn—1
Cn = Tn-1
o i 0 ] [ In-1n—2Cn—2 + Tp1m—1Cp—1 = 0

Théoréme 2. [2]
On dit que les vecteurs F' et I' définissent une spline cubique si et seulement si ils
satisfont :

Q'F = RT.

Si cette relation est vérifiée, alors :

b
L/f%@%x_Fmﬁ_F%F

II.Interpolation

Le probléme réside dans la détermination du comportement global de la fonction
a partir d’'un échantillon limité de ses valeurs. L’interpolation consiste a trouver
une fonction qui passe exactement par ces points, permettant ainsi d’interpoler des
valeurs inconnues a partir de données discrétes.

Mathématiquement parlant, soit (x1,%1), ..., (Zn, y,) un ensemble de points dis-
tincts ol 7 < ... < x,. . Cela nous garantit 'unicité du polynéme d’interpolation.
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L’interpolation consiste a reconstruire une fonction f(z) a partir de ces points,
le: f(z) =y Yi=1,...,n.

Abordons d’abord le cas le plus élémentaire. Comment procéder & l'interpolation
entre deux points ayant pour coordonnées (z1,y;) et (zs,ys)?

Pour cela nous pouvons utiliser la formule suivante :
f(z) =ax +0.

L’objectif est de déterminer les coefficients a et b pour ces deux points données. En
résolvant le systéme suivant :

y1 =axr1+b
Yo = axs + b

alors,

a = ¥2—4
ro—I1
b=y —an

Supposons que nous voulions interpoler trois points (x1,y1), (2, y2) et (23, y3). Dans
le cas ou ils ne sont pas alignés, une droite simple ne suffit pas.Alors, nous devons
utiliser une fonction polynomiale de degré supérieur.

f(z) =az® + bz +c.
I1 faut résoudre le systéme a trois équations a trois inconnues (a, b, ¢) suivant :

Y1 = ax? +bry + ¢
Yo = ax3 + bry +

ys = azi +brz + ¢

Comment peut-on réaliser I'interpolation pour un ensemble de n points?

2.1 Interpolation polynomiale classique

2.1.1 Polyndéme d’interpolation de Lagrange

Définition 2.1.1. On appelle polynéme de Lagrange que 1'on note [;(x), les poly-
nomes de degré inférieur ou égal a (n — 1) définis comme suit :

li(z) = H (j__zj> Vi=1,..,n.
i T

J=Lj#

Remarque : Les polynémes de Lagrange s’identifient au symbole de Kronecker
0;; pour tout 2 =1,...,n i.e

(T — 0 sik=#i
li(zy) = =) =
()= 11 (xi—:cj) {1 sik=i

=1,
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Comment peut-on déterminer les polyndmes de Lagrange ?

Nous présentons une méthode pratique pour la détermination de ces polynomes.
En considérant le tableau suivant :

r — T Ty — T2 X1 — T3 -+ 1 — Tp
To — X1 r—Tg X2 —T3 +++ X2 —Tp
Ty — X1 Ty — X9 Ty — T3y - T — Tp

Alors, les polynémes de Lagrange sont le rapport du produit des termes diagonaux
du tableau sur le produit des termes de la (i + 1) ligne du tableau.

Exemple

Quels sont les trois polynéomes de Lagrange associés aux valeurs suivantes :x; =
0,1‘2 = 4,1‘3 = —4et T4 = 27

Solution : On a le tableau suivant pour n =4 :

r—x1 T1—Tg X1 —X3 T1— T4 x —4 4 —2
To— X1 T — X9 Tog—XT3 Tog— Ty 4 x—4 8 2
T3 — X1 X3— Ty T —T3 X3— Ty -4 -8 =x+4 —6
Ty —T] Ty4— Ty Ty— T3 T — X4 2 —2 6 T — 2
Ainsi,
L(2) produit des termes diagonaux rz—4)(x+4)(z—-2) z(xz+4)(x—2)
xTr) = ~ = =
! produit des termes de la 2°™ ligne (4)(x —4)(8)(2) (4)(8)(2)
produit des termes diagonaux ~ x(z —4)(z +4)(x —2)  wx(r —4)(z —2)

ZQ(ZL‘)

- produit des termes de la 3% ligne  (—4)(—8)(z + 4)(—6) (—4)(—8)(—6)

produit des termes diagonaux r(x—4)(z+4)(xr—2) x(x—4)(r+4)

ls(r) = produit des termes de la 4™ ligne h (2)(=2)(6)(z —2) - (2)(=2)(6)

Définition 2.1.2. On appelle polynéme d’interpolation de Lagrange aux points
x; = 1,...,n, tout polynéome défini sous la forme suivante :

L(z) = Z flai)li(z) = Z Li(2)y;-

Ce polynoéme est I'unique polynéme de degré n— 1 vérifiant L(z;) = f(z;) = y; pour
tout 2 =1,...,n.
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Exemples d’application

e Cas ou la fonction f est inconnue :

Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange de la fonction f aux points
r1 =0 avec f(x1) = —1 et z9 = 1 avec f(xy) = 2.

Solution :
Nous avons :

2
T — X; T — X rz—0
l pumng ] = = = .
2(55) H (ZEQ—J}J’) <CL’2—I‘1> 1-0 v
Par conséquent,

L(x) = —li(z) +2l3(x) = —(—2z+ 1) + 22 = 3z — 1.

e Cas ou la fonction f est connue :
Soit f une fonction définie par :

f(z) = sin(mz).

Ecrire le polynome d’interpolation de Lagrange de la fonction f aux points
Ilzo,l'g:%etl’g:%.
Solution :

1. Calculons les fonctions f(x;) pour tout i =1,2,3 :
fl@1) = f(0) =0,f(z2) = f(5) = 3.f(x3) = f(5) = 1.

2. Calculons le polynéme d’interpolation de Lagrange L(x) pour tout
i=1,2,3:

Exemple d’application sous langage R

Dans I'exemple suivant, nous voulons interpoler un polynéme de Lagrange de
degré 6 entre les points (0, 10), (1,5), (2,2)et(3,1) :
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x <- seq(0, 3, length = 100)

f= 10 / (1 + x°2)

plot(x,f, type = "1", xlim = c(0, 3), ylim = c(0, 10), ylab = ",
col = "black")

par (new = TRUE)

plot(x, 10 - 6.4 * x~2 + 1.5 * x4 - 0.1 * x°6, type = "1", xlim =
c(0, 3), ylim = c(0, 10), ylab = "", 1ty = 2, col = "blue")

abline(v = 1)

abline(v = 2)

par (new = TRUE)
legend (1.8, 9, c("courbe", "Lagrange"), col = c("black", "blue"),
1ty = c(1, 2, 1))

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

FIGURE 2.7 — Interpolation d'un polynéme de Lagrange

Interprétation : On observe que méme si la courbe de Lagrange est précise aux
points de données, on remarque qu’il existe des écarts importants entre ces points,
ce qui rend 'approximation moins fiable.

2.1.2 Polyndéme d’interpolation d’Hermite

Principe de l’interpolation d’Hermite

Soient xq, Z1, ..., Tn, (n + 1) points deux a deux distincts de 'intervalle [a, b] et
soit f € C'([a, b]) une fonction dont on connait les valeurs f(x;) et f (x;) pour tout
1=1,.,n.

Nous cherchons a trouver un polynéme P(z) qui interpole a la fois f et f’ aux points
x; pour tout ¢ = 1,..,n. Ainsi, selon la definition d’un polynéme d’interpolation P(z)
doit satisfaire simultanément les deux conditions suivantes :

P(z;) = f(z;) Yi=1,.,n. (2.13)

/

Pl(x)=f(z;) Vi=1,..,n. (2.14)

Définition 2.1.3. Le polynéme d’interpolation d’Hermite de degré (2n+1)est défini
comme suit :




Chapitre 2. Régression non paramétrique par la méthode des fonctions splines 54

Ou:

e Les H;(z) sont connus sous le nom de "polynémes de base d’Hermite" tels que :
Hi(x) = [1 = 2(2 - @) Li(w;)| L2(2).

e Les V;(z) sont les polynomes de base d’'Hermite dérivés tels que :
Vi(z) = (z — 2:) Li(2).
Ou :
e Les L;(x) sont des polynomes de Lagrange tels que :
(z — ;)
Li(z) = —
J=1,j#i
e Les L;(xl) sont les déviées des polynémes de Lagrange tels que :

n

L= 3 oy

J=1,j#

Exemple d’application

Soit f € C?([0,1]), déterminer le polynéme d’interpolation d’'Hermite P3(z) de
degré < 3 tel que :
P5(0) = f(0) , P5(1)=f(1).

P3(0) = f'(0)  Py(1) = f(1).

Solution

1. Calculons les polynémes de Lagrange L;(z) et leurs dérivées Lj(z) aux points
r1=0etaxy=1:
Li(z)=1—2 , Ls(z)==x.

Li(z)=—-1 , Ly(z)=1.

2. Calculons H;(z) et V;(x) aux points 1 = 0 et 25 =1 :

H(z) = [1 — 2z — xl)L;(ml)} L2(x) = (1 +22)(1 — 2)2.
Hy(z) = [1 ~ 2z — xQ)L;(xg)] [2(z) = (3 — 22)2”.

Vi(e) = (¢ — 21) L3(2) = o(1 - 2
V() = (¢ — 22) Ly(r) = (2 — )2
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3. Le polynome d’interpolation d’Hermite Ps(x) aux points z3 = 0 et 25 = 1 est
donné par :

= fla0)Hi(2) + f(z2) Hi(x) + f (@)Va(2) + f (22)Va(z)

= f0)(1 +22)(1 — 2)* + f(1)(1 — 22)2* + f/(0)x(1 — 2)* + f'(1)(2 — 1)a?
= [2/(0) = 2f(1) + £/(0) + f'(D] 2” + [=3£(0) +3f(1) = 2f'(0) — f'(1)] 2
+ f/(0)z + £(0).

Exemple sous langage R

Exemple 2.1.1. L’exemple suivant montre comment utiliser 'interpolation d’Her-
mite pour évaluer un polyndéme en un point spécifique.

Entrées :
e 17 : Un vecteur contenant les abscisses xs.

e fxi : Un vecteur contenant les valeurs f(zi) de la fonction & interpoler pour
les valeurs xi correspondantes.

e fpxi: Un vecteur contenant les valeurs f’(xi).
e 1z : Un point auquel évaluer le polynéome d’interpolation d’Hermite.

Sortie : La valeur du polynéme d’interpolation d’Hermite en x.

polynomial _hermite <- function(xi, fxi, fpxi, x) {
n <- length(xi)
for (i in 1:n) {

if (x == xi[i]) {
return(fxi[i])
}
}
p <- 0
L <- rep(0, n)

(e]

<- rep(0, n)

for (i in 1:n) {
L[i] <- 1
for (j in 1:n) {
if (4 1= j) {
L[i] <- L[i] * (x - xi[j]) / (xil[i] - xi[j]) # Calculation

of L_i(x).
c[i] <- c[i] + 1 / (xi[i] - xi[j]) # Calculation of L’_i(x_
i).
}
}

p <-p+ ((1 -2 % (x - xi[i]) * c[i]) * fxi[i] + (x - xi[i]) =*
fpxi[i]) * L[i]~2 # Evaluation of p_{2n+13}(x).
}
return (p)

3
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# Example usage:

xi <- ¢c(-1, 0, 1, 2, 3)

fxi <- c(-2, -1, 0, 3, 2)

fpxi <- ¢c(1, 2, 1, 4, -2)

p <- polynomial_hermite(xi, fxi, fpxi, 2.5)

print (p)

[1] 3.924978 #the result of evaluating the Hermite interpolation
polynomial at x = 2.5

Théoréme 3. [25]

Il eziste un unique polynéme d’interpolation P(x), de degré inférieur ou égal a

(2n + 1) de la fonction [ aux points z; pour tout i = 1,...,n, vérifiant les équations
(13) et (14) si et seulement si, tous les x; sont distincts deuz a deuz .

Remarque : Dans l'interpolation polynomiale traditionnelle le degré du poly-
nome augmente avec le nombre de points & interpoler. Par conséquent, cela conduit
a un nombre élevé d’opérations et & une complexité de calcul importante.

Pour pallier ce probléme, les chercheurs ont proposé 1'utilisation de splines interpo-
lantes. Cette méthode se base sur la minimisation d’un critére fonctionnel qui définit
la forme de la spline, indépendamment du nombre de points & interpoler.

Alors, quelle est la définition exacte de I'interpolation spline ?

2.2 Interpolation par morceaux

2.2.1 Définition

L’interpolation par morceaux (ou interpolation par spline) est une méthode d’in-
terpolation utilisée pour construire une fonction f continue a partir d’un ensemble
de points (x1,41), ..., (Tn, yn). Elle divise I'intervalle entre les points en segments plus
petits et utilise des polyndémes de faible degré pour interpoler chaque segment. Ces
polynémes sont choisis de maniére a assurer la continuité de la courbe interpolée ainsi
que la satisfaction des conditions d’interpolation (f(x;) = y; pour tout i = 1,...,n).

2.2.2 Exemples d’interpolation par spline

Interpolation par spline cubique

Définition 2.2.1. L’interpolation par spline cubique est une méthode robuste qui
utilise des polyndomes cubiques pour ajuster une courbe lisse a travers des données, en
garantissant la continuité de la courbe interpolée, ainsi que celle de sa premiére et de
sa seconde dérivée sans nécessiter de valeurs de dérivées premiéres supplémentaires.

Exemple d’application sous langage R

Dans cet exemple, nous avons comparé deux méthodes d’interpolation :

# Define the x and y points for interpolation
x_points <- c¢c(0, 1, 2, 3)
y_points <- c¢(10, 5, 2, 1)
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# Define the Lagrange interpolation function
lagrange <- function(x, y, xout) {

n <- length(x)

yout <- rep(0, length(xout))

for (i in 1:m) {

L <-1
for (j in 1:mn) {
if (i t'= j) {

L <- L * (xout - x[j1) / (x[1] - x[jD)
}
}
yout <- yout + y[i] * L
}
return (yout)

}

# Calculate the Lagrange interpolation values
lagrange_vals <- lagrange (x_points, y_points, x)

# Plot the Lagrange interpolation with a blue dashed 1line
lines(x, lagrange_vals, type = "1", col = "blue", 1lty = 2)
abline(v = 1)
abline(v = 2)

# Define the piecewise polynomial functions

f1 <- (5 - 5.65385 * (x - 1) + 3.69231 * (x
1)°3) * (0 <= x) * (x < 1)

f2 <- (2 - 1.38462 * (x - 2) + 0.57692 * (x - 2)°2 - 1.03846 * (x -
2)°3) x (1 <= x) * (x < 2)

f3 <- (1 - 0.80769 * (x - 3) - 0.19231 * (x
< 3)

1)°~2 + 4.34615 * (x -

3)°3) * (2 <= x) * (x

# Plot the piecewise polynomial functions with a black line
lines(x, f1 + f2 + f3, type = "1", col = "black")

# Add a legend to the plot
legend (1.8, 9, c("courbe", "Lagrange", "spline"), col = c("red", "
blue", "black"), 1lty = c(1, 2, 1))

[ courbe
O Lagrange
PR E— spline

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

FIGURE 2.8 — Comparaison de deux méthodes d’interpolation




16
17

18

Chapitre 2. Régression non paramétrique par la méthode des fonctions splines 58

Interprétation du graphique : Ce graphe représente une comparaison de deux
méthodes d’interpolation : interpolation de Lagrange et I'interpolation spline ou la
courbe de l'interpolation de Lagrange suit les points de données sauf entre 0 et 1,
on observe des ballant importants. Tandis que l'interpolation par spline offre une
courbe lisse et plus proche de la courbe référence.

Alors, I'interpolation par spline est préférable a I'interpolation de Lagrange, car elle
fournit une approximation fiable et précise pour la courbe de référence.

Interpolation par spline d’Hermite

Définition 2.2.2. L’interpolation par spline d’Hermite permet de construire une
fonction interpolante continue et dont la premiére dérivée est également continue,
en utilisant des polynéme d’Hermite cubiques qui satisfont a la fois les conditions
de l'interpolation et les conditions de la continuité des dérivées premiéres.

Exemple sous langage R

Dans cet exemple, nous comparons la méthode de 'interpolation par spline cu-
bique avec d’interpolation par spline d’Hermite :

# Example data
x <- c(0, 1, 2, 3, 4, 5)
y <- C(19 2: 1: O: 2: 3)

# Cubic spline interpolation
spline_interp <- spline(x, y, n = 100)

plot(x, y, type = "1", main = "Comparison of_ Interpolations", xlab
= ”X", ylab = llyll)
lines(spline_interp$x, spline_interp$y, col = "blue", lwd = 2)

# Hermite spline interpolation using ’pracma’

library (pracma)

hermite_interp <- pchip(x, y, seq(min(x), max(x), length.out = 100)
)

# Add Hermite interpolated lines
lines(seq(min(x), max(x), length.out = 100), hermite_interp, col =
"red", lwd = 2)

# Legend
legend ("topright", legend = c("Cubic-Spline", "Hermite-Spline"),
col = c("blue", "red"), lwd = 2)
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FIGURE 2.9 — Comparaison de deux méthodes d’interpolation par morceaux

Interprétation du graphique : Dans ce graphe, on voit que la spline cubique
crée une courbe plus lisse entre les points, tandis que la spline d’Hermite suit mieux
les changements des données. La courbe rouge est plus précise lorsque les données
changent de maniére significative, alors que la courbe bleue est plus adaptée si on
veut une transition plus douce entre les points.

Interpolation par des B-splines

Définition 2.2.3. L’interpolation par des B-splines consiste a ajuster une courbe
lisse a travers un ensemble de points, chaque segment entre ces points est interpolé
en utilisant une combinaison linéaire de fonctions de base définies localement sur ce
segment.

Exemple sous langage R

Dans cet exemple, nous avons réalisé une interpolation par B-splines sur le jeu
e données "iris" afin de visualiser la relation entre la longueur et la largeur des
de d "iris" afin d 1 1 lat tre la 1 t la 1 d
pétales des iris.

library(splines)
# Load the iris dataset
data(iris)

# Select a variable to use
x <- iris$Petal.Length
y <- iris$Petal.Width

# Number of knots for B-splines
k <- 5

# Interpolation by B-splines
bspline_fit <- 1m(y ~ ns(x, df = k))

# Plot the interpolation
plot(x, y, pch = 16, col = "blue", xlab = "Petal-Length", ylab = "
Petal -Width")
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17 |lines (sort(x), predict(bspline_fit) [order(x)], col = "red", lwd =
2)
1s |legend ("topleft", legend = c("Data", "B-spline"), col = c("blue", "

red"), pch = c(16, NA), lwd = 2)

15 2.0 25
I

Petal-Width

1.0

0.5

Petal-Length

FIGURE 2.10 — Interpolation par B-splines

Interprétation du graphique : Le graphe montre un nuage de points qui re-
présente la longueur et la largeur des pétales, ot les points bleus représentent des
mesures de la longueur et la largeur des pétales et la ligne rouge montre une relation
non linéaire entre ces variables.

On remarque que, les deux variables augmentent de maniére plus ou moins linéaire.
Aprés un certain points, le taux d’augmentation de la largeur des pétales ralentit.
Cependant, a partir des longueurs supérieur a 6 la largeur commence a diminuer.
Cela confirme que la relation entre les variables est non linéaire et les b-splines est
la seule méthode qui permet d’adapter a ce changement de tendance observée dans
les données.

2.2.3 Espace de Sobolev

Définition 2.2 : Soient 2 un ouvert de R et 1 < p < 00.0On définit 'espace de
Sobolev W/ (€2) comme suit :

r k
Wi(Q)={f ¢ LP(Q), f® e LP(Q), pour tout|k| < 7}
En particulier, si Q = [a,b] et p =2 on aura :
b
Wila,b] = {f : [a,b] = R; f®absolument continue pour k =0, ...,r—let/ (f"(2))?dz < oo}.

Remarque : On dit que f est une fonction absolument continue, s’il existe un
réel a et une fonction g integrable tels que :

Dans cette section, nous présentons le probléme d’interpolation par une fonction
lisse(spline) qui appartienne a I’espace de Sobolev WZ.
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2.2.4 Existence et unicité des splines d’interpolation
Théoréme 4. [2]

Etant donnés n points (x;,y;) d’abscisses distinctes dans 'intervalles [a,b] et
n > r. Il existe une fonction et une seule f de l’espace de Sobolev Wy [a, b] telle que :

(1). f satisfait les conditions d’interpolation
flz) =y, i=1,..,n.

(11). f minimise la quantité fab f™(x)2dz dans Uensemble des fonctions Wi[a, b] qui
satisfait les conditions d’interpolation.

De plus, cette fonction est une spline polynomiale naturelle d’ordre (2r) ayant
des noeuds aux positions z1,...,x, .

Le théoréeme suivant démontre que l'interpolation par spline cubique est la seule
méthode qui minimise f;( f"(z))%dx par rapport a toutes les fonctions dans W2[a, b].

Théoréme 5. [2]

Supposons que n > 2 et my est la spline cubique pour les valeurs yi, ..., Y, auz points
L1y ey Ty, 00 A < Ty < ... < X, < b. Soit m une fonction dans Wila,b] telle que
m(x;) =y, i = 1,..,n. Alors,

/a Ca (2)%dz > / b(m” (x))%dz.

On a ’égalité si et seulement si m et m sont identiques.

ITI. Régression spline

Nous rappelons que l'interpolation vise a trouver une fonction qui passe exac-
tement par les points a interpoler, tandis que la régression cherche a ajuster une
fonction simple a ces points. Dans cette approche n’est plus de passer exactement
par les points, mais de s’en approcher et d’obtenir une fonction simple m qui les
représentent. Cette problématique est d’autant plus crucial dans la pratique, car
les observations des évaluations sont souvent perturbées par du bruit, résultent par
exemple d’imprécisions de mesure.

Pour résoudre cette derniére, de nombreux auteurs recommandent ['utilisation
de polynomes splines. Les splines de lissage 'trouvent leurs origines dans les travaux
de Whittaker(1923) et ont été développées par Schoenberg(1964) et Reinsch.

Supposons que I = [a;b] un intervalle de R tel que a < z; < ... <z, < b, et
considérons le modéle non paramétrique suivant :

Yi = m(iﬂz) +¢€, Vi=1,..n.

1. Sont des fonctions par morceaux, définies par des polynémes, qui équilibrent 1’ajustement
aux données et la régularité via un paramétre de lissage.
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Ou m est une fonction lisse? inconnue dans W[a, b], y; sont des valeurs observées
de la variable réponse Y, x; sont des valeurs observées de la variable X et ¢; sont des
erreurs gaussiennes de moyenne 0 et de variance o?. L’objectif principal est d’ap-
proximer la fonction inconnue m, en cherchant & trouver un équilibre entre un bon
ajustement aux données et une estimation lisse.

En combinant ces deux critéres, 'estimateur optimal est la fonction m) qui
minimise
n

b
Z(yz —m(z;))® + )\/ (m™(x))dz, X > 0,

1

par rapport a toutes les fonctions m dans Wy |a, b].

L’estimateur m,, est appelé la spline de lissage. Le parameétre \ appelé paramétre
de lissage, appartient a I'intervalle [0, +00[ et controle le compromis entre le lissage et
le bon ajustement. Lorsque le paramétre A\ est grand, on accorde plus d’importance
au lissage, ce qui signifie que l'estimateur est plus lisse. Inversement, quand les
valeurs de A sont proches de 0, 'importance est mise sur la qualité de ’ajustement,
ce qui donne un estimateur flexible.

2.1 Spline de lissage

Les splines de lissage déterminent une estimation en minimisant un critére com-
binant la qualité de I’ajustement, mesurée par la somme des résidus au carré et la
qualité de lissage.

Supposons que r; < Ty < .... < T,, 'estimation de la fonction m par les splines
de lissage résout un probléme de minimisation. Visant & trouver la fonction m)
qui minimise la somme des carrés des résidus pénalisée, également appelée erreur
quadratique pénalisée.

n

Stm) = 3 (5 — mla) + A / (m) (x))?dz

=1

ot m est la dérivée d’ordre r de la fonction m. Autrement dit :

n

b
my(x) = argmin Z(yz —m(z;))* + )\/ (m™)(x))2dx.
i=1 a
Théoréme 6. [2]
Le minimum de probleme S(m) = >0 (y; — m(x;))? + A f;(m(”) (7))?dz admet une
solution unique my qui est une fonction spline dans l’ensemble Sor (1 . .. xy).
Pour r = 2, nous cherchons a trouver la fonction m qui minimise

n

S(m) = >0 = m(a) P+ 1 [ (' (0)d

=1

2. Est une fonction qui est continue et posséde des dérivées continues, sans variations abruptes
ou discontinuités.
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par rapport a toutes les fonctions m dans Wi|a, b].

On peut réécrire S(m) sous la forme suivante :
S(m) = (Y — M)'(Y — M) + AM'AM

ou Y = (y1, .., Yn)A = QRTIQ" et M = (M, ..., M,,) tel que : M; = my(x;).

2.1.1 Existence et unicité de la spline de lissage minimisante

Théoréme 7. [2]
Soient (x1,Y1),....-,(Tn, Yn), 1 points donnés dans l'intervalle [a,b] et un réel A > 0.
11 existe une fonction et une seule my de l’espace de SobolevWi[a,b] qui minimise

la quantité

S(m) = (s = mlz))? A [ (' (),

=1

par rapport & toutes les fonctions m dans Wy [a,b].

Preuve :
On a:
S(m) = (Y — M)(Y — M)+ \M'AM
= Y'—= MY — M)+ IXM'AM
=Y'Y —Y'M - M'Y + M'M + A\M'AM
=Y'Y —2Y'M + M'(I + NA)M.

Dérivons S(m) par rapport a M :

% - ﬁ(yﬁf — oYM + AM™ (I + A)M)

= —2Y 4+ 2(] + MA)M

dS(m) _
—~ L =0 M= (1+XA)"Y.
i & (I +AA)
Sa dérivée seconde est donnée par :
d*S(m)
=2(I+)A).
FIVE (I+AA)

Comme MK est non négative, alors (I + AA) est strictement définie positive.

Donc : M = (I + AA)~'Y est bien un minimum.

Théoréme 8. [2]
Supposons que n > 0 et que le parametre de lissage X > 0 , alors myest une spline

cubique telle que :
M= (I+XA)Y

et pour toute m dans Wila,b], on a :

S(my) < S(m).
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2.1.2 Propriétés de ’estimateur splines de lissage

Soit m, 'estimateur spline, alors m, est définit comme suit :

my = (I + A)~'Y = P\Y.

avec P, est appelée matrice chapeau ou matrice de lissage.

1. Le biais de m, est défini par :

B(m)\,m) = E(Th)\ — m) = (P)\ — I)m

2. La variance de my est définie comme suit :

Var(my) = E [y — E(iy)]” = o?tr(PL).

2.1.3 Exemple d’application sous langage R

Dans cet exemple, on crée un jeu de données avec deux variables z et y et un
nuage de point pour visualiser la relation entre elles.

e Création de jeu de données :

1

2

# Create the data frame
df <- data.frame(x = 1:20,
y = c(2, 4, 7, 9, 13, 15, 19, 16, 13, 10,
11, 14, 15, 15, 16, 15, 17, 19, 18, 20))
# Create a scatterplot
plot(df$x, df$y, cex = 1.5, pch = 19)

20
I

dfgy

T T T T
5 10 15 20

df$x

FIGURE 2.11 — Représentation graphique de points.

Interprétation du graphique : A partir de cette figure, on voit que la
relation entre x et y n’est pas linéaire et on observe des changements de com-
portement des données a x=7 et x = 10, ce qui indique que ces points sont des
neeuds.

Application de la régression linéaire :
En utilisant la fonction Im() pour ajuster un modéle de régression linéaire
simple a ce jeu de données.
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w N

# Fit a simple linear regression model
linear_fit <- 1lm(df$y ~ df$x)

# Display the summary of the model
summary (linear _fit)

Call:
Im(formula = df$y ~ df$x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.2143 -1.6327 -0.3534 0.6117 7.8789

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 6.5632 1.4643 4.482 0.000288 **x
df$x 0.6511 0.1222 5.327 4.6e-05 *xx*xx

Signif. codes: 0 ‘**x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 3.152 on 18 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6118, Adjusted R-squared: 0.5903
F-statistic: 28.37 on 1 and 18 DF, p-value: 4.603e-05

Interprétation : L’analyse de régression linéaire montre que a chaque fois
que la variable indépendante augmente d’une unité, la variable dépendante
augmente en moyenne de 0.6511 unité. En d’autres termes, il existe une rela-
tion positive entre les variables.

Le Ridj de 0.5903 indique que 59.03% de la variabilité de y est expliquée par

x et la statistique F' de 28.37 avec p-value inférieur & 0.05 confirme ’existence
d’une relation linéaire entre ces variables.

Donc, le modéle est donné sous la forme suivante :

y = 6.5632 + 0.6511 * =

Visualisation de la régression linéaire simple :

# Create a scatterplot
plot (df$x, df$y, cex = 1.5, pch = 19)

# Add the regression line to the scatterplot
abline(linear_f£fit)
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FIGURE 2.12 — Représentation graphique de régression linéaire.

Interprétation : A partir de ce graphique, on voit que la droite de la régres-
sion linéaire simple ne correspond pas bien aux données.

e Application de la régression spline :
On utilise la fonction bs() de package "splines" pou ajuster un modéles de
régression spline avec deux noeuds x = 7 et = = 10.

1 |# Load the splines library
2 |library (splines)

1 |# Fit a spline regression model
spline_fit <- 1lm(df$y ~ bs(df$x, knots = c(7, 10)))

7 |# Display the summary of the spline regression model
8 | summary (spline_£fit)

Call:
Im(formula = df$y ~ bs(df$x, knots = c(7, 10)))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.84883 -0.94928 0.08675 0.78069 2.61073

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) 2.073 1.451 1.429 0.175

bs(df$x, knots = c(7, 10))1 2.173 3.247  0.669 0.514
bs(df$x, knots = c(7, 10))2 19.737 2.205 8.949 3.63e-07 *xx
bs(df$x, knots = c(7, 10))3 3.256 2.861 1.138 0.274
bs(df$x, knots = c(7, 10))4 19.157 2.690 7.121 5.16e-06 **x
bs(df$x, knots = c(7, 10))5 16.771 1.999 8.391 7.83e-07 *x*x
Signif. codes: 0 ’**xx’> 0.001 ’xx’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 > > 1

Residual standard error: 1.568 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9253, Adjusted R-squared: 0.8987
F-statistic: 34.7 on 5 and 14 DF, p-value: 2.081e-07
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Interprétation des résultats : A partir de ces résultats, on peut avoir que :

Les coeflicients associées aux termes 2, 4 et 5 sont significativement différents
de zéro avec des p-values trés faibles (inférieur a 0.05), cela signifie que ces
segments spécifiques de la variable indépendante ont une forte influence sur la
variable dépendante.

Le coefficient de détermination ajusté R, de valeur 0.8987 indique que le

modele explique 89.87% de variation de la variable dépendante. De plus, le
test de Frisher de p-value
2.081 x 1077 confirme la significativité globale du modéle.

e Visualisation de la régression spline :

1
2
3
4

5

# Calculate predictions using the spline regression model

x_1lim <- range (df$x)

x_grid <- seq(x_lim[1], x_1lim[2])

preds <- predict(spline_fit, newdata = list(x = x_grid))

# Create a scatterplot with the predictions from the spline
regression

plot(df$x, df$y, cex = 1.5, pch = 19)

lines(x_grid, preds)

dfsy

df$x

FIGURE 2.13 — Représentation graphique de régression spline.

Interprétation du graphique : A 'aide de ce graphique, on constate que
le modéle de regression spline est le plus approprié pour les données, car il
s’ajuste a la majorité d’entre elles.

Conclusion : La valeur de R}, du modeéle de régression spline est plus élevé
par rapport & celle du modéle linéaire simple, ce qui nous indique que le mo-
deéle de régression spline est le plus adapté aux données.

Remarque : En pratique, on détermine les nceuds en fonction des zones ot
les points montrent des changements significatifs dans le comportement des
données.
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2.1.4 Remarque

Perperoglou Aris et al [16], présente une analyse détaillée des techniques de mo-
délisation par splines dans le langage R, en particulier pour 'analyse des données
dans la recherche médicale. Avec I'avancement des méthodes théoriques et informa-
tiques, les splines sont devenues un outil crucial en régression statistique, notamment
pour capturer les relations non linéaires dans les variables continues.

L’article examine les packages de logiciel R les plus couramment utilisés pour les
splines, mettant en évidence les défis associés a leur utilisation, comme le choix des
parameétres et avoir une bonne compréhension pour obtenir des résultats fiables.



Chapitre 3

Application au machine learning

Le machine learning prend ses origines dans les premiéres recherches en informa-
tiques et en intelligence artificielle au milieu du 20°™°siecle.

En 1950, le chercheur Alan Turing pose la question de savoir si une machine
peut "penser" et "apprendre" comme les étres humains dans son célebre article
"Computing Machinery and Intelligence", introduisant 'idée de ’apprentissage au-
tomatique. Peu aprés, en 1957, Frank Rosenblatt concoit le premier modéle d’ap-
prentissage automatique qui est capable d’ajuster ses paramétres en fonction des
données.

Le machine learning est défini de différentes maniéres. Selon le mathématicien
américain Arthur Samuel en 1959, c¢’est une science qui consiste & amener les ordi-
nateurs & apprendre sans étre explicitement programmeés. En 1998, 'américain Tom
Mitchell propose une autre définition, déclarant qu’une machine apprend lorsque sa
performance dans ’exécution d’une tache s’améliore avec des nouvelles expériences.
Ainsi, le machine learning est la capacité d’'une machine & déterminer quel calcul
réaliser pour résoudre un probléme spécifique.

Dans le domaine du machine learning, les méthodes d’interpolations jouent un
role crucial dans la modélisation et la prédiction des données. Parmi elles, les splines
se distinguent par leur capacité a fournir des approximations a la fois flexibles et
précises.

Dans ce chapitre, nous aborderons les concepts clés du machine learning et le
role essentiel que jouent les statisticiens dans ce domaine. Et comment les outils
statistiques, tels que les B-splines et les splines permettent de construire des modéles
qui s’adaptent aux données complexes. De plus, nous présenterons une application
de la régression spline, illustrant son utilité dans une situation concréte.

3.1 Présentation du machine learning

L’apprentissage automatique est le processus par lequel un algorithme évalue
et améliore ses performances sans intervention humaine, en répétant son exécution
sur des ensembles de données jusqu’a obtenir des résultats pertinents de maniére
autonome.

69
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Exemple

Imaginons qu'une entreprise souhaite déterminer le montant total dépensé par

un client ou une cliente a partir de ses factures. Dans ce cas, il suffit d’appliquer
un algorithme classique, tel qu’une simple addition (un algorithme d’apprentissage
n’est pas nécessaire dans ce cas).
Maintenant, supposons que nous voulions utiliser ces mémes factures pour détermi-
ner quels produits le client est le plus susceptible d’acheter dans un mois. Bien que
cela soit probablement lié, nous n’avons pas toutes les informations nécessaires pour
le faire. Cependant, si nous disposons de I'historique d’achat d’'un grand nombre
d’individus, il devient possible d’utiliser un algorithme de machine learning pour
élaborer un modeéle prédictif nous permettant de répondre & cette question.

3.1.1 Pourquoi utiliser le machine learning ?

Le Machine Learning peut étre utilisé pour résoudre :

e Des problémes pour lesquels nous n’avons pas de solution (comme dans I'exemple
de la prédiction d’achats ci-dessus)

e Des problémes pour lesquels nous savons résoudre mais nous ne pouvons pas
formaliser en termes d’algorithmes (comme la connaissance d’images).

e Des problémes pour lesquels nous avons une solution mais avec des méthodes
beaucoup trop exigeantes en capacités informatiques (par exemple, la prédic-
tion des interactions entre molécules de grande taille ou les simulations sont
trés lourdes).

Le machine learning est donc utilisé lorsque les données sont relativement abon-
dantes mais les connaissances sont insuffisamment développées. Par conséquent, le
machine learning peut également faciliter 'apprentissage humain : les méthodes
créées par des algorithmes d’apprentissage peuvent mettre en évidence 'importance
relative de différentes informations ou la facon dont elles collaborent pour résoudre
un probléme spécifique. Dans I’exemple de la prédiction d’achats, la compréhension
du modele nous permet d’analyser quelles caractéristiques des achats précédents
peuvent prédire ceux a venir. Cette utilisation du machine learning est trés observée
dans la recherche scientifique : par exemple, pour déterminer quels génes sont impli-
qués dans le développement de certains types de tumeurs et comment ou bien pour
identifier les régions d’une image cérébrale qui permettent de prédire un compor-
tement, ou encore pour reconnaitre des objets astronomiques particuliers a partir
d’images de télescope.

3.1.2 Quels sont les éléments constitutifs du machine lear-
ning ?
Le machine learning s’appuie sur deux principes fondamentaux :

— D’un coté, les données, qui sont les exemples a partir desquels 'algorithme va
apprendre. Il existe deux grands types de données : les données labélisées et les
données non labélisées. Les données labélisées sont accompagnées d’un label y,
qui identifie la décision a prendre pour un échantillon, tandis que les données
non-labélisées ne le sont pas. Bien que ces derniéres soient plus difficiles a
exploiter, elles sont beaucoup plus accessibles.
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— D’un autre coté, 'algorithme d’apprentissage représente la procédure appli-
quée a ces données pour générer un modéle.

On appelle entrainement le fait de faire fonctionner un algorithme d’apprentis-
sage sur un jeu de données. Ces deux éléments sont également importants 'un que
I’autre. D’une part, aucun algorithme d’apprentissage ne pourra produire un modéle
de qualité a partir de données non pertinentes. D’autre part, un modéle entrainé avec
un algorithme inapproprié, méme sur des données pertinentes, ne sera pas de bonne
qualité.

3.1.3 Les Types de machine learning

Il existe plusieurs types d’apprentissage mais nous nous intéressons sur les deux
principaux en machine learning : I'apprentissage supervisé et 'apprentissage non-
supervisé. Chacune de ces catégories posséde des particularités distinctes et est uti-
lisée dans des contextes spécifiques en fonction des objectifs d’apprentissage.

1. Apprentissage supervisé : On dit que 'apprentissage est supervisé lorsque
le modeéle est entrainé sur un ensemble de données labélisées. C’est-a-dire,
notre échantillon des données se présente sous forme de couples entrée-sortie.

2. Apprentissage non-supervisé : Dans ’apprentissage non-supervisé, les échan-
tillons sont non-labélisés. Cela signifie que le modele est formé sur les données
ol les valeurs de sortie ne sont pas connues et donc, ’algorithme doit analyser
I’ensemble des caractéristiques pour identifier les structures communes entre
ces derniéres afin de prédire I'objectif.

3.1.4 Processus de machine learning

Le processus de machine learning est constitué de plusieurs étapes clés, chacune
étant cruciale pour la réussite de ’application des algorithmes de machine learning.

1. Définition des données : Cette étape consiste a sélectionner et a préparer un
ensemble de données. Ces données seront utilisées pour apprendre a résoudre
le probléme pour lequel il a été développé.

2. Extraction des données : Cette étape implique la collecte des données pro-
venant de différentes sources. Elle peut également employer des techniques
d’échantillonnage pour obtenir un sous-ensemble représentatif, ce qui simplifie
le processus d’analyse.

3. Exploration des données : Une fois les données collectées, elles doivent étre
préparées, organisées et nettoyées pour obtenir des prédictions de qualité. Cela
implique le traitement des valeurs manquantes et I'organisation des données
pour 'analyse.

4. Partition aléatoire de 1’échantillon : Les données sont ensuite divisées
de maniére aléatoire en ensembles d’apprentissage, de validation et de test,
qui sont utilisés pour estimer 'erreur de prédiction et sélectionner le modéle
pertinent.

5. Configuration du modéle : Cette étape consiste a sélectionner les algo-
rithmes de machine learning en fonction des besoins spécifiques tels que la
régression ou la classification. Il s’agit d’estimer le modéle pour une valeur
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10.

donnée d’un parameétre de complexité et d’optimiser ce paramétre en fonction
de la technique d’estimation de I’erreur retenue.

Comparaison des modéles : Aprés I'optimisation et ’ajustement des mo-
deles, on utilise I’ensemble de données de test ou d’autres critéres d’évaluation
pour comparer les modeéles. L’objectif est de choisir le modele qui offre les
meilleures performances de prédiction sur des données non observées.

Validation croisée : Si la taille de I’échantillon de test est trop petite a
I'étape (4) pour fournir une estimation fiable de 'erreur de prédiction, une
validation croisée peut étre effectuée. Cette approche permet d’estimer ’erreur
de prédiction de maniéere plus robuste en la moyennant sur plusieurs cas.

Choix de la méthode retenue : La méthode retenue est sélectionnée en
fonction de ses capacités de prévision, de sa robustesse et éventuellement de
I'interprétabillité du modéle obtenu.

. Ré-estimation du modéle : Une fois la méthode choisie, le mode¢le est

réestimé en utilisant I’ensemble complet de données. Cela inclut les parameétres
et la complexité du modeles optimisés lors des étapes précédentes.

Exploitation du modéle : Enfin, le modéle optimisé est utilisé pour effectuer
des analyses sur la base de données.

3.1.5 Les techniques de machine learning

Il existe plusieurs méthodes pour faire des prédictions ou des décisions basées
sur les données. Parmi elles :

e Classification : C’est un processus de machine learning qui utilise des don-

nées labélisées pour prédire la classe ou la catégorie a laquelle appartient une
nouvelle donnée non-labélisé. Cette méthode est cruciale dans diverses appli-
cations telles que la détection de spams et la prévision de maladies.

Réseaux de neurones : Ce sont des modeéles informatiques inspirés par le
cerveau humain, développés pour détecter des relations complexes dans les
données. Ils sont essentiels dans ’apprentissage profond(deep learning) et sont
largement utilisés dans des différents domaines tels que la reconnaissance vo-
cale et la vision par l'ordinateur.

Régression : C’est une méthode d’apprentissage supervisé utilisée pour mo-
déliser la relation entre une variable dépendante et une ou plusieurs variables
indépendantes. Elle aide a prédire des valeurs telle que la température.

3.1.6 Role du statisticien dans le machine learning

La statistique et le machine learning sont des domaines interconnectés ou la
statistiques fournit les fondements théoriques nécessaires pour comprendre et inter-
préter les modeéles de machine learning tandis que ce dernier propose des techniques
et des algorithmes avancés pour traiter de grandes quantités de données (big data)
et réaliser des prédictions précises.

Les statisticiens jouent un roéle crucial dans 'apprentissage, en appliquant des
principes méthodes analytiques pour construire de prédictions robustes. Ils sont res-
ponsables de la transformation et de la préparation des données afin de les rendre
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adaptées aux algorithmes de machine learning . Ils sélectionnent les modéles appro-
priés et utilisent des techniques de validation pour garantir que les résultats sont
fiables, interprétable et alignés avec les objectifs spécifique des organisations.

3.2 Splines et B-splines dans machine learning

Dans cette section, nous nous intéressons au role des fonctions splines et B-splines
dans la technique de 'apprentissage automatique, notamment dans la méthode des
réseaux de neurones.

3.2.1 Splines dans les réseaux de neurones

Les splines ont été appliquées aux réseaux de neurones principalement de deux
méthodes différentes. L’approche la plus directe consiste & les utiliser comme fonc-
tions d’activation '. Par exemple, les splines cubiques peuvent remplacer les fonctions
traditionnelles, telles que les sigmoides, dans les couches du réseau, permettant ainsi
une transformation des entrées. Cette approche permet aux réseaux de neurones a
mieux capturer les non-linéarités complexes présentes dans les données, ce qui peut
améliorer les performances du modéle sur les taches de prédiction et de classification.

Les deux articles suivants illustrent cette méthode en utilisant des splines sur
des problémes de régression, démontrant une amélioration notable des performances.
Campolucci et al [5] ont montré que les splines de Catmull-Rom, avaient en moyenne
une erreur d’un ordre de grandeur inférieure a celle des réseaux sigmoides. Scarda-
pane et al [19] ont montré que les splines cubiques approximait les données de test
avec en moyenne 8% moins d’erreur que les réseaux sigmoides avec la méme archi-
tecture.

L’autre approche consiste a utiliser les B-splines comme il sera expliqué dans la
section suivante.

3.2.2 B-splines dans les réseaux de neurones

Dans les réseaux de neurones, les B-splines peuvent étre intégrés en tant que
fonctions d’activation ou utilisées dans des couches intermédiaires pour transformer
les entrées. Cela permet au réseau de capturer les non-linéarités de maniére plus
efficace que les fonctions d’activation classiques.

Cette méthode donne naissance aux réseaux de neurones B-spline(BSNN 2), qui
sont des réseaux peu profonds composés uniquement d’une couche d’entrée et d’une
couche de sortie avec une opération intermédiaire.

Cette opération transforme les entrées x € R™ en hypersurfaces a 1’aide de fonctions
spline multivariées. La sortie de réseau y € R” est obtenue par une somme pondéré
de ces transformations. Ces fonctions splines multivariées sont définies comme suit :

1. Sont des fonctions mathématiques utilisées dans les réseaux de neurones pour introduire la
non-linéarité, déterminant si un neurone doit étre activé en transformant les valeurs en sortie.
2. B-Spline Neural Networks
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Considérant les n; fonctions de base B-splines B;:;l provenant de m espaces
splines univariés Sy, 1., ¢ = 1,2, ...,m. Alors les fonctions de base de I'espace spline
produit tensoriel multivarié Si, ¢ & Skyt, & ... @ Sk peuvent étre formulées
comme suit :

m 7tm

Sivimin (@) = [[ B () i =1,2,.m5,5 = 1,2,...,m.

La sortie du réseau de neurone B—splines est donnée par :

y_ : : : : : :wzl’ZQa im 741712’ 52

i1=112=1 im=1

ou les poids w € R™*™1**" gont les parameétres libres du réseau.
Une représentation graphique de ce réseau est donnée a la figure(3.1)

| BiB:-- B @
|B{”(.rm} B B B0 @

FIGURE 3.1 — Représentation graphique d’un réseau neurone B-splines

3.3 Application sur données réelles

Exemple 3.3.1. Dans cet exemple, nous utilisons un jeu de données (disponibles
dans le package "tidyverse") pour prédire la valeur médiane des maisons en ban-
lieue de Boston en fonction du pourcentage de la population ayant un statut socio-
économique inférieur, tandis la variable "medv"” représente la valeur médiane des
maisons et la variable "Istat” signifie le pourcentage de cette population.

Les données sont divisées aléatoirement : 80% pour I'ensemble d’apprentissage
et 20% pour I'ensemble de test. Cette division s’assure que le modele est évalué sur
des données qu’il n’a pas vues dans le traitement. Cet exemple s’inscrit dans une dé-
marche typique de machine learning : utilisation de modéles prédictifs(régressions)
avec une évaluation de la capacité de généralisation des modéles via cette division.

Nous utilisons trois types de régressions (linéaire, polynomiale et spline) pour
comparer les approches de modélisation et déterminer celle qui est la plus adéquate
pour prédire "medv" a partir de "Istat".
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e Préparation des données :

1 |# Load the necessary packages
2 | library (caret)

3 | library (MASS)

1 |# Load the data

5 |data("Boston", package = "MASS")

6 |# Split the data into training and test set
7 | set.seed (123)

s |training.samples <- createDataPartition(Boston$medv, p = 0.8,
list = FALSE)
9 |train.data <- Boston[training.samples, ]
10 |test.data <- Boston[-training.samples, ]
e Visualisation des données :
1 | ggplot (train.data, aes(lstat, medv)) +
2 geom_point ()
FIGURE 3.2 — Représentation du nuage de points
e Application de la régression linéaire :
1 |# Build the model
> |model <- 1lm(medv ~ 1lstat, data = train.data)
3 |# Make predictions
. |predictions <- predict(model, newdata = test.data)
5 |# Get a summary of the model
¢ | summary (model)
Call:
Im(formula = medv ~ lstat, data = train.data)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-15.218 -4.011 -1.123 2.025 24.459
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 34.6527 0.6230 55.62 <2e-16 *x*x
1stat -0.9561 0.0428 -22.34 <2e-16 *xx
Signif. codes: O ’*xx’> 0.001 ’xx’ 0.01 ’%’ 0.05 *.” 0.1 > > 1




Chapitre 3. Application au machine learning 76

SIS

oUW

© o N O

11

12

13

14

N

Residual standard error: 6.144 on 405 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5521, Adjusted R-squared: 0.551
F-statistic: 499.2 on 1 and 405 DF, p-value: < 2.2e-16

# Model performance
# Calculate RMSE
rmse <- sqrt(mean((predictions - test.data$medv) ~2))

# Calculate R-squared

sst <- sum((test.data$medv - mean(test.data$medv)) ~2)
sse <- sum((predictions - test.data$medv) ~2)

r2 <- 1 - sse/sst

# Evaluate model performance
performance <- data.frame(
RMSE = rmse,
R2 = r2
)

print (performance)

RMSE R2
[1] 6.503817 0.513163

Interprétation : Les résultats de la regression linéaire simple indiquent une
relation significative entre la variable dépendante medv et la variable indépen-
dante [stat.

Les coefficients du modéle montre que [stat a une influence négative sur la
variable medv avec un coefficient de —0.9561, ce qui signifie que pour chaque
augmentation d’une unité de [stat la valeur médiane des maisons diminue en
moyenne de 0.9561 unité.

Le coefficient détermination R, de 0.513 et la RMSE de 6.5038 indiquent que
le modeéle explique environ 51.32% de la variance des valeurs de medv avec une

erreur moyenne d’environ 6.5 unités.

Donc, le modéle de la régression linéaire est donné sous la forme suivante :

medv = 34.6527 — 0.9561 *x [stat

Analyse de variation :
Nous utilisons ’TANOVA pour :

e Vérifier si la variable [stat est un prédicteur significatif de la variable
medv.

e Comparer la proportion de variance expliquée par le modéle linéaire avec
celle des erreurs résiduelles.

anova_results <- anova(model)
print (anova_results)
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Analysis of Variance Table
Response: medv

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
lstat 1 18840 18839.7 499.16 < 2.2e-16 **x
Residuals 405 15286 37.7

Signif. codes: 0 ‘**x*x’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Interprétation : les résultat de TANOVA confirme qu’il existe une relation
significative entre les variables meduv et [stat.

e Visualisation de la régression linéaire :

1 | ggplot (train.data, aes(lstat, medv)) +
2 geom_point () +
3 stat_smooth(method = 1lm, formula =y ~ x)

medv

20
Istat

FIGURE 3.3 — Représentation graphique de la régression linéaire

Interprétation : Le graphique de dispersion avec la ligne de la régression
montre une relation négative entre les variables.

La dispersion des points autour de la ligne suggére qu’il y a des informations
non capturées par ce modeéle simple, indiquant qu’il existe une amélioration en
utilisant des modéles complexes ou en ajoutant d’autres variables explicatives.

e Application de la régression polynomiale :
Comme nous avons citer précédemment qu’il existe d’autres modéles qui mo-
délisent mieux ces données parmi eux la régression polynomiale qui permet de
capturer des relations non-linéaires en ajoutant des puissances plus élevées des
variables explicatives.
On peut utiliser deux maniéres différentes pour la déclaration de la régression
polynomiale :

| |Im(medv ~ 1lstat + I(lstat~2), data = train.data)

ou bien

| |1m(medv poly(lstat, 2, raw = TRUE), data = train.data)
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Call:
lm(formula = medv ~ poly(lstat, 2, raw = TRUE), data = train.data)
Coefficients:
(Intercept) poly(lstat, 2, raw = TRUE)1
42 .5736 -2.2673
poly(lstat, 2, raw = TRUE)2
0.0412

Interprétation des résultats : Ces résultats montrent qu’il existe une rela-
tion complexe entre la variable réponse medv et la variable explicative Istat.

Le coefficient de —2.2673 indique qu’une augmentation d’une unité de la va-
riable [stat entraine une diminution de 2.2673 unités de medv tandis que, le
coefficient de terme quadratique (0.0421) accentue la relation non linéaire entre
ces deux variables. Ainsi ce modeéle, dicte que la variable expliquée medv est
influencée a la fois linéairement et quadratiquement par la variable Istat.

Donc, le modéle est défini comme suit :

medv = 42.5736 — 2.2673 * Istat + 0.0412 * lstat®

e Visualisation du modéle de régression :

ggplot (train.data, aes(lstat, medv)) +
geom_point () +
stat_smooth(method = 1lm, formula = y ~ poly(x, 2, raw = TRUE)
)
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FIGURE 3.4 — Représentation graphique de la régression polynomiale.

Interprétation : Ce graphique confirme l'existence d'une relation complexe
et non linéaire entre les variables medv et Istat. On observe qu’au début, une
augmentation de la variable explicative provoque une diminution de la variable
dépendante. Cependant, aprés un certain seuil, cette diminution se stabilise et
peut méme montrer une légére inversion pour des valeurs plus élevées de Istat.
Cette courbe non linéaire capture mieux les variations des données par rapport
a une simple régression linéaire.
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Application de la régression spline :
Nous allons créer un modele a ’aide d’une spline cubique (i.e n=3)

library(splines)

#Build the model

knots <- quantile(train.data$lstat, p = c(0.25, 0.5, 0.75))
model <- Im(medv ~ bs(lstat, knots = knots), data = train.data)

# Make predictions
predictions <- predict(model, newdata = test.data)

# Calculate RMSE
rmse <- sqrt(mean((predictions - test.data$medv) ~2))

# Calculate R-squared

sst <- sum((test.data$medv - mean(test.data$medv))~2)
sse <- sum((predictions - test.data$medv) ~2)

r2 <- 1 - sse/sst

# Evaluate model performance
performance <- data.frame(
RMSE = rmse,
R2 = r2

# Display performance
print (performance)

RMSE R2
[1] 5.317372 0.6741241

Interprétation des résultats : Ces deux indicateurs indiquent que le modéle
de régression spline a une performance raisonnable avec une erreur moyenne de
prédiction d’environ 5.32, ce qui indique que la dispersion des valeurs prédic-
tives autour des valeurs observées. Tandis que le coefficient de détermination
R? de valeur 0.674121 signifie que 67.41% de la variance des données est expli-
quée par le modéle, ce qui est généralement considéré comme une performance
respectable.

Visualisation du modéle de régression :

ggplot (train.data, aes(lstat, medv) ) +
geom_point () +
stat_smooth(method = 1lm, formula = y ~ splines::bs(x, df = 3)
)
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medv

20
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FIGURE 3.5 — Représentation graphique de la régression spline.

Interprétation du graphique : En remarquant que la courbe montre une
tendance décroissante générale, indiquant une relation négative entre les va-
riables, on remarque aussi que la courbe suit les points de données de manieére
flexible, ce qui signifie que le modéle peut s’adapter aux variations subtiles.

La bande en gris autour de la courbe représente l'intervalle de confiance des
prédictions qui montre la variabilité des prédictions du modéle (une bande plus
étroite indique une plus grande précision de prédictions tandis qu’'une bande
plus large indique plus d’incertitude.)

Conclusion : A partir des résultats des performances de ces différents modéles
ainsi leurs graphiques, on peut dire que la régression spline est le modéle le
plus efficace pour capturer les relations complexes et non-linéaires.



Conclusion générale

Comme nous I’avons mentionné en introduction, ce travail a mis en évidence I'im-
portance de 'outil statistique dans le machine learning. En effet, la partie essentielle
du machine learning est d’abord de nature mathématique, en particulier statistique,
avant que des méthodes informatiques puissantes concoivent les programmes et les
logiciels d’application. Le machine learning est une étape importante qui rend la
prédiction efficace en intelligence artificielle.

A travers ce travail, nous avons montré 1'utilité des méthodes de régression spline

qui ont pour principe de pallier & la complexité des grandes masses de données qu’il
faut traiter quand la prédictivité est nécessaire.
En effet, la statistique est un outil d’aide a la décision puissant qui exige de la préci-
sion dans la maitrise des données observées. Tout cela passe par un ajustement des
données le plus adéquat possible. C’est en ce sens que la régression spline joue un réle
central dans la modélisation. Associer un modéle statistique & des données complexes
est une tache difficile que la régression Spline arrive a simplifier. De plus, I'usage du
puissant langage R permet de mettre en ceuvre les techniques ainsi construites.

Pour améliorer ce travail, il serait souhaitable d’explorer d’autres branches de
la statistique qui peuvent contribuer & une analyse plus approfondie des données
et rendre ainsi plus efficace la maitrise des outils d’aide a la décision en machine
learning.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudier les différents modéles de régression (paramé-
trique et non-paramétrique), ces principaux concepts avec des exemples d’applica-
tion, puis nous avons étudier la fonction spline afin de mener a la régression spline.
Enfin, nous avons donner un exemple d’application sur le modéle de régression spline
dans le cadre du machine learning.

Mots clés : Régression spline, fonction spline, interpolation polynomiale, appren-
tissage automatique, lissage.

Abstract

In this work, we studied different regression models, both parametric and non-
parametric, exploring their main concepts through application examples. We then
examined spline functions, leading to spline regression.

Finally, we provided an example of the application of the spline regression model
within the framework of machine learning.

Keywords : Spline regression, spline function, Polynomial interpolation, machine
learning, smoothing.



