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La meilleure fagon de ne pas avancer c’est de suivre une
idée fie.

Jacques Prévert
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Introductin gnéral e

En dimension finie, c’'est-a-dire dans le cas des systémes a paramétres localisés, la
question de I’ observabilité se posait lorsqu’ une ou plusieurs variables d’ état ne peut pas étre
mesurée. Or, I’état d'un systéme a paramétres distribués est de dimension infinie et ne peut
donc jamais étre directement mesuré d'un point de vue physique. C'est pour quoi

I’ observabilité est une notion cruciale dans le cadre des systemes a paramétres distribués.

De méme gu’'en dimension finie, il suffit de définir I’observabilité d’'un systeme a
parametres répartis linéaire invariant comme la possibilité de déterminer | état initial a partir
de la connaissance de la sortie et la commande sur un intervalle de temps allant de I'instant
initial al’instant actuel.

Pour une étude possible de I'observabilité d'un systeme a parametres distribués,
I’ approche conventionnelle consiste a approximer le systéme a paramétres distribués par un

systéme a parametres localiseés.

Les techniques d’ approximation possibles sont classées en deux grandes familles. Le
principe des méthodes de la premiere famille, dites d’ approximation d’éguations, consiste a
discrétiser les équations aux dérivées partielles (EDP) en utilisant les méthodes de différences
finies, de volumes finis ou dééments finis. Ces derniers conduisent a des équations
différentielles ordinaires (EDO) dans le cas d une semi-discrétisation (décomposition du
domaine de I'espace seulement) appelé aussi méthode des lignes, et a des équations
algébriques dans le cas d’'une discrétisation totale (décomposition des domaines d espace et
de temps). Les méhodes dites d’ approximation de solutions, qui représentent la deuxieme
famille, consistent a approcher les solutions des EDP en utilisant les techniques des résidus
pondérés (méthode de collocation, Galerkin) ou la méthode des fonctions propres pour les

EDP linéaires.

Dans notre travail, on Sintéresse a I'analyse de I'observabilité d'un systéme a
parametres distribués en considérant un modele approximé obtenu par la méthode des
différences finies. L’ objectif est de montrer I'influence du choix de nombre de points de
discrétisation et le schéma de discrétisation (différence arriére ou central€e) sur I’ observabilité
du systéme, et sur la précision des résultats de simulation du comportement dynamique du

systeme.
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Le mémoire est organise comme sulit :

Le chapitre 1 présente des notions générales relatives aux systéemes a parametres
distribués, et introduit la notion d’ observabilité des systémes dynamiques.

Le chapitre 2 déecrit les méhodes de réduction des systéemes a parameétres distribués,
I’ accent a é&é mis sur la méthode des différences finies.

Le chapitre 3 est consacré a la simulation des systémes a paramétres distribués en
utilisant la méthode des lignes, et I’ analyse de |’ observabilité du modeéle réduit.

Le mémoire se termine par une conclusion.
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systemes a parametres

distribués
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

[.1 Introduction

La plupart des systémes physiques sont des systemes a paramétres distribués, ces
derniers sont fréguemment rencontrés dans différents domaines, mais leur complexité a
provoqué un grand intérét de la part des scientifiques afin de simplifier les équations qui
régissent ses systémes. Un dilemme est apparut entre la complexité des systémes et la
précision de leurs modéeles correspondants.

Ce chapitre fait I’objet d’un exposé dans lequel on s'intéresse a quelques notions de
base sur les systemes a parametres distribués ainsi que leur classification et représentation
mathématique, comme on a introduit des généralités sur I’ observabilité et ses différents

criteres.

|.2 Définition et classification des systemes a parametres répartis (ou distribués) [4]

Les systemes a parameétres distribués sont des systemes dont la dynamique est régit par
une équation aux dérivées partielles, ou d' équation intégrale, ou intégro-différentielle linéaire,
a coefficients constants ou variables. A chaque instant |’éat du systeme est une fonction de
variable d’ espace x (z,t) qui appartient a un espace fonctionnel de dimension infinie. z est la
variable décrivant I’ espace d' évolution de lagrandeur x et t lavariable temps.

Les variables caractérisant les systémes a paramétres distribués peuvent étre des
parametres liés a la nature du procéde lui-méme ou des paramétres influant sur le procédé

comme latempérature.

Les équations aux dérivees partielles les plus largement utilisés sont celles de second
ordre, qui peuvent s écrire dans le cas linéaire sous la forme: [4]

0%x 0%x 0%x
aa7+b@+ca7+---—0 (11)

Ou bien
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

8°x
Zi,j aijm =0 (12)

Pour classer les systémes a parametres distribués, on considére les coefficients de

I’ équation aux dérivées partielles et par analogie avec les coniques :

[4]

S A=b?—ac>0 Le systéme est hyperbolique.
S A=b?—ac<0 Le systéme est elliptique.
si A=b?—ac=0 Lesystéme est parabolique.

Une autre méthode consiste a analyser les éléments de la matrice K= [&;] de I’ équation (I .2).
Aingi,

Si la matrice K est symétrique (elle possede n valeurs propre de méme signe) alors
I’ équation (1.2) est elliptique.

Si la matrice K est singuliere (posséde au moins une valeur propre nulle) donc
I’ équation (1.2) est parabolique.

Si la matrice K posséde des valeurs propres de méme signe sauf une qui est de signe
oppose, aors |’ équation (1.2) et hyperbolique.

En fin, si la matrice K est non-singuliére et possede plus d’ une valeur propre de méme
signe, I’ équation (1.2) est dite ultra hyperbolique.

Dans le cas des équations aux dérivées partielles non linéaires, la classification est plus

difficile a établir. Dans ce cas deux classes particulieres ont é&é prises en compte :

- L’éguation aux dérivées partielle est dite quasi-linéaire si ses dérivées d’ordre plus
élevés forment une équation aux dérivées partielles linéaire dont les coefficients peuvent

dépendent des dérivées d ordre inferieur.

- I'éguation aux dérivées partielle est semi-linéaire si ces coefficients dépendent
seulement des variables d espace et de temps, par conséguent, les notions des éguations aux
dérivées partielles (EDP) hyperbolique, parabolique et elliptique valent aussi dans le cas de

semi-linéaire
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

|.3 Définition d’un systeme a parametres localisés

Un systéme a paramétres localisés est un systéme décrit mathématiquement par un
ensemble d'équations différentielles ordinaires pouvant étre linéaires ou non linéaires, a
coefficients constants ou en fonction du temps, qui est régit par une dynamique représentée
par un état x(t) al’instant « t » qui appartient a un espace R" de dimension finie.

Un systéme a parametres localisés est décrit par des équations différentielles ordinaires

de laforme suivante :

an—Z

atn—

onx on-1
a1 5¢m tay atn-

G
2 e ST S A a—f +a,x(t) =0 (1.3

|.4 Description mathématique d’un systéme a parametresdistribués|[1]
La description mathématique d’un systeme a paramétres distribués comporte les
éléments suivants :
|.4.1 Equation d’ état
On considere la classe du systeme définie par I’ équation d’ état suivante :

2XEY = Mx(z,t) + H@u(z,1) (1.4)

Sur un domaine spatiale Q tel que:
zl Qi R (1.5)

Et un domaine temporel

tt Tl R (1.6)
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

Avec la condition initiale
X(Z,t0) = Xo(2) a7

Et la condition aux limites établissant les relations entre I'état et la commande aux

limites (si elle existe)
L(x(z',t) =U,(z',t),z' € EQ (1.8)

(F-Q : Frontiere deW)
M, L et H sont des opérateurs matriciels différentiels ne comportant que des dérivées par

rapport & z.

L’ état x du systéme est représenté par la fonction vectorielle :

x1(z,t)
x(z,t) = XZ(:Z' 2 (1.9

Xn (.z, t)

|.4.2 Différentstypes de conditions aux limites

Les conditions aux limites sont les valeurs que prennent les solutions des équations aux
dérivées ordinaires et des équations aux dérivées partielles sur une frontiere.

Il existe un grand nombre de conditions aux limites possibles, en fonction de la
formulation du probléme, du nombre de variables mises en jeu, et (de maniere plus

importante) de la nature de I'équation.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

|.4.2.1 Conditions aux limites de Dirichlet

Une condition aux limites de Dirichlet est imposée a une équation différentielle ou a
une équation aux dérivées partielles lorsque I'on spécifie les valeurs que la solution doit
vérifier sur les frontieres/limites du domaine.

Si on prend le cas d'une barre métallique pour les quelles les extrémités sont
maintenues a des températures données qu’ on note To(t), T1(t), on aura évidemment :

T(0,t) = Ty(t), T(L,t) = T;(t) (1.10)

La condition aux limites de type Dirichlet est sans doute I'une des conditions aux limites

les plus faciles a comprendre.

|.4.2.2 Conditions aux limites de Neumann

Si le dispositif est tel que le flux de chaleur est donne au bord, c'est le gradient de la

température qui est ainsi fixe et les conditions aux limites sont alors:

- Cﬂ =0, (t),Cﬂ =g, (t) (1.11)

ﬂz z=0 ﬂZ z=L

|.4.2.3 Conditions aux limitesde Fourrier

Si la donnée est la température extérieure Te(t), on sait que le gradient de la
température au bord (flux de chaleur) sera proportionnel ala différence T-Te est donc :

- Cﬂ =-K(T-Tex),-C£ =-K(T-T,) (1.12)
Iz Iz

z=0 z=L
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

|.4.2.4 Conditions aux limites mixtes (mélée)

Une condition aux limites mélée ou mixte correspond a I’ approchement de différentes
conditions aux limites sur différentes parties du bord (ou frontiere) du domaine dans lequel est
posée une équation aux dérivées partielles ou une éguation différentielle ordinaire

Elle est représentée par les équations suivantes :

T(0,t) =T, (1.13)
Mz _
ol T, (1.14)

Il est possible de considérer de nombreuses conditions mélées en découpant le bord du
domaine en autant de parties que nécessaire, et dy imposer les conditions aux limites

souhaitées.

1.5 Lescommandesd’un systeme a parametresdistribués[1]

On rappelle que les fonctions u (z, t) représentent la commande du systéme que I’on

classe en plusieurs catégories :

|.5.1 Commandesréparties

Représentées par des fonctions définies sur QxT ; dans de nombreux cas, u (z, t) peut
étre décomposée suivant cette équation :
U(z,t) = q(2)ue(t) (1.15)
q(2) : représente la structure géométrique de I’ ensemble des actionneurs,
Ue(t) : est le signal d’entrée ala commande.
Cette fonction permet la simplification du calcul dans la transformation du modéle et la

détermination de la commande.
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

1.5.2 Commandes par zones

Représentées par un ensemble de fonctions définies sur un sous ensemble de Q.si la
commande est appliquée sur r zones, on a dans certains cas

u(zt) = ér g (2)ue(t) (1.16)

i=1

.3 Commandes ponctuelles
C’est un cas particulier de la commande par zone qui se réduit dans ce cas a un simple

point.

Lafonction gi(z) del’équation (1.16) est remplacée par un pic de Dirac :

u(zt) = ér Ue(t)d (z- z) (1.17)

i=1

|.5.4 Commandes par balayages
Dans ce cas des zones ou les points d’ actions sont mobiles dans le domaine de Q.
|.5.5 Les commandes aux frontieres (ou aux limites)
Les limites sont définies sur FQXT ; elles peuvent étre par zone, ponctuelle, fixe, ou a

balayage

1.6 Observations d’un systéme a parametres distribués[1]

L’ observation est représentée par y (z, t) et on retrouve plusieurs types:
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

|.6.1 Observationsréparties
Le vecteur de sortie peut étre défini :
y(z,t) = c(2)x(z,t) (1.18)
C(2) : caractérise la structure géométrique des systemes d’ observation (capteurs),
X (z, t) : représente le vecteur d' éat du systeme,
Y (z,t) : représente le vecteur de sortie du systeme.

|.6.2 Observation ponctuelle

Elle est définie en quelques points particuliers z; de Q. Le vecteur de sortie sera

représenté comme sulit :

y(z1) = Ox(z)d(z- z)dz =Xx(z,1) (1.19)

|.6.3 Observation par balayage

Les points d’ observations se déplacent al’intérieur du domaine spatial.

|.6.4 Observation par moyennage spatiale

C'est le cas ou un ensemble de capteur fournissent un signal y(t) qui ne peut pas étre
assimilé a des points d’ observation. En générale, il est donne par :

y(z1) = ¢p(29)x(z,t)dz (1.20)
w
C(2) :c'est la structure géométrique I’ ensembl e des capteurs.

10
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Chapitre 1 Observabilité des systémes a parametres distribués

|.7 Observabilité des systémes a paramétres distribués

L’ observabilité est un critere trés efficace pour I'étude du comportement et la

dynamique d’un systeme.

L'analyse de I'observabilité est I'une des étapes principales pour concevoir des
observateurs, et I'implémentation des lois de commande sous forme de retour d’ état.

|.7.1 Définition de |’ observabilité d’un systéme a paramétres localisés (dimension finie)

Un systeme invariant de dimension finie est dit complétement observable si pour t>0, et
u(t) et y(t) sont connues sur I'intervalle [0, t] donc on peut déterminer la valeur unique de
I’ état initiale xo=x(0).

Avec

u(t) est le signale de commande

y(t) est le signale de sortie

L’ observabilité est la capacité que I’on a de reconstruire complétement I’ état initial du

systéme a partir des mesures disponibles sur une période de temps quelconque, I’ observabilité

dépend d’ une maniére évidente des variables mesurées.

|.7.2 Lescritereset lespropriétés d’ observabilité

Il existe plusieurs critéres et propriétés pour I'analyse de I’observahilité et les plus

utilisées sont :

|.7.2.1 propriété 1

Supposons que U=0, le systéme est complétement observable si Y (t)=0 pour tout t>0,
alors xo=x(0)=0.

11
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|.7.2.2 propriété 2 (Criterede KALMAN)
Lareprésentation d’ état d’un systéme monovariable est :

{X = AX + BU, x, = x(0)

y(t) =CX + DU (1.21)

: Vecteur d'état du systeme

: Matrice d' é&at du systeme de dimension (n X n).
: Matrice de commande de dimension (n x 1)

: Matrice d’ observation de dimension (1 x n)

O O T >

: Matrice de transmission directe
xo = x(0) : est I état initial du systéme.
u(t) et y(t) sont respectivement I’ entrée et la sortie du systeme.
Est complétement observable si le rang de la matrice d’ observabilité O (A, C) est plein :
C
— CA | _
rang O(A,C) =rang| =n (1.22)

CA;L—l

On peut bien généraliser cela pour le cas d’ un systéme multivariable.

|.7.2.3 Propriété 3 (Critére de Popov-Belevitch-Hautus)

Le systeme est complétement observable s :
Vs € 0(A) rang[ ¢ ] =rang(Ad) =n (1.23)
’ sl —A

12
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o(A) : Spectre dela matrice A

| .8 Conclusion

L’ observabilité d’ un systéme a parametres distribués est une notion cruciale car d’un
point de vue physique on ne peut jamais mesurer directement I’ état d’ un systéme a parameétres
distribués.

De méme qu'on dimension finie, on peut définir I’observabilité d’'un systeme a
parametre distribués linéaire invariant comme la possibilité de reconstruire complétement
I’ état initial du systeme a partir des mesures disponibles sur une période de temps quelconque,
I’observabilité dépend d’'une maniére évidente des variables mesurées, mais toujours la
complexité du cadre de dimension infinie nous amene a choisir I’option d’ approximation du
systéme a parametres distribués a I’ aide des méthodes de discrétisation que nous verrons dans
le chapitre suivant pour obtenir des systemes a parametres localisés (dimension finie) pour

ensuite utiliser les différents critéres d’ observabilités des systemes de dimension finie.

13
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[1.1 Introduction

Afin de minimiser I'erreur entre la complexité et la précision engendrée par la
modélisation mathématique d'un systéme a parametres distribués et pouvoir éudier les
différents critéres qui servent a connaitre et prévoir le comportement de ces derniers, plusieurs
méthodes d’ approximation et de réduction ont été utilises comme la méthode des différences

finies.

Dans ce chapitre on s intéresse aux méthodes de discrétisation d’un systéme a parametres
distribués qui est décrit par une équation aux dérivées partielles de premier ordre hyperbolique
en utilisant la méthode des différences finies.

|1.2 Définition de I’ approximation

L’approximation est I'utilisation des différentes méthodes de calcul numérique pour
approcher un modele a paramétres distribués (dimension infinie) par un modele a paramétres

localisés (de dimension finie).

I1.3 Définition de la discrétisation
Ladiscrétisation c’est partager un ou plusieurs domaines en parties bien égales et utiliser
des méthodes de calcul et de subdivision afin de simplifier les équations complexes qui

décrivent les dynamiques des systémes.

I1.4 Définition delaréduction
La réduction c’est la diminution de la dimension du systéme, en utilisant des méthodes

consacré a ce but de fagon a rendre le systeme de dimension finie (systéme a paramétres

localisés).

14
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I1.5 Méhodesderéduction d’un systéme a paramétres distribués

Pour un objectif de simulation d'un systéme a paramétres distribués, nous pouvons
utiliser I’une des méthodes d’approximation ou méthodes de discrétisation. Cependant, les

techniques d’ approximation possibles sont classées en deux grandes familles:

1) Le principe des méthodes de la premiere famille, dites d approximation
d équations, consiste a discrétiser les équations aux dérivées partielles (EDP) en
utilisant les méthodes de différences finies, de volume finis ou d’ éléments finis.

2) Les méthodes dites d’ approximation de solutions, qui représentent la deuxieme
famille, consistent a approcher les solutions des équations aux dérivées
partiellesS(EDP) en utilisant les techniques des résidus pondérés (méthode de
collocation, Galerkin ...) ou la méthode de fonctions propres dans le cas des
équations aux dérivees partielles (EDP) linéaires.

11.5.1 Les méthodes d’ approximation de la solution des équations aux dérivées partielles

On citera une des méthodes d approximation de la solution qui est la méthode de

collocation.

11.5.1.1 Méhode decollocation par point

La méhode de collocation est une méthode des résidus largement utilisée dans
I’ approximation des systemes a parametres distribués car elle permet la conservation de la
nature des variables d éats pendant la transformation, la mise en ceuvre de la méthode
nécessite le choix de trois parametres :
1) Lesfonctions de base fi(z)
2) Laposition z; des points de collocation
3) Lenombre n de points de collocation

15
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La fonction fi(z) a la plupart du temps la structure polynomiale obtenue a I'aide
d interpolation de LAGRANGE définit comme suit:

Pn+ Z(Z)

M= pe. (D
Avec
Pn+2:8(z- z) (1.2

DPn+1: Ladérivée premiére de P, (2) par rapport az
Z; : les abscisses des points d'interpolations et si ces derniers sont confondus avec les points de
collocation alors la méthode est dite méthode de collocation orthogonale

On appligue la méthode de collocation selon la formule suivante : [3]

x(z,t)

o A bi(i- Dz'"? (11.3)

11.5.2 Les méthodes d’ approximation (discrétisation) des équations aux dérivées partielles

Ces méthodes sont utilisées pour la discrétisation de I’ éguation aux dérivées partielles,

on en citera les méthodes les plus utilisées.

11.5.2.1 Méhode des élémentsfinis
La méthode des éléments finis fait partie des outils mathématiques. |l s agit de mettre en
place, un algorithme discret mathématique permettant de rechercher une solution approchée

d’une équation aux dérivées partielles sur un domaine compact avec des conditions aux limites

(Dirichlet, Neumann, fourrier).
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La méthode des éléments finis consiste a approcher, dans un sous-espace de dimension
finie, un probléme écrit sous forme variationnelle (comme minimisation de |’ “energie, en
général) dans un espace de dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une
fonction déterminée par un nombre fini de paramétres.

[1.5.2.2 Mé&hode des volumesfinis

La méthode des volumes finis intégre, sur des volumes élémentaires de forme simple, les
équations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des
approximations discrétes conservatives et donc particuliérement bien adaptée aux équations de
la mécanique des fluides : équation de conservation de la masse, égquation de conservation de la
quantité de mouvement et équation de conservation de I’ “energie.

Samise en cauvre est simple si les volumes élémentaires sont des rectangles (ou des
Parallélépipédes rectangles en dimension 3). Cependant la méthode des volumes finis permet
d'utiliser des volumes élémentaires de forme quelconque, donc de traiter des géométries

complexes, ce qui est un avantage sur les autres méthodes.
Il existe une grande variété de méhodes selon le choix de la géométrie des volumes

élémentaires et des formules de calcul des flux. Par contre, on dispose de peu de résultats

théoriques de convergence.

[1.5.2.3 Mé&hode des différencesfinies

Toutes les méthodes numériques présupposent la discrétisation du domaine géométrique

afin de passer d'un probléme continu a une infinité d’inconnues a un probléme discret ne

comptant qu’un nombre fini d’inconnues.

Dans le cas des différences finies en dimension un, on discrétise I’ intervalle continu
[a, b] en un nombre fini de points z;.
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a Zi1 Zi Zi+1 b

Figure(l1.1) : discrétisation en différence finie d’un segment [a, b].

On remplace ainsi le probléme continu par celui de la recherche de valeurs approchées x;
des solutions exactes x (z i) aux points z ; de la discrétisation.

Mais on ne peut plus, dans ce cas, conserver les opérateurs de dérivation qui s appliquent
a des fonctions continues. On les remplace par des analogues discrets, les différences divisées
ou différences finies.

Le type de conditions aux limites conditionne le nombre d’inconnues du probléme
discret. Dans le cas de conditions de Dirichlet, la solution est fixée, et donc en ces points, les
valeurs sont connues. Dans tous les autres cas de conditions aux limites, la valeur de la solution

reste inconnue et fait donc partie du vecteur inconnu.

Il existe deux classes de formules simples d’approximation des dérivés par des
différences divisées ou différences finies qui sont :
11.5.2.3.1 Méthode des différencesfiniesen arriére

La méthode des différences finies en arriere prend les différences divisées qui se suit de
la plus grande a la plus petite, utilisée pour discrétiser le domaine spatial (semi-discrétisation)

afin d'obtenir des équations différentielles ordinaires (représentation d’ état), qui ont la forme
suivante en utilisant les différences diviséesd ordre 1 :
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a) Lapremiéredérivée (dérivéede premier ordre)
X(t) = (1) = 1) (1.4

h = t; — t;_1=At : le pas de discrétisation

b) Ladeuxiémedérivée (la dérivée du second ordre)

x(t)—x(ti—1) x(t)—2x(ti— ) +x(ti—2)
) = 5 () = 5 T wor (19

x'(t) =

dt2

c) Pour latroisemedérivée (ladérivéed’ ordre 3)

X”’(ti) — X(ti)—3X(ti—1)(‘iA'f)X3(ti—2)_X(ti—s) (11.6)
d) Laquatriémedérivée (ladérivéed ordre4)
<@ (t) = X(t;)—4x(tj_1)+6X(ti_5)—4x(ti_3) +X(ti_4) (11.7)

(at)*

En utilisant la méme maniére et le méme chemin de calcul on peut calculer les dérivées
d ordre supérieur.

[1.5.2.3.2 Méthode des différencesfinies centrales

La méthode des différences centrales est une méthode de semi-discrétisation utilisée pour

I’ approximation des systemes a paramétres distribués, elle est utilisée de maniéres a prendre la
dérivée de I’ équation au point z; qui est le centre des deux points z;.; €t zj4;.
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Les dérivées ordinaires prendront les structures suivantes en utilisant toujours les

différencesdiviséesd ordre 1 :

a) Lapremiéredérivée (ladérivéedel’ ordre 1)

, d (tir) =X (ti—1)
x'(t) = d—f(ti) = Sy “zAf . (11.8)

b) ladeuxiéme dérivée (ladérivéed’ ordre2)

X(ti41)—x(tj—1) X(ti42)—2x(t;) +x(ti_2)
(tl) ( 2At ) = 4(At)2 (11.9)

x"(t) =

dt2

c) Latroisemedérivée (ladérivéed’ ordre 3)

<" (ti) — X(ti+3)—3X(ti+(12);'t3)’;<(ti—1)—X(ti—3) (11.10)

De la méme maniere on calcul les autres dérivées d' ordre plus supérieure

I1.6 Exemple d’application dela méthode des différences finies

A titre d’exemple d'une semi-discrétisation par la méthode des différences finies on

prend I’ équation aux dérivées partielles hyperbolique de premier ordre définie comme suit : [3]

ax(z,t) ax(z t)
at

+ fx(z,t) (11.12)

Avec les conditions aux limites de Dirichlet suivantes
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x(0,t) =1 (11.12)

x(L,t) =0 (11.13

Et la condition initiale commune pour les deux méthodes

x(z,0) =1 (11.14)

11.6.1 Application dela méthode des différencesfiniesen arriere [3]

Décomposons le domaine d espace en n intervalles égaux correspondant a un pas de
discrétisation Az=L/n avec L est la langueur de la barre métallique. Un schéma de discrétisation

avec la méthode des différences finies en arriere de la dérivée premiere est défini comme suit :

0x(z;,t) _ x(z;t)—x(zj—1,t)
9z Az

(11.15)

En remplace I’ équation(11.15) dans (11.11) et on obtient I’ éguation différentielle suivante:

0x(z;t) a a
ED = (£ 48) x(zi,t) — = x(zi-1,1) (11.16)
Aveci=1,2,3....n
Pour i=1
0x(zq,t) a _a
Tt = (4 8) G0 - £ x(0,0

avec X (zo,t)=x(0,t)=1

Pour i=2
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0x(zy,t) a _a
D = (L4 ) x(zpt) — o x(z1, 1)

Pour i=n

0x(zp,t) a _a
Fonl = (5 + B) 2 O = L x (e 1)

Et on obtient la forme matricielle suivante:

|G o
[*1] a (a X 1
I’{zl _E(EJ’ﬁ) IEZ]I “I[g]l 11.17
R 5 (1.17
L%, S : MERH
' -5 (G
[*1]
[ X2 |
y@®)=[0 .. .. 0 1]|>{3i
Lx,.J
Xl-l
[ X2 |

Avec X :| X3 i vecteur d état de dimension égal au nombre de points de discrétisation
L, |

11.6.2 Application dela méthode des différences finies centrales [3]

En appliquant la méthode des différences finies centrales, on utilise deux conditions aux limites
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[1.6.2.1 La méthode des différences finies centrales avec les conditions de Dirichlet

On décompose le domaine d'espace en n intervalles égaux correspondant a un pas de
discrétisation Az=L/n. Un schéma classique de discrétisation de la dérivée premiére de x qui

prend la forme suivante:

aX(Zi,t) — X(Zi+1,t)—X(Zi_1,t) (II 18)
0z 20z |

Avec les conditions aux limites de Dirichlet suivantes

x(0,t) =1 (11.19)

x(L,t) =0 (11.20)
On remplace (11.18) dans ((I1.11) et on obtient I’ équation différentielle suivante

0x(z;t) a a
—atl = _Ex(zi—l' t) + BX(ZL', t) +Ex(zi+1' t) (11.21)

Aveci=12, 3,..., (n-1)
Pour i=1

0x(1t) _ _ @ @
P 2AZx(zo, t) + Bx(zy,t) + 2AZx(zz, t)

Avec Xx(zpt)=x(0,t)=1
Pour i=2

0x(z2t) _ _ @ @
P 2AZx(zl, t) + Bx(z,,t) + 2AZx(zg, t)
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Pour i= (n-1)

ax(zn—l,t) _

a a
ot - Ex(zn—z; t) + Bx(zn_1,t) + Ex(zn; t)

Et on obtient la forme matricielle suivante:

Avec
B —5o O
0 B — 0
[ x_1 1 20z . [ X1 1 [—1]
| %2 | 0 0 B byw | X2 | L | 0l
| %5 |= | X3 [+ —| &} (1.22)
. : 2Az
e S N
Lfn—1J 0 _* B 0 Xn-1 0
2Az
0 0 - B

Dans ce cas lamatrice A est de structure tri diagonal

[1.6.2.2 La méthode des différences finies centrales avec les conditions mixtes

Dans la méthode des différences finies centrales avec les conditions aux limites de
Dirichlet on a abouti a une matrice A de dimension (n-1). Afin de pouvoir aler jusgu'a la
dimension n on a utilisé les conditions aux limites mixtes suivante

Celle de Neumann :

Xzt g (11.23)
ﬂz z=L
Avec
ﬂX(Z,t)| _ Xp1 - 4Xn +3Xn+l =0
Tz |- 2Dz (11.24)
24

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

Chapitre I Réductin s systeme s a@rane tres d strikués

Celle de Dirichlet :
x(0,t) =1 (11.25)

On a précédemment

aX(Zi,t) _ i . _i .
PO — (L4 B)x(z, ) — 2 x(zim1, ) 1.26)

Aveci=12, 3,..., (n-1)
Pour i=1

0x(1t) _ _ @ @
P 2AZx(zo, t) + Bx(zy,t) + 2AZx(zz, t)

Avec X(zp1)=x(0,t)=1

Pour i=2
% = —ﬁx(zl, t) + Bx(z,t) + ﬁx(zg, t)
Pour i= (n-1)
D) = — L (2, ) + P2y ) + 2= X (2, )
Pour i=n
% = —ﬁx(zn_l, t) + px(z,, t) + ix(znﬂ» t)
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Avec lavaleur de xn+1 Obtenu par la condition aux limites de Neumann

4x, — Xp_1
xn+1 = 3
Donc
0x(zy, t) 4a 4a
= — x(z,_4,t) + +—)x(z,,t
Et on obtient la forme matricielle suivante
. a -
%] Fow O 1]
[ %2 | _* B “a 0 [ X2 |
|X|= 2Az 2Az | x5 | — 2
|73 - : . | : | 27
2a 2a lx J
i, ] -2 B+ [P
Avec
a
p Iy 0
_* B s 0 _ )
A= 24z 24z - matrice d’ état
2a 2a
~ 3 B+
RN
a (0] _
B=—-—1:| :Matrice de commande
200 |
ol
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1.7 Conclusion

Les systemes a paramétres distribués sont des systémes de dimension infinie donc ils ne
sont pas physiquement mesurable, ce qui engendre des problemes dans la conception d'un
estimateur d’ état et de la qualité de I’ information contenue dans les mesures en ligne, qui peut

étre déterminé en analysant entre autres les propriétés de I’ observabilité.
C'est ce qui nous a conduit a utiliser certaines méthodes de transformation de modéle a

parametres répartis conduisant & un modéle a paramétres localisés, ce dernier pour des fins

d analyse de I’ observabilité et la précision qui S éudiera dans le chapitre suivant.
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[11.1 Introduction

Afin d’étudier le comportement d'un systeme physique, il faut passer par la simulation,
cette derniére s applique soit en utilisant les schémas blocs avec SIMULINK de MATLAB,
pour les systémes simple, soit en utilisant les modéles obtenus par approximation des
systémes complexes avec les méthodes de discrétisations pour analyser leurs comportements

dynamique.

Pour les systémes a paramétres distribués, I'analyse des propriétés fondamentales
(commandabilité, observabilité et stabilité) en utilisant des modéles approximés peuvent étre
masquées. L’ objectif de ce chapitre s'inscrit dans cette optique et s'intéresse particulierement

al’analyse de I’ observabilité des systémes a paramétres distribués.

Ainsi, on va étudier le comportement des systémes a parametres distribués décrits par
des équations aux dérivées partielles discrétisées par la méthode des différences finies (pour
les rapprocher d’'un modeéle régit par des équations différentielles ordinaires). On s'intéresse a
I’influence du nombre de points de discrétisation sur le comportement dynamique du systéme

prédit par le modele obtenu par approximation et sur I’ observabilité du systeme.

[11.2 Définition de la ssimulation

La simulation ¢’ est de prédire les aspects comportementaux d’ un systéme en créant son
modele approximatif (mathématique). Pour une simulation au sens large, ceci peut ce faire par
la modélisation physique, ¢’ est-a-dire utiliser un autre phénomene physique suivant des lois
ayant les mémes éguations (exemple: simuler les phénomenes thermiques par des circuits

électriques).
Dans une simulation numérique, on utilise un programme spécifique ou éventuellement
un progiciel plus général. Des exemples typiques sont les simulateurs de vol d’avions ou la

simulation du fonctionnement des circuits électroniques. Il existe un grand nombre de
langages de programmation spécialisés dans la simulation comme Simula, SIMULINK.
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I11.3 Exemple de smulation

Comme exemple de simulation on a considéré la cas d'un réacteur a écoulement piston

qui une enceinte ou récipient apte ala réalisation des réactions chimiques le but rechercher est

I”homogénéité de la masse réactionnelle de point de vue température et mélange réactif.

Dans notre cas le réacteur est isotherme donc la température est constante tout au long

du réacteur aors on a étudié I’ évolution de la concentration du mélange réactif dans le

réacteur

L’évolution du la concentration du mélange réactif

suivante :
aCA(Z,t) — _ aCA(Z,t) _
o 0.04 B CA(Z, t)

[1. 4 Simulation du modéle obtenu par la méthode des différencesfiniesen arriere

est modélise par I'équation

(111.2)

Le modéle étudié dans le chapitre suivant a été discrétisé en utilisant la méthode des

différences finies. Rappelons que dans le cas des différences finies en arriéere le modele

approxime est le suivant :

(ﬁ+ﬁ) 0

[x:q Aza a

=l | x5

12| 0 0

lx, | . J

-5 (+8)

[*1]
[ X2 |

y=[0 0 1]|>{3i
|, |
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Figure 111.1: simulation du modele obtenu avec la méthode des différences finies

arriere

[11.4.1 Résultats de ssimulation

Pour étudier I’influence de points de discrétisation sur le comportement dynamique du
systéme, on considére plusieurs valeurs pour le point de discrétisation. Ce nombre de points
de discrétisation fixe la dimension du vecteur d’état du modéle approximé. Les résultats
obtenus sont donnés par la figure 111.1. Dans cette derniére, on a représenté le profil de la
variable d’ état (concentration) le long de réacteur. Notons que pratiqguement, le résultat obtenu
par N=100 est le plus proche de la solution réelle. Ainsi, on constate que I’ augmentation du
nombre de points de discrétisation, permet davoir une solution qui se rapproche de la
solution réelle. Mais on a constaté aussi, qu’'une grande valeur de N peut introduire une
instabilité ou une diffusion numérique, due aux problemes numériques. Ceci dit la méthode

d’ approximation doit étre choisie convenablement.

D’aprés les courbes obtenues, on remarque que tant le nombre de discrétisation

augmente la valeur finale augmente jusgu’ a presque atteindre la valeur 1. Ce qui implique que

tant que le nombre de discrétisation est grand le systéme devient plus précis.

[11.5 Simulation du modéle approximé par la méthode des différencesfinies centrales

Pour cette éude, on considéere deux types de conditions aux limites.

[11.5.1 Simulation avec des conditions aux limitesde Dirichlet

Le modéle approximé par la méthode des différences finies centrales avec les conditions
aux limites de Dirichlet s écrit sous forme de représentation d’ état suivante :
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De méme pour éudier I'influence du nombre de points de discrétisation sur le

comportement dynamique prédit par le modéle approximé, on effectue le méme test que celui

effectué précédemment. Ainsi, on considére plusieurs valeurs pour le nombre de points de

teur al’instant final.

éac

discrétisation et on s'intéresse au profil dansler

Longueur du réacteur (2)

Figurell1.2 Simulation du modéle obtenue par la méthode des différences finies centrales

avec des conditions aux limites de type Dirichlet
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[11.5.1.1 Résultats de ssmulation

Les résultats de simulation obtenus sont donnés par la Figure I11.2. Les mémes
remarques peuvent étre faites pour ce cas. L’augmentation du nombre de points de
discrétisation améliore la qualité des résultats de simulation obtenus, c’est-a-dire le modéle
prédit fidelement le comportement dynamique du systéme. De méme I’augmentation du
nombre de points de discrétisation peut détériorer les résultats. Ceci est d0 a des problémes
d ordre numérique comme a été déa souligné. Ces problemes peuvent étre raffinés en
considérant des schémas de discrétisation plus precis.

[11.5.2 Simulation avec des conditions aux limites mixtes
La représentation d’ état obtenue par discrétisation du systéme a parametres distribués
avec la méthode des différences finies centrales en considérant des conditions aux limites

mixtesest :
; =
) 20z
=] @ 0 1 N
%2 247 20z 1%2| o O]
1%, | = , , , |2 | - ] ¢
| : | : : : | : I 2AZ|;|
L, " e | Lol
“onz  Pten
(111.4)
[*1]
[ X2 |
y=[0 0 1]|>{3i
L, |
Avec
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a
p e 0
a a
_E B E O . 7
A= : : : ‘matrice d’ état
4a 4a
~rs B+ @)
M
B=—-—1|:| : matrice de commande
2Az| . I
ol
=[0 0 .. .. 1]: matricede sortie
[*1]
[ X2 |
X:| X3 i - vecteur d’ état
lx, |
Y(t) : lasorti

Le méme test de simulation a été considére et les résutats de simulation sont donnés par
la Figure I11.3. Les résultats obtenus nous permettent de faire le méme constat comme
précedemment a savoir I’augmentation du nombre de points de discrétisation va dans le sens
d améliorer la qualité de la prédiction donné par le modele approximé.
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Longueur du réacteur (z)

Figurelll.3: Simulation du modéle obtenu par la méthode des différences finies centrales

avec les conditions aux limites mixtes.

[11.5.3 Interprétation desrésultats

On voit bien qu’en utilisant les différences finies centrales sous les conditions aux
limites de Dirichlet ou mixtes les résultats ne changent pas.

Méme résultats trouvés avec la méthode des différences finies en arriére, ¢’ est-a-dire
tant que le nombre de discrétisation augmente, on obtient un résultat plus preécis.

Par contre, on comparant les deux méthodes on constate qu’ avec les différents points de
discrétisation, la méthode des différences en arriere nous donne des résultats plus précis que la
méthode des différences finies centrales.
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I11.6 Analyse del’ observabilité du systeme a parametres distribués

Pour analyser I’observabilité du systéme a parametres distribués, on utilise le modéle
approximé. Ainsi, comme le modéele approximé est donné sous forme d’'une représentation
linéaire, pour analyser I'observabilité, on utilise le critere basée sur le rang de la matrice
d observabilité. Notons le systeme étudié dans ce mémoire est de nature observable.

Rappelons que le nombre de points de discrétisation fixe la dimension du vecteur d’ état
du modéle approximé. Par conséquent, si |le systéme est observable, alors le rang de la matrice
d observabilité doit étre égal au nombre de points de discrétisation considéré. Dans le cas

contraire le systéme est inobservable.

Pour analyser I’influence du nombre de points de discrétisation sur |’ observabilité du
systéme, on considéré plusieurs valeurs pour le nombre de points de discrétisation et pour

chague nombre on calcule la matrice d’ observabilité correspondante et son rang.
De méme on considére les trois modele approximés obtenus par I’ utilisation des trois

méthodes des discrétisation basées sur les différences finies. Les résultats obtenus sont
résumé dans le tableau I11.1.
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Méthodes Différencesen Différences Différences
arriere centrales Centrales
N discrétisation (Dirichlet) (Dirichlet) (Mixtes)
5 Observable Observable Observable
10 Observable Observable Observable
15 Observable Observable Observable
20 Non observable Observable Observable
50 Non observable Non observable Non observable
100 Non observable Non observable Non observable

Tableau (111.1) : Résumé sur I’ observabilité des modéles obtenus de la discrétisation

D’apres les résultats obtenus, on constate que le modéle approximé obtenu avec la
méthode des différences finies en arriére est observable pour des valeurs inferieures ou égales
a 15. Par contre avec la méthode des différences finies centrales, le modele est observable

pour des valeurs inferieures ou égales a 21.

D’ apreés ces résultats, on constate que I’ observabilité du systeme dépend du nombre de
points de discrétisation considéré. Ainsi, |I’augmentation du nombre de points de discrétisation
influe sur I’ observabilité du systéeme, ¢’ est-a-dire tant que ce nombre augmente la conclusion
faite sur I'observabilité est erronée. Par conséquent, la discrétisation peut masguer les
propriétés fondamentales d’' un systeme a parametres distribués. Une augmentation du nombre
de points de discrétisation améliore la qualité de la prédiction mais fait perdre des

informations pertinentes sur le systéeme.
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[11.7 Conclusion

L’ utilisation des différentes méthodes de discrétisation a des effets sur la prédiction du
comportement dynamique du systéme a paramétres distribués. Le choix de la méthode de
discrétisation peut non seulement influencer la précision de la prédiction du modele mais elle
peut aussi avoir un impact direct sur I’ observabilité du systéme.

En plus du choix de la méhode de discrétisation, il y a le nhombre de points de
discrétisation dont son choix mérite une trés grande attention. Ainsi, pour I'objectif de

simulation ce nombre doit &re important pour une trés bonne prédiction, mais I’ objectif
d analyse d’ observahilité, ce nombre doit &re choisi avec prudence.
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Conclusion générale

Dans cetravail, on a étudié I’ influence des méthodes de réduction sur I’ observabilité des
systémes a parametres distribués. Comme exemple d’ application, on considéré un réacteur a
écoulement piston isotherme modélisé par une équation aux dérivées partielles hyperbolique.
L’ objectif est de montrer I'influence du nombre de points de discrétisation et le schéma de
discrétisation sur I'observabilité du systéme, et sur la précision de simulation du

comportement dynamique.

Tout abord on a défini le concept des systemes a paramétres distribués, puis on a utilisé
la méthode des différences finies pour réduire le systeme de dimension infinie a systeme de
dimension finie en utilisant la méthode des lignes basée la méthode des différences finies.
Pour étudier |’ observahilité du systéme réduit, on s intéresse au calcul du rang de la matrice
de I'observabilité en faisant varier le nombre de points de discrétisation, et le schéma de
discrétisation, et on a effectué une simulation des systémes réduit pour différents point de
discrétisation et terminer par une comparaison et une conclusion sur I’influence de nombres

de point de discrétisation sur I’ observabilité et la précision du systeme.

A la lumiére des résultats obtenus par simulation, on peut confirmer que les méthodes
de réduction des systemes a parametres distribués influent remarquablement sur
I’ observabilité et les résultats de simulation du comportement dynamique.

Dans ce mémoire ont a éudié I’ observabilité d’un systéme a parametres distribués en
considérant un modéle approximé par la méthode des différences finies qui fait partie de la
famille des méthodes d’ approximation d’ éguations. Ainsi, |’ idée développée dans ce mémoire
peut étre étendue a I’ éude de I’ observabilité en utilisant des méthodes d’ approximation des

solutions.

40

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

Table des indices

Lesindices

M, L, H : Opérateurs matriciels différentiels ne comportant que des dérivées par rapport az.
R : Ensembles des nombres réels

T : Sous ensemble de I’ensemble réels qui représente le domaine temporel.
xo(2) : Condition initial de I’ équation (1.4).

Q : Sous ensemble de I’ ensemble réel qui représente le domaine spatial.

FQ : I’ensemble des frontiéres de Q.

L(x(z',t)) : Les conditions aux limites de I’ équation aux dérivées partielles.
X(z,t): Levecteur d'état du systeme.

To(t), T;(t) : Les conditions aux limites de Dirichlet.

go(t), g:(t) : Les conditions aux limites de Neumann.

U(z,t): Lacommande du systeme.

Y (z,t) : lasortie du systéeme.

C(2) :c'est la structure géométrique I’ ensembl e des capteurs.

6(z — z;) : Lepic deDirac.

: Vecteur d'état du systeme.

: Premiére dérivée du vecteur de I’ état du systéme.

A : Matrice d' état du systéme.

B: Matrice de commande.

C : Matrice d observation.

0(A4, C) : Lamatrice d' observabilité d’ aprées KALMAN.
o(A) : Spectre de la matrice A.

Pn+1: Ladérivée premiére de P, (2) par rapport az.
Pn+1: Ladérivée premiére de P, (2) par rapport az.
fi(z) : Lesfonctions de base.

a, b : Lesfrontieres ou les limites de domaine discrétise.

At = h : Lepasdediscrétisation.
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Table des indices

x'(t;) : Lapremiére dérivée par rapport au temps.
x"'(t;) : Ladeuxiéme dérivée par rapport au temps.
x"""(t;) : Latroisieme dérivée par rapport au temps.
x ™ (t,) : Les quatriemes dérivées par rapport au temps.
a, B : Les coefficients de I’ équation aux dérivées partielles.
x(0,t),x(L,t) : Lacondition aux limites.
x(z,0) : Lacondition initiale.
n : Le nombre de points de discrétisation.
SPR : Systéeme a paramétres répartis
SPD : systéme a parametres distribués
EDP : Les équations aux dérivées partielles
EDO : Les équations différentielles ordinaires
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