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Introduction général

L’homme a de tout temps essayé de comprendre et de commander |es phénomenes
physique, et ¢’ est dans le but de contrdler ces phénomenes et d’ augmenté la production, fut
créer |’ automatique qui fait partie des sciences de I’ ingénieur. L’ automatique couvre un champ
d’ applications tres vaste, I’intérét accorde par la communauté scientifique vient du réle que
joue cette discipline dans le dével oppement technol ogique. En effet ¢’ est, en partie grace aux
résultats des chercheurs automaticiens que I’ on a pu notamment poser les pieds sur lalune,

améliorer laqualité de vie, construction de robot intelligent et bien d autres choses.

L’ automatique se base sur la compréhension fine des phénomeénes physique en termes de
modélisation, d'identification et de simulation en vue de trouver une commande qui satisfait le
cahier de charges, ces principes nous permettent d’ étudier des systemes souvent difficiles voir
impossibles a observer dans la nature et ceux pour divers raisons comme les difficultés de

mesures

(Absence des captures, cout exorbitant et erreurs dus a ces capteurs) pour passer outre ces
problémes I’ automatique nous permet de construire des modél es mathématique de ces

systemes qui reproduisent leurs comportement de fagon tres significative.

Parmi les nombreux systemes qui existent, on s'intéresse aux systémes a parametre distribue,

qui sont largement présent dans le domaine industriel.

Ces dernieres indépendants et se caractérisent par la présence de plusieurs variables,
souvent représentés par des systémes d’ éguations aux dérivées partielles. Dans ce mémoire on
S intéresse ala commande d’ une barre métallique dont |e modél e mathématique est une

équation de chaleur.

L’ objectif aatteindre est de synthétiser un retour d’ état de dimension infinie appliquée ala
frontiére d’ une barre métallique, et ceux en manipulant le flux pour assurer une température

donnée a une position donnée.

Pour arriver au résultat désiré on doit transformer le modele du systeme pour obtenir un
modele d’ état a opérations bornés, cette méthode nous permet d’insérée une commande dans
I’ équation d’ état, pour résoudre le probléme de I’ indice caractéristique infinie on doit insérer

]



Introduction général

une entrée auxiliaire ce qui nous donne un indice caractéristique fini, I’ évaluation de la

commande se fera par simulation.
Le mémoire est organisé comme sulit :

Chapitre 1 : on y présente des généralités sur les systémes a paramétre distribué ainsi que

leurs classifications et un exemple illustratif

Chapitre 2 : dans ce chapitre on s'intéresse ala modélisation d’ une équation de chaleurson 'y

aborde également les principes du transfert de chaleur

Chapitre 3 : ce chapitre est consacrer au calcule d’ une loi de commande géomeétrique ala
frontiére d’ une équation de chaleur, la méthode consiste atransformer lacommande ala
frontiére a une commande ponctuelle, et de chercher lareation entre la sortie mesurée et la

sortie réelle afin d’imposer les consignes pour atteindre les performances désirées.

Chapitre 4 : ce chapitre est dédier al’ application de lacommande aux frontiére sur une
équation de chaleur, et d’ éudier les performances de lacommande synthétiser atravers une

série de tests de ssmulation.

)
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Chapitre 1 Généralité sur les systemes a parametre distribués

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’ expliquer des notions sur les systemes a paramétres distribuées qu’ on va
utiliser dans notre travail |'importance de I’ é&ude des systemes a parametres distribués dans le
domaine de I’ automatique et du contrdle.

On y présente des généralités sur les systémes a paramétre distribué qui sont largement utilisés dans

différent domaines.

1.2 Definition

Les systeémes a paramétres distribués sont des systemes permettant la description de phénoménes
spatio-temporels. Ces systémes sont souvent représentés par des équations aux dérivées partielles,
d’ eéquation intégrales ou méme intégro-différentielles, ils peuvent étre linéaires ou non linéaire, a
parametres constants ou variables complétés par la définition des conditions initiales et aux limites

du domaine considéré.

1.3 Formulation mathématique des systémes a paramétre distribué

Les systemes a paramétre distribués sont souvent décrits par des équations aux dérivées partielles.
Ces derniéres sont des équations différentielles a deux variables, du temps et d espace .Ces types de
systemes physiques est décrit par des EDP appelés SPD et sont de dimension infinie, par opposition

aux SPL, décrit par des équations aux dérivees ordinaire (EDO) qui sont de dimension finie[2] :
ZED_M(x(2,0)) + H@)u(z t) (1.1)
AveczeQet teT c R

e Q:domaine géométrique borné de R™ , defrontiere Fr Q.

t:intervalledetempst =]0, tf|

e Laconditioninitid :

x(z,ty) = x,
e La condition aux limites établissant les relations entre |’ état et la commande aux limites (si
elle existe)

L@@nnzm@n) 7' € FrQ

M, H et L sont des opérateurs matriciels différentiels ne comportant que des dérivées partielles par

-

rapport a z.
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L’ état du systeme est représenté par lafonction vectorielle suivante

[%1(z,t)7
x,(z,t)

x(z,t) =

_xn(.z, t).
1.4 Différentstypesde condition aux limites[1]
1.4.1 Condition de Dirichlet
Cas d' une barre métallique dont la température des extrémités est maintenue a des températures
données To(t), T1(t) tel que Ty et T, sont les températures aux limites:

e T(0,)=To(t)

o T(I,)=T(t).

1.4.2 Condition de Neumann
Cas ou le flux de chaleur aux bords du dispositif est donné, dans ce cas c’'est le gradient de la
température V(t) qui est ainsi fixé et les conditions aux limites seront comme suit :

—c 21 ==Vo(t) €t ¢ 14=Vi(1) (1.2)
1.4.3 Condition defourrier
Dans le cas ou la donnée gu' on possede est la température extérieure Te, le gradient de la
température au bord (flux de chaleur) sera proportionnel aladifférence (T- Te) :

—¢ 2| =K (T — Tex) (1.3)
En z=0 et z=| (aux frontieres du domaine de variation)
Avec:
K € R : constante.

C : constante de conductivité (caractérise ladiffusion delachaleur).

1.5 Classification des systemes a parametres distribués

De nombreux phénomeénes physiques et applications industrielles sont modélisés par des systémes
a parametres distribués. Ces systéemes peuvent étre classés en trois types. Cette classification est basé
sur les équations différentielles aux dérivées partielles[3].
Laclassification est plus difficile pour les systémes non linéaires.

Pour les systémes d’ ordre deux, dont lasolution T'(z,t) fonction adeux variables indépendante t etz,

-

qui sont les variables temporelles et spatiales, e modele mathématique peut s’ écrire comme suit :




Chapitre 1 Généralité sur les systemes a parametre distribués

02T (z;t) 02T (z;t) 02T (z;t)
1 572 + 2a, azot 3 9zat?

+[1=0 (1.4)

Leterme entre crochet dépend de T'(z,t) et ces dérivées premiéres.

Lestrois classes de systeme sont : hyperbolique, elliptique et parabolique le systeme est dit :
v’ Hyperbolique s a3 — a;a; > 0.
v’ Elliptiques a3 —a a3 < 0.

v Paraboliques a3 —aja; =0

Dans le cas ou les trois coefficientsa, , a, € a; sont nuls, I’équation dépend alors seulement des

dérivées premierede T(z, t), on dit alors que I’ équation est hyperbolique et de premiére ordre.

1.6 Typesd’observations et de commande des systemes a parametre distribués
1.6.1 Commandes d’un systemes a parametres distribués [4]

La commande d'un systéme se traduit par la détermination d'une loi u(z,t) assurant la
réalisation d'un objectif désiré. On peut la classifiée en plusieurs cathégories.

6.1.1 Commandesréparties (distribuées)
Généralement représenté par des fonctions définies sur le domaine spatial Q x t;dans plusieur cas
u(z, t) peut étre décrite comme suit :
u(z, t) = q(2)u.(t) (1.5
q(z) : représente la strusture géométrique de |’ ensembl e des actionneurs.
u,(t) : représente le signal d entrée ala commande.
Cette déscription de u(z, t) permet de simplifier les calculs dans la transformation du modéle et la
détermination de laloi de commande.
1.6.1.2 Commandes par zones
Décrit par un ensemble de fonctions définies sur un sous ensemble de Q. Si la commande est
appliquée sur r zones . On peut trouveé la commande écrit comme suit.
u(z,t) = ¥y @i (Dtei (1) (1.6)
16.1.3 Commandes ponctuelles
C’est un cas particulier ou lacommande s applique a un simple point .
Lafonction q;(z) del’équation (1.6) est remplacée par un pic de Dirac:
u(z,t) = X ue; (H6(z — 2)) (L.7)
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1.6.1.4 Commandes par balayages

Dans ce cas les zones ou | es points d’ actions sont mobiles dans e domaine Q.
16.1.5 Commandes aux frontieres(ou aux limites)
Sont des commandes appliquées aux éxtrémitées de domaine FrQ X tf ; qui peuvent ée par
zones ou ponctuelles, fixes ou a balayage.
1.6.2 Observations d’un systéme a paramétre distribué[2]
Il existe différents types d’observations pour les systemes a parametre distribués, le choix de
I’ observation se fait en fonction du procédé et des objectifs a atteindre. Parmi ces observationson a:
1.6.2.1 Observation répartie
Le vecteur de sortie noté y(z,t), définie pour tout t € T et pour z € Q comme suit :
y(z,t) = p(2).x(z,t) (1.8)
p (2) : caractérise la structure géométrique du systéme d’ observation.
x(z,t) : représente le vecteur d’ état du systeme.
1.6.2.2 Observation ponctuelle
C’est une observation en un point donné z € Q, on définit la sortie sur chacun de ces point i, la
sortie est sous forme::
x(z,t) = [P x(2,0)8(z — zi) dz =x(z 1) (19)

1.6.2.3 Observation par balayage

Dans ce cas |’ observation est obtenue en déplacant les points d’ observation al’ intérieur du domaine
admissible.
1.6.2.4 Observation par moyennage spatiale
Dans ce cas |’ observation est donnée comme suit

y(z,t) = [,c(2).x(z t)dz (1.10)

c(z) : caractérise la structure géométrique de I’ ensembl e des capteurs, Les capteurs qui fournissent le
signal de sortie ne peuvent étre assimilés a des points d’ observation.
1.7. Actionneurset capteursdes systemes a paramétresdistribués [2]

Pour passer commander un systeme a parametre distribuées et assurer un bon fonctionnement du
systeme , il faut savoir a chaque instant I’ éat du systéme pour pouvoir agir en fonction de ces
informations. La collecte de ces informations se fait par |’ intermédiaire des capteurs, de méme que

les actionneurs nous permettent d’ agir sur le systeme.

-
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1.7.1 Actionneurs
Les échanges entre un systéme et I’environnement extérieur se font par I'intermédiaire des
capteurs et des actionneurs, pour les actionneurs il existe différents types, le choix se fait en fonction

des informations désirées, entre autre on ales actionneurs suivant :

e Ponctuel fixe: un bruleur dans un systéme de diffusion.

e Ponctuel mobile: ¢’ est un actionneur ponctuel dont la position change avec le temps, exemple
excité par un rayon laser de direction variable

e Actionneurs zone : par exemple un systeme de diffusion avec une zone de chauffe importante.

e Filament : four chauffé par une résistance éectrique.

1.7.2 Capteurs

Un capteur est un dispositif transformant |’ état d’ une grandeur physique observée en une grandeur
utilisable, de role passif ils permettent de recueillir des informations sur le systeme et son évolution.
Il existe divers types de capteurs pour les systémes a paramétre distribués :

e En un point x* € Q oux;" € 9Q , comme |'exemple d'une information donné par un
thermocouple.

e Dans des zones D; c QouD; c 9Q, la lecture se fait directement sur une partie D; du
domaine Q.

e SuivantdeslignesL; c Qoul; c dQ , exemple d’ un miroir pivotant.

8. Exempleillustratif sur des systeme a paramétre distribuées

Différents domaines industrielles utilisent Les systemes a paramétres distribués. Ces Systemes
sont classifiés selon trois types fondamentaux (paraboliques, hyperbolique et elliptique) I'exemple
gui vasuivre est un systéme hyperbolique il s agit d’ un échangeur thermique.

8.1 Echangeur de chaleur [5]

C'est un organe trés répondue dans I'industrie (chimique, pétrochimique, climatisation et
chauffage etc. ...) il existe plusieurs types d échangeurs de chaleur, on peut prendre par exemple un
echangeur de chaleur coaxial.

Dans ce dérnier, les tubes sont le plus souvent cintrés, en général le fluide chaud ou le fluide froid
S écoule dans le tube intérieur en parelléle, les deux fluides chaud et froid entrent dans la meme

-
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extrémité et vont dans le meme sens, on parle également d’ échangeur a co-courants, comme dans la

Figure(l.1).

Entrée du fluide

chaud

Sortie du fluide

Entrée du chaud

fluide froid

ﬁ ﬁ
Sortie du
fluide froid
Figure(l.1) : Echangeur dechaleur coaxial
9. Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre les notions de base liées aux systemes a paramétre distribué. Ces
notions seront utilisées le long de notre travail. Les systemes a parametres distribués sont souvent
décrits par des équations aux dérivées partielles dans un espace d état de dimension infinie. On avu
auss les différentes commandes et observations, ainsi que les actionneurs et capteurs adaptés pour
Ces systémes.

Comme procédé le SPD parabolique, on peut citer I’exemple de |’égquation de chaleur .Cette

dernier feral’ objet de modélisation dans le chapitre suivant.
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2.1 Introduction

La modélisation représente une part considérable du travaill du mathématicien
appliquées et nécessite une connaissance approfondie, non seulement des mathématiques
appliquées maisaussi de ladiscipline scientifique alaguelle elles s appliquent.

Ce chapitre porte essentiellement sur la modélisation d'un transfert de chaleur par
conduction et I'éude des caractéristiques de |’ équation de chaleur d'une dimension afin

d’avoir un modele ssmple a étudier.
2.2 Définition [6]

La chaleur est une forme dégradée de I'énergie. Cette notion est claire lorsgu'on considere
le second principe de la thermodynamique qui stipule qu'une machine thermique cyclique ne
peut pas transformer, une quantité de chaleur entierement en travail mécanique. Du point de
vue microscopique, dans un gaz parfait cette forme dégradée d'énergie est due aux

mouvements de tranglation non déterministes des particules.

On peut étendre cette notion a tous les systemes thermodynamiques a condition de
considérer non seulement les mouvements de trandation mais tous les degrés de libertés des
particules ou des molécules qui composent le systéeme.

2.3 Différents mécanismes de transfert thermique [7]

Il existe différent types de transfert de chaleur conduction, convection et rayonnement.

2.3.1 Conduction
La conduction représente le processus de propagation de la chaleur par le contact direct
entre les particules du corps dont |es différentes parties ne sont pas i sothermes.

Dans les solides diélectriques, la conduction se fait par |es ondes é astiques (les phonons)
et dans les solides conducteurs électriques, par la diffusion des é ectrons ou porteurs de
charge mobiles en paralléle avec les ondes élastiques. Dans les liquides en |'absence de
convection, laconduction de la chaleur se fait également par |'intermédiaire des ondes
élastiques.
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Dans les gaz, en I'absence de convection, la conduction seffectue par la diffusion
moléculaire. Et laFigure (2.1) montre un exemple de conduction.

Conduction thermique

T Matériau

Flux de chaleur

Figure(2.1) : conduction thermique dans un matériau

La direction du flux thermique est toujours du chaud vers le froid.

2.3.2 Convection
La convection se référe aux transferts thermiques qui ont lieu dans les fluides en mouvement
macroscopique. Le transfert thermique est déterminé par le mouvement des particules
élémentaires du fluide, entre les zones ayant des températures différentes. Ce mouvement
entraine un mélange intense des particules fluides qui échangent de I'énergie sous forme de
chaleur et de quantité de mouvement entre elles.
On distingue :
- la convection naturelle qui acomme origine le mouvement produit par |les différences de
densité entre les particul es chaudes et celles qui sont froides dans un fluide situé dans un
champ de pesanteur. En général |e fluide chaud est moins dense et atendance a sélever dans
le champ de pesanteur de la convection forcée pour laguelle le mouvement de fluide est causé
par |'action des forces extérieures (pompes, ventilateurs).

La convection forcée est en général accompagnée par de la convection libre.

Dans tous les fluides visqueux, il existe une couche de fluide limite adhérente ala paroi et le

transfert de chaleur atravers cette couche se fait par conduction.
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- .~

T'eau froide descend

l'eau chaude monte

| anwERs

Figure(2.2) : représentation d’un exemple de convention

2.3.3 Rayonnement[18]

Le rayonnement est une forme particuliére de transfert thermique dans laquelle I'énergie est
portée par des ondes é ectromagnétiques, ayant pour origine |'agitation intra atomique ala
surface d'un corps. Le phénomeéne de rayonnement est créé par I'émission et I'absorption des
ondes électromagnétiques et par latransformation de celles-ci en chaeur .C'est le seul

mécanisme de transfert de chaleur qui ne nécessite pas de support.

Figure(2.3) : représentation les rayons solaire

On s'intéresse dans notre travail a la conduction thermique. On étudie le transfert thermique

dans une barre métallique.
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La chaleur est transmise a la barre en un endroit puis elle se propage a travers le corps. Si
I’ étude se fait sur une échelle plus grande, la variation de la température est en fonction de la

position.
2.4. Conduction thermique [8]
e Flux thermique: Le flux thermique total représente la chaleur transférée atravers une

Surface donnée par unité de temps :

1)
0 =3 (2)

« Flux thermique surfacique: Le flux thermique surfacique représente le flux thermique

total rapporté a l'unité de surface ou la chaleur transférée par unité de temps et par unité de

surface :

¢= —1 (2.2)

Les unités sont des Watts et cellesde ¢ desW.m™2. On ales relations suivantes :

¢=[gds (2.3)

Qui définit la puissance traversant la surface S et

Q = fy (1) dT (24)
Laquantité de chaleur traversant la surface S pendant un tempst.

e Mesuresdelaconductivitéthermique
Il existe plusieurs fagons de mesurer la conductivité thermique. La plus simple consiste a
envoyer une puissance thermique connue et a mesurer les températures a deux points séparés
sur le matériau dans une géomeétrie contrél ée. Les mesures absolues et précisesde la
conductivité thermique sont trés difficiles afaire. La source essentielle d'erreur provient du
fait que les écarts de températures doivent étre faibles pour supposer que la conductivité

thermique est constante dans l'intervalle considéré.
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e Conductivitéthermique des gaz
La théorie cinétique des gaz permet de relier les propriétés thermo physique des gaz
(conductivité thermique, viscosité, coefficient de diffusion) en fonction des paramétres

intrinseques du gaz (masse molaire, diamétre moléculaire).

e  Conductivitéthermique des solides

Le transfert thermique dans les solides est la combinaison du transfert d0 aux électrons
libres (ou aux porteurs de charge libres) et aux vibrations du réseau cristallin. Ces deux

phénomenes ont lieu en paralléle et donc les conductivités sgjoutent :
A = del + Aph (2.5)
Et I’ unité de conductivité A(W.m ™1k 1)
Quelques exemples de la conductivité des matériaux Fe=73, Cu=380, Al=220.
e Conductivitéthermique desliquides

Comme dans | es solides, en I'absence de convection la conductivité thermique des liquides est

assurée par les ondes acoustiques.
Exemple de conductivité des certain liquides : (eau=0.58), (I’ huile=0.14)
Remarque 2.1

e lesmétaux sont de bons conducteurs de chaleur, car ils ont une bonne conductivité
thermique

e A(T) : croit avec la température pour les gaz.

e A(T) : décroit avec latempérature pour le cuivre, lezinc, les aciers doux, le
plomb mais croit avec la température pour |I’aluminium et les aciers inoxydables

e A(T) : est quasi constant pour les huiles de moteur.
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4.1. Conduction stationnaire- Loi de Fourier [9]
e Loi deFourier

Lorsqu'on écrit la loi de Fourier, on suppose implicitement que le champ de température

T(x,y,z,t) est connu partout dans le matériau.

Cela permet ensuite de déterminer le flux de chaleur en tout point en utilisant I'équation du

flux surfacique qu’est proportionnel au gradient de latempérature :
@ =—NT (2.6)

Ou A est la conductivité thermique. Si le matériau n'est pas isotrope A est a priori un tenseur

symétrique qui peut étre diagonalisé en choisissant des axes convenables (cristallographiques)

» Champ detempérature: Letransfert de chaleur se produit dans un corps ou entre des

corps de température différente. On suppose donc qu'on peut définir en chaque point d’un

corps au moins une température qui dépend a priori du temps :
T(x,y,2t)
e Gradient detempérature: Le gradient de température est un vecteur dont la

direction, le sens et la norme sont déterminés par la maniere dont la température varie
dans le corps. Classiquement le gradient est perpendiculaire aux surfaces isothermes et

dans |e sens des températures croissantes.

JF = (6T aT 6T)
graat = dx 0y 0z

e Expression du flux dénergie: dépend du gradient de la température avec un

coefficient proportionnel alavitesse d’ agitation et au libre parcours moyen.

L’ expression du flux peut étre écrite sous laforme suivante :
daT
q= _kE (2.7)

k: Le coefficient de conductivité thermique définit positif.
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q : Est en fait un vecteur, lavariation se fait que sur z, leflux est un vecteur dirigé par e,

- dT.—
§=-kCe; (28)

2.5 Modélisation del’équation de la chaleur (équation de diffusion) [10]

Considérons un domaine Q de I’espace aNdimension que I’on suppose occupé par un

matériau homogene, isotrope et conducteur de la chaleur, on note z lavariable d’ espace
Cest —-a—direun point de Q, et t lavariable de temps::

Et les des grandeurs physiques utilisées sont définie comme suivant :

Variable inconnue : température T'(z, t)

Variabledetempst € R™, lavariable d’ espace z € R"

Dérivée partielle 2 (2.9)

T
Gradient en espace V= (STT, ...,;TT) (2.10)

1 N
Divergence d’ un vecteur ¢ = (g4, ..., )7 (2.12)
divg = Y], 2% (2.12)
aZi

. . N 2T

Laplacien : AT = div(VT) = Zi:l? (2.13)

Les grandeurs physiques utilisées sont : latempérature T, le flux de chaleur g, une source

thermique f, lachaleur spécifique ¢ > 0 qui est une constante.
Dans un volume éémentaire noté IV qui est indépendant du temps le bilan est donné par :

Variation en temps du quantité de chaleur = source+ pertes ou entrées atraversles parois

%(fVchz) = [, fdz— [, q.nds (2.14)
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Si on utilise le théoréme de Gauss, on obtient e résultat suivant :
Joy q.fds = Joy, divq dz (2.15)

On permute la dérivée en temps et I'intégrale sur V. comme le volume n’ est pas précisé, on

deduit.

¢ 2+ divg = f (2.16)

Figure (2.4) : vecteur normal unitéorientévers!’ extérieur
Normale unité d'un ouvert : Normaled unité: ||n|]| = 1
Laloi constitutive dite de fourrier nous permet d’ avoir les résultats suivant
q(z,t) = cVT(z,t) — kVT (2.17)

On obtient une relation linéaire entre le flux atravers une surface et la convection suivant la

vitesse, ladiffusion suivant |’ oppose du gradient thermique
Avec les conditions suivantes :
Conditioninitial : T(t =0,z) = Ty(2) (2.18)

Conditions aux limites :
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v Dirichlet : T = 0 sur le bord (thermostat)
v" Neumann : g.n = 0 (adiabatique)

On trouve une équation aux dérivées partielles :

CZ—:-I-CV.VT—]CAT =f dans QX R}

T=0 sur 00 xR} (2.19)
T(z,t =0) =Ty(z) dans Q

Avecc,V,f(z,t), Ty(z) et Q sont donnéeset T(z,t) inconnue.
Le modéle est issu d’ uneloi de conservation et d uneloi constitutive.

On remarque que le modél e se compose de deux partie une qui dépend de la convection et

I’autre de la diffusion, laquelle est mesurée par une grandeur sans dimension, définie par
P, =— (2.20)
Ou:
P, : Nombre de Péchlet.
L : Lalangueur
Dans ce cas on obtient
P, < 1, onaural’éguation delachaleur.
P, » 1, on aural’ équation d’ advection.
On s'intéresse al’ équation de chaleur, danscecas:

Equation de chaleur ( pour P, = 0)

CZ—:—kAT = fdans QX R}
T(z,t) =0 sur 0Q x R (2.21)
T(z,t =0) =Ty(z) dans Q
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Le probléme (2.21) est donc constitué d’'une équation aux dérivée partielles munie de
conditions aux limites et d’une condition initiale, a cause de la présence de conditions aux
limites, on dit que (2.21) est un probléme aux limites, mais aussi que c’est un probleme de

Cauchy a cause de la donnée initiale en temps.

La solution de I'équation se résume donc a un probléme de Cauchy :

aT( t) 2T( t) ER,t>0 (2.22)
—(z,t) =a——=(z,¢1), Z , .
dat 07°

Ou a > 0 est une constante donnée, 0 est une fonction inconnue réelle de deux variables z
et t.dci T =T(z,t) est la température dans un conducteur d’'une dimension, la valeur de
T(z,t) depend du temps t et de la position z. En général la valeur de T(z,t) ent = 0 est

donnée.
2.6. Description physique [9]

Considérons une barre de longueur illimitée, pour décrire I’ équation de chaleur, on suppose

gue le conducteur a une petite section d’aire As.
da da
[-KI(5) (a,b) — (52) (a, YAt (2.23)

Ou k est une constante strictement positive dépendant du matériau, k est positive du fait que la
chaleur circule du chaud vers le froid, on suppose que les variations de T et % ne sont pas
rapide, ainsi k% est la quantité de chaleur par seconde et par unité d’ espace circulant le long

des z dans la direction négative.

On s'intéresse a la maniére dont varie la température T aux différents points de la barre,

I’ éguation des échange de chaleur de I’intervalle[a, b].

. L . R dr
Si on prend la quantité a — b est petite, elle est s petite que E(z, t) est presque

constante pour que z € [a, b].

L’augmentation de la température étantj—iAt, la chaleur qui sort de la barre est

approximativement constante.,K 1 est une constante strictement positive, la chaleur spécifique
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par unité de volume cy est donnée par unité de masse donc si le matériau ala densité p aors
K1=pCq . On écrit ensuite que les deux termes sont égaux, on divise par ASAt(b - a) et on fait tendre

b —a veszéodou:

oT k 0°T
ET = 1072 (2.24)
2.7 Propriétés del’ équation de chaleur [7] :
2.7.1 Différentes écrituresde |’ équation dela chaleur 1D
L’ équation de la chaleur établie a partir deslois conservation est :
Py 5 T(@ ) = =542, +f(@) (2.25)
Comptetenu delaloi de Fourier :
pepoT = ai(k%T) +f (2.26)
Sil 'y apasdesourcesde chaleur f =0 :
pepaT = ai(k%T) (2.27)

Bien souvent, le coefficient de conduction sera pris constant, maisil peut dépendre dela
position (si on met des matériaux différents en contact), et il peut aussi dépendre dela
température si on chauffe trop, ou si on veut résoudre (2.27) de maniéretres précise. Si on

N’ est pas dans ces cas, on écriralaforme simplifiée classique::

oT (z,t) " 0%T(z,t)

PCp 5% 372 (2.28)
On lanote aussi parfois avec A plutét que k
0T (z,t) 0%T(z,t)
pPCp Fram A 372 (2.29)
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Enfin, on note aussi

0T (z,t) OZT(Z,t)_ _k 230
pepy——r = a7 ,aveca—pcp (2.30)

Le coefficient a de « diffusivité » et lesdimensions d’une longueur au carré divisé par un
temps (m?s~1) .L’équation de la chaleur est une équation différentielle aux dérivées

partielles.

Il'y adeux variables z et t qui sont deux variables indépendantes. Pour résoudre cette
équation, il faut des conditions aux limites, C’ est-a-dire lavaeur de latempérature aux bornes

du domaine. Nous allons les exposer plus tard.
2.7.2. Equation dela chaleur stationnaire 1D

Rappelons I’ équation de la chaleur que nous venons d’ établir :

a _ 0 a
pCp ET = E(kg'r) +r (231)

Les deux variables z et t sont deux variables indépendantes. On appellera solution
stationnaire, la solution obtenue pour un temps assez long. Pour la solution stationnaire, le

temps n’ est plus un paramétre latempérature ne varie plus avec letemps.

Ecrivonsles équations stationnaires: il s agit ssmplement de considérer que latempérature ne

varie plus avec le temps ' est-a-dire : %:O. (2.32)

e L’équation stationnaire de la chaleur dans un milieu immobile linéaire homogene

avec terme source est donc :

2 (k=T)+7r=0 (2.33)

e L’éguation stationnaire de la chaleur dans un milieu immobile linéaire homogene avec
terme source et isotrope est donc :
62
k=T+r=0 (2.34)
Dans les deux cas ' est une équation différentielle ordinaire. On a besoin de ses

conditions aux limites pour larésoudre.
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Conditions aux limites: il faut connaitre latempérature aux bornes de |’ objet chauffé C’ est
normal latempérature d' une barre métallique dépend bien de latempérature extérieure et de
latempérature al’intérieur de labarre métallique. On ales cas suivantes :
Latempérature partielle est imposée :

T=T

v (2.35)
Leflux partial imposé:
k2T, = q, (2:30)
Remarquons qu’ une paroi adiabatique (on dit aussi athermane) est telle que
—k =T, =0 (2.37)
Sur un plan de symétrie, on a aussi
—k=T =0 (2.38)
Il existe une autre possibilité liée au « facteur d’ échange que nous verrons plus tard.
Nous alons examiner des exemples simples en dimension 1.
Remarque 2.2 :

On écriralaforme simplifiée classique lorsque k est constant :

oT(zt) _ k 02%T(z,t)

P Py, (2.39)

Il faut donner des conditions aux limites a cette équation, pour I’ instant nous N’ avons présenté
gue des solutions stationnaires a température ou flux imposé, cela nous a permis d’introduire
larésistance thermique



Chapitre 2 Modélisation de I’équation de la chaleur

|

ZO =O Zl = L
Figure(2.5) : la conduction de la température

Une barre infini, soumisaT, en z;=0et Tyen z; =L
2.7.3. Ladiffusion de la chaleur dansun solide, régime stationnaire

elle se caractérise par |’ absence d’ une quel congque source de chaleur al’ intérieure du solide

le flux de chaleur est indépendant du temps.
2.74 L'équation delLaplace:
VT =0 (2.40)

Cetype de probleme est étudié de fagcon mathématique, la solution dépend de la géomeétrie
exacte et des conditions aux limites qui peuvent étre du type:

e températures fixées aux limites.
e flux dechaleur fixés.

e un mélange des deux.
8. Normalisation de |’ équation de chaleur 1D

Le flux thermique surfacique qui traverse le matériau est :
— - A
@ =—AT =—Aa = _E(Tl —T2) (2.41)

et leflux total est :
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¢ =—2(T1-T2) = —K(T1-T2) = KAT (2.42)
Ou K est laconductance thermique et 1/K larésistance thermique
D’ou d' aprés les conditions aux limites:
T(0)=T1

T(L)=T2

Onaura T(z) =T1+ (Tz_Tl)

- (2.42)

Qu'est lafonction de chaeur normalisée

13

> T

0 L

Figure (2.6) : la relation linéaire de la température

2.9. Conclusion

Nous avons vu gue le phénomene de transfert de chaleur satisfait |’ éguation de la chaleur
dans ces différentes formes. Aprés résolution de cette égquation nous permet de mieux
comprendre le concept de diffusion de chaleur dans des matériaux différents (solide, gaz,
fluide) .Onavu aussi dans ce chapitre les différent caractéristiques de ladiffusion dela

chaleur ainsi que les modes de transfert.
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La commande de latempérature dans un systeme est un vrai projet de recherche. Nous on va
proposer dans le chapitre aprés une commande pour |atempérature propage d’ une barre

métallique
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Chapitre 3 Calcul d’'une commande géométrique a la frontiere
d’'une équation de chaleur

3.1 Introduction

Aprés avoir présenté et donné des généralités sur les systemes a paramétres distribués et avoir
fait la modéisation d'un exemple d' un systéme de type parabolique en qui est |’équation de
chaleur.

On sintéresse dans ce chapitre a la synthése d'une loi de commande géométrique a la
frontiere d’une équation de chaleur, dans le but de mettre en évidence les performances
(poursuite) de cette loi de commande et de donner une idée sur ces avantages.

3.2 Notion del’indice caractéristique [13]
Dans ce paragraphe, on introduit la notion de I'indice caractéristique entre I’entrée  u €t la
sortie y pour les systémes décrits par I’ éguation (3.1)
3.2.1 Indice caractéristique pour les systémes a parametreslocalisés
Le modele d' état d’ un systeme a paramétres localisés décrit comme suivant :
x=f(x)+g(u (3.1)
y = h(x).
Le degré relatif du systeme non linéaire sur un domaine U est le plus petit entier r pour lequel
LyL;~"h(x) # 0 pour toutr dans U .
Lyh(x) : Represente ladérivée deliede h(x) par rapport g(x) pour lessystemes linéaires
devient Ly,L; 'h(x) = CA"™™'B # 0.
Considérons le systéme non linéaire mono-variable a paramétres localisés, décrits par
I’ éguation (3.1) .Cetype de systeme non linéaire est appelée systeme non linéaire affiné en
entrée, cette classe modélise la majorité des systémes physique : machine éectrique, robots,
processus chimique.
Dérivéesde Lie: ladérivée de Liedelafonction scalaireh(x) R™ — R, lelong du champ de

vecteur de f(x) , notée Leh(x) est donnée comme suit :

Leh(x) = 22 f(2)=Vh(x). f (x) (3.2)
Dérivéede Liede |’ ordre supérieur :
L?.h(x) = h(x)
B (3.3
Lr.h(x) = Lf (L; 1.h(x)) +#0,r=12.....n

Remarque: les dérivées de Lie nous permet de faire la linéarisation entrée/sortie d’ un systéme

)
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non linéaire. Pour que le systeme soit commandable I’ entrée doit apparaitre au moins une fois

dans lasortie .Pour calculer le degré relatif, on calcule la dérivée de la sortie comme suit :

y = L. h(x)
y = %(th(x)) = ’ (L;};(x)) = ’ (L];:C(x))f(x) + WQ(@ (3.4)

= L. h(x) + LyLs. h(x)
3.2.2 L’indice caractéristique pour les systemes a parameétresrépartis[12]

Considérons I’ opérateur de différentiation de la sortie y du systéme de larelation (3.1)

Par rapport au temps::
y = ckx (3.5
dy _ @ -k
Pl ckx = ck or (3.6)
d a
d—jt/ =ck (AE + B) + ckb(z)u (3.7)

Maintenant s on a ckwb(z) # 0, dors I’indice caractéristique de'y par rapport a I’ entrée

u ,notéepar r est égal al, s honr, est supérieur, larelation (3.7) devient comme suit

dy _ i
2 = ck(a=+B) (3.8)
Donc, il faut appliquer une autre dérivation al’ équation (3.8), ce qui donne:
d?y F) 2 F)
—z = ¢k (A£+B) x+ck (Aa-l-B)Wb(Z)u (3.9

De laméme maniéere, s lescalaire ck (A%+ B) wb(z) # 0, dors!’indice caractéristique
r est égal a2, sinoniil est d’ ordre supérieur.
Ou A ,B :sont des matrice
3.3 Commande alafrontierede I’équation chaleur appliquée a une barre métallique
3.3.1 Description du probléme de commande
U(t) T(,t) =T,

T(Zil t)

Figure (3.1) : Description de probléme de commande

=]
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Pour un systeme EDP parabolique en |’ occurrence |’ éguation de chaleur qui modélise
une barre métallique de 1D de longueur L et de section Squi est soumise a une température
u(z, t) avec les conditions aux limites suivantes

T(l,t) =50
T(,t) =0

et laconditioninitidle T(z,0) = T,
Lasortiemanipulée et y(z,t) = T(z,t), lasortie mesurée ym(z,t) = T(z;,t)

Avec |'expression de I’ équation de chaleur sous laforme suivante:

aT(zt) _  92T(zt)
e e (3.10)
Les conditions aux limites sont :
T(0,t)=0
T(l,t) =Te
En considérant la sortie:
¥(®) =T(z,t) = [, 8(z — z)T(z,t)dz (3.11)
En dérivant la sortie par rapport au temps on aura
dy(t) _ (L L NT@ED)
== J,8(z=1z) ——dz (3.12)
L 0%T(z,t)
:fo 5(z—zi)asz
et Sz, #z
8%T(z,t)
=a 6z§ Izzzi - a5(z)u(t)|z=zi
aZT(Zi,t)

On remarque que lasortiey(t) ne dépend pasde u(t) donc le degrérelatif est infini :
LyLih(x) = 0 (3.14)

Remarque

La commande par retour d’ éat qu’ on a appliquée, ne permet pas de suivre le critere de
performance (poursuite) imposé dans |e cahier de charge. On adémontré que d aprésla
dérivation successive delasortie y(t) par rapport au temps que le degré relatif est infini ce qui

)
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signifié que I’ entrée n’ apparait pas donc notre commande n’ est pas optimal car la performance de
suivi de latrgectoire de référence n'est pas assuree.

3.4 Transformation de la commande a la frontiére en une commande ponctuelle
Vu que lacommande a lafrontiére est difficile a appliquer, on propose de transforme, le

probléme de commande ala frontiere a une commande ponctuelle exploitable par calcule la
commande utilisant la transformation de la place dans |’ espace.

u(t)
u(t)

- -

Figure (3.2) : Représentelatransformation d’une commande au frontiére en une commande

ponctuelle
Latransformation de Laplace de I’ éguation de chaleur nous donne :
ar(s,t) _ o _ _dr(ot)
— =S T(s,t) —sT(0,t) — (3.15)

Latransformation de Laplace des conditions aux limites nous donne :

L(T(0,0) = T(Z’ 2 ugt)
L@y =2 =0 (3.16)
On T(0,t) = u(t): dTg'” =0
D'ou:
@ = 52T(s,t) — su(t) (3.17)
ey =02 I

Cette forme est équivalente ala commande ponctuelle :

e
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dT(s,t)=

OO 52 (s, 1) — sT(0,£) — o2 — su(t) (3.18)

AVeC a

T(0,t) =0 e 2D _9

dz

et

_ T(0,t

T(0,t) = ©.5 =

S
— Tt Ty
T(l,t) = =

Apreslecacul delatransformation inverse de Laplace, on aura:
0T (z,t) _0dT?*(z,t)

A 5(2)u(t) (3.19)
avec.
T(0,t) =0
et
T(Lt) =T,

3.5 Commande ponctuelle avec une Sortie auxiliaire [14]
Dans le cas la commande ponctuelle, |a sortie du systeme est définie comme suit :
y(©) =Te(z,t) (3.21)

Considérons la sortie mesurée donnée par |’ observation par moyennage spatia suivante :
l

m = T.(z;,t) = f c(2)T(z;,t)dz (3.22)

0

On dérive la sortie mesurée par rapport au temps, on aura:

d,Vm(t) f (Z) (Zu t)dz—f c(2)(a

= [le@ @24z — a(f) c(2)6@)dzyu(®)
e iy

Iy I

o 28D — 4§ (2u(t))dz (3.23)
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Donc I’ équation est sous laforme suivante :

Dm® — 1+ alu(t) (3.24)
dt

La condition pour que le degré relatif est fini est :

I, =— f(f c(2)6(2)dz # 0 (3.25)
l
- —j ¢ (2)8(2)dz 0= I, = —é(z = 0) £ 0 (3.26)
0
Donc lasolution et de choisir :
c(z)=z

Aprésintégration par partie on trouve les résultats suivants:
I, = —fol 28 (2)dz = folz’6(z)dz =2z |0=1 (3.27)
SiI, # 0, donc ledegrérelatif estfini o = 1, le probléme est résolu, dans lasortie
ym (t) apparait une entrée u(t).
D’ apres cette notion, on peut définir I’ équation différentielle entrée/sortie du systeme en boucle

fermée

dym(t
728 4y (1) = yd(©) (3.28)
Ou v(t) est une entré externe ou de référence

Calcule du deuxiemeterme:

_ TEH]?=t LTz
L=a [Z—az ]z=0 af, —dz (3.29)

Onremplace I; et I, dans(3.24)
Apres on remplace (3.24) dans (3.28) on obtient :
T( + alu(t)) + ym(t) = yd(t) (3.30)
Donc laloi de commande géométrique suivante:
w(®) = - [v(©) = ym(®) ~ T(al

Ou 7 est le paramétre a gjuster,

dT(z,t)
20|, — )] (331)

yd(t) Correspond aune entrée externe,

Ym(t) Lasortie mesurée,
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Remarque:

On peut faire une régulation pour la sortie auxiliaire avec un correcteur PID, on choisit ce
régulateur car le paramétre a gjuster et la constante de temps pour avoir les performances
désirées pour lasortie y,, (t).

3.6 stratégies de commande
L’ objectif est de commander |lasortie définit comme suit y(t) = T(z;, t)

Pour commander le systéme, on va proposer |’ asservissement indiqué par lafigure(3.3)

Figure(3.3) :Représentation de la stratégie de commande

3.6.1 Interprétation de la stratégie de commande
L’objectif est de commander la température y(t) = T(z;, t) ,donc on cherche la relation entre

y et ym a fin d’'imposer des consignes poury .

3.7 Les problémes de la commande géométrique

3.7.1 Problémes liés & la mesure: On sait que T est le paramétré a ajuster par le régulateur afin
d assurer une entrée /sortie stable et d' obtenir des bonnes performances pour la sortie y,,(t), si
on visualise la température d'un point ponctuel située sur la barre on voit que I’ évaluation des

termes I, et y,,(t) peut forcer lerésultat de mesure aaugmenté d’une fagon indésirable ce qui

§

vaobliger le capteur aenvoyer plusieurs informations de mesures imparfaites
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3.7.2 Problemeliés ala commande

Les problémes fréguents pour I’ application des commandes sur les procédés industrielles sont
dus a la dynamique non linéaire produite par des organes de puissance ou par des erreurs
d’identification ou des incertitudes des ééments non modéliseés et |a commande géométrique peut
avoir des problémes qui sont liésal’ estimation :

v' de la géométrie du domaine Q.

v’ Lespropriétés thermo-physiques 1 et a

v’ La condition initial

v’ Des conditions aux limits

v’ Le terme source T(z, t)

v’ Les problémes liés aux méthodes de discrétisation du modéle

3.8 Les avantages de la commande géométrique
v permet de tirer profit de la théorie de commande de systéme a paramétre localisés
v’ la conception de la loi de commande est facile (calcule basé sur I'indice caractéristique)

v’ analyse de stabilité est simplifiée en utilisant la théorie de semi groupe et de lyapounov

3.9 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au calcul de la loi de commande qui nous permet de trouvé une
solution analytiqgue au probleme de la commande a la frontiére, la solution trouvé est la
transformation de la commande a la frontiere en une commande ponctuel a la frontiére ce qui
permet de synthétiser un retour d état de degréfini pour un systéme a parametre distribuées, ou la
stratégie de commande est divisée en deux étapes essentielles, trouvé la relation entre ym et
y aprés on impose les consignes pour y.

Les performances de cette commande seront évaluées par simulation dans le chapitre suivant

)
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4.1 Introduction

Apresavoir calculélaloi delacommande géométrique dans le chapitre précédant, et
pour des raisons de la simulation, on va utiliser dans ce chapitre I’ un des méthodes numérique

danslebut d évaluer les performances de lacommande.
4.2 Définition dela méthode desdifférencesfinies[15]

L’ approche des différences finies est basée sur I’ utilisation des séries de Taylor pour

obtenir des approximations par différence finies des dériver partielle spatiales.

Ces approximations sont représentées par des schémas différenciés qui peuvent étre

arriéres, avant ou centrées selon la position des points utilisés pour réaliser |’ approximation.

Laméthode des lignes est devenue I’ un des outils standard pour |a résolution des

problémes pratiques.
4.3 M éthodes d’ approximation aux différencesfinies

La méthode d approximation aux différences finies utilise différentes approches pour la
discrétisation des EDP et donc leur résolution. Elle s agir de |’ approximation du modéle

initial sefait soit de maniére totale ou bien partiel. Deux types de discrétisation existent :

v" Discrétisation totale
v" Semi-discrétisation

4.3.1 Discrétisation totale

La discrétisation est totale dans tous les domaines (spatiale et temporel). La solution

obtenue est trés précise et donc plus proche du systeme initial.
4.3.2 Semi-discr étisation

En parle la de laméthode des lignes. La discrétisation se fait seulement sur |’ un des deux
domaines (spatiale ou temporel). On obtient un systeme d’ équations différentielles ordinaire,
I’ ordre du systéme augmente avec le nombre de points de discrétisation et devient donc plus
proche du systémeinitial. Cette méthode est moins précise que la premiéere mais elle est plus

pratique.
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4.4 M éthode deslignes

C’est un cas spécial de laméthode des différencesfinie, elle est plus pertinente et donc plus
exacte. Sasimplicité larend également plus rapide en ce qui concerne le temps de calcul.

4.4.1 Origine et approche de laméthode deslignes [16]

La méthode des lignes se rapporte le plus souvent ala construction ou al’ analyse des
méthodes numérique, pour des égquations aux dériveées partielles. Son principe est basé sur la

discrétisation des dérivées spatiales, et en laisse la variable du temps continue.

Le systéme devient donc un systeme aux dérivées ordinaires auxquels une méthode

numérigue pour des égquations aux dérivées ordinaire peut étre appliqueée.

Laméthode des différences finie est aussi utilisée pour la résolution numérique des équations
différentielles, et des équations aux dérivées partielle, cette méthode consiste aremplacer les

dérivées de |’ équation par des approximations aux différences finies.

L’ approximation de la solution est obtenue en un nombre de points fini du domaine Q. Pour

celaen fait un maillage uniforme Az del’ espace (.
4.5Propriétés et utilisation dela méthode deslignes[16]

4.5.1 Propriétés

On achoisi cette méthode pour ces propriétés suivantes
» Efficacité de calcul

L e caractére semi-analytique de laformulation méne a un algorithme simple et compacte,

qui fournit des résultats exacte avec moins d’ effort de calcule que d’ autre technique.
> Stabilité numérique

En séparant la discrétisation du temps et de I’ espace, il est facile de déterminer |a stabilité

et la convergence pour un large éventail de problemes.
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> Effort de programmation réduit

En se servant des solveurs de problémes d’ EDO de pointe, I’ effort de programmation peut

étre considérablement réduit.
» Tempsde calculeréduit :

Puisque seulement une petite quantité de lignes de discrétisation est nécessaire dans le calcul,
cen'est pas nécessaire de résoudre un grand systeme d’ équation, par conséquent la durée de
calcul est petite.

4.5.2 Utilisation de la méthode deslignes:

L’ utilisation de la méthode des lignes doit satisfaire certaines conditions, on cite les

suivantes [16] :

e Division du domaine des solutions en couche.

e Discrétisation del’ égquation dans un sens du méme rang.

e Transformation pour obtenir des éguations ordinaires découpl ées.
e Transformation et introduction des conditions aux limites.

e Résolution des équations.

4.6Principe dela méthode deslignes

Le principe de cette méthode est de remplacer les dérivées spatiales dans |’ équation aux

dérivées partielle par des approximations a gébriques.

Le systéme passe donc d’ un systéme aux dérivées partielles a un systeme avec seulement des
dérivées temporelles ¢ —a-d systémes ODE, cette transformation est assez exacte donc elle
garde les propriétés du systemeinitial.

Une fois |’ approximation faite, nous pouvons appliquer n'importe quel algorithme
d intégration numérique pour que les équations aux dérivées ordinaires, munis des conditions

aux initiales calculent une solution numérigque approximative pour I’ EDP.



Chapitre 4 Simulation de la commande géométrique a la frontiere
d’une équation de chaleur

4.6.1 Application dela méthode des lignes pour la discréisation de

I’ équation de chaleur
Considérons | e probleme monodimensionnel de la conduction de la chaleur dans une barre
de delongueur [. Le champ de température T(z, t) vérifie I'éguation de lachaleur :
aT(z,t) 0%T(z,t)
st %oz
Ou «a est ladiffusivité thermique.

A cette EDP s'gjoute deux conditions aux limites aux extrémités de labarre T(l,t) = T; et
T(0,t) =0 ainsi qu'une condition initiale T(z, 0) = T, .
L'intervale[0,1] est discrétisé en N +1 neeuds de coordonnées Zi (i variant de 0 aN)
régulierement espacés. Notons Az le pas d'espace. Le temps est discrétisé avec un pas
constant At .
L’ équation de chaleur est donnée comme suit

dT(z,t) _ o 0%T(z,t)

ot 0z2 (4.1)
z €[0,1], f=0.
avec les conditions aux limites suivantes:
To(t) =T(0,t) = 25
T,(6) = T(L£) = 50 (4.2)
et les condition initiale suivante :.
T(0)=Ty(t)=0 (4.3)

La résolution de cette équation doit satisfaire les conditions aux limites citées au-dessus. Ces
conditions correspondent aux frontiéres de I’intervalle sur lequel I’ équation différentielle doit
étre satisfaite.

Le domaine de I’ espace doit étre décomposé en N intervalles égaux correspondant au pas de
1
R

discrétisation Az =
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+ Discrétisation delapremiéredérivee:

OT(2) _ Tua(t) = Tia (8
0z 20z

+ Discrétisation dela deuxieme dérivée

0°T(z,t) _ Tiy1(t) — 2T 1 (t) + Ti(t)

0z Az?
D’ou I’ éguation différentielle :
T,

==6§55[ﬂ+1"2ﬂ'+7}—'ﬂ

i=123..,..N—1

On aura:

[Tz — 2T + To]

Tl(t) = (AZ)Z

o (e) = [T3 — 2T; + T
Z(t) - (AZ)Z

) = [T, — 2Ts + T,]

(Az)?

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Chapitre 4

[Ty — 2Ty_1 + Ty—2]
(Az)?

Ty-1(t) =

[Ty+1 — 2Ty + Ty—4]
(Az)?

Ty (t) =

Cet ensemble d’ équations peut étre écrit sous laforme matricielle suivante :

Ty 2 1 0 0 0 iz 8
T, 1 -2 1 0 0 Ag 0
T, (1o 1 -2 1 0 - 0 0
=—|: o o |TH To + T,
Azz| L, 0f"° :
Th_1 0 0 1 -2 1 ' 1
| Ty, 0 001 -2 0 Az2

-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
(o 1 =2 1 o0
A [ — . o, o, o, o, . .
=1 :
Az 0
0 o 1 -2 1
0 0 1 -2
- 1 —_
Az2
0
0
B =
0
L 0
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1
o o oo
]

Lamatrice C=A—;[1000 ...... 0] et D=0

On remarque que la matrice dynamique est tri diagonale symétrique, la solution peut étre

calculée par une méthode d’ intégration des équations aux dérivées ordinaires.
4.7 Partie pratique du travail

4.7.1 Simulation du modele en boucle ouverte

Lasimulation numérique nous permet la simulation de modéle en boucle ouverte on utilisant
le solveur ODE45 avec les conditions suivantesu = 100°Cet Te = 50°C cette simulation
conduit aux résultats de I’ évolution de la température en fonction du temps décrit dansla
figure (4.1)

55

50 - —

45+ -

35 -

30 - -

25 1 1 1 1 | | | 1 1
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

temps (min)

Figure(4.1) :I’évaluation de températur e en fonction du tempsalafrontiere
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d’une équation de chaleur

Remarque: d apresle résultat de simulation, on voit que la témpérature évolue comme un

systéme de premier ordre.

L’ évolution spatio-témperol de latémpérature danslabarre est représentée sur lafigure (4.2)
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Figure (4.2) :I’ évaluation spatio-temporelle

Onremarque que lacommande alafrontiere appliquée sur le systeme engendre une variation
de latempérature sur |’ espace géométrique

On utilise donc le solveur ode 45 pour simulé un nombre de point de discrétisation N=10, on
obtient lafigure (4.3)



Chapitre 4 Simulation de la commande géométrique a la frontiere
d’une équation de chaleur
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Figure (4.3) :I’évaluation des températures dans différents points ponctuelles

On constate que latempérature évalue avec une dynamique du premier ordre.

4.7.2. Discrétisation dela loi de commande géométrique

L’ approximation des températures aux frontieres sont indiquées par lafigure (4.4)

AZ

Figure (4.4) : Représentation d’application dela méthode de discr étisation sur labarre

an



Chapitre 4 Simulation de la commande géométrique a la frontiere
d’une équation de chaleur

Les températures aux frontieres peuvent étre approximés comme suit
A z=0:

2 peo = s [-3T(2 = 0) + 4T (z = dz) — T(z = 2d2)] (4.5)

Et a zZ:l

et = s [3T, — 4T (z — dz) + T(z — 2d2)] (4.6)

4.7.3 Loi de commande géométrique discrétise :
u=—|yd — ym — (3T, — 4T( - Az) + T(1 — 2A2) + arT,| (4.7)

Ou yd: est une entrée de référence

Et ym:est sortie mesurée

on utilisant un observateur au moyennage spatial ym = f(f T(z,t)dz = AzY 3t T(z;,t)
=y(t)

Et avec desconditionsaux limite T(0,t) =0°C e T, =500C

7 . Constante de temps de systéme

[: Longueur de labarre

a: Coefficient de la diffusivité de la chaleur

4.7.4 Simulation dela commande

On constate qu'il y aunerelation linéaire entrelasortie y(t) et lasortie mesurée
ym(t), et pour celaon introduit un correcteur qui nous permet de réglé laconsigne afin

d’ éiminé |’ écart produit entre la sortie et la sortie mesurée.

Cette relation est représentée dans lafigure (4.7)
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Figure(4.5) : Larelation entrela sortie mesurée et latempérature moyenne

Larelation est souslaforme: yd = f(yl2) = (yl2 + 24.6290)/3.014

» On applique la commande dans les conditions suivantes :
a=1etl=1m Etonprend 7 =12s

Pour le test de poursuite de consigne, on a considére une consigne de référence yd = 20°C a

t=1[0 200] (min) et &une perturbation qui soumise al’ extrémité de la barre avec
Tl S SOOC

Les résultats de simulation sont illustrés par les figures représentées si dessous :
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Figure(4.6) : évolution delatempérature mesurée

On déduit que laconsigne est atteinte rapidement, que |’ écart statique et tres réduit et la

commande nous permet de rejetée la perturbation sans probléme.
» Changement de consigne:

On s'intéresseici au comportement de latempérature mesurée, lorsqu’ on fait un changement
de consigne, on simule | e systéme avec une consigne de 40 ¢ et I’ instant t=100 s on

augmente laconsignejusqu’a70 ¢’, et les résultats de ssimulation sont représentées par

lafigure (4.7).
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Figure(4.7) : repreésentée la sortie mesur ée on changement de consigne

On remarque que latempérature mesurée suit parfaitement les consignes exigées donc on

constate que la robustesse de la commande est vérifiée.
4.8 Conclusion :

On avue dans ce chapitre que la méthode des lignes est facile et efficace pour approximé
un systeme de degrérelatif infini aun modéle de degrérelatif fini sansinfluencé sur les
caractéristique réel du systeme. Pour e modele on constate qu’ un nombre important de point

de discrétisation, augmente I’ efficacité de la commande

Les performances dela commande aux frontiéres, basee sur le control géométrique, ont été
évaluées, par simulation, lacommande géométrique réagit convenablement pour assurer la
poursuite de consigne.
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Conclusion Générale

Le travail réalisé dans ce mémoire sinscrit, d’un point de vue théorique, dans le
domaine du contrdle des systemes décrits par des équations aux dérivées partielles (EDP).et
notamment des systemes (EDP) de type parabolique.

Apres avoir donné une vision sur |I’importance des systémes a parametre distribuée et
défini leurs commandes, et leurs observateurs et leurs différents classes ,on s est intéresse
a une classe particuliere a savoir les systemes paraboliques de premier ordre .avant
d’ élaborer une loi de commande efficace pour cette classe.

La modéisation de ces systéme nous donne des modéles d états dont I'indice
caractéristique est de dimension infini, par une transformation de Dirac on arrive a
transformer le modéle de degré infini a un systéme de degré fini ce qui nous permet de
calculer la loi de commande géométrique a la frontiere .Cette loi consiste a imposer une
dynamique entré-sortie au systéme en boucle fermée.

Enfin pour des objectifs de simulation on a utilisé une approximation avec la méthode des
lignes.

Les résultats de simulation montrent que la commande géométrique est trés efficace
pour contrdle des EDP parabolique, la synthése et |I'implémentation de commande est tres
facile et donne des résultats parfaites.

On note enfin que la description mathématique est d'une utilité nécessaire pour la
recherche des commandes des systemes complexes et comme perspective, on propose la

construction d’ observateur d’ état initial a partir d’ une mesure.

o
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Rappel mathématique sur polyndmes de I’inter polation du L agrange:

L’ approximation avec le polyndmes du Lagrange se fait comme suit :
Z—Z; Z— Z; Z—Z;_ Z; — Z;

( z) ( l+1) T(Zi—p t) + ( i 1) ( i l+1)

Z;i—2Zi1) (Zi — Ziy1) (z; — 2;_1) (Zi—Zi41)

p(z) = C T(z;, 1)

1 (Zimzie1) (2-7) T(z;,4,t)
i+1

T
(Zi+1-2Zi-1) (Zi+1-23)

T'(z,t) = p'(2),_,,
L es approximation des températures extrémités sont :

oT 1

9z |z=0 = 277 [-3T(z=0) +4T(z =dz) — T(z = 2dz)]
o =l BT - 4Tz - d2) + T(z - 2d2)]
3z = = 287 Zmaz (z 2)

Rappe mathématique sur les développement du Taylor :

Les dével oppements du Taylor des températures sont :

2

Az~
T(z;+1)=T(z; +Az) =T(z;) + AzT'(z;,t) + TT (z;, )
2

Az~
T(z;—1)=T(z; — Az) =T(z;) — AzT'(z;,t) + TT (z;, )
D'ou:

T(z; — 1) + T(z; + 1) = 2T(z;)+Az*T (z;, t)

Onaura:
; T(z;+Az) —2T(z;) + T(z; — Az)
T (Zir t) = AZZ
Et:
T(z;—1)—-T(z; +1) = 2AzT'(z;, t)
Donc on aura:

, T(z;—1)-T(z;+1)
T'(z;,t) = —— o .
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