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Introduction générale



Introduction générale

Le mouvement d'un gaz visqueux comme l’air de I’atmosphére terrestre peut
étre décrit par un systéme d’équations aux dérivées partielles non linéaires. En effet, si
on désigne par p la densité de air supposé sec, v = (v1, V9, v3) sa vitesse, p sa pression
et par T' sa température, le mouvement de ’atmosphére peut étre raisonnablement
décrit par le systéme (voir par exemple [9]) d’équations aux dérivées partielles non
linéaires suivant

(0.1) 000 + ov - Vv + Oy, p =

2
v ) (n(vvj + 8%‘]'1})) - gafll‘](nv ’ U) + an (Cv ) U) - anjq)7 ] = 17 27 37
(0.2) Do+ V - (ov) = 0
(0.3) oCyv (0T +v-VT)+pV - v =

3
2
V- (kVT)+n Z (O, v5 + O, V) — 3 ikV - 0)0pv; + (V- U)Z,

jk=1

otl n et ¢ sont les coefficients de viscosité d’écoulement et volumique de I'air, ® est
le géopotentiel, Cy est la chaleur spécifique de I'air, s est la thermoconductibilité de
air et R est la constante universelle des gaz. Enfin la pression p = p(o,T) dans le
cas d’un gaz idéal est de la forme

(0.4) p = RoT.

La quantité de mouvement et la loi de conservation de masse s’expriment par les
équations (0.1) et (0.2), tandis que le bilan d’énergie, exprimé en fonction de la
température, est décrit par I'équation (0.3).

Dans cette forme assez générale, on trouve de grandes difficultés & analyser un
tel systeme et les résultats connus ne nous donnent pas de déscription satisfaisante.
Toutefois, dans les applications aux phénomeénes atmosphériques, la distribution de
la pression, de la densité et de la température reste généralement assez proche de
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celle de I’état hydrostatique qui joue un role essentiel dans le probleme de stabitilité
et d’instabilité de I’atmospheére. En particulier, le phénomeéne qui est communément
appelé convection est causé par une distribution proche de I’état hydrostatique. A ce
titre, la premiére partie de cette thése constitue une contribution a la modélisation
mathématique de la convection atmosphérique. Plus précisement, on s’est intéressé
au mouvement stationnaire d’'un gaz visqueux compressible et calorifére, soumis a
la gravitation, enfermé entre deux plans horizontaux en présence d’une distribution
non-homogeéne de la température. Un tel mouvement stationnaire est régi par le
systeme d’équations suivant

(0.5) o(v-V)v—nAv —AV(V -v) = =RV (oT) — goes,
(0.6) V- (ov) =0,
(0.7) Cyov-VT — kAT + RoTV -v =
3
8% 81}j 2 61)]' 9
nij_l(axj + 8561 36wv U)ﬁml * C(v U)

Ce systéme o, A = 51+, découle aisément du systeme (0.1)-(0.3) si les coefficients
de viscosité n et (, la conductibilité thermique k et la chaleur spécifique Cy sont
constants.

Notons que méme dans ce cas, si la température et la densité varie sensiblement,
’analyse mathématique du systéme d’équations (0.5)-(0.7) présente de sérieuses dif-
ficultés. Dans le but d’obtenir un premier résultat sur la convection, on a, dans
un premier temps, considéré le cas d’'un mouvement stationnaire périodique dans
les directions horizontales. Le probléme est ainsi ramené & 1'existence d’'un mouve-
ment stationnaire dans le domaine Q2 = Tx]0, [, T étant le tore bidimensionnel.
Quant aux conditions aux limites sur la vitesse et la température, elles seront op-
portunément définies. On verra dans le premier chapitre comment une distribution
non-homogeéne de la température autour d’'une donnée de température sur le fond
(asimilé au niveau de la mer) assez grande peut engendrer un mouvement de convec-
tion stationnaire dans un état proche de I’état hydrostatique. Cet état hydrostatique
est caractérisé par une distribution affine de la température qui décroit avec 1’al-
titude. Ce résultat, mathématiquement traduit par un théoréme d’existence d’une
solution stationnaire, constitue le résultat principal de la premiére partie de cette
these.

L’existence d’une telle solution sera obtenue a l'aide du théoréme de Schauder
comme point fixe d’un opportun opérateur non-linéaire qui sera défini par la résolu-
tion de notre systéme d’équations convenablement linéarisé. Signalons que, dans [20],
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les auteurs ont montré l'existence d'une solution stationnaire d’un systéme analogue
avec, au lieu de (0.4) une pression de la forme

(0.8) p=p(o,T) =TG(o)

ot GG est une fonction strictement positive croissante, mais avec des données de la
température sur la frontiére voisine d’'une constante. Dans notre cas les données de
la température sur la frontiere sont proches d’une distribution hydrostatique (pour
les problémes connexes, voir aussi [21]).

Ayant obtenu une solution stationnaire, il est naturel de se poser la question de
sa stabilité. A ce propos, rappelons que dans [17], les auteurs ont montré la stabilité
de I'état d’équilibre du systéme d’équations (0.1)-(0.3) dans un domaine borné avec
une température au bord constante et une pression du type (0.8). Ce résultat s’étend
facilement au cas ou la température au bord ne varie pas sensiblement. Mais si celle-ci
varie sensiblement, comme dans notre situation, la question de la stabilité présente de
sérieuses difficultés mathématiques. On s’est alors intéressé dans la seconde partie de
cette these, du point de vue stabilité, a ’étude d’un systéme d’équations dit systéeme
a transformation adiabatique. Ce systéme est assez proche dans sa structure du
systéme d’un gaz visqueux barotropique connu comme équations de Navier-Stockes
compressibles. Plus précisement, il s’agit du systéme d’équations d’'un gaz visqueux

(0.9) 00w + o(v-V)v —nAv — AV (V -v) = —RVp — oV,
(0.10) o+ V- (ov) =0,

ol la pression

(0.11) p= RoT

est liée a la transformation adiabatique décrite par I’équation
(0.12) CvoldT +v-VT| +RoT'V -v=0.

Le systéme d’équation (0.9)-(0.12) résulte du systéme complet (0.1)-(0.3) des équa-
tions du mouvement d’'un gaz visqueux en négligeant la diffusion de la chaleur et
lPaugmentation de la température diie & la friction interne du gaz. Pour la construc-
tion de ce systéme d’équations (0.9)-(0.12) et les relations de la transformation adia-
batique, on peut consulter [14], [12].



Notons que I’équation (0.12) jointe & I’équation de continuité (0.10), nous montre
que sur les trajectoires la quantité

(0.13) q=

est invariante. En ce sens, on est dans une situation similaire au cas barotropique ot
(voir [7]) les auteurs ont montré l'existence d’une distribution de densité minimisant
I’énergie potentielle diie a la pression et la gravitation, en outre, celle-ci est asymp-
totiquement stable.

Analoguement au cas barotropique (voir [7]), dans la seconde partie de cette
these, on discutera la question de l'existence d’un mimimun pour la fonctionelle
d’énergie potentielle diie a la gravitation et a la pression, et, dans le cas affirmatif,
quel couple de distribution de densité et de température (o, T) le réalise dans une
classe de couples admissibles. La question de stablilité au sens de Lyapounov sera
également discutée a la fin du second chapitre. La classe de couples admissibles sera,
construite en exploitant les invariants du systéme d’équations a tansformation adia-
batique. Seulement dans notre cas, contrairement au cas barotropique, la classe des
miminisants admissibles n’est pas convexe. Il s’agira alors d'une optimisation non
convexe. Ceci, comme on le verra au second chapitre, exigera un raisonnement tres
élaboré pour démontre I'existence d'un mimimun atteint par un état de repos caraté-
risé par un couple de distribution de densité et de température. Une caractérisation
des distributions de température et de densité atmosphériques que les météorologues
communément classifient stables ou instables sera donnée, en particulier pour la
distribution “la plus stable”.
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Préliminaires

0.1 Geénéralités de I’Atmosphére

L’atmospheére présente des caractéristiques physiques différentes, en particu-
lier de la pression et de la température, mais aussi une composition chimique treés
complexe. Les différences des caracteristiques physiques observées ont conduit a la
division conventionnelle de I'atmosphére : troposphére, stratosphere, mesosphére et
thermospheére. La couche qui se trouve immédiatement au dessus de la surface ter-
restre est la troposphere; elle est caractérisée par la décroissance presque linéaire de
la température suivant la hauteur. Cette décroissance est expliquée par la présence
du mouvement vertical de l'air (et donc le mélange de l'air entre les parties supé-
rieure et inférieure de la troposphére) dans lequel la variation de la pression et de la
température ne s’écarte pas beaucoup de celle de la transformation adiabatique. La
troposphere peut étre considérée comme le siege des phénomenes météorologiques.

0.2 Etat hydrostatique

Dans 'atmosphére réelle la diffusion de la chaleur et l'effet thermique de la
friction interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement vertical de 'air
entraine une variation de la pression et de la température de maniére assez proche
du processus adiabatique. Ce comportement de I’air engendre une distribution de la
pression, de la température et de la densité assez proche de la distribution de 1’état
hydrostatique.

En effet, si on néglige la diffusion de la chaleur diie a la friction interne, I’équation
(0.3) se réduit a

(0.14) oCy (T +v-VT)+ RoTV -v = 0.
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Si le mouvement de ’air vérifie cette équation, alors le rapport

1
T~
=17

Q’Y

(0.15) q=

reste invariant le long de chaque trajectoire définie par le systéme d’équations diffé-
rentielles
d

%x(t,xo) =o(t,z(t,x9)), x(to, o) = xo.

Nous rappelons que 7 est 'exposant adiabatique, dont la valeur approximative est
de 1,4. Ainsi sur chaque trajectoire on a,

(0.16) T(t,x)=Co"!

ot C est une constante. Supposons maintenant que la valeur de la constante C' est
identique dans une région €2. Alors dans cette méme région, la pression p, qui satisfait
a 'équation (0.4), est exprimée par

(0.17) p=ho,

avec h = C'R. Considérons & présent le géopotentiel @ donné dans I’équation (0.1).
Si on substitue dans celle-ci v par 0 et p par la relation (0.17), on obtient ’équation

(0.18) hVo' = —oV .
comme . N
Vo' =V Vi = ——pvo!,
v—1
de (0.18) on déduit que
h

_7vgv—1 Vo

v—1
ce qui implique que

—1

0.19 S st T T
( ) 0 QO + h’}/ ( 0 )7
ou

1oy — 1 1
(0.20) o=(a) '+ W(‘Do — @),

ot @y = P(xg) et 09 = 0(xg) avec zg € 2. Dans application de la relation (0.20) a
I’atmospheére réelle, il est commode de considérer &y comme étant la valeur de ® au
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niveau de la mer et gy celle de la densité au méme niveau.
Il faut rappeler que du point de vue physique, les relations (0.19) et (0.20) sont
valables uniquement si

_ —1
3(z0) >0, o] 1+%(¢0—q>) > 0.

La relation (0.20) signifie que, dans 'approximation "adiabatique", ’atmosphére "au
repos" (c’est-a-dire lorsque v = 0) aura la distribution de la densité ¢ décrite dans
(0.20). En outre, compte tenu de la relation h = C'R, de (0.16) et de (0.19) on déduit
que

020 T=0@ "+ T - #) =T U e - 0)

ot Ty = Cg)~" est la température au niveau {z € Q | ®(z) = ®y}. D’autre part, de
(0.17) et (0.20) on déduit que

(0.22) p = h(@g L + ’)/h—(q)o —®))T = (po7 + (fy T >((I>0 — <I)))v—17
Y ho~y

ot pg = hg] est la pression au niveau {z € Q | ®(x) = ®y}. Dans la région  un état
hydrostatique est défini par la distribution de la densité p, de la température 1" don-
née par (0.20) et (0.21) et de la pression p donnée par (0.22). Notons que dans I'état
hydrostatique, la température 7" descend linéairement par rapport au géopotentiel
®, ce qui correspond au comportement de la température dans la troposphére.
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Chapitre 1

Mouvement de convection
stationnaire
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Mouvement de convection
stationnaire

1.1 Introduction

Il est bien conu que, dans les applications aux phénomeénes atmospheériques,
la distribution de la pression, de la densité et de la température est généralement
assez proche de celle de I’état hydrostatique qui joue un role essentiel pour le pro-
bléeme de stabitilité et d’instabilité de 'atmosphére. En particulier, le phénoméne
communément appelé convection est causé par une distribution proche de ’état hy-
drostatique. Le transfert de chaleur dans I’air se fait par un mouvement de convection
qui se produit quand une couche d’air, en contact avec une surface chaude, chauffée
par la conduction devient plus flottable. En effet, comme la température de 'air
diminue avec 'altitude, la différence verticale de température crée un soulévement
significatif de 'air qui entraine avec lui de I'énergie. Comme la limite supérieure
de I'atmospheére terrestre réelle ne peut étre définie de maniére nette et naturelle,
pour analyser mathématiquement la convection de l’atmosphére, nous avons consi-
déré le cas du mouvement sationnaire d’un gaz visqueux compressible et calorifére
soumis a la gravitation enfermé entre deux plans horizontaux, plus précisément dans
le domaine

Qo = {2 = (21,29, 23) €ER* | 0 < 23 < h}.

Un tel mouvement est régi par le systéeme d’équations suivant
(1.1) o(v-V)v—nAv —AV(V -v) = =RV (oT) — goes,

(1.2) V- (ov) =0,
CVgU VT — kAT + RoTV -v =

8% v 0v;
- nz 8xj xT; 5Z]v >8$

(V- )%).
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Ce systéme olt, A = 51+ ¢, découle aisément du systéme (0.1)-(0.3) si les coéfficients
de viscosité n et (, la conductibilité thermique k et la chaleur spécifique Cy sont
constants.

Si la distribution de la température et de la densité varie sensiblement, l'analyse
mathématique du systéme d’équations (1.1)-(1.3) présente dans ce cas de sérieuses
difficultés. Pour obtenir un premier résultat sur la convection, dans un premier temps,
on s’est inéressé au cas du mouvement stationnaire périodique dans les directions
horizontales. On supposera que toutes les fonctions, données ou inconnues, sont pé-
riodiques de periode 27 par rapport aux coordonnées xq et xo, de sorte que, d'un
point vue mathématique, notre domaine se réduit & un domaine relativement com-
pact de R3

Q = Tx]0, h

ol T est le tore bidimensionnel. On désignera, 1a ot il n’y a pas de risque d’équi-

voque, par ' le point générique de T2, de sorte que z = (2/,23) € Qsi 0 < 23 < h.

Nous considérons donc dans le domaine 2 le systéme (1.1)-(1.3) avec les condi-
tions aux limites

<1'4) v ’333:0 =0, w3 ‘$3=h - g_;); |x3=h =0 (i=1,2),
= _ h
(1.5) T(2',0) = Ty(a") = Tp + e(a'), T(x',h) =Ty — ﬁcv’

oil £(2’) est une petite perturbation assez réguliére définie sur R?. Notre domaine
étant borné, le probleme (1.1)-(1.5) doit étre complété par la donnée de la masse
totale finie

(1.6) MQ:/QQ(:E)d:U.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons que Tj et M, sont assez grand
et la perturbation e assez petite. Autrement dit

(17) T() > A(), MQ > A() et ||€HH3(T2) < £0-

Sous 'hypothése (1.7), on verra comment une distribution non-homogene de la
température autour de Ty peut engendrer un mouvement de convection stationnaire
dans un état proche de I'état hydrostatique relatif a Tp. Ce résultat qui constitue
la partie principale de ce chapitre sera traduit par un théoréme d’existence d’une
solution stationnaire du probléme (1.1)-(1.6).

15



1.2 Reésultat principal

On cherchera une solution (v, T, ¢) du probléme (1.1)-(1.6) dans un voisinage de
I’état hydrostatique (0, Ths, 0ns) ou, d'un point de vue technique, dans un état proche
de celui-ci. Dans notre cas, I’état hydrostatique est caractérisé par la distribution de
la densité gps(x3) et de la température Tj,,(x3) données par

g3 )Ci 7 g3

(18) @hs(x?)) = @hs(o)(]- — TO( R Ths(x?)) — TO - (R + CV)

R+Cv)

ol 05s(0) est une constante d’intégration qui sera déterminée par la condition

/ ons(x)dx = M,.
0

les relations (1.8) sont étroitement lices a la transformation adiabatique. En effet, si
on introduit ’exposant de 1’adiabatique

R Cp
1.9 - 41 =-
(19) 7 Cv+ Cy’

oit Cp est la capacité calorifique & pression constante, les fonctions g(z3) et Ths(z3)
s’écrivent
—1 1 — Y — 1

_ _ y 1 _
1.10 s = 01s(0)(1 — — 1 T =Ty —
( ) Ohn (x?)) Ohn ( )( 7}-])JTOQSU?)) h (xs) 0 R

grs.

Notons que ces relations découlent facilement de (0.20) et (0.16) dans le cas par-
ticulier ou ®(x) = gxs3. Il est bien connu que la valeur de v est % pour les gaz
monoatomiques, g pour les gaz biatomiques, % pour les gaz triatomiques. Pour les
relations entre R, C'p, Cy et v et la transformation adiabatique, voir par exemple

|12|. On supposera que

<y <2

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.1. Sous I’hypothése (1.7), le probléme (1.1)-(1.6) admet au moins
une solution

(v,T,0) € H}(Q) x H*(Q) x H*(Q).
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1.3 Préliminaires a la démonstration.

On cherchera une solution (v, T, 9) du probléeme (1.1)-(1.6) dans un voisinage
de (0,7,9) o T et g sont des fonctions de référence définies a leur tour dans un
voisinage de Tj, et de gps. On commence par définir sur €2 les fonctions de référence
T et 5. On pose alors

_ _ xs3
(1.11) T(a', x3) = Ths(zs) + (1 —g) e(a’),
T s o
(1.12) o, z3) = Cpy, Do)
T(z', z3)
ou
(Ths(3)) 71 | -1
1.13 Cyu =M — d :
(1-13) w, =Ml Sr
Comme on peut le constater facilement par des caluls élémentaires, on obtient
o, - . g, (1= 5)e(a)
1.14 RoT)=0 i=1,2 RoT) — -t
(1.14) - o =(FeT) i=1,2, 6333(9) 09 = 90—y
N = N L3 L go T3
(1.15)  CyoVT — RTVo=(R+ Cy)oV((1— E) e)+ e 3T (1-— E) :
hs

Posons maintenant

(1.16) I(x) = T(x) = T(z), olr) = ofx) - o(x).

On remarque que, en vertu de (1.2) et de (1.15), on a

(1.17) Cyov- VT + RoT -v=v - [CyoVT — RTV )
go x3
(R4 Cy)ov - V(( h) g)+v 3Ths( h)s

v (CyloVT + oVVI] — R[9V g+ TV o + 9IVo]).

Compte tenu de (1.14) et de (1.17), le systéme d’équations (1.1)-(1.3) pour les in-
connues (v, T o) se transforme en le systéme d’équations pour les inconnues (v, ¥, o)
suivant

(1.18) —nAv — AV (V -v) + RV (0T + 09) + goés = F(v,9,0),
(1.19) V. (ov) ==V - (o),
(1.20) —rAY = G(v,9,0)
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ou

(1.21) F(v,9,0) = —(5+0)(v-V)v — RV(09) + 9= (1 — 2)e(a!)65,

Ths(ilj'g) h
B 81)@ U' 2. - ov;
(1.22) Gv,0,0)=n le 8% i g(smv v)a$Z C(V-v)%)
I3 0 T3 /
+RA(L = 57)e) = BT )(1 — 5 )el@)

+ v (R[WVo+TVo + Vo] — CyloVT + VI + aVi)).
D’autre part, il est clair que ¥ et o doivent satisfaire aux conditions

(1.23) Vay=0 = Vzy=n = 0,
(1.24) / o(z)dr =0
Q

tandis que v doit satisfaire a la condition (1.4). Ainsi, on est amené & chercher une
solution

(v, T,0) = (v,T+9,0+0)

ou (v,9, o) est une solution du systéme d’équations (1.18)-(1.20) avec les conditions
(1.4), (1.23) et (1.24).

En s’inspirant des techniques développées dans I’étude des équations d'un gaz
visqueux, en particulier celles du travail [20], on montre I'existence d’une solution du
probleéme (1.18)-(1.20), avec les conditions (1.4), (1.23) et (1.24) et donc du probléme
(1.1)-(1.6). Dans [20], les auteurs ont montré 'existence d'une solution stationnaire
d’un systéme analogue a (1.18)-(1.20) avec, au lieu de (0.4), une pression p = p(o, T')
assez générale, mais avec des données de la température sur la frontiére proches
d’une constante. Dans notre cas les données de la température sur la frontiére sont
proches d’une distribution hydrostatique (pour les problémes connexes, voir aussi
|21]). L’existence d’une solution stationnaire de notre probléme sera obtenue comme
point fixe d’'un opportun opérateur non-linéaire O qui sera défini par la résolution
d’'un systéme d’équations linéaires.

1.4 Opérateur O

Dans toute la suite, on notera L? et H™ au lieu de L*(Q) et H™(2) et ||-|| ;. et
|-l g au lieu de H'”L?(Q) et H'HHm(Q)' Pour définir 'opérateur O on commence par
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introduire 1" espace fonctionnel
(1.25) X ={u= (v,9,0) € H> x H* x H? : u satisfait (1.4), (1.23), (1.24)}.

On munira l'espace X de la norme naturelle de H® x H? x H? ou d’une norme
équivalente & celle-ci et on notera |||y sa norme. En outre, on désignera par Xj
Pespace X muni de la norme de H* x H' x H" et par ||-||y, sa norme. Notons que
tout borné de X est relativement compact dans X.

Soit maintenant v’ = (v, 9, ¢') € X donné et k un nombre positif. On considére
alors dans € le systéme linéaire suivant

(1.26) —RAD = G
(1.27) —pAv — A\VV -v = —RV(To') — RV (89) — go'éz + I,
(1.28) k(c —d')+ V- (ov) ==V - (ov),

avec les conditions aux limites (1.4), (1.23) et la condition (1.24). Quant a F’ et G’
ils sont définis (voir (1.21) et (1.22)) par

(1.29) F'=F), G=GW), u=0 ¥ )eX
On a alors

Lemme 1.4.1. Soit v/ = (V',¢,0’") € X. Si le nombre positif k est suffisamment
grand, alors le systéme d’équations (1.26)-(1.28) avec les conditions aux limites (1.4),
(1.23) et (1.24) admet une et une seule solution u = (v,9,0) € X.

Démonstration. L’existence et 1'unicité de la solution (v, ) € H3 x H? du sys-
teme d’équations (1.26)-(1.27) avec les conditions aux limites (1.4) et (1.23) résulte
de la théorie classique des systémes elliptiques. En outre, on a

2 2
(1.30) [z < NGl
2 2 2
(1.31) [v][5s < calllo [ + 100 + [1F ][ ).

Quant & la solution o dans H? de I’équation (1.28) et son estimation
2 2 2 2
(1.32) kol < callvllygs lollz: + callo’llg: + l[vll:),

on consultera par exemple [1]. [
Grace au lemme 1.4.1, on peut donc définir univoquement 'opérateur non linéaire

(1.33) O:X—X, OW)=u
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ot u = (v,9,0) est 'unique solution du systéme déquations linéaires (1.26)-(1.28)
garantie par le lemme 1.4.1. Comme on I’a déja noté, I'existence d’'une solution dans
X du syteme (1.18)-(1.20), avec les conditions (1.4), (1.23) et (1.24) sera obtenue a
l’aide du théoréme de Schauder comme point fixe de 'opérateur O. On commence
alors par montrer la continuité de O. En effet, on a le

Lemme 1.4.2. 'opérateur non linéaire O est continue de Xy dans Iui méme.

Démonstration. Notons d’abord que O transforment les bornés de X en des
bornés de X. En effet, compte tenu des expressions (1.29) (voir aussi (1.21) et (1.22))
de F' et G, il n’est pas difficile de voir que, pour tout v’ = (v, ¢, 0') € X,

2
(1.34) [ F N < e 10l (L [lo"ll =) + cx lol] gz (1071 g =+ e 1611 a2y
2 2 2
(1.35) 1G> < calllv'[ e + 192 + 0" 2(0))
+ o ||| g2 10" g2 10" g2 + 21+ [0 1] 72) 19| 22y
avec deux constantes positives ¢q et co. Soit alors un borné B’ de X. Compte tenu

des inégalités (1.30)- (1.32), (1.34) et (1.35), Si k est assez grand, on voit facilement
que O(B’) demeure dans un borné de X.

Ceci étant, soit B’ un borné de X, et soit pour u; = (v}, ¥},0) € B’ (i = 1,2).

1) 71

Donc O(u}) = u; = (v;,9Y;, 0;) appartient a un borné B de X. On pose
(1.36) o' =uj—uy=(v,9,0), u=0(])—O(uy) =u —us = (v,9,0).

Compte tenu de la définition (voir (1.33)) de 'opérateur O, on a

(1.37) —kAY = G(u)) — G(uh)
(1.38) —puAv — AVV -v = —RV(T0o') — RV (V) — go'és + F(u}) — F(uh),
(1.39) k(c —a")+ V- (ov) ==V - (0qv) = V- (ov).

Si on rappelle (voir (1.29), (1.21) et (1.22)) les définitions de F” et G, il est facile
de voir que

2 2 2
1G (1) = Gua)ll g + I1F(UL) = F(Us)ll 2 < ([0 + 10l + o[ r0)

avec une constante positive ¢ = ¢(B’). Si on estime maintenant les seconds membres
des deux premiéres équations elliptiques dans H ! et L? respectivement, compte tenu
de cette inégalité, on obtient

2 2 2 2 2
(1.40) 190+ Mol < U T + 19 e + 1ol
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Quant a I'estimation dans H' de la solution ¢, on commence par multiplier I’équation
(1.39) par o et on intégre sur 2. Compte tenu de la relation

/ V- (ov) / 02V - vdz < cq [[v]l s |02 .

on obtient facilement
2 2 2 9 2
(1.41) kllollze < callvllgs lollze + k& llo’[ze + ca llvllg (14 loaflz)-

Par ailleurs, grace a la relation
/VV ov) /\VJ| V- deJr/(VU-VU)VUd:U
)
+ /U(V(V -v))Vaodz,
Q

si on applique a (1.39) lopérateur gradient et on la multiplie par Vo, en intégrant
sur {2, on obtient

2 2 2 2 2
(142)  k|[VolL < callvllgs Vol + Ello’[[m + callloallze + 1) [0l -

Compte tenu du fait que les solutions (v;, ¥;, 0;) (i = 1,2) demeurent dans un borné
de X, si k est assez grand, des deux dernicres inégalités jointes a (1.40), on tire
facilement

2 2 2 2
(1.43) ol < (1 Mz + 191 + o [0)-
Donc, de (1.40) et (1.43), il s’ensuit que
2 2 2 2 2 2
1ol + 191 + ol < U1z + 191 + 10",
et, si on rappelle la définition (1.33) de O (voir aussi (1.36)), de I'inégalité précédente,
il vient
(1.44) 10(w1) = O(uy)lx, < ¢ lluy — bl »

ce qui traduit la continuité de 'opérateur O. ]

Remarque 1.4.1. Compte tenu du lemme 1.4.2 et du fait que tout borné de X
est relativement compact dans X, pour démontrer que O posséde un point fixe, il
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nous reste seulement, selon le théoréme de Schauder, a montrer que OO envoie un
convexe fermé borné B de X dans lui méme. Pour cela, on aura besoin d’estimations
adéquates de la solution (v,v, ). Nous en déduirons de ces estimations qu’il existe
en effet un fermé borné convexe B de X tel que O(B) C B. Ainsi O posséde un
point fixe u = (v,v,0) € B qui, selon la définition (voir (1.33)) de l'opérateur O,
est solution du systéme d’équations (1.18)- (1.20) avec les conditions (1.4), (1.23) et
la condition (1.24). Donc (voir (1.16)), (v, T, 0) = (v,T + 9, T + ) est solution du
probléme (1.1-(1.6).

Le point crucial est d’obtenir ce type d’estimations sur (v, 1, o) qui nous permet-
tront d’avoir en effet O(B) C B. On commencera ici par donner l'estimation de 9,
en renvoyant a la section suivante les estimations de v et de o lesquelles nécessistent
un traitement plus élaboré. On a alors

Lemme 1.4.3. Soit v = (v',¥',0") € X. Alors la solution de I'équation (1.26)
¥ € H*(Q) avec la condition (1.23) satisfait I'inégalité

(1.45) 1902 < ex(llo' g2 + 112 + 1o I2)
+ e | e [0 2 Nl gz - e (U {10 r2) 119 2 ey

avec une constante positive cy.

Démonstration. Ce lemme résulte directement de I'inégalité (1.35) et de la théorie
classique des équations du type elliptique (voir par exemple [13], [19]). O

1.5 Estimations de la solution v, ¢ des équations
linéarisées.

Ce paragraphe est consacré aux estimations des solutions v et o des équations
1.27 et 1.28. Ces estimations obtenues dans les lemmes 1.5.1-1.5.9 et qui sont essen-
tielles pour la démonstration de notre résultat, seront obtenues en s’inspirant des
idées developpées dans [10] et [20]. Nous rappelons ici que les lemmes 1.5.1-1.5.9 qui
suivent seront démontrés sous I'hypothése (1.7). Quant au nombre positif k qui figure
dans I'equation (1.28) il peut, comme dans le lemme 1.4.1, étre choisi arbitrairement
grand. Il nous conviendra de poser

Kkkq R

_ fy—l o
1.46 k=—, k=—-M(1Ty— ———qgh)"".
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oll kK est un nombre opportunément arbitraire, vérifiant en particulier

v

_ y—1 N7
1.47 > 16(1 _ T h) .
(1.47) R > BT

Dans les énoncés des lemmes (1.5.1)-(1.5.9) on désignera par C}, (k = 1,---9)
les constantes qui dépendent de  mais ni de Ty ni M o (pourvu que celles -ci soient
plus grande qu'une certaine constante) et par Cj (k = 1,---9) les constantes qui
dépendent de 0, de Tj et de M,. Par ailleurs, dans la démonstration de chaque
lemme, s’il n’y a pas lieu de les préciser, on désignera par Cp les constantes qui
ne dépendent ni de Tp ni M, et par é’(@) celles qui dépendent de Ty et/ou M,.
Finalement pour simplifier la notation on notera ||-|| 2 et ||-|| g (m = 1,2, 3) au lieu

de H'||L2(Q) H'HHm(Q)-
Lemme 1.5.1. Soient v’ = (v',9',0") € X donné et u = (v,9,0) € X la solution
du systéme d’équations (1.26)-(1.28) garantie par le lemme 1.4.1. Alors on a
(148) L IVul+ 2ol 1 k|| (@2 o, <k @e )|
R YR . 2 %
- 2 2 2 =0 2
= CT§ 0|l + CLUIE N 22 + vl gs llollz2) + C(@) 10l

avec k satisfaisant a (1.46).

Démonstration. Notons d’abord que

— /Q[UV(TJ') + %UV - (ov)]dx

— _/Q%(a—a’)v-(@v)dw—/QT(Vlog@U)aldx.

Si on multiplie maintenant I’équation (1.27) par R~ v et I’équation (1.28) par T'9 'o
et on les intégre sur €2, on obtient compte tenu de la relation ci-dessus

2

n A EAl 1y 2
(1.49) §||Vv||ig+§||v-v\|iz+§H(TQ N2(0 - o) ,
ENlm—ing |2 ENlm—ing 2 :
1 (R e (kg I 9

1=
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ou

-- [ 3 Lo~ o)V - (gu)dr,

= ——/ es - v)o'dr —/ T(Vlogo-v)o'dx
/ _ T
Iy=— | F'-vde + | o0V -vdx, Iy=— | —oV(vo)dx.
R 0 [9) Q

0

En rappelant les expressions de T et de g, griace & (1.7), on peut facilement voir que
|V log 0| ;~ est assez petite de sorte que

(1.50) lvo- Viogall7z < [foll7. .

donc, compte tenu de (1.46) et de (1.47), on obtient

T\
<3 |C)o =) 4 Tl (9 ol + o Vo))
kT2 S 2 7 2
<3 H(E) (0 =)+ gV ol + g5 IVl
b S g 9+ ol

I3 < Ca|lF"| 7 + C(0) 193 + @ IV vllge + = Vol

16R

Quant au terme I3, on a

1 [T 1 T

b= [ ZloP(V -0zt 5 [ loPo- V() < Callll e ol
2Ja0 2 Ja 0

En adjoignant ces estimations des termes I; (i = 1,2,3) a (1.49), on obtient

2

37] ) 3)\ 2 T %
(1.51) EHWHLQJFEHV-vHLﬁk (5) (0 — o) B
= 2 - 2
T 1 T 1 9
+ kH(E) ol = kH(g) ol + CalllF'\lz2 + [[v]l g o] 72)
L2

C(0) 19171 + Callo'l7:
24



Ceci étant, on considére maintenant le probléme auxiliaire qui consiste & trouver
un p € H(Q) telle que

(1.52) V-p=0c" dansQ, ¢(-,0)=¢(-,h)=0 dans T

avec o’ vérifiant la condition (1.24). Il existe (Voir [8]) au moins une solution ¢ €
H(Q) telle que

(1.53) el < callo’ll--
En multipliant I’équation (1.27) par ¢ et en 'intégrant sur €2, on obtient

: :—£/0/6_>° dx
L2 R Q 379

+5 LIV0 Ve AT 0)(V - 0) + V(@0) o = Pl

Hﬁa’

Compte tenu de (1.7) et (1.52), on peut voir aisément que
- 2 2 2 2 =0 = 2
Ti llo'|Iz2 < Ca(n [IVullze + MV - wllze + [1F[172) + C(@) [0 -

Si on multiplie maintenant par (4RCq) ™! I'inégalité ci-dessus et on ladjoint & (1.51),
on obtient le lemme 1.5.1. ]

Lemme 1.5.2. Sous les mémes hypothéses que le lemme 1.5.1, on a pour tout i = 1, 2
— 2 2
T, 1
‘(7)283310 <k
0 12

2 = 2 2 2
+ Gy |2 + Co [0 + CollE" Iz + [[vll s ol ).

Démonstration. On applique Uopérateur différentiel 0., (i = 1,2) aux équa-
tions (1.27) et (1.28), on les multiplie par R™'9,,v et T 10,0 respectivement et
on les intégre sur . Puisque 0,,v satisfait aux conditions aux limites (1.4), en les
intégrant par parties et en utilisant la relation

A
(154) LIVl + 5 V- 00l + &

T, 1
=)20,.0
(D)oo

L2

_ /Q [(&fcﬂ})v . (6% (TO'/)) + %&clv . (@U)axza] dr =

- [ 0.5 (@O0 - 20
0o
+ /(@;if)a'@civ -vdr — / T[(0,l0g 0)V - v + %Gxi(v -V 0)|0y,0'dx,
0 0
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on obtient

Ul 2 | A sk, T2 2
T, 1 2 Ell T 1 2 o
+§ H (7)2(8%0 — 8%,0/) i H (7)283310 + Z[z’-
2 4 L2 0 2 i1

ou
T , ~
L = —/ —(0p,0 — 04,00,V - (ov)dx,
0o
bz/“%VmﬁMW%JTT“%@@M,
0
I3 = — / o [(9:,31, [T(@xi logo)V -v+ é_lﬁxi(v : V@)} + (0., T)0,,V - v] dx,
Q
Q:%Ad%@%%
T
I5 = —/ —(04,0)0,,V - (ov)dzx.
0o

Compte tenu des expressions de T et de g, grace & (1.7), d'une maniére analogue a
la démonstration du lemme 1.5.1 (particuliérement pour le terme I;), on a

2

kll,T.1 A
I‘EH(E)Q(%O—%O’) SV @ + o 190l
5 < gVl + Col I+ COI

72 + Callo’||z: -

13 + [4 S @ HV@;UZU

Quant au terme Iy, on a

(1.56) JrréL 10,.0*(V - v)dw + = /ma|vv@“md

~ [ T270,0)V - (001 < Co ol

Si on tient maintenant compte de ces estimations, de (1.55) découle le lemme 1.5.2.
]
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Lemme 1.5.3. Avec les mémes hypothéses du lemme 1.5.1, on a

2

(1.57) (k + 1)CoTF |0n,0172 — C4 > (VO
=1

< (k= 1)CoT§ 102,072 + C IV |22 + Ca(I F'lI72 + 19]17:)

2
+ Gy llvllgs llo e

2 5 2
12 = C5Ty " [lolln )

ol
R v—1 7
1.58 C :—(1— _ h> .
( ) 0 7+ A 7RTOQ
Démonstration. A 'aide de l'identité

Avy = 0;,V - v + 0y, (02,03 — Oy, 01) + O, (0r,v3 — Or,02),

de I'équation (1.27) on tire

(159)  0nV 0=y 5 (00, (00,03 = D5y01) + 0y (D03 — Diy02)
1 _ _
+ H—)\(Rﬁx&(@?) + RT@xSU’ + (R@xsT + g)a’ — Fé)

Ceci étant, on applique 'opérateur différentiel 0,, a ’équation (1.28) et on y substitue
I'expression ci-dessus de 0,,V - v. Si on multiplie ’équation obtenue par 0,0, on

obtient en intégrant sur (2

5

R

1.60 /k Dpy0 — 03,0 )0p,0 + ——— 0T (04,0)(0p,0”) | dx =Y 1,
o) [kl 0 15T 000) Gr N = 3
ou

I = 0(Ra’'0,, T + go')0y,0d

1 7+ A QQ g

1
I = —— o(F5 — s (O x
2= 00N QQ( 5 — RO, (09))0,,0dx
Iy = HL)\ ; 0(8,0) (D, (83,03 — D v1) + Oy (D, 03 — Oy 02))dw

I, = —/(8953(1) Vo) + (04,0)V - v)0y,0dx
0



En utilisant I'identité
AT
5 @+ (a—b) 5
et en tenant compte des expressions (1.11) et (1.12) de g, T, si Ty est assez grand,
on obtient

(@ —b)a+ Bab =

/ k(0,0 — 0p,0") 0,0 + niéf(ax30)(8wga’)]dx
0

+ A
>/<;-|—k1 k — /{:1 9 k — k;’

2
102002 + =5 10230 = 02,1,

Haﬁﬂ?,aHL? T

ol ki est le nombre donné dans (1.46) et

R v
Ky =—-C
) wly
En outre, des expressions (1.12) et (1.11) (voir aussi (1.10)) de g et de T, on peut
VoIr que

k— k:’ sk 2 _ 2y 2
I € = 02,0 = 00,0l + 15 1920172 + CaCar, Ty V|
k
— 2 2 vl
Iy < CQ@UF I3 +19150) + 5 10rs0 132
k— k’ k 2y O
Iy < 0,0 = 01,072 + 35 1000”72 + CaCar, Ty~ Y V002,
=1
k:—k:’l =5
1< S 00— 0,0 4 00,02+ CaCar Ty ol

Quant au dernier terme I, on a

T,
L= =5 [ ool (Vo= [ 00)(To 0+ [ 0,0)(7 - @0

2
< Co vl s llollz

Si on adjoint ces estimations a (1.60), on obtient

k1 k1 22 2
(k+ ) 105,07 < (k= 2) 102,012 + CaCar, Ty VIl
2—y 2 _4=3y
+ O, CaTy ™ Y V0wl + CaCor Ty ol
=1

+C(@) [|1F'lIz2 + C(@) 19171 + Ca l[v]l s Il -

28



En multipiliant maintenant les deux membres de cette inégalité par
S\ -1 _ o 1y -1
(CvM'gT’OAY ) - TO (C'JWQCFO7 )
et tenant compte de (1.46), on obtient (1.57). O

Lemme 1.5.4. On a, sous les hypothéses du lemme 1.5.1

2

(1.61) o7 = C1 ) IV

1=1
T 2 T 2 2 = 2
—Cy(15 = D IVo'llz2 + CLT5 10m,0” 22 + I F'MI72 + Call9 I -

72 <

Démonstration. On réécrit 'équation (1.27) comme un probléme de Stokes
dans Q avec les conditions aux limites (1.4)

(1.62) pAv + RV(To') = =AVV - v — RV (99) — go'é; + F
V.-v=V-.o.

Des estimations classiques (voir [8] et [18]) du probléme de Stokes, on a
2 NI 0 2 2 2 2
(1.63) [[vllz2 +[[V(To")|[ . < C(@) Wllzn + CallV vl + 1F[l72) + 1 Vo[I72)-

En outre, a 'aide de (1.59), on peut voir facilement que

102,V - wllz2 < Ca||Vo'||7:
2

2 | 7 2 2 2
+ Ca( Y IV0u0llze + T 102,0"I[z2 + IF Iz + 19]30):
i=1
— 2 —
IV(To")||,. = Ca(T3 — 1) |V|I7..

Compte tenu de ces inégalités, de (1.63) en découle facilement (1.61). O
Lemme 1.5.5. Soient i, 5 = 1,2. Sous les mémes hypothéses que le lemme 1.5.1 on
a

2 A 2 T, 1 2
(1.64) L |V 0,0, 0|2 + 2 (180,00, V - 0|2 + & || (=) 20000,0| = Ch [lv]%

R ! R ! 0 ! 72

= 2

<t]Ey0.0,

~

~ 2 2 2 2
7 G0l + G5 I + vl ol + IVl 22).

L
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Démonstration. On applique l'opérateur différentiel 0,,0,, (i,j = 1,2) aux
équations (1.27) et (1.28) et on les multiplie par par R0, (‘3 et To~ 18 O, 0
respectivement. En les intégrant par parties, compte tenu du falt que 0y, 0y, v Verlﬁe

les conditions aux limites (1.4), on obtient

= 2

n 2 )\ 2
1.65 = |[VO0,0:,v|| 75 + 5 {|02:0:,V - V|| 75 +
(165) L [Vou0]+ 2 | ol )

2 4
1 Z I..
L2 =1

gl 2

2)29, 8, o
(@) 7 JU

N

(02,000 — 0y, 0y, o)

L2

T kHT
+ —
%

ou

(04,0,,0 — 8xi(9$ja')8xj8xiv - (ov)dz,

@\
>

I =
I, = / [(00,T)0y,0" + (8, T)0r,0" + 0'0,,0,,T)0,,0,,V - vda,
/ O, (T3 [00,0s, (v~ V2) + (00,01, 0)V - v]] 00,0,
/8 [To " [( 1,0)0:,V - v+ (0,,0)0,,V - v]]0,,0'd
I5 = —E/Q(ﬁxﬁl)@gﬁxﬂ?’,nd%
Is = /Q [(8xj(9xiv-v)8xi8m(@9)—R’l(ﬁiﬁm.v)-%F’}dm

I; = — / (6%8%0)8%8 V- (vo)dx.
00

Compte tenu des expressions de Q, T et de la relation

ot A
—C’ T” L
2k M0 = U8R
diie & (1.46) et (1.47), on peut estimer le terme I de sorte que
k|, T2 SR 2 2
[1 S 5 (5)2(8%8%0 - 81,2.8%0’) o + ﬁ H@IZ@%V . UHLQ + CQ HUHHQ .

En outre, on a évidemment

IQ + ]3 + ]4 + 15 < Gi Hvaxaxjvuiz + CQ HVOJHiQ
Is < Co | F' |5 + C(2) 191172 toR Hawzawjv 17
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Quant au terme I; d’une maniére analogue a (1.56), on peut l'estimer de sorte que
2
I; < Ca ol g ol -

Si on adjoint les estimations ci-dessus des termes I; (i = 1,---,7) a (1.65), on obtient
(1.64). O

Lemme 1.5.6. Soit ¢+ = 1, 2. Sous les hypothéses du lemme 1.5.1 on a

(1.66) (k4 1)CyT2 |0y, 0n,0

2
2 2 T— 2
|L2 o CEIS Z Hvadfia’cjvup o C(ISTO ? HUHH2
ij=1
7 = 2 ~ 2 2 2
< (k= 1)CoT§ ||0050:,0" |72 + Coll|[F' [l + 1911 52) + Co loll o o || 2
+ C IV |2

ot Cy est donnée par (1.58)

Démonstration. On applique U'opérateur différentiel 0,,0,, (i = 1,2) a I'équa-
tion (1.28) et on y substitue 'expression (1.59) de 0,,V -v. En multipliant I’équation
obtenue par 0,,0,,0, il vient aprés intégration par parties sur €2

(1.67) / k [(83;38%0 — 03,00,0") 0y, 00,0 + i@f(ﬁwgﬁmia)@m@xia’)} dx
Q n+ A

)
= lea
=1

ol
1 _ _
L =——— [ (RO,,(00'0,,T) + ROy,0'0,,(0T) + g0,(00")) 0y, 0r,0d,
n+AJq
1 o _ _
Iy = T+ Jo (axi(QFS,n R00,,(09)))0x,0,0dx,
I3 = 1 (02,02,0) 02, (0(0s, (0, V3,0 — Oy V1n) + Oy (Ory V3.0 — Opyv2.0)) )dw
n+AJq ’ ’ ’ ’

I — / (00,00, (0 - V5) + s (95,0)V - 1)), Dy,
Q

Is = — /(8%89330)V - (0,0, (Vo) dz.
0
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Tout comme dans la démonstration du lemme 1.5.3, en utilisant 1'inégalité

/ k [(8%0%0 — 0y, 00,0 )00 + igf(ﬁxﬁxga)(ﬁxﬁ%a')} dx >
O n + A

k + k1 k — kl k — k’ 9
”81718563 HL2 Haﬂﬁzar:sa ) z‘al‘sOJHLQ )

Haxzaxli HL2 _

et en estimant les termes [; (i = 1,---,5), on déduit de (1.73) que

k k
(k+ ) 1050072 < (k = ) 1102,05,0'lI72
= ) e o
Co(Ca Ty [V 0e,0] 2 + Ca Ty [0l + Car, Ty [V7]122)
=~ 2 2 2
+C@UEF [ + [19]2) + Callvllgs oIz -
En multipiliant maintenant les deux membres de cette inégalité par

_2=y _ .
(CMQTOW_I) 1 - TOZ(CMQTOW_l) 1

et tenant compte de (1.46), on obtient (1.66). O
Lemme 1.5.7. Sous les hypothéses du lemme 1.5.1, on a pour tout (i = 1,2)
= 2
2 2
|H2 o Céz HV(‘)@@%.UHLQ - Cé HUHH2
j=1

T 2 T 2 ~ 2
< —CrI§ V(0,072 + CTE 1102, 00,0712 + Cr 19
+ CHIE [ + 1V |1 72)-

(1.68) 18,0

Démonstration. On applique & l'équation (1.27) 'opérateur différentiel 0,,
(1 =1,2) et on réécrit 'équation obtenue comme un probléme de Stokes dans 2

A(0,,v) + RV(0,,(Td")) = —\0,,VV - v — RV, (09) — g0,,0'é3 + 0, F'
V.0,v=V-0,0,
02, V|ay=0 = 0, 0p,03|2,=h = 01,00,Vi|zy=n = 0 (i = 1,2).

Avec les mémes arguments de la démonstration du lemme 1.5.4, on a .

(1.69) 10,0
< Co(||V - Onv

i+ B2 ||V0,, (T, <
i+ 1F g + 1V 132) + C(@) 19113
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Par ailleurs, notons que

2
2
(L70) 100,V -0l < Cald_ [|00,00,V - v|[ o + 100,00,V - 0l 7 + 0] 32),

i=1
et, en appliquant 'opérateur 0,, (i = 1,2) a (1.59), il vient

(1.71) 102,00,V - 0|32 < C(0) |9][32
2
2 —_
+ Ca( Y [|[V05,05,0| ;s + T3 102,05,0' 72 + I F 7 + V|1 72 ).
j=1

Si on substitue (1.70) et (1.71) dans (1.69), compte tenu de I'inégalité évidente
— 2 —
[V0:.(To") 12 = Ca(T3 1V 020" 12 = IV 12)
on obtient (1.68). O

Lemme 1.5.8. Sous les hypothéses du lemme 1.5.1 on a

(172)  (k+1)CoTF |Aollze — C{T 2 (vl < (k — DCUTE | A0|[7:
~ 2 2 2 2
+ Cs(I1E" e + [19052) + Cs(l[oll s ol + [[Vo'[l72).
Démonstration. On applique 'opérateur laplacien a I’équation (1.28) et on y

substitue I'expression (1.59) de 0,,V - v. En multipliant I’équation obtenue par Ag,
il vient aprés intégration par parties sur €2

5

R
1.73 /k Ao — Ad' ) Ao + ——0TAcAc'|dx = I;,
(173 R Ao+ jar =3
ou
I} = ——— [ (2RoVT - Vo' + Roo’ AT + g00,.,0')Acdx,
n+AJa
1
Iy = ——— [ 8(RA(0Y) — V- F')Acd
= —— | oRAG@) V- F)ads

I3 = /Q(A(v -0)+ AoV -v+2(Vp) - VV -v))Aodz,
Iy =— /Q(AV - (ow))Aodz.
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De maniére analogue a la démonstration des lemmes 1.5.3 et 1.5.6, on a

/Qk[(AO' — Ac')Ac + %QT(AU)(AU’)M@U >

k— k’
_k—i—kl k— leA HL2

1Az —

HA A HL2 :
En outre, on peut vérifier sans peine que

L+--+1, <
k1 2 .
1 [Acllz. + Ca (CMQTO

iy 2 % 2
HU”H2 +CMQTO HVU HL?)
X/ 2 2 2

+C@) U 7 + 19172) + Callvll gs ol 7 -

Ainsi, pareillement & la démonstration des lemmes 1.5.3 et 1.5.6, on en déduit (1.72).
]

Lemme 1.5.9. Sous les hypothéses du lemme 1.5.1 on a

2 2
72 + HUHHl)

2
(1.74) Wi = Co (D 110,

1=1

2
- 2
< —GyT3 IVl + CoTg (180" 72 + ) 1V000|I72)
=1
2 2 A 2
+ CoUIE [z + IVl Z2) + Co [[9]]72

Démonstration. Comme dans le lemme 1.5.4, en vertu de la théorie bien connue
des estimations du probléme de Stokes (voir [8], [18]), on déduit de (1.62) avec les
conditions aux limites (1.4)

= 2
(1.75) [0l 5s + B2 ||V (To") ||
< C(0) 19]32 + Ca(IV - vll3z + Vo' + | F'[[50).

Notons d’abord que

2 2
2 A [0l

2
IV -0l < 1100V - vl + D 1000

1=1
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Par ailleurs, compte tenu de (1.59), on a

Haﬂ«":sv ) U”l%{l <
2

+ Ca( D 0w

1=1

2 T 2 2 2 (= 2
2 + 15 [V 02,0 |72 + 1l + VI 72) + C (@) 101 72)-

Puisque
[V (@[ > Cal(T 190 s = V0'I172),
2
V0,017 < 180|172+ > 1V020lI72
i=1
en adjoignant ces inégalités & (1.75), on obtient (1.74). O

1.6 Démonstration du théoréme 1.2.1

Les lemmes 1.5.1-1.5.9 étant établis, on est maintenant en mesure de montrer
que l'opérateur O envoie un convexe fermé borné B de X dans lui méme. Compte
tenu de la remarque 1.4.1, I'opérateur O posséde, gace au théoréme de Schauder un
point fixe u = (v,9,0). D’aprés la définition (1.33) de l'opérateur O, ce point fixe
est une solution du systéme d’équations (1.18)-(1.20) avec les conditions (1.4), (1.23)
et (1.24). Si on pose

v=v, T=T4+9, o0=0+o0,

alors on peut facilement voir que (v, T, ¢) est une solution du probléme (1.1)- (1.6).
Pour conclure donc la démonstration du théoreme 1.2.1, il nous reste seulement a
montrer qu’il existe un borné fermé convexe B de X tel que O(B) C B. En effet,
on a le

Lemme 1.6.1. Sous I'hypothése (1.7), il existe une norme | - | équivalente a la
norme de H? et un nombre positif r tels que, si on pose

176)  B={u=(v,0.0)€X: [[ul} = ol + 1913 + o3 <},

alors on ait O(B) C B.
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Démonstration. Soient \i, Ao, - - - , Ag des nombres positifs arbitraires. On com-
mence par poser

2

(L77) Jol3= HAOHB+u22|\amxganp+w)Z ~)20,,0,,0
1=1 1,5=1 ‘Q L?
2 — 2
T.1
+ vy ||0n,0 || Lol s ||(=) e
L2 0 L2

avec

vy = Co(/_i + 1))\8T02, Vo — C()(/_ﬂ + 1))\6TOQ, V3 = k’)\5,
= Co(/_i + 1))\3T()2, Vs = k)\Q, Vg — k)\l,

ot Cj est donné par (1.58). Il est clair que |o|9,0 est équivalente a la norme usuelle de
H?. Si on multiplie maintenant les estimations obtenues dans les lemmes 1.5.1-1.5.9

par A, Ao, -+, Ag et on choisisit \g = 1, en les adjoignant, on obtient
2

(1.78) ollzs + 113 + A1 Y [10e,0]1 52
i=1

2

2
A2 Y ([ V0n,000|70 + Asllvlze + Aa > V05 0ll72 + As lo]l3

ij=1 i=1
< Ny — TR Vo' i — As VO[3 = Az 10”12
2
— 2 ~ 2 9 2
—MTEY V002 + CUEF g + 19152 + ol s llorll2)
i=1

avec C' est une constante positive dépendant de g et des \;. Quant aux A; ils sont
définis par

(1.79) Ay =X —Ch, Ay = %)\5 — Ol — Cldr,

Az = Ny — 40N — 2C5T, ? Mg — 205N — LTy * A — Cf
Ay = %AQ —Clhg — Oy, Ay = %Al CIT 2\
= CIMTE — Ch — Chdg — Chdg — Chxg — Chds — ChAs
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et

(1.80) Nyt = (Cg + (5 — 1)Cos) T3 || Ac|[7
2 2 = 2
_ T.1
+ (CoA7 + Co(R = DA)TE D 1100,02,0" |72 + ks D (5)70:.0:,0
i=1 i =1 L2
2 T L 2
+ kA Y (5)28%.0/ + (A + Co(R — D)A)TE (|00y0” ||
i=1 L?
T |
—|—]€A1 (7)20'1 .
0 L2

Ceci étant, si Tp est assez grand, on peut voir qu’il est possible de choisir Aj, - -, Ag
en sorte que (voir (1.77), (1.79) et (1.80))

(1.81) Ai>0 Yi=1,---,5 et Ny <(1-90)o3

avec 6 €]0,1[. On voit qu'un tel choix est possible, en effet, en se donnant Ag, on
peut grace aux contraintes (1.81) déterminer de proche en proche Az, Ag, - - - A1. Les
Ai (i =1,---,8) ainsi déterminés entrainent en particulier que A7 > 0 et Ag > 0

si Ty est assez grand. Si on rappelle maintenant 'inégalité (1.78), compte tenu de
(1.81), on obtient

2 2 ~ 2 2 2
(1.82) Jollzgs + 1915 + lolz < (1= 0)lo"lz + CUF Iz + 191 5= + vl s lloll2).

Compte tenu de (1.30)- (1.32), (1.34) et (1.35), on peut voir facilement que, si r et
€|l zr2(T) sont assez petits, alors il existe o < %_5 tel que

(1.83) CUF s+ 1905 + N0llgs o ll7) < a1 = 8)r?,
en sorte que, de (1.82) et (1.83), il vient

ol + 191172 + |03 < (1= 8)(1 +a)r® <%,
c’est-a-dire que
(1.84) 10K = el + 1012 + ol < r*,

ce qui signifie que O(B) C B. Ainsi s’achéve la démonstration du lemme 1.6.1, et,
comme on l'a déja noté, celle du théoreme 1.2.1. [
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Chapitre 2

Sur le potentiel de
pression-gravitation pour le
mouvement d’un gaz a
transformation adiabatique
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Sur le potentiel de
pression-gravitation pour le
mouvement d’un gaz a
transformation adiabatique

2.1 Introduction

Dans la physique de 'atmosphére et de la météorologie, I’état hydrostatique
joue, comme il est bien connu, le role fondamental pour le probléme de stabitilité et
d’instabilité de I'atmosphére (voir par exemple [19]). Or, la question de la stabilité
de la distribution de la densité et de la température dans la structure de I’équation
d'un gaz visqueux compressible et calorifére n’est, nous semble-t-il, pas encore bien
élucidée. Toutefois, si la distribution de la température au bord est constante, dans
[17], les auteurs ont établi la stabilité de la solution autour de I’état d’équlibre du
méme systéeme d’équations dans un domaine borné. Ce résultat s’étend facilement
au cas ol la température au bord ne varie pas sensiblement. Mais, si la distribution
de la température a 1’état d’équilibre varie sensiblement, comme dans notre cas, la
question de la stabilité autour de I'état d’équilibre présente de sérieuses difficultés.
On s’est donc intéressé, du point de vue de la stabilité, & I'étude d’un systéeme
d’équations dit & transformation adiabatique assez proche du systéme des équations
d’un gaz barotropique connu comme équations de Navier-Stokes compressibles. Avant
d’introduire le systéme a transformation adiabatique, revenons sur I’étude faite (voir
[7] et pour des probémes connexes [24], [22], [15]) dans le cas des équations d’un gaz
visqueux barotropique

00w + o(v - V)v — pAv — AVV - v+ Vp = — oV,
6t@+ % (QU) — Oa

39



dans un ouvert Q de R3, oit ® est le potentiel gravitationnel. Quant & la pression,
dans le cas barotropique, elle est donnée par la relation

p = ho’,

ol v est 'exposant de I'adiabatique.
La fonctionnelle dite potentiel de pression-gravitation

‘%@%:AJ721W+@¢Mx

joue le role de I’énérgie potentielle diie a la gravitation et & la pression. En effet, si
(v, 0) est solution de ce systéme d’équations, I’énérgie totale est donnée par

%/Qg\v\Qdaan V(o)
et vérifie I’égalité de I’énérgie
d 1 ’
Gl [ eloPde+ 9@l + [ 1S o0l + AT - 0)dz =0,

J,k=1

ol u et A\ sont les coefficients de viscosité. Il n’est pas difficile de constater que, étant
donnée la masse totale du gaz, la distribution de densité au repos

S AAmiar=
() = (€ = )T (=),

ou C' est une constante telle que

inf o,(z) > 0,

xef)
réalise le minimum de la fonctionnelle Wy (p). La fonctionnelle Wy (o), ou son équi-
valent (commode)

/VW4L%@—Q%—@+U+Q@¢E
o v—1

obtenu en lui adjoignant une constante, est un instrument utile pour 1’'étude de la
stabilité de I'état d’équilibre (voir |7]).
Nous considérons alors, au lieu des équations d'un gaz visqueux barotropique, le
systeme d’équations a transformation adiabatique
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(2.1) 00w + o(v - V)v — pAv — AV(V - v) = =RVp — oV O,
. atQ+V(QU):O,
(2.3) CvoldT +v-VT|+RoT'V-v=0,

ou

p = RoT.

Comme on peut le constater, dans sa structure, ce systéme est analogue au systéme
des équations d’un gaz barotropique. L’équation (2.3) décrit la transformation adia-
batique qui, comme on le verra dans le lemme 2.2.1, se traduit par l'invariance du
rapport

T~
0

le long des trajectoires définies par le systéme d’équations différentielles

%x(xo,t) = v(t, x(xo,t)), x(x0,t0) = to.

Le systéme (2.1)-(2.3) résulte du systéme complet des équations du mouvement d’un
gaz visqueux (voir par exemple [12]) en négligeant la diffusion de la chaleur et 1'aug-
mentation de la température diie a la friction interne du gaz. Les coefficients de
viscosité p et A\, comme requis par le principe de la thermodynamique, doivent véri-
fier la relation

1
(2.5) p=>0, Azgm
on n’exclut pas le cas ot u = 0 et A = 0. En ce qui concerne 'exposant de 1'adiaba-
tique 7y, nous rappelons que l'on a

R
9, — 14—
(2.6) ¥ +G/

Pour la construction de ce systéme d’équations (2.1)-(2.3) et les relations de la trans-
formation adiabatique, on peut consulter [14] et [12].
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Analoguement au cas barotropique, on dispose également ici d’une fonctionnelle
de I'énergie potentielle, soit

(2.7) {I}(Q,T):/Q[CVgT-FQ(I)]dx.

Dans la suite, on s’intéressera a l'existence d'un couple défini par une distribu-
tion de la densité et de la température minimisant la fonctionnelle (2.7) dans une
classe opportunément choisie. En effet, soient m(«) une fonction non-négative, non-
décroissante et bornée et M, (€2) 'ensemble des fonctions strictement positives me-
surables définies sur €2, c¢’est-a-dire

(2.8) M, (Q)={f:Q— R, mesurable| f(z) >0 Vx € Q}.

On pose alors

(29) Dy ={(0.T) € (M:(2))* : / o o(@)dr =m(a) Ya>0}.

{T7¢ 7 <a}
Nous commencerons par examiner en particulier les relations entre le systeme d’équa-
tions (2.1)-(2.3) et la fonctionnelle (2.7). Plus précisement, on verra (voir le lemme
2.2.4) que cette classe est invariante par rapport aux équations (2.2)-(2.3). Ensuite,
on s’intéressera de plus prés au probléme de minimisation de la fonctionnelle (2.7)
dans la classe non convexe (2.9). Il s’agira donc, contrairement au cas des équa-
tions d’'un gaz visqueux barotropique, d’'une optimisation non convexe. Ceci exigera,
comme on le verra par la suite, un raisonnement trés élaboré pour démontrer que
Pexistence d’'un mimimum pour fonctionnelle W. Par ailleurs, dans le cas affirmatif,

une caractérisation de la stabilité au sens d Lyapounov de ce mimimun sera donnée.

2.2 Propriétés élémentaires du systéme d’équations

Dans ce paragraphe nous nous rappelons des propriétés élémentaires du systéme
d’équations (2.1)-(2.3). Méme si elles sont des faits bien connus ou résultent immé-
diatement du systéme d’équations, elles sont importantes pour le raisonnement qui
suivra.

Remarquons d’abord que le fait que I’équation (2.3) représente la transformation
adiabatique se traduit par I'invariance du rapport

T(t,z)

—1

o(t,z)>

le long de chaque trajectoire. Plus précisément, on a le lemme suivant.

(2.10) q(t,z) =
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Lemme 2.2.1. Si v, g et T vérifient les équations (2.2) et (2.3) dans un domaine
Q C R? et si, pour ty <t < t, la trajectoire

t
{zeR|x=x(t,xy), to <t <t }, x(t,x) = 20 -I—/ v(t', x(t', xg))dt,
to

reste dans le domaine ), alors on a

(2.11) q(t, z(t, zo)) = q(to, x0) Vit € [to, t1].
Démonstration. En effet; en écrivant (2.2) sous la forme

QV-U:—%—U'VQ

et en substituant cette expression dans (2.3), on a

CVQ[%T+U-VT] RT[Z Yo vg] —0,
ou
Cy [alogT+v VlogT} [8logg+v Vlogg}—O
ot ot
Comme Cv_ _1 (voir (2.6)), il s’ensuit que
R ~v-1 ’
gtlogT : —HJ-VlogT7 : =0,

ou, en désignant par T la dérivée totale,

d1 T%
O
at 8

(2.12) — 0,

Q R
d’ou résulte (2.11). O

L’invariance de ¢(t,z) le long de chaque trajectoire, jointe a la conservation de
la masse, implique la conservation globale de la quantité pg. Or, pour s’en assurer,
il faut préciser les conditions aux limites pour le vecteur vitesse v. En effet, soit un
domaine () vérifiant la condition suivante :

(2.13) Q) est un ouvert borné de R3 muni de la frontiere 0Q de classe C%L.
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Comme condition aux limites, nous supposons en général que

(2.14) v-n=0  sur 01,

ol n est la normale extérieure a la frontiére 0€2, et, si > 0, nous supposons que
(2.15) v=0  sur Of.

Comme on le verra dans le paragraphe, cette condition aux limites servira a obtenir
I’égalité de I'énergie.

Dans la suite on se limitera au cas ou le domaine € vérifie la condition (2.13).
Toutefois, comme on pourra le constater facilement, toutes les affirmations qui y
seront exposer demeureront valides méme si le domaine €2 est périodique dans une
ou deux ou trois directions de 'espace R? et de maniére correspondante toutes les
fonctions qui interviennent dans les équations sont périodiques, et, si sur la frontiére
OS2 la condition (2.14) (si u = 0) ou (2.15) (si p > 0) est vérifice. On commence par
Rappeler la conservation de la masse totale, que nous désignons par M. En effet, on
a

Lemme 2.2.2. Si v et g vérifie dans §) I'équation (2.2) et v condition (2.15), alors,
pourty <t <%y, ona

(2.16) M = /Qg(t,x)dx: /Qg(to,x)da: Vt € [to, t1].

Démonstration. Elle résulte immédiatement de I'intégration sur 2 de I'équa-
tion (2.2) et de la condition aux limites (2.15). O

Lemme 2.2.3. On pose

1

(2.17) \(t, @) = (olt.2)T(t2))".

Si o et T vérifient dans Q les équations (2.2) et (2.3) et v la condition (2.15), alors,
pour tog <t <ty,o0na

(2.18) /X(t,x)dx :/X(to,a:)dx Vit € [to, t1].
0 Q
Démonstration. Comme ¢ = X (voir (2.11) et (2.17)), de (2.2) il résulte
q
9 X X
Zx (X)) = 0.
47 () +av - ()

44



D’autre part, de (2.12) (voir aussi (2.11)) on déduit que

X0 _
g(qurv-Vq) = 0.

En adjoignant ces deux égalités, on a

0
ax—kv-(xv)—().

En intégrant cette équation sur €2, compte de (2.14), on obtient (2.18). O
Citons une autre conséquence immeédiate du lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.4. On pose

(2.19) H,t)={zeQ]qlt,z) <a}, 0<a<oo.

Sous les mémes hypothéses du lemme 2.2.3, pour tout o € [0, 00[, on a

(2.20) / o(t, x)dx = / o(to, x)dx VYt € [ty, t1].
H(y(t) Ha(tO)

Démonstration. Comme (2.15) implique que la trajectoire x = x(t, xy) qui

part de xg € ) ne sorte pas de {2, le lemme 2.2.4 résulte immédiatement du lemme
2.2.1. [

Le lemme précédent signifie que la classe D, introduite dans (2.9) est invariante
par rapport aux équations (2.1)-(2.3) avec la condition (2.15), en prouvant la relation

(2.21) m(a) = /H . o(t,x)dx.

2.3 Egalité de I’énergie

Maintenant nous allons démontrer 1’égalité dite de ’énérgie pour le systéme d’é-
quations (2.1)-(2.3) avec la condition (2.15) . Dans cette égalité on voit clairement

le role joué par la fonctionnelle (voir (2.7)) U(o, T).

Lemme 2.3.1. Si (v, 0,T) est solution du systéme d’équations (2.1)-(2.3) avec la
condition (2.15), alors on a

d
(2.22) CV—/ oldr = R/ v-V(oT)dz.
dt Jo Q
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Démonstration. Grace a (2.2) et (2.6) ’équation (2.3) peut étre écrite dans la
forme

Cya(eT) + (R + Cr)(eT) 7'V - ((oT)0) = 0

On a donc, compte tenu de (2.15),

0= [ [Cug(eT) + (R4 CoeD) TV - (1)) o =

d —1
= C’V—/ oTdx — (R + Cv)/ 1=y, V(eT))dx.
dt Jo 0
Or, comme on a i ; 1_ 7 fCV’ on obtient (2.22). O

Proposition 2.3.1. Si (v, 0, T') est solution du systéme d’équations (2.1)-(2.3) avec
la condition (2.14) (si p = 0) ou la condition (2.15) (si u > 0), alors on a

(223) C(GIVarllz + ¥, 1) + Fu(v) =0,

ot W(o,T) est la fonctionnelle définie dans (2.7), tandis que

(2.24) Fu(v) = /Q {,u ZB: |0, 08> + A(V - 0)2} dx.

J,k=1

Démonstration. Notons d’abord que, si v satisfait & (2.15) ou (2.14) selon que
>0 ou bien u =0, alors on a

(2.25) /Q(—,uAv —AV(V -0)) -vdz = F), 5\(v).

Par ailleurs, compte tenu de ’équation (2.2), on peut voir aisément que

(2.26) —/QU-VCIDdx:/CI)V /<I> dx——— QCIDdx,
0
ov 1d 500
(2.27) /QU Edm_éﬁ olv|*dx — = /|v| adm-
— 53 [ elePdz 5 [ 1oV =11 [ oo [ oo+ l(0- W
=g ), ovldr s [ ov)de = 5o, | elvldr = | ov-[(v-V)vldz.



Si on multiplie maintenant I’équation (2.1) par v et on I'intégre sur 2, compte tenu
de (2.25)- (2.27) et de (2.7), on obtient (2.23). O

Il est évident qu’en vertu de (2.5) on a

FM,/\(U) Z 0.

Or, il est utile de rappeler que, comme on le sait bien, dans le cas ou p > 0 et v
satisfait a la condition (2.15), la fonctionnelle F), (v) définit une norme équivalente
a celle de Hj(€2). Cest-a-dire, il y a une constante positive k telle que

1
(2.28) ullan < 3/ Fuau) < klulm Vu e HY(Q).

2.4 Minimisant de la fonctionnelle de I’énérgie po-
tentielle.

Comme on le voit dans (2.23)-(2.25), si u > 0, alors la fonctionnelle F), 5(v)
représente la perte de ’énergie cinétique due a la viscosité. Donc se posent les ques-
tions s'il existe l'extréme inférieur fini ag de (o, T) dans une classe invariante par
rapport & la dynamique définie par le systéme d’équations (2.1)-(2.3) avec (2.14) si
=0 ou (2.15), si x> 0, de sorte que pour la solution (v, 0, T) on ait toujours

1 ~
§H\/§UH%2 + (0, T) > ag

et, dans le cas affirmatif, quelle distribution de densité et de température réalise le
minimum de ¥(p, T) dans la classe D,y de couples de fonctions admissibles (o, 7).

Pour examiner ces questions, pour des raisons techniques, il nous convient de
réécrire la fonctionnelle W(p, T) dans la forme

(2.29) ‘If(x,q)—/Q[Cvx + qq’]d :
(2.30) @) = (@) T(2), ) = 5
o(w)



On constate immédiatement que, si (x,q) et (o,7) sont relices par les relations
(2.30), alors on a

(2.31) U(x.q) = ¥(o, 7).

Considérons une distribution de densité go(x) > 0 et une distribution de tempé-
rature To(z) > 0 dans Q, qui, jointes & un champs de vecteur vy(x) satisfaisant a
(2.14) (si 4 = 0) ou (2.14) (si u > 0), peuvent étre la donnée initiale pour le systéme
d’équations (2.1)- (2.3). Conformément a (2.9), (2.20) et (2.21), on définit la fonction
m(-) par la relation

Ty(z)
(2.32) m(a) = / oo(z)dx, qo(x) = o(—x)v_“ 0<a<oo.
{ao(z)<a) oolx) ™+
On a évidemment
m(0) =0, lim m(a) = M,

a—0o0
ol M est la masse totale du gaz dans 2 (0 < M < 00). Or, pour simplifier ’expo-
sition, nous supposons une condition plus restrictive

(2.33) m(a)=0 st 0<a<ay, ma)=M si a>a;, 0<ay<a<oo,
ce qui implique que oy < qo(x) < a1 p. p..
Etant définie la fonction m(-), posons
231) A ={(na) € (M. (@) M) 4~ () a0},
{a()<a) 4(7)

o M (€2) est la classe introduite dans (2.8). Il est clair que, étant donnée une
fonction non-décroissante m(«) satisfaisant a la condition (2.33), on peut définir
I'ensemble A,y par la relation (2.34) sans faire nécessairement référence a la don-
née initiale (gg, 7). La référence a la donnée initiale sera utile pour obtenir des
informations sur la solution du systéme d’équations (2.1)-(2.3).

Remarque 2.4.1. Si (v,0,T) est solution du systéme d’équations (2.1)-(2.3) avec
la condition aux limites (2.14) (si 4 = 0) ou (2.15) (si g > 0) et la condition initiale

(2.35) U|t:t0 = Yo, Q‘t:to = 0 T|t=t0 = To,
et si la fonction m(-) est définie par (2.32) a partir de gy et T, alors on a

ot x(t,z) et q(t,x) sont les fonctions définies par (2.17) et (2.11) a partir de o(t, x)
et T'(t,x), tandis que Ap,.) est la classe définie par (2.34).
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Démonstration. Comme en vertu de (2.11) et (2.17),0n
X
ofw, t) = (1)

du lemme 1.5.4 résulte immeédiatement (2.36). O

On remarque en outre que, si (X, q) € Ap,.), alors on a

(2.37) /Qx(x)dx = /0:1 adm(a),

ou l'intégrale du second membre est & considérer comme intégrale de Stieljes. En
effet, si (x,q) € A, alors compte tenu de la définition (2.32) de m(a) et de la
condition (2.13), on a

/Qx(x)dx:/Qq(:z:)%dx:/a?adm(a),

Pour déterminer le minimisant de la fonctionnelle W(x, ¢) dans la classe A,
il nous convient d’introduire la variable ¢, qui correspond aux niveaux du potentiel
gravitationnel ®. On pose

(2.38) oy = insf2 P (x), ®; = sup ®(x),
re zEN
(2.39) w(p) =mes({z € Q| P(z) < ¢}).

Nous supposons que

d
(2.40) w(p) € C2([®g, B1]), pr@ >0 Vo€ [B, 3], oo < By < B < oco.

Pour simplifier la notation, nous posons

dw(p)
2.41 = .
(2.41) ) ==
On définit
(2.42) h(m') =inf{a >0|m <m(a)} pour 0 <m' <M
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(voir (2.32), (2.33)); s'il est nécessaire, on prolonge h(m’) & m' = M, en posant
h(M) = o0,

comme la défintion (2.42) et la relation (2.33) l'entrainent. Il est évident que h(-)
sera la fonction inverse de m(-) la ot m(«) est continue et strictement croissante.
Etant définie la fonction A(-), on considére I’équation intégrale

(2.43) m.(p) = /I: m([c _ 'Y];Yl [I::/ h(mrl(gpﬂ))d@’,} +>v—1u(g0')d90/

([...]" désigne la partie positive de [...]) pour la fonction inconnue m,(p) (&g < ¢ <
®;) avec la condition

(2.44) iy (®1) = M.

Lemme 2.4.1. I] existe une fonction m,(p) et une constante C' et seules qui vérifient
(2.43) et (2.44). La fonction m,(p) est continue et non-décroissante.

Démonstration. Comme le deuxiéme membre de (2.43) est donné par un opé-
rateur intégral, méme si non-linéaire, on voit aisément que, pour chaque C' > 0
fixé, il existe une solution m, (), qui est continue (et méme lipschitzienne) et non-
décroissante. Sil existait une autre solution m;(y) différente de m,.(¢), il existerait
v et o1 tels que P9 < p < 01 < Py et

my () = m(p) pour &< <@, m(p) <Mm(p) pour ¢ <¢ <@
(pour la symétrie entre le role de m,.(¢) et celui de m (), il nous suffit de considérer
le cas mi(p) < m,(p) pour ¢ < ¢ < @), alors en vertu de (2.43) on aurait
h(m*(¢)) # h(m,(p)) au moins pour @ < p < Ps < @1 avec @ < Po. Mais, comme
h(-) est non-décroissante, on aurait

h(my () < h(me(p))  pour ¢ < < @

Alors, pour la propriété élémentaire de l'intégrale il existerait un point @3 tel que
P < p3 < Py et

1

i (% L men®] )

0
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1 —1 [¥ 1 R\
S

h(m;(¢')) Ry Ja, h(m;i(¢"))
pour ¢ < ¢ < @3, ce qui, compte tenu des relations (2.40) et (2.41), contredit
I'hypothese m () < m,.(¢) pour ¢ < ¢ < @;. Par conséquent, la solution m,.(¢) de
(2.43) avec un C' > 0 fixé est unique. Désignons-la par m,(C, ¢). Il est évident que,
considérée comme fonction de C, m,.(C, ¢) est continue et strictement croissante en
C > 0, ce qui nous donne I'unique constante C' telle que

m,(C, ®1) = M,

ce qui achéve la démonstration du lemme. [l

On remarque que, si M est suffisamment grand, alors on a h(m,(¢)) < oo pour
tout p € [Py, 1 et m,.(¢) est strictement croissante en . Par contre, si M n’est
pas suffisamment grand, alors on peut trouver un ¢* € |®g, ®4[ telle que la solution
mr(p) de (2.43) et (2.44) prenne la valeur m,(¢) = M pour ¢* < ¢ < & et donc
h(m,.(p)) = oo pour ¢* < ¢ < ®1. Dans ce cas, si on définit () et x,(p) de
maniére analogue & (2.44) , on aurait

_ Xr(® .
or(p) = ) o pou <o <O
()
C’est une conséquence normale du modeéle. En effet, si % est suffisamment grand

et si, pour simplifier, on considére le cas ou ¢ est constante dans €2, on retrouvera la
situation bien connue d’un gaz barotropique avec p = C'¢7, v > 1, dont la densité
d’équilibre s’annule dans la région ou ® est assez grand.

Pour la question sur la validité du modeéle, le cas ou % est assez grand et
or(¢) = 0 pour ¢* < p < ®; mériterait d’étre examiné et approfondi. Mais cet
approfondissement requerrait d’autres considérations de natures différentes. Pour
cela dans le présent travail nous nous limitons au cas ot M est suffisamment grand
de sorte que

_ 7—1/9” 1 ,
h(m, <ooetC— — dp' > 0V € [Py, Pq|.

Cela étant, on pose

(2.45) (0) = h(m(@)), wlp) = o221 [T

],
Ry Js, @ (¢') )

ot m, () est la solution du probléme (2.43) et (2.44) avec un M suffisament grand.
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Remarque 2.4.2. Soit (G, x») le couple défini dans (2.45). Alors (G, o ®, x, o ®)
appartient a Ap,.).

Démonstration. Comme h(-) est la fonction inverse de m(«a), on a

h(me(¢)) < == m,(p) < m(a).

Posons
@Yo = sup{ ¢ € [Pg, D1 |, (¢) < m(a)}.

Comme m,(¢) est croissante et continue, en vertu de (2.39) et de (2.41) on a

oy = [Xele) _ X (®(2)
mie) =) = [ Bt~ | T

ce qui démontre que (g, o ®@, v, o ) appartient & A,,y. O
q que (g, o @, ¥ pp ()

Remarque 2.4.3. Le couple (G, x,) défini dans (2.45) satisfait a I'égalité

X (@) G

(2.46) RVR(B(2)" = =25

Démonstration. Il est aisé de voir que

(2.47) R (v (o)) =272

En remarquant que

_ d _
VXT((I)('%‘))’Y - V@(l‘)@xr(g&)‘@_@(m,
on déduit de (2.47) I'égalite (2.46). O

C’est-a-dire, le couple (X;, ¢,) nous donne une solution de ’équation d’équilibre
(mécanique)

RV (oT) = —oV .

En outre, le couple (X;,q,) réalise le minimum de ¥(y, q) dans A,,. Plus précisé-
ment, on a la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. Le couple (X, q,) défini dans (2.45) satisfait a

(2.48) U(x,o®,g.-0P)= inf Y(x,q).
(COEAR()
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2.5 Réduction de la classe de possibles minimisants.

Comme nous l'avons dit plus haut, la difficulté majeure pour démontrer la pro-
position 2.4.1 demeure dans le fait que la classe de couples de fonctions admissibles
Ay nest pas convexe. Pour contourner cette difficulté, nous cherchons d’abord a
réduire la classe de possibles minimisants de W(x, q).

Lemme 2.5.1. Soit (x,q) € A,,. Alors il existe (x1,q1) € Ap) tel que

avec une fonction non-croissante o1(-) : [®g, 1] — R, et que

U(x,q) > Y(x1,q1)-

Démonstration. Il est évident qu’on peut choisir x1(x) et ¢1(x) de telle sorte
que

(2.49)  mes({z € Q(x1(x), qu(x)) € B}) = mes({z € Q|(x(x), q(x)) € B})

pour tout ensemble borélien B de R, X R, et qu’il existe une fonction non-croissante
01(¢) vérifiant

x1(z)
01(®(x)) = )
(@(r) = 15
La relation (2.49) implique que pour tout « on a
(2.50) / Xl(x)d:ﬁ = / @dx =m(a).
{ai(z)<a} ¢1(z) {q(z)<a} q(z)
On a donc
(X1, q1) € A

De (2.49) on déduit en outre que

[ it@is = [ iy

D’autre part, comme p;(¢) est non-croissante et que xi(z) et ¢1(z) vérifient (2.49),
on a évidemment

(@) @, o
AF@HWMZLM@M@M_Aﬂ%wH@W'
H3




Dong, en rappelant la définition de W(y, ¢), on a

U(x,q) > U(x1,q1),

ce qui achéve la démonstration du lemme. []

On pose maintenant

(251) () = /;i;f((j,'))uw)d@c % § € M ([0, ®1)),
252) A= () € Mo ([@0, B} | (®1) = M, d(¢) = h(i()) }.

ot h(-) est la fonction définie dans (2.42), tandis que M. ([®g, P1]) est la classe définie
de maniére analogue & (2.8) en remplagant 2 par [®g, 4]

Lemme 2.5.2. Si (Y, q) € Ay, alors on a
(Xo®@,Ggo®) e Ay
Démonstration. Soit (Y,§) € A;. Comme m(yp) est une fonction continue,

pour tout a € h([0, M]) il existe un ¢, € [®g, P1] tel que

a = 4(pa) = h(m(pa))-
On a donc

o) — _ X(P())
() (e) /{~(q>(x))ga} fi(q’(ﬂf))d

ce qui prouve que (Y o ®,Go @) € A,,y. O
Lemme 2.5.3. Soit (x,q) un élément de A,,(.,. Alors il existe (X1,G1) € A, tel que

(2.53) U(x,q) > ¥(x10P,q10P).

Démonstration. En vertu du lemme 2.5.1, il suffit de le démontrer pour

(x;q) € Ang
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tel qu’il existe une fonction non-croissante o(y) vérifiant la relation

B(®(x) = 12

q(z)

Comme g(¢) peut étre considérée donnée, on peut définir

(2.54) @1 (p) = h( /@ ’ o(Pu()de'),  xi(e) = @le)ale).
On a évidemment
(@) _ oy _ X(@)
(2.:55) a(@@) - W =0y
Donc on a
- _ [ xa®@), [ x(@),
e = [ T = [ =

En outre de (2.54) et de (2.55) résulte immédiatement que ¢i(¢) = h(m(p)). On a
done (Y1,q1) € Ar.
En vertu du lemme 2.5.2, on a (X1 0 ®,§; o ®) € A,,(). En outre, on a

(2.56) / o(z)dr = / o(z)dz, Va € [ag, aq].
{g(z)<a} {@1(®(x))<a}

De (2.56) il résulte que, quelque soit la fonction mesurable f(-), on a

/ F(a(@))olz)dz = / F(aqr(x)) o(x)dx
Q Q

(pourvu que 'intégrale soit bien définie). En particulier, on a

/Qq(a:)vg(x)d:c:/ql(a:)vg(x)d:c.

Q

D’autre part, comme () est non-décroissante tandis que g(p) est non-croissante,
on a

(2.57) / (a(x)" —qu(x))o(x)dr =0 Vi € [®o, P,
{@(z)<p}
Donc, compte tenu de (2.54) et (2.55), on a

/(X(ﬂ?)7 — x1(x)")dz = / o) (q(z)" — qu(z))o(z)dr =
Q

Q
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oil par dg” () on entend I'intégration de Stieltjes par rapport a la fonction 377 1(ip),
qui est non-croissante. En rappelant (2.57), on en déduit que

(2.58) /Q(X(yc)7 — x1(z)7)dx > 0.

De (2.55) et de (2.58) résulte (2.53). O

Lemme 2.5.4. Le couple (Y, G,) défini dans (2.45) appartient a A, et il est 'unique
solution de I'équation

(2.59) RL (2(py) = —X2)

Démonstration. L’appartenance de (X, ) a Aj est évidente.
Si (X, q) € A; vérifie (2.59), on a

avec une constante C. Or, comme G(¢) = h(m(y)) (voir (2.52)), la fonction m(p)
définie dans (2.51) doit satisfaire & I’équation intégrale (2.43) et a la condition (2.44).
Le lemme résulte du lemme 2.4.1. [

2.6 Démonstration de la proposition 2.4.1.

On commence par établir les deux lemmes suivants qui seront importants dans
la démonstration de la proposition 2.4.1.

En effet, soit 7(y) la fonction définie dans (2.51) avec un (¥, q) € A;. Comme
m(p) est évidemment continue et strictement croissante sur [®g, ®1], on peut définir
son 1nverse

(2.60) p(-) =m ()



et @(+) est elle aussi continue et strictement croissante sur [0, M]. On définit

(2.61) G(X,q)(m) =

ot p(m) est la fonction définie ci-dessus.

Lemme 2.6.1. L'application G(-,-) définie par (2.61) est une bijection de A, sur

260 G={geM.(0.M]| [ Hlmiglm)m = 1~ @0}

ot M ([0, M]) est la classe définie de maniére analogue a (2.8) en remplagant () par
0, M].

Démonstration. Soit (X,§) € A;. De (2.51) et (2.60) on déduit que

dem) _ (i)

(2.63) - Io L:@(m))lz Ap(m))

D’autre part, comme §(¢) = h(m(y)), on a §(¢(m)) = h(m). Donc on a

By — By — /OM dg(m) , /OM - h(m) im.

dm

E\z
S
=
/‘Q
S

/0 G(X, @) (m)h(m)dm = &1 — Py.

C’est-a-dire, on a

G(A) CG.

D’autre part, si g € G, alors nous définissons

(2.64) B(m) = / " g (oY,

ce qui nous permet de déterminer y(¢) et G() par les relations

X (¢ = ! 1(p(m)) = h(m
(2.6) WEm) = s, d(@(m) = h(m).
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/@ 1Mu(s@)d¢= /0 —X((ﬁ(m))U(@(m))d@(m)dm-

) aly) g(p(m)) dm
Mais (2.64) et (2.65) donnent immédiatement
X(e0m) ! dgm)
atotm) ") = iy T A

Donc on a o -
@) = [ X = a1
g

En outre, comme ¢(@(m)) = h(m), on a G(p) = h(m(y)), ce qui entraine que (Y, q)
ainsi construit appartient a A

La construction de ce (X, ¢) nous montre que G(-,-) est une bijection. Le lemme
est démontré. [

Lemme 2.6.2. Soient (,4) € Ay et g = G(X,§) €G. On a alors

M CV
. 1 = 1 h(m r — mg(m) |dm,
2on ate) = Mo [ ) (e — motm)

@(m) étant la fonction définie dans (2.60).

Démonstration. En vertu de (2.39), (2.41) et (2.63), on déduit de (2.29) que

U(x,q) = [:)1 [Cvi(cp)” + %@}U(@dw =

= [ [evatetmps(m)y + pm]am.

Or, encore en vertu de (2.63) on a




Donc en vertu de (2.61) et (2.67) on a (2.66). O
Les lemmes 2.6.1 et 2.6.2 étant établis, on est maintenant en mesure de montrer
la proposition 2.4.1.

Démonstration de la proposition 2.4.1. En vertu des lemmes 2.5.3, 2.6.1
et 2.6.2, pour démontrer que (Y, g-) défini dans (2.45) satisfait a (2.48), il suffit de
montrer que § = G(X;, ¢-) réalise le minimum de Wy (g) dans la classe G définie dans
(2.62). On remarque que G est un ensemble convexe (pour les généralités de I’ Analyse
convexe et du Calcul des variations, on renvoie par exemple a [9]). Considérons la
dérivée de Gateaux de Wy(g) dans la direction d’une fonction f telle que

(2.68) /0 h(m)f(m)dm = 0.

Comme on a vu dans la démonstration du lemme 2.6.1, dans 'expression de ¥y(g),
@(m) peut étre considérée comme fonction définie dans (2.64). Compte tenu que

Cv(y—1)=R,ona

0V1(9) = — . m u(p(m m|f(m)dm
0 - / hm) [ s m) + ] S )t

m)u(p(m))
A m) = 52y [ ) i
Or, comme on a )
(m)g(m) = 22,
compte tenu de (2.68) on a
M h(m) du(sp) m / , , -
| s g st | ) sty i =
- e . du(@(m)) m' h(m) f(m)dm
B /0 /o (g(mNu(@(m’))r  dm/ dm’ h(m) f(m)dm.

Donc pour que




il faut que

(2.69) —/OM h(m) [R((g “§~(m))

" 1 du(3(m)) |,
_/0 (g(m"Yu(@(m)) me dm') + m| f(m)dm = 0.

Pour que (2.69) soit vérifiée pour toutes les fonctions mesurables f vérifiant (2.68),
il faut que g(m) vérifie I'égalité

u(@m) " 1 du(@(m)
) (G G dn

Maintenant en dérivant les deux membres de (2.70) par rapport a ¢ (voir (2.60)),
on obtient

dm') = —m.

R du(p)

)+

du(p) _ dm(p)
u(p))” dy de

R

( 1
dp *(g(m(p))u(p))
(g(m(ep)

~—

Or, compte tenu des relations

on obtient
R—;(i@ﬂ”ﬁd@)==—tf—ﬂdw)

C’est-a-dire, (X, q) doit vérifier (2.63). Par conséquent, en vertu du lemme 2.5.4,
g = G(Xr, ) est I'unique point stationnaire dans G de la fonctionnelle ¥4(g). Pour
conclure, considérons

ou

9(m) = S o) yale ()

avec la fonction inverse ¢,(m) de la fonction m,(p) définie dans le lemme 2.4.1.
Comme f(m) satisfait a (2.68), g, + f € G et on voit facilement que, si || f||z1(0,a1)
croit, alors Wy(g) = ¥1(g, + f) croit, ce qui achéve la démonstration. [
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2.7 Conséquences de I’égalité de I’énergie pour 1’état
de repos.

La proposition 2.4.1 étant établie, on peut en tirer une conséquence de 1'égalité
de I'énergie, conséquence utile pour I’étude de la stabilité de I’état de repos.

Proposition 2.7.1. Soit Q un domaine comme dans (2.13). Soient gy, Ty € M1 (2)
(voir (2.8)). On suppose que la fonction m(-) définie par (2.32) a partir de oy, Ty
vérifie la condition (2.33). Soit (X, qy) le couple défini par (2.45) a partir de m(«)
(a laide de (2.42)-(2.44) et du lemme 2.4.1. On pose

wod -

(2.71) o = T, = (X 0 ®) g 0 ®).

Gro®’
Si (v, 0,T) est solution du systéme d’équations (2.1)-(2.3) pour t > t, avec la condi-

tion (2.14) (si p = 0) ou (2.15) (si u > 0) et avec la condition initiale (vy, 0o, Tp) a
Pinstant t = to (\/oovo € L*(2)), alors on a, pour tout t > t

(2.72) V(g T) <
sl olt, vt 7. + Vot ), T(t, ) < 3llv/@ovoll7> + ¥ (o, To),

t 1 3 3 )
(273) 0< / Fua(v(t,-))dt < 5”@”0”%2 + W00, To) — ¥(0r, Tr) Vi1 > ty,

to

ot Fj, \(v) est la fonctionnelle définie dans (2.24).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.3.1 et
de la proposition 2.4.1. [

Notons que dans le cas ou = A =0, (2.72) et (2.73) se réduisent a

1 i
—H\/ Wiz +¥(e(t, ), T(t ) = 5l veowollz + ¥loo, To) vt > to,

ty
/ FM’/\(U(t, ))dt =0 th 2 t()

to
(la condition (2.5) n’exclut pas le cas ot = 0, A > 0). I est bon de rappeler
que de la remarque 2.4.3 il résulte que le couple (g,,7T,) défini par (2.71) satisfait a
I’équation

RV (oT) = —oV .
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D’autre part, en vertu de la proposition 2.4.1, on a

qj(X? Q) > \D(XT © (I)a qr © (I)) V(Xa Q) S Am()a

ou m(-) et (X, Gr) sont comme ci-dessus.

Remarque 2.7.1. La proposition 2.7.1, jointe a ces relations, nous donne une ca-
ractérisation des distributions de température et de densité atmosphériques que les
météorologues communément classifient stables ou instables, en particulier pour la
distribution “la plus stable” (g,,7}). Pour rendre un peu plus intituive ces notions,
examinouns le cas particulier ol les surfaces equiptentielles sont des plans horizontaux,

c’est-a-dire @ (1, x2, x3) = gxs, alors (voir (2.71) et (1.10), on a évidemment
Or = Ohs; Tr = Ths-

Dans ce cas, notre résultat signifie que 1’état de repos caractérisé par le couple
(Ons, Ths) est, en vertu de (2.72) stable au sens de Lyapouvov, Autrement dit, si
la. donnée initiale (vg, 0o, Tp) est proche de I'état hydrostatique (0, ops, Ths), alors
pour tout ¢ > 0, la solution (faible si elle existe) (v, o, T') reste proche de cet état
hydrostatique. Cet état est caractérisé par une température T}, affine décroissante
en fonction de laltitude. Cet état est qualifié par les météorologues d’instable.
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Conclusion et perspectives
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Conclusion et perspectives

Le travail [4] qui constitue I'essentiel du premier chapitre de cette thése est une
tentative a la contribution de la modélisation mathématique de la convection sta-
tionnaire de ’atmosphére. Notre résultat (voir théoréme 1.2.1) signifie physiquement
que, si on se donne sur le fond assimilé au niveau de la mer, une distribution non-
homogene de la température proche d’une constante assez grande, alors naturelle-
ment, on assiste & un soulévemnt de I’air dii & une décroissance affine verticale de la
température, ce mouvement est commtnément appelé mouvement de convection. Ce
phénomeéme est analysé dans le premier chapitre, en examinant le cas d’'un mouve-
ment stationnaire périodique enfermé entre deux plans horizontaux d’altitude h > 0
(limite supérieure de I'atmosphére assimilée a un toit dans notre modélisation, en
réalité I’atmospheére se raréfie et donc sa limite ne peut étre définie de maniére nette
et naturelle). Le cas non périodique présente de sérieuses difficulés mathématiques
innérantes aux domaines non bornés, comme la compacité, et dans ce cas la non
sommabilité de la densité, la masse totale du gaz est ici infinie. Ce travail (voir [2])
est en cours de réalisation. Par contre, la question de la stabilité asymptotique de
la solution stationnaire oti, dans un premier un temps, celle de I’état hydrostatique
demeure ouverte dans les deux cas, périodique ou non. Dans [5], on a contourné
cette difficulté, en étudiant la stabilité pour le systéme d’équations d’un gaz & trans-
formation adiabatique proche du cas barotropique. Dans ce travail, on a montré
I’existence d’'un état de repos minimisant 1’énergie potentielle qui est stable au sens
de Lyapounov. Signalons que ce résultat est obtenu sous ’hypothése de 'existence
de la solution du systéme d’équations (2.1)- (2.3).

Dans [4], on a modélisé la convection de I’atmosphére en supposant que l'air qui
y circule est sec, on a donc négligé l'effet thermique de la condensation de l'eau.
Or, la convection de I'air dans I’atmosphére est souvent accompagnée naturellement
par la condensation de la vapeur d’eau. Il est donc souhaitable de tenir compte
dans la modélisation de la convection du phénoméme de condensation de la vapeur
d’eau. Pour les équations de la quantité de mouvement, du bilan de I’énergie et la
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conservation de la masse de l'air sec et de la vapeur d’eau, on consulte [11]. Pour
décrire la convection de l'air tout en tenant compte de la condensation de la vapeur
d’eau, dans un premier temps, on a examiné le cas unidimensionnel, autrement dit,
le cas d’'un mouvement vertical stationnaire avec condensation de 'eau. Ce travail
(voir [25]) est en cours de réalisation.
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