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Introduction générale

Le mouvement d'un gaz visqueux comme l'air de l'atmosphère terrestre peut
être décrit par un système d'équations aux dérivées partielles non linéaires. En e�et, si
on désigne par % la densité de l'air supposé sec, v = (v1, v2, v3) sa vitesse, p sa pressionet par T sa température, le mouvement de l'atmosphère peut être raisonnablement
décrit par le système (voir par exemple [9]) d'équations aux dérivées partielles non
linéaires suivant

%∂tvj + %v · ∇vj + ∂xj
p =(0.1)

∇ · (η(∇vj + ∂xj
v))− 2

3
∂xj

(η∇ · v) + ∂xj
(ζ∇ · v)− %∂xj

Φ, j = 1, 2, 3,

∂t% +∇ · (%v) = 0(0.2)
%CV (∂tT + v · ∇T ) + p∇ · v =(0.3)

∇ · (κ∇T ) + η

3∑
j,k=1

(∂xk
vj + ∂xj

vk −
2

3
δjk∇ · v)∂xk

vj + ζ(∇ · v)2,

où η et ζ sont les coe�cients de viscosité d'écoulement et volumique de l'air, Φ est
le géopotentiel, CV est la chaleur spéci�que de l'air, κ est la thermoconductibilité de
l'air et R est la constante universelle des gaz. En�n la pression p = p(%, T ) dans le
cas d'un gaz idéal est de la forme
(0.4) p = R%T.

La quantité de mouvement et la loi de conservation de masse s'expriment par les
équations (0.1) et (0.2), tandis que le bilan d'énergie, exprimé en fonction de la
température, est décrit par l'équation (0.3).

Dans cette forme assez générale, on trouve de grandes di�cultés à analyser un
tel système et les résultats connus ne nous donnent pas de déscription satisfaisante.
Toutefois, dans les applications aux phénomènes atmosphèriques, la distribution de
la pression, de la densité et de la température reste généralement assez proche de
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celle de l'état hydrostatique qui joue un rôle essentiel dans le problème de stabitilité
et d'instabilité de l'atmosphère. En particulier, le phénomène qui est communément
appelé convection est causé par une distribution proche de l'état hydrostatique. A ce
titre, la première partie de cette thèse constitue une contribution à la modélisation
mathématique de la convection atmosphérique. Plus précisement, on s'est intéressé
au mouvement stationnaire d'un gaz visqueux compressible et calorifère, soumis à
la gravitation, enfermé entre deux plans horizontaux en présence d'une distribution
non-homogène de la température. Un tel mouvement stationnaire est régi par le
système d'équations suivant

%(v · ∇)v − η∆v − λ∇(∇ · v) = −R∇(%T )− g%~e3,(0.5)
∇ · (%v) = 0,(0.6)

CV %v · ∇T − κ∆T + R%T∇ · v =(0.7)
η

3∑
i,j=1

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi
− 2

3
δij∇ · v)

∂vj

∂xi
+ ζ(∇ · v)2

Ce système où, λ = 1
3η+ζ, découle aisément du système (0.1)-(0.3) si les coe�cients

de viscosité η et ζ, la conductibilité thermique κ et la chaleur spéci�que CV sont
constants.
Notons que même dans ce cas, si la température et la densité varie sensiblement,
l'analyse mathématique du système d'équations (0.5)-(0.7) présente de sérieuses dif-
�cultés. Dans le but d'obtenir un premier résultat sur la convection, on a, dans
un premier temps, considéré le cas d'un mouvement stationnaire périodique dans
les directions horizontales. Le problème est ainsi ramené à l'existence d'un mouve-
ment stationnaire dans le domaine Ω = T×]0, h[, T étant le tore bidimensionnel.
Quant aux conditions aux limites sur la vitesse et la température, elles seront op-
portunément dé�nies. On verra dans le premier chapitre comment une distribution
non-homogène de la température autour d'une donnée de température sur le fond
(asimilé au niveau de la mer) assez grande peut engendrer un mouvement de convec-
tion stationnaire dans un état proche de l'état hydrostatique. Cet état hydrostatique
est caractérisé par une distribution a�ne de la température qui décroit avec l'al-
titude. Ce résultat, mathématiquement traduit par un théorème d'existence d'une
solution stationnaire, constitue le résultat principal de la première partie de cette
thèse.

L'existence d'une telle solution sera obtenue à l'aide du théorème de Schauder
comme point �xe d'un opportun opérateur non-linéaire qui sera dé�ni par la résolu-
tion de notre système d'équations convenablement linéarisé. Signalons que, dans [20],
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les auteurs ont montré l'existence d'une solution stationnaire d'un système analogue
avec, au lieu de (0.4) une pression de la forme
(0.8) p = p(%, T ) = TG(%)

où G est une fonction strictement positive croissante, mais avec des données de la
température sur la frontière voisine d'une constante. Dans notre cas les données de
la température sur la frontière sont proches d'une distribution hydrostatique (pour
les problèmes connexes, voir aussi [21]).

Ayant obtenu une solution stationnaire, il est naturel de se poser la question de
sa stabilité. A ce propos, rappelons que dans [17], les auteurs ont montré la stabilité
de l'état d'équilibre du système d'équations (0.1)-(0.3) dans un domaine borné avec
une température au bord constante et une pression du type (0.8). Ce résultat s'étend
facilement au cas où la température au bord ne varie pas sensiblement. Mais si celle-ci
varie sensiblement, comme dans notre situation, la question de la stabilité présente de
sérieuses di�cultés mathématiques. On s'est alors intéressé dans la seconde partie de
cette thèse, du point de vue stabilité, à l'étude d'un système d'équations dit système
à transformation adiabatique. Ce système est assez proche dans sa structure du
système d'un gaz visqueux barotropique connu comme équations de Navier-Stockes
compressibles. Plus précisement, il s'agit du système d'équations d'un gaz visqueux

%∂tv + %(v · ∇)v − η∆v − λ∇(∇ · v) = −R∇p− %∇Φ,(0.9)
∂t% +∇ · (%v) = 0,(0.10)

où la pression
(0.11) p = R%T

est liée à la transformation adiabatique décrite par l'équation
(0.12) CV %

[
∂tT + v · ∇T

]
+ R%T ∇ · v = 0.

Le système d'équation (0.9)-(0.12) résulte du système complet (0.1)-(0.3) des équa-
tions du mouvement d'un gaz visqueux en négligeant la di�usion de la chaleur et
l'augmentation de la température dûe à la friction interne du gaz. Pour la construc-
tion de ce système d'équations (0.9)-(0.12) et les relations de la transformation adia-
batique, on peut consulter [14], [12].
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Notons que l'équation (0.12) jointe à l'équation de continuité (0.10), nous montre
que sur les trajectoires la quantité

(0.13) q =
T

1
γ

%
γ−1

γ

,

est invariante. En ce sens, on est dans une situation similaire au cas barotropique où
(voir [7]) les auteurs ont montré l'existence d'une distribution de densité minimisant
l'énergie potentielle dûe à la pression et la gravitation, en outre, celle-ci est asymp-
totiquement stable.

Analoguement au cas barotropique (voir [7]), dans la seconde partie de cette
thèse, on discutera la question de l'existence d'un mimimun pour la fonctionelle
d'énergie potentielle dûe à la gravitation et à la pression, et, dans le cas a�rmatif,
quel couple de distribution de densité et de température (%, T ) le réalise dans une
classe de couples admissibles. La question de stablilité au sens de Lyapounov sera
également discutée à la �n du second chapitre. La classe de couples admissibles sera
construite en exploitant les invariants du système d'équations à tansformation adia-
batique. Seulement dans notre cas, contrairement au cas barotropique, la classe des
miminisants admissibles n'est pas convexe. Il s'agira alors d'une optimisation non
convexe. Ceci, comme on le verra au second chapitre, exigera un raisonnement très
élaboré pour démontre l'existence d'un mimimun atteint par un état de repos caraté-
risé par un couple de distribution de densité et de température. Une caractérisation
des distributions de température et de densité atmosphériques que les météorologues
communément classi�ent stables ou instables sera donnée, en particulier pour la
distribution �la plus stable�.
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Préliminaires

0.1 Généralités de l'Atmosphère
L'atmosphère présente des caractéristiques physiques di�érentes, en particu-

lier de la pression et de la température, mais aussi une composition chimique très
complexe. Les di�érences des caracteristiques physiques observées ont conduit à la
division conventionnelle de l'atmosphère : troposphère, stratosphère, mesosphère et
thermosphère. La couche qui se trouve immédiatement au dessus de la surface ter-
restre est la troposphère ; elle est caractérisée par la décroissance presque linéaire de
la température suivant la hauteur. Cette décroissance est expliquée par la présence
du mouvement vertical de l'air (et donc le mélange de l'air entre les parties supé-
rieure et inférieure de la troposphère) dans lequel la variation de la pression et de la
température ne s'écarte pas beaucoup de celle de la transformation adiabatique. La
troposphère peut être considérée comme le siège des phénomènes météorologiques.

0.2 État hydrostatique
Dans l'atmosphère réelle la di�usion de la chaleur et l'e�et thermique de la

friction interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement vertical de l'air
entraîne une variation de la pression et de la température de manière assez proche
du processus adiabatique. Ce comportement de l'air engendre une distribution de la
pression, de la température et de la densité assez proche de la distribution de l'état
hydrostatique.

En e�et, si on néglige la di�usion de la chaleur dûe à la friction interne, l'équation
(0.3) se réduit à
(0.14) %CV (∂tT + v · ∇T ) + R%T∇ · v = 0.
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Si le mouvement de l'air véri�e cette équation, alors le rapport
(0.15) q =

T
1
γ

%
γ−1

γ

,

reste invariant le long de chaque trajectoire dé�nie par le système d'équations di�é-
rentielles

d

dt
x(t, x0) = v(t, x(t, x0)), x(t0, x0) = x0.

Nous rappelons que γ est l'exposant adiabatique, dont la valeur approximative est
de 1, 4. Ainsi sur chaque trajectoire on a
(0.16) T (t, x) = C%γ−1

où C est une constante. Supposons maintenant que la valeur de la constante C est
identique dans une région Ω. Alors dans cette même région, la pression p, qui satisfait
à l'équation (0.4), est exprimée par
(0.17) p = h%γ,

avec h = CR. Considérons à présent le géopotentiel Φ donné dans l'équation (0.1).
Si on substitue dans celle-ci v par 0 et p par la relation (0.17), on obtient l'équation
(0.18) h∇%γ = −%∇Φ.

comme
∇%γ = ∇%(γ−1) γ

γ−1 =
γ

γ − 1
%∇%γ−1,

de (0.18) on déduit que
hγ

γ − 1
∇%γ−1 = −∇Φ

ce qui implique que
(0.19) %γ−1 = %̄γ−1

0 +
γ − 1

hγ
(Φ0 − Φ),

ou
(0.20) % = (%̄γ−1

0 +
γ − 1

hγ
(Φ0 − Φ))

1
γ−1 ,

où Φ0 = Φ(x0) et %̄0 = %̄(x0) avec x0 ∈ Ω. Dans l'application de la relation (0.20) à
l'atmosphère réelle, il est commode de considérer Φ0 comme étant la valeur de Φ au
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niveau de la mer et %̄0 celle de la densité au même niveau.
Il faut rappeler que du point de vue physique, les relations (0.19) et (0.20) sont
valables uniquement si

%̄(x0) > 0, %̄γ−1
0 +

γ − 1

hγ
(Φ0 − Φ) > 0.

La relation (0.20) signi�e que, dans l'approximation "adiabatique", l'atmosphère "au
repos" (c'est-à-dire lorsque v ≡ 0) aura la distribution de la densité % décrite dans
(0.20). En outre, compte tenu de la relation h = CR, de (0.16) et de (0.19) on déduit
que
(0.21) T = C(%̄γ−1

0 +
γ − 1

hγ
(Φ0 − Φ)) = T0 +

(γ − 1)

Rγ
(Φ0 − Φ)

où T0 = C%̄γ−1
0 est la température au niveau {x ∈ Ω | Φ(x) = Φ0}. D'autre part, de(0.17) et (0.20) on déduit que

(0.22) p = h(%̄γ−1
0 +

γ − 1

hγ
(Φ0 − Φ))

γ
γ−1 = (p

γ−1
γ

0 +
(γ − 1)

h
1
γ γ

(Φ0 − Φ))
γ

γ−1 ,

où p0 = h%̄γ
0 est la pression au niveau {x ∈ Ω | Φ(x) = Φ0}. Dans la région Ω un état

hydrostatique est dé�ni par la distribution de la densité %, de la température T don-
née par (0.20) et (0.21) et de la pression p donnée par (0.22). Notons que dans l'état
hydrostatique, la température T descend linéairement par rapport au géopotentiel
Φ, ce qui correspond au comportement de la température dans la troposphère.
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Chapitre 1

Mouvement de convection
stationnaire
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Mouvement de convection
stationnaire

1.1 Introduction
Il est bien conu que, dans les applications aux phénomènes atmosphèriques,

la distribution de la pression, de la densité et de la température est généralement
assez proche de celle de l'état hydrostatique qui joue un rôle essentiel pour le pro-
blème de stabitilité et d'instabilité de l'atmosphère. En particulier, le phénomène
communément appelé convection est causé par une distribution proche de l'état hy-
drostatique. Le transfert de chaleur dans l'air se fait par un mouvement de convection
qui se produit quand une couche d'air, en contact avec une surface chaude, chau�ée
par la conduction devient plus �ottable. En e�et, comme la température de l'air
diminue avec l'altitude, la di�érence verticale de température crée un soulévement
signi�catif de l'air qui entraîne avec lui de l'énergie. Comme la limite supérieure
de l'atmosphère terrestre réelle ne peut être dé�nie de manière nette et naturelle,
pour analyser mathématiquement la convection de l'atmosphère, nous avons consi-
déré le cas du mouvement sationnaire d'un gaz visqueux compressible et calorifère
soumis à la gravitation enfermé entre deux plans horizontaux, plus précisément dans
le domaine

Ω∞ = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | 0 < x3 < h}.
Un tel mouvement est régi par le système d'équations suivant

%(v · ∇)v − η∆v − λ∇(∇ · v) = −R∇(%T )− g%~e3,(1.1)
∇ · (%v) = 0,(1.2)

CV %v · ∇T − κ∆T + R%T∇ · v =(1.3)
= η

3∑
i,j=1

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi
− 2

3
δij∇ · v)

∂vj

∂xi
+ ζ(∇ · v)2).
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Ce système où, λ = 1
3η+ζ, découle aisément du système (0.1)-(0.3) si les coé�cients

de viscosité η et ζ, la conductibilité thermique κ et la chaleur spéci�que CV sont
constants.
Si la distribution de la température et de la densité varie sensiblement, l'analyse
mathématique du système d'équations (1.1)-(1.3) présente dans ce cas de sérieuses
di�cultés. Pour obtenir un premier résultat sur la convection, dans un premier temps,
on s'est inéressé au cas du mouvement stationnaire périodique dans les directions
horizontales. On supposera que toutes les fonctions, données ou inconnues, sont pé-
riodiques de periode 2π par rapport aux coordonnées x1 et x2, de sorte que, d'un
point vue mathématique, notre domaine se réduit à un domaine relativement com-
pact de R3

Ω = T×]0, h[

où T est le tore bidimensionnel. On désignera, là où il n'y a pas de risque d'équi-
voque, par x′ le point générique de T2, de sorte que x = (x′, x3) ∈ Ω si 0 < x3 < h.

Nous considérons donc dans le domaine Ω le système (1.1)-(1.3) avec les condi-
tions aux limites

v |x3=0 = 0, v3 |x3=h =
∂vi

∂x3
|x3=h = 0 (i = 1, 2),(1.4)

T (x′, 0) = T0(x
′) = T̄0 + ε(x′), T (x′, h) = T̄0 −

gh

R + CV
,(1.5)

où ε(x′) est une petite perturbation assez régulière dé�nie sur R2. Notre domaine
étant borné, le problème (1.1)-(1.5) doit être complété par la donnée de la masse
totale �nie
(1.6) M% =

∫
Ω

%(x)dx.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons que T̄0 et M% sont assez grand
et la perturbation ε assez petite. Autrement dit
(1.7) T̄0 ≥ A0, M% ≥ A0 et ‖ε‖H3(T2) ≤ ε0.

Sous l'hypothèse (1.7), on verra comment une distribution non-homogène de la
température autour de T̄0 peut engendrer un mouvement de convection stationnaire
dans un état proche de l'état hydrostatique relatif à T̄0. Ce résultat qui constitue
la partie principale de ce chapitre sera traduit par un théorème d'existence d'une
solution stationnaire du problème (1.1)-(1.6).
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1.2 Résultat principal
On cherchera une solution (v, T, %) du problème (1.1)-(1.6) dans un voisinage de

l'état hydrostatique (0, T̄hs, %̄hs) ou, d'un point de vue technique, dans un état proche
de celui-ci. Dans notre cas, l'état hydrostatique est caractérisé par la distribution de
la densité %̄hs(x3) et de la température T̄hs(x3) données par
(1.8) %̄hs(x3) = %̄hs(0)(1− gx3

T̄0(R + CV )
)

CV
R , T̄hs(x3) = T̄0 −

gx3

(R + CV )

où %̄hs(0) est une constante d'intégration qui sera déterminée par la condition∫
Ω

%̄hs(x)dx = M%.

les relations (1.8) sont étroitement liées à la transformation adiabatique. En e�et, si
on introduit l'exposant de l'adiabatique
(1.9) γ =

R

CV
+ 1 =

CP

CV
,

où CP est la capacité calori�que à pression constante, les fonctions %̄(x3) et T̄hs(x3)s'écrivent
(1.10) %̄hs(x3) = %̄hs(0)(1− γ − 1

γRT̄0
gx3)

1
γ−1 , T̄hs(x3) = T̄0 −

γ − 1

γR
gx3.

Notons que ces relations découlent facilement de (0.20) et (0.16) dans le cas par-
ticulier où Φ(x) = gx3. Il est bien connu que la valeur de γ est 5

3 pour les gaz
monoatomiques, 7

5 pour les gaz biatomiques, 4
3 pour les gaz triatomiques. Pour les

relations entre R, CP , CV et γ et la transformation adiabatique, voir par exemple
[12]. On supposera que

1 < γ < 2.

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant.
Théorème 1.2.1. Sous l'hypothèse (1.7), le problème (1.1)-(1.6) admet au moins
une solution

(v, T, %) ∈ H3(Ω)×H2(Ω)×H2(Ω).
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1.3 Préliminaires à la démonstration.
On cherchera une solution (v, T, %) du problème (1.1)-(1.6) dans un voisinage

de (0, T̄ , %̄) où T̄ et %̄ sont des fonctions de référence dé�nies à leur tour dans un
voisinage de T̄hs et de %̄hs. On commence par dé�nir sur Ω les fonctions de référence
T̄ et %̄. On pose alors

T̄ (x′, x3) = T̄hs(x3) + (1− x3

h
)ε(x′),(1.11)

%̄(x′, x3) = CM%

(T̄hs(x3))
γ

γ−1

T̄ (x′, x3)
,(1.12)

où
(1.13) CM%

= M%

[∫
Ω

(T̄hs(x3))
γ

γ−1

T̄ (x′, x3)
dx

]−1
.

Comme on peut le constater facilement par des caluls élémentaires, on obtient
∂

∂xi
(R%̄T̄ ) = 0 i = 1, 2, − ∂

∂x3
(R%̄T̄ )− %̄g = g%̄

(1− x3

h )ε(x′)

T̄hs(x3)
,(1.14)

CV %̄∇T̄ −RT̄∇%̄ = (R + CV )%̄∇((1− x3

h
)ε) + ~e3

g%̄

T̄hs
(1− x3

h
)ε.(1.15)

Posons maintenant
(1.16) ϑ(x) = T (x)− T̄ (x), σ(x) = %(x)− %̄(x).

On remarque que, en vertu de (1.2) et de (1.15), on a
CV %v · ∇T + R%T · v = v · [CV %∇T −RT∇%](1.17)

= (R + CV )%̄v · ∇((1− x3

h
)ε) + v3

g%̄

T̄hs
(1− x3

h
)ε

+ v · (CV [σ∇T̄ + %∇ϑ]−R[ϑ∇%̄ + T̄∇σ + ϑ∇σ]).

Compte tenu de (1.14) et de (1.17), le système d'équations (1.1)-(1.3) pour les in-
connues (v, T, %) se transforme en le système d'équations pour les inconnues (v, ϑ, σ)
suivant

−η∆v − λ∇(∇ · v) + R∇(σT̄ + %̄ϑ) + gσ~e3 = F (v, ϑ, σ),(1.18)
∇ · (σv) = −∇ · (%̄v),(1.19)
−κ∆ϑ = G(v, ϑ, σ)(1.20)
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où
F (v, ϑ, σ) = −(%̄ + σ)(v · ∇)v −R∇(σϑ) + g

%̄

T̄hs(x3)
(1− x3

h
)ε(x′)~e3,(1.21)

G(v, ϑ, σ) = η

3∑
i,j=1

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi
− 2

3
δij∇ · v)

∂vj

∂xi
+ ζ(∇ · v)2)(1.22)

+ κ∆((1− x3

h
)ε)− v3g

%̄

T̄hs(x3)
(1− x3

h
)ε(x′)

+ v · (R[ϑ∇%̄ + T̄∇σ + ϑ∇σ]− CV [σ∇T̄ + %̄∇ϑ + σ∇ϑ]).

D'autre part, il est clair que ϑ et σ doivent satisfaire aux conditions
ϑ|x3=0 = ϑ|x3=h = 0,(1.23) ∫

Ω
σ(x)dx = 0(1.24)

tandis que v doit satisfaire à la condition (1.4). Ainsi, on est amené à chercher une
solution

(v, T, %) = (v, T̄ + ϑ, %̄ + σ)

où (v, ϑ, σ) est une solution du système d'équations (1.18)-(1.20) avec les conditions
(1.4), (1.23) et (1.24).

En s'inspirant des techniques développées dans l'étude des équations d'un gaz
visqueux, en particulier celles du travail [20], on montre l'existence d'une solution du
problème (1.18)-(1.20), avec les conditions (1.4), (1.23) et (1.24) et donc du problème
(1.1)-(1.6). Dans [20], les auteurs ont montré l'existence d'une solution stationnaire
d'un système analogue à (1.18)-(1.20) avec, au lieu de (0.4), une pression p = p(%, T )
assez générale, mais avec des données de la température sur la frontière proches
d'une constante. Dans notre cas les données de la température sur la frontière sont
proches d'une distribution hydrostatique (pour les problèmes connexes, voir aussi
[21]). L'existence d'une solution stationnaire de notre problème sera obtenue comme
point �xe d'un opportun opérateur non-linéaire O qui sera dé�ni par la résolution
d'un système d'équations linéaires.

1.4 Opérateur O
Dans toute la suite, on notera L2 et Hm au lieu de L2(Ω) et Hm(Ω) et ‖·‖L2 et

‖·‖Hm au lieu de ‖·‖L2(Ω) et ‖·‖Hm(Ω). Pour dé�nir l'opérateur O on commence par
18



introduire l' espace fonctionnel
(1.25) X = {u = (v, ϑ, σ) ∈ H3 ×H2 ×H2 : u satisfait (1.4), (1.23), (1.24)}.

On munira l'espace X de la norme naturelle de H3 × H2 × H2 ou d'une norme
équivalente à celle-ci et on notera ‖·‖X sa norme. En outre, on désignera par X0l'espace X muni de la norme de H2 ×H1 ×H1 et par ‖·‖X0

sa norme. Notons que
tout borné de X est relativement compact dans X0.

Soit maintenant u′ = (v′, ϑ′, σ′) ∈ X donné et k un nombre positif. On considére
alors dans Ω le système linéaire suivant

−κ∆ϑ = G′(1.26)
−µ∆v − λ∇∇ · v = −R∇(T̄ σ′)−R∇(%̄ϑ)− gσ′~e3 + F ′,(1.27)

k(σ − σ′) +∇ · (σv) = −∇ · (%̄v),(1.28)
avec les conditions aux limites (1.4), (1.23) et la condition (1.24). Quant à F ′ et G′

ils sont dé�nis (voir (1.21) et (1.22)) par
(1.29) F ′ = F (u′), G′ = G(u′), u′ = (v′, ϑ′, σ′) ∈ X.

On a alors
Lemme 1.4.1. Soit u′ = (v′, ϑ′, σ′) ∈ X. Si le nombre positif k est su�samment
grand, alors le système d'équations (1.26)-(1.28) avec les conditions aux limites (1.4),
(1.23) et (1.24) admet une et une seule solution u = (v, ϑ, σ) ∈ X.

Démonstration. L'existence et l'unicité de la solution (v, ϑ) ∈ H3×H2 du sys-
tème d'équations (1.26)-(1.27) avec les conditions aux limites (1.4) et (1.23) résulte
de la théorie classique des systèmes elliptiques. En outre, on a

‖ϑ‖2
H2 ≤ ‖G′‖2

L2 ,(1.30)
‖v‖2

H3 ≤ cΩ(‖σ′‖2
H2 + ‖ϑ‖2

H2 + ‖F ′‖H1).(1.31)
Quant à la solution σ dans H2 de l'équation (1.28) et son estimation
(1.32) k ‖σ‖2

H2 ≤ cΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2
H2 + cΩ(‖σ′‖2

H2 + ‖v‖2
H3),

on consultera par exemple [1].
Grâce au lemme 1.4.1, on peut donc dé�nir univoquement l'opérateur non linéaire

(1.33) O : X → X, O(u′) = u
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où u = (v, ϑ, σ) est l'unique solution du système déquations linéaires (1.26)-(1.28)
garantie par le lemme 1.4.1. Comme on l'a déjà noté, l'existence d'une solution dans
X du sytème (1.18)-(1.20), avec les conditions (1.4), (1.23) et (1.24) sera obtenue à
l'aide du théorème de Schauder comme point �xe de l'opérateur O. On commence
alors par montrer la continuité de O. En e�et, on a le
Lemme 1.4.2. l'opérateur non linéaire O est continue de X0 dans lui même.

Démonstration. Notons d'abord que O transforment les bornés de X en des
bornés de X. En e�et, compte tenu des expressions (1.29) (voir aussi (1.21) et (1.22))
de F ′ et G′, il n'est pas di�cile de voir que, pour tout u′ = (v′, ϑ′, σ′) ∈ X,

‖F ′‖H1 ≤ c1 ‖v′‖2
H2 (1 + ‖σ′‖H2) + c1 ‖σ′‖H2 ‖ϑ′‖H2 + c1 ‖δ‖H1(T2) ,(1.34)

‖G′‖L2 ≤ c2(‖v′‖2
H2 + ‖ϑ′‖2

H2 + ‖σ′‖2
H2(Ω))(1.35)

+ c2 ‖ϑ′‖H2 ‖v′‖H2 ‖σ′‖H2 + c2(1 + ‖v′‖H2) ‖δ‖H2(T2)

avec deux constantes positives c1 et c2. Soit alors un borné B′ de X. Compte tenu
des inégalités (1.30)- (1.32), (1.34) et (1.35), Si k est assez grand, on voit facilement
que O(B′) demeure dans un borné de X.

Ceci étant, soit B′ un borné de X, et soit pour u′i = (v′i, ϑ
′
i, σ

′
i) ∈ B′ (i = 1, 2).

Donc O(u′i) = ui = (vi, ϑi, σi) appartient à un borné B de X. On pose
(1.36) u′ = u′1 − u′2 = (v′, ϑ′, σ′), u = O(u′1)−O(u′2) = u1 − u2 = (v, ϑ, σ).

Compte tenu de la dé�nition (voir (1.33)) de l'opérateur O, on a
−κ∆ϑ = G(u′1)−G(u′2)(1.37)

−µ∆v − λ∇∇ · v = −R∇(T̄ σ′)−R∇(%̄ϑ)− gσ′~e3 + F (u′1)− F (u′2),(1.38)
k(σ − σ′) +∇ · (σv) = −∇ · (σ2v)−∇ · (%̄v).(1.39)

Si on rappelle (voir (1.29), (1.21) et (1.22)) les dé�nitions de F ′ et G′, il est facile
de voir que

‖G(u′1)−G(u′2)‖H−1 + ‖F (U ′
1)− F (U ′

2)‖L2 ≤ c′(‖v′‖2
H2 + ‖ϑ′‖2

H1 + ‖σ′‖2
H1)

avec une constante positive c′ = c(B′). Si on estime maintenant les seconds membres
des deux premières équations elliptiques dans H−1 et L2 respectivement, compte tenu
de cette inégalité, on obtient
(1.40) ‖ϑ‖2

H1 + ‖v‖2
H2 ≤ c′(‖v′‖2

H2 + ‖ϑ′‖2
H1 + ‖σ′‖2

H1).
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Quant à l'estimation dans H1 de la solution σ, on commence par multiplier l'équation
(1.39) par σ et on intégre sur Ω. Compte tenu de la relation∫

Ω
∇ · (σv)σ =

1

2

∫
Ω
|σ|2∇ · vdx ≤ cΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2

L2 ,

on obtient facilement
(1.41) k ‖σ‖2

L2 ≤ cΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2
L2 + k ‖σ′‖2

L2 + cΩ ‖v‖2
H1 (1 + ‖σ2‖2

H1).

Par ailleurs, grâce à la relation∫
Ω
∇∇ · (σv)∇σ =

1

2

∫
Ω
|∇σ|2∇ · vdx +

∫
Ω
(∇v · ∇σ)∇σdx

+

∫
Ω

σ(∇(∇ · v))∇σdx,

si on applique à (1.39) l'opérateur gradient et on la multiplie par ∇σ, en intégrant
sur Ω, on obtient
(1.42) k ‖∇σ‖2

L2 ≤ cΩ ‖v‖H3 ‖∇σ‖2
L2 + k ‖σ′‖2

H1 + cΩ(‖σ2‖2
H2 + 1) ‖v‖2

H2 .

Compte tenu du fait que les solutions (vi, ϑi, σi) (i = 1, 2) demeurent dans un borné
de X, si k est assez grand, des deux dernières inégalités jointes à (1.40), on tire
facilement
(1.43) ‖σ‖2

H1 ≤ c′(‖v′‖2
H2 + ‖ϑ′‖2

H1 + ‖σ′‖2
H1).

Donc, de (1.40) et (1.43), il s'ensuit que
‖v‖2

H2 + ‖ϑ‖2
H1 + ‖σ‖2

H1 ≤ c′(‖v′‖2
H2 + ‖ϑ′‖2

H1 + ‖σ′‖2
H1),

et, si on rappelle la dé�nition (1.33) deO (voir aussi (1.36)), de l'inégalité précédente,
il vient

(1.44) ‖O(u′1)−O(u′2)‖X0
≤ c ‖u′1 − u′2‖X0

,

ce qui traduit la continuité de l'opérateur O.
Remarque 1.4.1. Compte tenu du lemme 1.4.2 et du fait que tout borné de X
est relativement compact dans X0, pour démontrer que O possède un point �xe, il
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nous reste seulement, selon le théorème de Schauder, à montrer que O envoie un
convexe fermé borné B de X dans lui même. Pour cela, on aura besoin d'estimations
adéquates de la solution (v, ϑ, σ). Nous en déduirons de ces estimations qu'il existe
en e�et un fermé borné convexe B de X tel que O(B) ⊂ B. Ainsi O possède un
point �xe u = (v, ϑ, σ) ∈ B qui, selon la dé�nition (voir (1.33)) de l'opérateur O,
est solution du système d'équations (1.18)- (1.20) avec les conditions (1.4), (1.23) et
la condition (1.24). Donc (voir (1.16)), (v, T, %) = (v, T̄ + ϑ, T̄ + σ) est solution du
problème (1.1-(1.6).

Le point crucial est d'obtenir ce type d'estimations sur (v, ϑ, σ) qui nous permet-
tront d'avoir en e�et O(B) ⊂ B. On commencera ici par donner l'estimation de ϑ,
en renvoyant à la section suivante les estimations de v et de σ lesquelles nécessistent
un traitement plus élaboré. On a alors
Lemme 1.4.3. Soit u′ = (v′, ϑ′, σ′) ∈ X. Alors la solution de l'équation (1.26)
ϑ ∈ H2(Ω) avec la condition (1.23) satisfait l'inégalité

‖ϑ‖H2 ≤ c1(‖v′‖2
H2 + ‖ϑ′‖2

H2 + ‖σ′‖2
H2)(1.45)

+ c1 ‖ϑ′‖H2 ‖v′‖H2 ‖σ′‖H2 + c1(1 + ‖v′‖H2) ‖δ‖H2(T2)

avec une constante positive c1.
Démonstration. Ce lemme résulte directement de l'inégalité (1.35) et de la théorie
classique des équations du type elliptique (voir par exemple [13], [19]).

1.5 Estimations de la solution v, σ des équations
linéarisées.

Ce paragraphe est consacré aux estimations des solutions v et σ des équations
1.27 et 1.28. Ces estimations obtenues dans les lemmes 1.5.1-1.5.9 et qui sont essen-
tielles pour la démonstration de notre résultat, seront obtenues en s'inspirant des
idées developpées dans [10] et [20]. Nous rappelons ici que les lemmes 1.5.1-1.5.9 qui
suivent seront démontrés sous l'hypothèse (1.7). Quant au nombre positif k qui �gure
dans l'equation (1.28) il peut, comme dans le lemme 1.4.1, être choisi arbitrairement
grand. Il nous conviendra de poser
(1.46) k =

κ̄k1

2
, k1 =

R

η + λ
M̄

(
T̄0 −

γ − 1

γR
gh

) γ
γ−1 .
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où κ̄ est un nombre opportunément arbitraire, véri�ant en particulier
(1.47) κ̄ ≥ 16

(
1− γ − 1

γRT̄0
gh

)− γ
γ−1

.

Dans les énoncés des lemmes (1.5.1)-(1.5.9) on désignera par C ′
k (k = 1, · · · 9)

les constantes qui dépendent de Ω mais ni de T̄0 ni M% (pourvu que celles -ci soient
plus grande qu'une certaine constante) et par C̃k (k = 1, · · · 9) les constantes qui
dépendent de Ω, de T̄0 et de M%. Par ailleurs, dans la démonstration de chaque
lemme, s'il n'y a pas lieu de les préciser, on désignera par CΩ les constantes qui
ne dépendent ni de T̄0 ni M% et par C̃(%̄) celles qui dépendent de T̄0 et/ou M%.Finalement pour simpli�er la notation on notera ‖·‖L2 et ‖·‖Hm (m = 1, 2, 3) au lieu
de ‖·‖L2(Ω) ‖·‖Hm(Ω).
Lemme 1.5.1. Soient u′ = (v′, ϑ′, σ′) ∈ X donné et u = (v, ϑ, σ) ∈ X la solution
du système d'équations (1.26)-(1.28) garantie par le lemme 1.4.1. Alors on a

η

R
‖∇v‖2

L2 +
λ

R
‖∇ · v‖2

L2 + k
∥∥∥(

T̄ %̄−1) 1
2σ

∥∥∥2

L2
≤ k

∥∥∥(
T̄ %̄−1) 1

2σ′
∥∥∥2

L2
(1.48)

− C ′
1T̄

2
0 ‖σ′‖

2
L2 + C ′

1(‖F ′‖2
L2 + ‖v‖H3 ‖σ‖2

L2) + C̃(%̄) ‖ϑ‖2
H1

avec k satisfaisant à (1.46).
Démonstration. Notons d'abord que

−
∫

Ω
[v∇(T̄ σ′) +

T̄

%̄
σ∇ · (%̄v)]dx

= −
∫

Ω

T̄

%̄
(σ − σ′)∇ · (%̄v)dx−

∫
Ω

T̄ (∇ log %̄ · v)σ′dx.

Si on multiplie maintenant l'équation (1.27) par R−1v et l'équation (1.28) par T̄ %̄−1σ
et on les intégre sur Ω, on obtient compte tenu de la relation ci-dessus

η

R
‖∇v‖2

L2 +
λ

R
‖∇ · v‖2

L2 +
k

2

∥∥∥(
T̄ %̄−1) 1

2 (σ − σ′)
∥∥∥2

L2
(1.49)

+
k

2

∥∥∥(
T̄ %̄−1) 1

2σ
∥∥∥2

L2
=

k

2

∥∥∥(
T̄ %̄−1) 1

2σ′
∥∥∥2

L2
+

4∑
i=1

Ii.
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où
I1 = −

∫
Ω

T̄

%̄
(σ − σ′)∇ · (%̄v)dx,

I2 = − g

R

∫
Ω
(−→e3 · v)σ′dx−

∫
Ω

T̄ (∇ log %̄ · v)σ′dx

I3 =
1

R

∫
Ω

F ′ · vdx +

∫
Ω

%̄ϑ∇ · vdx, I4 = −
∫

Ω

T̄

%̄
σ∇(vσ)dx.

En rappelant les expressions de T̄ et de %̄, grâce à (1.7), on peut facilement voir que
‖∇ log %̄‖L∞ est assez petite de sorte que
(1.50) ‖v · ∇ log %̄‖2

L2 ≤ ‖v‖2
L2 ,

donc, compte tenu de (1.46) et de (1.47), on obtient

I1 ≤
k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (σ − σ′)

∥∥∥∥2

L2

+
2

κ̄k1

∥∥T̄ %̄
∥∥

L∞ (‖∇ · v‖2
L2 + ‖v · ∇ log %̄)‖2

L2)

≤ k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (σ − σ′)

∥∥∥∥2

L2

+
λ

8R
‖∇ · v‖2

L2 +
η

8R
‖∇v‖2

L2 ,

I2 ≤
η

16R
‖∇v‖2

L2 + CΩ ‖σ′‖2
L2 ,

I3 ≤ CΩ ‖F ′‖2
L2 + C̃(%) ‖ϑ‖2

H1 +
λ

8R
‖∇ · v‖2

L2 +
η

16R
‖∇v‖2

L2 .

Quant au terme I3, on a
I3 = −1

2

∫
Ω

T̄

%̄
|σ|2(∇ · v)dx +

1

2

∫
Ω
|σ|2v · ∇

(T̄

%̄

)
dx ≤ CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2

L2 .

En adjoignant ces estimations des termes Ii (i = 1, 2, 3) à (1.49), on obtient
3η

4R
‖∇v‖2

L2 +
3λ

4R
‖∇ · v‖2

L2 + k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (σ − σ′)

∥∥∥∥2

L2

(1.51)

+ k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2σ

∥∥∥∥2

L2

≤ k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2σ′

∥∥∥∥2

L2

+ CΩ(‖F ′‖2
L2 + ‖v‖H3 ‖σ‖2

L2)

C̃(%) ‖ϑ‖2
H1 + CΩ ‖σ′‖2

L2 .
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Ceci étant, on considére maintenant le problème auxiliaire qui consiste à trouver
un ϕ ∈ H1(Ω) telle que
(1.52) ∇ · ϕ = σ′ dans Ω, ϕ(·, 0) = ϕ(·, h) = 0 dans T

avec σ′ véri�ant la condition (1.24). Il existe (Voir [8]) au moins une solution ϕ ∈
H1(Ω) telle que
(1.53) ‖ϕ‖H1 ≤ cΩ ‖σ′‖L2 .

En multipliant l'équation (1.27) par ϕ et en l'intégrant sur Ω, on obtient
∥∥∥√T̄ σ′

∥∥∥2

L2
= − g

R

∫
Ω

σ′−→e3 · ϕdx

+
1

R

∫
Ω
[η∇v · ∇ϕ + λ(∇ · v)(∇ · ϕ) +∇(%̄ϑ) · ϕ− F ′ · ϕ]dx.

Compte tenu de (1.7) et (1.52), on peut voir aisément que
T̄ 2

0 ‖σ′‖
2
L2 ≤ CΩ(η ‖∇v‖2

L2 + λ ‖∇ · v‖2
L2 + ‖F ′‖2

L2) + C̃(%̄) ‖ϑ‖2
H1 .

Si on multiplie maintenant par (4RCΩ)−1 l'inégalité ci-dessus et on l'adjoint à (1.51),
on obtient le lemme 1.5.1.
Lemme 1.5.2. Sous les mêmes hypothèses que le lemme 1.5.1, on a pour tout i = 1, 2

η

R
‖∇∂xi

v‖2
L2 +

λ

R
‖∇ · ∂xi

v‖2
L2 + k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

σ

∥∥∥∥2

L2

≤ k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

σ′
∥∥∥∥2

L2

(1.54)
+ C ′

2 ‖σ′‖
2
L2 + C̃2 ‖ϑ‖2

H1 + C ′
2(‖F ′‖2

L2 + ‖v‖H3 ‖σ‖2
H1).

Démonstration. On applique l'opérateur di�érentiel ∂xi
(i = 1, 2) aux équa-

tions (1.27) et (1.28), on les multiplie par R−1∂xi
v et T̄ %̄−1∂xi

σ respectivement et
on les intégre sur Ω. Puisque ∂xi

v satisfait aux conditions aux limites (1.4), en les
intégrant par parties et en utilisant la relation

−
∫

Ω

[
(∂xi

v)∇ · (∂xi
(T̄ σ′)) +

T̄

%̄
∂xi
∇ · (%̄v)∂xi

σ
]
dx =∫

Ω

[
(∂xi

∇ · v)∂xi
(T̄ σ′)− T̄

%̄
∂xi
∇ · (%̄v)∂xi

σ
]
dx =

−
∫

Ω

T̄

%̄
(∂xi

∇ · (%̄v))(∂xi
σ − ∂xi

σ′)dx

+

∫
Ω
(∂xi

T̄ )σ′∂xi
∇ · vdx−

∫
Ω

T̄
[
(∂xi

log %̄)∇ · v +
1

%̄
∂xi

(v · ∇%̄)
]
∂xi

σ′dx,
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on obtient
η

R
‖∇∂xi

v‖2
L2 +

λ

R
‖∇ · ∂xi

v‖2
L2 +

k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

σ

∥∥∥∥2

L2

(1.55)

+
k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (∂xi

σ − ∂xi
σ′)

∥∥∥∥2

L2

=
k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

σ′
∥∥∥∥2

L2

+
5∑

i=1

Ii.

où
I1 = −

∫
Ω

T̄

%̄
(∂xi

σ − ∂xi
σ′)∂xi

∇ · (%̄v)dx,

I2 =

∫
Ω
((∂xi

∇ · v)∂xi
(%̄ϑ)−R−1F ′ · ∂xi

∂xi
v)dx,

I3 = −
∫

Ω
σ′

[
∂xi

[
T̄ (∂xi

log %̄)∇ · v + %̄−1∂xi
(v · ∇%̄)

]
+ (∂xi

T̄ )∂xi
∇ · v

]
dx,

I4 =
g

R

∫
Ω

σ′∂xi
∂xi

v3dx

I5 = −
∫

Ω

T̄

%̄
(∂xi

σ)∂xi
∇ · (σv)dx.

Compte tenu des expressions de T̄ et de %̄, grâce à (1.7), d'une manière analogue à
la démonstration du lemme 1.5.1 (particuliérement pour le terme I1), on a

I1 ≤
k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (∂xi

σ − ∂xi
σ′)

∥∥∥∥2

L2

+
λ

2R
‖∇ · (∂xi

v)‖2
L2 +

η

6R
‖∇∂xi

v‖2
L2 ,

I2 ≤
η

6R
‖∇∂xi

v‖2
L2 + CΩ ‖F ′‖2

L2 + C̃(%) ‖ϑ‖2
H1 ,

I3 + I4 ≤
η

6R
‖∇∂xi

v‖2
L2 + CΩ ‖σ′‖2

L2 .

Quant au terme I5, on a
I5 = −1

2

∫
Ω

T̄

%̄
|∂xi

σ|2(∇ · v)dx +
1

2

∫
Ω
|∂xi

σ|2
(
v · ∇

(
T̄ %̄−1))dx(1.56)

−
∫

Ω
T̄ %̄−1(∂xi

σ)∇ · (σ∂xi
v)dx ≤ CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2

H1 .

Si on tient maintenant compte de ces estimations, de (1.55) découle le lemme 1.5.2.
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Lemme 1.5.3. Avec les mêmes hypothèses du lemme 1.5.1, on a

(k̄ + 1)C0T̄
2
0 ‖∂x3

σ‖2
L2 − C ′

3

2∑
i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 − C ′
3T̄

−2
0 ‖v‖2

H1

)(1.57)
≤ (k̄ − 1)C0T̄

2
0 ‖∂x3

σ′‖2
L2 + C ′

3 ‖∇σ′‖2
L2 + C̃3(‖F ′‖2

L2 + ‖ϑ‖2
H1)

+ C ′
3 ‖v‖H3 ‖σ‖2

H1 ,

où
(1.58) C0 =

R

η + λ

(
1− γ − 1

γRT̄0
gh

) γ
γ−1

.

Démonstration. A l'aide de l'identité
∆v3 = ∂x3

∇ · v + ∂x1
(∂x1

v3 − ∂x3
v1) + ∂x2

(∂x2
v3 − ∂x3

v2),

de l'équation (1.27) on tire
∂x3
∇ · v = − η

η + λ
(∂x1

(∂x1
v3 − ∂x3

v1) + ∂x2
(∂x2

v3 − ∂x3
v2))(1.59)

+
1

η + λ
(R∂x3

(%̄ϑ) + RT̄∂x3
σ′ + (R∂x3

T̄ + g)σ′ − F ′
3).

Ceci étant, on applique l'opérateur di�érentiel ∂x3
à l'équation (1.28) et on y substitue

l'expression ci-dessus de ∂x3
∇ · v. Si on multiplie l'équation obtenue par ∂x3

σ, on
obtient en intégrant sur Ω

(1.60)
∫

Ω
k
[
(∂x3

σ − ∂x3
σ′)∂x3

σ +
R

η + λ
%̄T̄ (∂x3

σ)(∂x3
σ′)

]
dx =

5∑
i=1

Ii,

où
I1 =

1

η + λ

∫
Ω

%̄(Rσ′∂x3
T̄ + gσ′)∂x3

σdx

I2 =
1

η + λ

∫
Ω

%̄(F ′
3 −R∂x3

(%̄ϑ))∂x3
σdx

I3 =
η

η + λ

∫
Ω

%̄(∂x3
σ)(∂x1

(∂x1
v3 − ∂x3

v1) + ∂x2
(∂x2

v3 − ∂x3
v2))dx

I4 = −
∫

Ω
(∂x3

(v · ∇%̄) + (∂x3
%̄)∇ · v)∂x3

σdx

I5 = −
∫

Ω
(∂x3

σ)∇ · (∂x3
(vσ))dx.

27



En utilisant l'identité
(a− b)a + βab =

1 + β

2
a2 +

1− β

2
(a− b)2 − 1− β

2
b2

et en tenant compte des expressions (1.11) et (1.12) de %̄, T̄ , si T̄0 est assez grand,
on obtient ∫

Ω
k
[
(∂x3

σ − ∂x3
σ′)∂x3

σ +
R

η + λ
%̄T̄ (∂x3

σ)(∂x3
σ′)

]
dx

≥ k + k1

2
‖∂x3

σ‖2
L2 −

k − k1

2
‖∂x3

σ′‖2
L2 +

k − k′1
2

‖∂x3
σ − ∂x3

σ′‖2
L2 ,

où k1 est le nombre donné dans (1.46) et
k′1 =

R

η + λ
CM%

T̄
γ

γ−1

0 .

En outre, des expressions (1.12) et (1.11) (voir aussi (1.10)) de %̄ et de T̄ , on peut
voir que

I1 ≤
k − k′1

6
‖∂x3

σ − ∂x3
σ′‖2

L2 +
k1

12
‖∂x3

σ′‖2
L2 + CΩCM%

T̄
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2 ,

I2 ≤ C̃(%̄)(‖F ′‖2
L2 + ‖ϑ‖2

H1) +
k1

4
‖∂x3

σ‖2
L2 ,

I3 ≤
k − k′1

6
‖∂x3

σ − ∂x3
σ′‖2

L2 +
k1

12
‖∂x3

σ′‖2
L2 + CΩCM%

T̄
2−γ
γ−1

0

2∑
i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 ,

I4 ≤
k − k′1

6
‖∂x3

σ − ∂x3
σ′‖2

L2 +
k1

12
‖∂x3

σ′‖2
L2 + CΩCM%

T̄
4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
L2 .

Quant au dernier terme I5, on a
I5 = −1

2

∫
Ω

T̄

%̄
|∂x3

σ|2(∇ · v)dx−
∫

Ω
(∂x3

σ)(∇σ · v) +

∫
Ω
(∂x3

σ)(∇ · (∂x3
v))σ

≤ CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2
H1

Si on adjoint ces estimations à (1.60), on obtient(
k +

k1

2

)
‖∂x3

σ‖2
L2 ≤

(
k − k1

2

)
‖∂x3

σ′‖2
L2 + CΩCM%

T
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2

+ CM%
CΩT̄

2−γ
γ−1

0

2∑
i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 + CΩCM%
T̄

4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
L2

+C̃(%̄) ‖F ′‖2
L2 + C̃(%̄) ‖ϑ‖2

H1 + CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2
H1 .
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En multipiliant maintenant les deux membres de cette inégalité par(
CM%

T̄
2−γ
γ−1

0

)−1
= T̄ 2

0
(
CM%

T
γ

γ−1

0

)−1

et tenant compte de (1.46), on obtient (1.57).
Lemme 1.5.4. On a, sous les hypothèses du lemme 1.5.1

‖v‖2
H2 − C ′

4

2∑
i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 ≤(1.61)
−C ′

4(T̄
2
0 − 1) ‖∇σ′‖2

L2 + C ′
4(T̄

2
0 ‖∂x3

σ′‖2
L2 + ‖F ′‖2

L2 + C̃4 ‖ϑ‖2
H1 .

Démonstration. On réécrit l'équation (1.27) comme un problème de Stokes
dans Ω avec les conditions aux limites (1.4)

µ∆v + R∇(T̄ σ′) = −λ∇∇ · v −R∇(%̄ϑ)− gσ′~e3 + F ′(1.62)
∇ · v = ∇ · v.

Des estimations classiques (voir [8] et [18]) du problème de Stokes, on a
(1.63) ‖v‖2

H2 +
∥∥∇(T̄ σ′)

∥∥2
L2 ≤ C̃(%̄) ‖ϑ‖2

H1 + CΩ(‖∇ · v‖2
H1 + ‖F ′‖2

L2) + ‖∇σ′‖2
L2).

En outre, à l'aide de (1.59), on peut voir facilement que

‖∂x3
∇ · v‖2

L2 ≤ CΩ ‖∇σ′‖2
L2

+ CΩ
( 2∑

i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 + T̄ 2
0 ‖∂x3

σ′‖2
L2 + ‖F ′‖2

L2 + ‖ϑ‖2
H1),∥∥∇(T̄ σ′)

∥∥2
L2 ≥ CΩ(T̄ 2

0 − 1) ‖∇σ′‖2
L2 .

Compte tenu de ces inégalités, de (1.63) en découle facilement (1.61).
Lemme 1.5.5. Soient i, j = 1, 2. Sous les mêmes hypothèses que le lemme 1.5.1 on
a

η

R

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 +
λ

R

∥∥∂xi
∂xj
∇ · v

∥∥2
L2 + k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

∂xj
σ

∥∥∥∥2

L2

− C ′
5 ‖v‖

2
H2(1.64)

≤ k

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

∂xj
σ′

∥∥∥∥2

L2

+ C̃5 ‖ϑ‖2
H2 + C ′

5(‖F ′‖2
H1 + ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2 + ‖∇σ′‖2
L2).
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Démonstration. On applique l'opérateur di�érentiel ∂xi
∂xj

(i, j = 1, 2) aux
équations (1.27) et (1.28) et on les multiplie par par R−1∂xi

∂xj
v et T̄ %̄−1∂xi

∂xj
σ

respectivement. En les intégrant par parties, compte tenu du fait que ∂xi
∂xj

v véri�e
les conditions aux limites (1.4), on obtient

η

R

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 +
λ

R

∥∥∂xi
∂xj
∇ · v

∥∥2
L2 +

k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

∂xj
σ

∥∥∥∥2

L2

(1.65)

+
k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)

∥∥∥∥2

L2

=
k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

∂xj
σ′

∥∥∥∥2

L2

+
4∑

i=1

Ii.

où
I1 = −

∫
Ω

T̄

%̄
(∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)∂xj

∂xi
∇ · (%̄v)dx,

I2 = −
∫

Ω
[(∂xi

T̄ )∂xj
σ′ + (∂xj

T̄ )∂xi
σ′ + σ′∂xj

∂xi
T̄ ]∂xj

∂xi
∇ · vdx,

I3 = −
∫

Ω
∂xi

[
T̄ %̄−1[∂xi

∂xj
(v · ∇%̄) + (∂xi

∂xj
%̄)∇ · v

]]
∂xj

σ′dx,

I4 = −
∫

Ω
∂xi

[
T̄ %̄−1[(∂xi

%̄)∂xj
∇ · v + (∂xj

%̄)∂xi
∇ · v

]]
∂xj

σ′dx,

I5 = − g

R

∫
Ω
(∂xi

σ′)∂2
xi
∂xj

v3,ndx,

I6 =

∫
Ω

[
(∂xj

∂xi
∇ · v)∂xi

∂xj
(%̄ϑ)−R−1(∂2

xi
∂xj

v) · ∂xj
F ′]dx

I7 = −
∫

Ω

T̄

%̄
(∂xi

∂xj
σ)∂xi

∂xj
∇ · (vσ)dx.

Compte tenu des expressions de %̄, T̄ et de la relation
1

2k
CM%

T̄
γ

γ−1

0 ≤ η + λ

8R

dûe à (1.46) et (1.47), on peut estimer le terme I1 de sorte que
I1 ≤

k

2

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2 (∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)

∥∥∥∥2

L2

+
η + λ

16R

∥∥∂xi
∂xj
∇ · v

∥∥2
L2 + CΩ ‖v‖2

H2 .

En outre, on a évidemment
I2 + I3 + I4 + I5 ≤

η

6R

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 + CΩ ‖∇σ′‖2
L2

I6 ≤ CΩ ‖F ′‖2
H1 + C̃(%̄) ‖ϑ‖2

H2 +
η

6R

∥∥∂xi
∂xj
∇v

∥∥2
L2 .
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Quant au terme I7 d'une manière analogue à (1.56), on peut l'estimer de sorte que
I7 ≤ CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2 .

Si on adjoint les estimations ci-dessus des termes Ii (i = 1, · · · , 7) à (1.65), on obtient
(1.64).
Lemme 1.5.6. Soit i = 1, 2. Sous les hypothèses du lemme 1.5.1 on a

(k̄ + 1)C0T̄
2
0 ‖∂x3

∂xi
σ‖2

L2 − C ′
6

2∑
i,j=1

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 − C ′
6T̄

−2
0 ‖v‖2

H2(1.66)
≤ (k̄ − 1)C0T̄

2
0 ‖∂x3

∂xi
σ′‖2

L2 + C̃6(‖F ′‖2
H1 + ‖ϑ‖2

H2) + C ′
6 ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2

+ C ′
6 ‖∇σ′‖2

L2

où C0 est donnée par (1.58)
Démonstration. On applique l'opérateur di�érentiel ∂x3

∂xi
(i = 1, 2) à l'équa-

tion (1.28) et on y substitue l'expression (1.59) de ∂x3
∇·v. En multipliant l'équation

obtenue par ∂x3
∂xi

σ, il vient après intégration par parties sur Ω∫
Ω

k
[
(∂x3

∂xi
σ − ∂x3

∂xi
σ′)∂xi

∂x3
σ +

R

η + λ
%̄T̄ (∂x3

∂xi
σ)(∂x3

∂xi
σ′)

]
dx(1.67)

=
5∑

i=1

Ii,

où
I1 = − 1

η + λ

∫
Ω

(
R∂xi

(%̄σ′∂x3
T̄ ) + R∂x3

σ′∂xi
(%̄T̄ ) + g∂xi

(%̄σ′)
)
∂x3

∂xi
σdx,

I2 =
1

η + λ

∫
Ω

(
∂xi

(%̄F ′
3,n −R%̄∂x3

(%̄ϑ)))∂x3
∂xi

σdx,

I3 =
η

η + λ

∫
Ω
(∂xi

∂x3
σ)∂xi

(%̄(∂x1
(∂x1

v3,n − ∂x3
v1,n) + ∂x2

(∂x2
v3,n − ∂x3

v2,n)))dx

I4 =

∫
Ω
(∂xi

∂x3
(v · ∇%̄) + ∂xi

((∂x3
%̄)∇ · v))∂xi

∂x3
σdx

I5 = −
∫

Ω
(∂xi

∂x3
σ)∇ · (∂xi

∂x3
(vσ)dx.
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Tout comme dans la démonstration du lemme 1.5.3, en utilisant l'inégalité∫
Ω

k
[
(∂xi

∂x3
σ − ∂xi

∂x3
σ′)∂x3

σ +
R

η + λ
%̄T̄ (∂xi

∂x3
σ)(∂xi

∂x3
σ′)

]
dx ≥

k + k1

2
‖∂xi

∂x3
σ‖2

L2 −
k − k1

2
‖∂xi

∂x3
σ′‖2

L2 +
k − k′1

2
‖∂xi

∂x3
σ − ∂xi

∂x3
σ′‖2

L2 ,

et en estimant les termes Ii (i = 1, · · · , 5), on déduit de (1.73) que(
k +

k1

2

)
‖∂xi

∂x3
σ‖2

L2 ≤
(
k − k1

2

)
‖∂xi

∂x3
σ′‖2

L2

CΩ
(
CM%

T̄
2−γ
γ−1

0

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 + CM%
T̄

4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
H2 + CM%

T̄
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2

)
+C̃(%̄)(‖F ′‖2

H1 + ‖ϑ‖2
H2) + CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2 .

En multipiliant maintenant les deux membres de cette inégalité par(
CM%

T̄
2−γ
γ−1

0

)−1
= T̄ 2

0
(
CM%

T
γ

γ−1

0

)−1

et tenant compte de (1.46), on obtient (1.66).
Lemme 1.5.7. Sous les hypothèses du lemme 1.5.1, on a pour tout (i = 1, 2)

‖∂xi
v‖2

H2 − C ′
7

2∑
j=1

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 − C ′
7 ‖v‖

2
H2(1.68)

≤ −C ′
7T̄

2
0 ‖∇(∂xi

σ′)‖2
L2 + C ′

7T̄
2
0 ‖∂x3

∂xi
σ′‖2

L2 + C̃7 ‖ϑ‖2
H2

+ C ′
7(‖F ′‖2

H1 + ‖∇σ′‖2
L2).

Démonstration. On applique à l'équation (1.27) l'opérateur di�érentiel ∂xi

(i = 1, 2) et on réécrit l'équation obtenue comme un problème de Stokes dans Ω

µ∆(∂xi
v) + R∇(∂xi

(T̄ σ′)) = −λ∂xi
∇∇ · v −R∇∂xi

(%̄ϑ)− g∂xi
σ′~e3 + ∂xi

F ′

∇ · ∂xi
v = ∇ · ∂xi

v,

∂xi
v|x3=0 = 0, ∂xi

v3|x3=h = ∂xi
∂x3

vi|x3=h = 0 (i = 1, 2).

Avec les mêmes arguments de la démonstration du lemme 1.5.4, on a .
‖∂xi

v‖2
H2 + R2

∥∥∇∂xi
(T̄ σ′)

∥∥2
L2 ≤(1.69)

≤ CΩ(‖∇ · ∂xi
v‖2

H1 + ‖F ′‖2
H1(Ω) + ‖∇σ′‖2

L2) + C̃(%̄) ‖ϑ‖2
H2 .
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Par ailleurs, notons que

(1.70) ‖∂xi
∇ · v‖2

H1 ≤ CΩ(
2∑

i=1

∥∥∂xi
∂xj
∇ · v

∥∥2
L2 + ‖∂xi

∂x3
∇ · v‖2

L2 + ‖v‖2
H2),

et, en appliquant l'opérateur ∂xi
(i = 1, 2) à (1.59), il vient

‖∂xi
∂x3
∇ · v‖2

L2 ≤ C̃(%̄) ‖ϑ‖2
H2(1.71)

+ CΩ
( 2∑

j=1

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 + T̄ 2
0 ‖∂x3

∂xi
σ′‖2

L2 + ‖F ′‖2
H1 + ‖∇σ′‖2

L2

)
.

Si on substitue (1.70) et (1.71) dans (1.69), compte tenu de l'inégalité évidente∥∥∇∂xi
(T̄ σ′)

∥∥2
L2 ≥ CΩ(T̄ 2

0 ‖∇∂xi
σ′‖2

L2 − ‖∇σ′‖2
L2),

on obtient (1.68).
Lemme 1.5.8. Sous les hypothèses du lemme 1.5.1 on a

(k̄ + 1)C0T̄
2
0 ‖∆σ‖2

L2 − C ′
8T̄

−2
0 ‖v‖2

H2 ≤ (k̄ − 1)C0T̄
2
0 ‖∆σ′‖2

L2(1.72)
+ C̃8(‖F ′‖2

H1 + ‖ϑ‖2
H2) + C ′

8(‖v‖H3 ‖σ‖2
H2 + ‖∇σ′‖2

L2).

Démonstration. On applique l'opérateur laplacien à l'équation (1.28) et on y
substitue l'expression (1.59) de ∂x3

∇ · v. En multipliant l'équation obtenue par ∆σ,
il vient après intégration par parties sur Ω

(1.73)
∫

Ω
k
[
(∆σ −∆σ′)∆σ +

R

η + λ
%̄T̄∆σ∆σ′]dx =

5∑
i=1

Ii,

où
I1 = − 1

η + λ

∫
Ω
(2R%̄∇T̄ · ∇σ′ + R%̄σ′∆T̄ + g%̄∂x3

σ′)∆σdx,

I2 = − 1

η + λ

∫
Ω

%̄(R∆(%̄ϑ)−∇ · F ′)∆σdx,

I3 =

∫
Ω
(∆(v · %̄) + ∆%̄∇ · v + 2(∇%̄) · ∇∇ · v))∆σdx,

I4 = −
∫

Ω
(∆∇ · (σv))∆σdx.
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De manière analogue à la démonstration des lemmes 1.5.3 et 1.5.6, on a∫
Ω

k
[
(∆σ −∆σ′)∆σ +

R

η + λ
%̄T̄ (∆σ)(∆σ′)

]
dx ≥

≥ k + k1

2
‖∆σ‖2

L2 −
k − k1

2
‖∆σ′‖2

L2 +
k − k′1

2
‖∆σ −∆σ′‖2

L2 .

En outre, on peut véri�er sans peine que
I1 + · · ·+ I4 ≤

k1

4
‖∆σ‖2

L2 + CΩ
(
CM%

T̄
4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
H2 + CM%

T
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2

)
+C̃(%̄)(‖F ′‖2

H1 + ‖ϑ‖2
L2) + CΩ ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2 .

Ainsi, pareillement à la démonstration des lemmes 1.5.3 et 1.5.6, on en déduit (1.72).

Lemme 1.5.9. Sous les hypothèses du lemme 1.5.1 on a

‖v‖2
H3 − C ′

9
( 2∑

i=1

‖∂xi
v‖2

H2 + ‖v‖2
H1

)(1.74)

≤ −C ′
9T̄

2
0 ‖∇σ′‖2

H1 + C ′
9T

2
0
(
‖∆σ′‖2

L2 +
2∑

i=1

‖∇∂xi
σ′‖2

L2

)
+ C ′

9(‖F ′‖2
H1 + ‖∇σ′‖2

L2) + C̃9 ‖ϑ‖2
H2 .

Démonstration. Comme dans le lemme 1.5.4, en vertu de la théorie bien connue
des estimations du problème de Stokes (voir [8], [18]), on déduit de (1.62) avec les
conditions aux limites (1.4)

‖v‖2
H3 + R2

∥∥∇(T̄ σ′)
∥∥2

H1(1.75)
≤ C̃(%̄) ‖ϑ‖2

H2 + CΩ(‖∇ · v‖2
H2 + ‖∇σ′‖2

L2 + ‖F ′‖2
H1).

Notons d'abord que

‖∇ · v‖2
H2 ≤ ‖∂x3

∇ · v‖2
H1 +

2∑
i=1

‖∂xi
v‖2

H2 + ‖v‖2
H1 .
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Par ailleurs, compte tenu de (1.59), on a
‖∂x3

∇ · v‖2
H1 ≤

+ CΩ
( 2∑

i=1

‖∂xi
v‖2

H2 + T̄ 2
0 ‖∇∂x3

σ′‖2
L2 + ‖F ′‖2

L2 + ‖∇σ′‖2
L2) + C̃(%̄) ‖ϑ‖2

H2).

Puisque ∥∥∇(T̄ σ′)
∥∥2

H1 ≥ CΩ((T̄ 2
0 ‖∇σ′‖2

H1 − ‖∇σ′‖2
L2),

‖∇∂x3
σ′‖2

L2 ≤ ‖∆σ′‖2
L2 +

2∑
i=1

‖∇∂xi
σ′‖2

L2 ,

en adjoignant ces inégalités à (1.75), on obtient (1.74).

1.6 Démonstration du théorème 1.2.1
Les lemmes 1.5.1-1.5.9 étant établis, on est maintenant en mesure de montrer

que l'opérateur O envoie un convexe fermé borné B de X dans lui même. Compte
tenu de la remarque 1.4.1, l'opérateur O possède, gâce au théorème de Schauder un
point �xe u = (v, ϑ, σ). D'aprés la dé�nition (1.33) de l'opérateur O, ce point �xe
est une solution du système d'équations (1.18)-(1.20) avec les conditions (1.4), (1.23)
et (1.24). Si on pose

v = v, T = T̄ + ϑ, % = %̄ + σ,

alors on peut facilement voir que (v, T, %) est une solution du problème (1.1)- (1.6).
Pour conclure donc la démonstration du théorème 1.2.1, il nous reste seulement à
montrer qu'il existe un borné fermé convexe B de X tel que O(B) ⊆ B. En e�et,
on a le
Lemme 1.6.1. Sous l'hypothèse (1.7), il existe une norme | · |2 équivalente à la
norme de H2 et un nombre positif r tels que, si on pose
(1.76) B = {u = (v, ϑ, σ) ∈ X : ‖u‖2

X = ‖v‖2
H3 + ‖ϑ‖2

H2 + |σ|22 ≤ r2},

alors on ait O(B) ⊆ B.
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Démonstration. Soient λ1, λ2, · · · , λ8 des nombres positifs arbitraires. On com-
mence par poser

|σ|22 = ν1 ‖∆σ‖2
L2 + ν2

2∑
i=1

‖∂xi
∂x3

σ‖2
L2 + ν3

2∑
i,j=1

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

∂xj
σ

∥∥∥∥2

L2

(1.77)

+ ν4 ‖∂x3
σ‖2

L2 + ν5

2∑
i=1

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

σ

∥∥∥∥2

L2

+ ν6

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2σ

∥∥∥∥2

L2

avec
ν1 = C0(κ̄ + 1)λ8T̄

2
0 , ν2 = C0(κ̄ + 1)λ6T̄

2
0 , ν3 = kλ5,

ν4 = C0(κ̄ + 1)λ3T̄
2
0 , ν5 = kλ2, ν6 = kλ1,

où C0 est donné par (1.58). Il est clair que |σ|2,Ω est équivalente à la norme usuelle de
H2. Si on multiplie maintenant les estimations obtenues dans les lemmes 1.5.1-1.5.9
par λ1, λ2, · · · , λ9 et on choisisit λ9 = 1, en les adjoignant, on obtient

‖v‖2
H3 + |σ|22 + Λ1

2∑
i=1

‖∂xi
v‖2

H2(1.78)

+Λ2

2∑
i,j=1

∥∥∇∂xi
∂xj

v
∥∥2

L2 + Λ3 ‖v‖2
H2 + Λ4

2∑
i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 + Λ5 ‖v‖2
H1

≤ Nσ′ − C ′
9T̄

2
0 ‖∇σ′‖2

H1 − Λ6 ‖∇σ′‖2
L2 − Λ7 ‖σ′‖2

L2

−Λ1T̄
2
0

2∑
i=1

‖∇∂xi
σ′‖2

L2 + C̃(‖F ′‖2
H1 + ‖ϑ‖2

H2 + ‖v‖H3 ‖σ‖2
H2)

avec C̃ est une constante positive dépendant de %̄ et des λi. Quant aux Λi ils sontdé�nis par
Λ1 = λ7 − C ′

9, Λ2 =
η

R
λ5 − C ′

6λ6 − C ′
7λ7,(1.79)

Λ3 = λ4 − 4C ′
5λ5 − 2C ′

6T
−2
0 λ6 − 2C ′

7λ7 − C ′
8T

−2
0 λ8 − C ′

9

Λ4 =
η

R
λ2 − C ′

3λ3 − C ′
4λ4, Λ5 =

η

R
λ1 − C ′

3T
−2
0 λ3

Λ6 = C ′
4λ4T

2
0 − C ′

9 − C ′
8λ8 − C ′

7λ7 − C ′
6λ6 − C ′

5λ5 − C ′
3λ3

Λ7 = C ′
1(T̄

2
0 − 1)λ1 − 2C ′

2λ2,
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et
Nσ′ = (C ′

9 + (κ̄− 1)C0λ8)T̄
2
0 ‖∆σ′‖2

L2(1.80)
+ (C ′

7λ7 + C0(κ̄− 1)λ6)T̄
2
0

2∑
i=1

‖∂xi
∂x3

σ′‖2
L2 + kλ5

2∑
i,j=1

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

∂xj
σ′

∥∥∥∥2

L2

+ kλ2

2∑
i=1

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2∂xi

σ′
∥∥∥∥2

L2

+ (C ′
4λ4 + C0(κ̄− 1)λ3)T̄

2
0 ‖∂x3

σ′‖2
L2

+kλ1

∥∥∥∥(T̄

%̄

) 1
2σ′

∥∥∥∥2

L2

.

Ceci étant, si T̄0 est assez grand, on peut voir qu'il est possible de choisir λ1, · · · , λ8en sorte que (voir (1.77), (1.79) et (1.80))
(1.81) Λi > 0 ∀ i = 1, · · · , 5, et Nσ′ ≤ (1− δ)|σ′|22

avec δ ∈]0, 1[. On voit qu'un tel choix est possible, en e�et, en se donnant λ8, onpeut grâce aux contraintes (1.81) déterminer de proche en proche λ7, λ6, · · ·λ1. Les
λi (i = 1, · · · , 8) ainsi déterminés entraînent en particulier que Λ7 > 0 et Λ6 > 0
si T̄0 est assez grand. Si on rappelle maintenant l'inégalité (1.78), compte tenu de
(1.81), on obtient
(1.82) ‖v‖2

H3 + ‖ϑ‖2
H2 + |σ|22 ≤ (1− δ)|σ′|22 + C̃(‖F ′‖2

H1 + ‖ϑ‖2
H2 + ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2).

Compte tenu de (1.30)- (1.32), (1.34) et (1.35), on peut voir facilement que, si r et
‖ε‖H2(T) sont assez petits, alors il existe α ≤ δ

1−δ tel que
(1.83) C̃(‖F ′‖2

H1 + ‖ϑ‖2
H2 + ‖v‖H3 ‖σ‖2

H2) ≤ α(1− δ)r2,

en sorte que, de (1.82) et (1.83), il vient
‖v‖2

H3 + ‖ϑ‖2
H2 + |σ|22 ≤ (1− δ)(1 + α)r2 ≤ r2,

c'est-à-dire que
(1.84) ‖O(u′)‖2

X = ‖v‖2
H3 + ‖ϑ‖2

H2 + |σ|22 ≤ r2,

ce qui signi�e que O(B) ⊆ B. Ainsi s'achève la démonstration du lemme 1.6.1, et,
comme on l'a déjà noté, celle du théorème 1.2.1.
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Chapitre 2

Sur le potentiel de
pression-gravitation pour le
mouvement d'un gaz à
transformation adiabatique
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Sur le potentiel de
pression-gravitation pour le
mouvement d'un gaz à
transformation adiabatique

2.1 Introduction
Dans la physique de l'atmosphère et de la météorologie, l'état hydrostatique

joue, comme il est bien connu, le rôle fondamental pour le problème de stabitilité et
d'instabilité de l'atmosphère (voir par exemple [19]). Or, la question de la stabilité
de la distribution de la densité et de la température dans la structure de l'équation
d'un gaz visqueux compressible et calorifère n'est, nous semble-t-il, pas encore bien
élucidée. Toutefois, si la distribution de la température au bord est constante, dans
[17], les auteurs ont établi la stabilité de la solution autour de l'état d'équlibre du
même système d'équations dans un domaine borné. Ce résultat s'étend facilement
au cas où la température au bord ne varie pas sensiblement. Mais, si la distribution
de la température à l'état d'équilibre varie sensiblement, comme dans notre cas, la
question de la stabilité autour de l'état d'équilibre présente de sérieuses di�cultés.
On s'est donc intéressé, du point de vue de la stabilité, à l'étude d'un système
d'équations dit à transformation adiabatique assez proche du système des équations
d'un gaz barotropique connu comme équations de Navier-Stokes compressibles. Avant
d'introduire le système à transformation adiabatique, revenons sur l'étude faite (voir
[7] et pour des probèmes connexes [24], [22], [15]) dans le cas des équations d'un gaz
visqueux barotropique

%∂tv + %(v · ∇)v − µ∆v − λ∇∇ · v +∇p = −%∇Φ,

∂t% +∇ · (%v) = 0,
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dans un ouvert Ω de R3, où Φ est le potentiel gravitationnel. Quant à la pression,
dans le cas barotropique, elle est donnée par la relation

p = h%γ,

où γ est l'exposant de l'adiabatique.
La fonctionnelle dite potentiel de pression-gravitation

Ψb(%) =

∫
Ω

[
h

γ − 1
%γ + %Φ]dx

joue le rôle de l'énérgie potentielle dûe à la gravitation et à la pression. En e�et, si
(v, %) est solution de ce système d'équations, l'énérgie totale est donnée par

1

2

∫
Ω

%|v|2dx + Ψb(%)

et véri�e l'égalité de l'énérgie
d

dt
[
1

2

∫
Ω

%|v|2dx + Ψb(%)] +

∫
Ω

[µ
3∑

j,k=1

|∂xj
vk|2 + λ(∇ · v)2]dx = 0,

où µ et λ sont les coe�cients de viscosité. Il n'est pas di�cile de constater que, étant
donnée la masse totale du gaz, la distribution de densité au repos

%r(x) = (C − Φ)
1

γ−1 (
γ − 1

hγ
)

1
γ−1 ,

où C est une constante telle que
inf
x∈Ω

%r(x) > 0,

réalise le minimum de la fonctionnelle Ψb(%). La fonctionnelle Ψb(%), ou son équi-
valent (commode) ∫

Ω
[h(

1

γ − 1
(%γ − %)− % + 1) + %Φ]dx

obtenu en lui adjoignant une constante, est un instrument utile pour l'étude de la
stabilité de l'état d'équilibre (voir [7]).
Nous considérons alors, au lieu des équations d'un gaz visqueux barotropique, le
système d'équations à transformation adiabatique
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%∂tv + %(v · ∇)v − µ∆v − λ∇(∇ · v) = −R∇p− %∇Φ,(2.1)
∂t% +∇ · (%v) = 0,(2.2)

CV %
[
∂tT + v · ∇T

]
+ R%T ∇ · v = 0,(2.3)

où
p = R%T.

Comme on peut le constater, dans sa structure, ce système est analogue au système
des équations d'un gaz barotropique. L'équation (2.3) décrit la transformation adia-
batique qui, comme on le verra dans le lemme 2.2.1, se traduit par l'invariance du
rapport

(2.4) q =
T

1
γ

%
γ−1

γ

le long des trajectoires dé�nies par le système d'équations di�érentielles
d

dt
x(x0, t) = v(t, x(x0, t)), x(x0, t0) = t0.

Le système (2.1)-(2.3) résulte du système complet des équations du mouvement d'un
gaz visqueux (voir par exemple [12]) en négligeant la di�usion de la chaleur et l'aug-
mentation de la température dûe à la friction interne du gaz. Les coe�cients de
viscosité µ et λ, comme requis par le principe de la thermodynamique, doivent véri-
�er la relation
(2.5) µ ≥ 0, λ ≥ 1

3
µ;

on n'exclut pas le cas où µ = 0 et λ = 0. En ce qui concerne l'exposant de l'adiaba-
tique γ, nous rappelons que l'on a
(2.6) γ = 1 +

R

CV
.

Pour la construction de ce système d'équations (2.1)-(2.3) et les relations de la trans-
formation adiabatique, on peut consulter [14] et [12].

41



Analoguement au cas barotropique, on dispose également ici d'une fonctionnelle
de l'énergie potentielle, soit
(2.7) Ψ̃(%, T ) =

∫
Ω

[CV %T + %Φ]dx.

Dans la suite, on s'intéressera à l'existence d'un couple dé�ni par une distribu-
tion de la densité et de la température minimisant la fonctionnelle (2.7) dans une
classe opportunément choisie. En e�et, soient m(α) une fonction non-négative, non-
décroissante et bornée et M+(Ω) l'ensemble des fonctions strictement positives me-
surables dé�nies sur Ω, c'est-à-dire
(2.8) M+(Ω) = { f : Ω → R, mesurable | f(x) > 0 ∀x ∈ Ω }.

On pose alors
(2.9) Dm(·) =

{
(%, T ) ∈ (M+(Ω))2 :

∫
{T

1
γ %−

γ−1
γ ≤α}

%(x)dx = m(α) ∀α ≥ 0
}
.

Nous commencerons par examiner en particulier les relations entre le système d'équa-
tions (2.1)-(2.3) et la fonctionnelle (2.7). Plus précisement, on verra (voir le lemme
2.2.4) que cette classe est invariante par rapport aux équations (2.2)-(2.3). Ensuite,
on s'intéressera de plus près au problème de minimisation de la fonctionnelle (2.7)
dans la classe non convexe (2.9). Il s'agira donc, contrairement au cas des équa-
tions d'un gaz visqueux barotropique, d'une optimisation non convexe. Ceci exigera,
comme on le verra par la suite, un raisonnement très élaboré pour démontrer que
l'existence d'un mimimum pour fonctionnelle Ψ̃. Par ailleurs, dans le cas a�rmatif,
une caractérisation de la stabilité au sens d Lyapounov de ce mimimun sera donnée.

2.2 Propriétés élémentaires du système d'équations
Dans ce paragraphe nous nous rappelons des propriétés élémentaires du système

d'équations (2.1)-(2.3). Même si elles sont des faits bien connus ou résultent immé-
diatement du système d'équations, elles sont importantes pour le raisonnement qui
suivra.

Remarquons d'abord que le fait que l'équation (2.3) représente la transformation
adiabatique se traduit par l'invariance du rapport
(2.10) q(t, x) =

T (t, x)
1
γ

%(t, x)
γ−1

γ

le long de chaque trajectoire. Plus précisément, on a le lemme suivant.
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Lemme 2.2.1. Si v, % et T véri�ent les équations (2.2) et (2.3) dans un domaine
Ω ⊂ R3 et si, pour t0 ≤ t ≤ t1, la trajectoire

{x ∈ R3 |x = x(t, x0), t0 ≤ t ≤ t1 }, x(t, x0) = x0 +

∫ t

t0

v(t′, x(t′, x0))dt′,

reste dans le domaine Ω, alors on a

(2.11) q(t, x(t, x0)) = q(t0, x0) ∀t ∈ [t0, t1].

Démonstration. En e�et, en écrivant (2.2) sous la forme
%∇ · v = −∂%

∂t
− v · ∇%

et en substituant cette expression dans (2.3), on a
CV %

[ ∂

∂t
T + v · ∇T

]
−RT

[∂%

∂t
+ v · ∇%

]
= 0,

ou
CV

[ ∂

∂t
log T + v · ∇ log T

]
−R

[ ∂

∂t
log % + v · ∇ log %

]
= 0.

Comme CV

R
=

1

γ − 1
(voir (2.6)), il s'ensuit que

∂

∂t
log

T
1

γ−1

%
+ v · ∇ log

T
1

γ−1

%
= 0,

ou, en désignant par d

dt
la dérivée totale,

(2.12) d

dt
log

T
1
γ

%
γ−1

γ

= 0,

d'où résulte (2.11). �

L'invariance de q(t, x) le long de chaque trajectoire, jointe à la conservation de
la masse, implique la conservation globale de la quantité %q. Or, pour s'en assurer,
il faut préciser les conditions aux limites pour le vecteur vitesse v. En e�et, soit un
domaine Ω véri�ant la condition suivante :
(2.13) Ω est un ouvert borné de R3 muni de la frontière ∂Ω de classe C0,1.
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Comme condition aux limites, nous supposons en général que
(2.14) v · n = 0 sur ∂Ω,

où n est la normale extérieure à la frontière ∂Ω, et, si µ > 0, nous supposons que
(2.15) v = 0 sur ∂Ω.

Comme on le verra dans le paragraphe, cette condition aux limites servira à obtenir
l'égalité de l'énergie.

Dans la suite on se limitera au cas où le domaine Ω véri�e la condition (2.13).
Toutefois, comme on pourra le constater facilement, toutes les a�rmations qui y
seront exposer demeureront valides même si le domaine Ω est périodique dans une
ou deux ou trois directions de l'espace R3 et de manière correspondante toutes les
fonctions qui interviennent dans les équations sont périodiques, et, si sur la frontière
∂Ω la condition (2.14) (si µ = 0) ou (2.15) (si µ > 0) est véri�ée. On commence par
Rappeler la conservation de la masse totale, que nous désignons par M . En e�et, on
a
Lemme 2.2.2. Si v et % véri�e dans Ω l'équation (2.2) et v condition (2.15), alors,
pour t0 ≤ t ≤ t1, on a

(2.16) M =

∫
Ω

%(t, x)dx =

∫
Ω

%(t0, x)dx ∀t ∈ [t0, t1].

Démonstration. Elle résulte immédiatement de l'intégration sur Ω de l'équa-
tion (2.2) et de la condition aux limites (2.15). �

Lemme 2.2.3. On pose
(2.17) χ(t, x) = (%(t, x)T (t, x))

1
γ .

Si % et T véri�ent dans Ω les équations (2.2) et (2.3) et v la condition (2.15), alors,
pour t0 ≤ t ≤ t1, on a

(2.18)
∫

Ω
χ(t, x)dx =

∫
Ω

χ(t0, x)dx ∀t ∈ [t0, t1].

Démonstration. Comme % =
χ

q
(voir (2.11) et (2.17)), de (2.2) il résulte

q
∂

∂t

(χ

q

)
+ q∇ ·

(χ

q
v
)

= 0.
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D'autre part, de (2.12) (voir aussi (2.11)) on déduit que
χ

q

( ∂

∂t
q + v · ∇q

)
= 0.

En adjoignant ces deux égalités, on a
∂

∂t
χ +∇ · (χv) = 0.

En intégrant cette équation sur Ω, compte de (2.14), on obtient (2.18). �

Citons une autre conséquence immédiate du lemme 2.2.1.
Lemme 2.2.4. On pose
(2.19) Hα(t) = {x ∈ Ω | q(t, x) < α }, 0 ≤ α < ∞.

Sous les mêmes hypothèses du lemme 2.2.3, pour tout α ∈ [0,∞[, on a

(2.20)
∫

Hα(t)
%(t, x)dx =

∫
Hα(t0)

%(t0, x)dx ∀t ∈ [t0, t1].

Démonstration. Comme (2.15) implique que la trajectoire x = x(t, x0) qui
part de x0 ∈ Ω ne sorte pas de Ω, le lemme 2.2.4 résulte immédiatement du lemme
2.2.1. �

Le lemme précédent signi�e que la classe Dm(·) introduite dans (2.9) est invariantepar rapport aux équations (2.1)-(2.3) avec la condition (2.15), en prouvant la relation
(2.21) m(α) =

∫
Hα(t)

%(t, x)dx.

2.3 Egalité de l'énergie
Maintenant nous allons démontrer l'égalité dite de l'énérgie pour le système d'é-

quations (2.1)-(2.3) avec la condition (2.15) . Dans cette égalité on voit clairement
le rôle joué par la fonctionnelle (voir (2.7)) Ψ̃(%, T ).
Lemme 2.3.1. Si (v, %, T ) est solution du système d'équations (2.1)-(2.3) avec la
condition (2.15), alors on a

(2.22) CV
d

dt

∫
Ω

%Tdx = R

∫
Ω

v · ∇(%T )dx.
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Démonstration. Grâce à (2.2) et (2.6) l'équation (2.3) peut être écrite dans la
forme

CV
∂

∂t
(%T ) + (R + CV )(%T )

γ−1
γ ∇ · ((%T )

1
γ v) = 0.

On a donc, compte tenu de (2.15),
0 =

∫
Ω

[
CV

∂

∂t
(%T ) + (R + CV )(%T )

γ−1
γ ∇ · ((%T )

1
γ v)

]
dx =

= CV
d

dt

∫
Ω

%Tdx− (R + CV )

∫
Ω

γ − 1

γ
v · ∇(%T )

)
dx.

Or, comme on a γ − 1

γ
=

R

R + CV
, on obtient (2.22). �

Proposition 2.3.1. Si (v, %, T ) est solution du système d'équations (2.1)-(2.3) avec
la condition (2.14) (si µ = 0) ou la condition (2.15) (si µ > 0), alors on a

(2.23) d

dt

(1

2
‖√%v‖2

L2 + Ψ̃(%, T )
)

+ Fµ,λ(v) = 0,

où Ψ̃(%, T ) est la fonctionnelle dé�nie dans (2.7), tandis que

(2.24) Fµ,λ(v) =

∫
Ω

[
µ

3∑
j,k=1

|∂xj
vk|2 + λ(∇ · v)2

]
dx.

Démonstration. Notons d'abord que, si v satisfait à (2.15) ou (2.14) selon que
µ > 0 ou bien µ = 0 , alors on a
(2.25)

∫
Ω
(−µ∆v − λ∇(∇ · v)) · vdx = Fµ,λ(v).

Par ailleurs, compte tenu de l'équation (2.2), on peut voir aisément que

−
∫

Ω
%v · ∇Φdx =

∫
Ω

Φ∇ · (%v)dx = −
∫

Ω
Φ

∂%

∂t
dx = − d

dt

∫
Ω

%Φdx,(2.26) ∫
Ω

%v · ∂v

dt
dx =

1

2

d

dt

∫
Ω

%|v|2dx− 1

2

∫
Ω
|v|2∂%

∂t
dx =(2.27)

=
1

2

d

dt

∫
Ω

%|v|2dx +
1

2

∫
Ω
|v|2∇ · (%v)dx =

1

2

d

dt

∫
Ω

%|v|2dx−
∫

Ω
%v · [(v · ∇)v]dx.
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Si on multiplie maintenant l'équation (2.1) par v et on l'intègre sur Ω, compte tenu
de (2.25)- (2.27) et de (2.7), on obtient (2.23). �

Il est évident qu'en vertu de (2.5) on a
Fµ,λ(v) ≥ 0.

Or, il est utile de rappeler que, comme on le sait bien, dans le cas où µ > 0 et v
satisfait à la condition (2.15), la fonctionnelle Fµ,λ(v) dé�nit une norme équivalente
à celle de H1

0(Ω). C'est-à-dire, il y a une constante positive k telle que
(2.28) 1

k
‖u‖H1 ≤

√
Fµ,λ(u) ≤ k‖u‖H1 ∀u ∈ H1

0(Ω).

2.4 Minimisant de la fonctionnelle de l'énérgie po-
tentielle.

Comme on le voit dans (2.23)-(2.25), si µ > 0, alors la fonctionnelle Fµ,λ(v)
représente la perte de l'énergie cinétique due à la viscosité. Donc se posent les ques-
tions s'il existe l'extrême inférieur �ni a0 de Ψ̃(%, T ) dans une classe invariante par
rapport à la dynamique dé�nie par le système d'équations (2.1)-(2.3) avec (2.14) si
µ = 0 ou (2.15), si µ > 0, de sorte que pour la solution (v, %, T ) on ait toujours

1

2
‖√%v‖2

L2 + Ψ̃(%, T ) ≥ a0

et, dans le cas a�rmatif, quelle distribution de densité et de température réalise le
minimum de Ψ̃(%, T ) dans la classe Dm(·) de couples de fonctions admissibles (%, T ).

Pour examiner ces questions, pour des raisons techniques, il nous convient de
réécrire la fonctionnelle Ψ̃(%, T ) dans la forme
(2.29) Ψ(χ, q) =

∫
Ω

[CV χγ +
χ

q
Φ]dx,

où
(2.30) χ(x) = (%(x)T (x))

1
γ , q(x) =

T (x)
1
γ

%(x)
γ−1

γ

.
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On constate immédiatement que, si (χ, q) et (%, T ) sont reliées par les relations
(2.30), alors on a
(2.31) Ψ(χ, q) = Ψ̃(%, T ).

Considérons une distribution de densité %0(x) > 0 et une distribution de tempé-
rature T0(x) > 0 dans Ω, qui, jointes à un champs de vecteur v0(x) satisfaisant à
(2.14) (si µ = 0) ou (2.14) (si µ > 0), peuvent être la donnée initiale pour le système
d'équations (2.1)- (2.3). Conformément à (2.9), (2.20) et (2.21), on dé�nit la fonction
m(·) par la relation
(2.32) m(α) =

∫
{q0(x)≤α}

%0(x)dx, q0(x) =
T0(x)

1
γ

%0(x)
γ−1

γ

, 0 ≤ α < ∞.

On a évidemment
m(0) = 0 , lim

α→∞
m(α) = M,

où M est la masse totale du gaz dans Ω (0 < M < ∞). Or, pour simpli�er l'expo-
sition, nous supposons une condition plus restrictive
(2.33) m(α) = 0 si 0 ≤ α < α0, m(α) = M si α ≥ α1, 0 < α0 ≤ α1 < ∞,

ce qui implique que α0 ≤ q0(x) ≤ α1 p. p..
Étant dé�nie la fonction m(·), posons

(2.34) Am(·) =
{
(χ, q) ∈ (M+(Ω))2 |

∫
{q(x)≤α}

χ(x)

q(x)
dx = m(α) ∀α ≥ 0

}
,

où M+(Ω) est la classe introduite dans (2.8). Il est clair que, étant donnée une
fonction non-décroissante m(α) satisfaisant à la condition (2.33), on peut dé�nir
l'ensemble Am(·) par la relation (2.34) sans faire nécessairement référence à la don-
née initiale (%0, T0). La référence à la donnée initiale sera utile pour obtenir des
informations sur la solution du système d'équations (2.1)-(2.3).
Remarque 2.4.1. Si (v, %, T ) est solution du système d'équations (2.1)-(2.3) avec
la condition aux limites (2.14) (si µ = 0) ou (2.15) (si µ > 0) et la condition initiale
(2.35) v

∣∣
t=t0

= v0, %
∣∣
t=t0

= %0, T
∣∣
t=t0

= T0,

et si la fonction m(·) est dé�nie par (2.32) à partir de %0 et T0, alors on a
(2.36) (χ(t, ·), q(t, ·)) ∈ Am(·) ∀t ≥ t0,

où χ(t, x) et q(t, x) sont les fonctions dé�nies par (2.17) et (2.11) à partir de %(t, x)
et T (t, x), tandis que Am(·) est la classe dé�nie par (2.34).
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Démonstration. Comme en vertu de (2.11) et (2.17),on
%(x, t) =

χ

q
(x, t)

du lemme 1.5.4 résulte immédiatement (2.36). �

On remarque en outre que, si (χ, q) ∈ Am(·), alors on a
(2.37)

∫
Ω

χ(x)dx =

∫ α1

α0

α dm(α),

où l'intégrale du second membre est à considérer comme intégrale de Stieljes. En
e�et, si (χ, q) ∈ Am(·), alors compte tenu de la dé�nition (2.32) de m(α) et de la
condition (2.13), on a∫

Ω
χ(x)dx =

∫
Ω

q(x)
χ(x)

q(x)
dx =

∫ α1

α0

α dm(α).

Pour déterminer le minimisant de la fonctionnelle Ψ(χ, q) dans la classe Am(·),il nous convient d'introduire la variable ϕ, qui correspond aux niveaux du potentiel
gravitationnel Φ. On pose
(2.38) Φ0 = inf

x∈Ω
Φ(x), Φ1 = sup

x∈Ω
Φ(x),

(2.39) ω(ϕ) = mes({x ∈ Ω |Φ(x) ≤ ϕ}).

Nous supposons que
(2.40) ω(ϕ) ∈ C2([Φ0, Φ1]),

dω(ϕ)

dϕ
> 0 ∀ϕ ∈ [Φ0, Φ1], −∞ < Φ0 < Φ1 < ∞.

Pour simpli�er la notation, nous posons
(2.41) u(ϕ) =

dω(ϕ)

dϕ
.

On dé�nit
(2.42) h(m′) = inf {α > 0 |m′ < m(α) } pour 0 < m′ < M
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(voir (2.32), (2.33)) ; s'il est nécessaire, on prolonge h(m′) à m′ = M , en posant
h(M) = +∞,

comme la dé�ntion (2.42) et la relation (2.33) l'entraînent. Il est évident que h(·)
sera la fonction inverse de m(·) là où m(α) est continue et strictement croissante.
Étant dé�nie la fonction h(·), on considère l'équation intégrale

(2.43) m̄r(ϕ) =

∫ ϕ

Φ0

1

h(m̄r(ϕ′))

([
C − γ − 1

Rγ

∫ ϕ′

Φ0

1

h(m̄r(ϕ′′))
dϕ′′

]+) 1
γ−1

u(ϕ′)dϕ′

([...]+ désigne la partie positive de [...]) pour la fonction inconnue m̄r(ϕ) (Φ0 ≤ ϕ ≤
Φ1) avec la condition
(2.44) m̄r(Φ1) = M.

Lemme 2.4.1. Il existe une fonction m̄r(ϕ) et une constante C et seules qui véri�ent
(2.43) et (2.44). La fonction m̄r(ϕ) est continue et non-décroissante.

Démonstration. Comme le deuxième membre de (2.43) est donné par un opé-
rateur intégral, même si non-linéaire, on voit aisément que, pour chaque C > 0
�xé, il existe une solution m̄r(ϕ), qui est continue (et même lipschitzienne) et non-
décroissante. S'il existait une autre solution m̄∗

r(ϕ) di�érente de m̄r(ϕ), il existerait
ϕ̄ et ϕ̄1 tels que Φ0 ≤ ϕ̄ < ϕ̄1 ≤ Φ1 et

m̄∗
r(ϕ) = m̄r(ϕ) pour Φ0 ≤ ϕ ≤ ϕ̄, m̄∗

r(ϕ) < m̄r(ϕ) pour ϕ̄ ≤ ϕ ≤ ϕ̄1

(pour la symétrie entre le rôle de m̄r(ϕ) et celui de m̄∗
r(ϕ), il nous su�t de considérer

le cas m̄∗
r(ϕ) < m̄r(ϕ) pour ϕ̄ ≤ ϕ ≤ ϕ̄1), alors en vertu de (2.43) on aurait

h(m̄∗
r(ϕ)) 6= h(m̄r(ϕ)) au moins pour ϕ̄ < ϕ < ϕ̄2 ≤ ϕ̄1 avec ϕ̄ < ϕ̄2. Mais, comme

h(·) est non-décroissante, on aurait
h(m̄∗

r(ϕ)) < h(m̄r(ϕ)) pour ϕ̄ < ϕ < ϕ̄2.

Alors, pour la propriété élémentaire de l'intégrale il existerait un point ϕ̄3 tel que
ϕ̄ < ϕ̄3 ≤ ϕ̄2 et

1

h(m̄r(ϕ′))

([
C − γ − 1

Rγ

∫ ϕ′

Φ0

1

h(m̄r(ϕ′′))
dϕ′′

]+) 1
γ−1

<
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<
1

h(m̄∗
r(ϕ

′))

([
C − γ − 1

Rγ

∫ ϕ′

Φ0

1

h(m̄∗
r(ϕ

′′))
dϕ′′

]+) 1
γ−1

pour ϕ̄ < ϕ ≤ ϕ̄3, ce qui, compte tenu des relations (2.40) et (2.41), contredit
l'hypothèse m̄∗

r(ϕ) < m̄r(ϕ) pour ϕ̄ ≤ ϕ ≤ ϕ̄1. Par conséquent, la solution m̄r(ϕ) de
(2.43) avec un C > 0 �xé est unique. Désignons-la par m̄r(C, ϕ). Il est évident que,
considérée comme fonction de C, m̄r(C, ϕ) est continue et strictement croissante en
C > 0, ce qui nous donne l'unique constante C telle que

m̄r(C, Φ1) = M,

ce qui achève la démonstration du lemme. �

On remarque que, si M est su�samment grand, alors on a h(m̄r(ϕ)) < ∞ pour
tout ϕ ∈ ]Φ0, Φ1[ et m̄r(ϕ) est strictement croissante en ϕ. Par contre, si M n'est
pas su�samment grand, alors on peut trouver un ϕ∗ ∈ ]Φ0, Φ1[ telle que la solution
m̄r(ϕ) de (2.43) et (2.44) prenne la valeur m̄r(ϕ) = M pour ϕ∗ ≤ ϕ ≤ Φ1 et donc
h(m̄r(ϕ)) = ∞ pour ϕ∗ ≤ ϕ ≤ Φ1. Dans ce cas, si on dé�nit q̄r(ϕ) et χ̄r(ϕ) de
manière analogue à (2.44) , on aurait

%̄r(ϕ) =
χ̄r(ϕ)

q̄r(ϕ)
= 0 pour ϕ∗ ≤ ϕ ≤ Φ1.

C'est une conséquence normale du modèle. En e�et, si ∇Φ
M est su�samment grand

et si, pour simpli�er, on considère le cas où q est constante dans Ω, on retrouvera la
situation bien connue d'un gaz barotropique avec p = C%γ, γ > 1, dont la densité
d'équilibre s'annule dans la région où Φ est assez grand.

Pour la question sur la validité du modèle, le cas où ∇Φ
M est assez grand et

%̄r(ϕ) = 0 pour ϕ∗ ≤ ϕ ≤ Φ1 mériterait d'être examiné et approfondi. Mais cet
approfondissement requerrait d'autres considérations de natures di�érentes. Pour
cela dans le présent travail nous nous limitons au cas où M est su�samment grand
de sorte que

h(m̄r(ϕ)) < ∞ et C − γ − 1

Rγ

∫ ϕ

Φ0

1

h(m̄r(ϕ′))
dϕ′ > 0 ∀ϕ ∈ ]Φ0, Φ1[.

Cela étant, on pose
(2.45) q̄r(ϕ) = h(m̄r(ϕ)), χ̄r(ϕ) =

[
C − γ − 1

Rγ

∫ ϕ

Φ0

1

q̄r(ϕ′)
dϕ′

] 1
γ−1 ,

où m̄r(ϕ) est la solution du problème (2.43) et (2.44) avec un M su�sament grand.
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Remarque 2.4.2. Soit (q̄r, χ̄r) le couple dé�ni dans (2.45). Alors (q̄r ◦ Φ, χ̄r ◦ Φ)
appartient à Am(·).

Démonstration. Comme h(·) est la fonction inverse de m(α), on a
h(m̄r(ϕ)) ≤ α ⇐⇒ m̄r(ϕ) ≤ m(α).

Posons
ϕα = sup{ϕ ∈ [Φ0, Φ1] | m̄r(ϕ) ≤ m(α) }.

Comme m̄r(ϕ) est croissante et continue, en vertu de (2.39) et de (2.41) on a
m(α) = m̄r(ϕα) =

∫ ϕα

Φ0

χ̄r(ϕ)

q̄r(ϕ)
u(ϕ)dϕ =

∫
{q̄r(Φ(x))≤α}

χ̄r(Φ(x))

q̄r(Φ(x))
dx,

ce qui démontre que (q̄r ◦ Φ, χ̄r ◦ Φ) appartient à Am(·). �

Remarque 2.4.3. Le couple (q̄r, χ̄r) dé�ni dans (2.45) satisfait à l'égalité

(2.46) R∇χ̄r(Φ(x))γ = −χ̄r(Φ(x))

q̄r(Φ(x))
∇Φ(x).

Démonstration. Il est aisé de voir que
(2.47) R

d

dϕ
(χ̄r(ϕ)γ) = −χ̄r(ϕ)

q̄r(ϕ)
.

En remarquant que
∇χ̄r(Φ(x))γ = ∇Φ(x)

d

dϕ
χ̄r(ϕ)

∣∣
ϕ=Φ(x),

on déduit de (2.47) l'égalité (2.46). �

C'est-à-dire, le couple (χ̄r, q̄r) nous donne une solution de l'équation d'équilibre
(mécanique)

R∇(%T ) = −%∇Φ.

En outre, le couple (χ̄r, q̄r) réalise le minimum de Ψ(χ, q) dans Am(·). Plus précisé-ment, on a la proposition suivante.
Proposition 2.4.1. Le couple (χ̄r, q̄r) dé�ni dans (2.45) satisfait à
(2.48) Ψ(χ̄r ◦ Φ, q̄r ◦ Φ) = inf

(χ,q)∈Am(·)
Ψ(χ, q).
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2.5 Réduction de la classe de possibles minimisants.

Comme nous l'avons dit plus haut, la di�culté majeure pour démontrer la pro-
position 2.4.1 demeure dans le fait que la classe de couples de fonctions admissibles
Am(·) n'est pas convexe. Pour contourner cette di�culté, nous cherchons d'abord à
réduire la classe de possibles minimisants de Ψ(χ, q).
Lemme 2.5.1. Soit (χ, q) ∈ Am(·). Alors il existe (χ1, q1) ∈ Am(·) tel que

χ1(x)

q1(x)
= %1(Φ(x))

avec une fonction non-croissante %1(·) : [Φ0, Φ1] → R+ et que
Ψ(χ, q) ≥ Ψ(χ1, q1).

Démonstration. Il est évident qu'on peut choisir χ1(x) et q1(x) de telle sorte
que
(2.49) mes({x ∈ Ω|(χ1(x), q1(x)) ∈ B}) = mes({x ∈ Ω|(χ(x), q(x)) ∈ B})

pour tout ensemble borélien B de R+×R+ et qu'il existe une fonction non-croissante
%1(ϕ) véri�ant

%1(Φ(x)) =
χ1(x)

q1(x)
.

La relation (2.49) implique que pour tout α on a
(2.50)

∫
{q1(x)≤α}

χ1(x)

q1(x)
dx =

∫
{q(x)≤α}

χ(x)

q(x)
dx = m(α).

On a donc
(χ1, q1) ∈ Am(·).

De (2.49) on déduit en outre que∫
Ω

χγ
1(x)dx =

∫
Ω

χγ(x)dx.

D'autre part, comme %1(ϕ) est non-croissante et que χ1(x) et q1(x) véri�ent (2.49),
on a évidemment∫

Ω
Φ(x)

χ(x)

q(x)
dx ≥

∫
Ω

Φ(x)
χ1(x)

q1(x)
dx =

∫ Φ1

Φ0

ϕ%1(ϕ)u(ϕ)dϕ.
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Donc, en rappelant la dé�nition de Ψ(χ, q), on a
Ψ(χ, q) ≥ Ψ(χ1, q1),

ce qui achève la démonstration du lemme. �

On pose maintenant
(2.51) m̃(ϕ) =

∫ ϕ

Φ0

χ̃(ϕ′)

q̃(ϕ′)
u(ϕ)dϕ′, χ̃, q̃ ∈ M+([Φ0, Φ1]),

(2.52) Ã1 = { (χ̃, q̃) ∈ M+([Φ0, Φ1])
2 | m̃(Φ1) = M, q̃(ϕ) = h(m̃(ϕ)) },

où h(·) est la fonction dé�nie dans (2.42), tandis que M+([Φ0, Φ1]) est la classe dé�niede manière analogue à (2.8) en remplaçant Ω par [Φ0, Φ1].
Lemme 2.5.2. Si (χ̃, q̃) ∈ Ã1, alors on a

(χ̃ ◦ Φ, q̃ ◦ Φ) ∈ Am(·).

Démonstration. Soit (χ̃, q̃) ∈ Ã1. Comme m̃(ϕ) est une fonction continue,
pour tout α ∈ h([0, M ]) il existe un ϕα ∈ [Φ0, Φ1] tel que

α = q̃(ϕα) = h(m̃(ϕα)).

On a donc
m(α) = m̃(ϕα) =

∫
{q̃(Φ(x))≤α}

χ̃(Φ(x))

q̃(Φ(x))
dx,

ce qui prouve que (χ̃ ◦ Φ, q̃ ◦ Φ) ∈ Am(·). �

Lemme 2.5.3. Soit (χ, q) un élément de Am(·). Alors il existe (χ̃1, q̃1) ∈ Ã1 tel que
(2.53) Ψ(χ, q) ≥ Ψ(χ̃1 ◦ Φ, q̃1 ◦ Φ).

Démonstration. En vertu du lemme 2.5.1, il su�t de le démontrer pour
(χ, q) ∈ Am(·)
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tel qu'il existe une fonction non-croissante %̃(ϕ) véri�ant la relation
%̃(Φ(x)) =

χ(x)

q(x)
.

Comme %̃(ϕ) peut être considérée donnée, on peut dé�nir
(2.54) q̃1(ϕ) = h(

∫ ϕ

Φ0

%̃(ϕ′)u(ϕ′)dϕ′), χ̃1(ϕ) = q̃1(ϕ)%̃(ϕ).

On a évidemment
(2.55) χ̃1(Φ(x))

q̃1(Φ(x))
= %̃(Φ(x)) =

χ(x)

q(x)
.

Donc on a
m̃(Φ1) =

∫
Ω

χ̃1(Φ(x))

q̃1(Φ(x))
dx =

∫
Ω

χ(x)

q(x)
dx = M.

En outre de (2.54) et de (2.55) résulte immédiatement que q̃1(ϕ) = h(m̃(ϕ)). On a
donc (χ̃1, q̃1) ∈ Ã1.En vertu du lemme 2.5.2, on a (χ̃1 ◦ Φ, q̃1 ◦ Φ) ∈ Am(·). En outre, on a
(2.56)

∫
{q(x)≤α}

%(x)dx =

∫
{q̃1(Φ(x))≤α}

%(x)dx, ∀α ∈ [α0, α1].

De (2.56) il résulte que, quelque soit la fonction mesurable f(·), on a∫
Ω

f(q(x))%(x)dx =

∫
Ω

f(q1(x))%(x)dx

(pourvu que l'intégrale soit bien dé�nie). En particulier, on a∫
Ω

q(x)γ%(x)dx =

∫
Ω

q1(x)γ%(x)dx.

D'autre part, comme q̃1(ϕ) est non-décroissante tandis que %̃(ϕ) est non-croissante,
on a
(2.57)

∫
{Φ(x)≤ϕ}

(q(x)γ − q1(x)γ)%(x)dx ≥ 0 ∀ϕ ∈ [Φ0, Φ1].

Donc, compte tenu de (2.54) et (2.55), on a∫
Ω
(χ(x)γ − χ1(x)γ)dx =

∫
Ω

%(x)γ−1(q(x)γ − q1(x)γ)%(x)dx =
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=

∫ Φ1

Φ0

%̃(ϕ)γ−1
( d

dϕ

∫
{Φ(x)≤ϕ}

(q(x′)
γ − q1(x

′)
γ
)%(x′)dx′

)
u(ϕ)dϕ =

= −
∫ Φ1

Φ0

[ ∫
{Φ(x)≤ϕ}

(q(x′)
γ − q1(x

′)
γ
)%(x′)dx′

]
u(ϕ)d%̃γ−1(ϕ),

où par d%̃γ−1(ϕ) on entend l'intégration de Stieltjes par rapport à la fonction %̃γ−1(ϕ),
qui est non-croissante. En rappelant (2.57), on en déduit que
(2.58)

∫
Ω
(χ(x)γ − χ1(x)γ)dx ≥ 0.

De (2.55) et de (2.58) résulte (2.53). �

Lemme 2.5.4. Le couple (χ̄r, q̄r) dé�ni dans (2.45) appartient à Ã1 et il est l'unique
solution de l'équation

(2.59) R
d

dϕ

(
χ̃(ϕ)γ

)
= −χ̃(ϕ)

q̃(ϕ)
.

Démonstration. L'appartenance de (χ̄r, q̄r) à Ã1 est évidente.
Si (χ̃, q̃) ∈ Ã1 véri�e (2.59), on a

χ̃(ϕ)γ−1 = C − γ − 1

Rγ

∫ ϕ

Φ0

1

q̃(ϕ)
dϕ

avec une constante C. Or, comme q̃(ϕ) = h(m̃(ϕ)) (voir (2.52)), la fonction m̃(ϕ)
dé�nie dans (2.51) doit satisfaire à l'équation intégrale (2.43) et à la condition (2.44).
Le lemme résulte du lemme 2.4.1. �

2.6 Démonstration de la proposition 2.4.1.

On commence par établir les deux lemmes suivants qui seront importants dans
la démonstration de la proposition 2.4.1.

En e�et, soit m̃(ϕ) la fonction dé�nie dans (2.51) avec un (χ̃, q̃) ∈ Ã1. Comme
m̃(ϕ) est évidemment continue et strictement croissante sur [Φ0, Φ1], on peut dé�nir
son inverse
(2.60) ϕ̃(·) = m̃−1(·)
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et ϕ̃(·) est elle aussi continue et strictement croissante sur [0, M ]. On dé�nit
(2.61) G(χ̃, q̃)(m) =

1

χ̃(ϕ̃(m))u(ϕ̃(m))
,

où ϕ̃(m) est la fonction dé�nie ci-dessus.
Lemme 2.6.1. L'application G(·, ·) dé�nie par (2.61) est une bijection de Ã1 sur

(2.62) G =
{

g ∈ M+([0, M ]) |
∫ M

0
h(m)g(m)dm = Φ1 − Φ0

}
,

où M+([0, M ]) est la classe dé�nie de manière analogue à (2.8) en remplaçant Ω par
[0, M ].

Démonstration. Soit (χ̃, q̃) ∈ Ã1. De (2.51) et (2.60) on déduit que
(2.63) dϕ̃(m)

dm
=

(dm̃(ϕ)

dϕ

∣∣∣
ϕ=ϕ̃(m)

)−1
=

q̃(ϕ̃(m))

χ̃(ϕ̃(m))u(ϕ̃(m))
.

D'autre part, comme q̃(ϕ) = h(m̃(ϕ)), on a q̃(ϕ̃(m)) = h(m). Donc on a

Φ1 − Φ0 =

∫ M

0

dϕ̃(m)

dm
dm =

∫ M

0

h(m)

χ̃(ϕ̃(m))u(ϕ̃(m))
dm,

ou ∫ M

0
G(χ̃, q̃)(m)h(m)dm = Φ1 − Φ0.

C'est-à-dire, on a
G(Ã1) ⊂ G.

D'autre part, si g ∈ G, alors nous dé�nissons
(2.64) ϕ̃(m) =

∫ m

0
g(m′)h(m′)dm′,

ce qui nous permet de déterminer χ̃(ϕ) et q̃(ϕ) par les relations
(2.65) χ̃(ϕ̃(m)) =

1

g(m)u(ϕ̃(m))
, q̃(ϕ̃(m)) = h(m).

57



On a ∫ Φ1

Φ0

χ̃(ϕ)

q̃(ϕ)
u(ϕ)dϕ =

∫ M

0

χ̃(ϕ̃(m))

q̃(ϕ̃(m))
u(ϕ̃(m))

dϕ̃(m)

dm
dm.

Mais (2.64) et (2.65) donnent immédiatement
χ̃(ϕ̃(m))

q̃(ϕ̃(m))
u(ϕ̃(m)) =

1

g(m)h(m)
,

dϕ̃(m)

dm
= g(m)h(m).

Donc on a
m̃(Φ1) =

∫ Φ1

Φ0

χ̃(ϕ)

q̃(ϕ)
u(ϕ)dϕ = M.

En outre, comme q̃(ϕ̃(m)) = h(m), on a q̃(ϕ) = h(m̃(ϕ)), ce qui entraîne que (χ̃, q̃)
ainsi construit appartient à Ã1.La construction de ce (χ̃, q̃) nous montre que G(·, ·) est une bijection. Le lemme
est démontré. �

Lemme 2.6.2. Soient (χ̃, q̃) ∈ Ã1 et g = G(χ̃, q̃) ∈ G. On a alors
(2.66) Ψ(χ̃ ◦ Φ, q̃ ◦ Φ) = Ψ1(g),

où
(2.67) Ψ1(g) = MΦ1 +

∫ M

0
h(m)

( CV

(g(m)u(ϕ̃(m)))γ−1 −mg(m)
)
dm,

ϕ̃(m) étant la fonction dé�nie dans (2.60).
Démonstration. En vertu de (2.39), (2.41) et (2.63), on déduit de (2.29) que

Ψ(χ, q) =

∫ Φ1

Φ0

[
CV χ̃(ϕ)γ +

χ̃(ϕ)

q̃(ϕ)
ϕ
]
u(ϕ)dϕ =

=

∫ M

0

[
CV q̃(ϕ̃(m))χ̃(ϕ̃(m))γ−1 + ϕ̃(m)

]
dm.

Or, encore en vertu de (2.63) on a∫ M

0
ϕ̃(m)dm = MΦ1 −

∫ M

0
m

dϕ̃(m)

dm
dm

= MΦ1 −
∫ M

0
mh(m)

1

χ̃(ϕ̃(m))u(ϕ̃(m))
dm.
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Donc en vertu de (2.61) et (2.67) on a (2.66). �
Les lemmes 2.6.1 et 2.6.2 �étant établis, on est maintenant en mesure de montrer

la proposition 2.4.1.
Démonstration de la proposition 2.4.1. En vertu des lemmes 2.5.3, 2.6.1

et 2.6.2, pour démontrer que (χ̄r, q̄r) dé�ni dans (2.45) satisfait à (2.48), il su�t de
montrer que ḡ = G(χ̄r, q̄r) réalise le minimum de Ψ1(g) dans la classe G dé�nie dans
(2.62). On remarque que G est un ensemble convexe (pour les généralités de l'Analyse
convexe et du Calcul des variations, on renvoie par exemple à [9]). Considérons la
dérivée de Gâteaux de Ψ1(g) dans la direction d'une fonction f telle que

(2.68)
∫ M

0
h(m)f(m)dm = 0.

Comme on a vu dans la démonstration du lemme 2.6.1, dans l'expression de Ψ1(g),
ϕ̃(m) peut être considérée comme fonction dé�nie dans (2.64). Compte tenu que
CV (γ − 1) = R, on a

∂Ψ1(g)

∂g
(f) = −

∫ M

0
h(m)

[ R

(g(m)u(ϕ̃(m))γ u(ϕ̃(m)) + m
]
f(m)dm+

−
∫ M

0

Rh(m)

(g(m)u(ϕ̃(m))γ g(m)A(f)(m)dm,

où
A(f)(m) =

du(ϕ)

dϕ

∣∣
ϕ=ϕ̃(m)

∫ m

0
h(m′)f(m′)dm′.

Or, comme on a
h(m)g(m) =

dϕ̃(m)

dm
,

compte tenu de (2.68) on a∫ M

0

h(m)

(g(m)u(ϕ̃(m))γ g(m)
du(ϕ)

dϕ

∣∣
ϕ=ϕ̃(m)

∫ m

0
h(m′)f(m′)dm′ dm =

= −
∫ M

0

∫ m

0

1

(g(m′)u(ϕ̃(m′))γ

du(ϕ̃(m′))

dm′ dm′ h(m)f(m)dm.

Donc pour que
∂Ψ1(g)

∂g
(f) = 0,
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il faut que
−

∫ M

0
h(m)

[
R

( u(ϕ̃(m))

(g(m)u(ϕ̃(m))γ(2.69)
−

∫ m

0

1

(g(m′)u(ϕ̃(m′))γ

du(ϕ̃(m′))

dm′ dm′
)

+ m
]
f(m)dm = 0.

Pour que (2.69) soit véri�ée pour toutes les fonctions mesurables f véri�ant (2.68),
il faut que g(m) véri�e l'égalité
(2.70) R

( u(ϕ̃(m))

(g(m)u(ϕ̃(m)))γ −
∫ m

0

1

(g(m′)u(ϕ̃(m′))γ

du(ϕ̃(m′))

dm′ dm′
)

= −m.

Maintenant en dérivant les deux membres de (2.70) par rapport à ϕ (voir (2.60)),
on obtient

Ru(ϕ)
d

dϕ

( 1

(g(m̃(ϕ))u(ϕ))γ

)
+

R

(g(m̃(ϕ))u(ϕ))γ

du(ϕ)

dϕ

− R

(g(m̃(ϕ))u(ϕ))γ

du(ϕ)

dϕ
= −dm̃(ϕ)

dϕ
.

Or, compte tenu des relations
1

(g(m̃(ϕ))u(ϕ))γ
= χ̃(ϕ)γ,

dm̃(ϕ)

dϕ
=

χ̃(ϕ)

q̃(ϕ)
u(ϕ),

on obtient
R

d

dϕ

(
χ̃(ϕ)γ

)
u(ϕ) = −χ̃(ϕ)

q̃(ϕ)
u(ϕ).

C'est-à-dire, (χ̃, q̃) doit véri�er (2.63). Par conséquent, en vertu du lemme 2.5.4,
ḡ = G(χ̄r, q̄r) est l'unique point stationnaire dans G de la fonctionnelle Ψ1(g). Pour
conclure, considérons

f(m) = g(m)− ḡr(m)

où
ḡr(m) =

1

χ̄r(ϕ̄r(m))u(ϕ̄r(m))

avec la fonction inverse ϕ̄r(m) de la fonction m̄r(ϕ) dé�nie dans le lemme 2.4.1.
Comme f(m) satisfait à (2.68), ḡr + f ∈ G et on voit facilement que, si ‖f‖L1(0,M)croît, alors Ψ1(g) = Ψ1(ḡr + f) croît, ce qui achève la démonstration. �
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2.7 Conséquences de l'égalité de l'énergie pour l'état
de repos.

La proposition 2.4.1 étant établie, on peut en tirer une conséquence de l'égalité
de l'énergie, conséquence utile pour l'étude de la stabilité de l'état de repos.
Proposition 2.7.1. Soit Ω un domaine comme dans (2.13). Soient %0, T0 ∈ M+(Ω)
(voir (2.8)). On suppose que la fonction m(·) dé�nie par (2.32) à partir de %0, T0
véri�e la condition (2.33). Soit (χ̄r, q̄r) le couple dé�ni par (2.45) à partir de m(α)
(à l'aide de (2.42)-(2.44) et du lemme 2.4.1. On pose

(2.71) %̄r =
χ̄r ◦ Φ

q̄r ◦ Φ
, T̄r = (χ̄r ◦ Φ)γ−1(q̄r ◦ Φ).

Si (v, %, T ) est solution du système d'équations (2.1)-(2.3) pour t ≥ t0 avec la condi-
tion (2.14) (si µ = 0) ou (2.15) (si µ > 0) et avec la condition initiale (v0, %0, T0) à
l'instant t = t0 (√%0v0 ∈ L2(Ω)), alors on a, pour tout t ≥ t0

Ψ̃(%̄r, T̄r) ≤(2.72)
1
2‖

√
%(t, ·)v(t, ·)‖2

L2 + Ψ̃(%(t, ·), T (t, ·)) ≤ 1
2‖
√

%0v0‖2
L2 + Ψ̃(%0, T0),

(2.73) 0 ≤
∫ t1

t0

Fµ,λ(v(t, ·))dt ≤ 1

2
‖√%0v0‖2

L2 + Ψ̃(%0, T0)− Ψ̃(%̄r, T̄r) ∀t1 ≥ t0,

où Fµ,λ(v) est la fonctionnelle dé�nie dans (2.24).

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.3.1 et
de la proposition 2.4.1. �

Notons que dans le cas où µ = λ = 0, (2.72) et (2.73) se réduisent à
1

2
‖
√

%(t, ·)v(t, ·)‖2
L2 + Ψ̃(%(t, ·), T (t, ·)) =

1

2
‖√%0v0‖2

L2 + Ψ̃(%0, T0) ∀t ≥ t0,∫ t1

t0

Fµ,λ(v(t, ·))dt = 0 ∀t1 ≥ t0

(la condition (2.5) n'exclut pas le cas où µ = 0, λ > 0). Il est bon de rappeler
que de la remarque 2.4.3 il résulte que le couple (%̄r, T̄r) dé�ni par (2.71) satisfait àl'équation

R∇(%T ) = −%∇Φ.
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D'autre part, en vertu de la proposition 2.4.1, on a
Ψ(χ, q) ≥ Ψ(χ̄r ◦ Φ, q̄r ◦ Φ) ∀(χ, q) ∈ Am(·),

où m(·) et (χ̄r, q̄r) sont comme ci-dessus.
Remarque 2.7.1. La proposition 2.7.1, jointe à ces relations, nous donne une ca-
ractérisation des distributions de température et de densité atmosphériques que les
météorologues communément classi�ent stables ou instables, en particulier pour la
distribution �la plus stable� (%̄r, T̄r). Pour rendre un peu plus intituive ces notions,
examinons le cas particulier où les surfaces equiptentielles sont des plans horizontaux,
c'est-à-dire Φ(x1, x2, x3) = gx3, alors (voir (2.71) et (1.10), on a évidemment

%̄r = %̄hs, T̄r = T̄hs.

Dans ce cas, notre résultat signi�e que l'état de repos caractérisé par le couple
(%̄hs, T̄hs) est, en vertu de (2.72) stable au sens de Lyapouvov, Autrement dit, si
la donnée initiale (v0, %0, T0) est proche de l'état hydrostatique (0, %̄hs, T̄hs), alorspour tout t > 0, la solution (faible si elle existe) (v, %, T ) reste proche de cet état
hydrostatique. Cet état est caractérisé par une température T̄hs a�ne décroissante
en fonction de l'altitude. Cet état est quali�é par les météorologues d'instable.

62



Conclusion et perspectives
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Conclusion et perspectives

Le travail [4] qui constitue l'essentiel du premier chapitre de cette thèse est une
tentative à la contribution de la modélisation mathématique de la convection sta-
tionnaire de l'atmosphère. Notre résultat (voir théorème 1.2.1) signi�e physiquement
que, si on se donne sur le fond assimilé au niveau de la mer, une distribution non-
homogène de la température proche d'une constante assez grande, alors naturelle-
ment, on assiste à un soulévemnt de l'air dû à une décroissance a�ne verticale de la
température, ce mouvement est commûnément appelé mouvement de convection. Ce
phénomème est analysé dans le premier chapitre, en examinant le cas d'un mouve-
ment stationnaire périodique enfermé entre deux plans horizontaux d'altitude h > 0
(limite supérieure de l'atmosphère assimilée à un toit dans notre modélisation, en
réalité l'atmosphère se raré�e et donc sa limite ne peut être dé�nie de manière nette
et naturelle). Le cas non périodique présente de sérieuses di�culés mathématiques
innérantes aux domaines non bornés, comme la compacité, et dans ce cas la non
sommabilité de la densité, la masse totale du gaz est ici in�nie. Ce travail (voir [2])
est en cours de réalisation. Par contre, la question de la stabilité asymptotique de
la solution stationnaire où, dans un premier un temps, celle de l'état hydrostatique
demeure ouverte dans les deux cas, périodique ou non. Dans [5], on a contourné
cette di�culté, en étudiant la stabilité pour le système d'équations d'un gaz à trans-
formation adiabatique proche du cas barotropique. Dans ce travail, on a montré
l'existence d'un état de repos minimisant l'énergie potentielle qui est stable au sens
de Lyapounov. Signalons que ce résultat est obtenu sous l'hypothèse de l'existence
de la solution du système d'équations (2.1)- (2.3).

Dans [4], on a modélisé la convection de l'atmosphère en supposant que l'air qui
y circule est sec, on a donc négligé l'e�et thermique de la condensation de l'eau.
Or, la convection de l'air dans l'atmosphère est souvent accompagnée naturellement
par la condensation de la vapeur d'eau. Il est donc souhaitable de tenir compte
dans la modélisation de la convection du phénomème de condensation de la vapeur
d'eau. Pour les équations de la quantité de mouvement, du bilan de l'énergie et la

64



conservation de la masse de l'air sec et de la vapeur d'eau, on consulte [11]. Pour
décrire la convection de l'air tout en tenant compte de la condensation de la vapeur
d'eau, dans un premier temps, on a examiné le cas unidimensionnel, autrement dit,
le cas d'un mouvement vertical stationnaire avec condensation de l'eau. Ce travail
(voir [25]) est en cours de réalisation.
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