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Introduction général

Nous faisons tous de I'optimisation. Dans notrequetidienne, nous cherchons a optimiser
notre temps de travail, nos espaces de rangemeatjaore le trajet que nous aurons a
parcourir pour nous rendre quelque part, etc. Neciserchons tous une meilleure solution
aux problemes qui jalonnent notre existence. Deiénaigénérale, I'optimisation va donc
consister a trouver cette meilleure solution. [8].

Comme nous le rappelle I'adage populaire selondedies mathématiques permettent de
mettre le monde en équation”, il peut étre tracpamallele entre I'optimisation quotidienne et
celle, plus technique que I'on retrouve en scieBtemathématique, la meilleure solution se
recherche au sein d’'un domaine initial. Cette smhuést souvent soumise a des contraintes
qui correspondent a des obligations ou des souhaéspecter. [1][6][7].

L’optimisation mathématique va consister a recherclans le domaine initial une solution
gqui maximise ou minimise une fonction objectif teut respectant des contraintes. Pour un
domaine continu, on distingue classiquement depestyl’optimisation :

L’optimisation locale recherche une solution qui est la meilleure laoalet, c’est- a -dire
gue dans son voisinage aucune solution n’est roegllgu’elle. Cette solution est appelée un
optimum local. [6]

L’optimisation globale recherche quant a elle la meilleure solution dunaoe en entier,
c’est-a-dire que dans tout le domaine il n’existetane solution qui lui soit meilleure tout en
respectant les contraintes. Cette solution estié@peptimum global. [6].

L’intérét de I'optimisation globale par rapport'@dtimisation locale est épatent. Elle garantit
en dfet que personne ne peut avoir une solution medlgue celle trouvée. Or, pour une
entreprise, cette information a son importanceadifférence entre la solution globale et

une solution locale est bien souvent significatiais I'intérét n'est pas que compétitif. Dans
de nombreux problemes, I'optimum global est lasaolution mathématique correspondant a
une réalité physique. [2][10].

De nos jours, afin de résoudre des problémes d'ggattian globale avec contraintes, de
nombreuses stratégies algorithmique s’averent dibfes. Pour guider le choix de la
meilleure stratégie a utiliser.il est nécessaireeg@arder:

1-la taille du probléme.

2-les propriétés de la fonction objectif et lestcaintes (continuité, ffierentiabilité, linéarité,
convexite....).

3-le temps disponible pour résoudre le probléme.

Ces dernieres années de nombreux travaux onffétéugs sur les fiérentes approches (tel
gue les méthodes multi-start, les algorithmes édiatnaires, Les méthodes métaheuristiques
et les méthodes déterministes globales ). [6].



Nous allons nous intéressé aux méthodes détergsnisarmi elles la méthode Branch and
Bound qui nousffre la certitude d’obtenir 'optimum global (si cetu existe ).Ce type
d’algorithme dit de séparation et évaluation quiipphss connue sous le nom Branch and
Bound qui peut théoriquement ressouder n’importd grobleme. [5][6].

Dans ce mémoire notre attention est portée swd&te certaines méethodes d’optimisation
global plus exactement la méthode branch and bretit@méthode d’approximation
extérieur.

Le premier chapitre traite des notions mathémasidqoedamentales a maitriser avant de
s’intéresser a la résolution de tout probléme darosiation :

-la description mathématique d’'un probleme d’opstion

- la notion de solution locale et quelques élémdiasalyse convexe.

Ainsi, nous étudierons quelques résultats théosigexistence, unicité de solutions) sur
I'optimisation sans contrainte(s) [1][3][4].

Le deuxieme chapitre présentera la méthode bramthbaeund (B&B) qui est tres utilisée
pour la résolution d’un grand nombre de problemathématiques, avec leurs différentes
structures. Cette méthode engendre deux suitegmgemntes des bornes inferieure et
supérieure de la valeur minimale de la fonctioreotij du probléme donné. [5][6][2].

Le troisieme chapitre est consacré quant a ldétade de la méthode d’approximation
extérieur. son principe est de faire des coupésiias sur I'ensemble réalisable, en se
rapprochant de plus en plus de la solution optirdalprobléme donné. [11].

Le dernier chapitre sera consacré pour résoudrexemple en utilisant le logiciel LINGO.
Quelques notions de base seront données sur ceelagi début de ce chapitre. [12].

Nous terminerons notre travail par une conclusi&amégale.



Chapitre 1: Definitions et Notations

Chapitre 1

Définitions et notation

1.1 Introduction

L’optimisation globale est une branche des mathématiques, le domaine deeseheeelst considere
beaucoup plus riche ces derniéres années grace aux ordinateurs développés parda nouvell
technologie qui peuvent résoudre des problemes d’optimisation de taille plus grande.

Du point de vue complexité, le probleme d’optimisation globale est NP difficiieméthodes
d’optimisation globale s’intéressent a la recherche d’'un optimum (maxwoumnimum) global

d’une fonction définie sur par exemple un compact K, et non a la recherche d’un optimum local que
les méthodes classiques permettent de le trouver dans un voisinage réatisase, @ qui fait la
différence entre les deux méthodes.

L’intérét de I'étude de cette classe de problemes d’optimisation estegergllobe un domaine tres
vaste d’applications réelles. [1]

1.2 Description d'un probléeme d'optimisation
1.2.1 Formulation mathématique

On considére le probléme d'optimisation suivant:

min f(x)
cg(x)=0E=1,2,...,p
gx)<01=12,....,q

x €R"

(1.1)

- Lafonctionf: R"™ — R porte divers noms: fonction-coldt ou simplement couigtion-objectif
ou simplement objectif, critére,... [3].

- L'ensemble des contraintésest défini par des égalités et des inégalités:
X={x€eR"cr(x)=0,cj(x) <0},

Appelé I'ensemble des points admissible ou réddisab
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-La fonctioncy R™ — RP représente p contraintes d’égalité.
-La fonctionc; R™ — RY représente q contraintes d'inégalité.

On va considérer deux cas paur
1) X c R" le probleme dit probleme d'optimisation avec canies.
2) X = R"le probleme dit probleme d'optimisation sans camta.

Dans ce dernier cas le probleme d'optimisation camisaintes s'écrit:

min f(x)
sous la contrainte (1.2)
x ER"

Six*est une solution du probléme (1.2), on dit que :
x* € arg I%Ln f(x)

Résoudre le probléme (1.2) revient a chercher des points de minimum local ou global.

1.2.2 Minimum local

x*est un minimum local (ou relatif) gesurX si
Je > 0telquef (x™) < f(x),VX€E X avec||x—x"||<e,

Ou [|v]| désigne la norme du vecteur v.

x*minimum local strict d¢ surX si
Je>0telque(x™) < f(x), VX € X aveC||x—x"|| < e.

1.2.3 Minimum globale

x*est un minimum globale (ou absolu) fdsurX si

f(x*) < f(x),Vx€eX.
X minimum global strict d¢ surX si

Fx) < F(x),VXEX.
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minima locaux

minimum local strict

minimum global strict

X

FIGUREL.1:Exemple d'une fonction monodimensionnelle

Les maxima locaux et globaux sont définis de maniéndadie. Notons que *est un maximum
local (respectivement globale) de la fonctfosur I'ensembl& si x*est un minimum local

(respectivement global) def sur X.

Il découle de cette observation que tout probleme damisation peut étre réduit immédiatement a

un probléeme de minimisation (et inversement) eniplialit la fonction objectif par1. [4][5]

Exemples:
1) Soit f;(x) = 3exp(—x2) + exp(—(x — 3)?)

Maximum global

Maximum local

Minimum local

T T T T T T T T T T T T T T
-5 [ 5 10

FIGUREL.2:Exemple de minima et maxima locaux
Et globaux pour la fonctionf;
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2) Soit f,(x) = cos(x) oux € X

FIGURE 1.3:Exemple de minima et

maxima globaux pour la fonctionf,

Il existe une infinité de minima et maxima globaux.

1.3 Outils fondamentaux

Il y a deux outils mathématiques fondamentaux pour I'analyse des problemes stiotimi

la différentiabilité et la convexité [6].

1.3.1 Différentiabilité

SoitQ un ouvert déR™.On se place dari®®, n < oo, considere comme un espace vectoriel normé muni
de la norme euclidienne notedl.[7]1[8][9]

1.3.1.1 Dérivée partielle [7]

Soit f fonctiondeR™dansR.La fonctionnotéeVi f (x): R™ - R,
Egalement notée est appelé™® dérivée partielle d¢ est définie par :

lim

t—0

<f(x1,...,xi +t...,xn) —f(xl,...,xi,...,xn)>

t

Cette limite peut ne pas exister.
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Cas particulier n=1
On note :

t—0

£7 60 = L2 = i (FERHE) = 1im () [F 0D = F@)].

Remarque 1.1 Si une fonction réelle d'une seule variable esvakle en un point alors elle est
continue en ce point, dans le cas d'une fonctionudgepirs variables I'existence des dérivées
partielles en un point nimplique pas la continuité en te.pg

Contre-exemple: On prend lI'exemple de la fonction

fGy) = ﬁ si (x,y) # (0,0)
0 , si(x,y)=(0,0)

Qui n'est pas continue a l'origine en effet lim f (x +y) = limcos @ sin 8 bien que les
(x+y)—f(0+0) r—0

drivées partiellesg—i (0,0) =0et Z—; (0,0) = 0 existent.

1.3.1.2 Gradient

Le gradient joue un rble essentiel dans le dévetoppeet I'analyse des algorithmes d'optimisation.
Définition1.1 [10] :
La fonctionnotéeV f(x) :R"™ — R™ est appelé&Sradientde f au point

x = (xq,.--, xz)tsi toutes les dérivées partielles existemtdéfinit le gradientpar laformule

suivant:
95
axl
0 f(x)
Vf(x) = ( - ) =
OXi ),y 2 £(0)
Oxn

On note dan®™,

VFO)=f"(x)
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Exemples :
1) Soit f(xq,x2) = 100(x, — x3)? + (1 — x,)? (fonction de Rosen-brock).

Le gradient dgest donné par:

_400 (xz - x21 - 2(1 - xl))

Vf(x1,x2) = ( 200(x,—x%1)

2)Soitf (x)=4x? + exp(2x) — In(x)

Le gradient dg'est donne par :

Vi(x)=f"(x) =8x+ 2exp(2x) —%

1.3.1.3 Matrice Jacobienn¢8]
La matrice Jacobienne d'une fonctifmle R™ dansR enx notée/,(x) qui est un élément
deM, , (R) définie par:

)
Je(x)); = a_f.(x) WVi=1,...,n

Remarquel.2 :

Le gradient d¢ enx est défini comme la transposée de la matrice Jawobidg’ enx:

Vi = (Jr)TER

Rappelons la formule:

2
a_i(h) =<V f(x),h > Vx €Q,Vh € R

10
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1.3.1.4 Matrice Hessienne

Onappelle Hessienrde f la matricecarréeede M,, (R)

Hx) =V ) =72 f(x) = (

62f(96)>
0x;0x; Li=1.m

Alors

On note dan®™ X R™:

H(x) = f"(x) [8]

Remarque 1.3

Si f de class€?alorsV?f(x) est une matrice symétrigiex €

(Théoréme de Schwarz).

Exemples :

1) Pour la fonction de Rosenbrock.

La hessienne dg est donne par:

—400 (x, —3x4)+ 2 —400x
sz(xl;xz) — < ( 2 1) 1)

—400x, 200
2) Soitf (x)=4x? + exp2(x) — In(x)

La hessienne déest donne par 72f(x) = f"'(x) = 8 + 4 exp(2x) — %

Proposition 1.1[3] :

a. Sif de class€&? alors :

V2F(x) = Joy () = VJ; () Vx € O

11
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la matrice Hessiennegeest le Jacobien du gradientfleu le gradient de la Jacobienng de

b. Nous avons :

V2f(x) =V <Vf(x),h>=Vx € Q,VheR"

Ou le premier gradient dans le membre de droite de I'égalité est considéré par rapport a la
variable x.

Exemples :

1) Si f R™ - R estune fonction constante alétg = V2f = 0.
2) Soitf: R™ —» R définie par: f(x) = (a,x)vVx € R

Oua € R™est un vecteur donné (c’est a difest une fonction linéaire), alors on calcule
. 7]
facilementL = ay, donc
6xk

Vf=a

Le gradient est constan€eci nous donne

V2f =0
Corollairel.1 [3] :

Soitf: R™® — R définie parf(x) = (Ax, x)Vx € R",

OuA € M, est une matrice carrée réelle, de taille n (c'esegfdest la fonction quadratique associée
a la matrice A). Alors pourn p € {1,2,...,n} fixé, on peut écrire

n

n n n
f(X) = Z Aijxix]- = Appxg + Z Apjxpxj + Z Al-pxixp + Z Al-]-xl-xj

Lj=1 J=1,j#p i=1,i#p Ji=1i#p,j*p

Ce qui nous donne :

n n n n

of

ﬁ = ZApp.X'p + Z Ap]'x]' = Z Aipxl- + z Ap]'x]' + ZAipxi = A(X)pl(ATX)p
p j=1,j*p j=1,j#p j=1 i=1

Nous avons donc obtenue :

Vfx)= (A+4")x, Vx € R"®

12
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on peut aussi écrire :

—(x) = Z(A+AT)lkxk,VL =1,..,n

on a alors :

0% f
0x;0x;

(x) = (A+A"),,Vi,j=1,..,n
c'est a dire

V2f(x) =A+ AT ,Vx € R"

Donc la hessienne geest constante. [7]

1.3.1.5 Dérivée directionnelle

On appelle dérivée directionnelle fidans la directiod € R™au point

x,notéed f (x; d), la limite ( éventuellement e ) du rapport:

f(x+hd)-f(x)

- lorsqueh tend vers 0

Autrement dit:

6f (x.d) = lim L0101 00

De plus, lorsque le gradient existe, la dérivéeationnelle est le produit scalaire entre le gradie
def etladirectiord,i.e:

Vf(x,d) =V"f(x)d [10]

Remarquel.4 :

Si||d|| =1 la dérivée directionnelle est le taux d’accroisseinaef dans la directiod au pointx.
-Le taux d'accroissement est maximal dans la aredu gradient.

-Le gradient indique la direction de la plus grapeete.

13



Chapitre 1: Definitions et Notations

Exemple :
Soit flxq,x3) = 1000, — x3)% + (1 — x4)?
et soitd = (g;)

La dérivée directionnelle geans la direction est :
(d1d2)Vf (x1,x2) = d1(—400(xz — x§)x; — 2 (1 — x1)) + 200d (x2 — x7),

OWf (x4, x,)est donné par

VfCer ) = (—4—00(x2 —x¥)x; —2 (1 — x1)>

—200(x, — x%)x,

Remarquel.5 :
Pour toutx € Q) eth € R"™on note

af L 1 o
%(x) _}llir(l)ﬁ[f(x + hd) — f(x)] =¢g'(0)

(C’est la dérivée directionnelle gfeen x de directiond)ou on a notg(h) = f(x + hd).

1.3.1.6 Fonctiondifférentiable
Soit f fonction continue d&™ dansR. Si pour toutd € R" la dérivée directionnelle dedans la
direction d existe, alors la fonctiginest dite différentiable. [7]

1.3.1.7 pente
Soitf: R®™ — Rune fonction différentiable. Soiemtd € R™.La quantité:
dTVf(x)
i

Représente la pente de la fonctfoenx dans la directiod. [7]

Remarquel.5
Dans le cas d’'une fonction réelle d’une varighl®™, - R,sa dérivée au poind €

Df,noteg” (A),représente la pente de la droite tangente a ldbeaur point4, £ (A)).
Dans le cas d’une fonction réelle de deux varialidedérivée n'a pas de sens et la représentation

graphique de la fonction est une surface de I'espdexiste une infinité de droite tangente la
surface en un point ; en fait il y a un plan tarigen

14
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I Tangent Plane

1.3.1.8 courbure [7]
Soitf: R™ - R une fonction deux fois diffierentiable. Soientd € R™ La quantité :
d"v*f(x)
llall

représente la courbure de la fonctfoenx dans la directiod.

La dérivée directionnelle donne des informationdapente de la fonction dans la directibn

tout comme la dérivée donne des informations spetde des fonctions a une variable. En

particulier,

Siéf(x; d) > 0 alorsf est croissante dans la directibn
Siéf(x; d) < 0 alorsf est décroissante dans la directibn

Dans ce dernier cas, on dira gliest une direction de descentefde

1.3.1.9 Direction de descente [7]
Soientf: R" — R et x 2R™. Le vecteurd € R" est une direction de descente pour
fa partir du poink sit — f(x + td) est décroissante eén= 0, c’est-a-dire il existen > 0

tel que
fx+td) < f(x),v0O<t<np

Proposition 1.2:
Soitf: R™ — Rune fonction différentiable. Soiemt € R" tel queVf(x) # 0 etd € R™ un

vecteur

15
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- SidTVf(x) < 0 alors d est une direction de descente.
- Sid est une direction de descente albirigf (x) < 0

Preuve :
Soit d tel qual”Vf(x) < 0. On écrit le développement de Taylor-Youngde> f(x + td)pourt
assez petit,

flx+td) = f(x) + tVf(x)Td + te(t), avec e(t) —0
Comme-Vf(x)Td > 0, il existen > 0 tel que s t | < n alors|e (£)| < =Vf(x)Td

Dou :vt € 10,1], f(x + td) — f(x) = t[Vf(x)Td + £ (t)] < 0.

Ce qui montre la premiere partie de la proposition.

Soit maintenant d’une direction de descente, supmgqueVf (x)7d > 0

en appliguant le méme raisonnement que ci-dessusontre qu'il existe un tel que pour teuel
quet < nonae(t) > —Vf(x)"d d et ainsif (x + td) — f(x) > 0, ce qui contredit le fait que d soit
une direction de descente.

1.3.1.10 Théoréme de la Plus forte descente
Proposition 1.3[7] :

Soitf: R™ - R une fonction différentiable. Soiente R™ etd* = —Vf(x):
Alors pour toute directiod de norme constante égald d l|I=Il Vf(x) |l on a:

(=VFE)TVf(x) < d"Vf (x) (1.3)

Ainsi, la directiond™ = —V f(x)est appeléédirection de plus forte descente".

Preuve :

Soitd € R™ une direction quelconque de noriné =l Vf(x) Il.
On aalors :

(—d)TVf(x) <Nl =d Il Vf(x) Il. (d"apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz)

<N VfG) 12 =VF()Vf(x). (puisquel d lI=Il V£ (x) Il).
On en déduit donc (1.3)
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Exemple :

Soit f(x) = %xlz + 2xZet soitx = (1,1)7.
Nous considérons trois directions

&y =90 = (2,). o= (5) 0 = ()

di=-Vf(1,1)

S oan g b
5 o o B8
PR T I

o(t) = flz+td;)

FIGURE 1.4: Allure de la fonction f

La dérivée directionnelle gédans chacune de ces directions sont:
dTvf(x) = —17,dIVf(x) = =5,dIVf(x) = —11
Sans surprise, si 'opposé du gradient correspdadghus forte descente, le gradient correspond lui
la plus forte pente de montée :
1.3.1.11 plus forte pente

Théoréme 1.1[7]

Soitf: R™ — R une fonction différentiable. Soient€ R" etd* = Vf (x):
Alors pour toutd € R™ tel quell d =1l Vf(x) Il, on a:

ATV < dTVF(O) = PTFOVF )

Ainsi, la directiond* = Vf (x)est appelée "direction de plus forte pente".
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Exemple :
Soit f(x) = %xf + 2xZet soitx = (1,1)T.

Nous considérons trois directions

t =700 = (V). = (D).ar = (1)

Le drivée directionnelle dg dans chacun de ces directions vaut :

dTvf(x) =17, diVf(x) =5,d5Vf(x) = 11

1.3.1.12 Développement de Taylor

La formule de Taylor est un outil important. Noasappelons dans le cas général.[8]

Soit) € R ouvert, f: Q - R,a € Q,h € R™. Alors:
1) Sif € c1(Q), alors :

1-Formule de Taylor a I'ordre 1 avec reste intégral

1

fla+h)=f@+ f (Vf(a -+ th), by, dt.

0
2-Formule de Taylor-Maclaurin & l'ordre 1

fla+h) =f(a)+(Vf(a+ th),h).

3-Formule de Taylor-Young a l'ordre 1

fla+h)=f(a)+(Vf(a),hy+o (Il hl)
2) Sif € C?(Q), alors

1-Formule de Taylor a I'ordre 2 avec reste intégral

1
fla+h) =f(a) +(Vf(a), h)+ j(l — t)(V%f(a + th), h), dt.
0
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2-Formule de Taylor-Maclaurin a I'ordre 2

fla+h) = f(@) +(Vf(a),h) +5(V2f(a + 6h)h, h), avecd < 6 < 1.

3-Formule de Taylor-Young a l'ordre 2

fla+h)=f(a)+{Vf(a),h)+ %(sz(a + Oh)h, h),+ o (Il R 11%)

Théoreme 1.27] :
Soitf: Q - R, de class€™*1(Q). Si le segmenfa, a + h] est contenu dar%, on a :

1
f(a +h) = f(a) + f’(a)h + %fn(a)(h)n j O%f(nﬂ)(a + th)(h)n"'ldt.
0

1.3.2 Convexité

La convexité est a la base une propriété geométriqu

On voit assez bien ce qu’est un objet convexe darespace a deux ou trois dimensions.

Nous allons maintenant montrer comment cette pgtdpeut aussi s’appliquer aux fonctions de
R"™ dansR. [4]

1.4.2.1 Ensemble convexe

Soit 'ensemble& € R™, C est convexe Si:

1-t)x+tyecC; Vx,y € C,vt € [0,1]
Ou
x,yE€EC=[x,yl]cC
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Non convexe Convexe

FIGURE 1.5: Exemple d’un ensemble convexe et non meexe

Exemples :

1) R"est convexe.
2) EnsembleX = {(x,y/ x? + x5 < 1}est convexe.

Ensemble: Y= {(x, x, )/ x2+ x3 > 1} est non convexe

2

4

J

|

|

; -

[ X,

v

“

FIGURE 1.6 : L’'ensemble X et Y
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1.3.2.2 Propriétés des ensembles convexes
k
Soitxy, x5, ..., x, ER™ et ¢; telle que t; > 0 et th =1.
j=1

Toute expression de la forme :

tj x;

j=1
S’appelle combinaison convexe des poirfsou barycentre.

-Tout entier est un ensemble convexe, de méme wngheton {a}.

-Soit la famille {C;};, ,d ensemble convexes et S = ﬂle C; Alors S c'est convexe.

1.3.2.3 Fonction convexe

SoitC € R™ un ensemble convexe une fonction d€ dans R,
f est dit convexe sut si,

Vx,y€C,Vte[01]
f(A-Dx+ty) <A -0f () +tf ()

foscticn poR-convee

FIGURE 1.7: Exemple de fonction convexe et non coaxe
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fest dit_strictement convexe si :

XFYy
vt € 10,1

fF(A-Dx+ty) <A —-0f )+ tf(¥)

Propositions 1.4 :

SoitU c R™ un ensemble convexg,€ N, f; f>..., f,: U = R des fonctions convexes et
Y1, V2, -, ¥y des constantes strictement positives.

On posef(x) =v1fi +v2fo + -t ¥pfpona:

1- La fonctionf est convexe (donc toute combinaison linéaire aesccoefficients Strictement
positifs de fonctions convexes est convexe).

2-Si au moins l'une des fonctiong, f3, ..., f, est strictement convexe algisest strictement
convexe.

3-Si au moins I'une des fonctiotfis f3, ..., f, est fortement convexe algfsest fortement convexe.

La convexité est une notion globale, qui va domtesr informations sur le caractere global d’un
point de minimum.

1.3.2.4 Probléme convexe

SoitX c R" convexe ef : X — R une fonction quelconque.

- Le problémemeig f(x) est dit convexe si et seulement si la fonctioreddjef est convexe et
X

I'’ensemble des contraintes est convexe.

-Si f est strictement convexe et 'ensemble X est comyvalors le problémmei)r} f(x) Estdit
X

strictement convexe. [4]
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1.3.3 Caractérisation différentielle de la convexé

Dans le cas ou la fonctigh est différentiable (a I'ordre 1 ou a I'ordre 2) teut point, on sait
caractériser la convexité d’une fonction via soadggnt ou sa hessienne [9].

1.3.3.1 caractérisation de la convexité

Proposition1.7[3] :

Soit Q c R™ ouvert,U c Q avecU convexe ef : Q0 — R une fonction de clasgg* Alors :

1) Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :
1-f est convexe suy:
2-f(y) = f(x) +{Vf(x),y —x),Vx,y €U
3-Vf est monotone suf, c'est-a-dire (Vf(y) — Vf(x),y —x) = 0,Vx,y €U

2) Si de plus est de clas§?surQ alorsf est convexe suf si et seulement s{V?f(x), (y —
x),y—x)=0,Vx,y €U

Preuve :

1)On montre ici I'équivalence entre 1,2,3

1) = 2) Supposong’ convexe. la définition de la convexité peut s¥ri

flx+tly—x) = f(x) s tlf(y) = f()]

En fixantx, y en divisant pat et en faisant tendre vers 0 (ce qui est possible car :
€ [0,1] On obtient 2.

2) = 3) de 2) on déduit

f@) =) +(Vf(),x —y)Vx,y €U

Et aussi (en versanty) :
f&) = f) +(Vf(),x—y)Vx,y €U

En faisant la somme de ces 2 inégalités on olent
3) = 1) Soient x,y € U on introduit la fonctiory: I — R définit par :
tel -g)=fty+(1-t)x) ER

Oul est un intervalle ouvert qui contigi1]. Il est facile de voir que est geest de classe
Cletona:

g @) =(Vfty+ (A —t)x),y —x)Vt € I
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Soientt,, t, € [0,1] avect; < t, Alors :

g () —g' ) =(Vf(x + t(y —x) = Vf(x + t;(y — X)),y — x)
=(Vf(x+t,(y —x)) = Vf(x + t:(y = %)),y — x, (t; — t1y — x)

l, — 1y
Par hypothése (3) le dernier terme de I'égalit€guiénte est 0, ce qui montre que la fonction

g' est une fonction croissante. On déduit alorsgjest une fonction convexe dir1], ce qui
nous donne pour toute [0,1]:

f@-1+1-0-0) <tg()+1-1)g(0),
C’est-a-dire
fiey+ (1 —0x) <tf()+ (A -0O)f(x),

Dont f est convexe.

2) on suppose igf € C2(Q).
= Supposons qug est convexe
Soith € R" fixé et notongy: @ — R la fonction donnée par(x) = (Vf(x), h), Vx € Q.

Nous avons :

(Vf(x +th),h) —(Vf(x),h)

ag :
(Vg(x), h) = o (x) = lim n
Ce qui nous donne :

(Vf(x + th) — Vf(x),th)
tZ

(V2f(x)h,h) = L}irr(l)
Considérons maintenant :

x,y € U arbitraires eh = y — x.

Commex + t(y — x) € U,vt € [0,1], de I'égalité précédente on déduit a I'aide deatanotonie
deVf que(vZf(x)h,h) =0

Soientx, y € U fixées arbitraires, et considérons la fonctign @ — R donnée par
91(2) =(Vf(2),x —y),Vx € Q. Alors:
(V) =V, x—y) = g1 (x) = g1 (») = (Vg1 (y + 0(x = ¥)), x — )
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D’autre part, nous avons’g, (z) = V2f(z)(x — y),

Et ceci nous permet de déduire :

(VF(x) = VFy),x—y) = (V2 f(y + 0(x,)),x—y) =0

Ceci nous donne la monotonie &¢ donc la convexité dg.

1.3.3.2 caractérisation de la convexité stricte

SoitQ) ¢ R™ouvert,U c Q avec U convexe ef: Q0 — R une fonction de class#
Alors :

1) Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est strictement convexe duir

2. f@)>fx)+{(f(x),y —x),Vx,y € U avecx # y.
3. Vf est strictement monotone dir, c’est-a-dire :

(Vf(y) —Vf(x)) >0Vx,y € Uavecx #y.
2) Side plusf est de class&€?sur) alors si:
(V2 f(x)(y —x),y —x) > 0,Vx,y € U avec x,y

Dong¢ est strictement convexe.[3]

1.3.3.3 Matrice définie positive

Soit A € R™*"

- A définie positive & Vd € R", dTAd > 0.
- A semi définie positive & Vd € R",dTAd > 0.

Théoreme 1.3 : [3]
Soit f: R™ — R de classe C? On note H(x)sa hessienne en x.

- Si H(x) est semi définie positive pour tout x € R", alors f est convexe.
- Si H(x) est définie positive pour tout x € R", alors f est strictement convexe.

25



Chapitre 1: Definitions et Notations

1.4 Conditions d’optimalité

Nous supposons dans tout ce paragraphg gR& — R est une fonction une ou deux fois
différentiable. On notera” un minimum (local) d¢.

1.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Etant donné un poink™, la propriété de différentiabilité continue dedaction f fournit une
premiére maniére de caractériser une solution abéim

1.4.1.1 Conditions nécessaires d’optimalité du preier ordre

Théoremel.3 3]

Soit :

f:R™ — R différentiable au point™ € R™ est un minimum local dg¢
Alors : Vi(x*) =0.

Preuve:

On démontre par I'absurde,

on suppose quiéf (x*) # 0

Sion suppose = Vf(x")

on obtient?f (x*)Td = —Il Vf(x*) I>’< 0,
il existen =0

tel quef(x* +td) < f(x*),V0O<t < 7
Ce qui donne une contradiction avec le fait giest un minimum local,
d'ouVf(x*) =0.

Example

1) La fonctionx — x2 admet un point critique en = 0 qui est aussi minimum local.

2) La fonctionx — —x? admet un point critique en = 0 qui est aussi maximum local.
3) La fonction(x, y) — x2—y? admet un point critique &fx,y) = (0,0) qui n’est ni minimum

local ni maximum local, c’est ici un point-selle.
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La fonction(x, y) — x2—y? admet un point critique &fx,y) = (0,0) qui n’est ni minimum

local ni maximum local, c’est ici un point-selle.

1.4.1.2 Conditions nécessaires d'optimalité du smad ordre
Théoréme 1.473]

Soitf: R™ — R deux fois différentiable au poirt € R™ Six*est un minimum local dg alors:
Vf(x*) = 0 et la matrice hessienne flau pointx qu’on noteH (x ) est semi définie positive.

1.4.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.53] :
Soitf: R" — R deux fois différentiable au point € R" Si

Vf(x*) =0 etH (x*) est définie positive alors x est un minimum logtaict def .

Remarque 1.5 :

Cas particuliern = 1.

Soit f: R - R une fonction de clas# si (x*) € R Vérifie les conditions:

{f’(X*) =0
f"&x*) >0

Alors, x est un minimum local strict dgé
Proposition1.5[4] :
SoitU un ouvert deR”™, f : U — R de class€? (U) et soitx* € U.
- Sitoutes les valeurs propres de la matrice hassigr{x*) sont strictement positives,

alorsf admet un minimum local.
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- Sitoutes les valeurs propres de la matrice hassiér{x*) sont strictement négatives,
alorsf admet un maximum local.

- S'’ily a des valeurs strictement positives et d'@sistrictement négatives, al@rs)est
un point selle.

Théoreme 1.4[3]:
Soitf: R™ — R telle quef est convexe et différentiable. Alotsest un minimum globale dési

et seulement sVf(x*) = 0.

Si f est strictement convexe, alors tout minimum laEalient non seulement global mais aussi

unique.
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Chapitre 2

Méthode de séparation et évaluation (B&B)

2.1 Introduction

Pour trouver la solution optimale, et étre certqiril n'y a pas mieux, il faut utiliser une
meéthode exacte, qui demande un temps de calcucteaiplus long. Il n'existe pas une
méthode exacte universellement plus rapide queddes autres. Chaque probléme posséde
des méthodes mieux adaptées que d’autres. Dandagstre nous allons présenter un
exemple d'algorithme de ce type, nommé procéduresgaaration et évaluation (PSE), ou en
anglais branch and bound.

La méthode de branch and bound (procédure par ai@uet séparation progressive)

consiste a énumerer ces solutions d'une maniealigg@nte en ce sens que, en utilisant
certaines propriétés du probleme en question, tettenique arrive a éliminer des solutions
partielles qui ne méenent pas a la solution que tenherche. De ce fait, on arrive souvent a
obtenir la solution recherchée en des temps rasudes. Bien entendu, dans le pire cas, on
retombe toujours sur I'élimination explicite de tesiles solutions du probleme. [2]

2.2 Présentation de la méthode Séparation et évalian (B&B)

2.2.1 Historique :

— Le premier exemple développé de procédure paraepn est I'algorithme proposé en
1960 par LAND et DOIG pour les programmes mixtes.

— En 1963, Little et al utilisent urRS pour résoudre le probleme du voyageur de commerce
et eut un grand retentissement.

— de fagon a isoler une solution optimale dans dlarses sous-ensembles.

En 2002 Gutin et A.P. Punnen publiaient un livréé&TTraveling Salesman Problem and Its
Variations”Ce livre couvre tous les domaines imaot$ de I'étude sufSP, y compris la
théorie des polyedres symétriques et asymeétriqoesIp TSP, branch and bound et d’autres
meéthodes. [2]
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2.2.2 Définition de la méthode

Les méthodes par séparation et évaluation sontnu&odes de résolution exacte de
problemes d’optimisation combinatoire introduiter gaand et Doig. Une méthode de
séparation et évaluation consiste a énumérer iitgtient toutes les solutions dafs
('espace de solutions) en examinant les sous-dnlssrdesS.

Il s’agit essentiellement de diviser (divide anch@oer) I'ensemble de toutes les solutions
réalisables (probléme initial) en sous-ensemblas pétits (sous problemes) et mutuellement
exclusifs. C’est la phase « séparation » (Branbhlis divers criteres sont utilisés pour
identifier les sous-ensembles qui peuvent confansolution optimale et les sous-ensembles
qui ne doivent pas étre explorés plus a fond samé peuvent pas contenir la solution
optimale. C’est la phase « évaluation » (Bound).

L’énumération des solutions du probléme consistersstruire un arbre Branch and Bound
dont les nceuds sont des sous-ensembles de soldtioppbléme, et les branches sont les
nouvelles contraintes a respecter. La taille deotadépend de la stratégie utilisée pour la
construire.

Pour ce faire, cette méthode se dote d’'une foncfiorpermet de mettre une borne inférieure
(en cas de min) ou borne supérieure(en cas de maxgertaines solutions pour soit les
exclure soit les maintenir comme des solutions ngakes. Bien entendu, la performance
d’'une méthode de branch and bound dépend, entresade la qualité de cette fonction (de
sa capacité d’exclure des solutions partielles [D8)

FIGURE 2.6 — Présentation de la méthode branch anldound
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Une méthode de branch and bound est basé surisletes principaux :

— La procédure de séparation ou bien Le branchermgantonsiste de partitionner
un ensemble de solutions en sous ensembles.

— La procédure d’évaluation permettant le calcuhé’tborne pour un ensemble de
solutions .

— La stratégie de parcours ou procédure de chemimerdexploration de
I'arborescence de recherche".

2.3.1 La procédure de séparation

La séparation consiste a diviser le probléme eneutain nombre de sous-problemes qui ont
chacun leur ensemble de solutions réalisables.éBalvant tous les sous-problémes et en
prenant la meilleure solution trouvée, on est assliavoir résolu le probleme initial. Ce
principe de séparation est appliqgué de maniéresigeua chacun des sous-ensembles tant que
celui-ci contient plusieurs solutiof3]

2.3.1 Démarche de la séparation :

Définition [5] :

un domaine est un ensemble fini ou infiniment dém@ile d’élémend = {d,,d,, ..., d,,}.

On fait I'hnypothése d'une minimisation de la fowocti objectiveF. Poson$V =
{minF (X)|X € D}.Nous allons supposer que I'arbre construit esaiten(le degré extérieur
de chacun de ses sommets estGa@ibit 1 "voir I'exemple de séparation™) pour simplifier la
présentation de la méthode.

La généralisation a un arbre quelconque se feemit difficulté. A chaque sommet de
arbre correspond un domaine de solutiaisc D de fagcon qu’a tout moment de la
construction du graphe, I'arbre possede la prapsatvante :

Les d;associés aux feuilles du graphe forment une partidie D. Pour ce faire, I'arbre est
construit au départ d'un sommet (racine) dont Ima@ioe associé e$t tout entier. Ensuite, a
chaque étape un sommetle nivea’ > 0 et de domainé;est analysé. Cet algorithme lui
associe 2 descendangs et y'de niveauN + 1dont les domaines respectifs forment une
partition ded;.

Les descendants du sommgt’obtiennent en fixant une caractéristique bindada solution.
Pour ce faire, on choisit une variable de séparatioon coupe en deux son domaine de
valeurs possibles. Une fois le sommgdnalysé et les sommegset y définis, x;n’est plus
candidat a une étude ultérieure.
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Exemple

SiS < {0,1}30n peut construire I'énumération suivant :

D’abord on diviseS en deux ensembles :

So ={x €S;x; =0} etS; ={x € S;x; = 1}en suite

Soo={x€S;x, =0} ={x€Sy;x;, =0=x, =0},Sy; ={x € Sp; x, = 1}
et ainsi de suite[24]

- S0 | [ $1 )
X2=0 X2=1 X2= X2=l
.~ Soo - So1 . S0 C Su
N N 4 N N
X3=0 X3:1 X3= X3=l X3= X3:l X3= X3=l
Soo o Soor ) Sowo ) Sotx ) Swo | Sw1 ) Suo | [ S
& % V % V A A J \ J /

FIGURE 2.7 — Décomposition d’un probléme binaire

2.3.2 Regles de branchement

Les regles de branchement dans un algorithme (B&Bht utilisées pour subdiviser
I'ensemble des solutions possibles.

Deux regles sont utilisées dans le branchementansistent a affecter les taches une a une a
partir de la fin (branchement en arriere exemplebme des 8 reines), ou au contraire,
affecter les taches a partir du début (brancheeiatvant).

Toutefois, il existe des heuristiques qui, une fppliquées, déterminent a chaque étape, les

taches qui doivent étre affectées au début, aalfiectement apres ou directement avant une
tache.[5]
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Remarque 2.1 :

Le processus de séparation d’'un sous-ensepjld@rréte dans I'un des cas suivants (cas
Min) :

—Lorsque la borne inférieure geest a la meilleure solution trouvée jusqu’a maiaterpour

le probléme initial.

— Lorsquep; n’admet pas de solution réalisable.

— Lorsquep; admet une solution compléte du probléme initial.[5]

2.4 Procédure d'évaluation

L’évaluation d’'un nceud de l'arbre de recherche arpaut de déterminer I'optimum de
'ensemble des solutions réalisables associéescaudnen question ou, au contraire, de
prouver mathématiquement que cet ensemble ne nopts de solution intéressante pour la
résolution du probléme. Lorsqu’un tel nceud esttiléndans l'arbre de recherche, il est
inutile d’effectuer la séparation de son espacesalations. On peut distinguer pendant le
déroulement de I'algorithme trois types de nceuds dlarbre de recherche : le nceud courant
qui est le nceud en cours d’évaluation, des nceuis qui sont dans la liste des nceuds qui
doivent étre traités, et des nceuds inactifs quétinélagués au cours du calcul.[ 6]

Donc la procédure d’évaluation consiste a analysenceud ( sous-probléme), cette analyse
vise a évaluer la valeur optimale de la fonctiojeotif de sous-probléeme, plus précisément a
déterminer une borne inférieure ou la borne supéde cette valeur.

L’algorithme de Branch and Bound maintient une leauapérieure (UB) et inférieure (LB) au
nceud racine.

2.4.1 Borne supérieure

Est la meilleure solution réalisable connue. Undutem réalisable est trouvée par
I'algorithme aux feuilles de I'arbre d’énumératiaet, parfois avec un peu de chance comme
solution de la relaxation linéaire a un nceud. Quit péen sir utiliser en plus des heuristiques
pour en générer au cours de I'exploration et esa@etlérer la recherche.

2.4.2 Borne inférieure

A chaque nceud la borne inférieuré B (x)pour le sous-probléme correspondant est calculée,
par relaxation linéaire. Ceci permet éventuellenaatiminer le noeud de la recherche si
(x) > UB . Ceci permet aussi (et surtout) de mettre alpiorne inférieure de son pere. En
effet, la borne inférieure d’'un nceud doit étre sigpie a la plus petite des bornes inférieures
de ces fils. Les bornes inférieures sont ainsianjgur de proche en proche, éventuellement
jusqu’au nceud racine. Mais la valdilt de la racine augmente en générale trés lentement.
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La connaissance d’'une borne inférieure du problétBune borne supérieure de la fonction
d'utilité de chaque sous-probléme permet de stoppgploration d'un sous-ensemble de
solutions qui ne sont pas candidates a I'optimalité

Si pour un sous-probleme la borne supérieure est pktite que la borne inférieure du
probleme, I'exploration du sous-ensemble correspon@st inutile. D’autre part, lorsque le
sous-ensemble est suffisamment « petit », on peoaathe énumeération explicite : on résout
alors le sous-probleme correspondant.[6]

\

2.4.3 Calcul de la borne inférieure

La procédure qui calcule la borne inférieure edligthent clé de n’importe quel algorithme
BB, car une qualité médiocre de la borne infériewgegeut pas étre compensée par de bons
choix de la stratégie de recherche ou de la regjleranchement.[5]

Les techniques de relaxation sont souvent utilisisss le calcul d’'une borne inférieure.
Appliquées a un probleme de minimisation, ellesri@sent une évaluation par défaut de

l'optimum, en relachant les contraintes les plufiailes a satisfaire, c’est-a-dire en les
supprimant, ou en les prenant partiellement en tenji@).

Voici dans ce qui suit, les principales technigdeselaxation :

* Relaxation des contraintes Une technique simple de relaxation consiste
aignorer certaines contraintes du probleme. On pb#frs un probleme dont la
solution optimale est plus facile a calculer. [6]

* Relaxation lagrangienne: c’est une technique de relaxation qui consisemrimer
des contraintes en les intégrant dans la fonctigpectif en la pénalisant si ces
contraintes ne sont pas respectées.

* La relaxation continue : c’est une relaxation naturelle qui est, pour HEL(par
l'algorithme du simplexe, des points intérieurs dw volume) et la programmation
guadratique (avec matrice définie positive) trécafe. Néanmoins, nous verrons que
la relaxation continue n’est pas forcément la raeit.

I est également possible daméliorer la borne minke par relaxation
continue enutilisant des idées spécifigues au proel En ce qui concerne
plus spécifiquement la PLNE, on peut améliorer lalenr de relaxation
linéaire en ajoutant des contraintes, le renforcemeu des variables, la
reformulation.[24]
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» Relaxation linéaire continue: le probléme (LP) obtenu par relaxationdes contesi
d’intégrité d’'un (ILP"integerlinearprogramming”) fitéit une relaxation de ce (ILP).
Pour un probleme de minimisation, la solution opliendu (LP) donne une borne
inférieure de la valeur de la solution optimale(ldiP),

Il s’agit d’un relachement de la contraintee P N N™ en x € P telle que :

P ={x € R"+: Ax < b}

CommePNN™ et la fonction objective ne change pas alorsticksr qu’il est une relaxation.
La relaxation linéaire ne donne pas seulement wraebinférieure mais des fois preuve
'optimalité. [24]

2.4.4 Calcul de la borne supérieure

La borne supérieure est un élément essentiel tpiithme B&B. Calculée initialement par
une heuristique appropriée, la borne supérieureta@agburs comparée avec les bornes
inférieures trouvees au niveau des nceuds.

Dans le cas ou une borne inférieure d’'un nceudupstrieure a la borne supérieure, ce noeud est
elagué. Une fois arrivée a un nceud feuille, la b@upérieure sera remplacée par la valeur de la
solution calculée au niveau de la feuille. [6]

2.4.5 Conditions d’élimination

Le nceud ide I'arborescence sondé si une desdooiditions suivantes sont :
— Eliminé par optimalité.
— Eliminé par borne.
— Eliminé par infaisabilité P, =Q.[6]
2.4.5.1 Eliminé par optimalité

Dans la figure suivante on a une décomposition ghablemeP a deux sous-problem@s et
P,avec ses bornes supérieur et inférieure.
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On observer que :

la borne inférieure fégale, LB(P,) = 17
la borne supérieurelégale, UB P;) = 22

Donc ne peut pas deviser Alors la branche de sous-problé®est éliminée par optimalité.

FIGURE 2-8Eliminer par optimalité

2.4.5.2 Eliminé par borne :

Dans la figure suivante on a une autre décompadition probleme P a deux sous-problémes
Piet P,avec ses bornes supérieur et inférieur.

On observer que :
la valeur optimale est minoré par 16, mais la beum@érieureé?; égale,UB P;) = 22 Donc le sous

problemeP;ne contient pas la solution optimale. Alors la lotende sous-probléenigest éliminé
a partir de borne.

Iﬁ‘ . Pz

IGURE 2.9 — Eliminer par borne
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2.4.5.3 Eliminé par infaisabilité

Dans la figure suivante on a une autre décompasitiun problemeP a deux sous-
problemesP et P,avec ses bornes supérieur et inferieur. On obseuer. la borne inferieure
Piégale, LB (P})=0, la borne supérieur®, égale, UB P,) = 22

Donc le sous probleme; infaisabilité. Alors la branche de sous-problégest éliminée par

infaisabilité

Iﬁ‘ B2

FIGURE 2.10Eliminer par infaisabilité.

2.5 La stratégie de parcours

La plupart des méthodes de parcours d’'un arbrealerche sont connues depuis déja plusieurs
années. La différence entre deux stratégies dereloh réside principalement dans la taille de
'arbre de recherche généré et donc dans le terspsésblution du probléeme traité. Les
stratégies appliquées sont la plupart du tempéréiftes selon la nature du probleme.

On distingue les problémes d’optimisation combiimatavec uneFonctionobjectif et un nombre
généralement important de solutions et les proldenhe satisfaction de contraintes pour
lesquels on ne cherche la plupart du temps qu’en& solution [6]. On peut citer différentes
stratégies de recherche. Pour les méthodes deupsirde I'arbre de recherche, on peut citer,
entre autres, les politiques suivantes :

2.5.1 Profondeur D’abord

La méthode depth-first search est une méthode conemt utilisée. Elle consiste en une
exploration en profondeur de l'arbre de recherches variables sont fixées une aune
itérativement, jusqu’a obtenir une solution ou juiagce qu’une variable ait un domaine vide.
Lorsque c’est le cas, on revient sur la derniém@stin qui a été prise et on prend une autre
décision, si cela est possible. Dans le cas coatran remonte plus haut dans les décisions
prises. Cette technique est appelée Backtrack haau arriere ".

Lorsque le nombre de solutions est importanteaetéthode permet de trouver tres rapidement
une solution. Cette méthode est tres classique ldamdémentation d’un Branch and Bound.
En terme d’occupation mémoire, cette méthode gaukintéressante.[6]
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2.5.2 Largeur D’abord

Cette méthode est la méthode opposée a la métepde-first search. Elle consiste a explorer
I'arbre en largeur. Le parcours en largeur corredp® un parcours par niveau de nceuds de
I'arbre. Un niveau est un ensemble de nceuds oaudiet situés a la méme distance du nceud
racine. Ce type de parcours est rarement utilisg,fait de I'occupation mémoire trop
importante.

Une fois l'arbre créé, elles permettent d'ordonnee liste de noeuds a traiter. Elles ne
modifient en aucun cas la structure propre de l&arbhéanmoins, deux politiques de parcours
d’arbre de recherche peuvent donner des résultédsetits en termes de rapidité d’exécution
et en termes d’occupation mémoire. En effet, ort pesocier a ces méthodes des calculs de
bornes qui pourront amener a la troncature de espaeces de l'arbre de recherche (par
exemple, lorsque la borne inférieure calculée aadud est supérieure a la borne supérieure).
Ainsi, si la structure de I'arbre n’est pas modifiées espaces explorés de I'arbre peuvent étre
modifiés par les schémas d’exploration.[6]

2.5.3Meilleur D’abord

On choisit parmi les nceuds restant a traiter aphlia la plus petite borne inférieure. Cette

borne peut étre calculée par exemple, par relaxatie contraintes, par une méthode

heuristique, . . . Ce choix est efficace lorsquelernes calculées sont de bonne qualité. Elle
présente par contre I'inconvénient de traiter de=uds successifs trés différents (valeurs et
variables différentes) et donc de ne présenter mpie d’'incrémentalité dans les calculs,

notamment les calculs de bornes inférieures.

De plus, cette méthode n’est applicable que lotsgriborne est calculable, ce qui peut ne pas
étre le cas pour certains problemes de satisfadgocontraintes, dans lesquels il n’y a pas de
fonction objectif.[6]

2.6 Efficacité de I'algorithme B&B
Différentes techniques sont utilisées pour renthlgdrithme BB plus efficace. On peut en
citer quelgues-unes :

2.6.1 Choix d’'une stratégie de recherche

La stratégie « profondeur d'abord » mariée avecheix du nceud de plus petite borne
inférieure, est utilisée en pratique car elle ngitespeu d’espace mémoire. Par contre, la
stratégie « largeur d’abord » trouve une solutiptinsale plus rapidement que la stratégie «
profondeur d’abord ».

Il est donc primordial de faire un bon choix de dtnatégie de recherche, qui dépend
généralement de la taille du probleme et des resssinformatiques disponibles. [6]
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2.6.2 Choix de la borne inférieure

Une borne inférieure doit étre proche de 'optimura.choix de la borne inférieure dépend
pleinement du probléme a résoudre et de la technigjlisée (relaxation, heuristiques. . . ).
Les bonnes sont celles qui éliminent un grand nerdlernceuds le plus rapidement possible,
ce qui réduit considérablement I'arbre de recherche

2.6.3 Choix de la borne supérieur

la borne supérieure peut étre une heuristique eunet d’élaguer certaines branches de I'arbre
de recherche.

2.6.4 Regles de dominance

Les régles de dominance sont des conditions pa&sgas nceud, pour pouvoir I'éliminer si
elles sont vérifiees (on dit que ce nceud est domieiéce avant de calculer sa borne
inférieure. Les regles de faisabilité sont applagién premier aux noeuds, pour décider de
'admissibilité de la séquence traversant ce ncéudiemment, le noeud est éliminé si la
séquence n’est pas admissible. Les regles de doognsont utiles pour réduire au mieux
I'arbre de recherche, en éliminant les nceuds dasnjb¢

2.6.5 Choix du critére d’évaluation

Lors d’'une application de branch and bound, on soibed’avoir une fonction qui permet
d’évaluer chaque nceud traité, et éventuellemeguélaceux qui sont inutiles. De méme, un
nceud peut étre élagué dans trois cas possibles le@remier cas, on arrive a un stade ou la
valeur de la borne inférieure d’'un nceud courantpst grande ou égale a la valeur de la
borne supérieure qu’on avait établie auparavant.

Dans le deuxiéme cas, la solution n’est pas rddéisiun des critéres d’évaluation n'a pas
éte respecté. Le troisieme cas est le cas ou bteawune solution réalisable, tous les criteres
sont valides, mais la solution obtenue est supérialia borne inférieure. [5]

2.7 Méthode séparation et évaluation sur des exemples

La caractéristique principale de cette techniqoesiste de trouver dans quelle branche les
solutions ont le plus de chance d’étre trouvées peyas continuer inutilement et voila deux
exemples pour comprendre le parcours des solutions.
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Exemple 1[14]
Soit le PLNE (noteP) : minx; — 2x,

—4x; +6x, <9
S.C X1 +x, <4
X1,%, = 0, est entiers

Z* sera le colt optimal de la relaxation linéaire (@oinférieure)

— Si la solution de la relaxation est entiére, pesoin de partitionner le sous probleme.
— Sinon, on choisit un non entier, et on crée dmus problemes en ajoutant les contraintes :

x, = |x;] et x; = [x;]

La solution optimale réelle obtenue par le simpl@eaP relaxé) est

x, = (1.5,2.5)
et
Z* = =35

En cas de minimisation cette solution représente dme borne inférieure (LB) :
ZLB = Z* = -3.5.

I'arrondir de cette solution donne une solutiorliséle (borne supérieure (UB))
ona:

x=(1,2)et = Zyg = —3.

Ainsi on peut borner la solution optimale du PLN#mne suit :

-35<Zyp < -3

Création des sous problemes; etP,

En rajoutant les contraintes, < 2 et x, > 3
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Pl P2
minx, — ZXZ minxi — ZXZ
S.C S.C
4‘X1 + 6x2 < 9 _4X1 + 6X2 < 9
X1 +x,< 4 X1 +x, < 4
X > 3 X S 2
X1,X,, estentiers X1,X2, estentiers

TABLEAU 2.2

Liste des sous problémes actif§P; et P, }

-4y +6x22 9 r—\

— Sous problémesP; et Ps.

*

(0.75,2) I—

St
.

" .
" T o " " &
..i*..i*t.\"t....t.i.“.i.t....h&t ------- L
" ¥ -
" "

D

1
FIGURE 2.11 — Sous

On observe que :

Le problemeP1 n’est pas réalisable

Liste des problemes actifs

La solution optimale réelle d®& relaxé est :

problemes actifs{P; et P,}

x* = (0.75,2)et Z* = —3.25

La borne inférieure trouvdeB = (—3.25) étant inférieure a la meilleure solution trouves.(

41




Chapitre 2 : Méthode de séparation et évaluation (8B)

Création des sous problemes;et P,:
En rajoutant les contrainteg < 0 et x; < 1

Ps Py

minxl - ZXZ minx1 - 2X2
S.C S.C

4x; +6x, <9 —4x; +6x, <9

x1+x2S4 x1+x2S4

Xy <2 Xy <2

X1 > 1 X1 S 0

X1, X5, estentiers X1,X5, estentiers

TABLEAU 3.3 — Sous problemes; et P,

-dx Gy 0

xi+x2 = 4

FIGURE 2.12Seus problémes actifs {P;et P,}

Liste des problémes actifs : {P;et P, }

La solution optimale d&;relaxé est entiere donc :

x*=(1,2)etZ =-3.
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La solution optimale réelle dg relaxé est :
x*=(0,15)etZ* = -3.

Cette branche est arrétée ZafLB) > —3.
La solution optimale est donc :

xPLNE = (1,2) aVBCZOpt = _3

P | w=(15, 25 z*=-35

XpZ 3 %
Wz 2

- P, |x=(0.752) ZLE=-3.25
\ réalizabla : b e o
X = 1/ bt
p /x*:{ﬂ,'!.ﬁ} Z1B=-3
3

FIGURE 2.13 — Présentation duapcours de solution.

Exemple 2 :
Probleme du sac a dos (probleme. de maximisati@gux simplifications

1. Les variables sont binaires.
2. La relaxation linéaire peut étre résolue efficacenpar un algorithme simple : prendre
d’abord les articles a meilleur rendement, jusaitaindre la capacité.

— Une société dispose de 1 400 000 DA a investir.
— Les experts proposent 4 investissements possibles

Co(t | Bénéfice] Rendemertt
Inv. 1 | 500000 | 1600000 3.20
Inv.2 | 700 000 | 2200000 3.14
Inv. 3 | 400 000 | 1200000 3.00
Inv. 4 | 300 000 800 000 2.67

43



Chapitre 2 : Méthode de séparation et évaluation (8B)

Résolution :

a; Ci Rdt | p | py1| P3| Pa|Ds|Ps|P2| P7|Ps|Po| Pro | P11l P12
500 000 | 1600000 | 529 1] 1 g o1 /1]1]1]1 Z 0| 1
700 000 | 2200000 | 1% | 1 ; 0o |1/1[1]1]1 g 0 111
400000 | 1200000 | 0° % 1]1]1/1]/1]0lofo]o]| oo o
300000 | 800000 | 2% |o|o| 10|11 g o111 |1]1

Commentaires :

= Relaxation dep :

— Solution réellex * = (1,1,0.5,0),Z* = 4400 000

— Solution arrondiec = (1,1,0, O)j = 3800000

On enregistre cette solution comme meilleure soiutencontréex, g = X et Zpesr =
3800000

Nous avon8$800000 < Z,,; < 4400000

Création de deux sous problemes

Relaxation de p,
— Solution réellex* = (1,5/7,1,0),Z* = 4371429 > 3800000
— Création de deux sous problemgs= (x30) et P,(x, = 1)
— Note: On va appliquer comme stratégie de parcours I8 (Bfarcours en profondeur)

= Relaxation dep;

— Solution entiérer = (1,0,1,1),Z = 3 600 000
Arrét de cette branche, puisque nous avons obteawsaiution entiére (qui n’est pas optimale
Z_ < Zbest)
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» Relaxation dep,

_ Solution réellex* = (% 1, 1,0) Z* = 4360000 > 3800000
Création de deux sous problemeéx; = 0) et pg(x1 = 1)

= Relaxation deps

— Solution entiérer = (1,0,1,1),Z = 4 200 000
Arrét de cette branche, puisque nous avons obteawsaiution entiere. Mise a jour de

Xpost €t Zpest = 4200 000

= Relaxation de p,
Probléme non réalisable Arrét de la branche.

= Relaxation de p,
— Solutionréellex* = (1,1,0,2/3)Z* = 4333 333 > 4200 000 Création de deux

sous problémes P, (x, = 0) et pg (x, = 1)
* Relaxation de p,
— Solution entiérex = (1,1,0,1),7 = 3800000
Arrét de cette branche.

= Relaxation de pg
Solution réellex* = (1, 6/7,0,1) Z* = 4285714 > 4 200 000 Création de deux

sous problemes pg(x, = 0) et p,,(x; = 1)

= Relaxation de pq

—  Solutionx = (1,0,0,1),Z = 2 400 000

Arrét de cette branche, car solution entiere.

= Relaxation de p,,
— Solution réelle x* = (4/5,1,0,1) Z*
— Création de deux sous problémes p11(x; = 0) et p,(x; = 1)

= 4280000 > 4200000

= Relaxation de p,;
—  Solution entiére ¥ = (0,1,0,1),Z = 3 000 000

Arrét de cette branche.
= Relaxation de p;,
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Probleme non réalisable = Arrét de la branche.
La meilleure solution trouvée est donc la solution optimale (Nceudps), ainsi Solution
optimale :

Xope = (0,1,1,1),Z,,, = 4200000
Note :

Seules 7 combinaisons ont été considérées (ps,ps, Pes, P7, P9, P11, P12), UNE énumération
compléte aurait considéré 24 = 16 combinaisons.

_x &P
X=1/ " %0
Pl . ~ P,
'.-\ r . . ﬁ 14:

xz:[}., Xﬁ;- X,=U/ \
3 ' P
P4 E I;

=0/ =N\ K =1 3500000 X -0 WX =1
3600000 x1 0 ! » s

4200000 \\ 2400000 Ki_o

3000000

FIGURE 2.14 — Présentation de parcours de la solutn.
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Chapitre 3

La méthode d’Approximation Extérieure

3.1Introduction

Les méthodes de plans de coupe constituent dels olatibase dans différentes branches
d’optimisation. Un plan est utilisé pour couper emsemble de telle facon que cela n’exclut
pas des points optimaux du probléme d’optimisatidous considérons, dans cette section, les
coupes qui n’enlevent jamais aucun point réalisable s’agit donc des méthodes
d’Approximation Extérieure. En dehors des coupesédires bien connues dans la
programmation convexe, des coupes continues e®cdupes déterminées par des fonctions
continues non n"nécessairement linéaires seronsadm

Ces méthodes d’Approximation Extérieure, leurs dramincipe est de faire des coupes
linéaires sur un ensemble de telle sorte qu’ononge aucun point de 'ensemble réalisable, en
se rapprochant de plus en plus de la solution @btiriu probléme donné.

On utilise des coupes linéaires, ainsi le problednaené sera remplacé par une suite de
problémes ayant des contraintes linéaires.[11]

3.2 Le principe de la méthode d’Approximation Exérieure

Soit (P) le probleme d’optimisation a résoudre :

P) {minf(x)

x €EH

Ou : f continue, linéaire ou convexerele domaine du problenm@).
H={x: g;(x) < 0}, oug;(x) sont des contraintes convexes, a¥et.2 ....
Soit D,un hyper rectangle tel qué c D;.

On résout le probléme

minf (x)
(P){ x € D;

P1 est un probleme linéaire ou convexe.
On trouve une solution?.
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Si elle est admissible po(@P) alors elle est optimale.
Sinon, on ajoute une contrainte linéaire qui cdapsolution x* dansD; mais sans couper
aucune solution du domaiie

Donc on obtiendra une suite de problemes conv@xgsavec des contraintes linéaires, avec
k=1,2,....

Ajout des contraintes pour les probléemegPy) :
On ajoute une contrainte linéaire au probl&i®g de fagcon a ce qu’on coupe la solutief,
sans couper aucune solution du domaine réalisalie ptobleme de dépaiP).

3.3 L’algorithme de base de la méthode d’Approximi@on Extérieure

1. Initialisation :(1ére étape)
ChoisirD; o H, poserk = 1 et passer a la 2éme étape.
2. Itérations k = 1,2,.... :( 2éme étape)

- Résoudre le probleme :

minf (x)
o

pour obtenir la solutior”

- Si x* € H, stop x* est une solution optimale globale
- Sinon, construire une fonctidp(x) telle que :
1) I,(x) <0 Vx€eH
2) I,(x*) > 0.
et définir :
Dyy1 = D 0 {x: [y (x) < 0}

:Dan

- Poser k =k + 1 et retourner a l'itératiok + 1
Commentaire :

L’idée de I'approximation extérieurdE est de relaxer et remplacer le probléfRe par une
suite de problemegP,) qui sont plus faciles a résoudre et dont les mwigtconvergent vers
une solution optimale. Cette idée vient de la mé¢hade Cheney et Goldstein pour la résolution
d’'un programme convexe. Le premier algorithd& pour la minimisation d’une fonction
concave sur un convexe a été proposé par Falk k. Depuis, beaucoup de travaux ont
ete éfectués. Pour la réalisation d’'un algorithA¥e,
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deux questions importantes sont a résoudre :
- Construire des probléméB;) qui sont faciles a résoudre.
- Construirel,(.) pour que la suitéx*} converge.

3.4 La convergence de la méthode d’Approximatiokxtérieure

3.4.1 Approximation polyédrale

Soit D; un ensemble polyédral (convexe)lgx) = (a*, x) + b, une fonction #ine. Alors

Sy = {x € R"*: [, (x) = 0} est un hyperplan séparant strictemehtde H. Tous ensemble
D, construit ainsi , est un polyédral et on obtiene wuite décroissante de polyédres qui
approximentd. Par constructiora® 6 = 0, donc on peut supposer gue® ||= 1. [11]

Définition 3.1. On dit gu’une suite de plafS,} converge vers un plan :
S={x:1(x)=(a,x)+ b= 0}si

ak - a, b*—b (k— ).
Théoréme 3.1 (H. Tuy, 1983)

Dans le processus d’approximation extérieure, Bpitin polyédre compact et supposons que
pour chaque sous-suite converget& }de {x*} telle quex*? —» x (¥ € H) et Sy, = S

on a$ sépare strictementdeH.

Alors tout point d’accumulation dex{*} appartient 84 et résout aingiP). [11]

Preuve :
Soitx un point d’accumulation dex*} et x* - x .
On aa || a® lI= 1 vk donc{a*} est bornée. D’autre part :

—(a¥, x) > b, > —(a¥,x*) vx €eH

PuisqueD, est un compact, il existe une constavitéelle quell x lI< M pour toutx € D;.
Par suite
[{a®, x*)| < M, [{(a®,x)| <M vx €H

ce qui implique
|b*| < max{|(a®, x*)|, {a*, x)|} < M

i.e.{b*} est bornée aussi.

En prenant une sous-suite on peut donc suppeéer— a,b*® — b , autrement disk? - .
Supposons qua ¢ H. Alors S va séparer strictemeftde H, i.e.

I(X) ={(a, %)+ b >0. Dautre partl,, (x**") < 0Vr et en faisantr - on obtient
liq(X) < 0.LorsquesSy, — S on al(x) < 0 ce qui est absurde. Dong € H.

Puisquef (x*) < f(x) Vx D, on a, par la continuité d& , f(¥) < f(x)Vx € H , i.e.x est
une solution optimale d@). [11]
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Théoréme 3.2. (R.Horst, Thoai N.V, and H. Tuy, 1989
Dans le processus d’approximation extérieure, Sgitin compact. Supposons qugest
continue et pour chaque sufte?} c {x*} telle quex? —» xil existe une sous-suitec?! } de
{x1} telle que

1. 1l (x) - [(x) v«

2. 1y (x7) = I(%)oul(x) = 0implique x € H.
Alors tout point d’accumulation dec*} appartient & et résou(P).

Preuve :

Soitx? une suite convergente vef§x un point d’accumulation dgc*}) et {x9'} la sous-
suite qui satisfait les hypothéses 1 et 2 ; Puigguer?'*™) < 0 vr , en faisantr - o
onaly (x) < 0. Par suite]( x) < 0.

D'autre partl,, (x7") > 0V L etly; (x') - 1(x) implique (%) = 0.

Doncl(x) = 0 et en vertu de 2j € H.

D’une fagon analogue comme ci-dessus, on peut ganguex est une solution optimale de

(P)

En particulier, si;, sont des fonctions Lipschitz, on a le résultavaoi :

Théoréme 3.3 (H. Tuy, 1983)
Supposons qué,(.) est continue et

1. |l(z) = k(@) < Lllz — xIl, Vz,x € D; (L étant une constante).

2. Pour chaquéx?} c {x*} telle que

x1 - X, lq(x7)—-0
Onae H

Alors tout point d’accumulation dec*} appartient & et résout(P). [11]

Preuve :

Envertude 1) onal,(x?) < lq(x) + LIl x?— x Il.

Par constructiorl, (x/) < 0,Vj > g, ce qui entraing,(x) < 0
Donc 0 < Ly(x%) < Lllx?7— x|

Quandx? — x, on al,(x?) » 0 etx € H.

Donc, pour assurer la convergence d'un algoritdifieles coupeg, (x) (qui par definition
vérifient 1) et 2) ) devraient satisfaire les hypses 1, 2 du théoreme 3.
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3.5 Construction del;(.)

H est un convexe

Dans ce cas, on peut utiliser 'approximation pdhpée. Etant donné un point ¢ H. Il nous
faut donc construire un hyperplan (ou une foncéifimel, (.)) séparant® de .
Il ya deux méthodes :

1. méthode de sous-gradient.
2. méthode de projection.

En utilisant la premiere méthode

Méthode de sous-gradient

SoitH un convexe fermé el® = {x: g(x) < H°. Cette hypothése est vérifiée, par exemple,
si H® # @ ou la condition de Slater est satisfaite.
En dfet, supposons quee H®, y ¢ H°, p € dg(x) alors

gy =0, gx)<0 et (gx)—gO») = Px —y)

ce qui entrainép, x — y) < 0. Cela signifie que # 0, i.e.dg(x)\{0} # 0.
On considerera des coupes (linéaires) de la forme

l,(x) = (p*, x — y*) + By
Théoréme 3.4 (R.Horst, Thoai N.V, and H. Tuy, 1989)

SoitK un sous-ensemble compact quelconquB YeChoisissons

yee Y= conv(KU{x*D\H®,  p*ag(y N0}, B = g(")

(x* argmin £(Dy)). Alors [,(.), vérifie les conditions (i), (ii) de l'algorithme’AE et toutes
hypothéses du théoréme 3.2 [33]

Preuve.
D L) = (px — y*)+ g(¥*) < g(x) < 0, Vx € H.

2) SiH®# ¢ alorsk # @ doncy® = x* etl*(x*) = g(x*) 0car x*/ H.
Supposons quéi® = @ etK # @

Alors tout pointy* conv(K {x*})\H° peut s’écrire sous la forme :

yk = 2,z% + (1 — A,)xF
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Ouz* e K c HC etA, € [0,1].
PuisqueK est compact, il exist® > 0 tel que, g(z) < —6,Vz € K.
C’est facile de voir que :

xf—y* = a(y* - 2.
Ol‘,lak = Ak/(l — Ak) = 0et

(p*, zF — y*y < (%, 2z — y8Y+ g(v*) < g(z%) < -5 <.
Donc sia; > 0 alors

L(x®) = (%28 — y*) + g(v") = app®,y* - 25) = a6 + g(&¥*) > 0.

Siap, =0 ona xF=y*% et [ (x*) = g >o0.
Soitx? —» x. Comme la suitgx?} est bornée, il en est de méme de la qyifg et donc ainsi
de la suitg§p?dg(y?)}. On peut donc extraire une sous-siiité!} telle que

pt =p, Ay > L2z > Z€K
Lorsquel — o, d’ou

yql = Aqlqu-l_ (1 - Aql)qu _)3_/ = /TZ_+ (1 - A_)f, ﬂql =g(yq1)_) g()_’)zﬁ_

Noter quel < 1, car sinory =z € K < H°. De plus, par la fermeture de I'opérateur
multivoquedg(y) on ap € dg(y).
Définissond(x) = (p,x — y) + B. Alors

1 g (x) = (p?x — y?') + g1 » 1(x) Vx.

2- g (x) = (pTxT =y + giy™) > (X — J)+ B = (D).

D’autre part

A _
L1 (xT) = agp®,y® = 21 + gO*) > = By — D+ 8.

Donc sil(x) = 0 alors

A _
—— By —-2)+F=0
TPy - D+EB

Puisque

(plx1—yH)=26>0=(p,x — y)=8>0.
Par conséquent, on doit avoir

A=0etf=g@)=00ux = y€EH.
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3.6 Exemple d’application d’AE[11]

Exemple 1.1.Soit a résoudre le probléniB) suivant :

minf(x,y)
(P) { (x,y)EH

Ouf(x,y) =x+y, etH={(x,y) € R?/x*+y? <1}

Application de I'algorithme de la méthode d’AE :

Choisir un hyper rectangi®, telle queD; o H.
SoitD;un carrép1 = {(x,y)R?*/-1<x<1,-1<y <1}
Soit a résoudre le problenj1) suivant :

minx+y

x<1

minf (x,y) v <
Po{iey ey = )] X<t
y<l

-y<l

Apres la résolution du problendg; ) avec la méthode des points intérieurs, la solutiouvée
estX! = (—1.000,—1.0000), et f(X1) = —2.0000.
CommeX! ¢ H, alors on construit la coupe linéairg(X) de la maniére suivante :
Soitg(x,y) = x? + y? — 1, Vg(x,y) = (2x,2y).
Li(X) = g(Xb) + Vg(XH(X — XY, avec X = (x,y).
X1=(-1,-D)=L,(X) = 2x -2y —3<0
On ajoute la contrainte linéaifg (X) au problem&P1), et comme ¢a on aura le probleme
(P2)
minx+y
x<1
-x<1
y<l1
-y<l
—-2X—-2y< 3

(P2)

A résoudre toujours avec la méthode des pointsiéntiés, et on obtiendra la solutigit.
X? = (-0.7500,—0.7500), f(X?)= —1.5000

Si X? € H, alorsX? est la solution optimale globale.

Sinon, on construit une autre coupe linéaiy€X) , et ainsi de suite.

CommeX? ¢ H, alors L (X) = %x —%y - % < 0.

On ajoute la contrainte linéaifg (X) au problemé&P,), et on aura le probleni{@;),
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suivant ;

minx+y
x<1
-x<1
Py V=L
-y<1
-2X—-2y< 3

2 2y_ 8
La résolution du problém@;), nous donnera la solution suivante :
X3 = (=0.7083,-0.7083), f(X3) = —1.4167.
X3 ¢ H=L,(X) = —1.4166x — 1.4166y — 2.0034 < 0.
On ajoute la contrainte linéaitg (X) au problemé&P;), et on aura le problen@,)
suivant :

minx+y

x<1

-x<1

y<1
(P4) —ySl

-2X—-2y< 3

3. 3 17

- X—— S_
2 2y 8

-1.416x- 1.416< 2.00:

La résolution du problém@,), nous donnera la solution suivante :
X* = (-0.7071,-0.7071), f(X3) = —1.4142.
X* € H,car g(X*) =1 d'ouX*est la solution optimale globale du probléme deaddp).
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Chapitre 4

Programmation dans LINGO

4.1 Introduction

La programmation est un ensemble d'outils et dértigme permettant de résoudre des
problemes mathématiques par ordinateurs, elleastduvé une solution optimal de n'importe
guel type de problemes.

Le processus de résoudre un probleme mathématiges un grand nombre de calculs donc |l
est mieux de I'exécuter par machine. Pour cela chasi le logiciel LINGO qui est spécifié
pour résoudre des problémes d’optimisations (Ine¢aion linéaire, convexe, non convexe,etc).

Il comporte un éventail de commandes qui peuveatagipel a tout moment.

4.2 Présentation du logiciel

LINGO est livré avec un jeux de solveurs pour liopsation .En entrée, ce solveur LINGO doit
recevoir un modéle mathématique et il possede g@alveurs qu’il utilise afin de résoudre les
déférents types de modeles :

- Solveur direct.

- Solveur linéaire.

- Solveur non linéaire.

- Méthode de type séparation et évaluation.

De plus, LINGO est:
- Un moyen pour confirmer que I'optimum trouvé esptimum global.
- Un moyen amélioré pour résoudre beaucoup de tygeablémes.
- Un moyen de décomposition si un modeéle contiensdas-modéles.
- Possible de résoudre les problemes plus rapidement.

Les fonctions utilisées dans un modeéle de LINGO sbn
@FOR-utilisée pour produire des contraintes

@SUM-calcul de la somme.
@MAX-recherche le maximum.
@MIN-recherche le minimum.
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Type de variables dans LINGO

Toutes les variables dans un modéle LINGO sontidérées non négatives et continues. Les
fonctions variables d’'un modele de LINGO sont: @@dhte valeur positive de nombre entier.
@BIN-une valeur binaire (0 ou 1).

@FREE-toute valeur positive ou négativeréelle.

@BND-toute valeur bornée par des limites indiquées.

Sa forme générale pour la déclaration d’'une vagial®@n utilisant la fonction @BND qui inclut
les bornes inferieures et supérieures est:

@BND (borne inférieurex,bornesupérieure)

Pour savoir plus sur ce logiciel, regardez lesregfées:[4],[6],[8]
On peut sélectionner les options a suivre pourud®oun modele en clinquant sur LINGO
options. Dans la fenétre suivante on sélectioniaba solver”.

Lingo Options x
Monlinear Solver ] Integer Pre-Salver ] Integer Solver ]
Global Solver ] Model Generator ] SP Solver ]
Interface l General Solver ] Linear Solver ]
General: File Format:
v Erorsin Dialogs v Status Bar " lg4 (extended)

~
[ Fill Out Ranges v Status Window Ing ttext only)

" hx (LINDO)
W Splash Screen W Toolbar ’ )
Output Level: Syntax Coloring
Verbose = Line Limit:
1000
Solution Display: Delay:
Show as Precision: 0
|18_DD5 |? ::I [v¥ Paren Match

Command Window:
[ Send Reports to Command Window [~ Echo Input
Line Count Limits: Page Size Limits:
Maximum: m Length: m
Mirimum: Iﬂ Width: Im

Help \ Cancel| Default| \ | ok |

Fig. 4.1
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Ensuite on fait rentrer le modéle de probléemesaudre.

Pour ouvrir un modele enregistré en clique sur idm@ans la barre des menus, lafenétre
suivante apparait :

File Open... >
I > ThisPC » Local Disk () » LINGOB84 18 » Samples » v O Search Samples el
Organize » New folder == [ @
~  MName Date modified Type Size "
7 Quick access
Linux File folder
[ Desktop )
SampText File folder
‘_’ Downloads AROUTEZ.Igd LINGO Document A0KE
= Documents ASLBAL.Igd LINGO Document 2KB
=/ Pictures ASTROCOSTRNDO.Ig4 LINGO Document 6 KB
Documents BAYES.Ig4 LINGO Document 1KB
memoire BLEND.Ig4 LINGO Document 10KB
bW -
New folder (3) BLENDCCP.Ig4 LINGO Document 13KB
i BOX.Ig4 LINGO Document 5KB
Windows_10_M1 o
CAPLOC.Ig4 LINGO Document 7KB
@ OneDrive CHARTCITIES.Igd LINGO Document 12KB
: CHARTDISTRO.Ig4 LINGO Document 7KB
[ This PC — .
e CHARTFAN.Iod4 LINGO Document 5KB 2
File name: || v| Lingo Models (*.1g4) ~

Fig. 4.2

On sélectionne le model a ouvrir en cliquant suvig” dans la fenétre suivante le modele
sélectionné s’ouvre dans la fenétre "LINGO model”:

Lingo 18.0 - [Linge Madel - Lingo3]
File Edit Sclver Window Help

D|(B|8]| «[n|@] 2| eo DRER BeE 2

model :

min = —@sin (x)*@cos (¥):
Bbnd (-1,x,2};

Bond (-1,¥v,2):

En

Fig. 4.3
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Si aucune erreur n’est signalée alors la fenéixaste apparait :

Solver Status Y ariables
Model Class: HLF Tota 2
Monlinear; 2
Shate: Global COpt Integers: ]
Ligj 2tz -1 Constraints
Infeasibility: 0 Total 1
Monlinear; 1
[terations: 39
Maonzeros
Extended Salver Status Tatal; 2
Manlinear: 2
Solver Type: Global i
Best Obj; -1 Generator Memory Used (K]
Obj Bound: -1 23
Steps: 1 Elapszed Runtime [hhcrom: s3]
A 0 000000
[Ipdate Interval: |2 Cloze
Fig. 4.4

Cette fenétre fournit des informations sur le noendbe variables non linéaires, le type de
la solution obtenue (locale ou globale) la valeer ld fonction objectif, le nombre
d’itérations requise pour résoudre le modéle.

En fermant cette fenétre on peut alors regardiemi@tre de rapport de solution.

4.3 Résolution des exemples sur LINGO avec la métthe® Branch-and-Bound

Exemple 1:

Soit a résoudre le probléme suivant:

i

OUf (x1,%2) = x§ — x1%3
X = (x;,x;) € HLH = [0,1] X [0,1],a = 1.25,e = 107°
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Le modeéle d’exécution sur LINGO est le suivant:

Lingo 18.0 - [Lingo Model - Lingo1]
File Edit Solver Window Help

DE|S » =@ 2= vede ®RExR|

20|

model:

min = x1°3 - xl‘xZ“Zﬂ
@bnd (0,x1,1);

@bnd (0,x2,1):

end

Fig. 4. 5-modele d’execution

LINGO Selver Status [LINGO?2] | 52 |
— Solver Status - Wariables
l Fodel Class: HLF Total: 3
Maonlinear: &
State: Global Optimum Integers: a
Dbjective: —0.3849 Calare
Infeasibility: 0 Tatal 2
Monlinear; 1
Iterationz; 1
- MNonzeroz
r Extended Salver Status——————— Tatal: 2
Monlingar: 2
Solver Tupe Global bl
Best Oy —0 38449 - Fenerator tMemom Used [K]——
Obj Bound: —0. 3549 2
tens <0 - Elapzed Buntime [hhcmm;ss]——
alive: 0 00:00:00
IJpdate [nkerval: I2 Irtermpt Salver I Clogze |
= ——— — -4

Fig. 4.6 - Résultat de I'exécution du model
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-

(o] E

Solution Report - Lingo1
Global optimal solution found.
Objective value: -0.3849002
Objective bound: -0.3849002
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 1
Total solver iterations: 44
Elapsed runtime seconds: 0.52
Model Class: NLP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 2
Integer variables: 0
Total constraints: 1
Nonlinear constraints: 8 |
Total nonzeros: F
Nonlinear nonzeros: 2
Variable Value
X1 0.5773503
X2 1.000000
Row Slack or Surplus
1 -0.3849002

Reduced Cost
-0.1423261E-08
-1.154701

Dual Price
-1.000000

Fig. 4.7 - Résultat de I'exécution du model

fxd x2)=xt ot x2?

R
b T

Fig. 4.8 - Le graphe de la fonction
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Exemple 2 :

f(x1,x3) = x4 cOsx, + x, sinx; avec (xq,x,) € H,H = [0,1] X [0,1],«
= 0.635,e = 107°

Le modele d’exécution sur LINGO est le suivant:

Linge 18.0 - [Lingo Model - Linge1]
File Edit Selver Window Help

2| vedo] BRBR BlBE 2

min x1*@cos (x2)4+x2 *@sin (xl);
Rbod - (0, =1, 1);
Bbod - (0, =2, 1);

Fig. 4.9 - Résultat de I'exécution du model

' LINGO Solver Status [LINGO1] [ = ]
i Solver Status 1 Wariables-
| | Madel Class: HLE Totak: 4
Nanlingar: 3
State: Global Optimum Integers: 0
Objective; 1.84147 eI
Infeasibilly: 0 Totak 2
Nanlinear: 1
Iterations: 1
E Monzeros
 Extended Solver Status = Tatal: 3
Manlinear: g
Salver Type Global e
Best Obj: 1.84147 — Generator Memony Used [K]-
Obj Beund: 1.84147 2
3lens L3 ~ Elapsed Runtime [hh:mm:sz)
LI, L 00:00:00
Update Inkerval: ;|2 Irteriupt Sobver ] Claze |

Fig.4.10 - Résultat de I'’exécution du model
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Solution Report - LINGO1

Cbhbjective walue:

Variable
X1
b 4
X2

Row

=

o

Slack

Global optimal solution found at iteration:

Value

.000000
.000000
.000000

or Surplus

-841471

Reduced Cost
-1.540303
0.000000
-0.8414710

Dual. Price
1.000000

Fig.4.11 - Résultat de I'’exécution du model

1 x2)x Seos(x2Hx2 *sinfx1)

ST
Vo

Fig.4.12 - Le graphe de la fonction
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Conclusion g&al

Dans ce projet, on c’est intéresser a I'optimisatombinatoire plus précisément
I'optimisation global.

On présenté la description d’un probleme d’optitnasaet on parler des outils fondamentaux
les plus importantes lié a I'optimisation tel qaalifférentiabilité, la convexité

Au deuxieme chapitre nous avons présente, etutiieeloppé et évalué la résolution des
problemes d’optimisation globale en exploitons Etmode par séparation et évaluations (
branch and bound) ainsi que ces procédures d'éi@ahda stratégie du parcours et
I'efficacité de son algorithme tout en traitons lques exemples numériques avec une
constante, la vérification des résultats a été faite suoggciel LINGO en programmant un
exemple au dernier chapitre

Au troisieme chapitre on a présenté la méthodepitdmation extérieure en parlant de son
principe et expliqué comment fonctionne son alomié avec la présentations de quelque
exemples.

L’'optimisation est un domaine trés vaste et I'usdgdoptimisation global est un peut
délaissé ces derniére année et tout ce focalid®ptimisation local

Dans notre travail on a montrer I'efficacité deréthode de séparation et évaluations
(branch and bound) et la méthode d’approximatid@reeure a trouver la solution optimum
pour la résolution d’un probléme d’optimisation.
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