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Introduction

Il est un fait des plus surprenants, si ce n’est des plus extraordinaires, que génération
après génération de scientifiques, on soit toujours témoin de la parfaite adéquation des
mathématiques à l’explication des phénomènes naturels et du monde ainsi que de sa quasi-
infaillibilité à supporter leurs compréhension. Cela laisse indubitablement penser que les
mathématiques ou, plus justement encore, le point de vue mathématique est profondément
enraciné dans la conception rationnelle du monde d’où il tire sans s’épuiser sa source et qui,
par ailleurs, renouvelle sans cesse un terrain dans lequel s’assouvit l’appétit industriel très
caractéristique des temps modernes et des hommes qui servent plus ou moins fidèlement
ces temps.

La matière traitée dans cette thèse est une opportunité pour toute personne investie
dans l’analyse des équations aux dérivées partielles et ses ramifications (espaces de Sobo-
lev et théorèmes généraux d’existence et d’unicité ainsi que les divers outils de l’analyse
fonctionnelle), désireuse de découvrir un exemple d’application sur cette théorie. Le tra-
vail présenté dans cette thèse revêt le double aspect, théorique et numérique, qui à cette
occasion sont nettement liés.

En effet, l’analyse numérique est un moteur et stimulateur de développements en analyse
mathématique pure et appliquée, et ceci dans deux sens relativement complémentaires.
D’un coté, les besoins et les situations ainsi que les questions pratiques très variées stimulent
le développement de modèles analytiques de plus en plus rigoureux. D’un autre coté, les
développements en analyse sont maintes fois dus à un besoin de justifications théoriques de
ces méthodes numériques : les estimations d’erreurs d’approximation en sont des exemples
très répandus. L’amélioration dans la précision peut se manifester par la recherche d’un
ordre de plus en plus élevé du pas de discrétisation h en fonction duquel ces estimations
s’expriment en général, ce qui implique une convergence plus efficace. Par ailleurs, tout
ceci nous conduit à considérer un aspect, et dans lequel une partie du travail présenté
dans cette thèse s’inscrit, qui est celui d’expliciter les constantes dans des estimations a
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priori de solutions de problèmes différentiels elliptiques et à l’aide desquelles s’expriment
les estimations d’erreur en question.

Un nombre considérable d’estimations d’erreurs d’approximation en éléments finis, des
solutions des problèmes aux limites faisant intervenir des opérateurs aux dérivées partielles
qui se résolvent dans le cadre d’espaces de Sobolev, ont la forme générale suivante

||u− uh||Wk,2(Ω) ≤ Chφ(k)||u||Wk+1,2(Ω). (1)

La constante C dépend quasi-exclusivement des éléments finis et de la géométrie du
maillage utilisé dans l’analyse par la méthode des éléments finis. On renvoie à ([60], [61])
pour un exemple de calcul explicite de ces constantes dans un cas particulier. Pour apprécier
précisément la qualité de l’approximation fournie par (1), il est très souhaitable d’estimer
||u||Wk+1,2(Ω) ou à en donner une majoration. Ce qui revient à établir des estimations a
priori explicites relatives au problème considéré. On ne saurait, dans l’espace limité de
cette thèse, traiter de manière exhaustive cette problématique qui exigerait la mis en place
d’un faramineux programme de recherche. Dans une partie du travail présenté dans cette
thèse, notre intérêt se restreint plutôt à fournir une estimation a priori explicite de la
solution du problème de Lamé sous forme d’une majoration, qui n’est pas optimale dans le
sens qu’elle pourrait être sujette à une amélioration. L’étude s’est volontairement restreinte
à un domaine convexe. Ce choix est tributaire de l’idée qui a permis d’établir les estimations
a priori et qui consiste en la possibilité d’exprimer le domaine convexe polygonal comme
intersection de demi-plans dont chacun d’eux contient intégralement le domaine Ω en tant
que sous ensemble, et dont le nombre est égal à celui des arrêtes du polygone. On peut
voir cette problématique sous un point de vue non moins intéressant : supposons qu’on ait
une fonction et qu’on veuille estimer sa norme H1, ce qui revient dans certaines situations,
à estimer la norme L2 de son gradient. Alors pour ce faire, on étudie son image par un
opérateur elliptique du second ordre, du moment qu’on recherche une norme L2 auquel on
adjoint, éventuellement, un opérateur différentiel sur le bord. L’estimation H1− recherchée
peut s’obtenir en considérant la problématique sous le même point de vue que celui adopté
au chapitre 3 de cette thèse.

Il va sans dire que les estimations explicites pour la solution de problèmes elliptiques en
général, qu’ils soient linéaires ou non-linéaires, reposent essentiellement sur des constantes
quasi-universelles pour lesquelles il est très souhaitable, dans le point de vue que nous
adoptons, d’en donner des estimations explicites. Ces constantes apparaissent dans la plus
part des cas et naturellement dans les théorèmes ou inégalités célèbres suivantes :
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- Inégalité de Poincaré et ses généralisations (du type Wirtinger) i.e. des inégalités du type :

||u||Lp ≤ Cp||∇u||Lp .

- Inégalité de trace i.e. du type :

||u||Lp(∂Ω) ≤ Ct||u||W 1,p(Ω).

- Inégalité de Korn du type :

||∇u||Lp ≤ Ck||ε(u)||Lp .

Il y a aussi les constantes relatives à la propriété de continuité de certains autres opérateurs
importants, notamment :

- Le théorème d’extension de Sobolev et qui concerne la constante de continuité de
l’opérateur d’extension

||Pu||W 1,p(R2) ≤ Cext||u||W 1,p(Ω).

- La constante de continuité de l’injection des espace de Sobolev dans les espaces Höldériens
ou espace de fonctions continues

||u||C0,λ ≤ Ci||u||W 1,p(Ω).

Le caractère quasi-universel de ces constantes est dû au fait que ces dernières ne dé-
pendent pas des fonctions u à estimer mais dépendent toutefois du domaine Ω, ce qui
justifie l’utilisation du préfixe "quasi". Ceci étant, des exceptions existent dans certaines
situations particulières, cf. [8] en ce qui concerne l’opérateur de prolongement de Sobolev,
dans quel cas la constante apparaissant dans l’estimation issue de la propriété de conti-
nuité de l’opérateur non seulement ne dépend pas de u mais aussi de Ω, ceci ous réserve
de certaines hypothèses particulières sur ce domaine.

La détermination des constantes dans les estimations vérifiées par les solutions d’équa-
tions elliptiques à déjà fait l’objet de nombreux travaux réalisés, cf. par exemple [18]. Ces
travaux ont pour principal objet un opérateur elliptique du second ordre sous forme de
divergence dont l’exemple le plus célèbre et celui du laplacien cf. [17]. Nous nous propo-
sons, dans le chapitre 3, de traiter la même problématique dans le cas de l’opérateur de
l’élasticité linéaire de Lamé. Combien même notre opérateur est linéaire et elliptique, la
situation que nous envisageons est toute particulière du fait que l’ellipticité de l’opéra-
teur d’élasticité est établie en utilisant l’inégalité de Korn. Pour la détermination explicite
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des valeurs de la constante apparaissant dans l’inégalité de Korn relativement à certaines
configuration géométrique du domaine Ω, on renvoie le lecteur vers [15], [16].

Les applications d’ordre industriel, physique et informatique, dans le domaine de l’ima-
gerie par exemple, sont à l’origine de développements importants en modélisation ma-
thématique et par conséquent numérique. La modélisation se fait, généralement, à l’aide
d’équations aux dérivées partielles. La théorie de l’existence pour ce type de problème
fait intervenir, entre autres outils importants, l’opérateur de trace et ses propriétés, de
continuité notamment. Pour définir un opérateur de trace, le domaine doit posséder un
minimum de régularité, Lipschitzien ou faiblement Lipschitzien.

Par ailleurs, l’existence d’une théorie de la mesure pour les domaines qui ne rentrent pas
dans la catégorie des domaines standards usuels sont à même de nous fournir les moyens
théoriques et les bonnes justifications pratiques de la possibilité d’étudier cet opérateur
de trace puis éventuellement, et de manière analogue au cas classique, de la validité d’une
version similaire au théorème de trace. C’est à dire dans le cas où l’opérateur de trace est
appliqué à des fonctions d’espaces de Sobolev qui sont définis sur des domaines à frontières
non conventionnelles.

L’un des principaux intérêts de l’existence de la théorie des espaces de Sobolev est
bien celle de fournir le cadre fonctionnel approprié à l’étude des équations aux dérivées
partielles. Leurs définitions faisant intervenir les dérivées au sens des distributions et dont la
régularité permet de caractériser ces espaces. Les solutions au sens faible sont généralement,
à rechercher dans un premier temps dans ce type très large d’espaces et propice quant à
la possibilité de donner un sens à des dérivées qu’on ne pouvait concevoir dans le sens
classique. Ces espaces sont constitués de fonctions pour lesquelles, (et contrairement au
espaces de Lebesgue), il est tout à fait possible d’étendre d’une certaine façon la restriction
au bord de l’ensemble (qui est généralement ouvert) sur lequel l’espace ou les fonctions
sont considérées. Ceci définit "une valeur sur le bord", et qui porte le nom de trace d’une
fonction sur le bord. La façon avec laquelle on peut la définir est qu’on peut s’assurer de
l’existence d’une unique fonction définie sur le bord, et faisant partie d’un espace de Sobolev
ou de Lebesgue lui même aussi défini sur ce bord, telle que cette fonction coïnciderait
avec la restriction de la fonction de départ dans le cas ou elle est continue. L’opérateur
qui fait associer à une fonction d’un espace de Sobolev cette fonction définie sur le bord
s’appelle opérateur de trace. En plus de son importance sans conteste dans la démonstration
de l’existence et l’unicité pour une grande partie de problèmes d’équations au dérivées
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partielles, ce qui est en somme quelque chose de fondamental pour cette discipline, il
demeure un moyen qui met en valeur la "régularité Sobolev" et qui en fait un espace d’une
extrême pertinence.

En dimension une et pour une fonction C1, on peut facilement se rendre compte de
cette pertinence. En effet, en utilisant le théorème fondamental de l’analyse on peut aisé-
ment déduire une inégalité qui permet de fournir l’exemple de base du théorème de trace ;
l’existence étant assurée par définition mais en plus, on a continuité de cet opérateur. Les
fonctions de l’espace de Sobolev H1 en dimension une sont continues, donc l’existence de
la trace ne pose aucun problème.

L’intérêt se fait sentir à partir de la dimension N ≥ 2 et notamment avec le cas du
demi-plan et de son bord qui est une droite. Pour le cas des domaines de classe C1 i.e. des
domaines dont la frontière est localement le graphique d’une fonction C1, le résultat de trace
peut se déduire en se ramenant par cartes locales à celui du demi-plan ou du demi-espace en
dimension supérieure. La généralisation qui constitue la suite logique de ces considérations
géométriques consiste à établir un théorème de trace pour les fonctions de W 1,p(Ω) dans le
cas où le domaine Ω est Lipschitz régulier, ceci à été achevé en 1966 par Gagliardo dans [2]
et qui donne du même coup une caractérisation de l’image des opérateurs de trace définis
sur ce type de domaine assez générale, cf. aussi [58]. L’étude qui fait l’objet du chapitre
2 s’inscrit dans cette lignée de généralisations où l’on établi un théorème de trace pour
un type de domaine encore plus général, notamment celui des domaines de Jordan. C’est
l’appellation par laquelle on désigne la catégorie des domaines qui sont homéomorphes à
la boule unité. Il faut bien souligner que l’homéomorphie ne fait intervenir absolument
aucune régularité en lien avec la dérivabilité ou le caractère Lipschitzien ou Hölderien qui
sont toujours, d’une manière ou d’une autre, liées à la notion de dérivabilité. Les domaines
de Jordan sont des domaines dont la frontière est paramétrisée par une fonction vectorielle
continue. C’est une classe très générale de domaines qui inclut des domaines aussi divers
que mystérieux pour quelqu’un qui n’a pas l’habitude de travailler avec des domaines dont
la dimension est non nécessairement entière. Les fractals en sont un exemple très répandu
actuellement dans la littérature mathématique et physique. Par ailleurs, il y a aussi les
domaines d’extension qui peuvent constituer, pour certaines raisons évoquées au chapitre
2, des domaines à régularité intermédiaire. Cette généralisation suggère, et a fortiori la
dernière d’entre elles, que l’opérateur de trace peut être conçu comme une notion très
générale qui pourrait dépasser le cadre proprement fonctionnel actuel, dans le sens où
cette suite de généralisation pourrait rendre compte d’une propriété qui revêt un caractère
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assez universel.
Les domaines de Jordan sont les domaines les plus généraux et les moins réguliers qui

assurent la possibilité de faire des mathématiques telles qu’elles se pratiquent à l’heure
actuelle. C’est à dire que, d’un coté on peut obtenir des résultats dans le cadre de théories
fonctionnelles existantes, et d’un autre coté ces domaines sont susceptibles de supporter
des situations et applications intelligibles et concrètes.

Dans la dernière partie du travail et en guise d’application, on s’intéresse à la modélisa-
tion du comportement d’une structure déformable par les équations de Lamé. Un exemple
de structure est celui d’un barrage hydraulique.

Il existe une grande variété de formes sous lesquelles les barrages hydrauliques sont
construits. Nous nous intéressons au cas d’un barrage avec une face amont non verticale
de forme polygonale. La structure étant soumise à une force hydro-dynamique d’un coté et
à une excitation sismique de l’autre. Le modèle le plus adapté à l’étude de cette situation
est celui d’un problème couplé entre le système d’équations de Lamé qui modélise le com-
portement de la structure et les équations de Navier-Stokes qui modélisent l’écoulement
du fluide.

Pour commencer, on implémente un programme en utilisant la méthode des éléments
finis pour résoudre le problème couplé : Navier-Stokes et Lamé. L’étude de l’existence et de
l’unicité de la solution d’un tel problème couplé à été faite dans [3]. Le question a aussi été
traité dans [69] en lien avec un problème d’ingénierie. L’originalité consiste en la prise en
compte de la donnée non homogène de Dirichlet qui représente les valeurs de l’excitation
sismique.

Par ailleurs, il est souhaitable, pour des raisons de coût de construction notamment,
que le volume du barrage soit minimal tout en garantissant, bien sûr, sa stabilité. On se
proposera dans la dernière section du présent travail d’optimiser le volume de la structure,
donc la fonction objectif à minimiser est la fonction qui à pour valeur le volume de la
structure sous reserve de respecter les critères de stabilité qui seront, à cet effet, précisés.

L’optimisation de la forme est paramétrique, c’est-à -dire que nous fixons une forme
préliminaire à laquelle nous ajoutons un renforcement. Notre apport original consiste à
formuler les contraintes du problème qui prennent la forme d’inégalités algébriques. Ces
inégalités émergent de fonctions sur lesquelles on impose un seuil et sont issues d’une
étude mécanique du comportement de la structure, ceci dit, ces fonctions ne sont pas
explicitement formulées. Afin de mener à bien l’optimisation, on reformule le problème
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d’optimisation en un problème d’optimisation sans contraintes à l’aide de la méthode de
pénalisation. Le problème pénalisé est résolu en utilisant la méthode exploratoire locale de
Hooke-Jeeves qui s’avère être une résolution globale.

Plan de la thèse

Le travail, dont la présente thèse en est l’aboutissement, se trouve être séquentiellement
divisé en quatre parties relativement indépendantes. Le chapitre 1 est l’occasion de revoir
des notions diverses de la théorie des problèmes elliptiques et les résultats qui y sont
rattachées notamment les différentes notions de base de l’analyse fonctionnelle ainsi que
des résultats indispensables pour les études menées dans les chapitres suivants.

Le chapitre 2 contient en substance deux résultats relatifs à l’opérateur de trace définis
dans un premier temps pour des domaines de (1, p)-extension puis dans le cadre des do-
maines de Jordan. On démontre l’existence d’une trace sur le bord des ces domaines puis
on démontre la continuité de l’opérateur de trace.

L’aspect numérique, qui est le second dessein directeur de cette thèse est véhiculé par
le résultat dont la démonstration fait principalement l’objet du chapitre 3 dans lequel on
établit une estimation a priori explicite pour la norme H1 de la solution du problème de
Lamé posé sur un domaine poygonal convexe avec une condition au bord mixte de type
Dirichlet-Neumann.

Enfin, le dernier chapitre, qui concerne essentiellement le domaine des applications, se
divise en deux parties : D’abord, on commence par présenter la méthode partitionnée pour
le couplage. On y expose notamment quelques idées relatives à la théorie d’existence et
d’unicité de la solution du problème couplé dans le cadre de l’interaction fluide-structure.
Puis l’aspect optimisation se trouve réalisé dans la seconde partie. On y explicite l’utilisa-
tion de la méthode de Hooke-Jeeves appliquée à la forme pénalisée de notre problème en
plus d’une application à notre situation.

Le lecteur pourra trouver, à la fin du manuscrit, une annexe où l’on a réuni certains
des résultats utilisés tout le long de la thèse avec leurs références. Il pourra s’y rapporter
en cas de besoin.



Chapitre 1

Notions et outils d’analyse
mathématique

On passe en revue dans ce chapitre les outils de base ainsi que les notions classiques
qui sont utilisées à travers les différents développements présentés dans cette thèse. Par
ailleurs, on fixe les notations principales qui seront adoptés dans le reste des chapitres.

1.1 Généralités

En analyse mathématique, une distribution, également appelée fonction généralisée,
est un objet qui généralise la notion de fonction et de mesure. La théorie des distribu-
tions étend, d’une certaine façon, la notion de dérivée à toutes les fonctions localement
intégrables et au-delà, et est utilisée pour formuler des solutions à un nombre très impor-
tant d’équations aux dérivées partielles. Elles sont aussi importantes en physique et en
ingénierie où beaucoup de problèmes discontinus conduisent naturellement à des équations
différentielles dont les solutions sont des distributions plutôt que des fonctions au sens
ordinaire.

Un espace fonctionnel d’une importance capitale est celui des fonctions test D(Ω) :
l’ensemble des fonctions C∞(Ω) à support compact dans Ω qui, au passage, est muni d’une
structure localement convexe non métrisable et qui en fait un espace vectoriel topologique
localement convexe. On a alors :

Définition 1.1. Une distribution est une forme linéaire continue sur l’espace des fonctions
test D(Ω). L’ensemble des distributions D′(Ω) est donc le dual topologique de D(Ω).

La possibilité de dériver autant de fois que souhaité une distribution d’une part, et le
fait que à chaque fonction assez régulière est associée de manière unique une distribution

10
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d’autre part en font une notion et même un point de vue très fécond qui a permis de donner
un cadre unifié aux objets les plus fondamentaux de l’analyse comme les fonctions de tout
genre et les mesures. On sait depuis définir la dérivée d’une mesure dans le sens où cette
dérivée coïncide avec la dérivée d’une fonction dans ce même cadre. La dérivée k-ième,
∂k{u} de la distribution associée à la fonction u ∈ L2(Ω) est définie par∫

Ω

∂k{u}φ dx = (−1)k
∫

Ω

u∂kφ dx ∀φ ∈ D(Ω). (1.1)

Formule des sauts

La formule qu’on présente ci-après exprime la dérivée au sens des distributions d’une
fonction de classe C1 mais avec une discontinuité bien localisée. La dérivée s’exprime en
fonction du saut de la fonction en ces discontinuités, cf. [14].

Théorème 1.1. Soit Ω ⊂ RN un ouvert à bord de classe C1 dont on note Γ = ∂Ω la
frontière et f une fonction de classe C1 sur RN − Γ telle que :

1) la restriction de f à Ω se prolonge en une fonction de classe C1 sur un voisinage
ouvert de Ω, et

2) la restriction de f à RN−Ω se prolonge en une fonction de classe C1 sur un voisinage
ouvert de RN − Ω.

Alors la fonction f est localement intégrable sur RN et on a

∂xjf = {∂xjf}+ [f ]Γνjσ dans D′(RN) pour j = 1, ..., N. (1.2)

Dans la formule (1.2), on a noté {∂xjf} la fonction continue par morceaux sur RN

définie par la formule

{∂xjf}(x) = ∂xjf(x) pour tout x ∈ RN − Γ

et on a noté [f ]Γ le saut de f à travers l’hypersurface Γ dans la direction ν :

[f ]Γ(x) = lim
t→0+

(f(x+ tν(x))− f(x− tν(x))) x ∈ Γ,

où l’on a désigné par ν le champs des vecteurs unitaires normaux à Γ et pointant vers
l’extérieur de Ω. Enfin, σ est la mesure de surface sur Γ i.e. la distribution de simple
couche définie par

< σ, φ >=

∫
Γ

φ dσ,

où dσ désigne l’élément de surface sur Γ.
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Partition de l’unité subordonnée à un recouvrement

Soient Ω un espace topologique et (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement fini de cet
espace. On appelle partition de l’unité subordonnée au recouvrement (Ui)i∈I , une famille
(φi)i∈I , de fonctions continues, C∞ éventuellement, définies sur Ω tel que le support de φi
soit inclus dans Ui et est à valeur dans l’intervalle [0, 1] et telles que pour tout point x ∈ Ω,
les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1) il existe un voisinage de x tel que toutes les fonctions φi soient nulles sur ce voisinage
à l’exception d’un nombre fini d’entre elles ;

2) la somme de toutes les valeurs prises par les fonctions φi en x soit égale à 1, c’est-à-
dire :

∑
i∈I φi(x) = 1 pour tout x ∈ Ω.

Les partitions de l’unité permettent, entre autres, d’établir le caractère global d’une
propriété déjà vrai localement.

Les espaces fonctionnels

On présente certains des espaces fonctionnels dont il est fait systématiquement usage
dans le corps de cette thèse :

1) L’espace de Lebesgue des fonctions λ−mesurables et ingérables par rapport à la
mesure de Lebesgue, λ, est désigné par L1(Ω) et permet de définir l’espaces des fonctions
de puissance p−ième intégrable qui est désigné par Lp(Ω). Cet espace est muni de la norme

||u||p,Ω =

∫
Ω

|u|p dx

qui en fait un espace vectoriel normé complet i.e. un espace de Banach pour p > 1. C’est
un espace de Hilbert pour p = 2, c’est à dire que sa norme découle d’un produit scalaire ;
pour 0 < p < 1 c’est une quasi-norme qui en fait juste un espace complet.

2) Les espaces de Sobolev

W k,p(Ω) := {v ∈ Lp(Ω) tel que ∂αv ∈ Lp(Ω), ∀α, multi-indice, |α| ≤ k}.

La dérivée figurant à l’intérieur de cette définition est comprise au sens des distributions,
cf. définition 1.1. Cet espace est muni de la norme

||u||W 1,p(Ω) := ||u||p,Ω + ||∇u||p,Ω.
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Cette norme fait intervenir la norme Lp de la fonction et de sa dérivée en norme. Cet
espace vectoriel, une fois muni de cette norme, est un espace de Banach et pour p = 2 c’est
un espace de Hilbert.

Les fonctions de l’espace Lp(Ω) de Lebesgue étant définies presque partout, on ne peut,
avec les outils à notre disposition, parler de manière intelligible d’une fonction de cet espace
sur une partie de mesure nulle de Ω. Par exemple : une partie de dimension 1, segment ou
courbe, est de mesure de Lebesgue 2−dimensionnelle nulle ou bien même, un sous ensemble
ayant une dimension de Hausdorff s < 2 à aussi une mesure de Lebesgue 2−dimensionnelle
nulle.

Par contre, dans le cas d’une fonction de l’espace de Sobolev W 1,p(Ω), qui est plus
régulière, il est bien possible de donner un sens à la valeur de la fonction sur un sous
ensemble de mesure nulle par rapport à la dimension du domaine ambiant Ω. La fonction
est même régulière et appartient dans notre cas à un espace de Sobolev W 1− 1

p
,p. Cette

constatation ouvre la voie vers la notion de trace ou d’opérateur de trace.
3) L’espace H(div)(Ω) = {v ∈ [L2(Ω)]3, div v ∈ L2(Ω)} est l’espace des fonctions de

carré sommable dont la divergence, au sens des distributions, est de carrée sommable.
4) L’espace H−1(Ω) qui est un espace de Sobolev d’exposant négatif et qui peut être

vu aussi comme étant isomorphe au dual de l’espace de Sobolev, H1
0 (Ω), des fonction de

trace nulle sur le bord de Ω avec lequel il s’identifie, sa norme est noté || ||−1,Ω. Il y aussi
l’espace [H

1
2 ]′(Γ) qui est le dual de l’espace de Sobolev d’exposant fractionnaire qui peut

être identifié à l’espace H−
1
2 (Γ), sa norme est noté || ||

[H
1
2 ]′,Γ

.

1.2 Analyse variationnelle du système de l’élasticité

Formulation faible de l’équation de Lamé

Nous appliquons l’approche variationnelle à la résolution du système d’équations de
l’élasticité linéarisé, voir [14]. Ces équations modélisent les déformations d’un solide sous
l’hypothèse de petites déformations et de petits déplacements. Soit Ω un ouvert borné
de RN . Soit une force f , fonction de Ω dans RN . Le déplacement, inconnu, u est aussi
une fonction de Ω dans RN . La modélisation mécanique fait intervenir le tenseur des
déformations, noté ε(u), ainsi que le tenseur des contraintes σ(u) ; ces tenseurs sont reliés
par la loi de Hooke

σ(u) = 2µε(u) + λTr ε(u) Id



14

où µ et λ sont les coefficients de Lamé qui sont constants car nous nous plaçons dans le
cadre isotropique. A cette loi constitutive est ajouté le bilan des forces dans le solide

− div σ = f dans Ω

où, par définition, la divergence du tenseur d’ordre deux, σ, est le vecteur dont les compo-
santes sont données par

div σ =

(
N∑
j=1

∂σij
∂xj

)
1≤i≤N

.

En utilisant le fait que Tr(ε(u)) = div u, on déduit les équations pour 1 ≤ i ≤ N

−
N∑
j=1

∂

∂xj

(
µ(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) + λ(div u)δij

)
(1.3)

où fi et ui sont les composantes de f et u dans la base canonique de RN . On se concentre
sur le cas où la condition de bord est de type mixte i.e. avec une condition au bord de
type Dirichlet homogène sur Γ0 correspondant à la distribution nulle et une condition au
bord de Neumann sur Γ−Γ0 correspondant à la distribution g. On considère le sous espace
V ⊂ H1(Ω) défini par :

V = {v ∈ H1(Ω) v = 0 sur Γ0}. (1.4)

On cherche à établir l’existence d’une solution au sens faible dans V . On énonce le
résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 1.2. Soit Ω un ouvert borné de RN . Soit f ∈ L2(Ω) et g ∈ H
1
2 (∂Ω) ; alors

il existe une unique solution faible u ∈ H1
Γ0

au problème de l’élasticité avec condition de
Dirichlet-Neumann.

Démonstration. Pour trouver la formulation faible du problème, on multiplie chaque équa-
tion dans le système (1.3) par une fonction test s’annulant sur la partie Dirichlet, Γ0, du
bord et ce pour prendre en compte la condition de Dirichlet ensuite on intègre par partie
pour obtenir∫

Ω

µ

N∑
j=1

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂vi
∂xi

dx+

∫
Ω

λ div u
∂vi
∂xi

dx =

∫
Ω

fivi dx+

∫
Γ−Γ0

givi dσ(x).

On somme ces équations pour 1 ≤ i ≤ 3, pour faire apparaitre la divergence du champs
v = (v1, v2, v3) et simplifier la première intégrale du moment que
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N∑
i,j=1

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂vi
∂xi

=
1

2

N∑
i,j=1

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
= 2ε(u) · ε(v).

La formulation faible s’écrit alors :

trouver u ∈ V tel que pour tout v ∈ V on ait :∫
Ω

2µε(u)ε(v) dx+

∫
Ω

λ div u div v dx =

∫
Ω

fv dx+

∫
Γ−Γ0

gv dσ. (1.5)

On vérifie bien que chaque terme dans cette expression à un sens à condition que la
condition de compatibilité soit vérifiée. La démonstration de l’existence d’une solution
est immédiate en utilisant notamment le lemme de Lax-Milgram ; le seul point délicat à
montrer est la coercivité de la forme bilinéaire associée à la forme faible du problème. Il
faut, par conséquent, invoquer l’inégalité de Korn qui permet de montrer cette coercivité.

Inégalité de Korn

On renvoie le lecteur à l’article de Ciarlet, cf. [44], pour les éléments présentés dans
cette sous-section ainsi que pour davantage de références. On commence par énoncer un
lemme de Lions

Lemme 1.1. Soit Ω un domaine de RN . Soit une distribution v ∈ D′ telle que ∂iv ∈
H−1(Ω) pour 1 ≤ i ≤ N alors v ∈ L2(Ω).

Ce lemme est fondamental pour la démonstration de l’inégalité de Korn qu’on énonce
à présent. L’inégalité de Korn affirme qu’étant donné un domaine Ω de RN , il existe une
constante ck dépendant uniquement de Ω telle que(

N∑
i=1

||vi||20,Ω +
N∑

i,j=1

||∂jvi||20,Ω

) 1
2

≤ ck

(
N∑
i=1

||vi||20,Ω +
N∑

i,j=1

||ε(v)||20,Ω

) 1
2

pour tout champs vectoriel v = (vi)
N
i=1 ∈ H1(Ω,RN), où

εij(v) :=
1

2
(∂jvi + ∂ivj) ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ N.

L’inégalité de Korn est cruciale pour établir l’existence et le caractère unique de la
solution à la formulation faible du problème aux limites de l’élasticité linéarisée, en le
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sens où il est la clé qui permet de prouver la coercivité de la forme bilinéaire associée.
L’inégalité de Korn fournit donc une limite supérieure pour les normes L2(Ω) de toutes
les N2 dérivées partielles ∂jvi du champ vectoriel v = (vi) ∈ H1(Ω,R) en termes des
normes L2(Ω) de seulement N(N+1)

2
des combinaisons linéaires particulières de ces dérivées

partielles, à savoir les fonctions εij(v). La preuves dépend du résultat du lemme 1.1.

Théorème 1.3. (Inégalité de Korn dans H1(Ω)) Soit Ω un domaine de RN , alors, il existe
une constante ck = ck(Ω) telle que

||v||1,Ω ≤ ck
(
||v||20,Ω + ||ε(v)||20,Ω

) 1
2 pour tout v ∈ H1(Ω)

où
ε(v) := (εij(v)) avec εij(v) :=

1

2
(∂jvi + ∂ivj), 1 ≤ i, j ≤ N.

Démonstration. La preuve peut être trouvé dans le chapitre 3 de [12] ainsi que dans [44].

L’inégalité de Korn pour des fonctions u ∈ H1
0 (Ω) est relativement facile à démontrer

et la constante qui est associé est calculable du même coup.

Proposition 1.1. Soit Ω un ouvert de RN . Pour toute fonction v ∈ H1
0 (Ω)N on a :

||∇v||0,Ω ≤
√

2||ε(v)||L2(Ω).

Démonstration. Soit v ∈ H1
0 ,∫

Ω

||ε(u)||2 dx =
1

4

3∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)2

dx =
1

2

3∑
i,j=1

∫
Ω

(
| ∂vi
∂xj
|+ ∂vi

∂xj

∂vj
∂xi

)
On intègre par partie deux fois et on fait intervenir la condition de Dirichlet∫

Ω

∂vi
∂xj

∂vj
∂xi

dx = −
∫

Ω

∂2vi
∂xj∂xi

uj dx+

∫
Ω

∂vi
∂xi

∂vj
∂xi

,

finalement on a∫
Ω

||ε(u)||2 dx =
1

2

3∑
i,j=1

∫
Ω

(
| ∂vi
∂xj
|2 +

∂vi
∂xi

∂vj
∂xj

)
dx

=
1

2

∫
Ω

3∑
i,j=1

| ∂vi
∂xj
|2 + |

3∑
i=1

∂vi
∂xi
|2 dx ≥

1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx.

On renvoie le lecteur vers [24] pour une preuve de la proposition suivante :

Proposition 1.2. La constante de l’inégalité de Korn, ck, vaut 1
2
dans le cas où Ω est le

demi espace RN+
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Régularité de la solution faible

On renvoie le lecteur vers l’article [13] et les références qui y sont incluses pour les
résultats rappelés dans cette section. Le problème de Lamé considéré dans ce travail est
essentiellement étudié sur un domaine polygonal du plan. On désigne exclusivement dans
cette section par D resp. N l’ensemble des arrêtes correspondant à la condition de Dirichlet
resp. de Neumann. La donnée, terme source, f ∈ L2(Ω) et les conditions au bord sont de
nature mixte, de type Dirichlet-Neumann. Cela signifie que sur une partie de la frontière,
nous imposons une condition de Dirichlet homogène qui fixe le champ de déplacement et
sur le reste de la frontière, nous imposons une condition aux limites de Neumann, dans le
sens où la traction normale est fixé sur le reste du bord. Nous relevons le comportement
singulier de la solution faible de ce système près des angles. Le comportement de la solution
u du problème faible du système d’élasticité (1.5) dans un voisinage des sommets est bien
connu, cf. Théorème 1 dans [46]. On définit l’espace V ⊂ H1(Ω)

V := {v ∈ H1(Ω) v = 0 sur Γd}.

Ici, Γd désigne la partie Dirichlet du bord ∂Ω.

Théorème 1.4. Soit u ∈ V solution du problème (1.5) avec f ∈ (L2(Ω))2, gk ∈ [H
1
2 (Γ)]2

pour tout k ∈ N . Fixons j, k ∈ N tels que Γj ∩ Γk 6= ∅. On désigne par si leur sommet
commun et par ω la mesure de l’angle qu’ils forment. Alors il existe des coeffcients cα,τ tels
que

u−
∑
α

N(α)∑
τ=1

cα,τσ
α,τ ∈ [W 2,p(V)]2

où V est un voisinage de si et où la somme parcourt toutes les racine α ∈ C de l’équation

sin2 αω = α2 sinω (1.6)

dans la bande R(α) ∈]0, 2− 2
p
[ où R(α) désigne la partie réelle du nombre complexe α. On

a désigné par N(α) la multiplicité de α dans l’équation (1.6) (N(α) = 1 ou 2, cf. [13], ainsi
que les références qui y sont citées). Enfin, σα,τ sont les fonctions singulières définies par
(1.4) dans [46]. Ce résultat est valable pour tout p < 2 tel que l’équation (1.6) n’a pas de
racines sur la droite R(α) = 2− 2

p
. Si j, k ∈ D, ce résultat demeure valable si on remplace

(1.6) par

sin2 αω =
(λ+ µ)2

(λ+ 3µ)
α2 sin2 ω, (1.7)
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dans ce cas , les fonction singulières σα,τ sont définies dans le paragraphe 6.1 dans [46].
Si j ∈ D, k ∈ N , ce problème est toujours valable si on remplace encore (1.6) par

sin2 αω =
(λ+ 2µ)2)− (λ+ µ)2α2 sin2 ω

(λ+ µ)(λ+ 3µ)
(1.8)

dans ce cas, les fonctions singulières σα,τ sont définies au niveau du paragraphe 6.2 dans
[46].

D’après le théorème 1.4, on peut obtenir une régularité maximale de u en démontrant
qu’une bande R(α) ∈]0, 2− 2

p
[ ne contient pas les racines des équations (1.6), (1.7) et (1.8).

Ceci fait l’objet du lemme suivant dont on peut trouver une démonstration dans [13].

Lemme 1.2. Si ω ∈]0, 2π[ alors les équations (1.6) et (1.7) ne possèdent pas de racines
dans la bande R(α) ∈]0, 1

2
]. Par ailleurs l’équation (1.8) ne possède pas de racines dans la

même bande si ω ∈]0, π[.

Comme conséquence de ce lemme, l’auteur donne avec une démonstration dans le théo-
rème 2.3 énoncé au bas de la page 330 de [13], le résultat de régularité suivant, qui est
crucial quant aux démonstrations présentées dans le chapitre 3 de cette thèse :

Théorème 1.5. Si Ω satisfait l’hypothèse géométrique suivante :
(H) ∀j, k ∈ F tels que ; Γj ∩ Γk 6= ∅, l’angle interne ω formé par Γj et Γk satisfait ω < 2π,
de plus, si j ∈ D et k ∈ N alors ω < π.

Alors la solution u du problème faible (1.5) avec f ∈ L2(Ω) et g ∈ H 1
2 (Γk) pour tout

k ∈ N vérifie
u ∈ H

3
2

+ι(Ω) pour un certain ι > 0. (1.9)

1.3 Classes de régularité du domaine géométrique

Un sous-espace ouvert connexe de l’espace euclidien est habituellement désigné par le
terme "domaine". On distingue divers types de régularité pour les domaines, on rencontre
deux cas en particulier dans cette thèse. Le premier type est celui de domaine Lipschitzien.

Domaines fortement Lipschitziens

Un domaine borné Ω de l’espace Euclidien est dit Lipschitzien ou à frontière Lipschit-
zienne si sa frontière est suffisamment régulière en ce sens qu’elle peut être considérée
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comme étant localement le graphe d’une fonction Lipschitzienne. Ces domaines sont appe-
lés domaines fortement Lipschitz en contraste avec les domaines faiblement Lipschitziens,
qui constituent une classe plus générale de domaines.

Définition 1.2. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert connexe et désignons par ∂Ω sa frontière. On dit
que Ω est Lipschitzien si pour tout point p ∈ ∂Ω il existe un hyperplan H de dimension
n − 1 passant par p, une fonction Lipschitzienne g : H → R définie sur cet hyperplan et
des nombre réels r > 0, h > 0 tels que

Ω ∩ C = {x+ y−→n |x ∈ Br(p) ∩H,−h < h < g(x)},

∂Ω ∩ C = {x+ y−→n |x ∈ Br(p) ∩H, g(x) = y}

où l’on a désigné par −→n le vecteur unitaire normal à H et

Br(p) = {x ∈ Rn|||x− p|| < r},

C := {x+ y−→n |x ∈ Br(p) ∩H,−h < y < h}.

Cette définition implique, en particulier, que le domaine Ω est situé d’un seul coté de
son bord.

Domaines faiblement Lipschitziens

Un domaine faiblement Lipschitzien est un domaine dont la frontière peut être, au
moyen d’une transformation, localement aplatie par un Lipschitzeomorphisme i.e une ap-
plication Lipschitzienne inversible et dont l’application inverse est Lipschitzienne. Le do-
maine Ω est dit faiblement Lipschitzien si pour tout point p ∈ ∂Ω, il existe un rayon r > 0

et une application lp : Br(p)→ Q tel que

lp est une bijection,

lp et l−1
p sont des fonctions lipschitziennes,

lp(∂Ω ∩Br(p)) = Q0,

lp(Ω ∩Br(p)) = Q+

où l’on a désigné par Q la boule unité B1(0) de Rn et

Q0 := {(x1, ..., xn) ∈ Q|xn = 0},

Q+ := {(x1, ..., xn) ∈ Q|xn > 0}.
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Domaines de Jordan

Les courbes de Jordan qui sont des courbes très générales, à l’aides desquelles sont
définies les domaines de Jordan et qui interviennent au chapitre 2 de cette thèse, sont
définies comme suit :

Définition 1.3. Une courbe fermée simple continue, ou courbe de Jordan, dans un espace
topologique X est l’image d’une injection continue vers X à partir du cercle unitaire S1.

γ : S1 = ∂B1 → X

t→ γ(t), γ ∈ C0. (1.10)

(Cette application est elle-même une paramétrisation continue de la courbe.)

Le terme "continue" est généralement supposé de sorte que l’on parle simplement d’une
courbe fermée simple. Si le terme "fermée" est supprimé, alors le domaine de départ est
considéré comme étant l’intervalle unitaire au lieu de S1. Si le mot "simple" est supprimé,
l’application n’est plus considérée comme injective.

Un domaine de Jordan est un ouvert connexe borné ayant pour frontière une courbe
de Jordan. Autrement dit, un domaine de Jordan est homéomorphe à la boule unité. Les
courbes de Jordan sont célèbres pour être l’objet du théorème de la courbe de Jordan qui
stipule qu’une courbe de Jordan divise le plan en deux composantes connexes ; c’est un
énoncé d’apparence élémentaire mais dont la démonstration utilise des outils élaborés de
la topologie algébrique.

La nature d’une courbe de Jordan est telle qu’elle embrasse une très grande variété
de formes de courbe et de domaine qu’elle entoure naturellement. Pour se rendre bien
compte de cette diversité, il faut considérer la notion de dimension fractionnaire qui met
en évidence des situations intermédiaires entre courbe au sens commun, c’est à dire de
dimension euclidienne égale 1, et des surface de dimension euclidienne égale 2. La notion
de mesure qui est à même de caractériser cette diversité est celle de Hausdorff. L’un des
exemples les plus célèbres de courbe de Jordan de dimension fractionnaire est celui de
fractal.

Par ailleurs, le fait que la validité des résultats d’injections de Sobolev est restreinte aux
domaines faiblement Lipschitziens, et a fortiori aux domaines Lipschitziens, est étroitement
lié aux outils utilisés dans la démonstration de ces résultats ; parmi ces outils, figure le
théorème d’extension de Sobolev qui, à cet effet, peut bien être appliqué étant donné qu’un
domaine Lipschitzien possède la propriété de (1, p)−extension. Bien que cela n’entraine
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guère l’impossibilité que les théorèmes d’injections puissent être vrai pour un domaine
de Jordan, la démonstration d’un tel résultat devrait inévitablement passer par un autre
moyen que celui de l’idée d’extension. Ceci est du au fait qu’étant donné la définition (1.3),
la courbe de Jordan, qui est l’image de l’homéomorphisme γ, n’hérite pas de régularité en
dérivée qui est très caractéristique de la boule unité dont le bord est C1, cette information,
en particulier celle de lipschitzienneté, peut se perdre quand on passe à une image par une
transformation qui est seulement continue.

1.4 Espaces de Sobolev d’ordres fractionnaires

Soit Ω un ouvert de Rn, de régularité Lipschitzienne. Pour tout réel 0 < s < 1 et pour
tout p ∈ [1,∞[, on définit l’espace de Sobolev fractionnaire

W s,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) :
|u(x)− u(y)|
|x− y|

n
p

+s
∈ Lp(Ω× Ω)}. (1.11)

C’est un espace de Banach intermédiaire entre Lp(Ω) et W 1,p(Ω) muni de la norme

||u||W s,p :=

(∫
Ω

|u|p dx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dx d y

)
. (1.12)

Il est bien connu, cf. ([19], théorème 8.2), que

W s,p(Ω) ↪→ C0,α(Ω) (1.13)

i.e. l’espace de Sobolev fractionnaire s’injecte continument dans l’espace des fonctions
α−Holderienne, C0,α(Ω), avec α := (sp−n)

p
et sp > n. On peut montrer que cette injec-

tion est valable dans le cas sp = n i.e. α = 0. C’est à dire on montre

Proposition 1.3. Soient 0 < s < 1 et p tels que sp = n. L’injection W s,p(Ω) ↪→ C0(Ω)

est continue. i.e. il existe C0 > 0 telle que

||u||C0(Ω) ≤ C0

(
||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dx d y

) 1
p

(1.14)

pour tout u ∈ W s,p(Ω).

Démonstration. Pour simplifier la présentation, on suppose que Ω est la frontière de la
surface délimitée par le carrée [0, 1] × [0, 1]. La démonstration est simple et se fait par
l’absurde. Supposons qu’il existe une fonction u ∈ W s,p(Ω) qui n’est pas continue, disons
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en le point (0, 0) i.e. il existe ε0 > 0 telle que pour δ > 0 arbitrairement petit on ait,
|x− (0, 0)| < δ et |u(x)− u(0, 0)| > ε0.

Par ailleurs, l’intégrale double dans (1.14) existe et donc, par le théorème de Fubini,
l’intégrale partielle par rapport à la variable x existe et l’on a∫ 1

0

|u(x)− u((0, 0))|p

|x− (0, 0)|n+sp dx > ε0

∫ 1

0

1

|x|2 dx > +∞.

Il découle de la relation de Chasles que l’intégrale double n’existe pas et contredit donc
l’hypothèse, d’où la continuité de u.

Remarque 1.1. On rappelle que l’ensemble des fonctions régulières jusqu’au bord, C∞(Ω),
est dense dans W s,p(Ω) lorsque le domaine Ω possède la propriété d’extension, cf. [45] ; les
domaines polyédriques, rencontrés par exemple au chapitre 3 ci-dessous, en sont un exemple
des plus importants.

On rappelle aussi un résultat de densité démontré dans ([27], p.261) ; ce résultat est
valable dans le cas où Ω est un domaine Lipschitzien ou plus généralement de Jordan :

Théorème 1.6. Si Ω ⊂ R2 est un domaine ayant pour frontière une courbe de Jordan
alors C∞(Ω) est dense dans W 1,p(Ω) pour 1 < p <∞.

On clôt cette sections en rappelant la caractérisation de l’espace image de W 1,p(Ω) par
l’opérateur de trace quand Ω est un domaine Lipschitzien, plus précisément on a :

W 1,p(Ω) ↪→ W 1− 1
p
,p(∂Ω),

autrement dit, l’espace W 1,p(Ω) s’injecte continument dans W 1− 1
p
,p(∂Ω) via l’opérateur

linéaire et continu de trace sur Γ = ∂Ω, cf. [2].

1.5 Théorèmes fondamentaux de l’analyse fonctionnelle

Pour commencer, on ne peut ne pas rappeler le lemme topologique fondamental qui
est à l’origine des théorèmes fondamentaux largement utilisés dans ce manuscrit et dans
l’analyse fonctionnelle moderne, à savoir le lemme de Baire. Pour cela on définit d’abord
ce qu’est un espace de Baire :

Définition 1.4. On dit qu’un espace topologique est un espace de Baire si toute intersec-
tion dénombrable d’ouverts denses est dense. De façon équivalente, un espace topologique
est de Baire si toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide.
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Le lemme de Baire donne quant à lui des conditions suffisantes pour que certains espaces
soient de Baire, dont voici l’énoncé :

Théorème 1.7. 1)Tout espace topologique localement compact est un espace de Baire. Par
conséquent : un espace localement compact non vide n’est pas la réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vide.
2) Tout ouvert d’un espace de Baire est de Baire.
3) Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

La matière présentée dans ce travail repose entre autres sur deux théorèmes fondamen-
taux de l’analyse fonctionnelle et dont on fera essentiellement usage. On pourra se référer
à [47] pour une discussion ainsi qu’une démonstration de ces résultats classiques.

Théorème de Banach Steinhaus

Théorème 1.8. Soit E un espace de Banach et F un espace normé. Soit (Tα)α∈I ⊂
L(E,F ) (I, non nécessairement dénombrable) une suite d’applications linéaires continues.
On suppose que :

∀x ∈ E, ∃Mx <∞ tel que sup
α∈I
||Tαx|| ≤Mx,

alors
sup
α∈I
||Tα|| <∞,

autrement dit, il existe M > 0 tel que ∀x ∈ E, supα∈I ||Tαx|| ≤M ||x||.

Théorème de l’application ouverte

Théorème 1.9. Soient E et F deux espaces de Banach et T ∈ L(E,F ) une application
linéaire continue et surjective alors T est une application ouverte, c’est à dire : pour tout
ouvert O de E, T (O) est un ouvert de F .

Théorème d’isomorphisme de Banach

Le théorème (1.9) à pour conséquence :

Théorème 1.10. Soient E et F deux espaces de Banach et T ∈ L(E,F ) bijective alors,
T−1 ∈ L(E,F ). autrement dit, si T est linéaire continue et bijective alors son inverse T−1

est continue.



"Il n’existe pas de problèmes résolus en mathématiques,
il y a seulement des problèmes mieux compris

au fur et à mesure qu’on réfléchit."
-H. Poincaré
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Chapitre 2

Résultats de trace sur des ouverts
non-Lipschitziens

L’opérateur de trace, lorsqu’il est appliqué aux fonctions de l’espace W 1,p(Ω) définies sur
un domaine Ω ayant une frontière Lipschitzienne, est une notion standard dans la théorie
des espaces de Sobolev. Les résultats autour de cet opérateur qui sont démontrés dans ce
chapitre généralisent ceux classiquement connus au cas de domaines non-Lipschitziens.

On traite de la question de trace en deux temps distincts. Dans un premier temps,
on donne une nouvelle démonstration de l’existence et de la continuité de l’opérateur de
trace sur l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) défini sur un domaine, Ω, possédant une régularité
intermédiaire entre Lipschitzien et Jordan : c’est la classe des domaines qui admettent la
propriété de (1, p)-extension et qu’on appelle communément les domaines d’extension. Les
fonctions de l’espace de SobolevW 1,p(Ω) définies sur un tel domaine constituent une classe
pertinente de fonctions dans le sens suivant : il existe des domaines dont la frontière est
paramétrée par une fonction continue et non-Lipschitziennes et qui admettent la propriété
de (1, p)−extension. La preuve que nous présentons dans le cadre des domaines d’extension
s’appuie sur des idées différentes de la preuve habituelle et exploite totalement l’hypothèse
d’extensibilité du domaine.

Dans un second temps, on démontre un résultat de trace dans le cas où Ω est un
domaine de Jordan arbitraire. C’est aussi une classe très pertinente de domaines, ne serait
ce que par le fait qu’il existe des domaines dont la frontière est paramétrée par une fonction
continue et ne jouissant pas de la propriété d’extension. Aussi, il n’est bien-sur pas possible
d’appliquer le théorème de trace habituel qui exige la régularité minimale : Ω Lipschitzien,
ou à la limite faiblement Lipschitzien.

Par ailleurs, il est à noter que les considérations qui sont observées dans ce chapitre sont

25



26

intéressantes pour la simple raison pratique suivante : la surface d’une structure déformable,
qui est l’objet d’application principale de cette thèse, n’est jamais absolument lisse, c’est
tout le contraire. Cela laisse penser que la non régularité à la surface de la structure est
telle qu’on peut l’identifier à un ensemble s’apparentant à un fractal. Ce qui suggère de
considérer des fonctions intégrables sur des domaines de Jordan. Les espaces de Sobolev
étant l’espace naturel pour l’étude d’une EDP, l’une des principales questions soulevées
par ce type de considérations, pour une fonction de cet espace, est de pouvoir définir un
opérateur de trace ainsi que son éventuel caractère continu.

D’abord on commence par introduire quelques notions préliminaires ainsi que les outils
et résultats indispensables pour mener à bien la preuve des deux résultats principaux de
ce chapitre à savoir : l’établissement d’un théorème de trace pour des fonctions de l’espace
de Sobolev W 1,p(Ω), 1 < p < ∞, d’abord dans le cas où Ω ⊂ R2 est un domaine borné
et possédant la propriété de (1, p)-extension, ensuite dans le cas où Ω est un domaine de
Jordan borné.

2.1 Trace sur un domaine d’extension pour W 1,p(Ω)

Soit Ω ⊂ R2 un domaine possédant la propriété de (1, p)−extension. Dans toute cette
section, p désignera un nombre réel tel que 1 < p <∞. On note diam Ω le diamètre de Ω.

On note W 1,p(Ω) l’espace de Sobolev défini par

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), ∇u ∈ Lp(Ω)}.

Nous nous proposons de montrer qu’un opérateur de trace peut être défini lorsque le
domaine possède seulement la propriété de (1, p)−extension.

La propriété de (1, p)-extension d’un domaine Ω signifie qu’un opérateur d’extension
de Sobolev peut être défini sur W 1,p(Ω), le lecteur pourra se référer à [29] pour une discus-
sion détaillée de cette classe de domaines. On rappelle qu’un domaine Lipschitzien est un
domaine d’extension, l’inverse n’étant pas vrai.

Il est classiquement établi, cf. Théorème 1.6, que l’ensemble des fonctions régulières
jusqu’au bord, C∞(Ω), est dense dans W 1,p(Ω). Nous établissons, en utilisant principale-
ment ce fait de densité, un théorème de trace pour les fonctions de l’espace W 1,p(Ω) sur le
bord du domaine Ω. C’est-à-dire que nous prouvons qu’une trace de cette fonction existe
et que l’opérateur de trace ainsi défini est continu.
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Définition 2.1. On dit qu’un domaine Ω ⊂ R2 est un domaine d’extension ou possède la
propriété de (1, p)−extension s’il existe un opérateur linéaire P défini par

P : W 1,p(Ω)→ W 1,p(R2)

u→ ũ = Pu.

tel que P soit continu i.e. il existe cext > 0 tel que ∀u ∈ W 1,p(Ω) on ait

||Pu||W 1,p(R2) ≤ cext||u||W 1,p(Ω) (2.1)

et (Pu)(x) = u(x) presque partout dans Ω.

On rappelle la propriété de continuité de l’opérateur de trace sur la frontière Lipschit-
zienne (ou faiblement Lipschitzienne) du domaine D ⊂ R2 défini sur l’espace de Sobolev
W 1,p(D), cf. [2] et sous-section 1.4 :

Proposition 2.1. Soit D ⊂ R2 un domaine Lipschitzien. Il existe une constante CD > 0,
dépendant du domaine D, telle que pour tout u ∈ W 1,p(D) on ait

||u||
W

1− 1
p ,p(∂Ω)

≤ CD||u||W 1,p(D), (2.2)

Il est à noter que la proposition 2.1 ne s’applique pas en principe ni à un domaine d’ex-
tension en général et encore moins à un domaine de Jordan Ω compte tenu de l’hypothèse,
primordiale, du caractère Lipschitzien du domaine ambiant D.

On rappelle aussi un résultat de trace pour les fonctions de l’espace de SobolevW 1,1(Dr)

avec Dr ⊂ R2 étant un disque de rayon r, (cf. [36], estimation 7.1) :

Proposition 2.2. Pour tout u ∈ W 1,1(Dr) on a∫
∂Dr

|u|dσ ≤ 2

r

∫
Dr

|u| dx+

∫
Dr

|∇u| dx. (2.3)

Par ailleurs, on rappelle la représentation intégrale d’une fonction u ∈ C2(D)∩C0(∂D)

où D ⊂ R2 est un disque dont on note r0 le rayon, cette représentation s’écrit, cf. [37] :

u(x) =

∫
D

∆u(y)G(x, y)dy +

∫
∂D

u(y)K(x, y)dσ(y), (2.4)

où G est la fonction de Green du disque, D, associée à l’opérateur de Laplace et définie
par :

G(x, y) := Γ(x− y) + hx(y),
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avec Γ(x) = 1
2π

ln |x| étant la solution fondamentale du Laplacien en dimension deux et hx
est la fonction harmonique en y et valant −Γ(x − y) pour x ∈ Int(D) et y ∈ ∂D. D’un
autre coté K(x, y) = ∂G(x,y)

∂νy
est le noyau de Poisson qui dans le cas du disque s’écrit :

K(x, y) =
r2

0 − |x|2

2ω2r0|x− y|2
,

où ω2 est la mesure de la boule unité en deux dimensions. Cette représentation intégrale
est intéressante dans la mesure où elle permet d’exprimer ponctuellement une fonction à
l’aide de son Laplacien et des valeurs qu’elle prend sur le bord du disque D.

Le principal résultat de cette section est énoncé dans le théorème suivant, sa démons-
tration sera donné après avoir énoncé un lemme auxiliaire.

Théorème 2.1. Soit Ω un domaine possédant la propriété de (1, p)−extension et p tel que
1 < p <∞. Alors, on peut définir un opérateur de trace

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

u→ Tu

qui coïncide avec l’opérateur de restriction au bord ∂Ω pour les fonctions continues. En
outre, T est continu i.e. il existe une constante ct > 0 indépendante de u telle que pour
tout u ∈ W 1,p(Ω) on ait

||Tu||p,∂Ω ≤ ct||u||W 1,p(Ω) , (2.5)

où nous avons noté || ||p,∂Ω la norme usuelle de l’espace de Lebesgue Lp.

On a également besoin, pour démontrer le théorème 2.1, du lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit 1 < p < 2 et x0 ∈ R2 un point fixé. Soit Dr0 := D(x0, r0) ⊂ R2 le disque
de centre x0 et de rayon r0 > 0. Il existe une constante c(r0, p) > 0 indépendante de u et
de x telle que pour tout u ∈ C∞(Dr0)

∀x ∈ D r0
2
, |u(x)| ≤ c(r0, p)||u||W 1,p(Dr0 ). (2.6)

On note |x− y|2 pour désigner la distance euclidienne entre les points x et y.

Démonstration. Soit u ∈ C∞(Dr0). Il existe f ∈ C∞(Dr0) et ud ∈ C∞(∂Dr0) tels que la
fonction u soit solution du problème{

−∆u(y) = f(y) dans Dr0 ,

u(y) = ud(y) sur ∂Dr0 .
(2.7)
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Soit x ∈ D r0
2
. En utilisant la représentation intégrale, (2.4), appliquée à la fonction u

en x sur le disque Dr0 , on a :

u(x) =

∫
Dr0

f(y)G(x, y) d y +

∫
∂Dr0

ud(y)K(x, y) dσ(y). (2.8)

Étant donné que ∂Dr0 est de classe C∞, alors on sait que la fonction de Green satisfait
G(x, .) ∈ W 1,p(Dr0) pour 1 < p < 2, cf. [62]. En utilisant la propriété de continuité de la
forme linéaire associée à f ∈ W−1,p(Ω), on obtient à partir de l’estimation (2.8) ce qui suit

|u(x)| ≤ ||f ||W−1,p(Dr0 )||G(x, .)||W 1,p(Dr0 ) + max
y∈∂Dr0

|K(x, y)|
∫
∂Dr0

|ud(y)| dσ(y).

Cette estimation a bien un sens du moment que |x−y|2 > r0
2
pour x ∈ D r0

2
et y ∈ ∂Dr0 .

En appliquant l’inégalité de trace sur le bord du disque, cf. estimation (2.3), on obtient

|u(x)| ≤ ||f ||W−1,p(Dr0 )||G(x, .)||W 1,p(Dr0 ) + max
y∈∂Dr0

|K(x, y)|
(

2

r0

||u||L1(Dr0 ) + ||∇u||L1(Dr0 )

)
,

l’inégalité de Hölder donne alors

|u(x)| ≤ ||f ||W−1,p(Dr0 )||G(x, .)||W 1,p(Dr0 ) + max
y∈∂Dr0

|K(x, y)|cr0
(
||u||p,Dr0 + ||∇u||p,Dr0

)
.

On applique le théorème d’isomorphisme de Banach, cf. théorème 1.10, à l’opérateur
bijectif et continu L1 défini par

L1 :
(
W−1,p(Dr0), || ||W−1,p(Dr0 )

)
→
(
W 1,p

0 (Dr0), || ||W 1,p(Dr0 )

)
f → L(f) = u1,

avec ∆u1 = f . On déduit alors l’existence d’une constante c′1 telle que

|u(x)| ≤c′1||u1||W 1,p
0 (Dr0 )||G(x, .)||W 1,p(Dr0 ) + max

y∈∂Dr0
|K(x, y)|cr0||u||W 1,p(Dr0 ) (2.9)

avec u1 = u− u2 et u2 est solution de{
−∆u2 = 0 sur Dr0 ,

u2 = u sur ∂Dr0 .

En utilisant l’inégalité de Poincaré, l’estimation (2.9) devient alors

|u(x)| ≤c1

(
||∇u||p,Dr0 + ||∇u2||p,Dr0

)
||G(x, .)||W 1,p(Dr0 ) (2.10)

+ max
y∈∂Dr0

|K(x, y)|cr0||u||W 1,p(Dr0 ).
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En utilisant le résultat de la proposition 2.1, on peut appliquer le théorème d’isomor-
phisme, voir à cet effet les idées exposées dans le point a) de la démonstration du Lemme
3.2 chap.3, pour s’assurer de l’existence d’une constante c2 telle que

||∇u2||p,Dr0 ≤ c2||u||
W

1− 1
p ,p(∂Dr0 )

.

L’estimation (2.10) devient

|u(x)| ≤c1

(
||∇u||p,Dr0 + c2||u||

W
1− 1

p ,p(∂Dr0 )

)
||G(x, .)||W 1,p(Dr0 )

+ max
y∈∂Dr0

|K(x, y)|cr0
(
||u||p,Dr0 + ||∇u||p,Dr0

)
.

L’application du théorème de trace surW 1,p(Dr0), cf. proposition 2.1, permet de déduire
qu’il existe une constante c3 telle que

|u(x)| ≤c1

(
||∇u||p,Dr0 + c3(||u||p,Dr0 + ||∇u||p,Dr0 )

)
||G(x, .)||W 1,p(Dr0 )

+ max
y∈∂Dr0

|K(x, y)|cr0 ||u||W 1,p(Dr0 ),

alors on remarque facilement qu’il existe une constante c(r0, p) qui est indépendante de u
et de x telle que

∀x ∈ D r0
2
, |u(x)| ≤c(r0, p)||u||W 1,p(Dr0 ).

Cette dernière estimation est obtenue en utilisant le fait que ||G(x, .)||W 1,p(Dr0 ) est uni-
formément borné en x ∈ D r0

2

2.1.1 Preuve du Théorème 2.1

Démonstration. On note int(Ω) l’intérieur de Ω. Soit u ∈ C∞(Ω). La fonction u est Lip-
schitzienne sur Ω. Si on note L la constante de Lipschitz de la fonction x→ u(x) relative-
ment au domaine Ω, alors pour tout x ∈ ∂Ω et tout y ∈ int(Ω) nous avons

|u(x)− u(y)| ≤ L|x− y|2,

ce qui implique immédiatement

|u(x)| ≤ L|x− y|2 + |u(y)|, (2.11)
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pour tout x ∈ ∂Ω et tout y ∈ int(Ω). Fixons x ∈ ∂Ω. Soit (yδ)δ>0 une suite de points à
l’intérieur du domaine Ω, yδ ∈ int(Ω), tels que |yδ − x|2 → 0 lorsque δ → 0. Fixons δ > 0,
l’estimation (2.11) donne

|u(x)| ≤ L|x− yδ|2 + |u(yδ)|, (2.12)

pour tout δ > 0. On note ũ = Pu avec P étant l’opérateur d’extension défini surW 1,p(Ω) à
valeurs dansW 1,p(R2) ⊂ W 1,p(Ω), cf. Définition 2.1. Du moment que Ω possède la propriété
de (1, p)−extension, un tel opérateur d’extension est bien défini.

Il faut bien noter que la fonction ũ n’est pas nécessairement continue à l’extérieur de
Ω, c’est-à-dire qu’elle ne possède pas de fonction représentative continue. En effet, ceci est
dû au fait que 1− 2

p
< 0 pour 1 < p < 2 ; donc l’injection classique des espaces de Sobolev

dans les espaces de Hölder ne peut pas être appliquée dans le cas qui nous concerne.
Comme Ω est borné, il existe r0 > 0 et x0 ∈ Ω tels que le disque Dr0 de centre x0 et

de rayon r0 contient Ω comme sous ensemble propre. L’ensemble des fonctions régulières
jusqu’au bord, C∞(D2r0), définies sur le domaine lipschitzien D2r0 ⊂ R2 étant dense dans
W 1,p(D2r0), par conséquent il existe une suite (vn)n, vn ∈ C∞(D2r0), telle que

||vn − ũ||W 1,p(D2r0 ) → 0. (2.13)

L’estimation (2.13) implique qu’il existe une sous-suite (φ(n))n, telle que vφ(n)(x) →
ũ(x) p.p. dans D2r0 . Comme vn et ũ sont continues dans Ω, cette convergence simple est
valable partout dans Ω i.e.

∀y ∈ Ω, vφ(n)(y)→ ũ(y) , lorsque n→∞. (2.14)

En utilisant (2.12) et (2.14) on obtient : ∀δ > 0 et ∀ε > 0, ∃n(ε, yδ) > 0 tel que

|u(x)| ≤ L|x− yδ|2 + |vφ(n(ε,yδ))(yδ)|+ ε, (2.15)

où ε > 0 est destiné à tendre vers zero et (n(ε, yδ))ε>0 est une suite d’entiers qui tend vers
+∞ lorsque ε → 0 et ce pour tout δ > 0. D’autre part, la formule (2.15) et la régularité
de vφ(n(ε,yδ)) permettent d’écrire

|u(x)| ≤ L|x− yδ|2 + |vφ(n(ε,yδ))|∞,Dr0 + ε,

pour tout δ > 0. En appliquant le lemme 2.1, dans le disque D2r0 de centre x0, on a

|u(x)| ≤ L|x− yδ|2 + c(r0, p)||vφ(n(ε,yδ)||W 1,p(D2r0 ) + ε (2.16)
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où c(r0, p) est la constante qui apparait dans l’estimation (2.6). L’estimation (2.16) est
valable, indépendamment de δ, pour tout ε > 0. Ainsi, en passant à la limite ε → 0 et en
utilisant (2.13), on obtient

|u(x)| ≤ L|x− yδ|2 + c(r0, p)||ũ||W 1,p(D2r0 ), (2.17)

pour tout δ > 0. Étant donné que tous les éléments constituant l’estimation (2.17) sont
indépendants de δ alors en faisant tendre δ → 0 on trouve

|u(x)| ≤ c(r0, p)||ũ||W 1,p(D2r0 ). (2.18)

Donc l’estimation (2.18) donne

|u(x)| ≤ c(r0, p)||Pu||W 1,p(R2). (2.19)

En utilisant (2.1), l’estimation (2.19) donne à son tour

|u(x)| ≤ c(r0, p)cext||u||W 1,p(Ω). (2.20)

Noter bien que l’estimation (2.20) est valide pour tout x ∈ Γ indépendamment des
quantités présentes dans le membre de droite de cette inégalité.

A présent, on note t ∈ [a, b]→ x(t) = (t, φ(t)) la fonction qui représente paramétrique-
ment la courbe Γ. Ainsi, d’après (2.20), nous avons :

|u(t, φ(t))|p ≤ (c(r0, p)cext)
p||u||pW 1,p(Ω) , (2.21)

pour tout t ∈ [a, b]. Par définition de l’intégrale curviligne, on peut écrire∫
Γ

|u|p ds =

∫ b

a

|u ◦ φ|pdsφ.

Ainsi, en intégrant les deux côtés de (2.21) par rapport à l’abscisse curviligne φ, on
trouve ∫

Γ

|u|p ds ≤ (c(r0, p)cext)
p||u||pW 1,p(Ω)

∫ b

a

1 dsφ,

ce qui donne ∫
∂Ω

|u|p ds ≤ (c(r0, p)cext)
p||u||pW 1,p(Ω)|∂Ω|. (2.22)
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On pose ct := [(c(r0, p)cext)
p|∂Ω|]

1
p , la constante ct ne dépend pas de u mais seulement

de Ω et de l’exposant p. A partir de (2.22), nous avons pour tout u ∈ C∞(Ω)

||u||p,∂Ω ≤ ct||u||W 1,p(Ω). (2.23)

Présentement, on conclut l’estimation (2.5). D’après le théorème 1.6, pour tout u ∈
W 1,p(Ω) il existe (ul)n∈N, ul ∈ C∞(Ω), tel que

||ul − u||W 1,p(Ω) → 0.

Ainsi, en appliquant (2.23) aux éléments de la suite (ul)l, nous avons pour tout l ∈ N
l’estimation suivante :

||ul||p,∂Ω ≤ ct||ul||W 1,p(Ω). (2.24)

Comme (ul)l est une suite de Cauchy dans l’espace normé W 1,p(Ω) alors l’estimation
(2.24) implique que c’est aussi une suite de Cauchy dans l’espace normé Lp(∂Ω). Mais
Lp(∂Ω) est complet, alors il existe u∗ ∈ Lp(∂Ω) tel que

||u∗||p,∂Ω ≤ ct||u||W 1,p(Ω).

Finalement, on pose Tu := u∗, nous avons

||Tu||p,∂Ω ≤ ct||u||W 1,p(Ω)

pour tout u ∈ W 1,p(Ω). Ce qui définit bien un opérateur de trace continu sur l’espace
Lp(∂Ω) défini à son tour sur le bord ∂Ω

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

u→ Tu

Remarque 2.1. La pertinence du résultat qu’on vient de démonter réside dans le fait qu’il
est vrai pour des fonctions de l’espace W 1,p(Ω) qui ne sont pas nécessairement continues
pour 1 < p < 2 et donc l’existence même de la trace n’est pas évidente. Par ailleurs,
Mazya’a a construit, cf. [29], un exemple de domaine de Jordan, Ω, tel que la frontière
∂Ω n’est pas Lipschitzienne au voisinage d’au moins un de ses points et que la propriété
de (1, p)−extension n’est valide que pour p < 2. Ceci illustre parfaitement non seulement
la pertinence mais aussi la généralité qui résulte du fait qu’on ait considéré le domaine Ω

possédant seulement la propriété de (1, p)-extension.
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Dans la section suivante, il sera question d’étudier le théorème de trace i.e. l’existence
et la continuité de l’opérateur de trace défini sur W 1,p(Ω) avec Ω un domaine de Jordan,
c’est à dire un domaine ayant pour frontière une courbe de Jordan. Pour parvenir à cet
objectif, on doit définir l’intégrale curviligne par rapport à la mesure de Hausdorff sur le
bord d’un domaine ayant une mesure de Hausdorff finie. Ce qui nous amène à nous mettre
sous le point de vue de la théorie de la mesure de Hausdorff, Hs(Γ), avec 1 < s < 2 étant la
dimension de Hausdorff de la courbe de Jordan ∂Ω considéré. Donc l’intégrale intervenant
dans la définition de la norme ||u||p,∂Ω sera comprise au sens de l’intégrale par rapport à la
mesure de Hausdorff. Une considération auxiliaire, très utile, consiste à utiliser la propriété
d’approximation d’un domaine de Jordan par une suite de domaines Lipschitziens.

2.2 Trace sur un domaine de Jordan

Soit Ω ⊂ R2 un domaine de Jordan borné i.e. sa frontière, noté ∂Ω, est homéomorphe
au bord, ∂B1, de la boule unité, B1, dans R2, cf. section 1.3.

Nous nous proposons de montrer qu’un opérateur de trace peut être défini lorsque
le domaine est caractérisé par une telle régularité relativement faible, c’est-à-dire lorsqu’il
n’est que Jordan régulier. Un fait important concernant la classe des domaines de Jordan est
qu’ils n’admettent généralement pas la propriété de (1, p)−extension, cf. [29] et théorème
1.1 dans [59].

Un résultat intéressant a été démontré par Lewis, cf. [27],[28], et qui consiste en le fait
que C∞(Ω) est dense dans W 1,p(Ω), 1 ≤ p <∞, ceci lorsque Ω est un domaine de Jordan
arbitraire dans le plan. Nous établissons, en utilisant entre autres ce fait de densité, un
théorème de trace pour les fonctions de W 1,p(Ω), p > 2, sur le bord Γ := ∂Ω du domaine
de Jordan Ω. Dans toute cette section, Ω désignera un domaine de Jordan borné.

Nous présentons ci-après quelques faits issus de la théorie de la mesure et qui constituent
le point de vue sous lequel le corpus de la section est considéré.

Mesure de Hausdorff

Le lecteur pourra se référer à ([30], chap.7) pour les résultats et les faits énoncés dans
cette sous-section. Nous rappelons ici la définition de la mesure de Hausdorff d’un ensemble.

Soit A ⊂ R2 et δ un nombre réel strictement positif. On appelle un δ−recouvrement de
A, et on note Rδ(A), la collection d’ensembles donnée par

Rδ(A) := {Ei ⊂ R2 | diamEi| ≤ δ A ⊂ ∪iEi},
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et on définit la mesure extérieure, auxiliaire :

Hs
δ(A) := inf{

∑
i∈N

| diamEi|s tel que Ei ∈ Rδ(A)}. (2.25)

La s-mesure de Hausdorff de A est alors définie par

Hs(A) := lim
δ→0
Hs
δ(A). (2.26)

On rappelle, cf. ([30], Théorème 27.6), que la mesure Hs
δ est décroissante en δ

i.e. 0 < δ1 < δ2 implique Hs
δ1

(A) > Hs
δ2

(A). (2.27)

Par ailleurs, la mesure de Hausdorff est une fonction d’ensemble croissante dans le sens
où, si A et B sont deux ensembles alors

A ⊂ B alors Hs(A) ≤ Hs(B). (2.28)

Enfin, la dimension de Hausdorff de l’ensemble A est définie par

dimH(A) := inf
s>0
{Hs(A) = 0} = sup

s>0
{Hs(A) = +∞}. (2.29)

On rappelle la définition de la distance au sens de Hausdorff. Soit (G, d) un espace
métrique et GF la collection de sous-ensembles non vides fermés et bornés de G. La distance
de Hausdorff sur GF est l’application distH, de GF ×GF dans R+, définie par

(X, Y )→ distH(X, Y ) := max{sup
x∈X

inf
y∈Y

d(x, y), sup
y∈Y

inf
x∈X

d(x, y)}. (2.30)

Ici et dans la suite, la distance (x, y)→ d(x, y) est comprise dans le sens de la distance
euclidienne entre les points x et y.

Remarque 2.2. 1)- Étant donné un domaine de Jordan Ω ⊂ R2, nous pouvons construire
une suite imbriquée de domaines Lipschitziens (Ωm)m∈N qui approximent Ω au sens de la
distance de Hausdorff (2.30) avec Ωm ⊂ Ωm+1 ⊂ Ω, cf. ([63], p.11). Par conséquent, la
courbe de Jordan Γ = ∂Ω peut être approximée par une suite de courbes Lipschitziennes
Γm. En outre, nous choisissons une paramétrisation précise γm pour chacune des courbes
Γm ; ces fonctions sont définies par

γm : [a, b]→ Γm

t→ γm(t) (2.31)
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tel que γm soit défini comme suit : si γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) est le point de Γ correspondant
au paramètre t alors le point γm(t) est l’unique point de Γm qui satisfait

d(γm(t), γ(t)) = inf
x∈γm

d (x, γ(t)) .

2)- Rappelons que la mesure de Hausdorff n−dimensionnelle pour n ∈ N∗ coïncide avec
la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle à une constante multiplicative, Cλn , près.

Nous supposons, dans ce qui suit, que la courbe de Jordan Γ = ∂Ω a une dimension de
Hausdorff s, 1 < s < 2. Le résultat principal de cette section est énoncé dans le Théorème
2.2. Sa démonstration sera donnée après avoir défini l’intégrale curviligne par rapport à la
mesure de Hausdorff et après avoir introduit la notion de s−longueur.

Théorème 2.2. Soit Ω un domaine de Jordan d’intérieur non vide. Soit p, p > 2. On
suppose que le bord ∂Ω possède une s−mesure finie i.e. Hs(∂Ω) < ∞. Alors, on peut
définir un opérateur de trace :

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

u→ Tu

qui étend l’opérateur, usuel, de restriction au bord ∂Ω pour les fonctions continues. De
plus, T est continu i.e. il existe une constante Ct > 0 indépendante de u tel que pour tout
u ∈ W 1,p(Ω)

||Tu||p,∂Ω ≤ Ct||u||W 1,p(Ω) , (2.32)

où nous avons noté || ||p,∂Ω la norme de l’espace Lp selon une mesure que nous définirons
ci-dessous et qui est reliée à la mesure de Hausdorff sur le bord.

Dans ce qui suit, Γ est une courbe de R2 ayant une dimension de Hausdorff 1 < s < 2.

Intégrale de Stieltjes et s−longueur

Soit γ une représentation paramétrique continue, C0([a, b]), de Γ. Comme il est question
ici d’une courbe Γ de dimension de Hausdorff s > 1 alors la longueur d’arc habituelle, c’est
à dire par rapport à la mesure de Lebesgue ou, ce qui revient au même, à la 1−mesure
de Hausdorff, ainsi que l’abscisse curviligne sont obsolètes dans notre situation vu qu’elles
peuvent valoir +∞. Ceci suggère d’adapter la définition de l’abscisse curviligne à la situa-
tion dans laquelle nous nous plaçons. On introduit la s−abscisse curviligne qui est définie
par

t→ sγ(t) := Hs(γ([a, t])) (2.33)
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c’est à dire qu’elle est la mesure de Hausdorff s−dimensionnelle du "morceau" de la courbe
image de [a, t] par γ. C’est aussi la s−longueur de l’arc γ restreint à l’intervalle [a, t].

On définit l’intégrale curviligne, sur Γ, de la fonction continue u : Γ → R comme
l’intégrale de Stieltjes de u ◦ γ par rapport à la s−abscisse curviligne définie dans (2.33).
La définition de la s−abscisse curviligne est la clé qui permet de bien comprendre cette
intégrale. En effet, l’intégrale de Stieltjes en question est donnée par :∫

Γ

u d s =

∫
[a,b]

u ◦ γ(t) d sγ(t)

où l’intégrale peut être, d’une manière intuitive, comprise au sens de Riemann ; c’est à dire
qu’elle est la limite, quand le pas σ := maxk[tk, tk+1] de la subdivision de [a, b] tend vers
zero, des sommes de Riemann

lim
σ→0

∑
u(γ(t′k)) (sγ(tk)− sγ(tk−1)) (2.34)

où la subdivision est notée : a = t0 < t1 < . . . < tn = b, t′k ∈ [tk−1, tk]. Cette définition ne
dépend pas de la paramétrisation choisie pour Γ. Noter bien que la limite (2.34), et donc
l’intégrale, existe dès que u est bornée ; ceci en plus du fait que la s−abscisse curviligne est
à variation bornée. En effet, comme ]0, tk] ⊂]0, tk+1] implique γ(]0, tk]) ⊂ γ(]0, tk+1]) et que
Hs est croissante au sens de (2.28), alors la fonction s−abscisse curviligne est croissante et
bornée. Par ailleurs celà implique aussi que sa dérivée, s′γ(t) existe presque partout dans
[a, b]. La s−abscisse curviligne, sγ, est une fonction qui définit à son tour une mesure µs

qui est appelée mesure de Lebesgue-Stieltjes associée avec sγ. Pour le voir, on définit la
fonction d’ensemble w sur les intervalles

w(]u, v]) = sγ(v)− sγ(u) = Hs(γ(]0, v]))−Hs(γ(]0, u])),

par le théorème d’extension de Carathéodory, il existe une unique mesure de Borel µs sur
[a, b] égale à w sur tout intervalle I ⊂ [a, b]. La mesure µs provient d’une mesure extérieure
définie par

µs(E) = inf

{∑
i

w(Ii) : E ⊂
⋃
i

Ii

}
, (2.35)

l’infimum étant pris sur tous les recouvrements de E par des intervalles semi-ouverts dé-
nombrables.

Cette mesure généralise la mesure de Lebesgue. Enfin, on dit qu’une fonction f est
intégrable au sens de Stieltjes ou plus rigoureusement au sens Lebesgue-Stieltjes si on a∫ b

a

|f(t)| dsγ(t) <∞,
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qui est définie comme l’intégrale classique de Lebesgue de f selon la mesure de Lebesgue-
Stieltjes µs associée avec sγ. En particulier l’intégrale de Stieltjes de f coïncide avec l’in-
tégrale de la fonction fs′γ au sens de Lebesgue. Dans notre situation s′γ existe presque
partout.

En revanche, nous n’avons pas explicitement exprimé la dépendance de la mesure µs

et, plus loin ci-dessous, celle de µsδ, en la fonction de paramétrisation γ ; mais il faut com-
prendre implicitement que les mesures µs et µsδ sont définies, dans la suite, relativement à
la paramétrisation, préalablement choisie, γ de Γ. La même remarque vaut pour la fonction
d’ensemble que nous avons désigné par w au lieu de wγ.

Définition 2.2. Soit Γ une courbe de Jordan dans le plan R2 et soit

γ : [a, b]→ R2

une représentation paramétrique continue, élément de l’espace C0([a, b]), de Γ. On suppose
que Γ est un ensemble Hausdorff s−dimensionnel. On définit la s−longueur de Γ par

Ls(Γ) = sup
Pt∈P

V s(γ, Pt) (2.36)

où la s−variation de γ est définie par

V s(γ, Pt) :=

np−1∑
k=0

ds (γ(tk+1), γ(tk)) (2.37)

et où le supremum, dans (2.36), parcourt l’ensemble des partitions

P := {Pt = {t0, t1, ..., tnp}|Pt est une partition de [a, b]}.

On dit que Γ est s−rectifiable si Ls(Γ) <∞ et que t→ γ(t) est à s−variation bornée.

On énonce, dans le cadre de cette définition, le résultat suivant :

Proposition 2.3. Soit Γ une courbe de Jordan dans R2 Hausdorff s−dimensionnelle telle
que Hs(Γ) <∞. On suppose, comme dans la définition 2.2, que la courbe Γ est paramétrée
par γ ∈ C0([a, b]) alors

Hs(Γ) = Ls(Γ). (2.38)

Autrement dit, la s−longueur de Γ est égale à sa mesure de Hausdorff s−dimensionnelle.
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Démonstration. La preuve se fait en deux étapes :

1)- On montre que Hs(Γ) ≤ Ls(Γ). On construit par récurrence une partition de [a, b]

comme suit :

t0 := a; tk+1 := inf{x ∈ [tk, b]; d(γ(tk), γ(x)) = ε} ∪ {b}

donc nous obtenons ainsi une partition de [a, b] définie par Pt := {t0, t1, ..., tm} telle que

|d(γ(tk), γ(tk+1))|s = diams(γ([tk, tk+1])) ∀k ∈ {0, ...,m− 2},

|d(γ(tm), γ(tm−1))|s = diams(γ([tm, tm−1])) ≤ ε.

Nous avons alors pour tout ε > 0 ce qui suit :

Hs
ε(Γ) ≤

m−2∑
k=0

diams(γ([tk, tk+1])) + diams(γ([tm−1, tm]))

≤
m−2∑
k=0

|d(γ(tk), γ(tk+1))|s + ε ≤ Ls(Γ) + ε,

en faisant tendre ε→ 0 on trouve : Hs(Γ) ≤ Ls(Γ).

2)- On montre que Ls(Γ) ≤ Hs(Γ). On peut voir aisément que pour tout ε > 0, il existe
δε > 0 tel que

d (γ(tk+1), γ(tk)) ≤ diam(γ([tk, tk+1])) ≤
[
H1
δε(γ([tk, tk+1]))

]
+ ε.

Donc, pour tout ε > 0, il existe δε > 0 tel que

[d(γ(tk+1), γ(tk))]
s ≤

[
H1
δε(γ([tk, tk+1]))

]s
+ ε. (2.39)

D’après la définition de la mesure extérieure H1
δε
, si (Ai)i est tel que Ai ∈ Rδε , Rδε un

δε−recouvrement de γ([tk, tk+1]), nous avons à partir de (2.39)

[d(γ(tk+1), γ(tk))]
s ≤ [

∑
i

diam(Ai)]
s + ε.

Comme diam(Ai) < 1 pour tout i alors on a

[d(γ(tk+1), γ(tk))]
s ≤

∑
i

diams(Ai) + ε,
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et ce pour tout Ai ∈ Rδε tel que diam(Ai) ≤ δε. On déduit alors que

[d(γ(tk+1), γ(tk))]
s ≤ inf

Ai∈Rδε

∑
i

diams(Ai) + ε.

En faisant tendre ε→ 0, on déduit, en utilisant (2.26) et (2.27), que

[d(γ(tk+1), γ(tk))]
s ≤ Hs(γ([tk, tk+1])).

Comme Hs est une mesure sigma-additive, alors

Ls(Γ) =
∑

[d(γ(tk+1), γ(tk))]
s ≤ Hs(Γ),

ce qui achève la preuve de (2.38).

La proposition 2.3 permet de bien se rendre compte que l’intégrale de la fonction
constante 1, qui, par définition de l’intégrale, est égale à Hs(Γ), n’est rien d’autre que
la s−longueur de Γ définies par (2.36)-(2.37). Ce fait est présent en particulier dans le cas
de la dimension s = 1 où la 1−longueur n’est rien d’autre que la longueur habituelle de
l’arc de courbe .

On peut aussi définir (ou construire) l’intégrale curviligne par rapport à la mesure de
Hausdorff s−dimensionnelle à l’aide de laquelle la s−abscisse curviligne sur Γ s’exprime.
Ceci fera l’objet de la sous section suivante. Nous soulignons qu’un travail presque similaire
a été présenté dans le contexte de l’intégrale curviligne de Lebesgue-Hausdorff, cf. [31].

Construction de l’intégrale de Lebesgue-Hausdorff-Stieltjes (LHS) sur une
courbe de Jordan

Soit γ : [a, b] → Γ, γ ∈ C0([a, b]), une paramétrisation de la courbe de Jordan Γ. Soit
ψ une fonction simple définie sur [a, b] i.e. il existe une suite de réels (αi)i et une suite
d’ensembles (Ei)i tel que [a, b] = ∪iEi et

ψ(t) =
∑
i

αiχ(Ei),

où χ(Ei) désigne la fonction indicatrice de Ei. Alors l’intégrale de ψ est définie par

(LHS)

∫
[a,b]

ψ dµ
s :=

∑
i

αiµ
s(Ei),
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où la mesure µs est définie par (2.35). L’intégrale inférieure de la fonction continue u ◦ γ,
définie sur [a, b], est donnée par

(LHS)

∫
[a,b]

u ◦ γ dµ
s := sup{

∫
[a,b]

ζ dµ
s, ζ ≤ u ◦ γ , ζ fonction simple sur [a, b]}.

On définit de même l’intégrale supérieure de la fonction continue u◦γ, définie sur [a, b],
est donnée par

(LHS)

∫
[a,b]

u ◦ γ dµ
s := inf{

∫
[a,b]

ξ dµ
s, u ◦ γ ≤ ξ , ξ fonction simple sur [a, b]}.

Finalement, la fonction u ◦ γ est dite s−Hausdorff-Lebesgue-Stieltjes intégrable si

(LHS)

∫
[a,b]

u ◦ γ dµ
s := (LHS)

∫
[a,b]

u ◦ γ dµ
s = (LHS)

∫
[a,b]

u ◦ γ dµ
s,

ce nombre est l’intégrale curviligne de u sur Γ et est noté∫
Γ

u dσ
s := (LHS)

∫
[a,b]

u ◦ γ dµ
s. (2.40)

Si l’intégrale de la fonction |u| est finie alors on écrit u ∈ L1(Γ, dσs). On définit aussi
l’espace Lp(Γ, dσs) comme étant l’ensemble des fonctions mesurables u telles que |u|p ∈
L1(Γ, dσs).

La définition (2.40) de l’intégrale sur Γ par rapport à la mesure σs est indépendante de
la paramétrisation γ de l’ensemble Γ.

Remarque 2.3. 1)- Dans la mesure où l’on a définit l’intégrale par rapport à la mesure
µsδ, l’intégrale curviligne par rapport à la mesure σsδ∫

Γ

|u|p dσ
s
δ :=

∫
[a,b]

|u ◦ γ|pdµsδ

peut être défini exactement de la même manière que ce qui a été fait ci-dessus pour la me-
sure σs. Il suffit pour cela de reconsidérer la définition de la s−abscisse curviligne, (2.33),
en terme de la mesure de Hausdorff auxiliaire Hs

δ.

2)- Par ailleurs on peut facilement montrer que

lim
δ→0

∫
Γ

|u| dσsδ = lim
δ→0

∫
[a,b]

|u ◦ γ(t)| dµsδ(t) =

∫
[a,b]

|u ◦ γ(t)| dµs(t) =

∫
Γ

|u| dσs. (2.41)
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3)- Supposons que u soit Lipschitz régulière (ou à la limite uniformément continue) sur Ω

et soient γ, γm telles que définies dans la remarque 2.2. Considérons les fonctions u ◦ γ et
u ◦ γm comme étant définies sur l’espace mesuré (]a, b[,B(]a, b[), µ1

δ) ; elles sont clairement
µ1
δ−intégrables.
Ainsi, la définition de l’intégrale par rapport à la mesure µ1

δ et la définition 2.31 des
fonctions γm, cf. remarque 2.2, donnent, en utilisant le théorème de convergence dominé
appliqué à la suite de fonctions (u ◦ γm)m, la limite suivante :

|
∫

[a,b]

|u ◦ γm(t)|p dµ
1
δ(t)−

∫
[a,b]

|u ◦ γ(t)|p dµ
1
δ(t)| → 0 lorsque m→∞. (2.42)

4)- Nous pouvons choisir m de telle sorte que Γm et Γ soient arbitrairement proches au
sens de la distance de Hausdorff (2.30) c’est-à-dire de sorte à ce que

distH(Γ,Γm)

soit suffisamment petit. Comme conséquence, nous avons : pour tout δ, 0 < δ < 1

|Hs
δ(Γm)−Hs

δ(Γ)| → 0 lorsque m→∞. (2.43)

Ceci implique en particulier, sachant que H1
δ(Γ) < ∞ pour δ > 0, qu’il existe mδ tel

que pour tout m > mδ nous avons

Hs
δ(Γm) ≤ 2Hs

δ(Γ). (2.44)

Avant de proposer une preuve du Théorème 2.2, nous rappelons un résultat classique
qui concerne la continuité de l’injection de Sobolev :

Proposition 2.4. Soit p > 2. Soit (Ωm)m une suite de domaines Lipschitziens qui approxi-
ment le domaine de Jordan Ω telle que définie dans la remarque 2.2. Soit u ∈ W 1,p(Ω).

Pour tout m, il existe une constante, C ′m > 0, telle que pour tout u ∈ W 1,p(Ωm) on a

||u||∞,Ωm ≤ C ′m||u||W 1,p(Ωm). (2.45)

Autrement dit, W 1,p(Ωm) s’injecte continument dans C0(Ωm), on écrit alors

W 1,p(Ωm) ↪→ C0(Ωm).



43

2.2.1 Preuve du Théorème 2.2

Nous passons maintenant à la preuve du Théorème 2.2.

Démonstration. Soit p > 2. Selon le point -1) de la remarque 2.2, il existe une suite
de courbes Lipschitziennes, désignées Γn := ∂Ωn, qui approximent la courbe de Jordan
Γ := ∂Ω.

On définit C0(∪nΓn) comme étant l’espace vectoriel dont les éléments sont les fonctions
u définies et continues sur la réunion dénombrable, ∪nΓn, des sous-ensembles (Γn)n. On
choisit comme paramétrisation des courbes Γn les fonctions γn définis par (2.31). Il s’agit
clairement d’un espace vectoriel normé lorsqu’il est muni de la norme

||u||C0(∪Γn) := sup
x∈∪nΓn

|u(x)|.

On commence par montrer dans un premier temps que les constantes C ′m apparaissantes
dans l’estimation (2.45) sont bornées uniformément par rapport àm. D’après la proposition
2.4, les fonctions de l’espaceW 1,p(Ω) sont continues uniformément dans Ω, mais ne sont pas
continues dans Ω. On note E ′ ⊂ W 1,p(Ω) l’ensemble des fonctions u tel que limx→∂Ω u(x) =

0. Il est aisé de remarquer alors que si u ∈ E ′ alors u ∈ C0(Ω).
On remarque aisément aussi que l’espaces E ′ muni de la norme || ||1,p est complet. En

effet, soit (ul)l une suite convergente d’éléments de E ′ i.e. ||ul − u||W 1,p(Ω) → 0 lorsque
l → ∞. En utilisant (2.45) on a pour tout m, ||ul − u||∞,Ωm ≤ C ′m||ul − u||W 1,p(Ωm) → 0

lorsque l→∞. Comme par définition limx→∂Ω ul(x) = 0 pour tout l. Il apparait clairement
alors que limx→∂Ω u(x) = 0, donc u ∈ E ′. Par conséquent E ′ est un sous-espace fermé de
l’espace complet W 1,p(Ω), donc E ′ est un espace de Banach.

On définit la suite d’applications linéaires (Lm)m∈N par

Lm :
(
E ′; || ||W 1,p(Ω)

)
→
(
C0(∪Γn); || ||C0

)
u→ Lmu

avec

(Lmu)(x)=

{
u(x) , x ∈ Γm,

0 , x ∈ ∪nΓn − Γm.

Il convient de noter que, pour tout m ∈ N, l’opérateur Lm est bien défini et ce en vertu
de la proposition 2.4. Par ailleurs on a :
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1) Pour tout m, l’opérateur Lm est continu. En effet, soit m ∈ N. D’après la propriété
de continuité de l’injection de Sobolev, cf. (2.45), il existe une plus petite constante Cm > 0

telle que :

||Lm(u)||C0(∪nΓn) = ||u||∞,Γm ≤ ||u||∞,Ωm ≤ Cm||u||W 1,p(Ω), (2.46)

pour tout u ∈ E ′.
2) D’autre part, soit u ∈ E ′ alors

||Lm(u)||C0(∪nΓn) = sup
x∈Γm

|u(x)| ≤ sup
x∈Ω

|u|. (2.47)

Autrement dit, (2.47) signifie que

∀u ∈ E ′ ⊂ W 1,p(Ω), sup
m∈N
||Lm(u)||C0(∪nΓn) <∞. (2.48)

Les propriétés (2.46) et (2.48) permettent d’appliquer le théorème de Banach-Steinhaus,
cf. théorème 1.8, et donc de déduire que les normes des opérateurs (Lm)m sont bornées i.e.
qu’il existe une constante C telle que pour tout m

Cm < C. (2.49)

Ce qui revient aussi à affirmer que les constantes C ′m apparaissant dans l’estimation de
la proposition 2.4 sont également bornées par rapport à m, cf. remarque 2.4.

Soit u ∈ W 1,p(Ω). D’après Lewis, cf. [27],[28], l’espace C∞(Ω) est dense dans W 1,p(Ω)

i.e. il existe une suite (ul)l telle que ul ∈ C∞(Ω) et

||u− ul||W 1,p(Ω) → 0 lorsque l→∞. (2.50)

D’autre part, en utilisant l’uniforme continuité des fonctions ul, on a(∫
Γ

|ul|pdσs
) 1

p

≤ |ul|∞,Γ[Hs(Γ)]
1
p

Le caractère approximatif des courbes Γm, dont le point 1) de la remarque 2.2, permet
d’obtenir en utilisant la proposition 2.4(∫

Γ

|ul|pdσs
) 1

p

≤ 2|ul|∞,Γm(l)
[Hs(Γ)]

1
p

≤ 2C ′m(l)||ul||W 1,p(Ωm(l))[H
s(Γ)]

1
p .
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On obtient alors en utilisant (2.49)(∫
Γ

|ul|pdσs
) 1

p

≤ 2C ′||ul||W 1,p(Ω)[Hs(Γ)]
1
p , (2.51)

où l’intégrale sur le bord est comprise comme étant par rapport à la mesure σs, cf. la
formule (2.40). On passe à la limite, l → ∞ dans (2.51), en utilisant (2.50) pour déduire
qu’il existe une constante Ct telle que(∫

Γ

|u|pdσs
) 1

p

≤ Ct||u||W 1,p(Ω), (2.52)

pour tout u ∈ W 1,p(Ω). Ce qui achève la preuve de l’estimation (2.32).
On peut obtenir une estimation similaire à (2.51) mais avec un membre gauche de

cette inégalité qui fait intervenir, en plus, la semi-norme de l’espace de Sobolev d’ordre
fractionnaire W 1− 1

p
,p(Ω).

Soit u ∈ W 2,p(Ω). Soit (ul)l une suite fonction de C∞(Ω). En appliquant la même
procédure que ci-dessus, notamment la régularité C1(Ω) de la fonction ul, le caractère
approximatif des courbes Γm et par ailleurs, la proposition 2.4 ainsi que l’estimation (2.49),
on obtient en utilisant la définition de la norme de l’espace W 1− 1

p
,p, cf. (1.12).

||ul||
W

1− 1
p ,p(∂Ω)

≤ (|∇ul|∞,Γ + |ul|∞,Γ) [Hs(Γ)]
1
p

≤ 2|∇ul|∞,Γm(l)
+ |ul|∞,Γm(l)

[Hs(Γ)]
1
p

≤ 2C ′m(l)

(
||∇ul||W 1,p(Ωm(l)) + ||ul||W 1,p(Ωm(l))

)
[Hs(Γ)]

1
p

≤ 2C ′
(
||∇ul||W 1,p(Ω) + ||ul||W 1,p(Ω)

)
[Hs(Γ)]

1
p . (2.53)

où l’intégrale sur le bord est comprise comme étant par rapport à la mesure σs, cf. la
formule (2.40). On passe à la limite, l →∞ dans (2.53), en utilisant la densité de C∞(Ω)

dans W 2,p(Ω) pour déduire qu’il existe une constante C ′t telle que

||ul||
W

1− 1
p ,p(∂Ω)

≤ C ′t||u||W 2,p(Ω), (2.54)

pour tout u ∈ W 2,p(Ω).

- Il apparait clairement que pour être en mesure de donner un sens à la trace sur le bord
∂Ω du domaine de Jordan Ω avec une régularité W 1− 1

p
,p(∂Ω), il faudrait que la fonction

jouisse d’une régularitéW 2,p(Ω). Ceci est notamment dû à "l’épaisseur" dimensionnelle avec
laquelle est caractérisé la courbe de Jordan ∂Ω qui a une dimension de Hausdorff s > 1.
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C’est à dire que rechercher une régularitéW 1− 1
p
,p(∂Ω), sous réserve de son existence, revient

à exiger une régularité de la fonction u sur Ω plus forte que ce qui est habituellement requis
dans le cas d’un domaine Lipschitzien.

- On peut se rendre compte de la pertinence du résultat du théorème 2.2 en remarquant
que ni les fonctions de l’espaceW 1,p(Ω) ni celles de l’espacesW 2,p(Ω) ne sont nécessairement
continues sur ∂Ω et ce faute de pouvoir appliquer le résultat d’injection des espaces de
Sobolev dans les espaces de Hölder dans le cas de notre domaine de Jordan Ω.

- Il convient de rappeler que le résultat de densité sur lequel repose la seconde partie
de la preuve qu’on vient de présenter i.e. la densité de C∞(Ω) dans W k,p(Ω), k > 1, est
conjectural. Par conséquent le résultat est valide seulement si la conjecture en question est
résolue par l’affirmative, cf. [27].

Remarque 2.4. Le lecteur pourra aisément voir que les constantes, Cm, issues de la
continuité de l’opérateur d’injection défini sur l’espace E ′ ∩W 1,p(Ωm) cf. (2.46) sont les
mêmes que les constantes de continuité, C ′m, de l’opérateur d’injection mais défini sur
W 1,p(Ω) cf. (2.45). Pour s’en convaincre, il suffit de constater que toute fonction de l’espace
W 1,p(Ωm) peut être prolongée en une fonction de l’espace E ′.

2.3 Conclusion

En plus d’être intéressant en soi, ce théorème, comme tout autre résultat de trace de
fonctions des espaces de Sobolev, ne manquera pas de trouver une application dans le
domaine de l’analyse mathématique des équations aux dérivées partielles, étant donné son
utilisation répandue dans la littérature d’analyse. Ce type de résultats s’est avéré très utile
pour démontrer des résultats d’existence et d’unicité pour les EDPs.

En ce qui concerne le Théorème 2.1, la même idée de preuve peut être utilisée afin
de prouver une estimation similaire à (2.5) pour u ∈ W k,p(Ω) et qui ferait intervenir ∂ju
avec 1 < j ≤ k. Ceci est possible sous réserve d’établir un résultat de densité similaire
au théorème 1.6 pour l’espace de Sobolev W k,p(Ω) avec Ω un domaine de Jordan. À notre
connaissance, ce dernier fait constitue toujours un problème ouvert.

Nous avons choisi dans un premier temps d’établir le résultat de trace pour les fonctions
de l’espace W 1,p(Ω) avec p > 2. Ce choix à été dicté par les idées même utilisées dans la
preuve et qui sont essentiellement le théorème de Banach-Steinhaus et l’injection de Sobolev
dans des domaines Lipschitziens.

Par ailleurs, même si l’existence d’une trace i.e. le caractère bien défini de l’opérateur
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de trace pour les fonction de W 1,p(Ω) avec p > 2 et Ω un domaine d’extension, est de
facto justifié étant donnée notamment la propriété de continuité de telles fonctions, nous
estimons tout de même avoir dégagé, par le biais des deux théorèmes 2.1) et 2.2, le terrain
pour une compréhension moins superficielle de la problématique liée à la notion de trace
sur un domaine de Jordan arbitraire.

Par ailleurs, le fait que la frontière ∂Ω du domaine de Jordan Ω est de mesure de
Hausdorff s > 1 alors cela laisse penser que la trace sur le bord devrait jouir d’une régularité
plus forte que celle qui est habituellement valable dans le d’un frontière Lipschitzienne qui
de mesure de Hausdorff égale à 1.

En revanche, il semble quelque peu difficile de généraliser en outre ce résultat pour le
cas p < 1, du moins dans le cadre de la preuve présentée ci-dessus. Cela est dû, entre
autres, au fait que l’ingrédient essentiel de la preuve, à savoir le résultat de densité qui
fait l’objet du Théorème 1.6, peut ne pas être vrai dans ce cas général. Aussi, Lp n’est
plus un espace de Banach pour p < 1. Donc, il serait très souhaitable de dégager un cadre
approprié avant de songer à une éventuelle généralisation.



Chapitre 3

Estimations explicites pour le problème
de l’élasticité linéaire

On établit dans ce chapitre une estimation explicite pour la solution du problème de
l’élasticité linéaire posé sur un domaine Ω polygonal convexe et dont la solution satisfait
une condition au bord mixte de type Dirichlet-Neumann. Par estimation explicite, nous
entendons une majoration de la norme L2 du gradient, ||∇u||L2(Ω), de la solution u en
terme des données du problème d’une part, et de certaines constantes explicitement (nu-
mériquement) majorables d’autre part. Ce qui a pour conséquence directe la possibilité de
majorer explicitement la norme H1 de la fonction solution. On renvoie le lecteur vers [67]
pour l’étude abordée dans ce chapitre.

3.1 Introduction

Soit Ω un ouvert convexe borné de R2, donc c’est un domaine. L’équilibre statique
d’une structure déformable occupant le domaine Ω est gouverné par le système linéaire
d’elasto-statique, cf. [12]. Dans ce chapitre, on restreint l’étude à un domaine convexe Ω

ayant une frontière de forme polygonale et qui possède m+ 1 arêtes avec m ≥ 2. On note
Γ = ∪mi=0Γi son bord et diam Ω son diamètre. De plus, nous supposons que toutes les arêtes
Γi ont une mesure strictement positive. Le système considéré est donné par


Lu = f p.p. dans Ω,

σ(u) · −→ni = gi sur (Γ− Γ0) ∩ Γi, 1 ≤ i ≤ m;

u = 0 sur Γ0.

(3.1)

Pour parvenir aux objectifs fixés pour ce chapitre, nous avons besoin de supposer que

48
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les arêtes (Γi)i, qui forment la frontière Γ, remplissent une condition similaire à l’hypothèse
(H) du Théorème 1.5. En fait, pour notre objectif, une condition plus forte est nécessaire
et elle est formulée dans (3.5) ci-dessous. La fonction vectorielle u = (u1, u2) satisfaisant
le système (3.1) décrit un déplacement dans le plan. Dans ce modèle, nous imposons une
condition de Dirichlet homogène sur Γ0 et une condition de Neumann sur la partie restante
de la frontière. L’égalité sur la frontière est comprise au sens de la trace. Dans toute la
suite du chapitre, nous désignerons par L l’opérateur de Lamé défini par

Lu := − div σ(u) = − div[2µε(u) + λTr ε(u)Id]. (3.2)

Nous supposons que les fonctions vectorielles f et g présentes aux seconds membres
de (3.1) satisfont f ∈ [L2(Ω)]2 et g ∈ [H

1
2 (Γ − Γ0)]2. Le vecteur −→ni représente la normale

extérieure à Γi. Nous notons µ et λ les coefficients de Lamé. Nous nous plaçons dans le
cadre isotropique, ce qui implique, notamment, que les coefficients de Lamé sont constants.
Le tenseur des déformations ε est défini par

ε(u) =
1

2
(∇u+∇tu). (3.3)

La formulation faible du problème (3.1) s’écrit, (cf. [12], [14]) :

trouver u ∈ V ; ∀v ∈ V∫
Ω

(2µε(u)ε(v) + λ div u div v) dx =

∫
Ω

fv dx+

∫
Γ−Γ0

gv dσ(x) (3.4)

où

V = {v ∈ [H1(Ω)]2; v = 0 sur Γ0}.

La question de l’existence et de l’unicité de la solution de (3.4) dans V est classique,
cf. [14], et à été traitée au chapitre 1 de la présente thèse dans la section 1.2.

Si on note θ la mesure de l’angle intérieur entre les arêtes Γj et Γk, 0 ≤ j, k ≤ m tel que
Γj ∩Γk 6= ∅ et γ la mesure d’angle intérieur entre la partie Neumann du bord ΓN := Γ−Γ0

et la partie Dirichlet du bord ΓD := Γ0, alors on impose

0 < θ < π, 0 < γ < π. (3.5)

La raison de cette hypothèse sur la frontière réside dans notre souhait de s’assurer d’une
meilleure régularité de la solution du problème faible (3.4). Précisément, nous avons dans
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ce cas, d’après le théorème 1.9, u ∈ [H
3
2

+ι(Ω)]2 pour un nombre réel ι > 0. Ce qui implique
en particulier, en utilisant l’injection de Sobolev appropriée et le fait que Ω soit un domaine
Lipschitzien, (cf. la partie II du théorème 4.12 dans [10] page 85), que

u ∈ [C0, 1
2

+ι(Ω)]2 (3.6)

i.e. u nest (1
2

+ ι)−Hölder continue. Il est aisé de remarquer que les conditions (3.5) sont
remplies puisque le domaine considéré dans notre cas est convexe. Désignons

||ε(u)||0,Ω :=(

∫
Ω

ε(u)ε(u) dx)
1
2 ; ||∇u||0,Ω :=(

∫
Ω

|∇u1|2 + |∇u2|2 dx)
1
2 .

En utilisant la première inégalité de Korn, cf. [15], les inégalités de trace et de Poincaré,
on obtient facilement à partir de (3.4) l’estimation suivante

||∇u||0,Ω ≤
1

ck

1

2µ
(cp||f ||0,Ω + cp,t||g|| 1

2
,Γ−Γ0

), (3.7)

où cp,t est une constante qui dépend de la constante de Poincaré et de la constante de
l’inégalité de trace. La constante ck est celle de l’inégalité de Korn. A Noter que les valeur
des constantes ck et cp,t apparaissant dans (3.7) sont inconnues et ne peuvent être explici-
tement minorées et/ou majorées dans le cas général. Nous nous proposons de déterminer
explicitement ces constantes et ce relativement à la configuration géométrique polygonale
convexe du domaine Ω.

Le principal résultat de ce chapitre est énoncé dans le théorème suivant :

Théorème 3.1. L’unique solution faible u de (3.4) sur le domaine polygonal convexe Ω

admet la majoration explicite suivante

||∇u||0,Ω ≤
1
√
µ

[1 + (diamΩ + 1)||f ||0,Ω + 8(|Γ|+ ||g||20,Γ)], (3.8)

où diam Ω représente le diamètre de Ω et |Γ| la 1−mesure de Hausdorff de la frontière de
Ω.

L’estimation (3.8) est similaire à l’estimation (3.7) dans le sens où les constantes qui y
apparaissent sont les mêmes. Avant de démontrer ce théorème, il est utile de passer en revue
quelques remarques et résultats. Ces résultats auxiliaires sont nécessaires afin d’obtenir une
décomposition de la solution du problème principal, qui appartient à H1(Ω) ⊂ H

1
2 (Γ), en

des fonctions qui sont encore dans H
1
2 (Γ). Notons xi, pour 1 ≤ i ≤ m, le sommet du

polygone qui relie Γi−1 à Γi et x0 celui qui relie Γm à Γ0. On définit, pour ε > 0, la fonction
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auxiliaire uε ∈ H1(Ω) comme l’unique solution, sous réserve de son existence, au problème
de Dirichlet suivant

{
Luε = f p.p. dans Ω,

uε = udε sur Γ,

(3.9)

où udε est la trace sur le bord Γ de la fonction

φε(x)u(x). (3.10)

avec u ∈ H1(Ω) étant l’unique solution de (3.4). Pour ε << |Γi|
2
,∀i, 0 ≤ i ≤ m, la fonction

φε est une suite de fonctions continues de troncature qui est définie comme suit. Soit Ω′ un
domaine polygonal contenant Ω et dont les sommet x′i sont définis à partir des sommets xi
de la manière suivante. Pour tout i, x′i ∈ R2−Ω est situé sur la bissectrice de l’angle de Ω

de sommet xi et tel que ||xi − x′i|| = ε20.
φε(x) = 0, ||x− x′i|| ≤ ε2, 0 ≤ i ≤ m;

φε(x) = exp[− ε−||x−x′i||
||x−x′i||−ε2

], ε2 < ||x− x′i|| < ε, 0 ≤ i ≤ m;

φε(x) = 1, ε ≤ ||x− x′i||, 0 ≤ i ≤ m.

(3.11)

Désignons
Di,ε := {x ∈ R2 tel que ||x− x′i|| < ε2},

où ||x − xi|| représente la norme euclidienne du vecteur x − xi. On peut facilement voir
que φε ∈ C0(Ω), par conséquent il n’y aura pas de saut en passant à la dérivée au sens
des distributions, ∇φε, de la fonction φε qui est H1 régulière dans Di,ε et dans Ω − Di,ε,
cf. théorème 1.1, et donc φε ∈ H1(Ω). Par ailleurs, on définit la fonction ũ image de u
par un opérateur de prolongement P : H1(Ω) → H1(R2). Comme u = ũ ∈ H1(Ω) alors
φεu ∈ H1(Ω) ⊂ H

1
2 (Γ). En utilisant la procédure classique de relèvement, appliquée au

problème (3.9), on déduit que uε ∈ H1(Ω) en est l’unique solution. On peut montrer, en
utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue par exemple, que ||φε−1||0,Γi →
0, c’est-à-dire que nous avons une convergence dans L2 le long du bord Γi. A vrai dire, on a
seulement besoin de la convergence ε→ ε20

2
. Un fait crucial, pour la suite de l’étude, réside

dans le fait que les fonctions φε, et par suite les fonctions uε aussi, soient identiquement
nulles sur un voisinage des sommets xi du polygone ∂Ω. Par la suite, on désigne uε la
fonction vectorielle uε = (u1

ε , u
2
ε).
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3.2 Problème faible pour uε et résultats d’approxima-
tion

Tout d’abord, nous construisons le problème faible vérifié par la fonction approximante
uε solution du problème (3.9). A cette fonction approximante en déplacement uε ∈ V est
associé le tenseur des contraintes approximant défini par

σε := 2µε(uε) + λTr ε(uε)I, (3.12)

comme Luε = div σε = f , alors σε ∈ [H(div)(Ω)]2×2. Fixons ε > 0. D’après la densité des
fonctions régulières dans l’espace H(div)(Ω), il existe σnε ∈ [C∞(Ω)]2×2 tel que σnε → σε

dans [H(div)(Ω)]2×2. Cela signifie que

||σnε − σε||div,Ω := || div σnε − div σε||0,Ω + ||σnε − σε||0,Ω → 0 (3.13)

lorsque n→∞. On pose div σnε = fn. L’intégration par partie, de cette égalité, contre une
fonction test v ∈ [C∞(Ω)]2 ∩ V donne ce qui suit∫

Ω

σnε∇v dx =

∫
Ω

fnv dx+

∫
Γ

σnε · −→n v dσ(x).

En passant à la limite, n→∞, et ce en utilisant (3.13), on trouve : ∀v ∈ [C∞(Ω)]2 ∩V∫
Ω

σε∇v dx =

∫
Ω

fv dx+ < σε · −→n , v >[H
1
2 ]′(Γ−Γ0)×[H

1
2 ](Γ−Γ0)

,

où σε ·−→n =: gε ∈ [H
1
2 (Γ−Γ0)]′ est l’image de la composante normale de σε par l’opérateur

de trace sur Γ. Comme, d’après le théorème 1 établi dans [21], [C∞(Ω)]2 ∩ V est un sous
espace dense dans V ⊂ H1(Ω), alors selon la définition (3.3) et l’expression (3.12), la
fonction uε satisfait

∀v ∈ V,∫
Ω

2µε(uε)ε(v) dx+

∫
Ω

λ div uε div v dx

=

∫
Ω

fv dx+ < gε, v >
[H

1
2 ]′(Γ−Γ0)×H

1
2 (Γ−Γ0)

; (3.14)

c’est le problème faible dont l’unique solution est la fonction de déplacement uε solution
du problème (3.9).
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Rappelons, cf. [19] et section 1.4, que la norme H
1
2 en dimension une sur Γi d’une

fonction u est définie par :

||u|| 1
2
,Γi

:=

(
||u||20,Γi +

∫
Γi

∫
Γi

|u(x)− u(y)|2

||x− y||2
dx dy

) 1
2

.

On vérifie sans grandes peines le résultat du lemme suivant :

Lemme 3.1. La suite de fonctions (φε)ε définie par (3.11) admet les limites suivantes

pour tout i, 0 ≤ i ≤ m, ||φε − 1|| 1
2
,Γi
→ 0 lorsque ε→ ε20.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est presque immédiate, il suffit juste d’uti-
liser la définition, qui est à cet effet très adaptée, de la suite de fonctions de troncature
(φε)ε donnée par (3.11).

Du moment que, d’après le résultat de régularité énoncé dans (3.6), u est (1
2
+ι)−Hölder

continue et donc uniformément continue sur Ω, le résultat du lemme 3.1 implique

||uε − u|| 1
2
,Γ ≤ ||(φε − 1)u|| 1

2
,Γ ≤ ||u||∞,Γ||φε − 1|| 1

2
,Γ → 0 lorsque ε→ ε20. (3.15)

À présent, on peut établir le lemme d’approximation suivant :

Lemme 3.2. La fonction uε solution du problème (3.9) et la distribution gε apparaissant
dans le problème (3.14) satisfont respectivement aux limites suivantes

a) ||∇uε −∇u||0,Ω → 0, b) ||gε − g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

→ 0

lorsque ε→ ε20.

Démonstration. a) on considère le problème aux limites de Dirichlet suivant

{
Lu = 0 p.p. dans Ω,

u = ud sur Γ.

(3.16)

Considérons l’opérateur linéaire G qui associe à chaque ud ∈ H 1
2 (Γ) l’unique solution

u du problème (3.16) i.e.

G :
(
H

1
2 (Γ), ||.|| 1

2
,Γ

)
→ A ⊂ H1(Ω),

ud := u|Γ 7→ G(ud) = u,



54

où (A, ||.||H1(Ω)) désigne l’espace image de H
1
2 (Γ) par G. Il est aisé de constater que l’espace

A est complet pour la norme H1 du moment que c’est un sous-espace fermé de l’espace
complet H1(Ω), il est notamment un Banach. L’opérateur inverse G−1 s’identifie avec
l’opérateur de trace appliqué à u ∈ A sur Γ. Cet opérateur est évidemment bien défini et
bijectif. L’inégalité de trace sur Γ implique qu’il existe c−1 > 0 tel que ∀u ∈ A

||G−1u|| 1
2
,Γ := ||u|| 1

2
,Γ ≤ c−1||∇u||0,Ω,

cela implique la continuité de l’opérateur linéaire bijectif G−1. D’après le théorème d’iso-
morphisme de Banach, cf. théorème 1.10, l’opérateur G est continu, cela signifie qu’il existe
c > 0 tel que

||∇u||0,Ω ≤ c||u|| 1
2
,Γ, (3.17)

pour tout u ∈ A. Ainsi, comme L(u−uε) = 0, alors en utilisant la conséquence de la limite
établie dans le lemme 3.1, notamment la limite (3.15), on obtient en utilisant l’inégalité
(3.17) :

||∇u−∇uε||0,Ω ≤ c||u− uε|| 1
2
,Γ → 0, (3.18)

lorsque ε→ ε20, ce qui achève la démonstration du point a).
b) Nous faisons le même raisonnement que pour le point a). Soit g ∈ [H

1
2 (Γ − Γ0)]′

donnée, désignons par w ∈ V l’unique fonction satisfaisant :∫
Ω

2µε(w)ε(v) + λ divw div v dx =< g, v >
[H

1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

, (3.19)

pour tout v ∈ V . En choisissant v = w, il existe c′ > 0 telle que

||∇w||0,Ω ≤ c′||g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

. (3.20)

Soit K l’opérateur qui associe à chaque donnée g ∈ [H
1
2 (Γ−Γ0)]′ la fonction w solution

du problème (3.19) correspondant i.e.

K : [H
1
2 (Γ− Γ0)]′ → D ⊂ V

g 7→ K(g) = w,

où (D, || ||H1(Ω)) désigne l’image de [H
1
2 (Γ − Γ0)]′ par l’opérateur K. D’après le résultat

d’existence et d’unicité pour le problème (3.19), K est bien défini, de plus il est linéaire et
inversible. Une formulation équivalente de (3.20) est : il existe une constante c′ > 0 telle
que ∀g ∈ [H

1
2 (Γ− Γ0)]′ nous avons

||K(g)||H1 ≤ c′||g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

,
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c’est-à-dire que K est continu. Par suite, d’après le théorème d’isomorphisme de Banach,
il existe c′−1 > 0 telle que

||g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

≤ c′−1||∇w||0,Ω. (3.21)

En réécrivant (3.4) avec g ∈ H 1
2 (Γ−Γ0) ≡ D ⊂ [H

1
2 (Γ−Γ0)]′ puis en soustrayant (3.4)

et (3.14) membre à membre, nous trouvons que u− uε satisfait :

∀v ∈ V,∫
Ω

2µ(ε(uε)− ε(u))ε(v) + λ div(uε − u) div v dx

=< gε − g, v >
[H

1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

. (3.22)

En appliquant (3.21) à w = uε − u nous avons :

||gε − g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

≤ c′−1||∇uε −∇u||0,Ω.

En prenant en considération (3.18), nous déduisons le point b).

Remarque 3.1. Une conséquence du lemme précédent : pour un réel β > 0 arbitrairement
petit, il existe ε1 > 0 telle que ∀ε, ε20 < ε < ε1, nous avons

i) uε s’annule sur Di,ε ∩ ∂Ω ,

ii) ||gε − g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

≤ c′−1β ,

iii) ||∇uε −∇u||0,Ω ≤ β,

iv) Comme par hypothèse g ∈ H 1
2 (Γ−Γ0), alors en utilisant la continuité de l’injection

canonique
I : H

1
2 (Γ− Γ0)→ L2(Γ− Γ0),

nous avons

||g||0,Γ−Γ0 ≤ ||g|| 1
2
,Γ−Γ0

.

3.3 Lemmes auxiliaires

Soit ε1 tel que défini dans la remarque 3.1. Nous fixons pour toute la suite ε, ε20 < ε < ε1.
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Avant de présenter une preuve du résultat principal, nous avons l’intention d’énoncer
deux lemmes auxiliaires. Ces lemmes sont établis en utilisant, principalement, le Théorème
2.1 démontré dans [20]. Afin d’appliquer ce résultat, l’hypothèse 1.2, [20], de ce même
résultat doit être satisfaite. On vérifie aisément que notre domaine polygonal satisfait bien
à cette hypothèse.

Ces lemmes, lemme 3.3 et lemme 3.4 ci-dessous, véhiculent l’idée essentielle dans la
démonstration du théorème principal, Théorème 3.1. Nous commençons par approximer la
solution uε du problème (3.9) par une fonction régulière s’annulant sur une partie adéquate
de la frontière Γ. Ensuite, il s’agit d’effectuer une décomposition particulière de cette fonc-
tion d’approximation, cf. l’allusion qui en a été faite dans l’introduction de ce chapitre.
Cette idée clé est illustrée dans l’exemple suivant. Considérons v ∈ V la solution d’un
problème similaire à (3.9) par exemple{

Lv = f p.p. dans Ω,

v = vd sur ∪j Γj.

Nous supposons que la trace de v sur la frontière s’annule sur un voisinage ouvert des
sommets de Ω. Posons

Ei = {v ∈ V ; v = 0 sur Γ− Γi}. (3.23)

Décomposons ce problème en deux autres problèmes

Si1 :


Lvi1 = f p.p. dans Ω,

vi1 = vd sur Γi,

vi1 = 0 sur ∪j Γj − Γi.

Si2 :


Lvi2 = f p.p. dans Ω,

vi2 = 0 sur Γi,

vi2 = vd sur ∪j Γj − Γi.

Pour autant que les problèmes Si1 et Si2 soient bien posés, les fonctions vi1 et vi2 sont bien
définies. D’autre part, il est facile de voir que le fait vi1 = v sur Γi n’implique généralement
pas que σ(vi1) · −→n = σ(v) · −→n sur Γi. L’idée est donc de trouver une décomposition qui
permette de satisfaire une propriété presque similaire, c’est-à-dire telle que vi1 puisse être
approximée par une fonction vi,n1 et telle que σ(vi,n1 ) · −→n soit, en même temps, une bonne
approximation de σ(vi1) sur Γi au sens de la trace. Une utilisation adéquate du Théorème
2.1 démontré dans [20] peut rendre une telle décomposition possible.

Vu qu’on besoin, par la suite de travailler des fonctions auxiliaire dont l trace de la
composante normale du tenseur qui leur est associé jouisse d’une régularité H

1
2

(Γ et comme
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on a seulement gε ∈ [H
1
2 (Γ − Γ0]′ alors il est nécessaire d’introduire une seconde fonction

auxiliaire upε suffisamment régulière.
On note toujours uε la solution du problème (3.9). En utilisant (Théorème 1, [21]), on

peut trouver une suite (ũpε)p ∈ C∞(Ω) telle que pour chaque p, ũpε s’annule sur la même
partie de Γ := ∂Ω où l’est uε et telle que

||ũpε − uε|| 1
2
,Γ ≤ ct||∇ũpε −∇uε||0,Ω → 0 lorsque p→∞. (3.24)

Une conséquence particulière de (3.24) est : étant donné β > 0 arbitrairement petit,
nous pouvons fixer p de telle sorte que

||∇ũpε −∇uε||0,Ω ≤
β

(cctC6 + cct)
, (3.25)

où c est la constante qui apparait dans l’estimation (3.17) et où C6 est la constante de
continuité de l’opérateur G′−1 définie comme suit : on fixe f ∈ L2(Ω). On définit G′ comme
étant l’opérateur qui associe à chaque donnée g ∈ [H

1
2 (Γ− Γ0)]′ la solution v de

Lv = f p.p. dans Ω,

σ(v) · −→n = g sur Γ− Γ0

v = 0 sur Γ0

i.e.

G′ : [H
1
2 (Γ− Γ0)]′ →M ⊂ V

g 7→ G′(g) = v,

où (M, || ||H1(Ω)) désigne l’image de [H
1
2 (Γ−Γ0)]′ par G′ pour f ∈ L2(Ω) fixée. Puisque G′

est bijectif et continue, alors en appliquant le théorème de Banach à G′, nous en déduisons
que l’opérateur inverse G′−1 est continu, c’est-à-dire

||g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

= ||G′−1v||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

≤ C6||∇v||0.,Ω. (3.26)

pour tout v ∈M . Notons upε l’unique solution du problème{
Lupε = f p.p. dans Ω,

upε = ũpε sur Γ.

On note

gεp := σ(upε) · ~n. (3.27)
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On choisit v = upε − uε dans (3.26). Étant donné que le réel β > 0 est arbitrairement
petit, on obtient en utilisant (3.24) et (3.25)

||gεp − gε||[H 1
2 ]′,Γ−Γ0

≤ β. (3.28)

D’un coté en utilisant les mêmes idées que dans le point a) du lemme 3.2, et d’un autre
coté en utilisant (3.24) et (3.25), on en arrive à établir l’existence d’une constante C7 telle
que

||∇upε −∇uε||0,Ω ≤ β (3.29)

Par ailleurs, il est aisé de constater que, d’après sa définition, upε ∈ H2(Ω) ∩ C∞(∂Ω).
Cette régularité suffit pour les objectifs qui sont en vue. Nous fixons, pour le reste du
chapitre, p et upε pour lesquels (3.28) et (3.29) sont satisfaits.

Premier résultat de décomposition.

Lemme 3.3. Soit δ0 un nombre réel arbitrairement petit. Il existe deux fonctions u1 et u2

dans V ⊂ H1(Ω) telles que

i) upε = u1 + u2.

ii)


L(u1) = f1 dans Ω,

u1 = 0 sur Γ− Γ0,

u1 = 0 sur Γ0.


L(u2) = f2 dans Ω,

u2 = upε sur Γ− Γ0,

u2 = 0 sur Γ0.

iii) σ(u1) · ~n = 0 sur Γ et ainsi, σ(u2) · ~n = gεp sur Γ.

iv) f2 := f − f1 satisfait ||f − f1||−1,Ω ≤ δ0
2m
.

Démonstration. Soit δ0 > 0 un nombre réel arbitrairement petit. Considérons la décompo-
sition

upε := w + z

où w et z sont respectivement les solutions aux problèmes suivants
L(w) = f dans Ω,

w = 0 sur Γ− Γ0,

w = 0 sur Γ0.


L(z) = 0 dans Ω,

z = upε sur Γ− Γ0,

z = 0 sur Γ0.
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On observe bien que σ(w) · ~n n’est pas nécessairement égal à zéro, au sens de la trace
sur Γ, et donc σ(z) · ~n n’est pas nécessairement égal à gεp sur Γ. Néanmoins, par densité, il
existe des fonctions à supports compacts wn ∈ C∞0 (Ω) telles que

||∇wn −∇w||0,Ω → 0 lorsque n→∞.

Il convient de noter que, selon la définition des fonctions à support compact dans Ω,
σ(wn) · ~n = 0 sur ∂Ω pour tout n.

En utilisant le même argument que dans la preuve du lemme 3.2 (théorème de Banach),
et pour la condition de Dirichlet homogène fixée, il existe C0 > 0, dépendant uniquement
du domaine Ω, telle que

||L(wn)− f ||−1,Ω ≤ C0||∇wn −∇w||0,Ω → 0 lorsque n→∞. (3.30)

Ainsi, il existe un élément w∗ dans {wn}n∈N qui satisfait l’estimation

||L(w∗)− f ||−1,Ω ≤
δ0

m
. (3.31)

On décompose w := w∗ + w2 où w2 est la solution de
L(w2) = f − L(w∗) dans Ω

w2 = 0 sur Γ− Γ0

w2 = 0 sur Γ.

Il est à souligner que
σ(w2) · ~n+ σ(z) · ~n = gεp .

En effet, σ(w2) · ~n+ σ(z) · ~n = σ(u) · ~n− σ(w∗) · ~n = gεp − 0. Posons

u1 := w∗ , u2 := w2 + z

et
f1 := L(w∗) , f2 := f − L(w∗),

ce qui conclut le lemme.

il est à noter également que nous appliquons de manière répétée l’argument essentiel
dans le lemme 3.2, à savoir le théorème d’isomorphisme de Banach, cf. théorème 1.10, et ce
afin d’obtenir des estimations pour les inverses de certains opérateurs. D’autre part, bien
que les fonctions u1 et u2 dépendent de ε, nous avons supprimé l’indice ε pour des raisons
de clarté de présentation.
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Second résultat de décomposition.

Lemme 3.4. Soit Ei le sous-espace de V défini par (3.23) et gεp telle que définie dans
(3.27). Soient u1, u2 telles que définies dans le lemme 3.3. Étant donnés δ1, δ2 > 0 des
nombres réels arbitrairement petits, il existe m fonctions u2,i ∈ Ei, 1 ≤ i ≤ m (dépendant
de p et ε), telles que

u2,i = upε sur Γi; u2,i = 0 sur Γ− Γi, (u2,i ∈ Ei)

et telles que gi := σ(u2,i) · ~n satisfait à

||gi − gεp||[H 1
2 ]′,Γi

≤ δ1

m
. (3.32)

Et tel que u′2 :=
∑m

i=1 u2,i satisfait

||∇(u1 + u′2)−∇upε ||0,Ω ≤ δ2. (3.33)

La construction de la fonction u2,i qui est présentée dans la preuve du lemme 3.4 ci-
dessous montre que pour tout i, les fonctions u2,i s’annulent, respectivement, non seulement
sur Γ − Γi mais aussi sur Ni ⊂ ∂Ω qui est un voisinage ouvert de Γ− Γi ⊂ Γ. La preuve
est faite en deux étapes principales. Dans la première nous construisons les fonctions u2,i,
et dans la seconde étape nous prouvons que ces fonctions satisfont effectivement les esti-
mations (3.32) et (3.33).

Démonstration. Soient δ1 > 0, δ2 > 0 deux nombres réels arbitrairement petits. Les fonc-
tions u2,i seront définies en introduisant les fonctions intermédiaires Xi, Yi, Ỹ n

i et Vi respec-
tivement dans les sous-sections a), b), c) et d). En définissant ces fonctions, nous présentons
quelques estimations qui permettront de déduire (3.32) et (3.33) dans la seconde étape.
Étape 1. Fixons i, 1 ≤ i ≤ m. Considérons la décomposition

u2 = Xi +
∑
j 6=i

Xj = Xi + Zi ,

où Xi ∈ Ei et Zi ∈ V sont les solutions respectives de

(P1) :


L(Xi) = 0 dans Ω,

Xi = upε sur Γi,

Xi = 0 sur Γ− Γi ∪ Γ0,

Xi = 0 sur Γ0.

(P ′1) :


L(Zi) = f2 dans Ω,

Zi = 0 sur Γi,

Zi = upε sur Γ− Γi ∪ Γ0,

Zi = 0 sur Γ0.
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Il faut remarquer que ces deux problèmes sont bien posés, on s’en convainc en consi-
dérant la régularité upε ∈ C∞(∂Ω) sur la frontière et le fait que upε s’annule identiquement
sur un voisinage des sommets. Puisque Ω est un domaine Lipschitzien, il possède bien la
propriété de W 1,2-extension, cf. section 3.5.

a) D’après le Théorème 2.1 dans [20], voir aussi la section 3.5 à la fin de ce chapitre,
il existe Xn

i ∈ C∞0 (R2) tel que nous ayons

(h1) : ||∇Xn
i −∇Xi||0,Ω ≤

δ3

m
, (h2) : supp(Xn

i ) ∩ (Γ− Γi) = ∅,

où δ3 > 0 est un nombre réel choisi de manière adéquate, cf. condition (c1) ci-dessous. Une
conséquence de (h2) est

(h3) : σ(Xn
i ) · ~n = 0 sur Γ− Γi , Xn

i = 0 sur Γ− Γi.

De plus, la condition homogène de Dirichlet sur Γ − Γi étant fixée dans le problème
P1 et dans le problème résolu par Xn

i , alors en utilisant le théorème de Banach, il existe
C1 > 0 tel que

||L(Xn
i )− 0||−1,Ω ≤ C1||∇Xn

i −∇Xi||0,Ω ≤
C1δ3

m
.

Nous choisissons δ3, dans l’hypothèse (h1), tel que

(c1) :
C1δ3

m
<

δ0

4m

où δ0 est un nombre réel positif dont le choix sera précisé ultérieurement (voir la condition
(c4) ci-dessous). Fixons n1 de telle sorte que F n1

i := L(Xn1
i ) satisfasse

||F n1
i − 0||−1,Ω ≤

δ0

4m
. (3.34)

On pose X̃n1
i := Xi −Xn1

i ∈ Ei, cette fonction satisfait :

Xn1
i + X̃n1

i + Zi = u2 (3.35)

i.e.

(P2) :


L(Xn1

i ) = F n1
i dans Ω,

Xn1
i = xn1

i sur Γi,

Xn1
i = 0 sur Γ− Γi

(P ′2) :


L(X̃n1

i ) = −F n1
i dans Ω,

X̃n1
i = upε − x

n1
i sur Γi,

X̃n1
i = 0 sur Γ− Γi ,
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pour les mêmes raisons que pour (P1) et (P ′1), les problèmes (P2) et (P ′2) sont bien posés.
Compte tenu de (h3) et (3.35), la fonction X̃n1

i + Zi satisfait

(P3) :


L(X̃n1

i + Zi) = −F n1
i + f2 dans Ω,

X̃n1
i + Zi = upε − x

n1
i sur Γi,

σ(X̃n1
i + Zi) · ~n = gεp on Γ− Γi ∪ Γ0,

X̃n1
i + Zi = 0 sur Γ0.

Il est utile de remarquer que X̃n1
i + Zi = u2 −Xn1

i = upε sur Γ− Γi ∪ Γ0.
b) Soit Yi la fonction définie par

(P4) :


L(Yi) = −F n1

i + f2 dans Ω,

Yi = 0 sur Γi,

Yi = upε sur Γ− Γi ∪ Γ0,

Yi = 0 sur Γ0 ,

grâce à l’hypothèse (3.5), ce problème est bien posé. Concernant la régularité, on peut
montrer que Yi ∈ H2(Ω). Pour ce faire on procède comme suit : D’abord on remarque que
upε ∈ C∞(Γ−Γi∪Γ0) et Ω est convexe. Ensuite on construit un relèvement de la donnée de
Dirichlet en utilisant le théorème 2 dans [66] et on utilise la nature elliptique du problème
P4. Cette régularité implique que

σ(Yi) · −→n ∈ H
1
2 (∂Ω). (3.36)

Il existe une constante de trace ct telle que, en utilisant (h1), nous avons

||upε − x
n1
i || 1

2
,Γi
≤ ct × ||∇Xi −∇Xn1

i ||0,Ω ≤
ct × δ3

m
. (3.37)

En fixant −F n1
i + f2 ∈ L2(Ω), upε ∈ H

1
2 (Γ − Γi ∪ Γ0) et la condition homogène de

Dirichlet sur Γ0 dans les problèmes (P3) et (P4). D’un autre coté en utilisant le fait que
X̃n1
i +Zi = upε sur Γ− Γi ∪ Γ0, alors en utilisant un argument similaire à celui de la partie

(a) de la preuve du lemme 3.2 (théorème de Banach), il existe une constante C3 > 0 telle
qu’en utilisant (3.37) on a :

||∇Yi −∇(X̃n1
i + Zi)||0,Ω ≤ C3||Yi − (upε − x

n1
i )|| 1

2
,Γi

= C3||0− (upε − x
n1
i )|| 1

2
,Γi

≤ ct × C3δ3

m
. (3.38)
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En considérant (3.35), l’estimation (3.38) devient

||∇(Xn1
i + Yi)−∇u2||0,Ω ≤

ct × C3δ3

m
. (3.39)

D’autre part, puisque Yi = 0 sur Γi, alors en utilisant le résultat (Théorème 2.1, [20] cf.
la section 3.5 à la fin), il existe Y n

i ∈ C∞0 (R2) tel que

(h4) ||∇Y n
i −∇Yi||0,Ω ≤

δ′1
m

et supp(Y n
i ) ∩ Γi = ∅ ,

où δ′1 > 0 est un nombre réel correctement choisi. Une conséquence de (h4) est :

σ(Y n
i ) · ~n = 0 sur Γi et Y n

i = 0 sur Γi. (3.40)

Pour la condition de Dirichlet homogène sur Γi∪Γ0 dans le problème (P4) et le problème
résolu par Y n

i , et en utilisant le théorème de Banach, il existe C ′1 > 0 telle que

||L(Y n
i )− (−F n1

i + f2)||−1,Ω ≤ C ′1||∇Y n
i −∇Yi||0,Ω.

Nous choisissons δ′1 > 0 dans l’hypothèse (h4) telle que

(c2) :
C ′1δ

′
1

m
<

δ0

4m
,

où δ0 est tel que défini dans le lemme 3.3, c’est-à-dire doit satisfaire à la condition (c4)

ci-dessous. Fixons n2 > n1 de telle sorte que

hn2
i := L(Y n2

i ) (3.41)

satisfasse à
||hn2

i − (−F n1
i + f2)||−1,Ω ≤

δ0

4m
.

Par conséquent, en considérant le point (iv) du lemme 3.3 et l’estimation (3.34), nous
avons

||hn2
i ||−1,Ω ≤

δ0

m
. (3.42)

c) On note Ỹ n2
i := Yi − Y n2

i , nous avons

(P5) :


L(Y n2

i ) = hn2
i dans Ω,

Y n2
i = 0 sur Γi,

Y n2
i = yn2

i sur Γ− Γi ∪ Γ0,

Y n2
i = 0 sur Γ0,
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et

(P6) :


L(Ỹ n2

i ) = −hn2
i − F

n1
i + f2 dans Ω,

Ỹ n2
i = 0 sur Γi,

Ỹ n2
i = Yi − yn2

i sur Γ− Γi ∪ Γ0,

Ỹ n2
i = 0 sur Γ0 ,

l’estimation (3.39) se réécrit

||∇(Ỹ n2
i + Y n2

i +Xn1
i )−∇u2||0,Ω ≤

ct × C3δ3

m
. (3.43)

On note
g′ := σ(Ỹ n2

i ) · ~n ∈ H
1
2 (Γi),

cette régularité découle de (3.36).
d) Soit Vi ∈ Ei la fonction définie par

(P7) :


L(Vi) = −hn2

i − F
n1
i + f2 dans Ω,

σ(Vi) · ~n = g′ sur Γi,

Vi = 0 sur Γ− Γi ∪ Γ0,

Vi = 0 sur Γ0.

On pose
u2,i := Xn1

i + Vi ∈ Ei,

où Ei est défini par (3.23) est tel que Ei ↪→ H
1
2 (Γ).

Étape 2. Les fonctions u2,i sont respectivement les solutions uniques des problèmes

(P2,i)


L(u2,i) = −hn2

i + f2 dans Ω,

u2,i = Xn1
i + Vi sur Γi,

u2,i = 0 sur Γ− Γi ∪ Γ0,

u2,i = 0 sur Γ0.

pour 1 ≤ i ≤ m. A présent, nous sommes prêts à démontrer (3.32) et (3.33).
Preuve de l’estimation (3.32). Comme σ(Vi) ·~n = σ(Ỹ n2

i ) ·~n sur Γi, alors nous avons
pour gi := σ(Vi + Xn1

i ) · ~n ∈ H 1
2 (Γi) ≡ M ⊂ [H

1
2 (Γi)]

′ et en considérant (iii) du lemme
3.3 :

||gi − gεp||[H 1
2 ]′,Γi

= ||σ(Vi +Xn1
i ) · ~n− gεp||[H 1

2 ]′,Γi

= ||σ(Ỹ n2
i +Xn1

i ) · ~n− σ(u2) · ~n||
[H

1
2 ]′,Γi

.
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En utilisant (3.40) on a

||gi − gεp||[H 1
2 ]′,Γi

= ||σ(Ỹ n2
i + Y n2

i +Xn1
i ) · ~n− σ(u2) · ~n||

[H
1
2 ]′,Γi

≤ ||σ(Ỹ n2
i + Y n2

i +Xn1
i ) · ~n− σ(u2) · ~n||

[H
1
2 ]′,Γ−Γ0

.

On rappelle que Yi = Y n2
i + Ỹ n2

i . Selon le théorème d’isomorphisme de Banach et en
utilisant (3.43), il existe une constante C2 > 0 dépendant uniquement de Ω et n1 peut être
choisi tel que l’on ait

||gi − gεp||[H 1
2 ]′,Γi

≤ ||σ(Yi +Xn1
i ) · ~n− σ(u2) · ~n||

[H
1
2 ]′,Γ−Γ0

≤ C2||∇(Yi +Xn1
i )−∇u2||0,Ω

≤ ct × C3C2δ3

m
.

Si δ3 remplit également la condition

(c3) :
ct × C3C2δ3

m
<
δ1

m
,

où δ1 est le petit nombre arbitraire supposé au début de la preuve, alors l’estimation (3.32)
est démontrée.

Afin d’établir l’estimation (3.33), nous devons estimer d’abord la norme de la trace de
Xn1
i + Vi sur Γi.
1) On remarque premièrement, en utilisant (h3), que

Vi +Xn1
i = 0 sur Γ− Γi.

2) Pour la condition −(hn2
i +F n1

i −f2) ∈ L2(Ω), g′ ∈ L2(Γi) et la condition homogène
de Dirichlet sur Γ0 dans les problèmes (P6) et (P7), le théorème d’isomorphisme de Banach
assure l’existence d’une constante C4 > 0 dépendant uniquement de Ω telle que

||∇Vi −∇Ỹ n2
i ||0,Ω ≤ C4||Vi − Ỹ n2

i || 1
2
,Γ−Γi

= C4||0− (Yi − yn2
i )|| 1

2
,Γ−Γi

,

par conséquent, en considérant (h4) et en utilisant l’inégalité de trace, nous avons

C4||0− (Yi − yn2
i )|| 1

2
,Γ−Γi

≤ ctC4||∇Yi −∇Y n2
i ||0,Ω ≤ ctC4

δ′1
m

,

ainsi,

||∇Vi −∇Ỹ n2
i ||0,Ω ≤ ctC4

δ′1
m
. (3.44)



66

En utilisant l’inégalité de trace et (3.44) nous obtenons

||Vi − 0|| 1
2
,Γi
≤ ||Vi − Ỹ n2

i || 1
2
,Γ ≤ ct||∇Vi −∇Ỹ n2

i ||0,Ω ≤ c2
t × C4

δ′1
m
. (3.45)

Les estimations (3.37) et (3.45) impliquent

||Vi +Xn1
i − upε || 1

2
,Γi
≤ ||Vi − 0|| 1

2
,Γi

+ ||Xn1
i − upε || 1

2
,Γi

= ||Vi − 0|| 1
2
,Γi

+ ||xn1
i − upε || 1

2
,Γi

≤ c2
t × C4

δ′1
m

+
ctδ3

m
. (3.46)

Preuve de l’estimation (3.33). Écrivons u′2 :=
∑

i u2,i = ζ ′ + η′ où ζ ′ et η′ sont
respectivement les solutions de

(P8) :


L(ζ ′) = −

∑m
i=1(hn2

i − f2) dans Ω,

ζ ′ = 0 sur Γi,

ζ ′ = 0 sur Γ− Γi.

(P ′8) :


L(η′) = 0 dans Ω,

η′ =
∑m

i=1 u2,i sur Γ− Γ0,

η′ = 0 sur Γ0.

Écrivons u2 = ζ + η où ζ et η sont solutions de

(P9) :


L(ζ) = f2 dans Ω,

ζ = 0 sur Γi,

ζ = 0 sur Γ− Γi.

(P ′9) :


L(η) = 0 dans Ω,

η = upε sur Γ− Γ0,

η = 0 sur Γ0.

Si nous désignons par ck la constante de l’inégalité de Korn, alors la forme faible du
problème résolu par ζ − ζ ′ donne

||∇ζ −∇ζ ′||0,Ω ≤ ck diam Ω||f2 +
∑
i

(hn2
i − f2)||−1,Ω

≤ diam Ω

(
||f2||−1,Ω +

∑
i

||hn2
i ||−1,Ω +

∑
i

||f2||−1,Ω

)
.

En utilisant le point (iv) du lemme 3.3 et l’estimation (3.42), nous avons

||∇ζ −∇ζ ′||0,Ω ≤ diam Ω(
δ0

2m
+ δ0 +

δ0

2
). (3.47)

D’autre part, le théorème d’isomorphisme de Banach assure, pour le terme source nul
et la condition homogène de Dirichlet sur Γ0 dans les problèmes (P ′8) et (P ′9), l’existence
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d’une constante C5 > 0 telle que

||∇η −∇η′||0,Ω ≤ C5||η − η′|| 1
2
,Γ−Γ0

= C5||upε −
m∑
i=1

u2,i|| 1
2
,Γ−Γ0

≤ C5

m∑
i=1

||upε −
m∑
i=1

u2,i|| 1
2
,Γi

= C5

m∑
i=1

||upε − u2,i|| 1
2
,Γi
.

On applique l’estimation (3.46) avec u2,i = Vi +Xn1
i pour avoir

||∇η −∇η′||0,Ω ≤ C5(c2
t × C4δ

′
1 + ctδ3). (3.48)

En combinant (3.47) et (3.48), nous obtenons en utilisant l’inégalité triangulaire

||∇u2 −∇u′2||0,Ω ≤ ||∇ζ −∇ζ ′||+ ||∇η −∇η′||0,Ω

≤ diam Ω(
δ0

2m
+ δ0 +

δ0

2
) + C5(c2

t × C4δ
′
1 + ctδ3).

Finalement, si δ0, δ3 et δ′1 sont soumis à la condition

(c4) : diam Ω(
δ0

2m
+ δ0 +

δ0

2
) + C5(c2

t × C4δ
′
1 + ctδ3) < δ2,

où δ2 est le petit nombre arbitraire supposé au début de la preuve. Par conséquent on a :

||∇upε −∇(u1 + u′2)||0,Ω ≤ δ2,

ce qui prouve (3.33).

Remarque 3.2. 1) Soit gεp tel que défini par (3.27), on montre que

||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

≤ ||g|| 1
2
,Γ−Γ0

+ δ6, (3.49)

où δ6 est un nombre réel positif arbitrairement petit. En effet, écrivons en utilisant la
définition du crochet de dualité [H

1
2 ]′ ×H 1

2

| ||gεp||21
2
,Γ−Γ0

− < g, gεp >[H
1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

| = | < gεp, g
ε
p >[H

1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

− < g, gεp >[H
1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

|

≤ | < gεp − g, gεp >[H
1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

|

≤ ||gεp − g||[H 1
2 ]′,Γ−Γ0

||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0
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et donc

| ||gεp||21
2
,Γ−Γ0

− < g, gεp >[H
1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

|

≤
(
||gεp − gε||[H 1

2 ]′,Γ−Γ0
+ ||gε − g||

[H
1
2 ]′,Γ−Γ0

)
||gεp|| 1

2
,Γ−Γ0

En utilisant le point i) de la remarque 3.1 et (3.28) ainsi qu’un choix adéquat de β, les
paramètres p et ε peuvent être choisis tels que

||gεp||21
2
,Γ−Γ0

− < g, gεp >[H
1
2 (Γ−Γ0)]′,H

1
2 (Γ−Γ0)

≤ 2β||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

.

ainsi on déduit en utilisant la continuité du crochet de dualité

||gεp||21
2
,Γ−Γ0

≤ ||g||
[H

1
2 ]′,Γ−Γ0

||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

+ 2β||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

.

La propriété iii) de la remarque 3.1 permet d’écrire

||gεp||21
2
,Γ−Γ0

≤ ||g|| 1
2
,Γ−Γ0

||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

+ 2β||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

,

on conclut qu’il existe p tel que gεp satisfait

||gεp|| 1
2
,Γ−Γ0

≤ ||g|| 1
2
,Γ−Γ0

+ 2β.

pour tout ε > 0. Posons
δ2

6 := 2β.

Comme, d’après le point (i) de la remarque 3.1 et (3.28), β est arbitrairement petit,
alors il en est de même avec δ6.

2) Soit gi telle que définie à l’étape 2 de la preuve du lemme 3.4. De la même façon que
pour le point 1) de la présente remarque, on montre l’estimation

||gi|| 1
2
,Γi
≤ ||gεp|| 1

2
,Γi

+
δ1

m
, (3.50)

avec δ′6 arbitrairement petit. Cette estimation est établie, d’un coté en considérant la quan-
tité | ||gi||21

2
,Γi
− < gi, g

ε
p >[H

1
2 (Γi)]′,H

1
2 (Γi)

|, et d’un autre coté en utilisant l’estimation (3.32)

ainsi que le fait gi ∈ H
1
2 (Γi) pour tout i, cf. la remarque au début de la l’estimation (3.32).

D’après (3.49) et (3.50), les fonctions ||gi||0,Γi , 1 ≤ i ≤ m, qui dépendent de p et ε, sont
uniformément bornées par rapport à ε et p.
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3) Si u2,i et hn2
i sont respectivement tels que définis dans le lemme 3.4 et (3.41), alors

en utilisant le point (iv) du lemme 3.3 et l’estimation (3.42) on trouve

||L(u2,i)||−1,Ω = || − hn2
i + f2||−1,Ω ≤ ||hn2

i ||−1,Ω + ||f2||−1,Ω

≤ δ0

m
+

δ0

2m
=: τ, (3.51)

où δ0 est arbitrairement petit et satisfait (c4) et ainsi, τ est aussi arbitrairement petit.

On conclut cette section en présentant deux autres lemmes utiles qui joueront un rôle
importants dans la preuve du théorème 3.1.

3.3.1 Extension des fonctions u2,i

Comme nous recherchons des estimations explicites, nous devrions utiliser les inégalités
de Poincaré, de Trace et de Korn par rapport à des configurations géométriques appropriées,
c’est-à-dire pour lesquelles ces constantes sont explicitement formulées. La configuration qui
correspond le mieux à notre domaine polygonal convexe Ω est le demi-plan R2+ contenant
le domaine Ω pour l’inégalité de Korn, le carré Sd de coté égale à diam Ω pour l’inégalité de
Poincaré et de coté égal à Γi pour l’inégalité de trace. Ces carrés seront considérés comme
des sous-ensembles du demi-plan contenant Ω. Ainsi, nous déterminons ces constantes grâce
aux résultats disponibles pour ce type de domaines. La nécessité de considérer les fonctions
dans et hors du domaine Ω suggère d’étendre par zéro les fonctions u2,i hors du domaine
convexe Ω. La définition des fonctions u2,i est adaptée pour réaliser une telle extension.

Soit u2,i telle que définie dans le lemme 3.4. Nous considérons pour i, 1 ≤ i ≤ m,
l’extension par zéro de u2,i du domaine convexe Ω au demi-plan R2+ contenant Ω tel que
Γi ⊂ ∂R2+.

ũ2,i =

{
u2,i, p.p. x ∈ Ω,
0, x ∈ R2+ − Ω.

(3.52)

Nous affirmons que ũ2,i ∈ H1(R2+), ceci est dû essentiellement à la définition 3.10, cette
définition implique l’existence d’un voisinage ouvert Vi du sommet i tel que u2,i s’annule
sur Vi ∩ Γ. Ainsi, nous avons, de façons immédiate, ce qui suit

||∂xiũ2,i||0,R2+ = ||∂xiũ2,i||0,Ω = ||∂xiu2,i||0,Ω. (3.53)

On peut facilement voir que les fonctions ũ2,i résultantes de cette extension appartiennent
à l’espace de Sobolev H1(R2+). En effet, vu la définition de ces fonctions, il n’y aura pas
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de saut lors du passage à la dérivée au sens des distributions. Les inégalités suivantes sont
établies pour les fonctions résultantes de cette extension et qui sont H1 régulières définies
sur un carré contenant le domaine polygonal convexe Ω.

3.3.2 Détermination explicite de la constante de l’inégalité de Poin-
caré

Nous montrons dans le lemme suivant que la fonction u2,i ∈ Ei satisfait l’inégalité de
Poincaré pour laquelle nous déterminons explicitement la constante.

Lemme 3.5. Pour tout i, 0 ≤ i ≤ m, la fonction u2,i vérifie :

||u2,i||0,Ω ≤ diam Ω||∇u2,i||0,Ω, (3.54)

le terme diam Ω désigne toujours le diamètre de Ω.

Démonstration. Nous établissons l’inégalité de Poincaré pour l’une des deux composantes
ul2,i, l = 1, 2, la même estimation se vérifie pour l’autre. Notons abcd le carré Sd, dont la
longueur des cotés est égale à diam Ω et qui est un sous-ensemble du demi-plan contenant
Ω, tel que a = (a1, a2), b = (b1, b2), c = (c1, c2) et d = (d1, d2) et tel que Γi ⊂ Si := [c, d] ;
donc ũl2,i = 0 sur ∂Sd − Γi.

Puisque ũl2,i est absolument continue sur les droites parallèles aux axes de coordonnées,
alors, en appliquant le théorème fondamental de l’analyse à la fonction ũl2,i sur Sd pour
l = 1, 2, nous avons pour tout (x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2]

ũl2,i(x1, x2) =

∫ x1

a1

∂x1ũ
l
2,i(s, x2)ds+ ũl2,i(a1, x2).

Comme (a1, x2) ∈ ∂Sd − Γi, alors ∀(x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2]

ũl2,i(x1, x2) =

∫ x1

a1

∂x1ũ
l
2,i(s, x2)ds.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz ∀(x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2]

|ũl2,i(x1, x2)| ≤ |x1 − a|
1
2 (

∫ x1

a1

|∂x1ũ
l
2,i(s, x2)|2ds)

1
2 .

En élevant au carré les deux côtés de cette inégalité et en utilisant le fait |x1 − a| ≤
diam Ω : ∀(x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2] on obtient

|ũl2,i(x1, x2)|2 ≤ |x1 − a|
∫ x1

a1

|∂x1ũ
l
2,i(s, x2)|2ds ≤ diam Ω

∫ d1

a1

|∂x1ũ
l
2,i(s, x2)|2ds.
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En intégrant sur Sd par rapport aux variable x1 et x2 on :

||ũl2,i||20,Sd =

∫ b2

a2

∫ d1

a1

|ũl2,i(x1, x2)|2 dx1 dx2 ≤ diam Ω

∫ b2

a2

∫ d1

a1

∫ d1

a1

|∂xũl2,i(s, x2)|2ds dx1 dx2

≤
2

diam Ω

∫ ∫
Sd

|∂xũl2,i(s, x2)|2ds dx2.

Selon la définition (3.52) et en considérant (3.53) nous obtenons

||ul2,i||20,Ω ≤ d2(Ω)||∇ul2,i||20,Ω.

Nous déduisons que

||u2,i||20,Ω = ||u1
2,i||20,Ω + ||u2

2,i||20,Ω ≤ d2(Ω)(||∇u1
2,i||20,Ω + ||∇u2

2,i||20,Ω)

= d2(Ω)||∇u2,i||20,Ω.

D’où l’on obtient l’estimation (3.54).

3.3.3 Majoration explicite de la constante de l’inégalité de trace
pour u2,i sur Γi

En utilisant principalement l’inégalité de Poincaré énoncée dans le lemme 3.5 et l’in-
égalité de trace pour u2,i sur le bord Γi du carré SΓi qui est aussi un parallélogramme (cf.
lemme 4.2 dans [22] ainsi, que la remarque 3.3 dans [22] et les référence qui y figurent), on
établit une majoration explicite pour la constante de trace de la fonction u2,i sur Γi.

Lemme 3.6. Pour tout i, la fonction u2,i définie dans le lemme 3.4 satisfait :

||u2,i||0,Γi ≤ 16|Γi| ||gi||0,Γi + δ9, (3.55)

où δ9 est un nombre réel positif arbitrairement petit et gi est telle que définie dans le lemme
3.4.

Démonstration. Soit ũ2,i défini sur le carré SΓi de coté Γi tel que SΓi soit un sous-ensemble
du demi-plan R2+ contenant Ω. Il faut bien noter que ũ2,i n’est pas nécessairement nulle
sur ∂SΓi − Γi. Écrivons

ũ2,i = α + % ,

cette décomposition est faite de manière similaire à celle présentée dans le lemme 3.4,
c’est-à-dire telle que d’une part

||L(α)||−1,SΓi
et ||σ(α) · ~n− gi||[H 1

2 ]′,Γi
soit suffisamment petit (3.56)
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et d’autre part, α, % s’annulent respectivement sur ∂SΓi −Γi, Γi. On démontre (3.55) pour
la trace de la fonction α, la même estimation vaut pour la trace de u2,i du moment que
α et u2,i coïncident sur Γi. Considérons la décomposition de α := α1 + α2 de la manière
suivante

(P10) :


L(α1) = L(α) dans SΓi

σ(α1) · ~n = 0 sur Γi

α1 = 0 sur ∂SΓi − Γi

(P ′10) :


L(α2) = 0 dans SΓi

σ(α2) · ~n = σ(α) · ~n sur Γi,

α2 = 0 sur ∂SΓi − Γi.

En appliquant l’inégalité de trace sur le bord Γi du carré SΓi , qui est un parallélogramme
(cf. lemme 4.2 dans [22]), on obtient pour k = 1, 2

||αk||20,Γi ≤ 2
|Γi|
|Γi|2
||αk||20,SΓi

+ 2
|Γi|2

|Γi|
||∇αk||20,SΓi

,

en simplifiant

||αk||20,Γi ≤ 2
1

|Γi|
||αk||20,SΓi

+ 2|Γi||∇αk||20,SΓi
,

en utilisant l’estimation (3.54) pour le cas où Ω est le carré SΓi , avec d(SΓi) =
√

2|Γi| ,
nous avons

||αk||20,Γi ≤ 2
2|Γi|2

4|Γi|
||∇αk||20,SΓi

+ 2|Γi||∇αk||20,SΓi

≤ 3|Γi|||∇αk||20,SΓi
. (3.57)

En appliquant l’inégalité de Korn pour la fonction α̃ définie sur le demi-plan R2+

contenant SΓi , cas pour lequel la constante de Korn vaut 1
2
, l’estimation (3.57) devient

||αk||20,Γi ≤ 12|Γi| ||ε(αk)||20,SΓi
. (3.58)

Comme α1 et α2 satisfont respectivement

||ε(α1)||20,SΓi
=< L(α), α1 >[H1(SΓi

)]′,H1(SΓi
)

et
||ε(α2)||20,SΓi

=< σ(α) · ~n, α2 >[H
1
2 (Γi)]′,H

1
2 (SΓi

)
,

, alors en utilisant la continuité des formes linéaires, l’inégalité de Korn ainsi que le lemme
3.5, on est conduit aux estimations

||ε(α1)||0,SΓi
≤ 2(
√

2|Γi|+ 1) ||L(α)||−1,SΓi
et ||ε(α2)||20,SΓi

≤ ||σ(α) · ~n||
[H

1
2 ]′,Γi
||α2||0,Γi .
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En incorporant ces deux dernières estimations dans (3.58) on obtient

||α1||20,Γi ≤ 12× 4(
√

2|Γi|+ 1)2 ||L(α)||2−1,SΓi
, ||α2||20,Γi ≤ 12|Γi| ||σ(α) · ~n||

[H
1
2 ]′,Γi
||α2||0,Γi .

En utilisant (3.51) et l’hypothèse (3.56), nous pouvons trouver δ5 et δ6 suffisamment
petit pour que

||α1||0,Γi ≤ δ5, ||α2||0,Γi≤ 12|Γi| ||gi||− 1
2
,Γi

+ δ6,

pour tout i. Ainsi, en combinant ces deux estimations, on obtient

||u2,i||0,Γi ≤ ||α1||0,Γi + ||α2||0,Γi ≤ δ9 + 16|Γi| ||gi||0,Γi

avec δ9 = δ5 + δ6 arbitrairement petit.

3.4 Preuve du théorème 3.1

Nous sommes maintenant en mesure de présenter une preuve du théorème principal.
Cette preuve fait usage, principalement, du lemme 3.3 et du lemme 3.4.

Démonstration. Étape 1. - Soit u1 telle que définie dans le lemme 3.3, il est facile de
vérifier que u1 est solution du problème variationnel

2µ

∫
Ω

ε(u1)ε(v) dx +λ

∫
Ω

div u1 div v dx =< f1, v >H−1(Ω),H1
0 (Ω)

pour tout v ∈ H1
0 (Ω). On choisit v = u1 et on utilise la propriété de continuité de la forme

linéaire v →< f1, v >H−1(Ω),H1
0 (Ω) pour obtenir

2µ||ε(u1)||20,Ω + λ|| div u1||20,Ω ≤ ||f1||−1,Ω||u1||1,Ω.

En utilisant l’inégalité de Korn relativement au cas de la condition de Dirichlet homo-
gène d’une part, et l’inégalité de Poincaré d’autre part, on a

µ

2
||∇u1||20,Ω ≤ ||f1||−1,Ω(

diamΩ

2
+ 1)||∇u1||0,Ω,

en utilisant le point (iv) du lemme 3.3, on obtient

µ||∇u1||0,Ω ≤ (
diamΩ

2
+ 1)||f ||−1,Ω + (

diamΩ

2
+ 1)

δ0

m
. (3.59)
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- Fixons i, 1 ≤ i ≤ m. Soit u2,i telle que définie dans le lemme 3.4. Il est aisé de vérifier
que u2,i est solution du problème variationnel

2µ

∫
Ω

ε(u2,i)ε(v) dx +λ

∫
Ω

div u2,i div v dx =< L(u2,i), v >[H1(Ω)]′,H1(Ω) +

∫
Γ−Γ0

givdσ

pour tout v ∈ V . On choisit v = u2,i. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que
la propriété de continuité du crochet de dualité [H

1
2 ]′ ×H 1

2 , on obtient

2µ||ε(u2,i)||2−1,Ω + λ||divu2,i||21,Ω ≤ ||L(u2,i)||−1,Ω||u2,i||1,Ω + ||gi||0,Γi ||u2,i||0,Γi ,

en utilisant l’estimation (3.54) on a

2µ||ε(u2,i)||20,Ω ≤ ||L(u2,i)||−1,Ω(diamΩ + 1)||∇u2,i||0,Ω + ||gi||0,Γi ||u2,i||0,Γi . (3.60)

D’autre part, il est aisé de voir qu’il existe des constantes ck, cp et ct telles que

||∇u2,i||0,Ω ≤ cpck||L(u2,i)||−1,Ω + ctck||gi||0,Γi (3.61)

ainsi, en incorporant (3.61) dans (3.60), on trouve

2µ||ε(u2,i)||20,Ω
≤ (diamΩ + 1)||L(u2,i)||−1,Ω (ckcp||L(u2,i)||−1,Ω + ckct||gi||0,Γi) + ||gi||0,Γi ||u2,i||0,Γi . (3.62)

En utilisant (3.49), (3.50) et (3.51), l’estimation (3.62) devient

2µ||ε(u2,i)||20,Ω ≤ (diam Ω + 1)τck(cpτ + ct||gi||0,Γi) + ||gi||0,Γi||u2,i||0,Γi

≤ (diam Ω + 1)τck(cpτ + ct(||g||0,Γ−Γ0 + δ6 +
δ1

m
)) + ||gi||0,Γi ||u2,i||0,Γi ;

(3.63)

posons

δ2
7 := (diam Ω + 1)τck(cpτ + ct(||g||0,Γ−Γ0 + δ6 +

δ1

m
)).

Grâce à l’estimation (3.51), δ7 peut être rendu aussi petit que souhaité. En appliquant
(3.49), (3.50) et (3.55), l’estimation (3.63) devient

2µ||ε(u2,i)||20,Ω ≤ δ2
7 + 16|Γi| ||gi||20,Γi + δ9||gi||0,Γi

≤ δ2
7 + 16|Γi| ||gi||20,Γi + δ9

(
δ1

m
+ δ6 + ||g|| 1

2
,Γi

)
≤ δ2

10

m2
+ 16|Γi| ||gεp||21

2
,Γi
,
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où δ2
10

m2 := δ2
7 + δ9( δ1

m
+ δ6 + ||g||0,Γi), alors en simplifiant on trouve

√
2µ||ε(u2,i)||0,Ω ≤

δ10

m
+ 4|Γi|

1
2 ||gεp|| 1

2
,Γi
. (3.64)

Il convient de noter que, d’après la définition des constantes δ6, δ7 et δ9, la constante
δ10 peut être rendue aussi petite que souhaitée.

Étape 2. Puisque la déformation ε(u2,i) est une application linéaire en les dérivées
premières de u2,i, alors avec les mêmes notations que dans (3.52) et en utilisant (3.53),
nous avons

||ε(ũ2,i)||0,R2+ = ||ε(ũ2,i)||0,Ω = ||ε(u2,i)||0,Ωi .

En appliquant l’estimation énoncée dans (corollaire 1.2.2, [24]) à ũ2,i, on obtient

1

2
× ||∇u2,i||0,Ω =

1

2
× ||∇ũ2,i||0,R2+ ≤ ||ε(ũ2,i)||0,R2+ ,

ainsi, (3.64) devient √
µ
√

2
||∇u2,i||0,Ω ≤

δ10

m
+ 4|Γi|

1
2 ||gεp|| 1

2
,Γi
.

L’inégalité de Young donne
√
µ
√

2
||∇u2,i||0,Ω ≤

δ10

m
+ 2(|Γi|+ ||gεp||21

2
,Γi

). (3.65)

En sommant sur i = 1,m et en utilisant l’inégalité triangulaire nous obtenons à partir
de (3.65)

√
µ
√

2
||∇u′2||0,Ω ≤

√
µ
√

2

∑
i

||∇u2,i||0,Ω ≤ δ10 + 2|Γ|+ 2||gεp||21
2
,Γ−Γ0

. (3.66)

Finalement, en combinant (3.59) et (3.66), on a

√
µ||∇(u1 + u′2)||0,Ω

≤ δ0

m
(
diamΩ

2
+ 1) +

√
2δ10 + (

diamΩ

2
+ 1)||f ||0,Ω + 8(|Γ|+ ||gεp||21

2
,Γ−Γ0

).

En considérant les estimations (3.49), (3.33) et en posant δ11 := δ0
m

diam Ω +
√

2δ10, on a

||∇upε ||0,Ω ≤
1
√
µ

[8δ2
6 + δ11 +

√
µδ2 + (

diamΩ

2
+ 1)||f ||0,Ω + 8(|Γ|+ ||g||21

2
,Γ−Γ0

)]. (3.67)
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En utilisant (3.25), l’estimation (3.67) devient

||∇uε||0,Ω ≤
1
√
µ

[
1

2
+ 8δ2

6 +
√
µδ2 + δ11 + (

diamΩ

2
+ 1)||f ||0,Ω + 8(|Γ|+ ||g||21

2
,Γ−Γ0

)].

En choisissant correctement les nombres positifs δ′js, nous obtenons immédiatement

||∇uε||0,Ω ≤
1
√
µ

[1 + (
diamΩ

2
+ 1)||f ||0,Ω + 8(|Γ|+ ||g||21

2
,Γ−Γ0

)]. (3.68)

Nous concluons le théorème pour u en appliquant le point (a) du lemme 3.2 et ce en
faisant tendre ε→ ε20 dans (3.68).

Enfin, pour obtenir l’estimation H1 explicite de uε, et donc celle de u, on utilise l’in-
égalité de Poincaré (3.54) pour majorer ||u||0,Ω d’une part et l’estimation (3.8) d’autre
part.

3.5 Quelques clarifications

En ce qui concerne l’application du résultat principal, théorème 2.1, établi dans [20] à
la démonstration du lemmes 3.3 et du lemme 3.4, nous constatons les faits suivants. La
partie de ce théorème utilisée dans la preuve du lemme 3.4 est l’équivalence entre les deux
affirmations suivantes

1) Xi ∈ Ei est approximé par des fonctions régulières à supports disjoints de Γ− Γi.

2) Pour C1,2 − presque tout x ∈ Γ− Γ0 , lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)∩Ω

|Xi(y)| dy = 0.

Pour appliquer de manière efficace ce résultat, nous devons montrer que le fait Xi = 0

sur Γ − Γi implique 2). En effet, soit x ∈ Γ − Γi. Nous supposons, par commodité, que
x coïncide avec l’origine (0, 0) de R2. Puisque ∂Ω est un polygone alors, il existe c > 0

indépendant de r tel que
|B(0, r) ∩ Ω| = c|B(0, r)|.

Par ailleurs, la fonction Xi solution du problème (P1) est continue sur Ω. On peut le
voir à l’aide de l’argument suivant : comme L(Xi) ∈ L2(Ω) alors Xi ∈ H2

loc(Ω). Selon sa
définition, la fonction upε s’annule identiquement au voisinage des sommets du polygone
∂Ω. On déduit aisément que σ(Xi) · −→n ∈ H

1
2 (∂Ω). Par conséquent, on a aussi

Xi ∈ H
3
2

+ι(Ω).
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En outre, en utilisant l’injection de Sobolev adéquate, Xi ∈ C0(Ω), d’où la continuité
recherchée. Le théorème de différenciation de Lebesgue donne quant à lui :

lim
r→0

1

|B(0, r)|

∫
B(x,r)∩Ω

|Xi(y)| dy = lim
r→0

1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)∩Ω

|Xi(y)| dy

≤ lim
r→0

1

|B(0, r) ∩ Ω|

∫
B(0,r)∩Ω

|Xi(y)| dy

= |Xi(0)| = 0,

nous en déduisons que l’affirmation 2) est valable pour tout x ∈ Γ−Γi et donc, C1,2−presque
partout dans Γ− Γ0. La notation C1,2 fait référence à la 2−capacité de l’ensemble Γ− Γi.

Enfin, on peut montrer la continuité de la fonction Yi qui résout le problème P4 en
remarquant que σ(Yi) · −→n = gεp ∈ H

1
2 (Γ − Γi ∪ Γ0) et en appliquant le même argument

que celui utilisé pour justifier la régularité de la solution u du problème (3.1). On peut
facilement déduire que Yi ∈ C0(Ω) et ainsi, on obtient les mêmes conclusions que pour Xi.

Conclusion

Du point de vue de l’analyse numérique, l’estimation du théorème (3.1) est intéressante.
En effet, les estimations d’erreur en éléments finis du type

||u− uh||0,Ω ≤ Ch||∇u||0,Ω

font intervenir la quantité ||∇u||0,Ω. En supposant que la constante C peut être explicite-
ment calculée, il est alors possible de majorer explicitement ||∇u||0,Ω ce qui entraîne une
meilleure estimation de ||u||0,Ω.

Une autre caractéristique intéressante de l’estimation (3.8) qui la rend efficace est qu’elle
ne dépend pas des paramètres caractéristiques du domaine polygonal Ω, à savoir, la lon-
gueur des arêtes, leur nombre ainsi que les mesures des angles. L’estimation est donc indif-
féremment applicable à tous les polygones. Tout cela permet la possibilité de généraliser
ce résultat, par approximation conséquente à un domaine de classe C1.



Chapitre 4

Étude d’un problème couplé et
application à l’optimisation de structure

4.1 Introduction et position du problème

Dans ce chapitre, notre objectif est l’étude numérique du comportement d’une structure
déformable, représentée par un barrage hydraulique en béton armé, soumise à une force
hydrodynamique. Il s’agit donc d’un problème classique d’interaction fluide-structure. De
plus, le problème considéré peut constituer une contribution intéressante si nous souhaitons
prendre aussi en compte l’effet d’un tremblement de terre sur la stabilité du barrage.

Le problème régissant cet équilibre est résolu en mettant en œuvre un code numérique
d’éléments finis pour chacun des problèmes modélisant le comportement de la structure
d’une part, et du fluide d’autre part. L’interaction sera prise en compte en appliquant
une procédure de couplage fluide-structure. Puis, nous identifierons les paramètres méca-
niques qui assurent la stabilité de la structure. Les données obtenues sont ensuite utilisées
pour optimiser le volume du barrage en prenant en compte les contraintes mécaniques du
problème. Finalement, le problème d’optimisation sera résolu en utilisant la méthode de
Hooke-Jeeves qui sera appliquée à la forme pénalisée du problème de minimisation.

Le barrage en béton armé occupe un domaine bidimensionnel Ω ⊂ R2 dont la forme
géométrique est représentée dans la figure 4.1. Cette structure est soumise à la force hy-
drodynamique sur les cotés E2 et E3.

La partie de la structure désignée par Rf est variable et constitue le renforcement
triangulaire du barrage. Le problème d’optimisation sera réalisé sur cette partie de la
structure. Ce triangle Rf est caractérisé par la hauteur H et l’angle θ. Afin de constituer
un ensemble admissible pour ces deux paramètres, il faut identifier les critères mécaniques
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selon lesquels le barrage est stable. Il y a principalement trois critères :

→ Critère de non-dislocation,
→ Critère de non-soulèvement,
→ Critère de non-renversement.

Ces critères se traduisent comme des contraintes du problème d’optimisation. Cette
structure étant constituée par un milieu déformable, son équilibre est régi par le système
d’équations élasto-dynamique de Lamé. Ce modèle fait intervenir le tenseur des contraintes
de second ordre σ. De plus, il est nécessaire de prendre en compte l’évolution du système
hydrodynamique dans le temps. On est donc amené à considérer une situation dépendante
du temps. La modélisation se fera donc à l’aide de l’équation de Lamé hyperbolique du
second ordre en temps couplée aux équations de Navier-Stokes. On a donc à résoudre les
problèmes suivants :

Figure 4.1 – Forme géométrique du barrage en deux dimensions.



80

4.1.1 Partie fluide

Pour le fluide, le modèle est donné par les équations de Navier-Stokes incompressibles

ρf

(
∂v

∂t
+ v · ∇v − g

)
+∇p− µf∆v = 0 dans Ωf (t),

∇ · v = 0 dans Ωf (t),

v(0, x) =: v0
f (x) = 0 dans Ωf (0),

v(t, x) = vdf (t, x) sur Γdf (t),

σ(v, p) · −→n = h sur Σ(t),

σ(v, p) · −→n = 0 sur E7(t),

(4.1)

(4.2)
(4.3)

(4.4)
(4.5)
(4.6)

avec Ωf (t) représentant le domaine occupé par le fluide à l’instant t, Σ(t) ⊂ E2 ∪ E3

désigne la partie du bord de Ωf (t) en contact avec la structure, Γdf (t) désigne la partie
du bord de Ωf (t) en contact avec le sol, ρf et g représentent respectivement la densité
volumique du fluide et la force extérieure subie par le fluide et qui est due à la gravité.
Les fonctions inconnues v et p représentent respectivement la vitesse et la pression, µf est
la viscosité dynamique du fluide, on désigne par −→n la normale extérieure sortante définie
sur chaque point du bord. La fonction constante g représente la force extérieure due à la
gravitation. L’intervalle (0, T ) désigne l’intervalle de temps. Dans les équations (4.5) et
(4.6), on a désigné par

σ(v, p) := µf (∇v +∇tv)− pI

le tenseur des contraintes de Cauchy.
L’équation (4.1) représente la conservation de la quantité de mouvement. L’équation

(4.2) représente la condition d’incompressibilité du fluide. L’équation (4.3) décrit la condi-
tion initiale du problème, et l’équation (4.4) représente la condition au bord de type Di-
richlet supposée sinusoïdale pour prendre en compte l’effet d’un tremblement de terre
éventuel. Les équation (4.5) et (4.6) expriment les conditions de Neumann et concerne di-
rectement le champs de pression via le tenseur des contraintes. Plus précisément, l’équation
(4.6) exprime le fait que la pression est nulle sur la surface du réservoir fluide.

Remarque 4.1. Il y a lieu de remarquer la dépendance en temps du domaine sur lequel
le problème de Navier-Stokes (4.1)-(4.6) est posé. Par conséquent, il est indispensable de
reformuler ce problème de manière à ce que les variables s’expriment dans un référentiel
Lagrangien, ce qui permet d’exprimer le problème dans un domaine cylindrique de la
forme (0, T )×Ωf , où Ωf := Ωf (0) désigne la configuration géométrique du réservoir fluide
à l’instant initial.
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Pour ce qui est du traitement numérique et sous réserve de formuler le problème en va-
riables Lagrangiennes, la discrétisation des équations de Navier-Stokes se fait en différences
finies pour la variable temporelle et en éléments finis pour la variable spatiale. Pour plus
de détails concernant l’aspect variationnel et numérique de l’équation de Navier-Stokes, on
renvoie le lecteur vers [40], [65]. On introduit les espaces

V d = {w ∈ H1(Ω) : w|Γdf = vdf},

V = {w ∈ H1(Ω) : w|Γdf = 0}, M = L2(Ω).

Soit ζfh = ∪Ki un maillage triangulaire du domaine Ωf . On définit les sous-espaces
d’approximation interne, Vh ⊂ V , Mh ⊂ M et ce en utilisant les éléments finis P2 pour
Vh et les éléments finis P1 pour Mh. On a besoin aussi de considérer, vd,hf , l’interpolée de
Lagrange de la donnée au bord de Dirichlet vdf .

Afin que la forme discrète de la formulation variationelle du système d’équations de
Navier-Stokes soit bien posée, il est bien connu, cf. [41] et la section 2 de [42], que les
espaces discrets de vitesse et de pression Vh etMh doivent satisfaire une condition inf − sup

donnée par

inf
qh∈Mh

sup
wh∈Vh

(qh, div · wh)
|wh|V |qh|M

≥ β > 0.

La formulation semi-discrète des équations de Navier-Stokes s’écrit : pour tout t ∈
(0, T ], trouver (vh, ph) ∈ V d

h ×Mh telle que

(ρ∂tvh, wh) + (ρvh · ∇vh, wh)+
(
µ(∇vh +∇Tvh),∇wh

)
− (ph,∇ · wh)

+ (∇ · vh, qh) = (ρfg, wh) + (h,wh)Σ. (4.7)

pour tout (wh, qh) ∈ Vh ×Mh, avec vh(0, x) = v0
f . On passe à la discrétisation en temps

en utilisant un schéma implicite. Pour cela on commence par subdiviser l’intervalle de
temps [0, T ] en Nt sous-intervalles de taille égales ∆t = T

Nt
et on note tn = n∆t, pour

n = 0, ..., Nt. Par ailleurs, on désigne par vnh et pnh les approximations de vh et ph aux
instants tn respectivement. On approxime la dérivée en temps de la vitesse comme suit :

∂tvh ≈
vn+1
h − vnh

∆t

L’approximation implicite de l’équation de Navier-Stokes est donnée par : étant donnée
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vnh , pour n > 0 trouver (vn+1
h , pn+1

h ) ∈ Vh ×Mh telles que(
ρ
vn+1
h − vnh

∆t
, wh

)
+ (ρvn+1

h · ∇vn+1
h , wh)

+
(
µ(∇vn+1

h +∇Tvn+1
h ),∇wh

)
− (pn+1

h ,∇ · wh) + (∇ · vn+1
h , qh)

= g((wh, qh); tn+1) + (hn+1, wh)Σ + (ρfg, wh). (4.8)

pour tout (wh, qh) ∈ Vh×Mh. Dans l’équation (4.8), la fonctionnelle g(.; t) : Vh×Mh → R
rend compte de l’action de la donnée non homogène de Dirichlet vh|Γdf = vd,hf .

4.1.2 Partie structure

Pour la structure, elle est modélisée par l’équation de Lamé hyperbolique

∂2u

dt2
− div σ(u) = gρs dans (0, T )× Ωs,

σ(u) · −→n = p(t, x) sur (0, T )× Σ,

σ(u) · −→n = 0 sur (0, T )× ((E3− Σ) ∪ E4 ∪ E5) ,

u(t, x) = 0 sur (0, T )× Γds,

u(0, x) = u0
s(x) = 0,

∂u

∂t
(0, x) = u1

s(x) dans Ωs,

(4.9)

(4.10)
(4.11)
(4.12)

(4.13)

où Ωs désigne le domaine occupé par le solide, Σ := ΓNs ⊂ E2∪E3 la partie du bord de Ωs

en contact avec le fluide et Γds la partie du bord de Ωs en contact avec le sol. On a désigné
ρs la densité volumique du béton armé et −→n le vecteur normal pointant vers l’extérieur
défini en chaque point du bord ∂Ωs, la fonction p apparaissant dans (4.10) représente la
pression.

L’équation (4.9) traduit l’équilibre dynamique de la structure. L’équation (4.10) repré-
sente la condition de Neumann qui prend en compte la force induite par la pression du
fluide. L’équation (4.11) représente la condition de Neumann homogène définie sur la partie
du bord de Ωs sur laquelle le domaine ne subit pas de forces extérieures. L’équation (4.12)
représente la condition au bord de type Dirichlet homogène. Les équations dans (4.13)
décrivent respectivement la condition initiale en déplacement et en vitesse du problème.

Dans l’équation (4.9), σ désigne le tenseur des contraintes. Il est défini en terme du
tenseur des déformations, ε(u), qui à son tour peut être défini en utilisant le champ de
déplacement bidimensionnel u = (u1, u2) comme suit

ε(u) :=
1

2
(∇u+∇tu). (4.14)
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Les tenseurs de contraintes et de déformations sont liés entre eux par la loi Hook qui
s’écrit :

σ(u) = 2µε(u) + λTr ε(u)Id =

(
σxx σxy
σyx σyy

)
. (4.15)

où µ et λ désignent les coefficients de Lamé. Les conditions aux limites permettent d’asseoir
le caractère bien posé des deux problèmes (4.1)-(4.6) et (4.9)-(4.13). La dépendance en
temps des seconds membres, mis à part le poids de la structure, mettent bien en évidence
la nature dynamique du problème. Par ailleurs, d’un coté, la condition de Neumann rend
compte de l’interaction qui existe entre la structure et le réservoir fluide sur Σ. D’un autre
coté, la condition de Dirichlet non homogène, dépendant toujours du temps, rend compte
quant à elle de l’effet de l’excitation sismique qu’exerce le sol sur le fluide.

On écrit le problème discrétisé associé aux équations (4.9)-(4.13), le système en question
est formulé en termes du champ vectoriel des déplacements.

Tout comme pour le cas des équations de Navier-Stokes, la discrétisation des équations
de Lamé se fait en différences finies pour la variable temporelle et en éléments finis pour
la variable spatiale.

Soit ζsh = ∪Ki un maillage triangulaire du domaine Ωs. On applique la méthode des
éléments finis pour la variable spatiale en utilisant l’espace, P1, des polynômes du premier
degré. L’espace d’approximation interne est défini par :

Vh = {v ∈ C0(Ω), v = 0 sur Γds, v|Ki ∈ P1}.

En utilisant un schéma numérique implicite, centré du second ordre, pour la variable
temporelle et connaissant u0

h, u1
h, la forme discrétisée du problème s’écrit : étant donné

un−1
h , unh trouver un+1

h ∈ Vh tel que ∀vh ∈ Vh∫
Ωs

un+1
h − 2unh + un−1

h

(∆t)2
φh dx+

∫
Ωs

ε(un+1
h )ε(φh) dx+

∫
Ωs

div un+1
h div φh dx

=

∫
Ωs

ρsgφh dx+

∫
Σ

pφh dσ. (4.16)

avec uh(0, x) = 0 et ∂tuh(0, x) = u1
s(x). L’implémentation d’un programme sur MatLab

nous permet de résoudre numériquement ce problème d’élasticité discret. Le tenseur des
contraintes est obtenu, d’une part en résolvant numériquement l’équation discrétisée (4.16),
et d’autre part en utilisant (4.14) et (4.15).
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4.1.3 Procédure de couplage

Description

Il existe deux points de vue principaux dans la manière de considérer le couplage entre le
fluide et la structure. Ces deux points conduisent à considérer deux méthodes de résolution
différentes.

La méthode monolithique, qui consiste à résoudre les problèmes considérés en écrivant
le problème global sous forme variationnelle. L’avantage de cette méthode réside dans le
fait qu’on obtient un couplage fort et rigoureux entre les deux milieux ; cependant son
implémentation sur machine n’est pas facile.

La seconde méthode, que nous adopterons dans ce travail, consiste en un couplage
partitionné. On a donc à résoudre alternativement les équations de Navier-Stokes et les
équations de Lamé hyperboliques. On résume dans l’Algorithme 1, ci-dessous, le schéma
général de la procédure d’interaction fluide-structure, IFS.

On désigne par vf le champs des vitesses aux nœuds du maillage du réservoir fluide
et vs le champs des vitesses aux nœuds du maillages de la structure. Le couplage consiste
à imposer l’égalité des composantes du champs des vitesses vf et vs et de pression p sur
l’interface de contact entre le fluide et la structure. La résolution de l’équation de Navier-
Stokes fournit la vitesse vf et la pression en tout point du maillage fluide. La pression sert
à calculer la force de traction à l’interface fluide-structure. L’équation de Lamé utilise cette
force de traction comme condition de Neumann et fournit à son tour les valeurs du champs
des vitesses vs en tout point du maillage de la structure. En résolvant l’équation de Lamé
on obtient également le tenseur des déformations par la formule

ε(u) :=
1

E
((1 + ν)σ − ν Tr(σ) I) ,

où E et ν désignent respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson.

Algorithm 1 : la procédure IFS
for t = 1 à tf do
while IFS ne converge pas do

mettre à jour le maillage
résoudre Navier-Stokes sur Ωf

résoudre Lamé sur Ωs

calculer le déplacement et la vitesse du maillage
end while

end for
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Par ailleurs, en utilisant la formule (4.14) définissant les composantes du tenseur des
déformations, on obtient la relation suivante qui nous permet d’avoir l’expression du dé-
placement u en fonction de la déformation ε(u)

u1(x, y) =

∫
εxx(s, y) d s, u2(x, y) =

∫
εyy(x, s) d s.

Ce processus de couplage convergera quand ||vs(t, .) − vf (t, .)||∞,Σ deviendra suffisam-
ment petit. Si ce critère d’arrêt de la procédure de couplage fluide-structure est satisfait, on
recommence de nouveau la procédure de couplage en résolvant l’équation de Navier-Stokes
au pas de temps suivant.

Mise à jour du maillage

Une fois calculées, les valeurs du champs des déplacements aux nœuds du maillage de la
structure seront rajoutées aux coordonnées des nœuds relatifs à la configuration précédente
du maillage, et ce pour obtenir la nouvelle distribution des nœuds. On opérera de la même
façon pour le fluide car le maillage doit être mis à jour à chaque pas de temps.

La loi qui régit le mouvement du maillage peut être précisée en considérant le maillage
comme étant un solide. Il faut savoir qu’on est libre quant au choix de l’opérateur supposé
régir le mouvement du maillage. Ceci est en fait lié à ce qu’on appelle la régularisation du
maillage, une technique née dans le cadre de l’application de la méthode ALE, cf. sous-
section suivante, voir par exemple [48], [49]. Cela conduit à résoudre l’équation de Laplace
pour déterminer la vitesse du maillage vm :

∆(cvm) = 0,

où c est un coefficient de diffusion. Pour le choix de l’équation de Laplace comme loi ré-
gissant le mouvement du maillage, on pourra se référer à [57]. Cette équation est résolue
sur le domaine fluide avec comme condition aux limites la vitesse vs calculée sur l’inter-
face fluide-structure, on impose une condition de Dirichlet homogène sur le reste du bord
du domaine fluide Ωf . On résout cette équation de Laplace. La vitesse vm ainsi calculée
sera utilisée pour obtenir le champs de déplacement des nœuds du maillage qui servira à
déterminer les nouvelles positions des nœuds du maillage fluide Ωf d’une part et d’autre
part, à réécrire les équations de Navier-Stokes à résoudre durant le pas de temps suivant,
voir l’équation (4.17) ci-dessous. Il faut bien noter que même si le maillage est déformé au
cours de l’interaction, les positions relatives des nœuds ne changent pas.
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Formulation ALE

La description Lagrangienne-Eulérienne Arbitraire (ALE), (cf. [49], [50]), est l’une des mé-
thodes les plus utilisées et le cadre le plus approprié pour résoudre le problème d’interaction
fluide-structure. Elle en représente une approche fiable car elle tient compte du mouvement
du maillage dans la résolution numérique de ce type de problème. Par approche fiable, nous
entendons le fait que les tractions sur la structure peuvent être récupérées avec plus de
précision.

Il s’agit d’effectuer une adaptation continue du maillage à chaque pas de temps, c’est
à dire sans modification de sa topologie. La résolution se fait en tenant compte du dé-
placement de la frontière. La formulation mathématique de l’équation du mouvement est
commodément décrite par rapport à un référentiel eulérien. Cependant, ceci est incom-
patible avec la formulation lagrangienne, qui est plus appropriée pour décrire la partie
solide. La méthodologie ALE combine le meilleur des caractéristiques de ces deux formu-
lations différentes. L’essence de l’ALE est que la loi du mouvement du maillage peut être
arbitrairement choisie, cf. [49].

Cette méthode est couteuse, car la partie du maillage du domaine fluide en contact
avec le solide suit le mouvement de ce dernier, ce qui exige l’adaptation de la position des
nœuds internes du maillage fluide aux déformations de la structure à chaque étape tout en
conservant la qualité ainsi que la validité du maillage. Ceci revient entre autres à garantir
l’absence d’éventuelles distorsions.

Les équations qui gouvernent le mouvement du fluide sont formulées dans le cadre d’un
repère Eulérien dans lequel le domaine ne suit pas le mouvement propre du maillage. Soit
Ωf ⊂ R2, le domaine de référence et soit vm le champs de vitesse du maillage. La forme
convective de l’équation de conservation des moments pour le fluide incompressible s’écrit
dans la formulation ALE :

ρf

(
∂v

∂t |vm
+ (v − vm) · ∇v − g

)
+∇p− µf∆v = 0 (4.17)

où ∂v
∂t |vm

est la dérivée en temps en laissant fixée vm. On voit bien que la formulation ALE
affecte le terme convectif de l’équation de Navier-Stokes.

La vitesse (v − vm) représente donc la vitesse du fluide relativement au maillage.

Données sismographiques

Le sismomètre fournit un sismogramme qui est un enregistrement sous forme de gra-
phiques représentant le déplacement, la vitesse ainsi que l’accélération en fonction du temps
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et de la position. Pour la détection des tremblements de terre, l’étude des sismogrammes
apporte de précieuses informations. Leur décryptage permet, par exemple, de connaître la
vitesse de propagation des ondes, leur nature mais aussi à localiser l’épicentre. L’étude de
l’onde sismique générée par ces données sismographiques conjuguées avec une connaissance
préalable du sol sur lequel la structure à été construite, sont à même de nous renseigner
sur l’effet direct du séisme sur l’interface Sol-Structure en terme de déplacements, cf. [69].
Pour le cas qui nous concerne, on fait usage de la fonction fournit par le sismogramme et
qui donne la vitesse et le déplacement en fonction du temps et de la position pour pouvoir
prescrire la condition de Dirichlet pour le problème fluide sur la partie du bord en contact
avec le sol. Cette fonction est définie sur la parties du bord Γdf × (0, T ) et désignées :

(t, x)→ vdf (t, x).

4.2 Étude mathématique de la solution du problème
couplé

Présentation du problème couplé

Pour former le problème couplé du système parabolique de Navier-Stokes (4.1)-(4.6)
et du système hyperbolique de Lamé (4.9)-(4.13), il est très souhaitable d’uniformiser les
référentiels dans lesquels sont exprimés les deux problèmes, ceci pour pouvoir effectuer
le couplage sur l’interface Σ. L’écriture en variables lagrangiennes est très adaptée aux
solides déformables. Donc, on réécrit les équations de Navier-Stokes (4.1)-(4.6) en variables
lagrangiennes. Pour cela, on note Ωf := Ωf (0) la configuration géométrique du domaine
fluide à l’instant t = 0 et on introduit les fonctions inconnues suivantes

ṽ(t, y) = v(t,X(t, y)) ; p̃(t, y) = p(t,X(t, y))

où X(., t) désigne, pour chaque temps t, un C1−difféomorphisme de Ωf vers Ωf (t) =

X(t,Ωf ) pour tout t ∈ [0, Tα] et satisfaisant à l’équation différentielle

∂X

∂t
(t, y) = v(t,X(t, y)), X(0, y) = y pour tout y ∈ Ωf .

La borne supérieure Tα est définie explicitement dans le lemme 6.1 dans [3]. Maintenant
que les vitesses du fluide et de la structure s’expriment selon le même type de variables,
on peut imposer la condition de couplage, et qui s’écrit :

ṽ =
∂u

∂t
; σ(ṽ, p̃) · n = σ(u) · n+H(ṽ, p̃) sur (0, T )× Σ,
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c’est à dire qu’on impose l’égalité des champs de vitesse et des contraintes sur l’interface
de contact Σ et ce en tout les temps t . Il en résulte du couplage des équations non linéaires
de Navier-Stokes avec l’équation hyperbolique de Lamé le problème suivant :

∂ṽ
∂t
− µf∆ṽ +∇p̃ = F (ṽ, p̃) dans ΩT

f ,

div ṽ = G(ṽ) dans ΩT
f ,

ṽ(0, .) = 0 dans Ωf , ṽ = uIf sur (0, T )× Γdf ,

ṽ = ∂u
∂t

et σ(ṽ, p̃) · n = σ(u) · n+H(ṽ, p̃) sur ΣT ,
∂2u
∂t2
− div σ(u) = gρs dans ΩT

s ,

u(0, .) = 0, ∂u
∂t

(0, .) = u1
s dans Ωs, u = 0 sur (0, T )× Γds,

σ(u) · −→n = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ ∪ Γds),

X(t, y) = y +
∫ t

0
ũ(s, y) d s, ∀y ∈ Ωf et ∀t ∈ [0, T ],

Ωf (t) = X(t,Ωf ).

(4.18)

où l’on a noté ΣT := (0, T ) × Σ, ΩT
f = (0, T ) × Ωf et ΩT

s = (0, T ) × Ωs. Pour obtenir
ces équations, on commence par appliquer des transformations aux équations qui com-
posent le modèle couplé. Ceci afin que les termes non-linéaires, F , G, G résultants de ces
transformations, apparaissent uniquement au second membre des équations. Posons

ṽ = w + ṽ0, p̃ = q + p̃0, u = z + u0,

où (ṽ0, p̃0, u0) est solution du système couplé (4.18) avec des seconds membres nuls i.e.
(F,G,H) ≡ (0, 0, 0). Donc, par linéarité des opérateurs différentiels intervenants dans le
problème couplé, (v, q, z) est solution de



∂w
∂t
− µf∆w +∇q = F (w + ṽ0, q + p̃0) dans ΩT

f ,

divw = G(w + ṽ0) = div g(w + ṽ0) dans ΩT
f ,

w(0, .) = 0 dans Ωf , w = 0 sur Γdf ,

w = ∂z
∂t

et σ(w, q) · n = σ(z) · n+H(w + ṽ0, q + p̃0) sur ΣT ,
∂2z
∂t2
− div σ(z) = gρs dans ΩT

s ,

σ(z) · −→n = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ), z = 0 sur (0, T )× Γds,

u(0, .) = 0, ∂u
∂t

(0, .) = 0, dans ΩT
s ,

Xk+1(t, y) = y +

∫ t

0

ũk+1(s, y) d s, pour tout y ∈ Ωf et tout t ∈ [0, T ],

Ωk+1
f (t) = Xk+1(t,Ωf ).
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Dans ce qui suit, on souhaite exposer quelques idées qui permettent d’adapter le point
de vue adopté dans [3] à notre situation. Un enjeu très important de la preuve de l’existence
et de la régularité de la solution du problème couplé (4.18) est celui de trouver les bons
espaces dans lesquels rechercher les solutions, faibles dans un premier temps. Soient l, β,
1
2
≤ l ≤ 1, β ≥ 0. Suivant les hypothèses (cf. [3], p.554-555), on note K0 la constante

K0 = ||v0||H1+l(Ωf ) + ||u1||H 1
2 +l+β(Ωs)

.

On note C1 ≥ 1, cf. Théorème 5.1, p.570, [3], la constante telle que

||ṽ0||
H2+l,1+ l

2 (ΩTf )
+ ||∇p̃0||

Hl, l2 (ΩTf )
+ ||p̃0

|Σ||H 1
2 +l, 14 + l

2 (ΣT )

≤ C1

(
||v0||H1+l(Ωf ) + ||u1||H 1

2 +l+β(Ωs)

)
.

On pose

K̃0 =||G(ṽ0)||
L2(0,T ;H1+l(Ωf ))∩H

l
2 (0,T ;H1(Ωf ))

+ ||G(ṽ0)|(0,T )×Σ||
H

1
2 +l, 14 + l

2 (0,T×Σ)

+ ||g(ṽ0)||
H1+ l

2 (0,T ;L2(Ωf ))
.

avec g(ṽ) = (I − JY )ṽ, où JY est l’inverse de la matrice Jacobienne de la transformation
X. On pose aussi M0 = 3C1(K0 + K̃0) + 3. Soit Tf un temps final arbitrairement fixé. Pour
0 < T < Tf , on introduit les espaces fonctionnels suivants

ET,M0,u0 = {ṽ ∈ H1+ l
2

(
0, T ;L2(Ωf )

)
∩ L2

(
0, T ;H l+ 1

2 (Ωf )
)

;

ũ0(., 0) = u0; ||ũ||
Hl+ 1

2 ,1+ l
2 (ΩTf )

≤M0},

PT,M0,u0 = {p ∈ L2
(
0, T ;H1+l(Ωf )

)
∩H

l
2

(
0, T ;H1(Ωf )

)
|p|ΣT ∈ H

1
2

+l, 1
4

+ l
2 (ΣT ),

||p|ΣT ||H 1
2 +l, 14 + l

2 (ΣTS )
≤M0, p|ΓS×{0} = 2νε(u0)−→n · −→n |ΓS},

XT = {X ∈ H1(0, T ;H2+l(Ωf )) ∩H2+ l
2 (0, T ;L2(Ωf )) | ||∇yX − I||C(ΩTf )

}.

Le résultat d’existence et d’unicité de la solution du problème couplé énoncé dans le
Théorème 2.1, [3] est le suivant

Théorème 4.1. Supposons que

v0 ∈ H1+l(Ωf ), div v0 = 0, et u1 ∈ H
1
2

+l+β(Ωs)
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avec l ∈ (1
2
, 1) et β ≥ 0 et que les conditions de compatibilité suivantes soient satisfaites

v0|Σ = u1|Σ, 2ν(ε(v0) · −→n ) · −→τ = 0 sur Σ,

pour tout vecteur unitaire, −→τ , tangent à Σ. Alors il existe T > 0 tel que le système (4.18)
admette une unique solution (ṽ, p̃, u,X) dans l’espace

ET,M0,u0 × PT,M0,u0 × C0([0, T ];H
7
4

+ l
2 (Ωs)) ∩ C1([0, T ];H

3
4

+ l
2 (Ωs))×XT .

Il est à souligner le fait que la solution unique prédite par ce théorème est locale en
temps. Dans ce qui suit, on discute d’une adaptation de la procédure de preuve présentée
par les auteurs dans l’article [3], et qui débouche sur le Théorème 4.1 énoncé ci-dessus,
à notre situation pour le cas l = 1

2
. On note les différences suivantes avec la situation

considérée dans l’article :
- Forme géométrique de la surface de contact fluide-structure qui peut être non plate,

ou même plus arbitraire.
- Nature mixte de la condition au bord de type Dirichlet-Neumann.
- prise en compte de la donnée de Dirichlet non-homogène pour la partie fluide du

problème (équation de Stokes puis équation de Navier-Stokes).

Considérations et résultats auxiliaires

Nous nous proposons dans ce qui suit de donner quelques remarques sur l’étude théo-
rique d’existence, d’unicité et de régularité pour le problème couplé (4.18). Cette étude à
été intégralement et complètement traitée dans l’article [51].

Par ailleurs, le même type d’étude pour le problème couplé, (4.18), à aussi été menée
dans [3] dans le cas particulier où la surface de contact fluide-structure est plate. La né-
cessité d’une telle condition réside, d’après les auteurs, dans le fait de pouvoir démontrer
le lemme 3.2 dans [3] et ce dans le but de récupérer une régularité supplémentaire pour
σ(u) · −→n sur Σ, voir aussi la remarque 3.1 du même article.

Pour adapter la preuve donné dans [3] à notre situation, on démontre, pour l = 1
2
, un

résultat analogue au Théorème 3.3, p.563 dans [3] ou ce qui revient au même, au lemme
3.1 p.560. Les autres résultats auxiliaires restent valables dans notre situation à la seule et
importante différence que la résolution devrait se faire dans des espaces moins réguliers et
donc plus larges. Le fait de se restreindre à de tels espaces permet d’adapter le théorème
5.1 p.570 dans [3] à notre situation, qui est en somme le seule modification qui exige un
travail supplémentaire. Une autre raison fait que nous devons nous résigner à une telle
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restriction est que le problème est formulé en terme d’une condition au bord mixte de type
Dirichlet-Neumann. Le traitement de cette condition diffère assurément de celle abordée
dans l’énoncé du (théorème 5.1, [3]), et du (Théorème 3.3, [3]) qui lui est subordonné,
et qui consiste à étudier un problème de Dirichlet sur tout le bord. Par ailleurs, cette
restriction à aussi comme avantage de nous dispenser de devoir adapter le lemme 3.2 dont
la démonstration est très délicate.

On souligne que la condition de la forme plate de l’interface de contact, qui est une
hypothèse importante dans [3], n’est pas indispensable dans notre situation vu que la
résolution du problème se fait dans un espace dont la régularité n’est pas maximale. Notre
contribution se limite à établir un résultat analogue au Théorème 3.3 dans [3]. Ce résultat
fait l’objet de la proposition 4.1 ci-dessous. Tous les autre résultats demeurent valable, y
compris la démonstration du résultat global d’existence du problème couplé, bien-sur dans
des espaces moins réguliers.

Il y a lieu de noter avant de démontrer le lemme auxiliaire, à savoir le lemme 4.1
énoncé ci-dessous qui est indispensable pour une preuve de la proposition 4.1, qu’on peut
facilement extrapoler à partir des Théorèmes 2.4 p.164 et 2.5 p.165 dans [4] qui sont relatifs
à l’équation des ondes, deux résultats similaires mais valides pour l’opérateur hyperbolique
de Lamé. Ceci est notamment dû à la nature commune aux deux opérateurs, voir à cet
effet la section 4.2 p.185 dans [4].

Lemme 4.1. Soit ζ la solution du problème suivant
∂2ζ
∂t2
− div σ(ζ) = 0 dans (0, T )× Ωs,

ζ(0, .) = 0, ∂ζ
∂t

(0, .) = u1 dans Ωs,

ζ = G(t, x) sur (0, T )× Σ,

ζ = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ),

(4.19)

où u1 ∈ H1+θ(Ωs) pour un certain θ > 0 et où G est telle que si l’on note

G̃ :=

{
G(t, x) sur (0, T )× Σ,

0 sur (0, T )× (∂Ω− Σ),
(4.20)

alors G̃ ∈ H2+θ((0, T ) × ∂Ωs). Par ailleurs, on impose les conditions de compatibilité :
G(0, x) = 0 et ∂tG(0, x) = u1(x) sur Σ et u1(x) = 0 sur ∂Ωs − Σ. Alors

σ(ζ) · −→n = 0 sur ∂Ωs − Σ.
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Démonstration. Étape 1 : existence d’une suite approximante. D’après le Théo-
rème 2.1 p.151 dans [4], la solution, ζ, du problème (4.19) satisfait au moins à ζ ∈
C0(0, T ;H1(Ωs)), ∂tζ ∈ C0(0, T ;L2(Ωs)). Par conséquent

ζ ∈ L∞(0, T ;W 1,2(Ωs)) ∩W 1,∞(0, T ;L2(Ωs)).

Par ailleurs, il est utile de remarquer que

L2(0, T ;W 1,2(Ωs)) ∩W 1,2(0, T ;L2(Ωs)) ⊂ W 1,2((0, T )× Ωs).

En effet, ceci est vrai du moment qu’il existe un isomorphisme isométrique Φ défini par

Φ : L2
(
(0, T )×W 1,2(Ωs)

)
→ L2

(
(0, T );W 1,2(Ωs)

)
u→ Φ(u) := (t 7→ u(t, .)),

ce qui implique que ζ ∈ W 1,2((0, T )× Ωs). On note X l’espace défini par :

X = {ζ ∈ W 1,2((0, T )× Ωs) telles que ζ = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ)}.

On sait, (cf. [20], [21]), qu’il existe une suite de fonctions (ζn)n, telle que

1) ζn ∈ C∞((0, T )× Ωs),

2) supp ζn ∩ (0, T )× (∂Ωs − Σ) = ∅, ∀n ∈ N,

3) ||ζn − ζ||W 1,2((0,T )×Ωs) → 0 lorsque n→∞.

Le point 2) implique en particulier que

σ(ζn) · −→n = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ) ∀n ∈ N. (4.21)

Par définition des espaces de Bochner, L2(I×Ωs) ⊂ L2(I;L2(Ωs)), le point 3) implique
alors que

||ζn − ζ||L2(0,T ;H1(Ωs)) + ||∂tζn − ∂tζ||L2(0,T ;L2(Ωs)) → 0. (4.22)

En appliquant le théorème d’Egorov aux suites de fonctions (||ζn(t, .)||H1(Ωs))n et (||∂tζn(t, .)||L2(Ωs))n

qui sont presque partout convergentes selon une sous-suite nk, on en déduit, à partir de
(4.22), que pour tout δ > 0, il existe Iδ ⊂ (0, T ) avec |(0, T )− Iδ| ≤ δ, tel qu’on ait

||ζnk − ζ||L∞(Iδ;H1(Ωs)) + ||∂tζnk − ∂tζ||L∞(Iδ;L2(Ωs)) → 0, (4.23)
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lorsque nk → +∞. Il y a lieu de remarquer, étant donné que Iδ est compact pour tout
δ > 0, que Iδ est réunion, ∪jIjδ , d’un nombre fini de sous ensembles compacts, Ijδ . On note
ajδ = inf Ijδ .

Étape 2 : nullité de la composante normale. Si l’on note Gn := Tr|(0,T )×∂Ωs ζ
n, la

fonction ζn est solution du problème de Dirichlet suivant

(Pδ,j) :


∂2ζn

∂t2
− div σ(ζn) = fn dans Ijδ × Ωs,

ζn(ajδ, .) = ζn,j0,δ ,
∂ζn

∂t
(ajδ, .) = ζn,j1,δ dans Ωs,

ζn = Gn(t, x) sur Ijδ × Σ,

ζn = 0 sur Ijδ × (∂Ωs − Σ).

(4.24)

La remarque 2.2 p.152 de [4] permet de s’assurer de la dépendance continue de la
solution du problème (4.24) ainsi que de sa composante normale sur le bord en les données
du problème. On déduit que, pour tout δ > 0, il existe une constante Cδ,j > 0 telle que
l’on ait :

||σ(ζ) · −→n ||L2(Ijδ×Ωs)
+ ||ζ||L∞(Ijδ ;H1(Ωs))

+ ||∂tζ||L∞(Ijδ ;L2(Ωs))

≤ Cδ,j(||F ||L1(Ijδ ;L2(Ωs))
+ ||G||H1(Ijδ×∂Ωs)

+ ||ζ(ajδ, .)||H1(Ωs)

+ ||∂tζ(ajδ, .)||L2(Ωs)). (4.25)

pour tout ζ ∈ L∞(Ijδ ;H
1(Ωs)) ∩ W 1,∞(Ijδ ;L

2(Ωs)) solution du problème Pδ,j.On désigne
par EF , EG, E0 et E1 les espaces images de L∞(Ijδ ;H

1(Ωs)) ∩W 1,∞(Ijδ ;L
2(Ωs)) par l’opé-

rateur différentiel associé au problème aux limites (4.24). Par ailleurs, on désigne par T
l’opérateur qui associe à F ∈ EF , G ∈ EG, ainsi qu’aux fonctions données initiales Φ0, Φ1

définies respectivement dans les espaces E0 et E1 l’unique solution ζ du problème (4.24)
correspondant i.e. posé sur Ijδ × Ωs. On note Dj

δ l’espace image de EF × EG × E0 × E1

par l’opérateur T . À l’aide de la propriété de continuité (4.25) on applique le théorème
d’isomorphisme de Banach pour déduire l’existence d’une constante C ′δ,j > 0 telle que pour
tout ζ ∈ Dj

δ ⊂ L∞(Ijδ ;H
1(Ω)) ∩W 1,∞(Ijδ ;L

2(Ω)) on ait

||T−1(ζ)||

:= ||F ||EF + ||G||EG + ||ζ(ajδ, .)||E0 + ||∂tζ(ajδ, .)||E1

≤ C ′δ,j

(
||ζ||L∞(Ijδ ;H1(Ω)) + ||∂tζ||L∞(Ijδ ;L2(Ω))

)
. (4.26)
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L’estimation (4.26) appliquée à la fonction ζ − ζn donne

||f − fn||EF + ||G−Gn||EG
+ ||∂tζn(ajδ, .)− ∂tζ(ajδ, .)||E1 + ||ζn(ajδ, .)− ζ(ajδ, .)||E0

≤ C ′δ,j

(
||ζ − ζn||L∞(Ijδ ;H1(Ω)) + ||∂tζ − ∂tζn||L∞(Ijδ ;L2(Ω))

)
. (4.27)

On déduit, en utilisant (4.23), que le membre gauche de (4.27) converge fortement dans
l’espace EF ×EG×E0×E1 vers zero. Par ailleurs, il s’ensuit de la propriété de continuité
(4.25) que, pour tout δ > 0, la fonction ζn − ζ satisfait

||σ(ζn − ζ) · −→n ||Eσ(Iδ×∂Ωs) + ||ζn − ζ||L∞(Ijδ ;H1(Ω)) + ||∂t(ζn − ζ)||L∞(Ijδ ;L2(Ω))

≤ C ′δ,j(||fn − f ||EF + ||Gn −G||EG + ||ζn,j0,δ − ζ
j
0,δ||E0 + ||ζn,j1,δ − ζ

j
1,δ||E1). (4.28)

pour tout j. On a donc que

||σ(ζn) · −→n − σ(ζ) · −→n ||Eσ(Iδ×(∂Ωs−Σ)) → 0, lorsque n→∞,

d’où l’on déduit, en utilisant la propriété (4.21), que

σ(ζ) · −→n = 0 sur Iδ × (∂Ωs − Σ) (4.29)

pour tout δ > 0. Étant données les hypothèses de régularité sur G̃ et u1, alors en interpolant
des résultats similaires aux (Théorème 2.4, p.164, [4]) et (Théorème 2.5, p.165, [4]) pour
notre problème avec l’opérateur d’élasticité, on conclut que la solution du problème (4.19)
satisfait à σ(ζ) · −→n ∈ H1+θ((0, T ) × ∂Ωs)). Ceci implique que σ(ζ) · −→n est au moins
Holdérienne. Par conséquent il découle facilement de ce fait et de (4.29) que σ(ζ) · −→n = 0

sur (0, T )× (∂Ωs − Σ) tout entier.

On énonce à présent la proposition 4.1 qui est analogue aux résultats dans [3], plus
précisément, le Lemme 3.1, p.560, et le Théorème 3.3, p.563 pour l = 1

2
.

Soit G ∈ H2+θ((0, T ) × Σ), pour un certain θ > 0. On définit sur le bord la fonction
Gε = φεG où φε ∈ C∞((0, T ) × ∂Ωs) et φε est identiquement nulle sur (0, T ) × Vi avec
Vi ⊂ ∂Ωs, i = 1, 2, un voisinage des points (a1, a2) = ∂Σ et φε = 1 sur la partie en dehors
de Vi. Par conséquent, si G̃ε est telle que définie dans (4.20) alors elle satisfait à la régularité
G̃ε ∈ H2+θ((0, T )× ∂Ωs).

Afin d’éviter d’avoir recours à certaines considérations techniques, accessoires quant
aux idées générales qu’on souhaite exposer, nous établissons la proposition 4.1 pour une
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donnée initiale en vitesse u1 ∈ H1+θ(Ωs), u1 = 0 sur Σ. Par ailleurs, on suppose que G
vérifie les conditions de compatibilité suivantes : G(0, x) = 0 et ∂tG(0, x) = u1(x) = 0 sur
Σ.

Ce qui fait qu’on a pas à adapter la fonction donnée initiale, u1, pour garantir une
compatibilité avec Gε.

Proposition 4.1. Soit G, Gε et u1 telles que définies ci-dessus. Donc la condition de
compatibilité ∂tGε(0, x) = u1(x) = 0 sur Σ pour tout ε > 0 est satisfaite. On note uε la
solution du problème 

∂2uε
∂t2
− div σ(uε) = 0 dans (0, T )× Ωs,

uε(0, .) = 0, ∂uε
∂t

(0, .) = u1 dans Ωs,

uε = Gε(t, x) sur (0, T )× Σ,

σ(uε) · −→n = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ),

(4.30)

alors on a
||σ(uε) · −→n ||H1((0,T )×Σ) ≤ C

(
||Gε||H2((0,T )×Σ) + ||u1||H1(Ωs)

)
. (4.31)

De plus, si on note u l’unique solution du problème (4.30) correspondant à la donnée
G au lieu de Gε alors

lim
ε→0
||uε − u||C0(0,T ;L2(Ωs))∩C1(0,T ;H−1(Ωs)) = 0.

On va voir au cours de la démonstration que les hypothèses sur la fonction donnée
initiale u1 sont naturelles.

Démonstration. On considère la fonction ζε solution du problème (4.32)
∂2ζε
∂t2
− div σ(ζε) = 0 dans (0, T )× Ωs,

ζε(0, .) = 0, ∂ζε
∂t

(0, .) = u1 dans Ωs,

ζε = Gε(t, x) sur (0, T )× Σ,

ζε = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ).

(4.32)

Il apparait clairement que uε = ζε. En effet, d’un coté on a, d’après le lemme 4.1, que
σ(ζε) · −→n = 0 sur (0, T )× ∂Ωs − Σ. Par conséquent :

σ(uε) · −→n = σ(ζε) · −→n p.p. sur (0, T )× ∂Ωs, (4.33)

et, en particulier, l’égalité (4.33) est vraie dans H−1((0, T )×∂Ωs). Ce qui signifie aussi que
ζε résout le problème (4.30), d’ailleurs elle en est l’unique solution. En effet, supposons,
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pour un certain ε > 0, qu’il y ait deux solutions u1
ε et u2

ε au problème (4.30), il advient
alors que u1

ε − u2
ε est solution du problème

∂2(u1
ε−u2

ε )
∂t2

− div σ(u1
ε − u2

ε) = 0 dans (0, T )× Ωs,

(u1
ε − u2

ε)(0, .) = 0, ∂(u1
ε−u2

ε )
∂t

(0, .) = 0 dans Ωs,

σ(u1
ε − u2

ε) · −→n = 0 sur (0, T )× Σ,

u1
ε − u2

ε = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ).

(4.34)

Or, d’après [52] et plus précisément le Théorème 1 et l’estimation 1.9 p.170, ce problème
admet une unique solution et cette solution est identiquement nulle, d’où l’unicité recher-
chée. Finalement on déduit aisément l’estimation (4.31) par un argument de continuité.

La fonction ζ solution du problème (4.35)
∂2ζ
∂t2
− div σ(ζ) = 0 dans (0, T )× Ωs,

ζ(0, .) = 0, ∂ζ
∂t

(0, .) = u1 dans Ωs,

ζ = G(t, x) sur (0, T )× Σ,

ζ = 0 sur (0, T )× (∂Ωs − Σ).

(4.35)

où G et u1 vérifient, par hypothèses, les conditions de compatibilité. La fonction ζ est
seulement L2 sur (0, T )× ∂Ω et sa régularité, telle qu’énoncée dans le théorème 2.3, p.153
dans [4], est :

ζ ∈ C0(0, T ;L2(Ωs)) , ∂tζ ∈ C0(0, T ;H−1(Ωs)). (4.36)

Concernant la composante normale du tenseur, on ne peut espérer mieux que σ(ζ)·−→n ∈
H−1((0, T )× Σ). Avec les mêmes arguments que ci-dessus i.e. la dépendance continue des
fonctions ζ − ζε et σ(ζ) · −→n − σ(ζε) · −→n en la fonction G−Gε on a

||ζ − ζε||C0(0,T ;L2(Ω))∩C1(0,T ;H−1(Ωs))

+ ||σ(ζ) · −→n − σ(ζε) · −→n ||H−1((0,T )×∂Ωs) → 0, (4.37)

lorsque ε→ 0 et

||σ(u) · −→n − σ(uε) · −→n ||H−1((0,T )×∂Ωs)+

||u− uε||C0(0,T ;L2(Ω))∩C1(0,T ;H−1(Ωs)) → 0, (4.38)

lorsque ε→ 0. Ceci est dû au fait que, par définition de Gε, ||G−Gε||L2((0,T )×Σ) → 0 lorsque
ε→ 0. Donc, en utilisant (4.33), (4.37) et (4.38), on a

σ(u) · −→n = σ(ζ) · −→n dans H−1((0, T )× ∂Ωs). (4.39)
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En utilisant la dépendance continue, telle que énoncée dans ([4], remarque 2.2), on a
immédiatement

||σ(u) · −→n ||H−1((0,T )×∂Ω) ≤ C
(
||ζ||L2((0,T )×Σ) + ||u1||H−1(Ωs)

)
= C

(
||G||L2((0,T )×Σ) + ||u1||H−1(Ωs)

)
. (4.40)

Remarque 4.2. Il y a lieu de noter que, dans [3], les auteurs ont établi dans le Théorème
3.3 un résultat équivalent à celui de la proposition 4.1 dans des espaces plus restreints et
qui fait que les problèmes étudiées ailleurs dans l’article, y compris le problème couplé
global, jouissent dans ce cas d’une régularité maximale. On ne peut certainement pas
prétendre à une telle régularité dans le cas qui nous concerne vu qu’on ne peut obtenir mieux
que u ∈ C0(0, T ;L2(Ωs)) ∩ C1(0, T ;H−1(Ωs)), ceci est foncièrement dû l’irrégularité de la
donnée de Dirichlet. Il faut savoir aussi qu’on ne peut s’attendre à une régularité du type
C0(0, T ;H1(Ωs))∩C1(0, T ;L2(Ωs)) pour la solution ζ du problème (4.32) correspondant à
la donnée G sur le bord. Autrement, il adviendrait que ζ(t, .) ∈ H 1

2 (∂Ω) et donc, d’après
(1.3), ζ serait continue sur ∂Ωs, ce qui ne peut être la cas à moins de supposer, par
exemple, que limx→x0∈∂ΣG(t, x) = 0 pour tout t ∈ (0, T ), cette condition serait en fait
assez restreignante eu égard au résultat obtenu et qui est valable pour une donnée de
Dirichlet, G, plus générale.

Ceci dit, même si l’on est en mesure de se contenter d’une telle régularité faible pour
ce qui est de l’existence d’une solution dans l’espace des distributions pour le problème
(4.30), on ne peut cependant pas utiliser dans ce cas le résultat de la proposition 4.1 pour
établir un équivalent, ne serait ce que faible, du Théorème 5.1 dans [3]. Ceci est dû au
fait que pour réaliser le couplage avec le problème de Stokes, un minimum de régularité
doit être assuré. Plus précisément nous devrions travailler avec une donnée G telle que
G̃ ∈ H2((0, T ) × ∂Ωs) à laquelle correspondra une composante normale du tenseur des
contraintes σ(u) · −→n ∈ H1((0, T )× Ωs).

Par ailleurs, il est aisé de remarquer qu’étant donné G1 et G2 dans H2((0, T )×Σ) alors
les solutions uG1 et uG2 des problèmes (4.30) correspondants vérifient d’après (4.40)

||σ(uG1 − uG2) · −→n ||H−1((0,T )×∂Ωs) ≤ C||G1 −G2||L2((0,T )×Σ). (4.41)

Parallèlement, si l’on note Gi,ε = Giφε avec φε la suite de fonctions de troncature telle
que définie juste avant l’énoncé de la proposition 4.1 et de sorte que G̃i,ε définie par (4.20)
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satisfasse aux mêmes hypothèses de régularité que dans le lemme 4.1, alors une estimation
équivalente à (4.41), mais dans des espaces plus réguliers, peut être obtenue, à savoir que
l’on a

||σ(uG1,ε) · −→n − σ(uG2,ε) · −→n ||H1((0,T )×∂Ωs) ≤ C||G1,ε −G2,ε||H2((0,T )×Σ). (4.42)

L’estimation (4.42) est la clé qui permet de démontrer l’existence d’une solution au
problème couplé dans le cas des équations linéaires i.e. un résultat équivalant au théorème
5.1 p.570 dans [3] et ce dans des espaces moins réguliers mais suffisamment adaptés. On
démontre un tel résultat en établissant l’existence d’un point fixe pour le problème couplé
auxiliaire, cf. le système (2.10) dans [3] p.556, mais avec le problème (4.30) au lieu du
problème (5.2), p.571. Par conséquent on montre, pour chaque ε > 0, l’existence d’un
point fixe σ(uε) · −→n ∈ H1((0, T )×Σ). Puis on démontre l’existence d’une solution pour le
problème couplé global dans le même esprit que celui de la démonstration du Théorème 7.1
dans [3]. Enfin, on passe à la limite, ε→ 0, en utilisant notamment (4.38). Par conséquent,
il suffit de considérer des conditions initiales et au bord avec une régularité similaire à celle
supposé dans les hypothèses du Théorème 4.1 mais correspondante à l = 1

2
. Ceci dit, on

récupère, au final, seulement une solution, u, telle que σ(u) · −→n ∈ H−1((0, T )× ∂Ωs).
Cela étant, et pour les raisons évoquées ci-dessus, la régularité de la solution prédite

par le Théorème 4.1 peut être satisfaite par la solution approximative uε et ce pour tout
ε. En effet, on a σ(uε) · −→n ∈ H1((0, T ) × Σ), ce qui implique que la solution du problème
global vérifie uε ∈ L2(0, T ;H1(Σ)) ∩ H1(0, T ;L2(Σ)), autrement dit, c’est exactement la
régularité énoncée dans le Théorème 4.1 pour l = 1

2
. Dit autrement encore, on obtient la

même régularité de la solution globale au problème couplé que dans [3] pour l = 1
2
. Cette

régularité n’est assurément pas valable pour la solution u.
Par ailleurs, il faut souligner une considération qui diffère de la situation traitée dans

[3] et qui consiste en la prise en compte d’une donnée de Dirichlet non homogène pour le
problème de Stokes posé sur le domaine Lipschitzien Ωf . Pour cela, on renvoie le lecteur vers
[55] pour ce qui concerne la théorie de l’existence et de l’unicité relative à cette situation.
On évoque dans la prochaine section le problème de Stokes avec, d’une part une condition
de Dirichlet non homogène, et d’autre part une divergence du champs de vitesse non
identiquement nulle sur le domaine Ωf . Donc, des hypothèses de régularité assez strictes
doivent être imposées afin de pouvoir récupérer une vitesse sur Σ suffisamment régulière
de telle sorte à ce qu’elle permette d’établir le résultat similaire au (Théorème 5.1, [3]).

Le Théorème 4.1 p.566 dans [3] se démontre exactement de la même manière sauf qu’on
fait apparaitre la norme de la donnée de Dirichlet au sens du Théorème 2.1 dans [55].
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Pour le problème (4.18), on démontre l’existence d’une solution pour chacun des deux
problèmes aux limites qui le composent et ce dans des espaces bien précis, ce qui est
analogue à l’étude de la régularité de ces solutions, et ce après avoir incorporé toutes les
conditions au bord propres aux considérations particulières du modèle étudié. Ceci nous
mène à établir des estimations a priori pour ces solutions qui permettent de définir ces
espaces fonctionnels dans lesquels rechercher les solutions. Puis, dans une seconde étape,
on démontre l’existence d’un point fixe solution du problème couplé. Finalement, on achève
la preuve avec un argument d’unicité.

A présent, on esquisse sommairement l’idée sous-jacente à la démonstration de l’exis-
tence et de l’unicité de la solution du problème (4.18).

Existence

La démonstration de l’existence d’une solution au problème (4.18) repose essentiellement
sur l’idée des approximations successives. On pose

(ṽk+1, p̃k+1, uk+1) = (wk+1 + ṽ0, qk+1 + p̃0, zk+1 + u0),

où la suite (wk+1, qk+1, zk+1)k est définie par récurrence comme solutions, pour k ≥ 0, du
système



∂wk+1

∂t
− µf∆wk+1 +∇qk+1 = F (ṽk, p̃k) dans ΩT

f ,

divwk+1 = G(ṽk) = div g(ṽk) dans ΩT
f ,

wk+1(0, .) = 0 dans Ωf , wk+1 = 0 sur (0, T )× Γdf ,

wk+1 =
∂zk+1

∂t
, σ(wk+1, qk+1) · −→n = σ(zk+1) · −→n +H(ṽk, p̃k) dans ΣT ,

∂2zk+1

∂t2
− div σ(zk+1) = 0 dans ΩT

s , zk+1 = 0 sur (0, T )× Γdf ,

σ(zk+1) · −→n = 0 sur (0, T )× (∂Ω− Γds),

zk+1(0, .) = 0 ,
∂zk+1

∂t
(0, .) = u1

s dans Ωs,

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

et où l’on a aussi

Xk+1(t, y) = y +

∫ t

0

ũk+1(s, y) d s, pour tout y ∈ Ωf et tout t ∈ (0, T ),

Ωk+1
f (t) = Xk+1(t,Ωf ).
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La forme linéarisée des équations (4.43)-(4.49) ci-dessus se prête à exprimer la solution
du système sous forme de point fixe dont l’existence peut être démontrée par l’application
de la méthode des approximations successives. Ceci est possible en utilisant, d’un coté la
dépendance linéaire, en les fonctions w, q et z, des expressions qui figurent aux membres
sur la gauche des équations (4.43)-(4.49), et d’un autre coté les estimations, cf. l’intégralité
de la section 6 dans [3], pour les opérateurs non linéaires aux seconds membres de ces
équations. Si on choisit ET,M0,u0 × PT,M0,u0 comme étant l’espace dans lequel on recherche
la solution, (ũ, p̃), du problème couplé, alors il est facile de remarquer que les fonctions ṽ
et p̃ recherchées sont point fixe de l’opérateur P défini par :

P : ET,M0,u0 × PT,M0,u0 → ET,M0,u0 × PT,M0,u0

(ṽk, p̃k)→ P (ũk, p̃k) = (ṽk+1, p̃k+1),

l’opérateur est bien défini car pour (ũk, p̃k) fixé, il existe bien une image (ũk+1, p̃k+1) qui
correspond à l’existence de la solution du problème linéaire (4.43)-(4.49) correspondant.
L’existence d’une solution au problème couplé revient à montrer que la méthode des ap-
proximations successives converge.

On déduit facilement, en utilisant des estimations Lipschitziennes pour les opérateurs
non-linéaires F,G,H - voir les sous sections 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 dans [3]- ce qui suit

||vk+1 − vk||ET + ||∇qk+1 −∇qk||FT + ||qk+1
|ΣST
− qk|ΣST ||HT

≤
(
||F k − F k−1||FT + ||gk − gk−1||GT + ||Gk −Gk−1||GT + ||Hk −Hk−1||HT

)
(4.50)

≤ 1

2

(
||ũk − ũk−1||ET + ||∇p̃k −∇p̃k−1||FT + ||p̃k|ΣTS − p̃

k−1
|ΣTS
||HT

)
.

On en arrive, par récurrence et quelques calculs, au fait que (ũk, p̃k) satisfait

||ṽk||ET + ||∇q̃k||FT + ||q̃k|ΣTS ||HT
≤ ||ṽ1||ET + ||∇q̃1||FT + ||q̃1

|ΣTS
||HT (4.51)

+M1

∞∑
m=1

1

2m
≤ 2M1,

en utilisant, d’une part le Théorème 5.1 et la proposition 6.1 dans [3], et d’autre part (4.51),
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on déduit que (ũk, p̃k) satisfait

||ũk||ET + ||∇p̃k||FT + ||p̃k|ΣTS ||HT
≤ ||ũ0||ET + ||∇p̃0||FT + ||p̃0

|ΣTS
||HT+ (4.52)

+ ||vk||ET + ||qk||FT + ||qk|ΣTS ||HT
≤M0.

Les itérations relevant de la méthode d’approximation successive, ayant pour point
initial (ṽ0, p̃0, u0), engendre une suite (ṽk, p̃k, uk)k. L’estimation (4.52) implique que la suite
(ṽk, p̃k) converge vers (ṽ, p̃) appartenant à ET,M0,u0×PT,M0,u0 . Enfin, concernant le suite uk,
comme la suite (ṽk)k converge vers ṽ alors d’après le Théorème 3.3 dans [3], ou de manière
équivalente la proposition 4.1, la suite (uk)k qui lui correspond converge vers une fonction
u dans un espace bien précis. De plus, la suite (σ(uk) · −→n )k converge vers (σ(u) · −→n )k. Il
en est de même pour la suite (Xk)k, cf. section 7 de l’article [3].

Unicité

Pour montrer l’unicité de la solution du problème (4.18), on procède par l’absurde i.e. on
suppose l’existence de deux solutions distinctes. Un point important à remarquer est celui
que les deux solutions coïncident sur la partie du bord sur laquelle est posée la condition
de Dirichlet. Par conséquent ceci revient à montrer l’unicité pour le cas de la condition
de Dirichlet homogène, pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que la fonction ṽ1 − ṽ2

est identiquement nulle sur la partie du bord concernée par la condition de Dirichlet.
En appliquant l’estimation (4.51) pour les deux solutions supposées distinctes (ṽ1, p̃1) et
(ṽ2, p̃2), on en arrive à la contradiction suivante

||ṽ1 − ṽ2||ET + ||p̃1 − p̃2||FT + ||p̃1|ΣTS − p̃2|ΣTS ||

≤ 1

2

(
||ṽ1 − ṽ2||ET + ||p̃1 − p̃2||FT + ||p̃1|ΣTS − p̃2|ΣTS ||

)
,

ce qui conclut à l’unicité.
La démonstration de la proposition 4.1 est valable pour n’importe quel domaine de

forme polygonale, il en est par conséquent de même de la preuve du résultat analogue au
Théorème 4.1 pour notre situation.

Contrairement à la manière dont le couplage à été décrit au début de la sous section 1.3
et dont la procédure consistait à réaliser l’égalité des vitesses du fluide et de la structure
sur l’interface de contact en supposant, à chaque itération de la procédure, que la pression
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est identique entre le fluide et la structure ; le point fixe dont l’existence à été établie dans
la démonstration théorique ci-dessus concerne la pression. C’est à dire que dans ce cas c’est
bien la vitesse du fluide et de la structure sur l’interface qui sont supposées identique. Cela
ne change absolument rien quant au résultats obtenus.

Tel que présenté dans (4.18), le problème couplé prend en compte, en partie seulement,
l’effet du tremblement de terre à travers la condition au bord de Dirichlet. Nous disions
en partie seulement car pour une modélisation effective de l’effet sismique, la condition
au bord de Dirichlet, en vitesse pour le fluide par exemple, doit concerner l’intégralité de
la frontière, ceci du moment qu’elle est entièrement soumise à l’effet des ondes sismiques.
Nous pensons tout de même que les idées discutées sont d’ores et déjà dans l’esprit de cette
situation et que la différence se situe uniquement au niveau de la technicité.

4.3 Aspects mécaniques

4.3.1 Critères mécaniques

Pour simplifier la présentation des éléments de cette section, nous nous plaçons dans le
cas statique, ce qui correspond toujours à la configuration géométrique Ωs de la structure.
On s’intéresse à un problème d’optimisation de la structure soumise à des contraintes,
tout en garantissant la stabilité du barrage. Ces contraintes découlent de la mécanique des
milieux déformables. Les deux paramètres variables à optimiser, H et θ, sont assujettis à
prendre leurs valeurs dans l’ensemble D défini par (4.53)

D = {(H, θ) ∈ R2 tel que 0 ≤ H ≤ 40; 0 ≤ θ ≤ π

4
}. (4.53)

Nous considérons une subdivision de ces intervalles avec des pas respectifs τh et τθ. On
définit les trois fonctions à deux variables suivantes associées respectivement à chacun des
critères mécaniques définissant la non dislocation, le non soulèvement et le non renverse-
ment.

1) La fonction F1 définie par

F1 : (H, θ)→ F1(H, θ) = max
x∈Ω(H,θ)

σvm(H, θ),

associe à chaque couple de hauteur et d’angle donnés la valeur maximale de la contrainte
équivalente de Von-Mises, définie par
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σvm=
1√
2

√
(σxx − σyy)2 + (σyy)2 + (σxx)2 (4.54)

2) La fonction F2 définie par

F2 : (H, θ)→ F2(H, θ) = max
x∈A(H,θ)

σyy(H, θ)

associe à chaque couple de hauteur et d’angle la valeur maximale de la composante verticale
du tenseur des contraintes défini sur la base du barrage notée A(H, θ).

3) La fonction F3 définie par

F3 : (H, θ)→ F3(H, θ) =
Ms

Mr

associe à chaque configuration géométrique Ωs = Ωs(H, θ) le quotient du moment des forces
stabilisatrices, c’est à dire le poids du barrage augmenté de la composante verticale de la
pression par le moment des forces renversantes c’est à dire la composante horizontale de la
pression où Ms et Mr sont définis par

Ms =

∫
A(H,θ)

σsyy(x)d(∆, x) dx,

Mr =

∫
A(H,θ)

σryy(x)d(∆, x) dx

où σs est le tenseur des contraintes associé aux forces stabilisatrices et σr est le tenseur
des contraintes associé aux forces renversantes ; et où on a désigné ∆ le sommet commun
des arrêtes E1 et E5 de la structure.

Dans la définition des fonctions F1, F2 et F3, la valeur des composantes du tenseur des
contraintes est calculée en résolvant le problème de structure sur le domaine Ωs(H, θ). Ce
domaine représente la configuration géométrique de la structure associée aux données H
et θ. Les fonctions (Fi)i=1,3 nous permettent d’exprimer les contraintes du problème d’op-
timisation. Ces dernières sont formulées en termes des inégalités algébriques suivantes :

1) Le premier critère est de s’assurer que le barrage ne se disloque pas. Cette condition
s’exprime en fonction de la contrainte

C1(H, θ) := F1(H, θ)− 2.5× 106 < 0.
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2) Le deuxième critère, permet d’assurer que la composante verticale du tenseur des
contraintes est négative, ce qui traduit le fait que le barrage ne se soulève pas ; cette
contrainte s’exprime donc comme suit

C2(H, θ) := F2(H, θ) < 0

3) Le troisième critère assigne un seuil de sécurité pour le quotient des moments, ce qui
garantit que le barrage ne se renverse pas ; d’où la condition

C3(H, θ) := −F3(H, θ) + 1.5 < 0.

Pour mettre en évidence l’intérêt de considérer le renforcement triangulaire, la partie
Rf du barrage, nous présentons dans les figures suivantes deux exemples de configurations
géométriques de la structure pour lesquelles ces critères ne sont pas remplis en raison
notamment du volume insuffisant du renforcement, mais pas seulement. En effet, après
avoir effectué plusieurs tests numériques, on constate que le choix de certaines plages de
valeurs spécifiques des paramètres H et θ jouent aussi un rôle important pour garantir une
stabilité de la structure.

Figure 4.2 – Une configuration géométrique pour laquelle il y a dislocation.

La figure 4.2 donne les valeurs de la contrainte de Von-Mises sur toute la surface de la
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Figure 4.3 – Une configuration géométrique pour laquelle il y a un soulèvement.

structure, la partie colorée en rouge désigne une traction, celle en bleu désigne la compres-
sion.

Sur la figure 4.3 sont représentés les vecteurs de réaction du sol et qui sont définis sur
les nœuds de contact entre le sol et la structure. On peut aisément apprécier la nature
ou l’effet de cette réaction à travers le signe de la composante verticale σyy(x) du tenseur
des contraintes qui est égal en module mais de signe inverse de la composante verticale
des vecteurs de réaction du sol et ce en fonction de la position x ∈ A(H, θ) sur la base
de la structure. La configuration présentée sur la figure 4.3 correspond aux paramètres
H = 25 m et θ = π

6
rad. On observe par ailleurs les faits suivants :

- Sur la figure 4.2 la valeur maximale de la contrainte équivalente de Von-Mises est de
l’ordre de 8 × 106 Pa., en rouge sur le sommet non convexe, donc dépasse le seuil de non
dislocation qui est fixé à 2.5× 106 Pa. pour la structure.
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- Sur la figure 4.3, le critère de non soulèvement n’est pas respecté puisqu’il existe des
valeurs positives de la composante verticale σyy du tenseur des contraintes correspondantes
aux composantes négatives des vecteurs de réaction, en couleur verte sur la figure.

- Concernant le troisième critère, si nous fixons h = 35 et θ = π
4
alors nous avons, pour

le domaine associé Ωs(H, θ), le rapport |Ms
Mr
| = 1, 73 > 1, 5. Cela signifie que le critère de

non renversement n’est pas satisfait.
En revanche, pour les valeurs H = 30 et θ = π

3
, les trois contraintes sont satisfaites, ce

qui démontre que l’ensemble des solutions du problème d’optimisation est non vide.

4.3.2 Construction des surfaces

Afin de tester les trois contraintes Ci=1,3 ainsi que pour trouver les valeurs optimales
de H et θ, les surfaces que nous construisons représentent graphiquement les valeurs de
ces grandeurs mécaniques en fonction des deux paramètres H et θ. On considère la plage
des valeurs H et θ appartenant au domaine D défini par (4.53). Après discrétisation des
variables H et θ avec un pas τH , τθ, pour chaque valeur de ces paramètres d’optimisation,
nous définissons un maillage du domaine Ωs(H, θ) sur lequel nous résolvons ce problème par
la méthode des éléments finis. Ainsi, en chaque point du maillage on peut calculer chacun
des critères Ci=1,3, et on interpole ces données pour obtenir les surfaces présentées dans
les figures 4.4, 4.5 et 4.6 ci-dessous. L’Algorithme qui nous permet d’obtenir ces surfaces
s’écrit sous la forme suivante :

Algorithm 2 : construction des surfaces
for H = 3 : τH : 41 do
for θ = 3 : τθ : π

4
do

Appliquer le programme ISF et calculer Ci(H, θ)
Interpoler les valeurs (3 + nτH , 3 +mτθ, Ci(3 + nτH , 3 +mτθ))
Représenter graphiquement les surfaces ((H, θ)→ Ci(H, θ))i

end for
end for

Puis, on projette sur le plan (Hoθ) les points (H, θ, Ci(H, θ))i=1,3 qui vérifient les
contraintes Ci(H, θ) ≤ 0, i = 1, 3. On obtient ainsi les surfaces d’admissibilité suivantes
notées Zi=1,3 représentées sur les figures 4.7, 4.8 et 4.9.

L’intersection de ces trois régions donne lieu à une zone d’admissibilité D− = ∩i=1,2,3Zi

qui contient les points (H, θ) définissant les configurations géométriques pour lesquelles la
structure est stable.
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Figure 4.4 – Représentation graphique de C1

Figure 4.5 – Représentation graphique de C2
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Figure 4.6 – Représentation graphique de C3

Figure 4.7 – Zone d’admissibilité pour C1
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Figure 4.8 – Zone d’admissibilité pour C2

Figure 4.9 – Zone d’admissibilité pour C3



110

4.4 Optimisation

4.4.1 Présentation de la méthode de Hooke-Jeeves

La méthode de Hooke-Jeeves à été introduite dans [11] ; c’est une méthode essentiel-
lement locale, c’est à dire qu’elle sert à déterminer les minimums locaux d’une fonction
définie globalement, pour un problème d’optimisation sans contraintes.

Soit f : Rn → R une fonction à minimiser. La méthode de Hooke-Jeeves est une mé-
thode exploratoire, qui comporte deux phases distinctes : une phase exploratoire locale et
une phase de déplacement tant que le critère n’est pas minimisé.

a) Description de l’exploration locale. À partir d’un point x = (x1, ..., xn) donné et
d’un pas ∆1 > 0 fixé, on effectue l’exploration suivante :

- à la k−ème étape, on pose α = f(xk) au dernier point courant xk = (xk1, x
k
2, ...x

k
n)

obtenu par l’algorithme ; on modifie le point courant en ajoutant un pas ∆k
1, de sorte

que xk+1
1 = xk1 + ∆k

1. Si la valeur de f(xk) est améliorée i.e. f(xk+1
1 , x2, ..., xn) ≤ α, alors

xk1 + ∆k
1e1 est adopté comme nouvelle première coordonnée de xk avec e1 = (1, 0, ..., 0)

étant le premier vecteur de la base canonique de Rn. Sinon, xk1 est remplacée par xk1 −∆k
1,

et la nouvelle valeur de la fonction objectif f(xk) est à nouveau calculée. Si la valeur de
f(xk) n’est pas amélioré par ±∆k

1, alors on garde l’ancienne valeur de la coordonnée xk1
et on passe à la coordonnée suivante xk2 qui sera remplacée par une des quantités ±∆k

2, et
ainsi de suite, jusqu’à ce que toutes les variables indépendantes aient été modifiées et la
recherche exploratoire est terminée.

- Pour chaque étape, la valeur de la fonction objectif est comparée à la valeur au
point courant précédent xk. Si la fonction objectif est améliorée pour l’étape donnée, alors
l’ancienne valeur de la fonction objectif est remplacée par la nouvelle valeur. Sinon, si
l’étape échoue, l’ancienne valeur est conservée. De cette façon, la recherche exploratoire
s’arrête lorsque la vérification est effectuée en utilisant chacune des variables indépendantes
(coordonnées). Cela engendre un nouveau point courant xk+1.

b) Description de la phase déplacement. À partir des deux bases successives xk et
xk+1, on calcule un nouveau point :

x = xk+1 + (xk+1 − xk),
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ce point est le symétrique de xk par rapport à xk+1. Repartant de ce nouveau point x, on
recommence une exploration locale. Si au terme de cette phase, on a encore diminué f (par
rapport à f(xk+1)) alors le point x obtenu est la nouvelle base xk+2. Sinon, cette base est
fixée à xk+1 et on recommence avec des pas moitié ∆k

i

2
, i = 1 : n.

4.4.2 Présentation du problème de minimisation du volume de la
structure

L’existence du minimum V ∗ du volume du barrage au point x∗ = (H∗, θ∗) est une
conséquence de la compacité de la zone d’admissibilité ceci d’une part, et de la continuité
de la fonction qui définit le volume d’autre part.

Nous nous proposons de résoudre le problème suivant


Trouver minV (H, θ),

Ci(H, θ) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ 3,

(H, θ) ∈ D,
(4.55)

où D est donné par (4.53).
Il y a deux façons d’envisager le problème d’optimisation (4.55). La première consiste à

résoudre le problème d’EDPs couplées sur tous les points de la grille. Dans le cas où nous
considérons une étude dynamique du problème, la résolution du problème d’optimisation se
fera de manière récurrente pour tous les pas de temps. On utilise ensuite le solveur fmincon
avec comme consigne de respecter les contraintes. L’exécution de ce solveur permet de
trouver le point x∗ = (H∗, θ∗) en lequel le volume du renforcement, et donc du barrage,
atteint une valeur minimale. Il faut noter que le nombre de contraintes augmente au fur
et à mesure que les pas de discrétisation en temps et en espaces diminuent. L’Algorithme
d’optimisation, dans cette situation, est donné par Algorithme 3.

Cette méthode souffre cependant d’un sérieux inconvénient : le temps d’exécution de
l’Algorithme. En effet, le temps d’exécution du programme pour une seule boucle en temps
nécessite un temps de calcul important. La lenteur de l’exécution est d’autant plus ac-
centuée que le programme est exécuté sur une grille (H, θ) plus fine. Pour surmonter ce
problème, l’idée est de se restreindre uniquement à la région où les contraintes sont respec-
tés. La seconde approche du problème d’optimisation correspond à la mise en œuvre de la
méthode exploratoire locale de Hooke-Jeeves.

Cette méthode nous permet de réduire le nombre de tests dans l’Algorithme d’optimi-
sation. Elle se divise en les deux étapes principales :
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Algorithm 3 : Résolution du problème de minimisation en utilisant le solveur fmincon
for t = 1 : τt : tfinal do
for H = 3 : τH : 41 do
for θ = 3 : τθ : π

4
do

Calculer F1(H, θ) F2(H, θ) and F3(H, θ) ;
end for

end for
end for
Construire, par interpolation, les courbes représentatives des fonction F1, F2, F3 ;
Définir la fonction volume, @Vfun ;
Choisir un point initial, x0, vérifiant les contraintes ;
[x∗, Vmin] = fmincon( @Vfun, x0 ,(C1, C2, C3) ) ;

1) Phase exploratoire → choix judicieux du point initial : on choisit un point x0 =

(H0, θ0) à l’intérieur de la zone de confiance et qui caractérise une configuration géométrique
du barrage pour laquelle la structure est stable.

2) Phase de déplacement → Choix adéquat du pas de déplacement à chaque étape, en
principe en respectant les contraintes si elles existent.

En fait, la méthode de Hooke-Jeeves est conçue pour résoudre des problèmes d’optimi-
sation sans contraintes. Cela dit, son utilisation dans notre situation est toujours possible
car on va se ramener grâce à la méthode de pénalisation à un problème d’optimisation sans
contraintes. La mise en œuvre de cette méthode consiste alors à :

1) Transformer le problème (4.55) en le problème d’optimisation sans contraintes (4.56).
2) Choisir correctement le point initial dans l’algorithme de Hooke-Jeeves.
3) Appliquer la méthode de Hooke-Jeeves avec ses deux étapes.

4.4.3 Pénalisation

On renvoie à l’ouvrage de Céa [35], pour un rappel des résultats abordés dans cette sous-
section. Pour transformer le problème avec contraintes en un problème de minimisation sans
contraintes, on utilise la méthode de pénalisation. Pour cela, on pose pour x = (H, θ) :

Wε(H, θ) := V (H, θ) +
1

ε
×

3∑
i=1

max[0, Ci(H, θ)] = V (H, θ) +
1

ε
× ψ(H, θ),
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et on considère le problème pénalisé défini par{
minimiser Wε(H, θ)

(H, θ) ∈ D.
(4.56)

On note D− ⊂ D le sous ensemble dans le lequel on a

max[0, Ci(H, θ)] = 0, i = 1 : 3.

Il est clair que D− contient les points, (H, θ), en lesquels les trois contraintes associées
aux fonctions (Ci)i=1,3 sont satisfaites. La question cruciale qui s’impose est la suivante :
quel est le lien entre les solutions respectives des problèmes (4.55) et (4.56) ?. Pour répondre
à cette question, on rappelle le théorème suivant décrivant la méthode de pénalisation ainsi
que sa convergence lorsque ε→ 0.

Théorème 4.2. Soit V : R2 → R une fonction continue, coercitive sur R2 et strictement
convexe, et D− ⊂ R2 un ensemble convexe, fermé et non-vide. Soit ψ : R2 → R une
fonction de pénalisation de D− satisfaisant les hypothèses suivantes :


ψ est une fonction continue et convexe,
ψ(x) ≥ 0, ∀x ∈ R2,

ψ(x) = 0 si et seulement si x ∈ D−.
(4.57)

On définit, pour ε > 0 suffisamment petit, la fonction de pénalité suivante :

Wε : R2 → R

x→ Wε(x) := V (x) +
1

ε
ψ(x)

avec ψ(x) =
∑

i max[0, Ci(x)]. Alors pour tout ε > 0, il existe un unique élément xε ∈ Rn

vérifiant
Wε(xε) = min

x∈R2
Wε(x).

De plus on a
xε → x∗ pour ε→ 0

où x∗ est l’unique point de D− satisfaisant

V (x∗) ≤ V (x), ∀x ∈ D−.
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Démonstration. On précise que la première condition de (4.57) sert à montrer que Wε est
continue, coercitive et strictement convexe ce qui permet de déduire l’existence d’un unique
minimum global de Wε sur R2. On note un tel minimum par xε. Il est aisé de voir que

Wε(x) ≥ V (x) ∀x ∈ D et Wε = V sur D−.

On déduit alors

V (xε) ≤ Wε(xε) ≤ Wε(x) = V (x), ∀x ∈ D−. (4.58)

Ceci nous dit que la suite V (xε) est bornée, ce qui implique que la suite xε est bornée
(car sinon, il y aurait une sous-suite de xε dont la norme tend vers ∞, ce qui impliquerait,
par coercivité de V , que V (xε)→∞ ceci est impossible à cause de (4.58)). Comme xε est
borné dans R2, le Théorème de Bolzano-Weierstrass nous dit qu’il existe une sous-suite xε′
de xε tel que xε′ converge vers un élément x∗ de R2. En passant à la limite ε′ → 0 dans
(4.58), on déduit, grâce à la continuité de V que

V (x∗) ≤ V (x), ∀x ∈ D−. (4.59)

Pour montrer que x∗ est un point de minimum de V sur D− il reste à montrer que
x∗ ∈ D− ; grace à la troisième propriété de (4.57) ceci revient à montrer que ψ(x∗) = 0 sur
D−. En effet nous avons :

0 ≤ ψ(xε′) = ε′ (Wε′(xε′)− V (xε′)) ≤ ε′ (V (x)− V (xε′)) (4.60)

pour un x ∈ D− fixé. La suite V (xε′) converge car V est continue, donc (V (xε′))ε′ est une
suite bornée. Dans ce cas on a en passant à la limite ε′ → 0 dans (4.60) que limε′→0 ψ(xε′) =

ψ(x∗) = 0 ce qui implique que x∗ ∈ D−.
Il nous reste à démontrer que toute la suite xε converge vers x∗. Montrons ce résultat

par absurde : supposons que xε ne converge pas en entier vers x∗ ; ceci implique qu’il existe
une sous-suite xε′′ de xε et un δ > 0 tels que

||xε′′ − x∗|| ≥ δ. (4.61)

En reproduisant pour xε′′ le même argument que pour xε, on peut extraire une sous-
suite xε′′′ de xε′′ qui converge vers x∗ (unicité de x∗ est ici essentielle) ; ceci contredit (4.61)
et donc achève la preuve du Théorème.
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Remarque 4.3. La première condition de (4.57) peut ne pas être vérifiée dans notre cas.
En effet, en plus du fait qu’elles ne sont pas définies globalement sur R2, on ne connait
pas les expressions explicites des fonctions (Fi)i=1,3 intervenantes dans les trois contraintes
du problème, (Ci)i=1,3, cf. sous-section (4.3.1). Il en est donc de même de la fonction de
pénalisation ψ. Ceci dit, pour montrer l’existence d’un minimum global xε de Wε, il est
possible, dans le cas qui nous intéresse, de nous affranchir de cette condition à l’aide d’autres
hypothèses propres à notre problème. En effet, ceci est possible en utilisant la continuité
et la coercitivité de la fonction auxiliaire W̃ε sur R2 et qui est définie dans la sous-section
4.4.4, voir aussi la remarque 4.4 ci-dessous. Ainsi, on s’assure de l’existence d’au moins un
minimum global du volume au sens où il peut être atteint en plus d’un point. L’unicité
quant à elle découle de la définition du prolongement des fonctions Ci qui constituent la
fonction de pénalité ψ.

Mais alors, rappelons un théorème classique de la théorie de l’optimisation sans contrai-
ntes. Soit f : D ⊂ R2 → R continue, D désignant une partie de R2. On considère le
problème d’optimisation {

inf f(x)

x ∈ D.
(4.62)

Théorème 4.3. Supposons que dans le problème (4.62), f est convexe sur D convexe
(éventuellement de dimension infinie). Alors on a :

1. Si x0 ∈ Int(D) est un minimum local de f alors c’est un minimum global, de plus,
l’ensemble des minimums locaux (et donc globaux) de f est convexe.
2. Si f est strictement convexe, il y a au plus un minimum.
3. Si D est non borné et f et coercive i.e. lim||x||→∞ f(x) = +∞ alors elle admet au moins
un minimum global, si de plus f est strictement convexe alors on a unicité de ce minimum.

Il est aisé de constater, par un calcul élémentaire, que le volume du renforcement est
donné par :

V (H, θ) =
H2 × tg(θ)

2
. (4.63)

La fonction V est la fonction objectif à minimiser.

Remarque 4.4. 1) La fonction à minimiser définie sur R2 par (4.63) est coercitive mais
pas convexe, comme représentée sur la figure 4.10. Aussi, vu que l’énoncé du théorème
4.2 suppose que les fonctions qui y interviennent soient définies sur l’espace entier, alors
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Figure 4.10 – Non Convexité de la fonction objectif V .

il est indispensable, pour pouvoir appliquer ce théorème à notre situation et pour dégager
une assise théorique à l’Algorithme qu’on présente ci-après, de prolonger la fonction à
minimiser sur R2. Ce prolongement doit se faire de telle sorte que la fonction qui en résulte,
W̃ε, admette un minimum. La continuité, à elle seule, de la fonction Wε sur le compact
D− aurait suffit pour garantir l’existence d’une valeur minimale W ∗

ε . Ceci dit, comme le
domaine de définition est non borné, on a aussi besoin de la coercitivité de la fonction à
minimiser. Cependant, la valeur minimale en question peut, éventuellement, être réalisée
en plus d’un point x∗ε . Même dans le cas où les points en lesquels le minimum est atteint ne
convergent pas vers un unique point dans le sens du théorème 4.2 i.e. il existe plus d’une
suite de minimums xε et x′ε convergeant vers deux limites distinctes, cela ne pose aucun
problème tant que le volume est minimal. De plus, il est utile de noter que dans notre cas
"pratique", il n’est pas indispensable de garantir l’unicité du point en lequel le minimum
est atteint, sauf si l’on a l’intention d’introduire des critères d’optimisation.

4.4.4 Fonction auxiliaire convexe et prolongement par continuité
des fonctions

Comme on vient de le signaler, la fonction objectif définie par (4.63) n’est pas convexe ;
ce qui rend impossible l’application de la théorie de l’optimisation disponible dans ce
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contexte, en particulier, on ne peut pas conclure sur les résultats du Théorème 4.3. Pour
cela on doit considérer la fonction auxiliaire convexe (ou bien la fonction convexifiée) définie
par :

(H, θ)→ V1(H, θ) := (104V (H, θ))0.1 − ln(104V (H, θ)). (4.64)

La fonction, V1, est représentée graphiquement sur la figure 4.11. On vérifie aisément
que la fonction

g : [10−1,+∞[→ R+

t→ (104t)0.1 − ln(104t)

est croissante. On déduit, en utilisant cette croissance, que minimiser la fonction V1 revient
à minimiser V . A présent, on se propose de montrer que la fonction V1 définie par (4.64) et
dépendant des variables H et θ est convexe. Il suffit pour cela de montrer que la matrice
hessienne associée est définie positive en tout point du domaine. La matrice en question
est donnée par :

Hess :=

 ∂2V1

∂H2
∂2V1

∂H∂θ

∂2V1

∂θ∂H
∂2V1

∂θ2

 .

Figure 4.11 – Convexité de la fonction auxiliaire V1.
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Si on note N1 et N2 les mineurs principaux de la matrice Hess alors on montre que
pour (H, θ) ∈ D on a

1) N1 > 0 , 2) N2 > 0

par conséquent d’après le critère de Sylvester, la hessienne Hess est définie positive, symé-
trique et donc V1 est convexe surD. Si on note V ∗1 le minimum de V1 atteint en x∗ = (H∗1 , θ

∗
1)

alors
V1(H∗1 , θ

∗
1) = g(V (H∗, θ∗)) < g(V (H, θ)) = V1(H, θ)

pour tout (H, θ), comme g est croissante alors (H∗1 , θ
∗
1) est aussi un point en lequel V réalise

le minimum i.e.
V (H∗, θ∗) < V (H, θ).

On prolonge à R2 la fonction V1, ce qui se fait en deux temps :
- 1) Horizontalement en la variable H i.e. sur la bande θ ∈ [0, π

4
] : on garde simplement

l’expression de la fonction V1 = g(V ) définie par (4.64).
- 2) Verticalement en la variable θ : on prolonge V1 par périodicité en une fonction Ṽ1

et on ajoute une autre fonction croissante en H et θ tout en conservant la continuité.
Donc la fonction prolongée est définie par :

Ṽ (H, θ) = Ṽ1(H, θ) +H ×max[0, θ − π

4
], (4.65)

ce qui permet, à son tour, de définir la fonction

W̃ε(H, θ) = Ṽ (H, θ) +
1

ε

3∑
i=1

max[0, C̃i(H, θ)]. (4.66)

Il est aisé de voir que les fonctions (Ci)i=1:3 peuvent être prolongées à R2 en des fonc-
tions C̃i=1,3 continues et positives sur R2 − Ω. La nature des fonctions, C̃i, résultats de ce
prolongement et de moindre importance dans le sens où elles n’interfèrent pas avec le fait
que le minimum puisse appartenir à D− ; ceci est notamment dû à la forme de la fonction
à minimiser.

Par ailleurs, comme la fonction tangente est croissante sur [0, π
4
], on a :

V (H, θ) >
H2 tan(θmin)

2
,

par conséquent
lim

||(H,θ)||→+∞
V (H, θ) = +∞.
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La croissance de g permet de déduire que la fonction

(H, θ)→ V1(H, θ) := g(V (H, θ))

est également coercitive. Comme la fonction de pénalité est positive alors la fonction auxi-
liaire W̃ε est aussi coercitive.

4.4.5 Caractère global du minimum calculé par la méthode de
Hooke-Jeeves

L’évolution dans le processus d’approximation par la méthode de Hooke-Jeeves est
essentiellement dictée par l’amélioration dans la recherche du minimum. Ce fait permet,
entre autres, de se rendre compte, indirectement, du lien entre le problème pénalisé et le
problème primal. D’où, il ne peut qu’être avantageux, du point de vue du temps d’exécution,
de choisir comme point initial, x0 = (H0, θ0), dans l’Algorithme de Hooke-Jeeves un point
qui corresponde à une configuration géométrique pour laquelle on ait

max[0, C̃i(H
0, θ0)] = 0, 1 ≤ i ≤ 3 (4.67)

i.e. tel que les contraintes soient satisfaites. Si on note xε0 le minimum (théorique) de
W̃ε0 et xkε0 l’approximation de xε0 obtenu après k itérations, alors d’après la condition
d’amélioration dans l’algorithme de Hooke-Jeeves, on a :

W̃ε0(xkε0) ≤ W̃ε0(H0, θ0) = Ṽ (H0, θ0) +
1

ε0

3∑
i=1

max[0, C̃i(H
0, θ0)], (4.68)

étant donnée la continuité de W̃ε0 , l’estimation (4.68) est valable dans un voisinage de xkε0 .
Par ailleurs, et à défaut d’avoir une estimation de l’erreur commise dans l’approximation

de x∗ par xε, on saurait peu apprécier, pour un rang ε0 choisi, la qualité de l’approximation
du minimum x∗ par xkε0 résultant de l’application de la méthode de Hooke-Jeeves. Ceci est
d’autant plus vrai si on souhaite conclure à un résultat du type énoncé au point (1) du
Théorème 4.3 à moins, bien sur, qu’on suppose que non seulement le domaine admissibleD−

est connexe mais aussi convexe. Cette supposition est indispensable si on souhaite affirmer
le caractère global du minimum trouvé. Néanmoins, on peut se contenter de la convexité
de D mais à condition de travailler avec une fonction Ṽ convexe et que le minimum calculé
par Hooke-Jeeves appartienne à l’intérieur de D− ⊂⊂ D. Ceci est une conséquence du fait
que les conditions d’admissibilité soient strictement satisfaites au point initial (H0, θ0) de
l’algorithme.
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Ceci étant, on ne peut pas établir de résultats précis sur la forme topologique du
domaine D− : convexité, connexité ou simple connexité du domaine admissible D− et ce
pour différentes raisons : nature du problème, non connaissance explicite des fonctions
(Fi)i=1,3 qui définissent D−. Par conséquent on doit se contenter, d’une part des résultats
numériques en sortie de l’exécution du programme, et d’autre part en fixant des hypothèses
préalables afin de démontrer la proposition 4.2 énoncée ci-dessous.

On se propose, en utilisant la forme particulière de la fonction de pénalisation ψ définie
dans l’énoncé du théorème 4.2, de montrer que la solution approchée du problème (4.56)
est une bonne approximation de la solution du problème (4.55). Ce qui nous permettra
également de prendre une certaine connaissance du rapport entre xε0 et l’unique minimum
global théorique. On fixe ε0 = 10−1 et on applique l’Algorithme de Hooke-Jeeves à la
fonction Wε0 . On obtient, après k itérations, un pas ∆k et un minimum local approché xkε0 .
On montre :

Proposition 4.2. Le minimum de W̃ε calculé par l’Algorithme de Hooke-Jeeves est une
bonne approximation du minimum global.

Démonstration. On note W̃ε0(xε0) la valeur minimale de W̃ε0 atteinte en xε0 := (Hε0 , θε0).
Le caractère local du minimum approché, (xε0 , W̃ (ε0)), est garanti par la méthode de
calcul utilisée (Hooke-Jeeves). A cet effet, il est très utile de constater que cette méthode,
dont l’algorithme associée est présenté dans Algorithme 4, converge vers le minimum du
problème, (cf. [26]) i.e.

xkε0 → xε0

lorsque k devient grand. Ce qui se traduit par

|Ṽ (xε0)− Ṽ (xkε0)| ≤ κ0, (4.69)

la constante κ0 est donnée par la condition d’arrêt qui est exprimée à l’entrée de la boucle
while dans l’Algorithme 4 et Ṽ (xkε0) est la valeur minimale approchée qui est effectivement
fournit pas l’algorithme H.-J.. Par conséquent, ∃r > 0 (inférieur au dernier pas obtenu dans
l’Algorithme de Hooke-Jeeves) tel que pour tout x ∈ Ar := B(xε0 , r) on ait

W̃ε(xε0) := Ṽ (xε0) +
1

ε0

3∑
i=1

max[0, C̃i(xε0)]

≤ Ṽ (x) +
1

ε0

3∑
i=1

max[0, C̃i(x)] (4.70)

:= W̃ε0(x).
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On se doit de faire une distinction entre deux situations :
Situation 1. C̃i(xε0) < 0 pour tout 1 ≤ i ≤ 3. Autrement dit, le minimum local est

atteint à l’intérieur de D−. En utilisant la continuité de la fonction C̃i, alors C̃i(x) < 0 sur
un voisinage de xε0 . Donc il existe un voisinage Ar′ suffisamment restreint autour de xε0
telle que l’estimation (4.70) devienne :

Ṽ (xε0) ≤ Ṽ (x), ∀x ∈ Ar′ . (4.71)

Conséquence de la situation 1. L’estimation (4.71) ajouté au fait que le domaine
D est convexe et que Ṽ est une fonction convexe sur D nous amène, en utilisant le Théo-
rème 4.3, à conclure le caractère global du minimum. Autrement dit, le minimum calculé
effectivement par l’Algorithme de Hooke-Jeeves, qui est une approximation du minimum
local, est aussi une bonne approximation du minimum global dont l’existence est prédite
par le Théorème 4.2.

Situation 2. C̃i(xε0) ≥ 0 pour un certain i, 1 ≤ i ≤ 3. On distingue deux sous-
situations :

2.1) Ṽ (xε0) ≤ Ṽ (x) pour tout x ∈ Ar : dans ce cas la valeur de Ṽ (xε0) va être prise
comme solution à notre problème du moment que

C̃i(xε0) < ε0V (x0) < ε0 max
x∈Ω

V (x) < 10−3,

ce qui est insignifiant au regard des contraintes imposées.
2.2) Il existe x1 ∈ D− tel que Ṽ (xε0) ≥ Ṽ (x1) : dans ce cas on a d’après la condition

d’amélioration de l’Algorithme de Hooke-Jeeves

Ṽ (xε0) +
1

ε0

3∑
i=1

max[0, C̃i(xε0)] ≤ Ṽ (x1) + 0,

ce qui implique bien que C̃i(xε0) < 0 : contradiction avec l’hypothèse de la situation 2 ;
c’est à dire qu’on revient à la première situation.

Conséquence de la situation 2. d’après le Théorème 4.2, Ṽ (xε) converge toujours
vers l’unique minimum global. On conclut que xε converge vers x∗ ∈ ∂D−. Ceci est vrai
seulement dans le cas où il y a une infinité de terme xε pour lesquels l’hypothèse de la
situation 2 est vérifiée.

Cela signifie donc que (xε0 , Ṽ (xε0)) résout bien et de manière globale le problème d’op-
timisation (4.55) dans D−. Finalement, on peut estimer assez correctement Ṽ (xε0) en
utilisant (4.69) et le résultat, V (xδε0), en sortie de l’exécution de l’Algorithme 4.
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Algorithm 4 : Résolution du problème d’optimisation par la méthode de Hooke-Jeeves
Définir la fonction objectif à minimiser V ;
Étape 1 : Choisir un point de démarrage de l’algorithme, x0, dans D ;
Étape 2 : Résoudre le problème d’EDP couplé ;
Étape 3 :
Calculer Ci(x) for 1 ≤ i ≤ 3 ;
Initialiser un pas ∆1

while (∆ > ∆0) ou (|V (xi)− V (xi+1)| > κ0) do

for i = 1 : 2 do
Calculer α = W (x0) ;
xi+ = x+ ∆i puis appliquer l’étape 2 ;
if W (xi+) ≤ α then

poser α = W (xi+) et continuer la boucle en i ;
else if W (xi+) > α then

poser xi− = x−∆i, appliquer l’étape 2 et calculer W (xi−) ;
end if
xi+ = x+ ∆i

if W (xi−) ≤ α then
poser α = W (xi−) et passer à i+ 1 ;

else if W (xi−) > α then
revenir à x et passer à i+ 1 ;

end if
end for
Nous obtenons un point de base xi.
Construire, à partir de xi et xi−1, un nouveau point x = xi + (xi− xi−1) = 2xi− xi−1,
Effectuer à partir de ce point une nouvelle étape exploratoire avec un éventuel retour
à l’étape 2.

end while

Algorithme global

On présente ci-après l’Algorithme global de minimisation résumé sous forme d’un or-
ganigramme et qui inclut :

- Résolution du problème couplé, (cases en rouge).
- Procédure de minimisation par Hooke-Jeeves, (cases en bleu).
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Définition de
la géométrie

Procédure
IFS

Evaluer la
fonction

pénalisée Wε

Nouvelle base

Phase
d’exploration

locale

Phase de
déplacement Nouvelle base

Améliorationδi ≤ δ0

δi ← δi
2

δi ≤ δ0

stop

Résoudre
le système
de Lamé

Réaliser le
couplage

Résoudre le
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Navier-stokes

non

oui

non

oui

non

oui

Organigramme général de l’Algorithme global
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Remarque 4.5. Étant donné que d’un coté la fonction à minimiser, V en tant qu’elle est
définie sur D, est croissante en chacune des variables en laissant fixe l’autre, et que d’un
autre coté cette fonction admet un minimum au point (0, 0), alors on se convainc aisément
que le minimum sur D− ⊂ D se réalise sur la frontière ∂D− et il en est de même, vu la
croissance de la fonction g, pour la fonction auxiliaire V1. Donc l’algorithme de Hookes-
Jeeves converge certainement vers un point du domaine D− lorsque ε→ 0. Ceci est rendu
vrai d’après la forme pénalisée du problème d’un coté, et la manière dont les fonctions V
et Ci ont été prolongées en dehors de D d’un autre coté cf. sous-section (4.4.4). Donc on ne
sort du domaine D, éventuellement, qu’un nombre très limité de fois durant le processus
d’approximation par Hooke-Jeeves. Ceci nous épargne en conséquence la fait de devoir
adapter le pas du déplacement dans l’algorithme 4, pour demeurer à l’intérieur de D−,
durant le processus d’approximation.

4.5 Conclusion

- Comme perspectives d’un développement dans un futur proche, on se propose d’utili-
ser la technique d’adimensionnement afin de remédier efficacement au problème du temps
d’exécution. On souligne une nouvelle fois que ce problème se pose dans le cas de la mo-
délisation en 3D. L’adimensionnement en question se fera sur une ou toutes les variables
impliquées dans les équations de Navier-Stokes et de Lamé et ce en vue de se ramener à des
équations pour lesquelles la résolution numérique sous Matlab se fera en un temps assez
raisonnable.

- Nous nous proposons aussi de nous investir dans l’optique de la prise en compte
effective de l’effet d’un séisme sur la stabilité et le comportement de la structure. Les
mêmes idées exploitées dans ce travail demeurent valables dans cette nouvelle situation
mise à part la démonstration de le proposition 4.1. Ceci est dû au fait qu’on aura plus
une donnée de Dirichlet homogène sur Γds, cette dernière sera plutôt égale à la fonction
exprimant le déplacement résultant de l’excitation sismique. Par ailleurs, il sera nécessaire
de revoir le critère de non soulèvement ainsi que la contrainte C2 associée.
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Rappel des problématiques abordées

La matière présentée dans cette thèse s’est articulée autour de quatre thèmes relative-
ment assez indépendants :

- Nous avons développé, dans un premier temps, un résultat en rapport avec la théo-
rie de trace de fonctions d’espaces de Sobolev définis sur des domaines non-Lipschitziens.
Notre travail s’inscrit dans la suite des généralisations successives à des domaines de moins
en moins réguliers. Nous avons, dans un premier temps, établi la continuité de l’opéra-
teur de trace sur le bord d’un ouvert admettant la propriété de (1, p)−extension. Dans
un second temps, et dans le cas d’un ouvert avec une frontière de mesure de Hausdorff
s−dimensionnelle, 1 < s < 2, nous avons construit une intégrale curviligne de type
Lebesgue-Stieltjes, ce qui nous a permis de définir un opérateur de trace sur un tel es-
pace. La seconde étape a consisté en la démonstration de la continuité de cet opérateur
en utilisant essentiellement le théorème de Banach-Steinhaus ainsi que la continuité de
certaines injections de Sobolev. Par ailleurs, on a utilisé également le résultat de densité
des fonctions régulières jusqu’au bord dans l’espace W 1,p(Ω).

- Le second thème abordé consiste en l’étude du système d’élasticité de Lamé avec
une condition au bord mixte de type Dirichlet-Neumann, la condition de Dirichlet étant
homogène. Ce problème a été considéré sur un domaine polygonal convexe. La régularité
des données du problème, terme source et traction sur le bord, ont été choisies de telle
sorte à ce que le problème admette une solution suffisamment régulière. Nous avons établi
pour cette solution une estimation sous forme de majoration explicite. Ceci après avoir
établi des estimations explicites à des théorèmes et aux inégalités de Poincaré, de trace et
de Korn sur des domaines spécifiques à chacune d’entre elles.

- Le troisième thème abordé est celui de l’étude de l’interaction fluide-structure. Nous
avons formulé dans ce cadre un système couplé d’équations aux dérivées partielles qui,
pour des raisons d’ordre mécanique, modélise fidèlement l’interaction entre un barrage
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(structure), et son réservoir d’eau (fluide). Concrètement, le travail a consisté en le couplage
des équations de Navier-Stokes et le système hyperbolique de second degré de Lamé. A cet
effet, une théorie de l’existence et d’unicité d’une solution à été présenté au chapitre 4.

-L’étude à culminé avec, le dernier thème abordé, l’optimisation du volume du barrage.
On a étudié un problème de minimisation de la fonction volume du barrage avec des
contraintes découlant de critères de stabilité mécanique. Puis on a formulé un problème
dit pénalisé, qui est un problème d’optimisation sans contrainte, équivalent au premier. Ce
dernier à été résolu dans le cas bidimensionnel en utilisant la méthode de Hooke-Jeeves.

Intérêts de l’étude entreprise

L’intérêt d’un résultat de trace en analyse mathématique n’est plus à démontrer vu sa
très large utilisation dans la démonstration de résultats d’existence et d’unicité de solution
d’équations aux dérivées partielles, pour ne citer que l’application la plus étroitement liée
à notre thèse.

Les deux résultats de trace démontrés dans cette thèse permettent de rendre les fonc-
tions des espaces de Sobolev définis sur des domaines non-Lipschitziens, en particulier
les fractals, accessible à la théorie moderne des équations aux dérivées partielles qui est
largement supportée par l’analyse fonctionnelle.

Notre apport à consisté en l’introduction de la notion de s−longueur ainsi que la
construction de l’intégrale curviligne sur le bord d’un ouvert de Jordan. L’établissement
des résultats de trace à été achevé avec l’utilisation adéquate des théorèmes fondamentaux
pour établir le résultat de trace.

L’apport essentiel concernant le second thème se manifeste sous deux formes. D’abord
par les résultats établis puis par les idées plus ou moins originales supportées, pour la plus
part, par des outils d’analyse fonctionnelle très adaptés.

La décomposition de la solution du problème elliptique de Lamé se fait sans perte de
régularité grâce au procédé décrit dans le chapitre 2, bien sur, dans le cas où nous avons
affaire à une régularité H1 sur le domaine. Cette décomposition permet l’application des
théorème de Poincaré, trace et Korn avec des constantes numériquement déterminées. La
seconde idée à consisté en l’approximation d’une fonction s’annulant sur le bord par des
suites de fonctions à support d’intersection vide avec cette partie du bord. Cette propriété
à rendu possible diverses décompositions qui ont aidé à l’établissement de l’estimation à
priori explicite qui, bien que non optimale, à de quoi intéresser un numéricien. En effet,
les estimations d’erreur d’approximation par la méthode des éléments finis font intervenir
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dans la plus part du temps la norme W k,p de la solution du problème. Il est certain qu’une
estimation explicite de cette norme soit très avantageuse pour estimer à son tour l’erreur
commise et pour apprécier la qualité de l’approximation.

Cette idée d’approximation à été reprise, avec succès, au chapitre 4 et qui a débouché
sur la démonstration d’un résultat assez surprenant et qui affirme que pour le problème
hyperbolique du second ordre de Lamé avec condition de Dirichlet suffisamment régulière, si
la condition de Dirichlet est homogène alors il en est de même de la composante normale du
tenseur des contraintes. Il faut remarquer un fait très important, à savoir que les propriétés
indispensables du système hyperbolique de lamé ont été extrapolées depuis la théorie établie
dans [4], pour l’équation des ondes.

Concernant la problématique d’optimisation dans le dernier thème abordé, la mécon-
naissance d’une forme explicite des fonctions intervenantes dans les contraintes d’optimisa-
tion est un sérieux obstacle pour résoudre le problème de minimisation. L’idée a consisté en
la formulation du problème de pénalisation qui a servi à transformer le problème d’optimi-
sation avec contrainte en un problème d’optimisation sans contrainte. Ceci nous a permis
de résoudre le problème de minimisation à l’aide de la méthode exploratoire locale de
Hooke-Jeeves.

Par ailleurs, seul le cas bidimensionnel à été complètement traité. Pour le cas de la
dimension 3, notre schéma numérique en élément finis souffre d’un problème de temps
d’exécution qui est considérable.

Perspective de futurs développements

En perspective, il y a lieu de formuler des idées concernant la possibilité d’étudier les
propriétés géométriques des espaces s−Hausdorff dimensionnel, 1 < s < 2, par le biais
d’outils de l’analyse fonctionnelles ou bien à travers certaines équations différentielles. Au-
trement dit, des propriétés géométriques de domaines sont à récupérer à partir de propriétés
analytiques des fonctions définies sur ce domaine.

Ils serait également intéressant d’établir un résultat de trace pour des fonctions de
l’espace de Sobolev W k,p(Ω) avec Ω un domaine de Jordan quelconque et k > 1. Il y a
aussi la possibilité d’envisager l’éventualité de considérer un espace de Sobolev fractionnaire
dans ce cadre général.

La dérivation d’estimations explicites à été effectuée dans la cadre d’une problématique
particulière. Étant donné que les inégalités de Poincaré et de trace sont indispensables
pour obtenir de telles estimations, alors il est très possible que l’approche suivie dans le
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chapitre 3 soit un point de départ intéressant pour celui qui souhaite établir des estimations
explicites pour d’autres type de problèmes aux dérivées partielles, notamment ceux faisant
intervenir les dérivées d’ordres supérieurs. Cette démarche pourrait aboutir à l’obtention
d’estimations H2-explicites. Il y a lieu aussi, dans notre situation, de signaler la possibilité
de déduire une estimation a priori explicite dans le cas où notre problème est posé sur un
domaine de classe C1. D’autant plus qu’à certains égards, ce type de domaine est le moins
régulier contenant l’ensemble des domaines Lipschitziens tels que les domaine polygonaux
convexe. Ceci peut se faire en exploitant adéquatement, d’un coté l’estimation établi au
chapitre 3, qui ne dépend pas du nombre des arrêtes, des mesures d’angle des polygones,
et d’un autre coté en utilisant le fait que tout domaine C1 peut être approximé, localement
au moins, par une suite de domaines Lipschitziens.

Dans la mesure où notre quête concerne l’obtention d’une régularité maximale pour
le problème couplé, la démonstration de l’existence d’une solution au problème couplé
est étroitement liée à la forme géométrique de la surface de contact entre le fluide et
la structure. La validité d’une telle procédure est inévitablement tributaire de la forme
plate de la surface de contact. D’un autre coté la nature mixte, Dirichlet-Neumann, de la
condition au bord constitue aussi une limite dans le sens où une régularité maximale ne
peut être valide que sur un sous-domaine éloigné des points en lesquels la condition mixte
change de nature.

Deux perspectives sont en vue. La première consiste à étudier l’existence, l’unicité
et la régularité sur un domaine construit comme une limite de domaines polygonaux ou
Lipschitziens, cette même question à été soulevé par les auteurs dans [3]. Également, en
perspective d’un développement futur, il serait très intéressant, du point de vue des ap-
plications, d’incorporer effectivement l’effet des ondes sismiques dans la modélisation de
l’interaction fluide-structure. Pour cela, il faudra considérer une condition de Dirichlet sur
le bord qui prenne en compte toutes les données indispensables fournis par le sismomètre.

On pourra penser enfin à étendre le problème d’optimisation au cas tri-dimensionnel,
en utilisant la méthode d’adimensionnement. Cette approche permettra sans doute de
remédier au sérieux problème du temps d’exécution, d’autant plus que le cas traité contient,
en essence, tous les ingrédients pour traiter le problème dans la généralité souhaitée.



Annexe

Résultat 1 : cf. estimation 1.6, page 305 dans [62].
L’opérateur de Laplace, ∆, est un opérateur linéaire elliptique s’écrivant sous forme de

divergence. Soit Ω un ouvert borné de R2. Supposons que sa frontière, ∂Ω, est de classe
C∞. Alors la fonction de Green, G, associée à l’opérateur de Laplace avec une condition
au bord de Dirichlet sur le domaine Ω est définie par :

G(x, y) := Γ(x− y) + hx(y)

où x→ Γ(x) est la solution fondamentale du laplacien i.e. si on note δ la mesure de Dirac
alors

∆Γ = δ.

La fonction y → hx(y) est solution de

{−∆yhx(y) = 0 dans Ω,

hx(y) = −Γ(x− y) sur ∂Ω.

(4.72)
(4.73)

Dans le cas particulier où Ω est un disque de centre x0 et de rayon R, G satisfait :

(i) G(x0, y) =
1

2π
ln

1

|x0 − y|2
− Γ(R), (ii) |∇xG(x0, y)| ≤ C|x0 − y|1−n2 . (4.74)

pour tout y tels que y 6= x0 et où |x0−y|2 désigne la distance euclidienne entre les points x0

et y. On déduit aisément, en utilisant (4.74), que dans le cas bidimensionnel, G ∈ W 1,p(Ω)

pour 1 < p < 2. Par ailleurs, il faut souligner le fait que la fonction de Green considérée
ci-dessus est associée à une condition de type Dirichlet sur tout le bord. Dans le cas où
la nature de la condition sur le bord change de nature, alors la fonction de Green aura
une autre expression et l’estimation (i) dans (4.74) qu’on vient d’énoncer peut ne plus être
valable.

Résultat 2 : cf. théorème 1 dans [21].
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Soit Ω un domaine non vide et borné de R2 de classe Lipschitzienne. On désigne par
V l’ensemble des fonctions qui s’annulent sur une partie du bord ayant une mesure de
Hausdorff 1−dimensionnelle strictement positive i.e.

V := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ1, tel que Γ1 ⊂ ∂Ω}.

Alors l’espace C∞(Ω) ∩ V est dense dans V . On a désigné par C∞(Ω) l’ensemble des
restrictions des fonctions de C∞(R2) à Ω.

Résultat 3 : cf. théorème 2.1 dans [20].
Soit 1 < p <∞. On considère l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) défini sur le domaine borné

Ω ⊂ R2. On suppose que ce domaine possède la propriété de (1, p)−extension. Soit D ⊂ ∂Ω

une partie fermée de la frontière de Ω. On définit l’espace

C∞D := {u|Ω : u ∈ C∞0 (R2), supp(u) ∩D = ∅},

c’est à dire que le support est disjoint de l’ensemble fermé D. Soit u ∈ W 1,p(Ω). Alors on
a équivalence entre :

- 1) la fonction u appartient à l’espace W 1,p
D (Ω).

- 2) pour C1,p− presque tout x ∈ D, nous avons

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)∩Ω

|u|dy.

On rappelle aussi, cf. lemme 4.2 p.7, [20] que dans notre situation nous avons

C1,p(D) = 0⇒ H1(D) = 0,

où H1(D) désigne 1−mesure de Hausdorff de D.
Résultat 4 : cf. lemme 4.2 dans [22].
Soit ω ⊂ R2 un parallélogramme dont la frontière s’écrit ∂ω := ∪iΓi. L’inégalité issue

de la propriété de continuité de l’opérateur de trace pour une fonction u de l’espace de
Sobolev W 1,2(ω) s’exprime explicitement de la manière suivante :

||u||2L2(Γi)
≤ 2
|Γi|
|ω|
||u||L2(ω) +

|ω|
|Γi|
||∇u||L2(ω),

où |Γi| désigne la longueur de l’arrête Γi ⊂ ∂ω et |ω| désigne l’aire de parallélogramme ω.
Résultat 5 : cf. théorème 2.1, p.151 dans [4].
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- Soit Ω ⊂ R2 un domaine borné ayant une frontière Lipschitzienne. On considère le
problème 

∂2Φ

dt2
−∆Φ = F dans (0, T )× Ω,

Φ = g sur (0, T )× Γ,

Φ(0, x) = Φ0(x),
∂Φ

∂t
= Φ1(x), dans Ω,

(4.75)

(4.76)

(4.77)

avec les conditions de compatibilité suivantes :

g|t=0 = Φ0
|Γ ,

∂g

∂t |t=0
= Φ1

|Γ. (4.78)

Alors il existe une unique solution Φ de (4.75)-(4.77) et qui satisfait à :

Φ ∈ C([0, T ];H1(ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) et
∂Φ

∂ν
∈ L2([0, T ]× ∂Ω).

- De plus, l’application

F,Φ0,Φ1, g → Φ,
∂Φ

∂t
,
∂Φ

∂ν

définie du sous-espace de L1(0, T ;L2(Ω))×H1(Ω)×L2(Ω)×H1((0, T )×∂Ω) des fonctions
satisfaisant les conditions de compatibilité dans l’espace C0(0, T ;H1(Ω))×C1(0, T ;L2(Ω))×
L2((0, T )× ∂Ω) est continue, cf. remarque 2.2, p.152, [4].

D’après le théorème 2.5, p.165 ,[4], le même résultat est valable avec des données plus
régulières i.e.

F ∈ L1(0, T ;H2(Ω)), ∂F
∂t
∈ L1(0, T ;H1(Ω)), ∂2F

∂t2
∈ L1(0, T ;L2(Ω)),

Φ0 ∈ H3(Ω), Φ1 ∈ H1(Ω),

g ∈ H3((0, T )× Γ).

avec les conditions de compatibilité (4.78) et ∂2
t g|t=0 = ∆Φ0 + F (0) sur Γ. Dans ce cas, le

problème (4.75)-(4.77) possède une unique solution Φ satisfaisant :
Φ ∈ C0(0, T ;H3(Ω)),
∂Φ
∂t
∈ C0(0, T ;H2(Ω)),

∂2Φ
∂t2
∈ C0(0, T ;H1(Ω)),

∂2Φ
∂t2
∈ C0(0, T ;L2(Ω)).

et
∂Φ

∂ν
∈ H2(Ω).
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En utilisant l’interpolation comme dans la théorème 2.4 p.164 dans [4], avec des don-
nées F , g, Φ0 et Φ1 de régularités bien adaptées, on en arrive à des régularités d’ordres
intermédiaires pour la fonction solution du problème (4.75)-(4.77).

Par ailleurs, il est facile de constater que les opérateurs linéaires de Lamé et de Laplace
ont en commun l’ellipticité. En utilisant les mêmes idées que dans la démonstration du
théorème 2.3, p.153 dans [4] et qui concerne l’existence d’une solution faible au problème
(4.75)-(4.77), on en arrive aisément à transposer les résultats de régularité ci-dessus pour
l’opérateur de Lamé.

Résultat 6 : cf. théorème 1 dans [52].
Soit Ω un domaine polygonal. On considère le problème suivant associé à l’opérateur

de Lamé, qui est sous forme de divergence, avec une condition au bord mixte de type
Dirichlet-Neumann homogène :

∂2u

dt2
− Lu = f(t, x) dans (0, T )× Ω,

σ(u) · −→n = 0 sur (0, T )× Σ,

u(t, x) = 0 sur (0, T )× Γ,

(
∂

∂t
)ju(0, x) = uj(x), dans Ω,

(4.79)

(4.80)
(4.81)

(4.82)

tel que Γ ∪Σ = ∂Ω. De plus, on exige des fonctions u0 et u1 de satisfaire les conditions de
compatibilité adéquates avec les conditions de Dirichlet (4.81) et de Neumann (4.80). On
note C∞Γ (Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ sur Ω qui s’annulent sur un voisinage de
Γ. On désigne par K(Ω) le complété de C∞Γ (Ω) par rapport à la norme de l’espace H1.

Soient u0, u1 ∈ H1(Ω). Si {u0, u1} satisfont les conditions de compatibilité et f ∈
C0(0, T ;K(Ω)), alors il existe une unique solution (t, x)→ u(t, x) du problème aux limites
(4.79)-(4.82) dans C1(0, T ;K(Ω)) ∩ C2(0, T ;L2(Ω)) qui satisfait (4.82) et il existe β > 0

indépendante de u et de t telles que

||u(t)||1,Ω + ||u′(t)||0,Ω ≤ C expβt
(
||u0||1,Ω + ||u1||0,Ω +

∫ t

0

||f(s)||0ds

)
, ∀t ∈ (0, T ).

On peut noter, d’après la remarque 2 dans [52], que ce résultat d’existence à été dé-
montré dans [53] dans le cas où la frontière du domaine est de classe C∞ mais que le même
résultat est valable si on suppose que notre domaine, Ω, contient des coins, par exemple
s’il est de forme polygonale, cf. théorème 2, p.172, [52].
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