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Introduction

Il est un fait des plus surprenants, si ce n’est des plus extraordinaires, que génération
apres génération de scientifiques, on soit toujours témoin de la parfaite adéquation des
mathématiques a ’explication des phénomeénes naturels et du monde ainsi que de sa quasi-
infaillibilité & supporter leurs compréhension. Cela laisse indubitablement penser que les
mathématiques ou, plus justement encore, le point de vue mathématique est profondément
enraciné dans la conception rationnelle du monde d’ot il tire sans s’épuiser sa source et qui,
par ailleurs, renouvelle sans cesse un terrain dans lequel s’assouvit 'appétit industriel treés
caractéristique des temps modernes et des hommes qui servent plus ou moins fidélement
ces temps.

La matiére traitée dans cette thése est une opportunité pour toute personne investie
dans l'analyse des équations aux dérivées partielles et ses ramifications (espaces de Sobo-
lev et théorémes généraux d’existence et d’unicité ainsi que les divers outils de 'analyse
fonctionnelle), désireuse de découvrir un exemple d’application sur cette théorie. Le tra-
vail présenté dans cette thése revét le double aspect, théorique et numérique, qui a cette
occasion sont nettement liés.

En effet, I’analyse numérique est un moteur et stimulateur de développements en analyse
mathématique pure et appliquée, et ceci dans deux sens relativement complémentaires.
D’un coté, les besoins et les situations ainsi que les questions pratiques trés variées stimulent
le développement de modéles analytiques de plus en plus rigoureux. D’un autre coté, les
développements en analyse sont maintes fois dus & un besoin de justifications théoriques de
ces méthodes numériques : les estimations d’erreurs d’approximation en sont des exemples
trés répandus. L’amélioration dans la précision peut se manifester par la recherche d’un
ordre de plus en plus élevé du pas de discrétisation h en fonction duquel ces estimations
s’expriment en général, ce qui implique une convergence plus efficace. Par ailleurs, tout
ceci nous conduit & considérer un aspect, et dans lequel une partie du travail présenté

dans cette thése s’inscrit, qui est celui d’expliciter les constantes dans des estimations a
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priori de solutions de problémes différentiels elliptiques et a I'aide desquelles s’expriment
les estimations d’erreur en question.

Un nombre considérable d’estimations d’erreurs d’approximation en éléments finis, des
solutions des problémes aux limites faisant intervenir des opérateurs aux dérivées partielles

qui se résolvent dans le cadre d’espaces de Sobolev, ont la forme générale suivante
|l = unl[wrez@) < Ch(ﬁ(k)HunkH,?(Q). (1)

La constante C' dépend quasi-exclusivement des éléments finis et de la géométrie du
maillage utilisé dans 'analyse par la méthode des éléments finis. On renvoie a (|60], [61])
pour un exemple de calcul explicite de ces constantes dans un cas particulier. Pour apprécier
précisément la qualité de 'approximation fournie par (1), il est trés souhaitable d’estimer
|[ullwrir2(0) ou & en donner une majoration. Ce qui revient a établir des estimations a
priori explicites relatives au probléme considéré. On ne saurait, dans l'espace limité de
cette thése, traiter de maniere exhaustive cette problématique qui exigerait la mis en place
d’un faramineux programme de recherche. Dans une partie du travail présenté dans cette
these, notre intérét se restreint plutot a fournir une estimation a priori explicite de la
solution du probléme de Lamé sous forme d’une majoration, qui n’est pas optimale dans le
sens qu’elle pourrait étre sujette a une amélioration. L’étude s’est volontairement restreinte
a un domaine convexe. Ce choix est tributaire de I'idée qui a permis d’établir les estimations
a priori et qui consiste en la possibilité d’exprimer le domaine convexe polygonal comme
intersection de demi-plans dont chacun d’eux contient intégralement le domaine (2 en tant
que sous ensemble, et dont le nombre est égal a celui des arrétes du polygone. On peut
voir cette problématique sous un point de vue non moins intéressant : supposons qu’on ait
une fonction et qu’on veuille estimer sa norme H*, ce qui revient dans certaines situations,
a estimer la norme L? de son gradient. Alors pour ce faire, on étudie son image par un
opérateur elliptique du second ordre, du moment qu’on recherche une norme L? auquel on
adjoint, éventuellement, un opérateur différentiel sur le bord. L’estimation H!— recherchée
peut s’obtenir en considérant la problématique sous le méme point de vue que celui adopté
au chapitre 3 de cette thése.

Il va sans dire que les estimations explicites pour la solution de problémes elliptiques en
général, qu’ils soient linéaires ou non-linéaires, reposent essentiellement sur des constantes
quasi-universelles pour lesquelles il est trés souhaitable, dans le point de vue que nous
adoptons, d’en donner des estimations explicites. Ces constantes apparaissent dans la plus

part des cas et naturellement dans les théorémes ou inégalités célébres suivantes :
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- Inégalité de Poincaré et ses généralisations (du type Wirtinger) i.e. des inégalités du type :
lullr < Gyl Vul|Lo.
- Inégalité de trace i.e. du type :
lullroa) < Cillullwir @)
- Inégalité de Korn du type :
IVullr < Cfle(u)]|e-

Il y a aussi les constantes relatives a la propriété de continuité de certains autres opérateurs
importants, notamment :

- Le théoréme d’extension de Sobolev et qui concerne la constante de continuité de
I'opérateur d’extension

[ Pullwp@zy < Cegt|ul|wir@)-

- La constante de continuité de I'injection des espace de Sobolev dans les espaces Holdériens

ou espace de fonctions continues
||UHCM < Cz‘HUHWLp(Q).

Le caractére quasi-universel de ces constantes est dii au fait que ces derniéres ne dé-
pendent pas des fonctions u & estimer mais dépendent toutefois du domaine €2, ce qui
justifie 'utilisation du préfixe "quasi". Ceci étant, des exceptions existent dans certaines
situations particuliéres, cf. [8] en ce qui concerne l'opérateur de prolongement de Sobolev,
dans quel cas la constante apparaissant dans ’estimation issue de la propriété de conti-
nuité de 'opérateur non seulement ne dépend pas de u mais aussi de €2, ceci ous réserve
de certaines hypothéses particuliéres sur ce domaine.

La détermination des constantes dans les estimations vérifiées par les solutions d’équa-
tions elliptiques a déja fait I'objet de nombreux travaux réalisés, cf. par exemple [18]. Ces
travaux ont pour principal objet un opérateur elliptique du second ordre sous forme de
divergence dont I’exemple le plus célébre et celui du laplacien cf. [17]. Nous nous propo-
sons, dans le chapitre 3, de traiter la méme problématique dans le cas de 'opérateur de
I’élasticité linéaire de Lamé. Combien méme notre opérateur est linéaire et elliptique, la
situation que nous envisageons est toute particuliere du fait que l'ellipticité de l'opéra-

teur d’élasticité est établie en utilisant I'inégalité de Korn. Pour la détermination explicite
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des valeurs de la constante apparaissant dans l'inégalité de Korn relativement & certaines

configuration géométrique du domaine €2, on renvoie le lecteur vers [15], [16].

Les applications d’ordre industriel, physique et informatique, dans le domaine de I'ima-
gerie par exemple, sont a l'origine de développements importants en modélisation ma-
thématique et par conséquent numérique. La modélisation se fait, généralement, & 'aide
d’équations aux dérivées partielles. La théorie de 'existence pour ce type de probléme
fait intervenir, entre autres outils importants, l'opérateur de trace et ses propriétés, de
continuité notamment. Pour définir un opérateur de trace, le domaine doit posséder un
minimum de régularité, Lipschitzien ou faiblement Lipschitzien.

Par ailleurs, I'existence d’une théorie de la mesure pour les domaines qui ne rentrent pas
dans la catégorie des domaines standards usuels sont a méme de nous fournir les moyens
théoriques et les bonnes justifications pratiques de la possibilité d’étudier cet opérateur
de trace puis éventuellement, et de maniére analogue au cas classique, de la validité d'une
version similaire au théoréme de trace. C’est a dire dans le cas ou I'opérateur de trace est
appliqué a des fonctions d’espaces de Sobolev qui sont définis sur des domaines a frontiéres
non conventionnelles.

L’un des principaux intéréts de 'existence de la théorie des espaces de Sobolev est
bien celle de fournir le cadre fonctionnel approprié & I'étude des équations aux dérivées
partielles. Leurs définitions faisant intervenir les dérivées au sens des distributions et dont la
régularité permet de caractériser ces espaces. Les solutions au sens faible sont généralement,
a rechercher dans un premier temps dans ce type trés large d’espaces et propice quant a
la possibilité de donner un sens a des dérivées qu’on ne pouvait concevoir dans le sens
classique. Ces espaces sont constitués de fonctions pour lesquelles, (et contrairement au
espaces de Lebesgue), il est tout a fait possible d’étendre d’une certaine fagon la restriction
au bord de l’ensemble (qui est généralement ouvert) sur lequel l'espace ou les fonctions
sont considérées. Ceci définit "une valeur sur le bord", et qui porte le nom de trace d’une
fonction sur le bord. La facon avec laquelle on peut la définir est qu’on peut s’assurer de
I’existence d'une unique fonction définie sur le bord, et faisant partie d’'un espace de Sobolev
ou de Lebesgue lui méme aussi défini sur ce bord, telle que cette fonction coinciderait
avec la restriction de la fonction de départ dans le cas ou elle est continue. L’opérateur
qui fait associer a une fonction d’un espace de Sobolev cette fonction définie sur le bord
s’appelle opérateur de trace. En plus de son importance sans conteste dans la démonstration

de l'existence et l'unicité pour une grande partie de problémes d’équations au dérivées
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partielles, ce qui est en somme quelque chose de fondamental pour cette discipline, il
demeure un moyen qui met en valeur la "régularité Sobolev" et qui en fait un espace d’une
extréme pertinence.

En dimension une et pour une fonction C*!, on peut facilement se rendre compte de
cette pertinence. En effet, en utilisant le théoréme fondamental de ’analyse on peut aisé-
ment déduire une inégalité qui permet de fournir I’exemple de base du théoréme de trace;
I’existence étant assurée par définition mais en plus, on a continuité de cet opérateur. Les
fonctions de l'espace de Sobolev H' en dimension une sont continues, donc 'existence de
la trace ne pose aucun probléme.

L’intérét se fait sentir a partir de la dimension N > 2 et notamment avec le cas du
demi-plan et de son bord qui est une droite. Pour le cas des domaines de classe C' i.e. des
domaines dont la frontiére est localement le graphique d’une fonction C!, le résultat de trace
peut se déduire en se ramenant par cartes locales a celui du demi-plan ou du demi-espace en
dimension supérieure. La généralisation qui constitue la suite logique de ces considérations
géométriques consiste a établir un théoréeme de trace pour les fonctions de W'*(Q) dans le
cas ou le domaine € est Lipschitz régulier, ceci a été achevé en 1966 par Gagliardo dans [2]
et qui donne du méme coup une caractérisation de I'image des opérateurs de trace définis
sur ce type de domaine assez générale, cf. aussi [58]. L’étude qui fait 'objet du chapitre
2 s’inscrit dans cette lignée de généralisations ou l'on établi un théoréme de trace pour
un type de domaine encore plus général, notamment celui des domaines de Jordan. C’est
I’appellation par laquelle on désigne la catégorie des domaines qui sont homéomorphes a
la boule unité. Il faut bien souligner que I’homéomorphie ne fait intervenir absolument
aucune régularité en lien avec la dérivabilité ou le caractére Lipschitzien ou Holderien qui
sont toujours, d’une maniére ou d’une autre, liées a la notion de dérivabilité. Les domaines
de Jordan sont des domaines dont la frontiére est paramétrisée par une fonction vectorielle
continue. C’est une classe trés générale de domaines qui inclut des domaines aussi divers
que mystérieux pour quelqu’un qui n’a pas I’habitude de travailler avec des domaines dont
la dimension est non nécessairement entiére. Les fractals en sont un exemple trés répandu
actuellement dans la littérature mathématique et physique. Par ailleurs, il y a aussi les
domaines d’extension qui peuvent constituer, pour certaines raisons évoquées au chapitre
2, des domaines a régularité intermédiaire. Cette généralisation suggére, et a fortiori la
derniére d’entre elles, que l'opérateur de trace peut étre congu comme une notion trés
générale qui pourrait dépasser le cadre proprement fonctionnel actuel, dans le sens ol

cette suite de généralisation pourrait rendre compte d’'une propriété qui revét un caractére
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assez universel.

Les domaines de Jordan sont les domaines les plus généraux et les moins réguliers qui
assurent la possibilité de faire des mathématiques telles qu’elles se pratiquent a I'heure
actuelle. C’est & dire que, d’un coté on peut obtenir des résultats dans le cadre de théories
fonctionnelles existantes, et d’'un autre coté ces domaines sont susceptibles de supporter

des situations et applications intelligibles et concreétes.

Dans la derniére partie du travail et en guise d’application, on s’intéresse a la modélisa-
tion du comportement d’une structure déformable par les équations de Lamé. Un exemple
de structure est celui d’un barrage hydraulique.

Il existe une grande variété de formes sous lesquelles les barrages hydrauliques sont
construits. Nous nous intéressons au cas d’'un barrage avec une face amont non verticale
de forme polygonale. La structure étant soumise a une force hydro-dynamique d’un coté et
a une excitation sismique de I'autre. Le modéle le plus adapté a 1’étude de cette situation
est celui d’un probléme couplé entre le systéme d’équations de Lamé qui modélise le com-
portement de la structure et les équations de Navier-Stokes qui modélisent I’écoulement
du fluide.

Pour commencer, on implémente un programme en utilisant la méthode des éléments
finis pour résoudre le probléme couplé : Navier-Stokes et Lamé. L’étude de 'existence et de
'unicité de la solution d’un tel probléme couplé a été faite dans [3|. Le question a aussi été
traité dans [69] en lien avec un probléme d’ingénierie. L’originalité consiste en la prise en
compte de la donnée non homogéne de Dirichlet qui représente les valeurs de I'excitation
sismique.

Par ailleurs, il est souhaitable, pour des raisons de coiit de construction notamment,
que le volume du barrage soit minimal tout en garantissant, bien siir, sa stabilité. On se
proposera dans la derniére section du présent travail d’optimiser le volume de la structure,
donc la fonction objectif & minimiser est la fonction qui & pour valeur le volume de la
structure sous reserve de respecter les critéres de stabilité qui seront, a cet effet, précisés.

L’optimisation de la forme est paramétrique, c¢’est-a -dire que nous fixons une forme
préliminaire a laquelle nous ajoutons un renforcement. Notre apport original consiste a
formuler les contraintes du probléme qui prennent la forme d’inégalités algébriques. Ces
inégalités émergent de fonctions sur lesquelles on impose un seuil et sont issues d’une
étude mécanique du comportement de la structure, ceci dit, ces fonctions ne sont pas

explicitement formulées. Afin de mener & bien 'optimisation, on reformule le probléme
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d’optimisation en un probléme d’optimisation sans contraintes a l’aide de la méthode de
pénalisation. Le probléme pénalisé est résolu en utilisant la méthode exploratoire locale de

Hooke-Jeeves qui s’avére étre une résolution globale.

Plan de la thése

Le travail, dont la présente thése en est ’aboutissement, se trouve étre séquentiellement
divisé en quatre parties relativement indépendantes. Le chapitre 1 est 'occasion de revoir
des notions diverses de la théorie des problémes elliptiques et les résultats qui y sont
rattachées notamment les différentes notions de base de I'analyse fonctionnelle ainsi que
des résultats indispensables pour les études menées dans les chapitres suivants.

Le chapitre 2 contient en substance deux résultats relatifs a 'opérateur de trace définis
dans un premier temps pour des domaines de (1, p)-extension puis dans le cadre des do-
maines de Jordan. On démontre I'existence d’une trace sur le bord des ces domaines puis
on démontre la continuité de 'opérateur de trace.

L’aspect numérique, qui est le second dessein directeur de cette thése est véhiculé par
le résultat dont la démonstration fait principalement 'objet du chapitre 3 dans lequel on
établit une estimation a priori explicite pour la norme H' de la solution du probléme de
Lamé posé sur un domaine poygonal convexe avec une condition au bord mixte de type
Dirichlet-Neumann.

Enfin, le dernier chapitre, qui concerne essentiellement le domaine des applications, se
divise en deux parties : D’abord, on commence par présenter la méthode partitionnée pour
le couplage. On y expose notamment quelques idées relatives a la théorie d’existence et
d’unicité de la solution du probléme couplé dans le cadre de I'interaction fluide-structure.
Puis I’aspect optimisation se trouve réalisé dans la seconde partie. On y explicite 'utilisa-
tion de la méthode de Hooke-Jeeves appliquée a la forme pénalisée de notre probléme en
plus d’une application a notre situation.

Le lecteur pourra trouver, a la fin du manuscrit, une annexe ou 'on a réuni certains
des résultats utilisés tout le long de la thése avec leurs références. Il pourra s’y rapporter

en cas de besoin.



Chapitre 1

Notions et outils d’analyse
mathématique

On passe en revue dans ce chapitre les outils de base ainsi que les notions classiques
qui sont utilisées a travers les différents développements présentés dans cette thése. Par

ailleurs, on fixe les notations principales qui seront adoptés dans le reste des chapitres.

1.1 Généralités

En analyse mathématique, une distribution, également appelée fonction généralisée,
est un objet qui généralise la notion de fonction et de mesure. La théorie des distribu-
tions étend, d’une certaine fagon, la notion de dérivée & toutes les fonctions localement
intégrables et au-dela, et est utilisée pour formuler des solutions & un nombre trés impor-
tant d’équations aux dérivées partielles. Elles sont aussi importantes en physique et en
ingénierie ol beaucoup de problémes discontinus conduisent naturellement & des équations
différentielles dont les solutions sont des distributions plutét que des fonctions au sens
ordinaire.

Un espace fonctionnel d’'une importance capitale est celui des fonctions test D(Q) :
I'ensemble des fonctions C*°(€2) a support compact dans ) qui, au passage, est muni d’une
structure localement convexe non métrisable et qui en fait un espace vectoriel topologique

localement convexe. On a alors :

Définition 1.1. Une distribution est une forme linéaire continue sur I’espace des fonctions
test D(£2). L’ensemble des distributions D’(€2) est donc le dual topologique de D(£2).

La possibilité de dériver autant de fois que souhaité une distribution d’une part, et le

fait que a chaque fonction assez réguliére est associée de maniére unique une distribution

10
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d’autre part en font une notion et méme un point de vue trés fécond qui a permis de donner
un cadre unifié aux objets les plus fondamentaux de ’analyse comme les fonctions de tout
genre et les mesures. On sait depuis définir la dérivée d’'une mesure dans le sens ou cette
dérivée coincide avec la dérivée d'une fonction dans ce méme cadre. La dérivée k-iéme,

O {u} de la distribution associée a la fonction u € L?(2) est définie par
/ M{uypdx = (—1)" / ud*pdx Vo € D(Q). (1.1)
Q Q

Formule des sauts

La formule qu’on présente ci-aprés exprime la dérivée au sens des distributions d’une
fonction de classe C! mais avec une discontinuité bien localisée. La dérivée s’exprime en

fonction du saut de la fonction en ces discontinuités, cf. [14].

Théoréme 1.1. Soit Q C RN un ouvert a bord de classe C* dont on note I' = 9 la
frontiere et f une fonction de classe ' sur RN —T telle que :

1) la restriction de f a 2 se prolonge en une fonction de classe C' sur un voisinage
ouvert de Q, et

2) la restriction de f a RN —Q se prolonge en une fonction de classe C' sur un voisinage
ouvert de RN — Q.

Alors la fonction f est localement intégrable sur RN et on a
Ou, [ =A{0s, [} + [fIrvjo dans D'(RY) pour j =1,...,N. (1.2)

Dans la formule (1.2), on a noté {d,, f} la fonction continue par morceaux sur RY

définie par la formule
{0,, [}(z) = 0y, f(x) pour tout z € RN — T

et on a noté [f]r le saut de f a travers I'hypersurface I" dans la direction v :

[fIe(z) = lim (f(z +tv(z)) = fz—tv(z) zel,

t—0+

ou l'on a désigné par v le champs des vecteurs unitaires normaux a [' et pointant vers
I'extérieur de €2. Enfin, o est la mesure de surface sur I' i.e. la distribution de simple

couche définie par
<a.0>= [ oas
r

ol d o désigne ’élément de surface sur I'.
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Partition de I’'unité subordonnée a un recouvrement

Soient (2 un espace topologique et (U;);e; un recouvrement ouvert localement fini de cet
espace. On appelle partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;);c;, une famille
(¢;):er, de fonctions continues, C™ éventuellement, définies sur €2 tel que le support de ¢;
soit inclus dans Uj; et est a valeur dans l'intervalle [0, 1] et telles que pour tout point x € €,
les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1) il existe un voisinage de x tel que toutes les fonctions ¢; soient nulles sur ce voisinage
a I’exception d’un nombre fini d’entre elles ;

2) la somme de toutes les valeurs prises par les fonctions ¢; en z soit égale a 1, ¢’est-a-
dire : Y., ¢i(x) = 1 pour tout x € Q.

Les partitions de 'unité permettent, entre autres, d’établir le caractére global d’une

propriété déja vrai localement.

Les espaces fonctionnels

On présente certains des espaces fonctionnels dont il est fait systématiquement usage

dans le corps de cette thése :

1) L’espace de Lebesgue des fonctions A—mesurables et ingérables par rapport a la
mesure de Lebesgue, A, est désigné par L'(Q) et permet de définir Pespaces des fonctions

de puissance p—iéme intégrable qui est désigné par LP(2). Cet espace est muni de la norme

allp2 = / P da
9]

qui en fait un espace vectoriel normé complet i.e. un espace de Banach pour p > 1. C’est
un espace de Hilbert pour p = 2, c’est a dire que sa norme découle d’un produit scalaire ;
pour 0 < p < 1 c¢’est une quasi-norme qui en fait juste un espace complet.

2) Les espaces de Sobolev
WkP(Q) == {v € LP(Q) tel que 0°v € LP(Q), Va, multi-indice, |a| < k}.

La dérivée figurant a l'intérieur de cette définition est comprise au sens des distributions,

cf. définition 1.1. Cet espace est muni de la norme

[lullwir@) = [lullpa + [[Vullpe
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Cette norme fait intervenir la norme LP de la fonction et de sa dérivée en norme. Cet
espace vectoriel, une fois muni de cette norme, est un espace de Banach et pour p = 2 c’est
un espace de Hilbert.

Les fonctions de 'espace LP(£2) de Lebesgue étant définies presque partout, on ne peut,
avec les outils & notre disposition, parler de maniére intelligible d’une fonction de cet espace
sur une partie de mesure nulle de €. Par exemple : une partie de dimension 1, segment ou
courbe, est de mesure de Lebesgue 2—dimensionnelle nulle ou bien méme, un sous ensemble
ayant une dimension de Hausdorff s < 2 a aussi une mesure de Lebesgue 2—dimensionnelle
nulle.

Par contre, dans le cas d’une fonction de l'espace de Sobolev W1P(Q), qui est plus
réguliére, il est bien possible de donner un sens a la valeur de la fonction sur un sous
ensemble de mesure nulle par rapport a la dimension du domaine ambiant 2. La fonction
est méme réguliére et appartient dans notre cas a un espace de Sobolev W5, Cette
constatation ouvre la voie vers la notion de trace ou d’opérateur de trace.

3) L’espace H(div)(Q2) = {v € [L*(Q)]?, dive € L*(Q)} est lespace des fonctions de
carré sommable dont la divergence, au sens des distributions, est de carrée sommable.

4) L’espace H~1(2) qui est un espace de Sobolev d’exposant négatif et qui peut étre
vu aussi comme étant isomorphe au dual de I'espace de Sobolev, H}(Q), des fonction de
trace nulle sur le bord de Q avec lequel il s’identifie, sa norme est noté || ||_;.q. Il y aussi
I'espace [H %]’ (") qui est le dual de I'espace de Sobolev d’exposant fractionnaire qui peut
étre identifié a I'espace H2(I), sa norme est noté || H[H%y,r'

1.2 Analyse variationnelle du systéme 