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Cadre et objectif du travail

La reconstruction de données manquantes dans une image, également connue sous le
terme d’ " inpainting ", joue un rble tres important en vision par ordinateur et touche
plusieurs domaines d'applications comme par exemple la restauration de maniére
numérique des images dégradées par des artefacts ayant détruit de maniere compléte
certaines parties des images (rayures sur des films anciens ou taches sur des
photographies), pour supprimer un logo, un texte ou une image incrustée sur une autre
image. De maniére générique, ce terme désigne le fait de déterminer le niveau de gris ou la
couleur des pixels considérés comme manqguants dans une image, c'est a dire, dont on ne
connait pas les valeurs a priori. Le probléme dinpainting peut étre formulé
mathématiquement sous forme d'une interpolation spatiale des pixels connus de I'image.
L’objectif dans ce mémoire est d'étudier puis implémenter quelques méthodes d'inpainting.

Plan du travail

1- Effectuer une recherche bibliographique sur les méthodes d’inpainting
2- Etablir un état de I'art sur les méthodes d’'inpainting

3- Etudier puis implémenter quelques méthodes d'inpainting.

4- Tests et résultats
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Introduction générale

Introduction générale

Aujourd’ hui le concept d'inpainting attire de plus en plus I'attention des chercheurs
notamment dans le domaine du traitement d’image. De maniére générique, ce terme désigne
le fait de déterminer, de la maniére la plus automatique possible, le niveau de gris ou la
couleur de pixels considérés comme manquants dans une image, c'est-a-dire, dont on ne
connait pas les valeurs a priori.

La reconstruction de données manquantes est intéressant a plus d'un titre, de par les
nombreuses applications concrétes qu'’il peut traiter. Initialement, I'inpainting a été utilisé par
des dessinateurs pour restaurer des anciens tableaux ou des gravures anciens dégradés par
I’ usure du temps ou par une mauvaise manipulation. Par la suite, I"inpainting a été utilisé pour
restaurer de maniere numérique des images dégradées par des artefacts ayant détruit de
maniere compléte certaines parties des images. Ces artefacts peuvent ére causes par des
rayures sur des films anciens ou taches sur des photographies, lors de I'acquisition ou la
transmission d'une image. Dans une autre application, on cherche a cacher certains effets
spéciaux cinématographiques, des éléments indésirables sur une photo. L’inpainting peut étre
également appliqué pour zoomer (agrandir) une image ou pour reconstruire, un visage, une
empreinte digitale dont certaines parties sont altérées ou cachées.

Ce sujet a réellement fait I’ objet d'une attention particuliére. Plusieurs méthodes ont
été proposées pour I'inpainting dimages. Certaines se basent sur des méthodes
d’interpolation des fonctions (Newton, Lagrange, les splines,....), d’ autres sont mettent
I’accent sur la reconstruction de la géométrie globale de I'image en utilisant des équations
aux dérivées partielles. Comme, il existe des méthodes qui combinent ces derniéres et la
synthese de texture.

Notre but dans ce mémoire est d'appliquer quelques méthodes d'interpolation ainsi que
le principe de la diffusion pour résoudre le probleme d'inpainting d'images.

Le mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre sera consacré aux
outils mathématiques utilisés dans le domaine du traitement d’image et plus particulierement
dans celui d’'inpainting. 1l s'agit précisément de I’ interpolation des fonctions ainsi que les
équations différentielles partielles (EDP). Dans le deuxiéme chapitre, nous allons présenter la
problématique d’inpainting, ses applications, ainsi que les différentes méthodes existantes
dans ce domaine. Le troisiéme chapitre est consacré a |’application des méthodes
d interpolation monodimensionnelles et bidimensionnelles pour reconstruire des images
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Introduction générale

détériorées. Quant au quatrieme chapitre, il sera consacré a I’ application d’ une méthode basée
sur EDP formulée a partir du processus de diffusion isotope ou anisotropique. Une conclusion

générale synthétise le travail et trace quelques perspectives.
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Chapitre 1 L es outils mathématiques utilisés dans|’inpainting

1.1 Introduction

Les méthodes de traitement d’images sont en général indissociables des techniques
mathématiques. Dans ce chapitre, nous allons présenter brievement quelques outils
mathématiques utilisés dans le domaine du traitement d’image et plus particuliérement dans
celui d’inpainting. |1 s'agit précisément de I’ interpolation des fonctions ainsi que les équations
différentielles partielles (EDP).

1.2 Interpolation
Le probléme d'interpolation consiste a chercher une fonction F(x) a partir d'un

ensemble de couple de points(x.,y.) i =01K,n , appelés points d appuis ou points
d'interpolation, tels que x 1 [a,b] ety = f(x ). Géométriquement cela signifie qu'il faut
trouver une courbe d'équation y = F(X) qui passe par lestous les points d’interpolation et qui
veérifielacondition F(x) = f(x)=y,," i.

Le probléme peut étre complexe car la fonction F(x) peut prendre plusieurs formes.

Comme il peut avoir une solution, plusieurs solutions ou aucune solution. Cependant, on peut

simplifier le probléme si on utilise une forme général pour F(X), la plus usuelle s écrit de la

maniére suivante :

F(9 = 2,000 +,0,09 +L L +2,9,( =& ag, (. CEY

i=1
ou a,,a,,K,a, sont des coefficients a déterminer et g, (x) une fonction élémentaire simple
et connue a priori telle que :
g, (X)=x", g (X)=€""ou g,(x) =sinix , ect...
Dans le premier cas la fonction F(x) correspond a un polynéme. On S'intéressera par suite a
I"interpolation polynomiale.
Une autre maniere de définir la fonction d’interpolationF(x)est d'utiliser les fonctions

radiales de baseF (x) telleque [2] :
F(x) 25 aF(x- x| (1.2

f(x)=f (|x|)$t une fonction radialement symétrique qui peut prendre plusieurs formes
comme:

Gaussien :f (r) =e ¥/,
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1
1+a%x?’

Multiquadratique :f (r) =1+ a®x?,
Thin- plate spline :f (r) = x*Inx.

Quadratique inverse:f (r) =

Pour déterminer les coefficients a,, la solution la plus évidente consiste a résoudre le systeme

d éguation linéaire de dimension (n” m) qui sont :

F(x)=y, "i=0LK,m (13)
avec

F(x) =4 ag(x) (14
Soit : FugzgqF@,xp (1.5)

1.2.1 Interpolation polynomiale

Etant données n+1 point distinct  x,,x,L,x, e n+1 valeurs
correspondantesy,, y,,L, y, . Le probleme consiste a trouver un polynébmeP, (x) d'ordre m,
appelé polyndme d’ interpolation, ou polynéme interpolant :

P.(X)=a, +ax+ax’+L+a_x". (1.6)
tel que P.(X)=Y, i =0,K,n. 2.7)

Ce probleme revient a déterminer les coefficientsa,,a,,K,a,, . Il admet une solution unique

s n=m. Le probléme de I'interpolation est concerné par ce cas de figure. Dans le cas
oun! m, le probléme est sur ou sous déterminé et sa résolution peut ére résolu par la
méthode des moindres carrés [1]. 1l s'agit de I’ approximation des fonctions qui ne sera pas
abordée dans ce chapitre.

1.2.1.1 Polyndme de L agrange

Le polyndme d’interpolation P,(x) est calculé sous la forme d une combinaison

linéaire des polynbmes caractéristiques de Lagrange de degréi , définis par :

L) =P i) i =0,K,n. (18)
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i 11(x)=1 s i=] 19
S hoy=0 s i 9

Le polyndme d’ interpolation de Lagrange est donné par la formule suivante :
PO=a yhi=a i) =a yh. (1.10)

i=0 i=0 i=0
Notons que le polyndme de Lagrange introduit le phénomene de Runge qui est décrit comme
étant I’ apparition des oscillations importantes aux bords de I'intervalle lorsque le degré de
polyndbme augmente, autrement dit le polynéme ne converge pas toujours vers la fonction
interpolée en tous points (la divergence s observe aux bords de I'intervalle). Afin d’éviter ce
probleme, on peut choisir des points d'interpolation correspondants aux racines des

polyndmes orthogonaux de Tchebychev [2].

1.2.1.2 Polyndme de Newton
Le polyndme d’ interpolation de Newton propose une forme alternative plus commode

d'un point de vue pratique que le polyndéme de Lagrange, il est décrit par la formule suivante :

P(X) =Y +[X0 Xl](x' X0)+[X0 Xy Xz](x' Xo)(x' X1)+[X0 XX X3](X- Xo)

(1.11)
(%= %)= %)+ L+ % L %] %)%= %) L (X %,.0).
ou les expressions entre crochets correspondent aux différences diviséestelles que :
[x  x,]=2n" Y= Prao” P _ y  (Ordre un)
X~ % X = X%
[Xi Xin Xi+2] = [Xi+l XHZ]- [Xi Xi+l] =Pmat Bu P;, - (Ordre deux)
Xz = % X2 = X
[Xi X\ Xi+n] — [Xi+1 Xi+n]' [Xi L Xi+n-l] — Pivtn1~ Pina = p. .(Ordren)
Xin = % Xin = %
D’une maniere générale, la différence divisée d’ ordre k au point x; peut s écrire:
i k=12Ln
p = emer” Puer - ues T iz 011 n- k (112)
Xi+k - Xi l — " _nNn-
I Bio =i 1=0:n
Le polyndéme de newton prend aors la forme suivante :
J k-1
P(X) =Yy +@ Poy P (X X,). (113)
k=1
5
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1.2.1.3 Polyndme d’interpolation de Hermite

Plutdt que de faire coincider la fonction f et le polynbme P, aux pointsx., on peut
chercher afaire aussi coincider lesdérivéesde f et de P, en ces points.
Soient (x., f “(x)), avec i=1L,n e k=LL,m. f%(x)=y"correspond a la

k- iémedérivéede f aau pointx, .

PosoonsN =1+m, +m +L+m =g (1+m). Si f admet des dérivées dordre a, aux

i=1
pointsx, il existe un unique polyndmeH ,_,(X) appelé polyndbme d'interpolation d’Hermite,

tel que:

Hy.a(X) = a a |k) L (X) (114)

Ce polynéme vérifie la condition suivante
HEO(x)=f9(x)=y". i=0L,n k=0L,m. (1.15)
H . .(X) estlepolyndbme d'interpolation de Hermite de f aux points x, aux ordresm .

Les fonctions L, sont appelées polyndmes caractéristiques d’ Hermite et sont definies par les

relations
|1 si=) ek=p
L = 1.16
(.k)( )= lo snon (1.16)
En définissant les polyndmes
(x- x) & x-x ™ o
() =——0( ) ; i=0L,netj=0L,m. (117
iV Xo- X,

k1
et en posant L, (X) =1, (X) pour i =0,L,n, on obtient les relations de récurrence suivante
pour les polyndmes L; :

L,09=1,090- 1P )L, j=m-1m-2L0 (1.18)

k= j+l

1.2.1.4 Polyndme d’interpolation de Neville-Aitken
Dans la méthode de Neville, le polyndme d’interpolation est construit a I’ aide d’une
formule de récurrence. Le polyndme de Neuville de degré n est calculé a partir de polynéme

de degré inferieur suivant le schéma de récurrence illustré sur le tableau (1.1) suivant :
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Pi; Pi,i+ Piiv2 Pii+s Pi,i+a
X - Yo = Poo
Pos
X Y1 = P Po.2
P P
Xy - Y2 = P22 Prs 03 (219
Po,4
_ : P23
X - Y; = p3,3 P, 4 p1,4
Xy Ya= Pas Pa

Tableau 1.1 : lllustration du schéma récurrent dans le polynéme d’ interpolation de Neuville

Dans ce tableau, p;;(x) représente la valeur de I'unique polynéme de degré O passant
par (x;,y;) doncp,(X)=y;. p;;..(X)est lavaleur de I'unique polyndme de degré 1 passant
par les points (x,y;) € (X.;,Y.,,)- Deméme, p, ., (x)est lavaleur del unique polyndme de
degrén passant par lesn+1 points.

D’une maniere generale, un polynome p;;(x) peut étre déterminé a partir de I’équation
itérative suivante :

(X' Xi)pi+1,j(x)' (X' Xj)pi,j-l(x)

P (X) = ) (1.20)
aveci =0, K,n-1j=1K,net j>n.
Finalement, le polynéme d’ interpolation de Neuville est donné par :

Pn(X) = Po,q (X)- (1.21)
Remarque: Il existe d'autres polyndbmes (Polyndmes de Stirling, Gauss, ect...) qui

permettent d’interpoler des points d’ appui équidistants.

1.2.1.5 Interpolation polynomiale par morceaux- splines cubiques

En introduisant les fonctions splines dans les années 40, Schoenberg apporta plus de
souplesse dans I’ approximation polynomiale [3]. Il permit de diminuer le degré du polynéme
approchant une fonction a interpoler en considérant des fonctions polynomiales par morceaux

appelées splines. Nous envisageonsiici le cas des splines cubiques.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 1 L es outils mathématiques utilisés dans|’inpainting

Soit (x,,K,x,), n+1 noauds distincts de I'intervalle [a,b] avec a=x, <x, <K <x, =D.
On note f, = f(x ) =y, . Sur chague intervalle élémentaire[x;, X.,,], on cherche un polynéme
p, Vérifiant les conditions d’interpolation p,(x) = f. =

Laforme générale de I’ interpolation par des splines cubiques s écrit :

Po(X) 8 X EX<X

i
S(x) = i P, (X) s X Ex<X

1.22
EY M (122)
* pn-l(x) S Xn-l£X<Xn
Ou p. (X) est un polyndme de degré inferieur ou égale a3 tel que:
p(X)=a(x- x)*+b(x- x)*+c(x- x)+d.. i=0K,n-1 (1.23)

Les dérivées premieres et secondes de ces néquations s écrivent de la maniere suivant,
pouri =0,K,n-1:
P (¥) =3a (x- x)* +2b (x- x)+c. (1.24)
P, (X) =6a (x- x)+2b (1.25)

La fonction interpolatrice S(X) est constituée de morceaux de polyndme de degré 3 qui se
raccordent, ainsi que leurs dérivées premiéres et secondes, aux points connus. S(X) respecte

alors les propriétés suivantes :

- S(x) doit passer par tous les points connus: S(x.) =, (1.26)
- S(x) doit ére continue sur I'intervalle [X,,X,] : p; (X)) = p._,(X) (2.27)
- S'(X) doit étre continue sur I'intervalle [X,,X.] : p,(x) = p,._,(X) (1.28)
- S'(X) doit étre continue sur I'intervalle [x,,X.] : p (X)) = i,y (%) (1.29)

Le probleme consiste alors a déterminer les coefficients (a ,b,c,d.) du polynéme p, (X) .
X =[x ,%,,] donc S(x.) = p,(X ).
D’ aprés les éguations (1.23) et (1.26), onapour i =0,K,n- 1:

y, =d, (1.30)

Sachant que y, =d. = p.(x;) et en combinant les équations (1.23) et (1.27), on obtient pour

i=0,K,n-1:
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d =a_h®*+b h*+c h+d avec h=(x - x_,) (1.31)
D’ aprés les équations (1.24) ol p, (x ) =c €t (1.28), ona:

¢ =3a_,h’+2b h+c (1.32)
De méme, d' aprés les équations (1.25) ou p, (x.) =2b et (1.29), ona:

2b,, =6ah+20 (1.33)
L es expressions précédentes peuvent étre simplifiées en posant M, = p. (x,) :

M.
d=y eb=—"-
i Yi i 2

Les coefficientsa, et ¢ sont calculés a partir des équations (1.33) et (1.31) respectivement, ce

qui donne apres simplification :

_Mi+1' Mi
6h
) M
2 (1.39)
¢ = Y- Y ?VIi+l+2Mi %
h e 6 g
d =y,

En remplacant ces coefficients dans I’ équation (1.32), on déduit une équation plus générale
&Y - 2yi+1 + Yiso 9

M +4M,; + M, = 63 h? g (1.35)
Cette équation peut s écrire sous une forme matricielle comme suit :
&M, U
él 10 . .000O0EM g € Y-2y+y, U
9141 0.0 0 OEM, U g yi-2y,+y
& 0 1 0 00 0gM, g € y,-2y,+y,
e Ué a e u
e - U S Gé u
é € U ize q (19
- . ',e u é ) l:l
é Y
@ 000 10 o@g\nn_4g &ns ™ 2Ynat Vo3l
g) O O O 1 1 OgéMn 3l;| gyn-4 - 2yn-3 +yn-23
0 000 1 4 1Moz 8Yns™ 2Yeo+ Yol

Ce systéme comporte (n-1) lignes et (n+1) colonnes, il est par conséquent sous dimensionne.

Pour générer une unique solution, I’ gjout de deux conditions aux limites est nécessaire.
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On suppose que les dérivées secondes sont nulles aux extrémités en x, et X,

(M, =M, =0). Une metrice detaille (n- 1)" (n- 1) est ainsi obtenue.

€4 1 0 . . 00 0OM, U € Y-2y,+y, U

e ue u e u

al 1 . .00 0pM,; & Yim2%:+Ys

80 1 4 . . 0 0 OGBM, U @& y,-2y,+y, U

é ué u é u

é- e - u_be v (1.37)
& .. RV - B VI u '
é @ a e a

¢0. 00 . . 41 0pM,sG  &ns- 2yn4+ynsa

é o ey G &y -2y .+ .

(:90 00 1 4 1@(:3 ”'3l;I (:eyn-4 Y3 y”'zl:I

80 0 0 . . 0 1 468M,,0  &Yas- 2Yno*Yoil

La résolution de ce systeme permet de déterminer les valeurs des M; pour en déduire ensuite

les valeurs des coefficients (a,,b,c.,d. ) recherchés,

1.2.1.6 B-splines

Soit  (x,,K,x,), n+1 noauds distincts de [Iintervalle [a,b] avec
a=x,<x <K<x,=b. On note f =f(x)=y,. Sur chague intervalle €lémentaire
[X ,X,,], on chercheun polyndme S vérifiant les conditions d’interpolation S(x.) = f. = y. .
On définie la B-splines de degré k relatif aux noauds distincts x ,K,x,,.,, |es courbes

définiespour xI A e O£i £m- k- 1 par

|B|0(X) 1 s xI [Xu |+1]

(1.38)
,O snon
SI X <X, € X,y <X, 0na:
X- X Xipgag = X
By (¥)=—B () +—"—B,,(X. (1.39)
ik T % i+k+l ~ N+l

Soit (p,, p,,K, p,.,) N point deA . On appelle fonction spline (ou courbe spline) de degré k

associe aux points (p,, p,,K, p,.,) lacourbe définie par I'expression suivante :

S.00=4 PB.() (1.40)

Les réels p, sont les coefficients de la fonction spline. Ils sont calculés en fonction des

coefficients S(x.) =S =y, aux points x = x, . On doit donc résoudre un systéme d’ équations

n-1
lindaire S =y, =g p, B i (%).

i=0

10
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1.2.2 Interpolation linéaire

L’interpolation linéaire est une méthode d'interpolation la plus simple pour les
fonctions a seul variable, elle découle de I'interpolation polynomiale d’ordre 1 de Newton
telleque:

— ki Y ©
P(X) =y, +(x- X, )gmé (1.30)
Ou k est I'indice du point d’appui ayant une valeur X, laplus proche de x .
Ce polynéme peut mettre sous la forme d’ une fonction linéaire suivante :
F(x) =ax+bh. (1.31)
Ou a, et bsont a déterminer a partir des coordonnées de deux points (X,,, Y1) € (X, V)
tels que:

a= Yea = Yk et b= X1 Y = X Yin (132)
Xis1 = X Xir1 = X

1.2.3 Interpolation par le plusprochevoisin
C’est une méthode simple qui consiste a affecter au point x lavaleur de la fonction de
son plus proche voisin parmi les points d appui. Elle consiste a chercher les deux points

d'appui x, et X, qui englobe lavariable x puisd’ appliquer laregle suivante:

Si x >% alors F(x) = y,., sinon F(x) =y, (1.33)

1.2.4 Interpolation de donnéesen 2D
Les méthodes d’ interpolation de fonctions monovariables peuvent étre éendues au cas

bidimensionnel. Nous désignons par W une région bornée de R> e par (xYy) les
coordonnées d’'un point de W. Dans une situation particulierement simple, ou le domaine
d’interpolation est le produit tensoriel de deux intervalles monodimensionnels
W=[a,b]" [c,d], on peut introduire (n+1l) points x et (m+l) points y, dans chaque
intervalle tel que:
afx, <x <K<x £b e cfy,<y <K<y, £d.

Ces points forment un réseau cartésien de noauds. On peut construire facilement un polyndéme
d'interpolation de Lagrange sur un tel réseau.

On considére alors deux polynémes caractéristiques de Lagrange unidimensionnelsenx ety .

11
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Log=p XX gy (yy=p 7 Yn) (1.34)
ko? (6 - %) =0 (Y} = Yim)

Ouli,i=0K,netl;,j=0,K,m
Soit f(X,y) une fonction continu sur W, on définit le polynéme d’interpolation de Lagrange
de f(x,y) sur W, dedegré n en x etdedegré m en y par P, .(x,y) tel que:
P )= @ fx,y)LO (9). (1.35)
i=0 j=0

f(x,y,;) éantlavaleur delafonction au point (x,y;) du réseau.

1.2.4.1 Interpolation bilinéaire
L’interpolation bilinéaire est une méhode d'interpolation pour les fonctions a deux
variables, sur une grille réguliére, tres utilisée en imagerie numérique.
L’interpolation bilinéaire pour le point (x,y) tel que x_, £X£Xx et y,,£y£y, peut se
mettre sous la forme suivante :
F(X,y) = ax+by+cxy +d. (1.36)
ou F(xy) est la valeur interpolée au point de coordonnées (x,y), € a,b,c, et d sont des

constantes a determiner a partir des 4 points voisins (X1, Y;.1), (X, Y1) (X1, ¥;), (%, Y;), tel

que:
Yi-y y- Y
F(xy)=—> FGy )+ = f(xy))
i~ Y i~ Y
X - X X- X
avec f(X’yj-l): : f(Xi-liyj-1)+ - f(Xi’yj-l)'
X - X X - X
X - X X- X
et f(xy)=——F(x,y)+—F(x.y)).
X - Xy X - Xig
Soit alors:
1
F(xy)= [(% - X)(yj - y)f(xi-lan-1)+
(Xi - Xi-l)(yj - yj-l)
(X' Xi-l)(yj - y)f(xi’yj-1)+(xi - X)(y' yj-l)f(Xi-liyj)+ (1-37)

(X' Xi-l)(y_ yj-l) f (Xi ) yj )]

12
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1.2.4.2 Interpolation par le plusprochevoisin
L’interpolation par le plus proche voisin au point (X,y) tel que x , £XEXx et
y;.. £Y£ 'y, consiste adéterminer lafonction z=F(x,y) telle que F(x,y) = f(x.Y,) ou

(X, Y,) estlepoint d appui le plus proche du point (x,Y).

1.2.4.3 Spline cubique en deux dimensions
Soit z= f(x,y) une fonction bidimensionnelle a interpoler. On se donne une grille

rectangulaire (ih, jl) de pointsdepas h>0en x et | >0 eny avec (i, j)T Z. On se donne
aussi les valeurs z; aux points de la grille(ih, jI), telles que z; = f(ih, jlI). Le probleme est
comment interpoler la fonction f entre les points de la grille. La solution est d’ effectuer un
produit cartésien des fonctions spline B, (x) vue dans la partie (1.2.1.6) et poser pour
i=0K,net j =0,K,m :

F(xY)=a p,;B,(¥B;.(y) (1.39)

B
Pour calculer les coefficients p; ; de la fonction f(x,y), qui permet d'interpoler entre les
valeurs nodales z;, on écrit I'équation (1.38) au point(x,y;), en tenant compte de
z, = f(ih,jl) :

z; =F(xy) = a P.iB (0B (Y)- (1.39)

La relation (1.39) définit un systeme d équations linéaires a résoudre pour calculer les

coefficientsp, ; .

1.3. Généralitéssur leséquationsaux dérivées partielles

Utilisées depuis de nombreuses années en physique du solide, les Equations aux
Dérivées Partielles (EDP) n'ont pris que récemment de I'importance dans le domaine du
traitement des images, pour des applications de détection des contours, de segmentation de
restauration, ainsi que dans le domaine d’ inpainting.

1.3.1. Définitions

Soit u =u(x;, X,,K,X,;) une fonction de plusieurs variables indépendantes en nombre

fini. Une EDP pour la fonction u est une relation entre u (variable dépendante ou la solution

13
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recherchée), les variables indépendantes (x,X,,K,X;), e un nombre fini de dérivées

partiellesde u. [7]

fu Tu T°u T°u _T"u
F(x,x,K, X, u—, , , K =0, 1.40
( 11 2 d ﬂXl ﬂXZ ﬂxlz ﬂxzz ﬂle) ( )

Ou mest le degré de I'équation. Le probleme dEDP est posé sur un domaine (ouvert
convexe) Wi R? ou (xI W).On note par W la frontiére de W sur laquelle on se donne
des conditions aux bords €, si le temps intervient, des conditions initiales.

On dit que u est solution de I’équation aux dérivées partielles dans Wi R? s aprés

substitution de u et de ses dérivées partielles, F s annule pour tout (X, X,,K,x,)T W

Les équations aux dérivées partielles sont classées en fonction de plusieurs criteres. Des
théories de résolution sont aussi données en fonction du type de I’ EDP.
L’ordre de I'EDP. L’ordre de I'EDP est I'ordre de plus haute dérivée partielle présente

dans |’ équation.

fu_fu premiére ordre, (1.41)
m  9x

2
fu_ ‘”_l; second ordre, (1.42)
m  9x

Nombre de variable. Le nombre de variables est le nombre de variables indépendantes.

2
Tu_ ‘”_l; deux variables t et x. (1.43)
m  9x

~ Linéarité. Les EDP sont linéaires ou non-linéaires. Pour qu’elle soit linéaire, il faut que la
variable u ne soit pas multipliée ou élevée a une puissance par elle-méme ou par une de
ses dérivées. A titre d’exemple, I'EDP suivante est linéaire
2
% = 1‘IL<_IZJ +8n X (1.44)
Par contre I’ équation ci-dessous est non linéaire
2
% " u% -0, (L.45)
Homogénéité. Une EDP est dite homogéne quand elle ne contient que des termes faisant
intervenir u et ses dérivées partielles. L’ éguation linéaire a deux variables suivante est

homogéne

14
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2 2 2
a‘”l;+b Tu +cﬂg+dﬂ+eﬂ+fuzo, (1.46)
ﬂxl ﬂXlﬂxz ﬂxz ﬂxl ﬂxz

a,b,c,d,e, f peuvent étre des constantes ou des fonctions des variablesx, et x, .

Type de coefficients. Si les coefficients a,b,c,d,e f dans I’éguation précédente sont

congtants, alors I’ équation est dite a coefficients constants.

1.3.2 Conditionsaux limites, condition initiales
La résolution des EDPs n'a de sens que si on impose un certain nombre de conditions

aux limites que la solution doit respecter. Ces conditions peuvent étre des conditions initiales
(le temps par exemple) pour certaines variables et des conditions aux limites sur une région
pour d'autres.
La limite d’une région représente la frontiere W dans le cas de deux variables, la surface
dans le cas de trois variables. En général, on impose sur la frontiere (en tout point), des
conditions portant soit sur la fonction u (probléeme de Dirichlet), soit sur le gradient de u
(probléme de Neumann), soit sur la fonction u ainsi que son gradient (probléme de Cauchy).
Lestrois types de conditions aux limites sont :

Condition de Dirichlet : onimpose la valeur de u sur le bordw.

Condition de Neumann : on impose la valeur de la dérivée normale deusur le

bordfW.

Condition de Cauchy : On impose ces deux conditions sur fW.

Quand les valeurs imposées sont nulles, on dit que les conditions aux limites sont homogenes.

1.3.3 Classification des EDPslinéaires du second ordre

Les EDPs du second ordre représentent une classe importante des EDPs car elles
permettent de modéliser plusieurs phénomeénes naturels. La forme générale d’ une EDP de
second ordre est :

2 2 2
T p U T g M e T =g, (1.48)
X %, 91, x5 X, fix,

Ou a,b,c,d, e, f, g peuvent &re des constantes oul des fonctions des variables x, et x, .

Dans cette partie, on s'intéresse aux EDP linéaires a coefficients constants. Selon le signe du
déterminant b® - 4ac, I’'EDP est qualifiée de:

Elliptique si est seulement si b” - 4ac <0,

15
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Parabolique si est seulement si b® - 4ac =0,

hyperbolique si est seulement si b* - 4ac > 0.

1.3.3.1 Leséquations elliptiques

Les équations elliptiques régissent les problemes sationnaires, d'équilibre,
généralement définis sur un domaine spatial borné W de frontieres W, sur laquelle
I’inconnue est soumise a des conditions aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou
Neumann. Ce type d’équation décrit les régimes permanents. Dans ce cas, on parle de
probleme d’ équilibre ou de valeurs aux limites (PVL). Les équations de Laplace, Poisson ou
de Helmotz sont toutes elliptiques.
L'équation de Laplace (ou de poisson si f © 0) soumise a des conditions aux limites, par
exemple de Dirichlet est:

i-Du=f, dans W,
i (1.49)
TuU=u,, sur TW.

Cette éguation modélise le déplacement d’une membrane soumise a une force extérieure f

avec un déplacement u, imposé sur la frontiére W .

1.3.3.2 Les égquations paraboliques

Les équations paraboliques régissent les problémes d'évolution ou instationnaire dans
lesquels intervient le mécanisme de diffusion ou de dissipation. Ces problemes sont
généralement définis sur un domaine spatial borné W de frontieres W sur laquelle
I'inconnue est soumise a des conditions aux limites du méme type qu'en elliptique, ainsi qu’'a
des conditions initiales. Il s'agit d’un probleme de valeurs initiales (PV1). L’ éguation de la
chaleur, de Schrodinger et de Navier-Stockes en sont des exemples d'EDPs paraboliques.
L'équation de chaleur, soumise a des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet, ainsi

qu’a des conditions initiales est définie par:

Piu Du=f, dans W,
: ft
fu=g, sur W, (1.50)

Z:. u(x,t=0)=u,(x), dansW.

~

L’équation avec f © O est appelée équation de chaleur ou de diffusion homogeéne.
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1.3.3.3 Les égquations hyperboliques

Les équations hyperboliques modélisent la propagation d'ondes sans dissipation (elles
décrivent les systémes oscillants et les mouvements d’ onde). Le probléme est dit a valeurs
propres (PVP). L'exemple le plus classique dEDP hyperbolique est I'éguation d'ondes, celle-ci

est décrite comme suit :

:% Du=f, danswW’ (0,T), T>0,

- ]

%U =0, sur W (0,T), (1.51)
Ut =0) = uy(x),

: X

¥%(X,t20)zvo xl W

C'est I'équation des ondes qui modélise des phénomenes d'évolution : corde ou membrane

vibrante, ondes électromagnétiques, ondes sismiques, . . .

1.3.4 Formulation variationnelle ou énergique

Souvent, il est plus avantageux de présenter les EDPs par des opérateurs différentiels
classiques. On considére par exemple une EDP avec le probléme de Dirichlet homogeéene
suivant :
Lto‘ f ;Jrr 1\|/\VN (152)
L’ operateur différentiel L peut ére le LaplacienD, I'HamiltonienN, ect. f est une fonction
donnée.
L’EDP peut étre alors reformuler sous certaines conditions comme un probléme variationnel
ou comme un probleme de minimisation d’énergie. La méthode des éléments finis se fondre
sur une formulation variationnelle pour déterminer des solutions numériques approchées du

probléme d’ origine.

1.3.4.1 Formulation variationnelle
Ecrire un probleme EDP sous forme variationnelle FV consiste atrouver :
ul vV te quea(u,v)=L(v) "vi V. (1.53)
Ou V est un espace de Hilbert, appelé aussi espaces des fonctions tests et a I’ operateur

différentiel dérivé deL , v est une fonction test arbitraire de classeC*.

17
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Pour trouver la formulation variationnelle de (1.52), on multiplie tout d'abords par une
fonction test v, ensuite on inteégre sur le domaine W (intégration par partie) en appliquant la
formule de Green.

Si u est solution de la formulation variationnelle, alors u est solution de I’EDP associée.

1.3.4.2 Formulation énergique
Danslecasou laforme a est symétrique, on vérifie que toute solution u de (1.53) est

aussi un minimiseur de la fonctionnelle
J(v) = %a(v, V) - L(Vv). (1.54)

Pourvi V, laformulation énergie revient acherché ul V tel que
J(u) =inf I(V) (1.55)

Une fonction u est solution de la formulation variationnelle si et seulement si u est solution

de la formulation énergique.

Vv Formulesde Green
Définition : Unouvert W de R (d >1) est dit régulier de classe C*' si son bord W est

une hypersurface (de dimensiond - 1) réguliere et s W situé d’ un seul coté de sa frontiere.

Théorémel : si u et v sont des fonctions deC*(W) , on a pour tout indicei =1 L_,n ;

L fu

X

w 1% X

vdx = - c‘yﬂdx+ O¥vn ds
W w

Théoréme2:si ul C2(W) etvi CH(W), adors

(Puvdx = - u Nvdx + S s
W W w n
. fu_ o _ & fu L L.
Ou ‘”——Nuxn—a‘”—ni est la dérivé normale de u sur{W, ds designe la mesure
n iz X

surfacique sur W. Et on note par C*(W) larestriction & W de fonctions deC* (R").

Pour illustrer cette méthode considérons I’ équation différentielle suivante avec les conditions
de Dirichlet :
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i-Du=f, dansW
% ans (1.56)
ju=0 sur W,

En multipliant I’ équation (1.42) par une fonction v arbitraire de classeC*, et en intégrant sur

le domaine, on obtient
- Puv=o0f v,
w w
Et en appliquant la formule de green
Y \ﬂu Y
Pubv- V= Of vV,
w ‘ﬂ% w

Ju
n

Comme le terme de bord est nul: v =0, onobtient ainsi

w
uDv=gfv, "viv
w w
Alors u est solution de (18) s seulement siu est solution de la formulation énergique

J(v) =£c‘ﬂ§|v|2dx- Of vax, "viV
2W W

1.3.4.3 Equation d’ Euler Lagrange
Dans les méthodes basées sur une minimisation d’une certaine énergie, I'EDP apparait
quand on dérive une formule de I’équation d’Euler-Lagrange ou on repére le minimum

globale ou locale. On consideére les fonctionnelles du type:

J(u) = &F (x, u,Nu, Du)dx = F (x, u, u,, U, ) dx (157)

w w
On cherche u qui minimiseJ(u), revient a résoudre inf J(u)en appliquant I’équation
d Euler Lagrange suivante :

IF da&F o d? afF o

flu gﬂux 2 dx* ﬂuxx ﬂ

Par exemple, soit aminimiser la fonctionnelle suivante :

=0. (1.58)

J(u) = 2xu +u; - u?)dx (1.59)
w
L’ éguation d’ Euler Lagrange sera:
2x- 2u- 2u, =0. (1.60)
19
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1.3.5 M éthodes de résolution des EDP

La littérature fait apparaitre plusieurs techniques pour résoudre les EDPs. Celles-ci se
regroupent principalement en 2 familles: Méthodes analytiques et Méthodes numériques.
Notons qu'en traitement d'image, la résolution dEDP s'effectue généralement par des

méthodes numériques.

1.3.5.1. Méthodes analytiques

De nombreuses méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre une EDP, parmi
lesquelles on peut citer la méthode de la solution générale et la méthode de séparation des
variables. Ces méthodes consistent a transposer une EDP en équations aux dérivées ordinaires
(EDO). La premiere méthode consiste a déterminer d’abords la solution générale puis la
particulariser en utilisant les conditions aux limites. La seconde méthode consiste, par contre,
a rechercher des solutions particuliéres puis les combiner pour retrouver la solution du
probleme. La méthode de séparation des variables, encore appelée méthode Fourier, est la
plus utilisée a cause de sa simplicité. Elle est résumée comme suit :
1- Exprimer la solution comme le produit de fonctions inconnues d'une seule variable
indépendante u(x,,X,,K,x,) =U,(x)U,(X,)..U,(x,) puis substituer cette solution dans
I’EDP pour aboutir a des EDOs & une seule variable.
2- Résoudre chague EDO séparément puis déterminer la solution finale en combinant les

solutions séparées.

1.3.5.2 Avantages et inconvénients des méthodes analytiques
Il est toujours souhaitable d’ avoir recours aux méthodes analytiques pour avoir la solution

analytique (exacte) du probléme. Cependant ces méthodes sont souvent difficiles a réaliser a
cause des inconveénients suivants :

Utilisation d’un grand nombre de termes pour obtenir la solution d’ apres le principe de

superposition.

La solution est toujours difficile a trouver. La méthode est spécifique a chaque type de

probleme.

La difficulté s'accroit davantage si les conditions aux limites et I’'EDP sont non

homogeénes.
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1.3.6 Méthodes numériques
En vue du passage d’un probleme exact (continu) au probleme approché (discret), on
dispose de plusieurs méthodes, les éléments finis, les volumes finis et les différences finies.
Ces méthodes permettent de changer une EDP en un systeme d’équations linéaires qui
peuvent étre résolus sur le plan informatique par des techniques itératives. Dans ces méthodes,
chaque dérivée est approchée par une expression discrétisée.
Differences finies: La méthode des différences finies consiste a remplacer les
dérivées apparaissant dans le probléme continu par des différences divisées ou
combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points
discrets ou noauds du maillage.
Eléments finis: La méthode des éléments finis consiste a approcher, dans un sous-
espace de dimension finie, un probleme écrit sous forme variationnelle (comme
minimisation de I'énergie, en général) dans un espace de dimension infinie. La
solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre fini de
parametres comme, par exemple, ses valeurs en certains points (les noeuds du
maillage).
Volumes finis: La méthode des volumes finis integre, sur des volumes élémentaires
de forme simple, les éguations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit
ainsi de maniére naturelle des approximations discrétes conservatives, elle donc
particulierement bien adaptée aux équations de la mécanique des fluides. Sa mise en
cauvre est simple avec des volumes élémentaires rectangles.

En traitement d’'image, la méthode la plus couramment employée pour discrétiser les EDPs
est celle des différences finis, cela est di a la structure des images qui sont formées par un
ensemble de pixels uniformément distribués.

1.3.6.1 M éthode des différences finies
Cette méthode consiste a approximer les dérivées partielles d’ une équation au moyen du
développement en série de Taylor de la variable considérée au voisinage d’ un point.

1.3.6.1.1 Formule de Taylor

Soit u(x, y,t) une fonction de I'espace et du temps. Par définition de la dérivée, on a:

flu _ lim u(x+Dx,y,t) - u(x,y,t)
x D®O Dx

(1.61)
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Si Dx est petit, un développement de Taylor de u(x + Dx, y,t) au voisinage de x donne:

DXZ 2 DX3 3
o (VD T SOy + L

En tronquant la série au premier ordre enDx , on obtient :

u(x+Dx,y,t) =u(xy,t)+ Dx%(x, y,t) +

u(x+Dx,y,t) - u(x, y,t) _ fu
Dx ix

(% y,t) +q(Dx)

E(X, y,t) » u(x+Dx, y,t)- u(xvy,t) |
fix Dx

Ceci est appelé le schéma avant.

(1.62)

De la méme maniere, nous pouvons aussi donner le schéma arriere qui est de laforme::

E(x, Vi) » u(x,y,t) - u(x- Dx,y,t)
fix Dx

La somme de ces deux schémas nous donne le schéma centré suivant

(1.63)

u(x+Dx,y,t)- u(x- Dx,y,t)
2Dx

% (X y,t) » (1.64)

1.3.6.1.2 Schéma numérique de la dérivée premiére

Considérons I'évolution d'une grandeur u(x,t) en fonction de I'espace et du temps. Le
domaine de définition de u est décomposé en N nceuds x. répartis réguliérement avec un
pas d’ espaceDx, tel quex,, =x +Dx . De méme, le temps est décomposé en intervalle
élémentaire de pas constant Dt . On notera u” lavaleur discréte de la grandeur u(x,t) au noaud
x. et au tempsnDt .

Le schéma aux déférences finies d'ordre 1 présenté précédemment sécrit, en notation

indicielle
Y g U Différence finie avant ou progressive
elixg Dx
EGEQ » it Différence finie arriére ou rétrograde
elixg Dx
EGEQ » i~ Y Différence finie centrée
elixg 2Dx
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1.3.6.1.3 Schéma numérique de la dérivée deuxieme

Le principe est identique et repose sur les développements de Taylor au voisinage

dex. . Par exemple, pour construire un schéma d'approximation de la dérivée seconde deu, on
écrit

o =u e e, + 20 (0 L O T

Dx* f°u, DX’ Tu

—u - D
U, =y DX(ﬂX)i+ 2 (ﬂXZ)i 6 (ﬂx3

) +a(Dx*) (1.65)

) +a(Dx*) (1.66)

2
En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit au,,, +u._, - 2u, = sz(%)i +q(Dx?).
X

Ce qui permet d'obtenir le schéma d'ordre deux pour approximer la dérivée seconde de u

g ST » 5 Différence finie centrée,
ﬂX a Dx
ud Uu,,- U, +u e s - .
aTT l;: » 12 D'X*; -1 Différence finie avant ou progressive,
X
7]
&H?ud u-2u,+u .y . .
T o» bl -2 Différence finie avant ou rérograde.
ﬂXZ a DXZ

Larésolution d une EDP par les différences finies suit les étapes suivantes [8] :
Construire le maillage ou une grille du domaineW. Notons que le maillage est un
ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va appliquer la méthode
des différences finies.
Transformer I'équation aux dérivées partielles et I'exprimer sous forme de schéma
numérique de différences finies.
Ecrire I’ équation de différences finie aux points du maillage.
Obtenir un systéme d’ égquations algébriques discretesAu = b, tel que b est le vecteur
connu donné par les conditions aux limites non homogenes, Aest la matrice de
coefficients et u est le vecteur solution recherché en tout point du maillage.

Trouver lasolutionu en résolvant le systeme d’ équations Au = b.
Pour illustrer cette méthode, considérons I’ équation différentielle suivante avec les conditions

de Dirichlet :
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=f(x) ,xI]o1f L67)

—_‘4—_‘4
><|

i

I

i

fu(O) a e u@=h.
Ou f est une fonction continue.

Le maillage est construit en introduisant N +1 noauds x. avec i =01L., N, réguliérement
espacés avec un pas Dx . La quantité u, désigneralavaleur delafonction u(x) au noaud x; .

L'équation a résoudre sécrit, sous forme discréte en chague noaud X :

ad%uo

g—: =f(x)=f;. (1.68)
X" g
L’ approximation de la dérivée seconde de u au moyen d' un schéma centré a I’ ordre deux
donne:
2u6 - 2U + U
331 lz'lg - l'I|+1 2u|2 ul-l (169)
Ix a Dx
L’ équation discrétisée est ainsi :
2u. - U, - U .
' D;; b= f pour i =1L L,N- 1, (1.70)

Il est trés pratique d'utiliser une formulation matricielle en faisant apparaitre le vecteur des

inconnues discréetes :

] . éf +.au
(?2 -1 0 L Oueu u én D2 U
€1 2 -1 L ou ue ¢ u
é a é 2 u
élh O O O Ml,Jg M u=é I a (1.71)
e ue u é u
éO 0O -1 2 'lﬂéuN-zﬂ & fus U
go 0 0 -1 2H8u,.H ng_l + DE)(ZE

1.3.6.2 M éthode des démentsfinis

La méthode des éléments finis est une technique de discrétisation pour le probléeme
mathématique posé sous la forme d'un probleme de minimisation ou sous une forme
variationnelle. Soit le probleme mis sous la forme de I’équation (1.53), sa discrétisation

consiste aremplacer V par un sous espace de dimension finie V, , tel que

a(Uu,.j v)=1G ), "] hT \' (172

Pour illustrer cette méthode considérons I’ équation différentielle suivante avec les conditions
de Dirichlet :
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i-u'=f(x ,x1]o1]
|

(1.73)
Tu(0) =u(® =0.
L’ écriture variationnelle de cette éguation est sous la forme suivante
1 1
- O IV dx = ) (X)v(x) dx (L.74)
0 0
En intégrant par partie, on aura
1 1
O OV () dx = f Iv(x)dx, " v V. (1.75)
0 0

On cherche alors a écrire un probléme approché dans un espace vectoriel de dimension finie.

Soit V un sous espace vectoriel de V de dimension N finie. Soientj ,,j ,,K,j , N fonctions

linéairement indépendantes de V . Ces fonctions constituent une base de sous espace V.

Ainsi, toute fonction T de VV peut se décomposer selon I’ expression suivante :

N
ux)=au;j ;. (1.76)
j=1
Résoudre le probléme différentiel de départ revient a chercher une solution U1 / | telle que:
1 1
O OV (¥ dx = f (V(x)dx, " VT V. (L.77)
0 0

C'est-a-dire chercher N réels u,,u,,K,u, Vvérifiant :

N 1 1
au; g NV (dx = Of (NV(x)dx (1.78)
= 0 0

Ou encore
y ot , ! .~
au g ;i ddx=gf (i ;(x)dx, "j TV, (1.79)
= 0 0

Soient A la matrice de N N d'élément courant a; et B le vecteur a N composantes b,

1 1
définies respectivement par a; = ¢ ;(x)j ;d(X) et b = &)f (x)j ; (X)dx.
0 0
Par définition, lamatrice A est symétrique. Notons U e vecteur des inconnuesu,, u,, K, u,,.

Le probleme différentiel se raméne alarésolution du systéme linéaire AU = B.

L’intervalle ]OJ{ est discrétise en N points de coordonnées x;. Les fonctions j ; (x) sont

choisies comme fonction polynomiale d’ ordre 1 définie par :
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X=X, .
i S X 4 <X<X
| XI Xi-l
T X- X )
J)=i—— X <X<X, (1.80)
| i+1
IO sinon.
T
1

Ces fonctions sont appelées les éléments finis de degré 1 (il est aussi possible de choisir pour
éléments finis des fonctions de degré 2 ou plus). Le calcul de la matrice A fait intervenir les

dérivées j . (x) simplesacalculer :

i

T

T
J. (x) = : S X <X<X,, (1.82)

T

T

i

|

Les éléments de la matrice sont calculés comme sulit :

=0 (i (®= CHRR . (1.82)

0 Xi= X1 Xa- X
a,..=0 a9 = " - i (1.83)
3 =0 (0 (9= (189

Les composantes du vecteur B peuvent étre calculées par une méthode des trapezes, soit :

1 3}
- %10

b = &f (0] , (Ve =, T (1.85)
0 e 2 g
Le systeme linéaire arésoudre s écrit donc sous forme indicielle
U-u, U,-Uy — Xisg = X1 fi’ pouri =1,K, N. (1.86)

X=X X=X 2
Danslecasoules N pointsde l'intervalle ]OJ{ sont réguliérement espacés avec unpas h. La
discrétisation en éléments finis devient :
2u, - U, - U
h?

L= f, pouri =LK, N. (1.87)

Soit sous forme matricielle :
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62 -1 0 L O0uéu 0 éf, u
é ué . ua é u
L1 2 -1 L 0pau g afs d
581 O O O el u=84 (1.88)
e ue u e u
g0 0 -1 2 -Tgdhug efwag
B0 0 0 -1 2fBu,H &\ Y

La méthode des Eléments Finis consiste donc a:

Choisir N pointsentre O et 1 et choisir les fonctions j ;.

Construire lamatrice A.
Déterminer le vecteur B (avec une méthode d'intégration).

Résoudre le systeme linéaire AU = B ou B désigne le vecteur des inconnues.

1.3.6.3 M éthode des volumes finis

La méthode des volumes finis consiste a intégrer sur des volumes élémentaires les
équations écrites sous forme intégrale. C'est une méthode particuliérement bien adaptée a la
discrétisation spatiale des lois de conservation, contrairement aux éléments finis. Elle est tres
utilisée en mécanique des fluides.

Considérons une loi de conservation d’une grandeur physique w dans une maille de

volume W, faisant intervenir un flux F(w) et un terme source S(w) . L’expression de cette

loi de conservation est donnée sous forme intégrale:
Al QMW+ cyliviE (W)dW = &S(w)dW. (1.89)
ﬂt w w w

La méthode des volumes finis consiste a:
Décomposer la géométrie en mailles élémentaires (élaborer un maillage).
Initialiser la grandeur w sur le domaine de calcul.
Lancer le processus d'intégration temporelle jusqu'a convergence avec :
1. Calcul du bilan de flux par maille par un schéma numérique.
2. Calcul du terme source.
3. Calcul de l'incrément temporel par une méthode numérique d'intégration.
4

. Application des conditions aux limites.

Pour illustrer cette méthode, considérons I’ équation différentielle précédente :
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92U )
—: f(x) ,xI 10,1
e~ 1 Joa] (1.90)
fuO)=a e u@=b.
Ou f est une fonction continue.
L'intervalle 0,1 est discrétisé en N mailles de centre x, et de taille h = 2% - % La

fonction u(x) est supposée constante dans chague maille et égale a une valeur approchée de la

moyenne sur la maille considérée. On notera u, cette valeur dans i-eme maille:

i-1

Fig. 1.1: Maillage 1D

La discrétisation spatiale par les volumes finis consiste a intégrer maille par maille I'équation
différentielle du probléme, soit pour lai-eme maille:

i 1/2 1-[2 Xi41/2
- —(x) dx=f (x)dx (1.91)
X 1/2 %.1/2

Ce qui donne par intégration :

W 12-Mey 123=h T pouri=1L,N. (1.92)
X X
- - %4112
Ou f, deésigne lavaleur moyenne de f sur lai-eme maille: f, =— @f (x)dx.
i .02

Il reste maintenant a exprimer %(xi_l,z)en fonction des inconnusu, . L’ approximation la plus
X

naturelle est de prendre la valeur moyennej;— sur le segment[x._,, x|, soit :
fu 1 x fu u(x)-u(x_,) _u-u_,
Wix )=t g Wy U uX,) U=ty g
ﬂX( ue) h,+h Qlﬂx h i h i
2
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L.+ N
Avec h ., :%.

Cette derniere expression n'est pas valable au bord gauche, pouri =1 (en x;,,), car elle fait
intervenir le point X, qui n'est pas défini. || se pose alors le probleme du traitement des bords

qui exige une formulation particuliere. Une possibilité est de définir une maille fictive a

gauche de I’intervalle[xo, xi] et d'affecter une valeur moyenne de la fonction u dans cette
maille. Une autre possibilité est de considérer la valeur moyenne de % (x,,) non plussur le
X

segment [x,,x,] qui nest pas défini mais sur le segment[x,,,x], cest ce que nous
choisissons dans cet exemple. Ainsi on écrit :
2 x de: 2(u, - u(0)) _ 2(u, - a).

fu
—(%,,) = (1.99)
x X2 h, QU2 x h h,
De méme pour le termem(xiﬂ,z), on écrit quem(xm,z) U U)o meme probléme
ﬂX ﬂX hi+1/2

survient au bord droit, pouri =N, en X,,, =1. On considére la valeur moyenne de

%(XM,Z) non plus sur le segment [x,,X,,,] qui N'est pas défini mais sur le segment
X
[XN ! XN+1/2]’ 3)|t :
u 2 ™2 qu 2(u@@ - u 2(b - u
—Xya2) =7 O - dX= ud-uy) _ A N). (1.95)
x h, X h, h,
Ladiscrétisation en VVolumes Finis donne finalement :
S L pouri =2,L,N- 1.
hi-1/2 hi+l/2 o
2(”?&' a). Lt op (1.96)
3/2
Uy - Uy 2(b - uy) =h, FN.
hN-1/2 hN
Dans le cas particulier d'un maillage régulier de pas h.
2 - ”i;-;' S - f pouri=2,L,N- 1.
3“1h'2 Yz - F+% (L97)
29

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 1 L es outils mathématiques utilisés dans|’inpainting

Sous forme matricielle, ceci Sexprime::

éF+2al‘J
€3 -1 0 L Ouvéu 0 é1r"2u
é e, a é <
é‘l 2 '1 I_ Ol:léuzl:l é f2 l;l
el O O O Nuél u=e | u (1.98)
é G aé -
e0 O nh 2 clgghad e fuy
g0 0 0 -1 3{Bu,f & , 20U
g" n2H

Larésolution de ce systéme d’ équations linéaires fournit la solution de I’ EDP.

1.3.7 Notions de consistance, convergence et stabilité des méthodes numériques

Un certain nombre de notions est nécessaire lors de la résolution d'éguations aux
dérivées partielles (EDP) au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales sont
la convergence, la stabilité et la consistance. Ces trois propriétés permettent de relier la
solution exacte des équations continues a la solution exacte des équations discrétisées et a la
solution numérigque obtenue.

La stabilité: Cest la propriété qui assure que la différence entre la solution

numérique obtenue et la solution exacte des équations discrétisees est bornée.

La consistance: C'est la propriété qui assure que la solution exacte des équations

discrétisées tende vers la solution exacte des équations continues lorsque le pas de

discrétisation Dx et Dt tendent vers zéro.

La convergence: C'est la propriété qui assure que la solution numérique tende vers la

(ou une) solution exacte des équations continues.

1.3.7 LesEDP en traitement d’image

De nombreuses méthodes basées sur des EDPs sont apparues ces derniéres années
pour résoudre le probléme de la restauration, de la segmentation, de la détection, d’inpainting,
etc.... desimages. Dans cette section, nous n’ aborderons que gquelques points importants sur
les méthodes d’ EDP appliquées en traitement d’images.

1.3.7.1 Détection de contours

Un des objectifs important en traitement d'image est de pouvoir déterminer les
contours d’objets. Pour cela, un moyen efficace consiste a utiliser la méthode des contours
actifs. Celle-ci consiste a faire évoluer une courbe notée C (un snake) autour ou a |’ extérieur

de I’objet a détecter [10]. Ce snake se déforme progressivement jusgu’a épouser la forme de

30

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 1 L es outils mathématiques utilisés dans|’inpainting

I’objet. Cette évolution est décrite par une EDP obtenue en générale en minimisant la

fonctionnelle suivante :
1 1
EC)=alv (9] +b[v (9] )ds- I §Ru(v(s)ds (1.99)
0 0

Notons que V(s) =(x(s),y(s)) constitue le point courant du contourC (s représente
| abscisse curvilignesi [0,1]).

Les deux premiers termes congtituent I'énergie interne de la courbeC, le troisieme terme
congtitue I’ énergie externe et dépend du gradient de I'imageu, a,b et | sont des constantes
réelles. Le but est donc de trouver la courbe C et les constantes a ,b et | telle que E(C)
soit minimale. Ceci peut étre résolu en résolvant I’ équation d’ Euler Lagrange suivante :

‘Hu & ‘ﬂvo a%_
ﬂS ﬂsg

+- Nu(v(s)). (1.100)
1.3.7.2 Segmentation

La segmentation joue un r6le prépondérant en analyse dimages. Elle permet
notamment de décomposer une image en régions homogénes afin de pouvoir appréhender
facilement son contenu. Les travaux traduisant cette problématique sous forme d’EDP sont
nombreux. Parmi ces derniers, on trouve le modele de Chan et Vese qui consiste & minimiser

la fonctionnelle suivante :

E(C.c..c,) = YU - ©) “dx + (JUo - C,)%dx+Vv(yls (1.101)
Vvlnt ext
ou Cest la courbe qui va permettre de détecter I’ objet, W, et W, représentent I"intérieur et

I extérieur de lacourbe C. c, et ¢, sont défini comme étant lamoyen intérieur et extérieur de

C. Afin de résoudre ce probléme variationnel avec contrainte, une EDP peut étre appliquée.

La solution vérifie nécessairement I’ équation d’ Euler-Lagrange

x

g 1 (U - Cl)z -1y - ¢ ) ) VN(|~ | =0 (1.102)
]

Tu_2. Nu 2 »9

2 oewN—- | - | - 3 1.103

ﬂt é |NU| 1(u0 Cl) + 2(u0 CZ) B ( )

l,,1, et v sont des constantes.
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1.3.7.3 Restauration

Larestauration est une technique du traitement d’'images qui S applique sur une image
dégradée. Elle a pour but de corriger les distorsions introduites lors des étapes d acquisition
ou de transmission des images. Plusieurs techniques de correction basées sur des EDPs de

diffusion ont é&é proposees.

1.3.7.1.1 Diffusion isotropique

L’une des premiéres idées a été d'éablir une analogie entre la restauration d’une
image et un phénomeéne physique qui est celui de la diffusion de chaleur. De méme fagon que,
dans un matériau, la chaleur se diffuse d’un point a un autre, de proche en proche, et tend
ainsi a se repartir uniformément au fur et & mesure que le temps s écoule. On peut imaginer
diffuser de proche en proche les niveaux de gris dans une image. Ainsi, les irrégularités des
niveaux de gris diminueront et I'on retrouve un niveau de gris uniforme. L’équation de

chaleur est une EDP linéaire parabolique qui peut s écrire sous la forme suivante :

1 fu T B2

— =Du, t30 e xI R

it (1.104)
fu(x,0) = u,.

La résolution de cette éguation meéne a la convolution linéaire (lissage) de I'image initiale

avec un noyau gaussienneG, (x) [11].

u(t, x) = (G5 * Up)(X) (1.105)
2
Avec 609=L exp- Xy (1.106)
4pt 4?
Cette équation de diffusion (1.104) peut ére réécrite sous la forme divergence suivante :
fu_ oo 2 o2
— =div(Nu), t30, exl R
Ly - VO (1.107)
fu(x,0) = u,.

Ce schéma itératif correspond a un filtrage passe bas, ou le lissage est le méme dans toute les
directions, on le dit isotropique. 1| ne prend pas en compte la structure de I'image et engendre
la disparition des contours et rend I'image de plus en plus floue. Afin de préserver les
structures géométriques de I'image des équations non linéaires (diffusion anisotropique) ont

€été proposées.
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1.3.7.1.2 Diffusion anisotropique

La diffusion anisotropique a été introduite par Perona et Malik [12]. L’idée premiére
est de rendre la diffusion dépendante du contenu de I'image et en particulier des contours.
Elle consiste a effectuer une diffusion conditionnelle, c.-a-d. forte diffusion dans les zones a
faible gradient et faible diffusion dans les zones a fort gradient. L’ équation s écrit alors avec
une fonction décroissante qui varie en fonction de la valeur de gradient. L’ équation de Perona

Malik s écrit :
{'E =div(g(NupNu),  t3 0, et xI R?
it (1.108)
fu(x,0) = u,.

avec g une fonction décroissante qui satisfait les conditions suivantes

9(0) =1 et lim g(k) =0

Celles proposées par Perona et Malik sont :
g(Nu)) = exp(- (Nu|/k)?), (1.109)
g(Nul) (1.110)

"1+ (Ruf7k)?

k étant un paramétre afixer.

1.3.7.1.3 Restauration par minimisation de la variation totale
La variation totale (TV) d’'une image mesure I'amplitude totale des oscillations d’'une
fonction [13]. Etant donnée une image u(x, X,) , définie sur une région W bornée, ouverte et

convexe, savariation totale (TV) est définie comme suit :
TV (u) = Nu|dx = /uz +u; dx,dx,. (1.111)
w w

L’un des plus populaires modeles de la variation totale a été proposé par Rudin, Osher et
Fatemi pour la restauration d’images [13]. Ce modele a prouvé son efficacité a supprimer les
oscillations tout en préservant les discontinuités qui peuvent se voir comme les contours d' une
image. | est défini par :

TV (u) = Nuldx, tel que Ju, - u)’dx=s 2. (1.112)
W W

Ou u, est I'image observée et dégradée par un bruit gaussien de moyenne zéro et de variance

s 2. Afin de résoudre ce probléme variationnel avec contrainte, une EDP peut étre appliquée.

Lasolution de (1.112) vérifie nécessairement I’ équation d’ Euler-Lagrange
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~

NX|I|§\|I_3|_ | (u- u,) :divgﬁg- | (u- u,)=0. (1.113)
2

et la condition de bord de Neumann homogene. | est un multiplicateur de Lagrange qui est

choisi tel que la contrainte puisse étre satisfaite.

1.4. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques notions sur I’interpolation des
fonctions mono et bi-variables ainsi qu'un bref rappel sur les équations différentielles
partielles. Nous avons également donné quelques exemples sur I’ utilisation des EDPs en
traitement d’'images. Ces notions d'interpolation et d’EDPs vont nous servir a la
compréhension et a la résolution du probleme de la restauration automatique de données
manquantes ou inpainting. L’inpainting se révéle comme une nouvelle tendance dans le
domaine du traitement d’ images. Il s'agit de reconstituer I’intégralité d’une ou de plusieurs
zones perdues d’'une image, en utilisant les données valides présentes au voisinage de ces
zones. Un état de I'art sur I'inpainting fera I’ objet du prochain chapitre.
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2.1 Introduction

L’'inpainting d'image correspond aux techniques de restauration d'image qui
permettent de remplir des parties manquantes dans une image. Plusieurs méthodes ont éé
proposées ces dix dernieres années et qu'on peut classer en deux grande catégories. La
premiére catégorie se base sur des méhodes d'interpolation classiques. La second met
I’accent sur la reconstruction de la géométrie globale de I'image et regroupent des modeles

exprimeés sous forme de EDP.

2.2 Définition del’inpainting

L’'inpainting est un terme utilisé par des dessinateurs pour restaurer des anciens
tableaux ou des gravures anciens dégradés par I'usure du temps ou par une mauvaise
manipulation. 1 est le synonyme artistique qui désigne l'interpolation d'image, ¢'est aussi un
terme qui désigne la reconstruction de données manquantes dans une image. Cette
reconstruction a pour but de déterminer le niveau de gris ou la couleur des pixels dans les
régions d’une image ou I’information est manquante en fonction de I’ information disponible
(niveau de gris ou couleur des pixels connus) d’ une maniére la plus automatique possible.

2.3 Principedel’'inpainting

Le probleme d'inpainting dimage peut étre formulé de la maniére suivante. Etant
donnée une image u, définie sur un domaine completW. Soit un sous-ensemble DI W tel
que I'information de I'image surD est manquante ou détériorée (voir fig.2.1). Le but
d'inpainting est de reconstruire I'image idéale u a partir de I'imageu,. Cela revient a
déterminer I’information manquante dans le domaine D a partir de I'information valide
autour deD (ou bien sur la frontiereD ). Autrement dit, I’inpainting consiste a trouver une

fonction u, définie dans D tel que u, est une bonne approximation de u, dans le domaine

D(uy/p).

Ce probleme tel qu'il est posé s apparente a cdui de I'interpolation des fonctions
(chapitre 1). Par conséquent, I'inpainting peut étre formulé mathématiquement sous forme
d'interpolation ou extrapolation spatiale des valeurs de pixels inconnus de I’ image.
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U, Disponible seulement a |’ extérieur de D
1D

D
Domaine d'inpainting

W/D

Fig. 2.1: Principe de I'inpainting

2.4 Sources de détérioration des données et applications

Il existe plusieurs facteurs qui peuvent conduire a la détérioration ou au manque
d informations dans une image. Ce probléme touche plusieurs applications. Ainsi, I’inpainting
peut étre utilisée pour restaurer de maniere numérique des images dégradées par des artefacts
ayant détruit de maniere compléte certaines parties des images. Ces artefacts peuvent étre
causés par des rayures sur des films anciens ou taches sur des photographies (Fig.2.2). Une
application dérivée consiste en la suppression cohérente d objets réels dans des images, en
supposant que ces objets sont considérés comme des artefacts que I’ on veut corriger (Fig.2.3).
Ce type d'application cherche a cacher certains effets spéciaux cinématographiques, des
éléments indésirables sur une photo, etc. La figure (2.4) montre aussi comment I’ inpainting
peut ére utilise pour effacer un texte dans une image. Lors de I'acquisition ou de la
transmission d'une image, certaines parties de I'image peuvent disparaitre ou altérées
(Fig.2.5), il est dors utile de procéder aleurs reconstruction par des méthodes d’ inpainting.
L’inpainting peut étre également appliqué pour zoomer (agrandir) une image. Dans cette
application, de nouveaux pixels sont incorporés entre les pixels de I'image originale par sous
échantillonnage. Ces nouveaux pixels sont considérés comme des artefacts et leurs niveaux de
gris ou couleurs peuvent étre alors déterminés par des techniques d’ inpainting (Fig. 2.6). Une
application intéressante consiste a colorer une image en niveaux de gris en spécifiant la
couleur de certaines régions de I'image (Fig. 2.7). L’inpainting peut étre également utilisé
pour reconstruire, un visage ou une empreinte digitale dont certaines parties sont manquantes
[18]. 1l peut également servir pour protéger des informations confidentielles des personnes
présentes dans une image ou vidéo [33]
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Fig.2.4: Suppr on d'un texte dans une image

ol ‘
illé!::':

Fig. 2.6 : Zoomer uneimage.
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Fig. 2.7 : Coloriage d' uneimage

2.5 Propriétésde I'inpainting

L’ opération d’ inpainting doit étre :
Locale: I'information utilisée pour interpoler un domaine D doit étre disponible dans
le voisinage de ce domaine.
Fonctionnelle : I'information doit étre prélevée de I'image seulement (information bas
niveau). Aucune information de haut niveau ne doit ére incorporée.
Automatique : L’intervention humaine doit étre réduite le plus possible. Plus cette
intervention est réduite, plus un algorithme d’inpainting devient puissant.
Stable : Insensible & des dégradations mineurs comme le bruit ou le flou qui peuvent
apparaitre dans les zones ou I’ information est disponible.
Générique: L’inpainting doit pouvoir traiter tout type d'image avec une précision

satisfaisante.

Notons qu’ un algorithme ou méthode d’inpainting est dit d’ ordre k si :

|uo - U0, =0(d"") (2.1)
Il est lingairesi k=1:

Juo - uaroll, =0(d?) 2.2)

Avec d est le diamétre de domaine d’inpainting D tend versO .

Deus facteurs influent généralement sur I’inpainting :
Complexité du domaine a interpoler : ce domaine peut ére de forme ou de taille
quelconque. |1 dépend en générale de I’ application envisagée. Ce domaine est connu
apriori. Il est fourni par I utilisateur sous forme d’ un masgue ou obtenu d’ une maniere

automatique ou semi-automatique.
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Complexité de I'image : I'image peut é&re composée de plusieurs régions qui peuvent
étre de texture différentes ou contenir des coins, des jonctions, etc. L’ inpainting idéale
doit tenir compte de ces caractéristiqgues géométriques ou de I'inhomogénéité des
parametres de texture.

2.6 M éthodes d’inpainting
Il existe une multitude d’ approches d’inpainting qu’ on peut classer en cinq catégories :
Méthodes basées sur I’ interpolation.
Méthodes basées sur les EDP.
Méthodes basées sur la recherche des similarités.
Méthodes hybrides.

2.7 M éthodes basées sur I’interpolation

Certaines méthodes d'interpolation comme celle basée sur les fonctions radiales de
base ont été utilisées pour résoudre le probléme d’inpainting [34]. Cette méthode consiste a
chercher le niveau de gris d’'un pixel situé dansle domaine D a partir des niveaux de gris des
pixels situés dans larégion W/ D.

Soient (X;) (i =1,...,n) I'ensemble des pixels de larégionW/ D tels que leurs niveaux de gris
f(X,)=h sont connus. X, =(x,y,)" représentent les coordonnées des pixels dont le niveau

de gris ou couleur est connu. Le niveau de gris d’un pixel de coordonnées X =(X,y)’

appartenant au domaine areconstruire D peut ére déterminé par :

F(X)zé LE(X- X ])+P(X) (2.3)

Ou |, sont des coefficients a déterminer, F (|X - X;[) est une fonction radiale, | X - X;| est
la distance, généralement euclidienne, entre les deux pixels de coordonnées X e X..
P(X)est un polynbme de degré m dépendant de la  fonction
radialeF .P(x) =a,x+a,y+a,x+a,.
Lafonction radiale peut avoir plusieurs formes comme par exemple :

Gaussien:f (x) =e*,al R

1

adratique inverse:f (X) =———,
Quadratique inv (x) T+ aix
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Pour déterminer f(x) a partir de I'éguation (2.3),
coefficients |,
I” hypothése des points d’ appui suivante :

f(x)=f(x)=h "j=1.

Multiquadratique :f (x) =v/1+a *x?,

Spline :f (x) = x*Inx.

Biharmonic : f (x) =[x,

Soit P(X) =a,x+a,y+a, , aors

Ces éguations forment le systéme d’ équations linéaires suivant :

A A A X%
A A AL X

OUuA, —FQ|

F(xj)zéilliF(”xj -

&u 0
é
éAm A, K
é€x x, K X
é 1 2
ey, Y. K
K

€1 1

s

Triharmonic : f () :|x|3.

n.

x[)+P(x,) j=1..n

1,0 éhu

u u
1322u o
MueM u eMu

Otﬁ n(~ nU

OU%OU éou

a é G
Oueaiu e0yg

OH@ZU SOH

Ce systeme peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

eA I Pidu éhu

e ue, u_ u

S kY=<
!

&' I Ogéad g€0d

il faut déterminer auparavant les

et les (m+1) paramétres du polyndme P(X). Pour cela, on utilisera

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

La résolution de ce systeme par |I’une des méthodes de résolution des systémes d’ équations

linéaires nous fournira les valeurs des coefficients |

P(X).

2.8 M éthodes basées sur les EDPs
Cette approche regroupe un grand nombre de méthodes qui sont récentes que celles

basées sur I’ interpolation polynomiale.
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2.8.1 Approche de Bertalmio, Sapiro, Casselles et Ballester

Dans [17], Bertaimio et al, ont éé les premiers a présenter un algorithme pour
I'inpainting numérique «digital inpainting ». lls se sont inspirés des artistes lorsqu'ils
restaurent les tableaux de peinture en repeignant les parties dégradées. C'est donc une
méthode de reconstruction de I'image a partir des informations manguantes situées sur le bord
de la zone a recongtruire. Ils définissent ainsi I’inpainting comme une propagation de
I’information L présenté sur le contour D du domaine D suivant la direction N des
isophotes pour préserver au mieux les lignes de contours. Notons qu’ un isophote correspond

aux lignes de méme niveau de gris.

L’ algorithme proposé consiste a propager I'information L de la frontiere a I’intérieur deD .

Pour cela, on définit une famille d’images u(i, j,n) ou n représente le paramétre de temps tel
que u(i, j,0) =u,(, j) et J(grg u(i, j,n) =ug(, j). ug(,j) étant I'image résultante ou I'image
inpaintée. L’ évolution de I’ algorithme est régit par I’ équation suivante :

u™(,j)=u"@,j)+Dtu’(,j) "@i,)1 D (2.8)
u/ (i, j) dénote le changement d'information aI’intérieur du domaine D et Dt représente le
taux de changement ou le taux d amélioration. Pour propager I'information de I’ extérieur
deD versl'intérieur, u/ (i, ) est défini par :

® ®

u(i, j) =d LG, j)xN"(, j). (2.9
ﬁ(i, j) représente la direction de propagation, Ii@” (i,j) est I'information a propager du
contour YD versle domaineD, elle est donnée par le Laplacien de I'image u” (i, j)

®

L@, j) =Du"(i, j) = ug (i, j) +ug, @, ). (2.10)

®
d L" est lavariation du Laplacien, autrement dit, la variation de la régularité de I'image. Elle

est définie comme suit :
d®L”(i,i)=(L”(i +1J)- L"(0-L,j),L"(,j+)- LG, j-D).  (211)
gL(i,j):Nli@”(i,j) (2.12)

®
LadirectionN de propagation est estimée par la direction des isophotes qui est la normale a

ladirection de gradient de I'image :
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N" (i, §) = (Rugi, )" (213)
lcrd incra i)

N" (i, ) =
JCr. )2 +Coi, )2 +e

(2.14)

C, et CJ sont respectivement les composantes en x et eny du gradient de I'imageu”, et e

est une valeur fixe et négligeable qui permet de ne pas avoir la division par zé&ro dans le cas ou
lanorme est nulle.

Autrement dit, elle représente la direction normale aux contours comme le montre la figure

(Fig. 2.8) ou la zone en blanc représente larégion ainpainter.

La frunlidie

Fig. 2.8 : Choix de la direction de propagation.

2.8.2 Approche basée sur la variation totale

Chan et Shen ont proposé une approche pour I'inpainting basée sur la restauration
d’ image par minimisation de variation totale (TV) dans le domaine a restaurer [18, 19, 20].
Elle est connue sous le nom de TV inpainting. Cette approche variationnelle consiste a
minimiser I’ énergie suivante :

J(u) = c‘)|l§lu|dx+|§du- U, ) %dx. (2.16)
D

W/ D
Le premier terme de cette énergie correspond a la variation totale de I'image dans le domaine
D/W telle que définie dans le premier chapitre alors que le deuxiéme terme définit
I"adéquation entre I'image recherchée u et I'image initiale u, al’intérieur du domaine D.
| est une constante multiplicative, appelée multiplicateur de Lagrange.
La minimisation du critere J est équivalente a la résolution de I'EDP correspondant a

I’ équation d’ Euler Lagrange suivante :
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@21 . 0
— Nuz+I eu, - u). (2.17)
Nu 5

Tw_g
it

Ou le=I x,,, est un multiplicateur de Lagrange étendu, c,,, est la fonction
caractéristique (ou bien le masque) du domaine d’inpainting.

il s x1 W/D,
Cor =1 A 218
Wb L0 g xi D. (2.18)

L’équation (2.17) est valable sur I'intégralité du domaine W. Si on considére juste son

premier terme (valable dans le domaine D), cette équation peut étre simplifiée a I'EDP de
diffusion anisotrope suivante:

— =N>G_ Wu%. (2.19)
oo GRS

Cette équation montre qu’ un flux de chaleur purement anisotrope orienté le long de courbure

de I'image est appliqué al’intérieur du domaine d’inpainting D .

Parmi les avantages principaux de I'équation TV inpainting comparée a tous les autres
modéles définis par une EDP, et qu'elle est |a seule équation du second ordre, son schéma
numérique est simple et converge rapidement. Cette approche est employée pour reconstruire
des petites régions, car elle ne peut pas prolonger les isophotes lorsque la zone a reconstruire
est grande.

2.8.3 M éthode de Chan et Shen

En 2001, Chan et Shen [21] ont propose un nouveau model d'inpainting basé sur la
diffusion conduite par la courbure (CCD inpainting) en s'inspirant du model d’inpainting a
variation totale. L’inconvénient majeur du modéle TV d’inpainting est qu’il ne suit pas le
principe de connectivité pour les objets simples qui sont en grande partie déconnectés par le
domaine d’inpainting (Fig. 2.9). Ceci a pousse les auteurs a gjouter I'information de la

courbure des isophotes dans I’ équation de diffusion. Dans ce nouveau modéele, le terme de

diffusivité D =1/|Nu| est remplacé par un autre terme dépendant de la courburek . Ce terme,
également nommé force de diffusion, est défini par D" = g(k) /|Nu| .
Le model d'inpainting par CCD s exprime alors par I'EDP suivante :

u_
Tt

4, 3(K) o O
N>C=——">Nuz+I e(u, - u). (2.20)
R
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Avec k =N >‘e—u et g(k) est unefonction qui permet de pénaliser les grandes courbures et

eNu g

encourager les petites. g(k) doit satisfaire la condition suivante :
i0, sk=0
]
g(k) =1 (221)
l+¥, g k=+¥
Ce choix permet une forte diffusion lorsque k est &evé, ce qui a pour effet de relier méme les

objets en grande partie interrompus.

Domaine a
inpainter

Image ainpainter TV inpainting si TV inpainting si
I<d I>d

Fig. 2.9 : Limite d'une reconstruction par lavariation totale.

2.8.4 Approchede Telea

L’ algorithme, proposé par Telea en 2004 [24], consiste a propager |'image lissée le
long du gradient d'image. L’image lissee est estimée par la moyenne pondérée de tous les
pixels voisins connus du pixel a inpainter. Afin de propager cette information, I’ auteur utilise
la méthode Fast Marching (FMM) initialement utilisée pour résoudre rapidement le probléme
de la segmentation par la méthode des level sets[32].

Pour mieux expliquer cet algorithme, on considere I’exemple de la figure (2.10), dans

laguelle, on doit chercher I'information au point psitué a la frontiere YD de la région a
inpainter D . On définit un petit voisinage B, (p) autour de p de lataille e des pixels de
l'image dont les niveaux de gris sont connues: B_(p)={q,qi D}. Poure assez petit, on
considere une premiere approximation d'ordre un de I'imageu, (p) au point p en fonction
des valeurs d’image u(q) et du gradient Nu(q) au point ¢.

u, (p) = u(a) +Nu(a)(p- q). (222)
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Voisinage connu
B(e)dep

Bord

Fig. 2.10 : Principe del’inpainting par la méhode de Telea

Ainsi, le niveau de gris au point p est remplacé par une fonction de tous les points g de
B, (p) en additionnant les estimations de tous les pointsq, pondérés par une fonction de
poids w(p,q) .

& 4oy WP D]u(@) +Ru(a)(p- o))
é'que(p)W(p'Q) -

u(p) = (2.23)

Cette opération est répéter pour chague point p appartenant & D jusqu’a ce que le domaine
D soit compléetement inpainté. Ceci permet de déplacer a chague itération la frontiere D
dans D. A chaque itération le point p de YD ainterpoler est choisi selon sa distance ala
frontiére initiale YD, (position initiale de la frontiére de D) en utilisant I’algorithme FMM.
Ce dernier consiste arésoudre I'équation d’Eikonale [32] :

INT[=1dans D T =0 dans 1D. (2.24)
La solution T de I'équation (2.24) est la carte de distance des pixels deD ala frontiére D .
L’algorithme FMM garantie que les pixels de D sont traités par ordre croissant de leur
distance a la frontiere T, c.a.d. inpainter d’abord le pixel le plus proche au secteur connu de
I’'image.
La fonction de pondération w( p, q) se calcule comme suit :

w(p,q) = dir(p,q).dst(p,q)lev(p,q). (2.25)
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2
0

Ou dir =P-9a N(p) :est lacomposante directionnelle, dest = ” ”2
P-q

[p-d

est lacomposante de

TO
1+[T(p) - T(q)|

niveau(p,q) . T, et d, sont des constantes fixées a 1.

distance, lev(p,q) = est la composante distance des ensembles de

Cet algorithme est considérablement rapide et simple a implémenter, cependant il
introduit une tache floue quand larégion a inpainter qui contient plus de 10 pixels[24].

2.9.1 M éhodes basées sur larecherchede similarités

Proposée en 2004 par Criminisi et al [26], cette méthode, également appelée ‘Région
filing and Object removal by Examplar-based Image Inpainting’, consiste a rechercher de
blocs similaires dans I'image initiale, puis les copier localement dans la zone a inpainter en
alant de I'extérieur du domaine D vers I'intérieur de D avec une priorité de remplissage
dépendante de la structure de I’ image.

Le succes de cette méthode dépend de I’ ordre du choix des pixels se trouvant sur le

bord de la région détériorée. L’ algorithme consiste a associer a chague pixel p du bord de la
région détériorée un patch Y jcentré sur ce pixel puis a déterminer sa priorité a partir de deux

termes, un terme dit de confiance et un terme de données (data term). Le pactch correspond a
un carré detaille fixe et centré sur un pixel. Lafigure (2.11) illustre ce principe.

' e
D source region P Vo'l 4 i
wfll ‘"': =4
5CL S 8 w M
; p Y —| |
Q T t regi \1"[1 . LH' w[“
, Target region O O O
aimageinitiale b-choix du premier c-sélection des d-remplacement
patch patchs tests du patch

Fig. 2.11 : Etapes de remplissage du patch, ces schémas sont tirés de I’ article [11]

Pour une meilleure compréhension de la méthode, nous allons le décrire point par point son
déroulement.
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Soient u I'image source, W=D la partie manquante ou la région a remplir ¢ F =u- W
I’image entiere sans la partie manguante ou région source. Soit W = 9D lafrontiére entre F
et W.
Chaque pixel pl W, sera caractérisé par :
~ Son niveau de gris ou sa couleur en RGB.
une valeur de confiance.

une valeur temporaire de priorité.

Etapel : Définir unepriorité:
Soit Y, le patch a remplir centré au point pl W (voir Fig. 2.11), on définit sa priorité
P( p) comme éant un produit de deux termes :

P(p) =C(p)* D(p) (2.26)
C(p) définit le terme de confiance. 1l correspond au nombre de pixels non détériorés se

trouvant dans le patch ou bien au nombre de pixels précédemment corrigés.

a C(p
C(p) = Bl (Y,GF) (P) 2.27)
Y|
. o i1 v opl
|Yp| est I'airedeY ,, Initialisation C(p)—%O "ol W
D(p) correspond a donnée inertielle ou bien au terme de donnée de p,
Nu;, ><np|

a est un facteur de normalisation égal a 255 pour une image en niveaux de gris, n est le
vecteur unitaire orthogonal a la surfacefWw, et Nu; correspond a la valeur maximum du

gradient image dans lafenétreY ; Cu.

47

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 2 L'é&at del’art sur les méthodes d’inpainting

Fig. 2.12: Schémadu calcul de valeur inertielle, cette figure est tirée de I’ article [11]

La priorité produit un équilibre sensible entre le terme de confiance et le terme de données.
Le terme de données tend a pousser des isophotes rapidement vers l'intérieur de la zone a
inpainter, alors que le terme de confiance tend & supprimer avec précision cette sorte
d'irruption dans la région a traiter. A chague étape le pixel p ayant une priorité élevée est

alors choisi pour étre reconstruit.

Etape2 : Propagation del'information detexture et de structure
Elle consiste & propager latexture d'image en la prélevant directement de la région de source.

Pour cela, on cherche le meilleur patch Y, prochede Y,

Yz =agmind(Y;,Y,) (2.28)

Y TF
Ladistance d entre deux patches est |e plus souvent la somme des différences au carré.

Une fois Y trouvéil ne reste plus qu'aremplir lespixels pl Y, C W avec ceuxde Y .

Etape3: Miseajour desvaleursde confiance
Aprés la propagation de I'information dans la zone a interpoler, une mise a jour des

coefficients de confiance des points inpaintés est effectuée :
v .
C(p)=C(p), "pl YBCW (2.29)
Les étapes 1 a 3 sont réitérées jusqu’ a ce que toute la zone W. soit remplie.
Cette méthode est rapide, elle a donné de bons résultats pour les exemples présentés,

elle permet de reconstruire les textures, mais elle a comme inconvénient de ne pas construire

la géométrie globale de la zone a inpainter (reconstruction difficile) [26].
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2.10 M éhodes hybrides

Dans [27] Tschumperlé et al, ont proposé un algorithme qui combine la diffusion
anisotrope et la synthese de textures. Cet agorithme permet a la fois de bénéficier de la
reconstruction d’ une géométrie globale mais aussi de reconstruire les détails (synthétiser la
texture al’intérieur de ces régions). Cet algorithme fonctionne en deux phases : Une phase de
reconstruction qui utilise une EDP de lissage anisotrope par EDP multivaluée avec une
contrainte de courbure qui diffuse les couleurs (intensités) des pixels connus de I’ extérieur
vers |"intérieur des régions a inpainter et une phase de synthése des textures a I'intérieur des
régions des données manquantes. Cette phase se base sur les techniques de synthése de texture
utilisant des correspondances de bloc d'image. Des blocs similaires dans I'image sont

déterminés, puis copiés localement dans la zone a inpainter de I’ extérieur vers|’intérieur.

Phasel : Reconstruction:

Soit u: W® R®une image couleur, v: W® R?un champ de vecteurs a deux dimensions. Le
principe de cette méthode consiste a lisser localement u suivantv en utilisant une diffusion
anisotrope avec préservation des courbures selon I’ EDP suivante :

ﬂ—”ti = trace(w" H. ) + Riu" J,v) (2.30)

v Correspond a I'estimation de la direction de I'isophote en chagque point. Il est calculé

comme le vecteur propre correspondant a la valeur propre la plus faible du tenseur de

~ ~ X + O
Ru,Kiu ) * g, , tel queg, = pg e 9
0 4]

Qo

structureG, = (

=
1

J, représente la matrice jacobéenne de v (matrice des dérivées premiéres).

Au fur et & mesure des itérations de I'EDP (2.30), les pixels voisins aux régions manquante
sont diffusé a I'intérieur de ces régions jusqu’a les remplir complétement. Ceci et fait en
chaque point dans la direction des isophotesu, qui est elle-méme ré-évaluée itération par
itération. Notons que I’ éguation (2.30) ne modifie I'image u que dans les régions a inpainter.

Le terme de contrainte(Nu. J,v) dans (2.30) permet la préservation des courbures.
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Phase? : synthése destextures
Dans cette phase, un algorithme de synthese de texture est appliqué. Cet algorithme cherche
des blocs similaires dans I’ image, puis copie locale dans la zone a inpainter de I’ extérieur vers

I"intérieur.

2.9 Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre quelques notions élémentaires sur I’ inpainting et
nous avons effectué un tour d’horizon sur les différentes méthodes d’ inpainting. On en déduit
que I'inpainting est une opération qui peut ére utilisée dans plusieurs applications et que les
moyens de sa réalisation sont tres diversifiés. Principalement, deux approches se distinguent :
celle qui est basée sur |’ utilisation des méthodes mathématiques d’ interpolation des fonctions
et celle qui est basée sur des équations différentielles partielles. Dans la premiére approche,
on fait généralement appel a I’ interpolation polynomiale comme les splines ou les RBF. En ce
qui concerne la deuxieme approche, la plus part des méthodes développées cherchent & mimer
larestauration manuelle des tableaux et sont fondées sur la préservation ou la continuation des

lignes isophotes a I’ intérieur de la zone a reconstruire.
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3.1 Introduction

On présentera dans ce paragraphe I’application des méthodes d'interpolation des
fonctions pour résoudre le probleme de I’ inpainting.
Comme méthodes d’ interpolation, on s est intéressé a I’ interpolation par les méthodes du plus
proche voisin linéaires et splines. Ces méthodes seront utilisées selon deux stratégies: la
premiere considére I'image comme une fonction monovariable tandis que dans la deuxieme,
I’image est considérée comme une fonction a deux variables. On utilisera ainsi I interpolation
monodimensionnelle dans le premier cas et I’ interpolation & 2D dans le deuxiéme cas.

3.2 Principe del’inpainting par interpolation

On suppose que le domaine D ou I'information est manquante contenant les pixels a
interpoler est connu a priori. Le probleme de I inpainting est de déterminer les niveaux de gris
des pixels du domaine D en fonction des niveaux de gris connus des autres pixels de I'image.
Pour effectuer de I'inpainting a base des méthodes d’interpolation, nous proposons la
démarche suivante :

On parcourt I"image pixel par pixel et des qu'un pixel appartenant au domaine D est
rencontré, on consulte alors son voisinage définit par une fenétre de voisinage carrée de taille

(2w +1)? centrée sur ce pixel afin de retrouver I'information valide autour de D ainsi qu'asa

frontiére D . Tous les pixels voisins qui N’ appartiennent pas au domaine D et dont le niveau
de gris est connu, sont alors considére comme des points d’appuis ou d’interpolation. On
applique alors une des méthodes d’ interpolation (PPV, linéaire, splines) au pixel considéré en
utilisant les points d'appuis afin de déterminer son information manquante, c'est-a-dire son
niveau de gris. Ce pixel ne ferraalors plus partie du domaine D . On continue le balayage ala
recherche des pixels de domaine D et a leurs interpolations jusqu’a ce que ce domaine D
devient vide. Les éapes de cette approche proposée pour I'inpainting par I interpolation sont
résumees par I’ algorithme suivant :

Pour chague pixel du domaine D
1. On consulte son voisinage définit par une fenétre detaille (2w +1).

2. Tous les pixels de son voisinage qui n’appartiennent pas au domaine D sont considérés
comme des points d interpolation.

3. Appliquer une méthode d’ interpolation au pixel courant & partir des points d appuis.
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Notons qu’en pratique le domaine D est représentées par des point ayant la valeur 0
d’ un masgue ou image binaire de méme dimension que I'image originale ou a inpainter. Les
autres points du masgue ont la valeur 1.
Lafigure (3.1) illustre le principe de cette approche.

| Point & mterpoler

Points
d appuis

Fig.3.1: Principe de I'inpainting par interpolation

Nous avons choisi trois méthodes d’interpolations PPV, linéaire et splines. Ces trois
méthodes peuvent étre appliquées dans le cas monovariable ou en deux dimensions. Dans le
deuxiéme cas, les points d’appuis sont représentés par le triplet (x,y,u(x,y)) ou (X, y) et
u(x,y) représentent les coordonnées du pixel correspondant et u(x, y) son niveau de gris, et
dans le premier cas, les points d’appuis sont représentés par le doublet (s,u(s)) ou s
représente I’ abscisse curviligne (scalaire) et u(s) son niveau de gris. Cette représentation est

obtenue en transformant I'image 2D en un vecteur.

3.3 Inpainting par des méthodes d’interpolation monodimensionnelles
Il est possible d' utiliser les méthodes d’ interpolation des fonctions monovariables dans
I’ étape trois de I’ algorithme. Pour cela, il est indispensable de transformer la fonction image a

deux variables spatiales (X, y) en une seule variable en utilisant les courbes de remplissage.

3.3.1 Courbes de remplissage de I’ espace

La transformation d’une image bidimensionnelle en une représentation vectorielle
(monodimensionnelle) se fait généralement en concaténant les lignes ou les colonnes (Raster
ou vidéo). Cependant, d autres maniéres d obtenir cette transformation est d’ utiliser la notion
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de courbes de remplissage d'espace SFC (Space Filling Curves) introduites par Giuseppe
Peano en 1890.

Une courbe qui remplit I'espace est une courbe qui parcourt un espace
multidimensionnel en passant, de point en point, et d une maniére unique par tous les points
de cet espace. Les SFC sont souvent utilisées pour définir le sens d’un parcours d’ une image.

Soit u(x,y) la fonction image représentant le niveau de gris au point de coordonnées

V= (x,y)". On définit une courbe de parcours s=C(v) qui peut ére considérée comme

I’ abscisse curviligne le long de la courbe. La figure (3.2) montre sur un exemple comment

I’image peut étre représentée par une fonction monodimensionnelle.

2| 3 f
1l 2 3 8
0 1 4
-
o1 2

Fig.3.2 : Représentation d’ une image par une fonction monodimensionnelle.

ré0u r ré0U r ré2U r
v%)(,® s:C(v):J,VgLQ® s:C(v):z,,,_,VgLQ@) s=C(v) =8.

Il existe plusieurs courbes de remplissage

Courbe de Zigzag scan
Cette courbe est utilisée en compression d’ images JPEG, elle respecte I’ ordre canonique, mais
des points voisins dans I'espace des composantes peuvent correspondre a des points tres
€loignés sur le parcours de la courbe.

Courbe de Regazzoni
La structure en couches de cette courbe traduit la volonté de construire un ordre proche de
celui que donnerait une distance. Cette courbe est utilisée beaucoup plus en filtrage.

Balayage Vidéo (lexicographique)
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On constate la trés forte dissymétrie de cette courbe qui traduit le déséquilibre et la non
préservation de la notion de voisinage.
Courbe entrelacement de bits
Cette courbe se construit de maniere récursive, ce qui lui confere une structure auto similaire.
Notons que cette courbe est également utilisée dans I’ espace 2D de I'image, notamment pour
la construction quadtree lors de la décomposition d’ une image en structure hiérarchique.
CourbedeHilbert et de Peano
Les courbes de Hilbert (souvent attribuées a Peano) et de Peano sont des SFC abondamment
étudiées et souvent utilisées en traitement d’ image pour permettre un parcours efficace du
plan image.

Ces courbes présentent toutes les deux une propriété essentielle: le passage d’un point de la
courbe a son voisin (sur la courbe) ne s accompagne jamais d’ un déplacement important dans
I’ espace des composantes, d’ou la préservation de latopologie et d’ information spatiale.

La figure ci-dessous regroupe les formes géométriques des différentes courbes de remplissage
d’ espace.

Les différentes représentations scalaires (une seule variable) s accompagnent
inévitablement de distorsions topologiques, c'est-a-dire la notion de voisinage est modifiée.
En effet deux points proches dans I’ espace initial peuvent se retrouver €loignés dans leur
numerotation le long de la courbe. Cela risque d'introduire du bruit. Pour évaluer
quantitativement la distorsion introduite par chaque type de balayage, un critére basé sue la
notion de voisinage a été proposé [35]. Ce critere est défini comme suit: étant donné les 8
voisinages d'un vecteur, on calcule le pourcentage de ces voisins qui Se retrouvent encore
parmi les 8 voisins du pixel apres codage sur la courbe, comme le montre la figure (3.4).
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balayage vidéo balayage zig-zag

= | ||

balayage de Regazzoni balayage de Hilbert balayage de Peano

27177 |2z ezl |(2z/zz

772172 |Zz|Zz| |Z72zz
Z/Z 2z |7z 7z |(Z722/Z
z2 77 |\zaz2z| (27222

entrelacement de bits variantes de I’ entrelacement de bit

Fig.3.3 : Représentation géométrique des SFC

Fig.3.4 : Critére de distorsion.

Lerésultat final de cette éude est regroupé dans le tableau suivant:
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Courbe Taux de préservation du voisinage
Hilbert 58%
Peano 57%

Entrelacement de hits 47%

Zigzag scan 27%

Regazzoni 26%

Lexicographique (vidéo) | 25%

Tableau 3.1: Taux de préservation topologique

Ce tableau montre clairement que la courbe de Hilbert est celle qui préserve le plus le
voisinage d’un pixel. Nous avons ainsi choisi ce type de balayage pour transformer |'image
2D en une fonction monovariable. Le balayage Vidéo est également utilisé pour des raisons
de comparaison.

3.4 Test et Réaultats

Nous allons présenter dans cette section les résultats de I'inpainting obtenues par les
différentes méhodes d'interpolation. Pour évaluer les performances de chaque méthode
dinpainting, nous avons déterminé I'erreur globale moyenne entre les niveaux de gris
reconstruits et les niveaux de gris réels[36].

E= &0y u ()
(%)

u, (X, y) représente le niveau de gris reconstruit et N représente le nombre de pixels. Pour
k=1, I'erreur est dite linéaire et pour k=2, on parle de I'erreur quadratique. C'est cette

deuxiéme gue nous avons utilisée.

Les cing images tests (charrette, Lena, perroquet, ballon dans le ciel, bébé) de la figure (3.3.),
connues dans le domaine de I’'inpainting pour tester les algorithmes d’inpainting, ont éé

choisies pour mener notre évaluation.
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(€
Fig. 3.5: Images tests. () charrette, (b) Lena, () perroquet, (d) ballon dans le ciel et (€) bébé.

Ces images seront superposeées avec des masques binaires définissant les zones a reconstruire
(domaine D) comme le montre la figure (3.6.). Ces masques sont définis manuellement de
maniere a obtenir une image binaire M telle que M (x,y) =1 si le pixel (X,Yy) se situe dans
la zone a recongtruire et M (x,y¥) =0 sinon. Ces masques ont des formes et des tailles
différentes. Les images résultantes sont représentées sur la figure (3.7).

Pour ces images, I’ application de I'inpainting a pour objet d' éiminer I’ écriture dans I'image
charrette, d effacer le dessin de la rose dans I'image Lena, de supprimer le grillage dans

I’image perroquet, d 6ter le ballon du ciel et de supprimer les ratures dans I'image bébé.

Les résultals de [I'inpainting par les trois méthodes d'interpolation
monodimensionnelle sont représentés sur la figure (3.8) pour le balayage vidéo et la figure
(3.9) pour le balayage de Hilbert. La figure (3.10) regroupe les résultats de I’'inpainting

obtenues par les méthodes d’interpolation bidimensionnelle. La taille (2w +1)*de la fenétre
de voisinage utilisée est indiquée sous chaque image reconstruite.

Le tableau (3.2) regroupe les différentes valeurs de I’ erreur d’ inpainting obtenues.
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Siwce 196 whon franch meplores Landed ot
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Fig. 3.7: Images a inpainter.
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w=3 w=24 w=25
Fig. 3.8: Résultats d'inpainting selon le balayage vidéo par la méthode d’ interpolation

monodimensionnelle PPV (1& colonne), Linéaire (2°™ colonne) et Spline (
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w=16 w=8 w=8

Fig. 3.9: Résultats d’ inpainting selon le balayage Hilbert par la méthode d’ interpolation
monodimensionnelle PPV (1é colonne), Linéaire (2°™ colonne) et Spline (3°™ colonne).
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w=29 w=4 w=4
Fig. 3.10: Résultats d' inpainting par la méthode d’interpolation bidimensionnelle PPV (1&

colonne), Linéaire (2°™ colonne) et Spline (3*™ colonne).
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Méthodes | Charrette | Lena | Perroquet | Ballon | Bébé

Interpolation PPV | 129.8377 | 63.3885 | 224.7595 | 1.4846 | 81.2877
monodimensionnellesavec | |inéaire | 81.7679 | 32.7080 | 127.2725 | 1.0108 | 41.6307
|ebalayage vidéo Spline | 78.8166 |33.0109 | 137.2343 | 1.0755 | 40.4819
Interpolation PPV | 139.6676 | 22.9367 | 125.0730 | 0.9340 | 36.3245

monodimensionnelles | Linéaire | 124.0730 | 27.2891 | 115.3614 | 1.4203 | 31.4083
avec le balayage Hilbert Spline | 124.3010 | 28.3120 | 121.1172 | 1.5317 | 31.7443
Interpolation PPV 167.8124 | 30.0255 | 167.6481 | 1.4098 | 49.6655
bidimensionnelles Linéaire | 58.6811 | 7.8466 | 56.8209 | 1.2773 | 15.4292
Spline | 53.4110 | 6.5039 | 56.4184 | 1.0317 | 14.3138
Tableau 3.2 : Erreurs d’ inpainting obtenues par les trois méthodes d’ interpolation

Interprétation desrésultats

On remarque que les méthodes d'interpolation bidimensionnelle ont donné de
meilleurs résultats comparativement aux méthodes d’ interpolation monodimensionnelle et que
le balayage de Hilbert est plus performant que le balayage vidéo. En consultant les erreurs
d'inpainting (tableau 3.2) obtenus par les trois méthodes d’ interpolation, on constate que la
méthode d'interpolation par spline cubique a donnée de meilleurs résultats dans le cas
bidimensionnel et la méthode d’interpolation linéaire dans le cas monodimensionnel avec le

balayage de Hilbert.

3.4.3 Influence delataille du domaine D a reconstruire

Lataille du domaine areconstruire joue un réle important. Pour évaluer les méthodes
d inpainting par rapport a ce facteur, nous avons genére sur I'image Lena plusieurs domaines
D de forme rectangulaire avec des largeurs différentes (Fig.3.11). Quatre largeurs différentes
ayant respectivement 2, 10, 15, 20 pixels sont utilisées. Les figures (3.12) a (3.14) montrent
les images reconstruites par chague méthode d'interpolation. Les erreurs calculées entre
I'image originale et les images reconstruites par chague méthode d'interpolation sont

regroupées dans le tableau (3.3).
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Méthodes Taillel Taille2 Taille3 | Tailled
Interpolation PPV 25.3546 737241 | 121.0449 | 158.3540
monodimensionnelles Linéaire 13.4676 42,6538 | 62.5314 | 79.6761
aveclebalayagevidéo | gping 15.1999 434596 | 64.5634 | 824134
Interpolation PPV 4.7583 32.9489 | 49.0989 | 73.9238
monodimensionnelles Linéaire 4.8446 28.8506 | 55.6626 | 84.5723
aveclebalayage Hilbert ™ g0 5.2609 31.6985 | 60.1017 | 89.9625
Interpolation PPV 6.5934 39.6389 | 59.4405 | 81.8478
bidimensionnelles Linéaire 1.7415 13.2646 | 22.3176 | 35.0675
Spline 1.6369 135660 | 26.8683 | 45.3257

Tableau 3.3 : Erreurs d’inpainting obtenues par les trois méthodes d’ interpolation

Domaine D delargeur 1

Domaine D delargeur4
Fig. 3.11: Image test Lena avec des domaines D areconstruire de tailles différentes.
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W=2 T w=30 W=
Fig. 3.12: Résultats d' inpainting des images de la figure (3.11) selon le balayage vidéo par la

méthode d’ interpolation monodimensionnelle PPV (1€ colonne), Linéaire (2°™

I colonne) et
Spline (3°™ colonne).
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la méthode d’ interpolation monodimensionnelle PPV (1€ colonne), Linéaire (
Spline (3°™ colonne).
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W=32 O w=32
Fig. 3.13: Résultats d’ inpainting des images de la figure (3.11) selon |e balayage Hilbert par

2eme

colonne) et
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w=28 w=21 ~ w=20

Fig. 3.14: Résultats d' inpainting des images de la figure (3.11) par la méthode d’ interpolation
bidimensionnelle PPV (1€ colonne), Linéaire (2°™ colonne) et Spline (3°™ colonne).

Interprétation
Il apparait clairement que lorsgue la taille du domaine a reconstruire augmente,

I’erreur d’inpainting obtenue par chague méthode augmente. L’ interpolation bidimensionnelle
combinée avec les méthodes d’interpolations linéaire et par les splines donne les meilleurs
résultats quelque soit la taille du domaine. On constate aussi quelques imperfections dans la

reconstruction telle que les taches floues surtout lorsque le domaine d’ inpainting augmente.
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3.4.4 Influence delataille delafenétre de voisinage

Les méthodes d'inpainting basées sur Iinterpolation sont conditionnées par la taille

(2w+1)* de la fenétre de voisinage. Le tableau (3.4) regroupe quelques valeurs de I erreur

d'inpainting en fonction du paramétrew. Ces résultats sont obtenus par les méthodes

d interpolation sur les images de la figure (3.11).

Méthodes

Taillel

Taille2

Taille3

Taille4

Interpolation
mono-
Dimensionnelles
avec le balayage
vidéo

PPV

25.3546

73.7241

121.0449

158.3540

25.3546

73.7241

121.0449

158.3540

25.3546

73.7241

121.0449

158.3540

Linéaire

15.2502

71.6301

137.6297

187.5547

18.0851

54.1292

84.9687

111.1174

16.7002

43.4238

62.5340

78.9520

Spline

16.9105

93.5905

196.0470

271.4137

18.3355

55.2164

87.3110

115.2810

16.4937

44,2211

64.5663

82.4149

Interpolation
mono-
dimensionnelles
avec le balayage
Hilbert

PPV

5.9521

51.3289

71.5422

107.9794

5.9521

32.9489

69.4999

100.7058

5.9521

32.9489

69.4999

103.9518

Linéaire

4.8446

291.6490

431.1841

589.1249

5.3509

28.8506

55.6626

114.6007

5.3509

29.0180

55.6906

84.5723

Spline

5.2609

304.5164

468.8844

635.1399

5.7703

31.7936

60.2366

122.8988

5.7703

31.6985

60.1017

89.9625

Interpolation
bidimensionnelles

PPV

24.8460

77.0444

100.7480

146.0283

8.3452

71.2298

124.7845

122.7249

16.8033

66.8095

92.5001

123.5707

Linéaire

1.8970

356.9399

461.0447

633.8079

1.8262

13.3381

22.9657

35.1438

1.8715

13.4734

22.7885

35.1897

Spline

1.8029

358.8062

462.0847

634.8479

16

1.6852

13.8250

27.6744

45.3743

32

1.7258

13.8806

27.2225

46.5943

Tableau 3.4 : Erreurs d’ inpainting obtenues par les trois méthodes d’ interpolation en fonction
de lataille de lafenétre de voisinagew .
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Fig. 3.15: Les graphes des erreurs en fonction de w en fonction de lataille du domaine D et
selon le balayage vidéo par la méthode d'interpolation monodimensionnelle PPV (lére
colonne) et Spline (

colonne), Linéaire (
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Fig. 3.16: Les graphes des erreurs en fonction de w en fonction de lataille du domaine D et
selon le balayage Hilbert par la méthode d'interpolation monodimensionnelle PPV (lere
colonne), Linéaire (2°™ colonne) et Spline (3°™ colonne).
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Fig. 3.17: Les graphes des erreurs en fonction de w en fonction de la taille du domaine D et
selon la méthode d interpolation bidimensionnelle PPV (1lére colonne), Linéaire (2°™°
colonne) et Spline (3°™ colonne).

Nous avons également évalué le temps de calcul de toutes les méthodes d'interpolation
implémentées. Le tableau (3.5) regroupe le temps consommeé par chague méthode en fonction

du parametre w .
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Méthodes | w | Taillel | Taille2 | Taille3 | Taille4
4 | 0.50 0.90 1.11 1.37

Interpolation mono- PPV 16| 3.32 840 | 11.19 | 13.74
Dimensionnellefs 32| 2653 | 74.33 | 98.92 | 123.48
avec |e balayage video 4] 045 | 087 | 108 | 1.33

Linéaire | 16| 3.56 848 | 11.21 | 13.70
32| 2632 | 71.38 | 99.59 | 122.29
4 | 0.85 1.66 2.15 3.16
Spline | 16| 4.81 992 | 13.35 | 16.30
32| 28.77 | 75.08 | 103.07 | 137.95
4 | 047 0.86 1.10 1.33

Int(_arpola;ion mono- PPV 16| 341 8.76 | 10.66 | 13.10
dimensionnelles 32| 25.01 | 69.57 | 92.70 | 120.35
avec le balayage Hilbert 4] 047 | 083 | 1.26 | 132

Linéaire [ 16| 3.79 | 7.88 | 1053 | 12.99
32| 2493 | 6747 | 93.17 | 117.31
4| 078 | 157 | 210 | 294
Spline [16| 367 | 9.26 | 12.60 | 15.59
32| 26.84 | 71.35 | 96.67 | 124.22
4| 243 | 452 | 6.08 | 854
PPV |16 21.49 | 57.02 | 77.99 | 94.43
Interpolation 32| 104.98 | 273.92 | 384.36 | 490.41
bidimensionnelles 4] 207 | 470 | 631 | 701
Linéaire [ 16 | 20.69 | 54.75 | 74.12 | 89.45
32| 102.79 | 261.72 | 369.45 | 477.07
4| 210 | 604 | 833 | 10.63
Spline [ 16| 22.47 | 59.55 | 78.46 | 95.43
32| 101.84 | 272.01 | 383.27 | 493.97

Tableau 3.5 : Temps de calcul (en seconde) obtenus par les trois méthodes d’ interpolation en
fonction de la fenétre de voisinage w et lataille du domaine D areconstruire.

Interprétation

On peut remarquer a travers les résultats obtenus que le choix de w est crucial. La méthode
dinterpolation PPV~ donne des résultats différents selon la dimension mono ou
bidimensionnelle, la taille le type de balayage utilisé. L’erreur d'inpainting reste constante
quelgue soit w dans le cas du balayage vidéo, varie peut ou d'une maniére erratique dans les
autres cas. Par contre pour les méthodes d'interpolation linéaire et par les splines cubiques la
variation de l'erreur d'inpainting en fonction de w est plus réguliere, elle est grande pour w
petit puis décroit pour finir a des valeurs plus faibles lorsque w devient grand. La
décroissance est lente dans le cas monodimensionnelle et rapide dans le cas bidimensionnel.

Pour ce dernier cas, le choix de w devient plus simple afaire.
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Par contre, sans surprise, le temps de calcul augmente avec la taille du domaine a
interpoler et la taille w de la fenétre de voisinage. L'interpolation monodimensionnelle

apparait naturellement plus rapide que Il'interpolation bidimensionnelle.

3.4.4 Application sur desimages couleur

Les tests présentés précédemment ont été effectués sur des images en niveaux de gris.
Or il est toujours possible d appliquer les méthodes d'inpainting sur des images couleurs.
Pour cela, il suffit d' appliquer la méme procédure sur chagque composante RVB de I'image.
La figure (3.18) montre quelques images couleurs a inpainter. Les figures (3.19) a (3.21)
montrent les résultats obtenus par les différentes méthodes d’ interpolation.

Fig. 3.18: Image couleur ainpainter.
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=2 w=4 w=4
Fig. 3.19: Résultats d'inpainting des images couleur par la méthode d'interpolation

monodimensionnelle PPV (1% gfme 3éme

selon le balayage vidéo

colonne), Linéaire ( colonne) et Spline ( colonne) et
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w=8 w=16 w=16
Fig. 3.20: Résultats d'inpainting des images couleur par la méthode d'interpolation

monodimensionnelle PPV (1%° gfme 3éme

selon le balayage de Hilbert

colonne), Linéaire ( colonne) et Spline ( colonne) et

74

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 3 M éthode d’inpainting basée sur I’interpolation

w=29 w=4 w=4
Fig. 3.21: Réaultats d' inpainting des images couleur par la méthode d’ interpolation

bidimensionnelle PPV (1% colonne), Linéaire (2°™ colonne) et Spline (
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3éme

colonne).
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Méthodes | charrette | Perroquet | Lena Bébé

Interpolation PPV | 408.9970 | 981.5382 | 175.3179 | 251.4064
monodimensionnelles Lindaire | 256.9697 | 545.3400 | 94.4598 | 129.7790
avec le balayage video Spline | 247.6887 | 584.4232 | 89.2198 | 127.2953

Interpolation PPV | 434.9979 | 439.2668 | 66.1354 | 112.7425

monodimensionnelles Linéaire | 387.2452 | 411.3059 | 77.6091 | 97.7754
avec le balayage Hilbert Spline 387.8880 | 432.5634 | 80.7063 | 98.7404
Interpolation PPV 526.8661 | 791.5713 | 86.7887 | 160.2028
bidimensionnelles Linéaire | 183.1069 | 185.8091 | 24.2411 | 48.1322
Spline 166.0417 | 185.2037 | 20.6806 | 44.4683
Tableau 3.6 : Erreurs d’inpainting obtenues par les trois méthodes d’ interpolation sur les
images couleur

Interprétation desrésultats

Les résultats d’'inpainting obtenues par les trois méthodes d’interpolation mono et
bidimensionnelle avec les deux types de balayage pour les méthodes monodimensionnelles
sont mieux mis en évidence sur les images couleur. Ces résultats confirment ceux obtenus sur
les images en niveaux de gris & savoir que l'interpolation bidimensionnelle est plus
performante que I’interpolation monodimensionnelle et que I'interpolation linéaire et par les
splines cubiques est meilleur que I’ interpolation par PPV.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment appliquer les méthodes d’ interpolation
mono et bidimensionnelle pour reconstruire des parties mangquantes dans une image. Trois
méthodes d’interpolation (linéaire, PPV, spline) dans le cas mono et bidimensionnel ont été
testés. L’utilisation des méthodes d'interpolation monodimensionnelle nécessite la
transformation de I’image 2D en une fonction monovariable. Cette transformation est basée
sur le balayage de I'image selon un parcourt bien déterminé. Deux types de balayage (vidéo et
Hilbert) ont é&é aors comparés. Plusieurs tests faisant intervenir différentes images en
niveaux de gris ou en couleur avec différents domaines a interpoler ont montré d’une maniere
objective la supériorité des méthodes d’ interpolation bidimensionnelle et que le balayage de
Hilbert donne de meilleurs résultats que le balayage vidéo. Les tests ont également montré
que I'interpolation linéaire et par les splines cubiques donne de meilleurs résultats que
I"interpolation par PPV.
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4.1. Introduction

Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode d'inpainting basée sur les
équations de diffusion. Cette méthode consiste a adapter I’ équation de diffusion de la chaleur
afin de diffuser I'information depuis les zones ou cette information est disponible vers les
zones ou I’information est manquante. La diffusion de cette information s effectuera d’une

maniére isotrope ou anisotrope.

4.2. Principe del’inpainting par diffusion

Rappelons que le but de I’ inpainting consiste a restituer I’ information dans un domaine
D de I'image u(x,y) en diffusant I'information existante sur la frontiere de YD vers le
domaine D . Dans le cas général, la solution & ce probléme peut étre obtenue en résolvant une
EDP de diffusion dérivée de I'éguation de la chaleur avec une condition initiale et les

conditions aux limites de Neumann:

}-%(x, y,t) =div(f (Nu)) dansD

% u(x, y,t)| o = Uo (X, y,t)| D (4.1)
: u(x,y,00=0

;

f est une fonction dépendant du gradient de u. Autrement dit, la démarche adoptée pour
effectuer I'inpainting a base de I'EDP de diffusion consiste a parcourir le domaine a
reconstituer pixel par pixel et pour chague pixel détérioré dans I'image u,, on lui applique

I'éguation de diffusion qui sera explicité ci-dessous.

4.3. Inpainting par diffusion isotropique
Dans le cas d’'une diffusion isotropique, la fonction f est une fonction identité et
I’ équation (4.1) S écrira:

}%(x, y,t) =div(Nu) dansD

% U(X’ y’t)| o = Uo (X, Y, t)| D (4,2)
-:-u(x, y,00=0

t

Larésolution de cette équation d’ une maniere numeérigue nécessite le passage de I’ équation de
la chaleur du domaine continu au domaine discret. Pour cela, nous avons utilisé la méthode

basée sur les différences finies. On peut alors écrire :
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U~ div(Rivy = bu
1t
ut+l _ ut _ DJt

ot

lJt+l _ ut - (DJt)dt
u™t =u' +dt(Du") (4.3
Leterme (Du') représente le Laplacien de I'image al’itérationt, il est donné par I’ équation :

2 2
_fu, Tu (4.4)

En utilisant les différences finies, les deux termes du Laplacien sont approximés par :

&ﬂzug 5 U j F Ui g - 20,

: 4.5,
%2 5,,» Dx? (459

?ﬂg » ui,j+1+ui,j-1_ 2ui,j
ﬂyzaj [NZ

avec Dx et le pas de discrétisation suivant x et Dy est le pas de discrétisation suivant y .

(4.5.)

En remplacant ces deux termes par leurs expressions dans |'équation (4.4), on obtient

I’ équation suivante :

_ ui+1,j +ui-1,j - 2ui,j ui,j+l+ui,j-l_ 2ui,j
Du = E + D2 (4.5
En substituant I’ équation (4.5) dans I’ équation (4.3), on aura
al  +u..o-208 Ut L+ut L -2 6
t+1 _— ,,t i+1, ] i-1j i] i,j+1 ij-1 ij =
ut = +dtG + (4.6)

¢ D¢ oy
L’inpainting par diffusion isotropique consiste finalement a réitérer cette équation (4.6)
pendant un certain nombre d'itérations maximal (T, ), pour chague pixel de coordonnées

(@i,]) dudomaine D.

4.4. Inpainting par diffusion anisotropique
Contrairement a la diffusion isotropique, la diffusion anisotropique permet une
diffusion différente d'un pixel a un autre. Dans le cas d’'une diffusion anisotropique, la

fonction f prend laforme f = gQNuDNu et I’ équation (4.1) devient :
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}-%(x, y,t) = div(gqNuDNu) dans D

% u(x,y, t)|‘|]D = Uy (X, y,t)| D (4.7)
: u(x,y,0) =0

;

Lafonction g doit satisfait les conditions suivantes[12] :
9(0) =1 et lim g(k) =0
Perona et Malik ont proposé dans [12] les fonctions suivantes :

g(Nul) = exp(- (Nu|/k)?) (4.8)

g(|Nu|) = W (4.9)

k étant un parametre a fixer.

Ces fonctions permettent d’ effectuer une diffusion conditionnelle qui dépend du gradient de
I’mage. Cette diffusion est forte dans les zones a faible gradient et faible dans les zones a fort
gradient. Elle permettra, contrairement a la diffusion isotropique, de conserver les contours de

I’'image lors de la diffusion. Dans notre cas, nous avons utilisé la deuxiéme fonction.

Comme pour I éguation (4.2), larésolution de cette équation (4.7) est effectuée en utilisant les

différences finies. L’ équation récurrente qui en découle est:

t K1At t K1t t Kot t 1Al A
a&n; Nn;; +Cs ;Ns;; +Cwi,iji,j +Ce Ng | 0

ult=ul + dté 50 oy’ 2 (4.10)
avec

Cn/, —(uit_l]j - uf]j) Nnf, = g(Cnit_l’j Cnflj)

Cs; _(Uit+1,j Uit,j) Nsi; = g(Csitﬂ’j Csf’j) (4.12)
cw, _(Uit,j-l' Uut,j) N = g(C\NItJ 1" CWit,j) |
ce!; = (uf - uf, ) Ne', = glce! ., - Ce!))

Finalement, I'inpainting par diffusion anisotropique revient a réitérer le calcul de I’ équation
(4.10) pendant un certain nombre d'itérations maxima (T, ), pour chague pixel de

coordonnées (i, j) dudomaine D.
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4.5 Tests et résultats

Nous allons présenter dans ce paragraphe les résultats de I’ inpainting obtenues par la
diffusion. Les mémes images tests (en niveaux de gris ou en couleur) et les mémes critéres
d évaluation (erreur d'inpainting et temps de calcul), présentées dans le chapitre précédent,
sont utilisées dans ce paragraphe pour évaluer les performances de la méthode d’ inpainting
par diffusion. La méthode d’inpainting basée sur la diffusion dépend du coefficient dt, du

nombre maximal d'itérations T, et de la taille du domaine D a reconstruire ainsi que du

paramétre k pour la diffusion anisotropique.

4.3.1 Imagestests

La figure (4.1) montre les résultats de I'inpainting obtenues par la diffusion
isotropique et anisotropique. Dans les deux cas, le hombre maximal d'itérations est fixé
a 3000 et la valeur du coefficient dt est fixé a0.3. Par contre, dans le cas de I’ anisotropie, la
valeur du coefficient k varie selon I'image. Le tableau (4.1) regroupe les différentes valeurs

de I'erreur d’inpainting correspondantes.

Diffusion | Charrette| Lena | Perroquet | Ballon Bébé

| sotopique 58.3553 | 9.9886 | 92.0498 | 0.9837 | 22.8334
Anisotropique | 56.3576 | 9.6748 | 73.6828 0.9793 | 22.5110

Tableau 4.1 : Erreurs d'inpainting obtenues par diffusion sur lesimagestests.

Interprétation desrésultats

Comme on peut le voir sur la figure (4.1) les résultats d'inpainting obtenues par les
méthodes de diffusion isotrope et anisotrope sont appréciables. La diffusion anisotrope reste
Iégerement meilleure que la diffusion isotrope. Ces résultats sont meilleurs que ceux obtenus
par l'interpolation monodimensionnelle mais moins bons (sauf pour I'image "ballon) que
ceux obtenus par la méthode d'interpolation bidimensionnelle des splines cubiques (voir
Chapitre 3).
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k=66
Fig. 4.1: Résultats d’inpainting par la méthode de diffusion. Colonne 1 : Images tests.
Colonne 2 : Diffusion isotropique. Colonne 3 : Diffusion anisotropique.
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Chapitre 4 M éthode d’inpainting a la base de la diffusion

4.3.2 Influence dela taille du domaine D a reconstruire

Comme pour les méthodes d’ inpainting basées sur I’interpolation des fonctions, nous
avons étudié I'influence de la taille du domaine a reconstruire sur la qualité de I'image
reconstruite par la méthode de diffusion. L’évaluation des résultats est également effectuée
sur la méme image Lena présentant plusieurs domaines D de forme rectangulaire avec des
largeurs différentes. La figure (4.2) montre les images reconstruites par la diffusion
isotropique et anisotropique. Les erreurs calculées entre I'image originale et les images
reconstruites sont regroupées dans le tableau (4.2). Ces résultats sont obtenus avec parametres

suivants : T, = 3000, dt = 0.3. Lavaleur du coefficient k varie d’ uneimage al’ autre.

Diffusion | Taillel | Taille2 | Taille3 | Taille4
|sotopique | 1.9826 | 14.3839 | 21.8031 | 33.3923
Anisotropique | 1.9428 | 14.2262 | 21.8345 | 33.3852

Tableau 4.2 : Erreurs d'inpainting obtenues par la diffusion en fonction
lataille du domaine D .

Interprétation desrésultats

D’aprés ces résultats, on remarque que lorsgu’on augmente la taille du domaine a
reconstruire, les erreurs calculées entre I'image originale et les images reconstruites par
chague méthode augmente aussi. En comparant ces résultats avec ceux obtenus avec
I'interpolation bidimensionnelle que I'inpainting par diffusion est moins performante lorsque
la taille des domaines a reconstruire est petite mais plus performante lorsque la taille de ces
domaines est €levée. La diffusion anisotrope reste identique voir légérement meilleure que la

diffusion isotrope.

4.3.3 Influence du coefficient dt

La résolution d’une maniere numérique de I’ équation différentielle dans le cas de la
diffusion isotropique et anisotropique nécessite de fixer la valeur du coefficient dt. Nous
avons ainsi éudié I'influence de ce coefficient sur la qualité de I'image reconstruite. Le
tableau (4.3) montre les valeurs de I'erreur d’'inpainting en fonction de quelques valeurs du

coefficient dt . Ces résultats sont obtenus sur les images de la figure (4.2).
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k =115

Fig. 4.2: Reconstruction par ladiffusion de I'image test Lena
sur des domaines D de tailles différentes. Colonne 1 : Images tests.
Colonne 2 : Diffusion isotropique. Colonne 3 : Diffusion anisotropique.

Interprétation desreésultats

D’ apres ces résultats, on remarque que lorsqu’on varie la valeur du coefficient dt, les
erreurs calculées entre I'image originale et les images reconstruites par chague méthode
changent aussi. Cependant, il est toujours possible de trouver une valeur de dt qui minimise

I'erreur d'inpainting.

83

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

Chapitre 4 M éthode d’inpainting a la base de la diffusion

Diffusion dt Tallel | Talle2 | Taille3 | Taille4

0.0095| 1.9826 | 14.7123 | 27.0367 | 67.1108
Isotropique | 0.0150 | 1.9826 | 14.3839 | 21.8031 | 39.4011
0.1500 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9597 | 33.3923
0.3000 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9597 | 33.3923
0.5000 | 28.7049 | 53.9892 | 72.5499 | 85.3660
0.5100 | 131.0170 | 427.2621 | 594.7692 | 793.1662
0.0095| 1.9434 | 83.0062 | 142.7664 | 73.6888
Anisotropique | 0.0150 | 1.9428 | 32.8236 | 62.3809 | 40.9846
0.1500 | 1.9428 | 14.2262 | 21.8345 | 33.3852
0.3000 | 1.9428 | 14.2262 | 21.8345 | 33.3852
0.5000 | 1.9428 | 14.2262 | 21.8345 | 33.4108
0.5100 | 2.1064 | 14.5935 | 22.8590 | 159.5481

Tableau 4.3 : Erreurs d'inpainting obtenues par la diffusion en fonction du coefficient cf.

4.3.4 Influence du nombre d’itérations maximal (Tmax)

L’ équation de diffusion doit ére rétérée pendant un certain nombre d’itérations noté
Tmax. Or ce nombre doit étre fixé au préalable. Pour éudié son influence sur la qualité de la
reconstitution, nous avons déterminé I’ erreur d’inpainting en fonction de la taille du domaine
D a recongtruire sur les images Lena (Tableau 4.4). Le nombre maximal d'itérations est
étroitement lié au temps de calcul. Le tableau (4.5) regroupe le temps consommé par chague
méthode de diffusion en fonction du parametre Tmax et en fonction de la taille du domaine D

areconstruire.

Diffusion | Tmax | Taillel | Taille2 | Taille3 | Tailled
25 | 1.9826 | 18.1404 | 47.6526 | 122.1509
Isotropique | 150 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9344 | 33.0418
300 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9597 | 33.3857
400 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9597 | 33.3923
500 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9597 | 33.3923
1000 | 1.9826 | 14.3950 | 21.9597 | 33.3923
25 | 2.0115 | 178.0623 | 259.8463 | 147.6438
Anisotropique | 150 | 1.9428 | 14.8267 | 21.7479 | 33.0004
300 | 1.9428 | 14.2412 | 21.8221 | 33.3820
400 | 1.9428 | 14.2326 | 21.8302 | 33.3839
500 | 1.9428 | 14.2262 | 21.8345 | 33.3852
1000 | 1.9428 | 14.2262 | 21.8345 | 33.3852

Tableau 4.4 : Erreurs d inpainting obtenues par la diffusion en fonction du nombre maximal
d'itérations Tmax.
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Diffusion | Tmax | Taillel | Taille2 | Taille3 | Taille4
25 | 0.006 | 0.018 | 0.025 | 0.037
| sotropique 150 | 0.035 | 0.105 | 0.150 | 0.198
300 | 0.072 | 0.211 | 0.299 | 0.390
400 | 0.100 | 0.292 | 0.397 | 0.519
500 | 0.12 0.39 0.55 0.64
1000 | 0.245 | 0.698 | 0.975 | 1.265
25 0.20 0.25 0.27 0.30
Anisotropique | 150 | 0.25 0.41 0.53 0.63
300 | 0.33 0.70 0.92 1.01
400 | 0.39 0.85 1.10 1.46
500 | 0.45 0.92 1.22 1.85
1000 | 0.71 1.68 2.26 3.19

Tableau 4.5 : Temps de calcul en S obtenus par les méthodes de diffusion en fonction du
nombre maximal d'itérations T,__ et en fonction de lataille du domaine D areconstruire.

Interprétation desrésultats

Le tableaux (4.4) montrent que I’erreur d'inpainting varie en fonctionde T, mais au

dela d'une certaine valeur cette erreur reste constante. Ceci peut sexpliquer gqu'apres un
certain nombre d'itération I'information a diffuser reste toujours la méme. Le tableau et (4.5)
montre par contre que le temps de calcule augmente lorsque le nombre d'itérations augmente
méme si le taux de croissance reste faible.

En comparant ces temps de calcul avec ceux consommés par les méthodes
d'interpolation, on constate que I'inpainting est beaucoup plus rapide.

4.3.5 Influence du paramétre k dansle cas de la diffusion anisotropique
L’ éguation de diffusion anisotropique nécessite le choix du paramétre k. Le tableau
(4.6) donne quelques valeurs de I'erreur d'inpainting en fonction du paramétre k et en

fonction de lataille du domaine D areconstruire.

Diffuson | k | Taillel | Taille2 | Taille3 | Taille4
34 | 2.1125 | 14.2262 | 21.8345 | 33.7196
Anisotropique | 66 | 1.9428 | 14.3464 | 21.8946 | 33.4492
115 | 1.9688 | 14.3873 | 21.9170 | 33.3852
150 | 1.9740 | 14.3903 | 21.9407 | 33.4013
200 | 1.9781 | 14.3898 | 21.9476 | 33.4012

Tableau 4.6 : Erreurs d’inpainting obtenus par les méthodes de diffusion anisotropique en
fonction du paramétre k et en fonction de lataille du domaine D areconstruire.
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Interprétation desreésultats
Le tableau (4.6) montre les résultats d'inpainting ne varient pas d'une maniére
significative en fonction de paramétre k. Ce qui nous permet un choix plus aisé pour ce

paramétre.

3.4.6 Application sur desimages couleur

La figure (4.3) montre les résultats d’inpainting obtenus sur quelques images couleur
par la diffusion. Les erreurs d’inpainting correspondantes sont regroupées dans le tableau
(4.6).

1@’6‘

Fig. 4.3: Resultats d'inpainting des images couleur (1™ colonne), par la diffusion isotropique
(2°™ colonne) et anisotropique (3°™ colonne)
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Diffusion | Charrette | Perroquet | Lena Bébé

Isotropique | 182.1586 | 276.6157 | 31.2063 | 70.5644
Anisotropique | 176.2985 | 252.7351 | 30.2907 | 69.6626

Tableau 4.7 : Erreurs d'inpainting obtenues par la diffusion sur les images couleur

Interprétation desrésultats

Il est claire que les résultats d'inpainting sont mieux mis en évidence sur les images
couleur. Ces résultats confirment ceux obtenus sur les images en niveaux de gris a savoir la
diffusion anisotropique permet une meilleure reconstruction que la diffusion isotropique, que

I"interpolation bidimensionnelle est plus performante que I’ interpolation par diffusion.

4.4 Conclusion

Nous avons appliqgué dans ce chapitre une méthode dinpainting par diffusion
isotropique ou anisotropique de l'information contenu dans la frontiere du domaine a
reconstruire vers ce domaine. Le processus de diffusion est décrit par une EDP résolue par la
technique des différences finies. Plusieurs résultats obtenus sur des images en niveaux de gris
ou ont en couleur ont montré I'efficacité de cette approche a reconstruire des zones de
dimensions et de tailles différentes de I'image est manquante. Cette approche sest avérée plus
efficace par rapport a I'approche par interpolation monodimensionnelle mais moins
performante que celle basée sur I'interpolation bidimensionnelle. L'utilisation de la diffusion
pour l'inpainting sest avérée plus rapide par rapport a l'interpolation. Nous avons également
noté que la diffusion anisotropique permet une meilleure reconstruction que la diffusion

isotropique.
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Conclusion générale

Nous avons abordé dans ce mémoire le probléme de l'inpainting qui est formulé
comme un probléme de reconstruction de données dans une zone de I'image ou I'information
est supposée manquante. Ce probleme peut étre formulé mathématiquement sous forme
d'interpolation spatiale des valeurs de pixels inconnus de |’ image.

Nous avons appliqué deux différentes approches pour résoudre le probléme de
I'inpainting. La premiere est basée sur I’ interpolation des fonctions, la second sur le processus
de diffusion. Trois techniques d’interpolation: plus proche voisin, linéaire et splines cubiques
ont éé utilisées et comparées. Ces méthodes sont utilisées selon deux stratégies : la premiére
considére I'image comme une fonction monovariable tandis que dans la deuxieme, I'image est
considérée comme une fonction a deux variables. L’interpolation est alors
monodimensionnelle dans le premier cas et bidimensionnelle dans le deuxieme cas. Deux
types de balayage Vidéo et Hilbert ont é&é utilises afin de transformer une image
bidimensionnelle en une fonction monodimensionnelle. Dans la deuxiéme approche, nous
avons adapté le processus de diffusion isotropique et anisotropique afin de diffuser
I'information disponible ans une zone de I'image vers la zone ou l'information est supposée
manquante ou déeériorée. Le processus de diffusion est décrit par une EDP que nous avons
résolue par la méthode des différences finies.

Plusieurs tests faisant intervenir différentes images en niveaux de gris ou en couleur
avec différents domaines a interpoler ont montré d’une maniére objective la supériorité des
méthodes d’interpolation bidimensionnelle linéaire ou par les splines cubiques sur les
méthodes d’interpolation monodimensionnelle. L'inpainting par diffusion sest avérée plus
efficace par rapport a I'approche par interpolation monodimensionnelle mais moins
performante gque celle basée sur Il'interpolation bidimensionnelle. Cependant, I'interpolation
bidimensionnelle demeure lente et que ladiffusion présente un faible temps de calcul.

Ce travail peut é&re amélioré en diffusant non pas I'information niveau de gris ou
couleur mais plut6t I'information texture. Dans ce cas I'introduction de méthodes de synthése
de latexture est nécessaire.
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Quelques operateurs usuels

Gradient : le gradient et un vecteur qui correspond a ladirection et I’intensité de la
plus grande variation d'un scalaireu, il est noté comme suite :

fu

gradu=Nu = (E,L,
% X,

Lanorme du gradient est donnée par larelation suivante :

.2 ,
INul = aﬂ“% +ae'|£+ +L+ae'|1u
™ & g‘ﬂng ™ g

Laplacien : le Laplacien correspond ala divergence du gradient, soit alarégularité
d'un signal. |l est défini par laformule suivante :

DU—M+ﬂ YiL
x> X
Du = N.Nu

Divergence : Notons aussi la divergence d’ une fonction vectorielle
u = (u,(x),u,(x),L) ot xT W

div(u) = oy M
™ I
div(Nu) = Du.

Matrice Hessienne : Pour une fonction u dont les dérivées partielles secondes
existent, il existe une matrice Hessienne Hu que I'on calcule gréce alaformule
suivante :

2

gIu ¢ Tu?

(} ﬂxl ﬂxlﬂx -

2 -

Hu=¢ I 2w -
¢ T +

g ﬂzu ﬂzu -

g"ﬂx fix K W o

e I/ 1IA n @

Traced’ une matrice : latrace d une matrice est la somme des éléments de sa
diagonale, pour une matrice2” 2:
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bé
M :? g,trace(M):a+d.
c dg

Tenseur : untenseur T est une matrice N n qui est symétrique et demi-positive (ses
valeurs propres |, sont positives ou nulles, u. représente ses vecteurs propre). Un
tenseur peu s écrire

T=8!.uu'.

i=1
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