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Introduction générale

Les séries chronologiques constituent un outil fondamental en économétrie et en statistique
appliquée, permettant d’analyser 1’évolution temporelle de variables économiques, financieres
ou environnementales. Leur utilisation s’étend a des domaines variés tels que la prévision
macroéconomique, ’évaluation de politiques publiques ou 1’étude des marchés financiers.
L’importance des séries temporelles réside dans leur capacité a capturer des dynamiques
complexes et a révéler des relations structurelles entre variables.

Pour exploiter pleinement ces données, la notion de stationnarité est essentielle. Une série
est dite stationnaire lorsque ses propriétés statistiques (moyenne, variance, autocorrélation)
restent stables dans le temps. Cette hypothese est cruciale pour éviter des résultats fallacieux
dans les modélisations. Pour vérifier la stationnarité, des tests de racine unitaire tels que le
test de Dickey-Fuller augmenté (ADF), Phillips-Perron (PP) ou KPSS sont employés. Ces
outils permettent de détecter la présence de tendances stochastiques ou déterministes.

Lorsque plusieurs séries non stationnaires partagent une relation d’équilibre a long terme,
on parle de cointégration. Cette notion, introduite par Engle et Granger (1987)[8], ouvre
la voie a la modélisation des dynamiques conjointes via des modeles a correction d’erreur
(ECM). Les tests de cointégration (Engle-Granger, Johansen, Phillips-Ouliaris) exigent tou-
tefois que les séries soient intégrées du méme ordre, une contrainte restrictive dans de nom-
breuses applications empiriques.

Pour pallier cette limite, les modeles ARDL (Autoregressive Distributed Lag) ont été
développés. Leur flexibilité permet d’analyser des relations de court et long terme entre
variables intégrées d’ordres différents, sans nécessiter de prétests de cointégration. Le bounds
test de Pesaran et al. (2001)[16] et l'estimation par MCO/MYV en font un cadre robuste,
complété aujourd’hui par des approches bayésiennes pour mieux quantifier I'incertitude.

Dans ce mémoire, nous proposons une analyse approfondie de ces concepts et leur appli-
cation a des données réelles. Le premier chapitre introduit les séries chronologiques, rappelle
les concepts de stationnarité et présente les tests ADF, PP et KPSS. Le deuxieme chapitre
explore la cointégration, les modeles ECM et les tests associés (Engle-Granger, Johansen).
Enfin, le troisiéme chapitre détaille le modele ARDL, ses propriétés et son estimation (MCO,
MV, bayésienne), avant une application empirique sur des données macroéconomiques du Da-
nemark. Les résultats des tests de Johansen et du bounds test y sont comparés, mettant en
lumiere la cohérence des approches.



Chapitre 1

Notions générales sur les séries chronologiques

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Série chronologique

Les séries chronologiques, ou séries temporelles, constituent un outil fondamental pour
analyser ’évolution dynamique de phénomenes observés a intervalles réguliers. Leur utili-
sation traverse aujourd’hui une multitude de domaines : en économétrie pour modéliser la
relation entre variables macroéconomiques, en médecine pour suivre I’évolution de maladies
épidémiques, ou en démographie pour anticiper les tendances de population. Cette transver-
salité s’explique par leur capacité a décrire, expliquer et prédire des comportements temporels
complexes, en combinant rigueur statistique et interprétation contextuelle.

Définition 1.1.1. Une série chronologique (ou série temporelle) est une suite de variables
aléatoires {X;; t € T} ou l'ensemble T est un intervalle de temps qui peut étre discret ou
continue.

1.1.2 Composantes d’une série chronologique

Une série X; se décompose généralement en trois composantes principales

a. La tendance (T3)

La tendance (7;) représente I’évolution a long terme de la série étudiée. Elle traduit le
comportement « moyen » de la série dans le temps. La tendance peut prendre plusieurs
formes, telles qu’une fonction linéaire, polynomiale, exponentielle ou logarithmique, selon la
nature des données et des phénomeénes observés.

— Tendance linéaire
La tendance linéaire est la forme la plus simple de tendance. Elle peut étre estimée
a l'aide de la méthode des moindres carrés, ce qui revient a effectuer une régression
linéaire simple du type :
T, =a—+ bt

— Tendance quadratique
Elle est généralement modélisée par I’équation suivante :

T, = a+ bt + ct?



Chapitre 1 : Notions générales sur les séries chronologiques

— Tendance polyndémiale d’ordre q
Ty = b + byt + bot® + - - + b,t*

— Tendance logistique
La fonction logistique permet de modéliser des processus dont la croissance est limitée
par une valeur maximale c. Elle est souvent utilisée pour représenter des phénomenes de

saturation ou de croissance asymptotique. La forme générale de la tendance logistique
est la suivante :

n__ ¢
1+ be—at
ou :
— ¢ : valeur asymptotique maximale (capacité limite)
— a : parametre lié a la vitesse de croissance
— b : parametre lié aux conditions initiales
— e : base du logarithme népérien

b. La saisonnalité (S;)

La composante saisonniere S; représente les effets récurrents liés aux saisons météorolo-
giques (comme la production agricole ou la consommation de gaz) ou a des activités éco-
nomiques et sociales (fétes, vacances, soldes, etc.).Mathématiquement, ce sont des fonctions
périodiques, c¢’est-a-dire qu’il existe un entier p, appelé période, tel que :

St = Si4p pour tout t > 1

Au premier abord, cette composante est entierement déterminée par ses p premieres va-
leurs :

81, 82, 83, -+, Sp

c. La composante résiduelle

La composante résiduelle, ou résidu, notée généralement e;, représentent la partie non
structurée du phénomene. Elle est modélisée par une suite de variables aléatoires €;, centrées,
non corrélées et de méme variance.

1.1.3 Modélisation d’une série chronologique

Il existe trois types de schémas ou de modeles pour la décomposition des séries chronolo-
giques :

— Modele additif : La série temporelle Y; est exprimée comme la somme de ses compo-
santes :

V=T, + S +¢&

ou T; est la tendance, S; la composante saisonniere, et ¢; le terme d’erreur. Ce modele
suppose que I'amplitude des variations saisonnieres est constante dans le temps.
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— Modele multiplicatif : La série est représentée par le produit de ses composantes :
Y =T, x5 xX¢

Ici, les variations saisonniéres et les erreurs varient proportionnellement a la tendance,
ce qui signifie que 'amplitude des fluctuations augmente avec le niveau de la série.

— Modéle mixte : Ce modele combine des aspects additifs et multiplicatifs, par exemple :
Yy = (Ty x S) + &
ou la composante saisonniére agit de maniere multiplicative tandis que le terme d’erreur
est additif.
1.1.4 Opérateurs sur les séries chronologiques

Pour modéliser les processus stochastiques (et donc les séries chronologiques), on utilise
plusieurs opérateurs fondamentaux.

Opérateur retard (B) ou (L)

On note indifféremment B (Backward) ou L (lag), l'opérateur retard qui décale le pro-
cessus d’'une unité de temps vers le passé.

B(X,) = X
Si on applique n fois cet opérateur, on décale le processus de n unités de temps.

B(B(...B(X,)...)) = B"(X,) = X,_,

n fois

Opérateur d’avance (F)

L’opérateur d’avance (Forward Shift Operator), généralement noté F ou parfois B~! ou
L1, est I'opérateur dual de 'opérateur retard. Il décale la série d’'une unité vers le futur.

F(X,) = Xp1
Si on applique n fois cet opérateur, on décale le processus de n unités de temps.

F(F(...F(X))...)) = F"(X;) = Xisn

n fois

Opérateur différence (A)

L’opérateur différence A mesure I’écart entre un processus et sa valeur décalée d’'une unité
de temps. Il se définit a l'aide de l'opérateur retard (B) et de 'opérateur identité (I).

A(Xt) — Xt - Xt—l — Xt - B(Xt)
< A=I1-B

ou

I1(X:) = X,
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Dans certains ouvrages A est noté V.
Propriétés de 'opérateur différence A

— Elimination des tendances
L’opérateur A élimine les tendances linéaires. Pour un processus de la forme :

X; = at + b+ E; (E; est stationnaire)

on a
A(Xt> - Xt — thl — (at + b + Et) - (&(t - 1) + b + Etfl) =a + (Et - Et71>

Le résultat a+(FE; - F;_ 1) est stationnaire (la tendance linéaire at est supprimée).
De facon générale, opérateur A? élimine les tendances polynomiales de degré d. Par
exemple, pour une tendance de degré 2 :

X, =at> + bt + c+ E;,

on a :
A*=(I-B)?=1-2B+ B

et donc
AQ(Xt) = Xt — 2Xt—1 + Xt—2 = ...= 2& + (Et — 2Et—1 + Et—Q)

— Elimination de la saisonnalité
L’opérateur de différence saisonniere A, = (I — B¥) est utilisé pour éliminer une sai-
sonnalité de période w ( w est un entier, comme 12 pour des données mensuelles).
Si on a un processus de la forme

Xiwtj = 8j + Erwy;  (E; stationnaire).

Ay (Xpwts) = (I = BY)(Xiwsj) = Xpwts — Xp—1)wtj
= (Sj + Ekw+j) - (Sj + E(k—l)w+j)
= Ekarj - E(k—l)w—i—j

- Résultat :La saisonnalité s; est éliminée, ne laissant que la composante aléatoire
stationnaire.

1.1.5 Processus Bruit Blanc (White Noise Process)

Définition 1.1.2. "Bruit blanc faible"
On dit de la suite de variables aléatoires () qu’elle constitue un bruit blanc faible si elle
vérifie les propriétés suivantes :

— FEspérance nulle :

— variance constante :
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— Absence d’autocorrélation :
cov(e,es) =0 si t#s

Définition 1.1.3. "bruit blanc fort"
On dit que (g¢) est un bruit blanc fort s’il est un bruit blanc faible et que les variables
aléatoires (v.a) (g;) sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).

Remarque 1.1.1. Tout bruit blanc faible gaussien est un bruit blanc fort.

1.1.6 La stationnarité

Une propriété importante des séries chronologiques est la stationnarité. La stationnarité
est une caractéristique d’une série chronologique qui implique que le comportement de la
série ne dépend pas du temps. En particulier, on dit quune série (X;)cz est stable si elle ne
présente ni tendance saisonniere, ni tendance a la hausse ou a la baisse. Plus formellement,
on distingue deux types de stationnarité :

Définition 1.1.4. on dit qu’une série temporelle X, est fortement stationnaire si la loi est
invariante par translation dans le temps.

Vk, V(tl, tg, PP ,tk), ,C(th,th, e ,th) = E(Xt1+h, Xt2+h7 P 7th+h)

La notion de stationnarité forte est généralement beaucoup trop forte pour les applications.
Dans la pratique, il est habituellement suffisant de considérer des modéles faiblement sta-
tionnaires (ou stationnaires du second ordre), pour lesquels seules la moyenne, la variance
et la covariance (4 décalage fixe) sont constantes dans le temps.

Définition 1.1.5. Une suite {X; : t > 0} de variables aléatoires est dite stationnaire du
second ordre si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout t, B(X?) < +00.

2. Pour tout t, B(X;) = u, indépendante de t.

3. Pour tout t et pour tout h, cov(Xy, Xy1n) = v(h) est indépendante de t.

1.1.7 La non stationnarité

La plupart des séries économiques sont non stationnaires, c¢’est-a-dire que le processus qui
les décrit ne vérifie pas au moins 'une des conditions de la définition d’un processus station-
naire du second ordre. Cela conduit a distinguer deux types de processus non stationnaires :

— les processus TS (Trend Stationary);

— les processus DS (Difference Stationary).

Processus TS

On dit que le processus Y; est caractérisé par une non-stationnarité déterministe, ou encore
que le processus Y; est TS (Trend Stationary), s’il peut s’écrire :

Yt:f(t)"{'zt

ou f(t) est une fonction déterministe du temps (par exemple une tendance linéaire), et Z;
est un processus stationnaire du second ordre.

11
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Processus DS

On dit que le processus Y; est caractérisé par une non-stationnarité stochastique, ou encore
que le processus Y; est de type DS (Difference Stationary), si le processus différencié une
fois, (1 — L)Y}, est stationnaire.

On parle aussi de processus intégré d’ordre 1, ce que l'on note Y; ~ I(1) :

(1—-L)Y, =7, quiest Stationnaire = Y,=Y, 1+ 7,

1.1.8 Fonction d’autocovariance

La fonction d’autocovariance mesure la dépendance linéaire entre deux valeurs d’une série
temporelle a différents instants. Pour un processus stochastique stationnaire { X;} se moyenne
constante u, la fonction d’autocovariance au retard k est définie par :

(k) = Cov(Xy, Xip) = B[(Xy — p)(Xop — )]

Propriétés essentielles

Les propriétés importantes de la fonction d’autocovariance sont :
7(0) = Var(X;) (Variance du processus)
v(=k) = v(k) (fonction paire)

[v(k)] < ~(0)
Cette fonction est essentielle pour identifier la structure de dépendance temporelle dans
un modele et pour la construction de modeles ARMA/ARIMA.

1.1.9 Autocorrélations simples et partielles
Autocorrélation simple

L’autocorrélation simple (ou fonction d’autocorrélation — ACF) mesure la corrélation
entre les valeurs d’une série a différents retards (lags). La fonction d’autocorrélation pour un
processus X; au retard k est définie par :

p(k;):l(—k2 VkeZ

7(0)’

Avec

p0)=1 et |o(h)] <1

On définit la matrice de corrélation (de dimension m) de la maniere suivante :

1 p(1) p(2) p(m — 1)

p(1) 1 p(1) p(m —2)

R(m)=1| p(2) p(1) 1 p(m —3)
p(m—=1) p(m—2) p(m—3) 1

12
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La fonction autocorrélation partielle

La fonction d’autocorrélation partielle mesure la liaison linéaire entre Y; et Y;_,, une fois
retirés les effets transitant par les variables intermédiaires Y; 1,...,Y; pi1.

Le coefficient d’autocorrélation partielle d’ordre h, noté r(h), est défini comme le coeffi-
cient de corrélation entre :

}/t - ]E(}/t | Ylf—l? s 7)/t—h+1) et
Yioh —E(Yien | Vi1, -, Yicnt)

Autrement dit, 7(h) mesure la corrélation entre les résidus obtenus apres avoir retiré effet
des variables intermédiaires. C’est également le coefficient de Y;_; dans la régression de Y;
sur }/;5—17 s 7}/t—h+17 }/t—h'

Dans le cas d'un processus stationnaire, le coefficient d’autocorrélation partielle d’ordre
h peut étre calculé a I’aide des déterminants de matrices de corrélations. On a :

[R*(h)]

)= TRn)

ou R(h) est la matrice de Toeplitz symétrique définie comme suit :

1 p(1) p(h—1
1 1 h—2
R(h) = p(1) ! p
p(h—1) ph—2) ... 1
et R*(h) est la méme matrice ou la derniére colonne est remplacée par :
p(1)
p(2)
p(h)
Par exemple :
r(1) = p(1)
2) — p(1)?
7A(Q)Zp()p()
1—p(1)

Ainsi, le coefficient d’autocorrélation partielle a 'ordre 1 est simplement égal a 'auto-
corrélation simple. Pour des ordres supérieurs, I'autocorrélation partielle corrige les effets de
transitivité en supprimant 'influence des observations intermédiaires.

1.1.10 Les modeles autorégressifs

Un modele autorégressif (AR) est un modele statistique utilisé en analyse de séries tem-
porelles dans lequel la valeur actuelle d’une variable est exprimée comme une combinaison
linéaire de ses valeurs passées, plus un terme d’erreur aléatoire.

13
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Définition 1.1.6. Un processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p), est donné par :

Xe=c+pi X1+ Xp o+ -+ p Xy + &t

ot @1, ..., pp sont les parametres du modele, "c” est une constante, et e, un bruit blanc.
En utilisant ["opérateur des retards L, on peut écrire le modele :

(1—@1L—Q02L2—"'—QOPLP)Xt:C‘i‘gt
= @(L)Xt = &t
La stationnarité d’un processus AR(p)
Soit (X;) un processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p). Ce processus est dit stationnaire
si toutes les racines du polynéme caractéristique (L) sont de module strictement supérieur
a l.
Cas d’un AR(1)

Considérons le processus autorégressif d’ordre 1 :
X =pXi1+e&
On peut réécrire le modele avec 'opérateur retard L :
(1—pLl)X; = ¢
Le polynome caractéristique est alors :

o(L)=1— L

Condition de stationnarité
Le processus est stationnaire si toutes les racines du polynéme caractéristique sont de
module strictement supérieur a 1. Résolvons :

1
o(L)y=0 = 1—¢pL=0 = L=-—
%2
on conclure donc :

1

>1 & Jp|<1

Le processus AR(1) est stationnaire si et seulement si :

o] <1

Exemple 1.1.1. Soit o = 0,7 et &, ~ N(0,1).
Le processus :
Xe=0,7X¢1+&

est stationnaire, car || = 0,7 < 1.

1.2 Tests de stationnarité

Les tests de stationnarité sont des méthodes statistiques utilisées pour déterminer si une
série temporelle est stationnaire ou non, il existe plusieurs tests sur la stationnarité, les plus
utilisés étant le test de Dickey-Fuller augmente (ADF), le test de Phillips-Perron (PP), le
test de Zivot-Andrews (ZA) et le test de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS).
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Chapitre 1 : Notions générales sur les séries chronologiques

1.2.1 Test de Dickey-Fuller Augmenté (ADF)

Le test de Dickey-Fuller augmenté (Augmented Dickey-Fuller, ADF) est un test statistique
utilisé pour déterminer si une série temporelle posséde une racine unitaire, c¢’est-a-dire si elle
est non stationnaire. Il a été développé par Dickey et Fuller en 1981([6]) ; il s’agit d'une version
améliorée du test de Dickey-Fuller standard, congue pour prendre en compte les corrélations
sérielles d’ordre supérieur dans les données. Pour comprendre comment fonctionne ce test,
il faut analyser la reparamétrisation du modéle.

Considérons une série temporelle Y; modélisé par un processus AR(1)

Yi=a+pYia+e

on a

e Si p = 1, la série a une racine unitaire (non-stationnaire).
e Si |p| < 1, la série est stationnaire.

Le test Dickey-Fuller classique test I'hypothese :

e Hy : p =1 (racine unitaire).

e H : |p| <1 (stationnaire).

Le test ADF réécrit le modele en différence premiere :

AY;=a+(p— 1Y + &
En posant ¢ = p — 1, on obtient :
AYi=a+ oY, 1+

Les hypotheses de test ADF deviennent :

e Hy: ¢ =0 (il existe une racine unitaire).

o Hy : |p| <0 (la série est stationnaire)

Généralisation au cas AR(p)

Pour un processus AR(p), I’équation de test ADF devient :

p
AY, =a+ oY1 — > 7AYj + & (1.2.1)
j=1

Formulation du modéle
Il exist trois versions du modele :

1. Modeéle sans constante ni tendance

p
AY; = @Y1 — Z%’AY;% + &t
i=1
2. Modeéle avec constante
p
AY; =a+ oY,y — Z%A}/tfi + &t
i=1
3. Modeéle avec constante et tendance

p
AY, = a+ ft+ oY, — Z%’Ayt—i + &

=1
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AY; =Y, - Y, est la différence premiere de la série, ¢ est le coefficient clé (si ¢ = 0, la série
a une racine unitaire, 7; sont les coefficients des différences (ajouter pour corriger 'autocor-
rélation), p est le nombre de retards.

Statistique de test
Pour tester I'hypothese nulle Hy : ¢ = 0, Dickey et Fuller (1979)([5]) ont proposé la statis-
tique studentisée suivante :

tn - Ln/\
Std(¢,)
ol Std(q@n) est un estimateur de 1’écart-type de 'estimateur des moindres carrés ordinaires
On.
Distribution non standard
Sous I'hypothese nulle, cette statistique ne suit pas une loi de Student standard, méme

asymptotiquement. La véritable loi asymptotique est tabulée dans Fuller (1976)([5]) et est
la suivante :

W2(1) — 1

t, ~
2 Uol W?2(s) ds}

T (1.2.2)

ou W (-) désigne un mouvement brownien standard sur 'intervalle [0, 1].

La décision de rejeter ou non ’hypothese nulle dépend de la comparaison de la statistique
observée avec ces valeurs critiques.

Pratique du test
L’application du test de Dickey-Fuller augmenté se fait comme suit :

Etape 1 : Estimation du modéle avec constante et tendance
(modele 3)
On estime le modele suivant :

p
AY, = a+ ft+ oY, — Z%’AYt—i + &

=1

On teste si le coefficient de la tendance [ est significativement différent de zéro (test de
Student).
Si la statistique calculée tcae > tian, alors 3 est significatif : on rejette Hog : 8 = 0.
Sinon, on accepte Hog.
On teste ensuite I'hypothese Hy : ¢ = 0 (présence d’une racine unitaire).

— Si la statistique associée a ¢ est supérieure a la valeur critique, on accepte Hy : la série
est non stationnaire, mais peut étre stationnarisée en retirant la tendance.

— Sinon, on rejette Hy : la série est stationnaire.

Si 8 n’est pas significatif, on passe a 1’étape 2.

Etape 2 : Estimation du modéle avec constante seulement
(modéle 2)
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On estime le modéle suivant :

P
AY; =a+ oY1 — Z%‘AY}% + &t

i=1
On teste si la constante « est significative.

— Si teale > tiap, alors a est significative, et on procede au test de racine unitaire sur ¢.

— Si la statistique de test est supérieure a la valeur critique, on accepte Hy : la série est
non stationnaire. une différenciation est nécessaire.

— Sinon, on rejette Hy : la série est stationnaire.

Si o n’est pas significative, on passe a ’étape 3.

Etape 3 : Estimation du modéle sans constante ni tendance
(modéle 1)
On estime le modele suivant :

'4
AY, = oY1 — Z%’AYt—z‘ + &
i=1
On teste 'hypotheése Hy : ¢ = 0 (présence d’une racine unitaire).

— Si la statistique est supérieure a la valeur critique, on accepte Hy : la série est non
stationnaire (différenciation nécessaire).

— Sinon, la série est stationnaire.

1.2.2 Test de Phillips-Perron (PP)

Le test de Phillips-Perron (1988)([21]) est une méthode statistique utilisée en économétrie
pour déterminer si une série temporelle possede une racine unitaire (non-stationnaire). Il offre
une alternative au test de Dickey-Fuller pour traiter la corrélation sérielle dans les erreurs
du modele. Contrairement au test ADF, qui ajoute des retards des différences de la variable,
le test de Phillips-Perron applique une correction non paramétrique aux statistiques du test.
Cette correction permet de tenir compte de 'autocorrélation et de I’hétéroscédasticité sans
modifier la structure de I’équation estimée. Les statistiques obtenues ont la méme distribution
asymptotique que celles du test de Dickey-Fuller.

Considérons une série temporelle ¥; modelisé par un processus AR(1)

Yi=a+pY, 1 +¢ (1.2.3)
Hypotheses du test

Les hypotheses du test sont les suivantes :

« Hypotheése nulle H; : p = 1 (la série posseéde une racine unitaire, c’est-a-dire qu’elle
est non stationnaire)

« Hypotheése alternative H; : |p| < 1 (la série est stationnaire)

17



Chapitre 1 : Notions générales sur les séries chronologiques

Les statistiques du test
Le test de Phillips-Perron propose trois statistiques du test selon la présence d’une constante
ou d’une tendance, pour tester ’hypothese nulle de racine unitaire (p = 1).
Pour le modele (1)
Yi=pYi 1 +é

La statistique ¢ de Phillips-Perron pour p (I'estimateur de p) est donnée par :

(5. 1 52, — 5
Z(t”)_<6Tl>t” 260, (T - gzthfl)m e

oll 52 est l'estimateur de la variance “court terme” de ¢; :
1 T

A2 A2
2 =_5 ¢ (1.2.5)
T t=2 '

et 6%, est estimateur de la variance “long terme” de &; (voir Newey et West (1987)[17]) :

6 =8+ Z( l+1> Z Eréis. (1.2.6)

t=s+1
Les tests de Dickey-Fuller apparaissent ainsi comme des cas particuliers des tests de
Phillips-Perron, si §* = 6%,.
Pour le modele (2)
Yi=a+pYi1+e

les statistiques sont les suivantes :

B i .1 2 2
Z (tp) — (~3 )tp -3 o — S > (1.2.7)
om o (7= 250, (Vi = V1))
. 5V , 1 VT (53, = 3) o Yion
Z (ta) = <5Tl> la + B X 72 (1.2.8)

o (T2l (7)) (B2

ol 67, et §* sont donnés respectivement par (4) et (5), en substituant & a & et en
supposant que Y_; = (T — 1)' L, Y, 4.
Pour le modele (3)
Yi=a+ Bt +pYi1 +e&

les statistiques sont données par :

* S* * T3 0-;2] _ 8 *2
Z(t) = (%) th— W3 Do (1.2.9)

(1.2.10)

) = < 5" ) o TVT (07 = 5”) Ty Vi
- 1/2°
43032 D,y <12Dm + T3 (2, Vi) )}
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* T ST Yy Y — 25, 1Y
7 (ty) = (S )t;; VT o = o) (T Xl Yir 250 i) (1.2.11)

* — 1/2 )
oTi 4 [UTij ;F:Q(Yt—l - Y—1>2}

avec D,, étant le déterminant du produit intérieur de la matrice de données avec elle-
méme, c’est-a-dire :

T(T? - 1)

T T 2
Dm:uZYf_l—T<Zth1> +T(T+1 Zth 1ZYt 1—
t=2 t=2

T(T +1)(2T +1

(Z Y, 1>2 (1.2.12)

olt 05% et s*? sont donnés respectivement par (1.2.5) et (1.2.6) en remplacant &; par ;.
Généralement, on prend : [ = O(T/*). Schwert (1989)[24] suggere de calculer les statis-
tiques de Phillips-Perron pour deux valeurs de [ :

‘ T 1/4 T 1/4
Iy = int [4 (100) ] et 1o = int [12 (10()) ] (1.2.13)

ou la notation int[x] désigne la fonction partie entiére qui retourne le plus grand entier
inférieur ou égal a z. Pour conclure, notons que si [ = 0, les tests de Phillips-Perron se
réduisent aux procédures simplifiées de Dickey-Fuller.

1.2.3 Test de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS)

Contrairement aux tests classiques, le test KPSS, proposé par Kwiatkowski et al. (1992)([16]),
formule comme hypothese nulle la stationnarité de la série temporelle, contre 'alternative
de l'existence d’une racine unitaire (non-stationnarité). La série temporelle est modélisée
comme la somme d’une tendance déterministe, d’'une marche aléatoire et d’une composante
stationnaire. L’hypothese nulle de stationnarité revient a supposer que la variance de la
marche aléatoire est nulle. La série temporelle Y;, pour t = 1,... T est générée selon :

§/t =at+r1+¢&;
ou :
at : Tendance détermlmste linéaire

re =11+ up (ug A " (0,62%)) : Marche aléatoire
g, ~ N(0,02) : Bruit blanc stationnaire

Hypotheses de test

« Hypothése nulle (Hy) : 02 = 0, donc r; est constant, ce qui implique que Y; est
stationnaire autour d’une tendance (ou d’un niveau si o = 0).

« Hypothése alternative (H;) : 02 > 0, donc r; suit une marche aléatoire. Y; est non
stationnaire.
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La statistique de test

Kwiatkowski et al. (1992)(][16]) proposent d’utiliser un test du multiplicateur de Lagrange
(LM) pour tester ’hypothése nulle de stationnarité, c’est-a-dire o2 = 0. La statistique LM
est alors donnée par :

1 T
LM = 5> 5; (1.2.14)

g t=1
ou S; est la somme partielle des résidus e; définie par :

t
St:Zei, tzl,,T
i=1
et 62 est un estimateur de la variance des résidus e;.

Il est important de noter que la statistique LM a été dérivée sous I’hypothese que les
erreurs ¢; sont indépendantes et identiquement distribuées selon une loi normale N(0, o2).
Cependant, cette hypothese est souvent irréaliste et le test KPSS suppose que les ¢; satisfont
aux conditions de régularité de Phillips et Perron (1988)(]21]), afin de permettre des formes
générales de dépendance temporelle.

Comme dans le test de Phillips-Perron (1988)([21]), la variance & long terme est définie par :
E(ST)

0'2 = lim —~.
T—00 T

Un estimateur de o2 est donné par :

) 1 L, ! s T
6Tl:TZet—|—2Z(1— ) Z €1ei—s.
t=1 s=1

l + 1 t=s+1

Comme on peut le voir dans (1.2.12), le dénominateur de la statistique LM est 62. Cependant,
lorsque les erreurs ne sont pas i.i.d., le dénominateur approprié est un estimateur de o2 au
lieu de o2.

Dans ce cas, il existe deux statistiques de test
Considérons d’abord le cas stationnaire au niveau. La statistique de test est donnée par :

T2T

7.5

0Ty =1

Ny =
la distribution limite de cette statistique est la suivante

1
nu%/o V2(s) ds

ou V(s) est un pont brownien standard.
Considérons maintenant le cas de tendance stationnaire. La statistique de test s’écrit :

=525

avec



Chapitre 1 : Notions générales sur les séries chronologiques

ou Va(s) est le second pont brownien, donné par :
1
Vals) = W(s) + (25 — 3)W (1) + (—6s + 652)/ W(x) de
0
ou W(s) étant un mouvement brownien standard.

Kwiatkowski et al. (1992)([16]) ont tabulé les valeurs critiques pour les deux statistiques
de test n, et n,.
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Chapitre 2

La cointégration linaire

2.1 Introduction

Le comportement des données économiques en séries temporelles a été étudié de diverses
manieres a l'aide de différents outils statistiques et économiques. La plupart des données
économiques sont collectées sous forme de séries chronologiques et présentent souvent des
tendances non stationnaires, ce qui complique leur analyse et peut conduire a des résultats
statistiques trompeurs, tels que les régressions fallacieuses.Une régression fallacieuse se pro-
duit lorsqu’il semble exister une relation statistiquement significative entre des variables,
alors qu’en réalité ces variables ne sont pas liées. Une solution classique pour traiter la non-
stationnarité est la différenciation des séries, mais cette transformation peut entrainer une
perte d’informations importantes sur les données, ce qui constitue un probléeme.Pour sur-
monter cette difficulté, la notion de cointégration a été développée et est aujourd’hui un
outil fondamental en économétrie des séries temporelles, introduite par Granger (1981) et
développé par Engle et Granger (1987)([8]), la cointégration permet de détecter et de modé-
liser des relations d’équilibre a long terme entre des variables non stationnaires. Ce concept
repose sur l'idée que plusieurs séries, bien que non stationnaires individuellement, peuvent
former une combinaison linéaire stable et stationnaire, traduisant ainsi une relation écono-
mique durable. La cointégration offre ainsi un cadre rigoureux pour analyser les interactions
dynamiques entre variables économiques, tout en évitant les écueils des analyses classiques
appliquées a des données non stationnaires.

Définition 2.1.1. Deuz séries non stationnaires Y; et Xy, intégrées d’ordre 1 (notées I1(1)),
sont dites cointégrées s’il existe une combinaison linéaire de ces variables qui soit station-
naire (i.e., 1(0)).

Y —aX; —b=¢ ~ 1(0) (2.1.1)

Danc ce cas on note

X,, Y ~ CI(1,1)
De maniére générale, si X; et'Y; sont deux séries I(d), alors il est possible que la combinaison
linéaire

&t = }/t — aXt —b
ne soit pas I(d) mais I(d —b) ou b est un entier positif (0 < b <d). Le vecteur (1, —a,—b)
est appelé vecteur de cointégration. Les séries sont alors cointégrées (X, Yy ~ C1(d,D)).
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Exemple 2.1.1. Soient deuz séries temporelles X; et Y; telles que :
Xy =X 1 4+uw avec ug ~N(0,1)
Y, =2X,+5+¢ avec & ~ N(0,0.5)

X, etY, sont des marches aléatoire, elle sont intégrées d’ordre 1.Cependant, la combinaison

linéaire suivante :
Y, —2X, —5=¢,~1(0)

est stationnaire, donc Xy et'Y; sont cointégrées de vecteur cointégrant (1, -2, -5).

2.2 Modéele a correction d’erreur

Un modele a correction d’erreur (MCE) est un modeéle économétrique utilisé pour analyser
des séries temporelles non stationnaires mais cointégrées, c’est-a-dire liées par une relation
d’équilibre de long terme. Le MCE permet de modeliser conjointement les dynamiques de
court terme (représentées par les variables en différence premiére) et de long terme (repré-
sentées par les variables en niveau) .

Le modele a correction d’erreur peut s’écrire sous la forme suivante :

A}/t = ’)/AXt + (5(}/15_1 - CLXt_l - b) + (221)

avec
v; est un bruit blanc

et 0 < 0 pour assurer un retour vers 1’équilibre de long terme.
La dynamique de court terme s’écrit :

}/t = Qg + 0415/15_1 + OéQXt + OégXt_l + (222)
La dynamique de long terme s’exprime de la maniere suivante :
Y; = CLXt + b+ Et (223)

car a long terme on a Y; 1 =Y, , X;_1 = X; et la dynamique de court terme devient a long
terme,

Y =ap+ 1Y, + an Xy + a3 X + vy
(1 —aq)Y; = (ag+ a3) Xy +ag + vy
On obtient alors,
Y,=aX;+b+¢
o,

a= o

Qotaz p _— _%0
l—aq °

l—aq 7 1—aq ? €& =

Le MCE s’obtient a partir de la dynamique de court terme :
Yi=ag+ar1Yi 1 +aoXy +a3X; 1 + vy

Yi— Y a=ataYi 1 — Y +aeXy — X+ Xy +a3Xi g+
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AY; = (Oél — 1)}/15_1 + OéQ(Xt — Xt—l) + (7)) + (062 + Oég)Xt_l + UVt

AY; = (a1 = 1)Y1 + ao( Xy — Xpo1) +ap + (a0 + a3) Xiq + vy

1—ay l—a1

AY; = —(1—-aq) <Y;f—1 — Qtaz i, -0 ) + @ AX; + vy

AY; = yAX; + 0 (Yimy — aXy—1 — D) + vy
On,

. _ _ a2+to .«
ay=7y, 0=—(1—-0q), a=92t8  }p=_90
1—aq 1—oa1

2.3 Tests de cointégration

Pour tester I’existence ou non de la cointégration entre séries, la littérature économétrique
fournit plusieurs tests ou approches dont le test de Engle et Granger (1987)([8]) ceux de
Johansen (1988,1991)([10],[12]) et Johansen et Juselius (1990)([11]) , et celui de Pesaran et
al. (1997)([19]) et Pesaran et al. (2001)([20]). Dans ce qui suit, nous allons décrire certains
de ces tests usuels.

2.3.1 Test de cointégration de Engle et Granger (1987)

Le test de Engle et Granger (1987)([8]) est une méthode statistique utilisée pour vérifier s’il
existe une relation d’équilibre de long terme entre deux séries temporelles non stationnaires
mais intégrées du méme ordre (généralement (1)), ce test s’effectue en deux étapes.

— Etape 1 : Vérification de I'ordre d’intégration des deux variables :
Les séries doivent étre intégrées de méme ordre (par exemple ,I(1)).11 convient donc de
vérifier 'ordre d’intégration des chroniques étudiées le test de Dickey-Fuller (simple et
augmenté) est recommandé pour cette étape.Si les séries ne sont pas intégrées de méme
ordre , elles ne peuvent pas étre cointégrées, donc la procédure s’arréte a cette premeire
étape.

— Etape 2 : Estimation de la relation & long terme :
Si les séries sont I(1) :

Xi— I(1), YVi— I(1)

La relation de long terme est estimée par les moindres carrés ordinaire (MCO) :
Yi=a X, +b+ g

On extrait les résidus é;, puis on applique un test de racine unitaire (comme le test de

Dickey-Fuller augmenté, ADF) sur les résidus estimés.

Hypotheses de test

« Hypothese nulle (Hy) : Les résidus é; sont non stationnaires (présence d’une racine
unitaire) — il n’y a pas de cointégration.

« Hypothese alternative (H;) : Les résidus sont stationnaires, donc il existe une rela-
tion de cointégration.
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Pour que les séries soient cointégrées, alors les résidus é; doivent étre stationnaires,

On a
6 =Y, —aX,—b~I(0)

On remarque ici que la relation porte sur les résidus estimés et non pas sur les « vrais
» résidus de I'équation de cointégration. Par conséquent, nous ne pouvons pas nous
référer aux tables de Dickey-Fuller pour mener le test de stationnarité. Il faut regarder
ici les tables de MacKinnon.

Si les résidus sont stationnaires, un modéle a correction d’erreur(MCE) peut étre établi,
intégrant les variables a la fois en niveaux et en variations. Le MCE permet d’obtenir
des prévisions plus fiables que la simple relation de long terme, grace a sa capacité a
courriger les effets de non-stationnarité.

2.3.2 Test de cointégration de Johansen (1988)

Le test de cointégration de Johansen (1988)([10]) est une méthode économétrique utilisée
pour déterminer le nombre de relation de cointégration entre plusieurs séries temporelles.
Contrairement a I'approche d’Engle et Granger, qui ne permet de vérifier la cointégration
qu’entre deux séries. Le test de Johansen peut identifier plusieurs vecteurs de cointégration,
ce qui en fait un outil puissant pour ’analyse multivariée.

Avant de procéder au test de cointégration, il est nécessaire de vérifier que les séries tem-
porelles sont intégrées d’ordre 1. Si le test de stationnarité montre que les séries sont intégrées
d’un méme ordre, il y a alors risque de cointégration. On peut envisager I'estimation d’un
modele vectoriel a correction d’erreur (VECM). Pour ce faire, on commence par déterminer
le nombre de retards p du modele VAR(p) a l'aide des criteres d’information (Akaike et
Schwarz).

Considérons un vecteur X; contenant N variables intégrées d’ordre 1 (I(1)). La représen-

tation VAR(p) de X; est :

Xt = Althl + AQXt,Q + -+ Apthp + &¢ (231)

Exemple 2.3.1. un modeéle VAR(2) est composé de deux variables (Xqy, Xot) pour Xy avec

p =2 retards :
Xt = AlXt—l + AQXt_Q + &t (232)

ol :
X, € R? est un vecteur de deuz séries temporelles
Ay, Ay sont des matrices 2 X 2

g est un bruit blanc multivarié
Tt 11 Qa2 T1t—1 14 Qis T1,t—2 €1t
= + +
Lot G21 Q22 Tot—1 Q24 Ags T2t—2 €t
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On peut réécrire le modele VAR(2) sous forme d'un VECM ("Vector Error Correction
Model").On d’abord écrit le modele VAR(2) en différence premiere.
On soustrait X;_; des deux cotés :

X —Xi 1= A1 Xp 1+ AX o — X 1+
AX; = (A — DXy 4+ A Xy o+
Puis on exprime X;_» en fonction de AX;_1,
X 0=X, 1 —AX, 4
Donc
AXy = (A — DX+ As( X1 — AXy 1) + &
= (A + A — D)X, 1 — AAX 1+ &
De maniere générale, si on a la représentation VAR(p) suivante pour X :
Xe=A X+ AX o+ +A,X,+5 (2.3.3)
le modele VECM va s’écrire comme suit
AXy =BIAX, 1+ -+ B, 1 AXy p 11X, + ¢4 (2.3.4)

on By =" —Ajaveci=1,... . k—letIll=A +---+ A, —I.

On pose II = af’ avec o une matrice (N, r) avec r < N contenant les vitesses d’ajuste-
ment pour chacun des vecteurs de cointégration et ' une matrice (r, N) comprenant les
r relations de cointégration. Donc pour pouvoir estimer un modele VECM, il faut que
Rg(IT) = Rg(af’) = r ce qui implique que II a ”r” valeurs propres non nulles.

Or Rg(II) = Rg(af’) < min(Rg(«), Rg(/')). Donc il faut que Rg(f') = r pour que Rg(II) =

r. Donc il faut que 8’ possede r valeurs propres non nulles.

Trois cas peuvent se présenter :

— Rg(I) = 0, donc 7 = 0, il n’existe pas de relation de cointégration. On ne peut pas
estimer un modele VECM. En revanche, il est possible d’estimer un modele VAR sur
AX;.

— Rg(II) = r, il existe r relations de cointégration. Un modele VECM peut alors étre
estimé.

— Rg(Il) = N, il n’existe pas de relation de cointégration. Un modele VAR peut étre
estimé directement sur X;.

Pour déterminer le nombre de relations r de cointégration, Johansen (1988)([10]) se base
sur la maximisation de la log-vraisemblance suivante :

NT T 1& o
log L(av, B, By, ..., Bp_1,%) = —— log(27) — 3 log[det(3)] — 3 PR IcH (2.3.5)
t=1

ou T est le nombre d’observations, N le nombre de variables dans X et det(X) représente le
déterminant de la matrice de variance-covariance.
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Pour obtenir I'estimateur du maximum de vraisemblance de §3, il faut résoudre ’équation
suivante :

Det (XS, — Sp0Sg0 Sop] = 0 (2.3.6)
ou : S;; = %Zle exe;; pour 4,5 = 0,p . Les termes eq; etey, sont les résidus des deux
régressions suivantes :
— Premieére régression : on régresse AX;, (la variation de X;) sur les variables AX; 4, ..., AX;_, 4.

Cela donne les résidus eg;.
— Deuxiéme régression : on régresse X;_, (le niveau de X décalé de p) sur les mémes
variables AX; 1, ..., AX;_pi1.
Cela donne les résidus ep.
La résolution de I’équation (2.3.6) nous donne les N valeurs propres 5\1, cee Ay avec A >

... > Ay et les N vecteurs propres associés. Pour déterminer les r valeurs propres non nulles
qui vont nous donner les r relations de cointégration, Johansen a proposé deux tests.

1. Test de la trace

Ce test repose sur 'hypotheése nulle qu'il existe au plus r relations de cointégration (ce
qui signifie qu'’il y a r valeurs propres non nulles et N — r valeurs propres nulles) :

Hy:r=0 contre Hy:r>0
Si 'on rejette Hy, alors: Hy:r=1 contre H;:r>1
Si 'on rejette encore Hy, alors: Hy:r =2 contre Hy:r > 2

jusqua Hy:r=N—1 contre H,:r=N

La statistique de test est la suivante :

Trace(r) = =T i In(1 — A;)

i=r+1

2. Test de la valeur propre maximale (maximum eigenvalue test) Ce test permet
de tester 'hypothese nulle d’existence de r relations de cointégration contre I’hypothese
alternative de r + 1 relations de cointégration. Autrement dit :

Hy:r =0 (aucune relation de cointégration)
contre Hy:7r >0 (au moins une relation de cointégration)
Si on rejette Hy, on passe a ’hypothese suivante :
Ho:r =1 ( une relation de cointégration)
contre Hp:r>1 (au moins deux relations)
Si on rejette encore Hy, on continue :
Hy:r =2 (il existe deux relations de cointégration)
contre Hy:r > 2

Hy:r=k—1 contre H;:r=k
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La statistique de test est la suivante :
Max(r,r +1) = =T'In(1 — A\ri1)

Les valeurs critiques de ces tests sont tabulées par Johansen et Juselius (1990)([11]) et par
Osterwald-Lenum (1992)([18]). On accepte Hy lorsque la valeur de la statistique de test est
inférieure a sa valeur critique.

2.3.3 Test de cointegration de Phillips-Ouliaris (1990)

Le test de Phillips-Ouliaris (1990)([22]) est un test statistique utilisé en économétrie pour
détecter la cointégration entre deux ou plusieurs séries temporelles non stationnaires. Il
repose sur I'analyse des résidus d’une régression de long terme entre ces séries, et teste la
stationnarité de ces résidus. Contrairement au test d’Engle-Granger, il corrige les problemes
d’autocorrélation et d’hétéroscédasticité des résidus en utilisant des estimateurs robustes de
la variance a long terme, sans exiger la spécification préalable d’un nombre de retards dans
le modele.

Voici les étapes principales pour réaliser le test de Phillips-Ouliaris.

— Etape 1 :On vérifie que toutes les séries sont intégrées du méme ordre I(1) a l'aide du
test de Dickey-Fuller augmenté (ADF)

— Etape 2 :Estimation de la relation & long terme :
On estime la relation d’équilibre de long terme entre les séries par une régression en
moindres carrés ordinaires (OLS), par exemple :

Y; =+ BlXt + ﬁQZt + &¢ (237)
ol ¢, est les résidus de la régression

On extrait les résidus £;, puis on applique un test de racine unitaire pour vérifier si les résidus
sont stationnaires ou non.

Hypotheses de test

« Hypotheése nulle (Hy) : Les résidus é; sont non stationnaires (présence d'une racine
unitaire) il n’y a pas de cointégration.

« Hypothese alternative (H;) : Les résidus sont stationnaires, donc il existe une relation
de cointégration.

Remarque 2.3.1. Le test de Phillips-Ouliaris n’utilise pas les tests ADF pour vérifier la
stationnarité des résidus. En effet, Phillips et Ouliaris ont développé leurs propres tests,
spécifiquement adaptés a ce contexte.

Les statistiques de test

Le test de Phillips-Ouliaris propose deux statistiques principales, notées Z, et Z;.

1. La statistique Z, est définie par :

62— 52

1
— 2. " (2.3.8)
2 7 ZtT:1 €7

ou :
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T : nombre d’observations
p : estimateur MCO de 'autorégression d’ordre 1 des résidus

€t = PE4—1 + Uy

A

. estimateur de la variance de long terme de

2
7
, | estimateur de la variance instantanée de u;

2. La statistique Z; est définie par :

52 1 62 — &2
Zy= L. t,— R B (2.3.9)
\& 7T e VT IxT 2,

ou 1, est la statistique ¢ usuelle associée a p.

Remarque 2.3.2. Les statistiques sont comparées aux valeurs critiques tabulées dans Phil-

lips & Ouliaris (1990)([22]). Ces tables tiennent compte du fait que les résidus proviennent
d’une régression entre séries intégrées d’ordre un, I(1).
Elles dépendent notamment :

— du nombre de variables explicatives
— de la présence d’une constante ou d’une tendance dans la régression.
Interprétation

— Si la statistique de test est inférieure a la valeur critique, alors on rejette I’hypothese
nulle Hy :

= Cointégration : les résidus sont stationnaires.

— Si la statistique de test est supérieure a la valeur critique (ou si la p-valeur est élevée),
alors on ne rejette pas I’hypothese nulle Hy :

= Pas de cointégration : les résidus ont une racine unitaire (non stationnaires).
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2.4 Comparaison des tests de cointégration

Critére Engle-Granger Johansen Phillips-Ouliaris
Nombre de variables 2 seulement Multiples (n > 2) Multiples
Approche Univariée (résidus) Multivariée (rang de II)  Univariée/multivariée
(résidus)
Robustesse Sensible a la Robuste (VAR Correction
spécification structurel) autocorrélation
Usage Simple, rapide Systemes complexes Alternative a

Engle-Granger

TABLE 2.1 — Comparaison des tests de cointégration : Engle-Granger, Johansen et Phillips-Ouliaris

Ce tableau compare les principales caractéristiques des trois tests de cointégration les plus
utilisés : Engle-Granger, Johansen et Phillips-Ouliaris.

Le test d’Engle-Granger est simple et adapté a 1’analyse de deux variables, basé sur une
approche univariée des résidus, mais il est sensible a la spécification du modele.

Le test de Johansen, quant a lui, est plus robuste et permet d’étudier des systemes mul-
tivariés complexes en s’appuyant sur la structure du vecteur d’erreur-correction.

Enfin, le test de Phillips-Ouliaris constitue une alternative qui corrige l'autocorrélation
dans les résidus et peut étre appliqué aussi bien en contexte univarié que multivarié.

Le choix du test dépend donc du nombre de variables considérées, de la complexité du
modele et de la précision souhaitée.
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Les modéles Auto Regressive Distributed Lag (ARDL)

3.1 Introduction

L’émergence des modeles ARDL (Autoregressive Distributed Lag) s’inscrit dans une quéte
méthodologique visant a surmonter les limites des techniques traditionnelles d’analyse des
séries temporelles, notamment en matiere de cointégration. Des les années 1930, les modeles
autorégressifs (AR) ont permis d’exploiter les valeurs passées d’'une variable pour expliquer
son évolution présente, mais ils ne prenaient pas en compte les effets différés des variables
explicatives ni les relations d’équilibre a long terme entre séries non stationnaires.Dans les
années 1970, les économistes Davidson, Hendry, Srba et Yeo (1978) ont introduit le mo-
dele a correction d’erreur (ECM), qui intégre la notion d’ajustement vers un équilibre de
long terme, marquant une avancée majeure dans la modélisation dynamique. Cependant,
les méthodes classiques de cointégration, comme celles de Engle et Granger (1987)([8]) ou
Johansen (1988)([10]), imposaient une contrainte forte : toutes les séries temporelles étu-
diées devaient étre intégrées du méme ordre, généralement /(1). Or, dans la pratique, les
données économiques ne respectent pas toujours cette condition, certaines séries pouvant
étre stationnaires en niveau (/(0)) et d’autres en premiere différence (I(1)). Pour répondre
a cette problématique, Pesaran, Shin et Smith (2001)(]20]) ont développé le modele ARDL
et le test de cointégration aux bornes, qui permettent d’estimer des relations de long terme
entre variables intégrées d’ordres différents (1(0) ou /(1)) sans nécessiter un pré-test rigide
d’intégration uniforme. Cette flexibilité méthodologique est essentielle, car elle évite les er-
reurs liées & une mauvaise classification des séries et permet d’utiliser efficacement des petits
échantillons, fréquents en économétrie appliquée. Le modele ARDL fournit ainsi une solution
robuste aux limites des méthodes antérieures, en offrant des estimations non biaisées dans
les analyses a court et long terme, tout en s’adaptant aux caractéristiques réelles des données
économiques.

Définition 3.1.1. Les modéles"Auto Regressive Distributed Lag"ou "modéles autorégressifs
a retards échelonnés distribués”, sont des modéles dynamiques qui intégrent la dynamique
temporelle pour améliorer les prévions et [efficacité des politique. Ces modéles permettent
d’analyser a la fois les effets a court terme et a long terme des variables sur la variable
dépendante. Le modéle ARDL combine les caractéristiques de deux modéles :
e Les modéles autorégressifs (AR) : ce sont des modéles ou l'on trouve parmi les
variables explicatives X; les valeurs passées de la variable a expliquer Y;. Ils se représentent
comme suit (forme explicite) :

Y, = (X4, Y ) (3.1.1)
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e Les modéles a retards échelonnés (DL) : ce sont des modéles dont les variables
explicatives sont X; et ses valeurs passées. Leur forme explicite est :

Yt - f(XbXt—q) (312)

Ainsi, les modéles autorégressifs a retards échelonnés (ARDL) sont des modéles ou ['on
trouve, parmi les variables explicatives Xy, la variable dépendante retardée Y;—, ainsi que les
valeurs passées de la variable exogene X;_,. Leur forme explicite est :

Yt — f(Xt7Yt—p7Xt—q) (313)

De maniére plus développée, le modele ARDL s’écrit classiquement comme suit :

p q
Vi=a+d BYii+ > vXej+e (3.1.4)
i=1 =0
Ou encore :
Y;E =a+ 51}/;71 + o+ ﬁpY;tfp + ’YOXt +e f)/thfq + & (315)

Ou Y:, X, et g, désignent respectivement la variable endogéne (dépendante), la variable
exogene (indépendante), et le terme d’erreur.

> Forme générale du modéle ARDL (multi-exogéne) :
ko4

p
Y, =co+ it + Z by’iY;,i + Z Z bjylxj,t,l + &¢ (316)

i=1 j=11=0

Ou

K représente le nombre total de variables explicatives exogénes dans le modele ARDL.

co est la constante ;

cit est une tendance temporelle ;

by sont les coefficients autorégressifs de Y; ;

xj4— représente la j-eme variable explicative avec [-eme retard ;

b;; est le coefficient associé a x4 ;

g est le terme d’erreur aléatoire.
Exemple 3.1.1. L’écriture du modéle ARDL(3, 1, 3, 2)

3 3.4
Y =co+ it + Z byv;Yi_i + Z Z bngj7t_£ + &4 (317)
i=1 j=1£=0
Q % a3
Yi=cot+at+by1Yi1+bvaYeo+bysYis+ > biuXiso+ > buXoro+ > bseXsso+ e
=0 =0 =0
(3.1.8)
1 3 2
Yi=co+tat+byiYiq +bvoYio+bysY 3+ Z bie X0 + Z baeXo o + Z b3 X3 0+ €
=0 =0 =0
(3.1.9)
Yi=co+cit +by1Yi1 +byaYi o+ by3Y g+ b1o X1y + 011 X1 1 + baoXoy + b2 Xoy 1
+ b2 X242 + ba3Xop 3+ 030Xz, + 031 X311 + 032 X352+ & (3.1.10)
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Remarque 3.1.1. — Variables endogénes : ce sont des variables dont la valeur est

déterminée par le modéle.

— Variables exogénes : ce sont les variables du modéle qu’on considére comme déter-

minées a l'extérieur du modéle.

3.1.1 Propriétés du modele ARDL

Les modeles ARDL comme tous les modeles dynamiques utilisent des critéres d’infor-
mations (AIC | SIC et HQ) pour déterminer les décalages optimaux.

Le modele ARDL permet d’examiner a la fois la dynamique de court terme et les effets
a long terme d’une ou plusieurs variables explicatives sur une variable a expliquer.

Les modeles ARDL souffrent généralement de problemes d’autocorrélation d’erreurs et
de multi-colinéarité , ce qui complique l'estimation des parametres par les moindres
carrés ordinaires.

Le modele ARDL peut étre appliqué lorsque les variables sont stationnaires en niveau
1(0), en premiere différence I(1), ou une combinaison des deux, sans nécessiter que
toutes soient intégrées au méme ordre. En revanche, il ne doit pas y avoir de variables
intégrées d’ordre 2 ou plus 7(2).

Les variables dans les modeles ARDL doivent étre stationnaires pour éviter des régres-
sion fallacieuses.

Le modele ARDL est souvent associé a I’approche de test aux bornes pour vérifier la
cointégration.

3.1.2 Critéres de sélection de modele

Pour déterminer I'ordre optimal (p ou ¢) du modele, on utilise des critéres d’information
qui équilibrent la qualité d’ajustement et la parcimonie. Les principaux criteres sont :

1. Critere d’Information d’Akaike (AIC)

Le critere AIC vise a maximiser la vraisemblance tout en pénalisant la complexité du
modele :

ou :

~ 2
AIC(p) :1n|Zp|—|—T'(n'p) (3.1.11)

>, est la matrice de variance-covariance des résidus

T est le nombre d’observations

n est le nombre de variables endogenes

p est ordre du retard (lag)
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2. Critére d’Information Bayesien (BIC)

Egalement appelé SIC (Schwarz Information Criterion), le BIC impose une pénalité plus
forte pour la complexité :

A InT
Comparaison des critéeres
Critéere Pénalité Usage recommandé
AIC 2. (n-p) Prévision a court terme
BIC L. (n-p) Identification du vrai modele

TABLE 3.1 — Comparaison des critéeres AIC et BIC

— Le modele optimal est celui qui minimise le critere choisi
— Le BIC tend a sélectionner des modeles plus parcimonieux que I’AIC

— Pour T > 8, la pénalité du BIC est plus sévere

3.2 L’approche du test aux bornes ou test de cointégration de
Pesaran et al. (2001)

Pour vérifier I’existence d’une relation de cointégration entre plusieurs séries temporelles,
la littérature économétrique propose plusieurs tests, parmi lesquels les tests d’Engle et Gran-
ger, et ceux de Johansen et Juselius. Le test d’Engle et Granger est adapté au cas bivarié,
c’est-a-dire pour deux séries intégrées d’ordre 1, mais il devient moins efficace lorsque le
nombre de variables augmente. Le test de Johansen, quant a lui, permet d’étudier la cointé-
gration dans un cadre multivarié grace a un modele vectoriel a correction d’erreur (VECM),
mais il requiert que toutes les séries soient intégrées du méme ordre, généralement d’ordre 1.
Cependant, en pratique, il arrive fréquemment que les séries temporelles ne soient pas toutes
intégrées du méme ordre. Pour pallier cette limitation, Pesaran, Shin et Smith (2001)([20])
ont développé le test de cointégration aux bornes (ou bounds test), fondé sur le modele auto-
régressif a retards échelonnés (ARDL). Ce test présente l'avantage de pouvoir étre appliqué a
des variables intégrées d’ordre zéro I(0) ou d’ordre un I(1), sans exiger qu’elles soient toutes
du méme ordre, a condition qu’aucune ne soit intégrée d’ordre supérieur.

Principe du test ARDL bounds
Le test repose sur la spécification suivante d’'un modele ARDL (p, q) :

p—1 q—1
AY, = apg+ myYe1 + mXeo1 + Y 0AY i + Y v AX + e (3.2.1)
i=1 =0
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ytoelzlst. la variable dépendante,

x; la ou les variables explicatives,

Ty, T, sont les coefficients de long terme,
i, 7; sont les coefficients de court terme,

g; est le terme d’erreur.

Hypotheses du test

« Hypotheése nulle (H,) : absence de cointégration, soit
Ty =T, =10
« Hypotheése alternative (H;) : présence de cointégration, c’est-a-dire
Ty #0 ou m, #0

La statistique de test
Dans le cadre du test ARDL Bounds deux types de statistiques peuvent étre utilisés pour
tester 'existence d’une relation de cointégration entre les variables :

1. Test F (ou Bounds Test)
Ce test vérifie la significativité conjointe des coefficients des variables retardées au
niveau(m, et m,).
La statistique F est calculée a partir de la formule suivante :

F="semim—n

ou

SC Ry somme des carrés des résidus du modele contraint (sans les termes au niveau)
SCR; somme des carrés des résidus du modele non contraint (avec les termes au niveau)
m nombre de restrictions (ici, m = 2, car on teste m, = m, = 0)
T nombre total d’observations
k nombre total de parametres dans le modeéle non contraint
2. Test t
Le test t porte uniquement sur le coefficient 7, associé a la variable dépendante retardée
yi—1. 1l est utile lorsque z; est supposée exogene. Ce test est plus limité que le test F,
mais peut servir de test complémentaire ou de test unilatéral.
Distribution et Régions critiques
Le test ARDL Bounds repose sur une distribution non standard de la statistique F', in-
fluencée par le nombre de variables explicatives, leur ordre d’'intégration (/(0) ou (1)), ainsi
que par la présence de termes déterministes (constante, tendance). Contrairement aux tests
classiques fondés sur la loi de Fisher-Snedecor, la présence simultanée de variables station-
naires (1(0)) et non stationnaires (I(1)) rend les tables statistiques standards inapplicables.
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Pour résoudre ce probleme, Pesaran, Shin et Smith (2001)([20]) ont simulé par la méthode
de Monte Carlo les distributions de la statistique F pour différents cas. Ils ont ensuite tabulé
deux bornes critiques pour chaque niveau de signification :

— Borne inférieure : toutes les variables explicatives sont 1(0),
— Borne supérieure : toutes les variables explicatives sont I(1).

Ces bornes permettent de couvrir tous les cas possibles, y compris les situations mixtes
ou certaines variables sont /(0) et d’autres I(1).

Regle de décision

La décision dépend de la comparaison entre la valeur calculée de la statistique F et les
deux bornes critiques :

— Si Fealeuice > Borne supérieure = Rejet de Hy (cointégration)
— Si Fraleuee < Borne inférieure = Non-rejet de Hy (pas de cointégration)

— Si Borne inférieure < Fiueuce < Borne supérieure = Test non conclusif (analyse
approfondie nécessaire)

Exemple de valeurs critiques (cas avec constante, sans tendance)

Niveau de signification | Borne inférieure (I(0)) | Borne supérieure (I(1))
1% 4,94 5,58
5% 3,62 4,16
10% 3,02 3.51

(Ces valeurs dépendent du nombre de régressions et de la spécification du modéle.)
Résumé des régions critiques

— Région de rejet : F' > borne supérieure.
— Reégion d’acceptation : F' < borne inférieure.

— Zone grise (non conclusive) : F' entre les deux bornes.

Remarque importante :
En cas de résultat non conclusif, il faut :

— Vérifier 'ordre d’intégration des variables via des tests ADF /PP
— Augmenter la taille de ’échantillon si possible

— Considérer d’autres spécifications du modele (ajout/suppression de tendances)

Etapes pratiques du test ARDL Bounds

Etape 1 : Estimation du modéle

e Modeéle non contraint (Unrestricted Model) : Estimer le modele suivant et obtenir
la somme des carrés des résidus (SCRy).

p—1 q—1
AY;, = g+ 7Y +m X1 + Z ViAY; ;i + Z Vi AXj+ &
i=1 =0
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e Modele contraint (sous Hy) :

p—1 q—1
AY; = o + Z i AY; ;i + Z VAX_j + uy

i=1 §=0

Estimer ce modele par MCO et obtenir la somme des carrés des résidus (SCRy).
Etape 2 : Calcul de la statistique F

(SCRy — SCR;)/m

F="ser T ="

Etape 3 : Interprétation des résultats

Si F' > Borne supérieure = Cointégration
Si F' < Borne inférieure = Pas de cointégration

Si Borne inf < F' < Borne sup = Test non concluant

Conditions d’utilisation du test F dans le cadre ARDL
Pour que les résultats du test ARDL Bounds soient valides et fiables, certaines conditions
doivent étre respectées :

— Ordre d’intégration des variables : Les variables du modéle doivent étre intégrées
d’ordre zéro (1(0)) ou d’ordre un (I(1)). Aucune variable ne doit étre intégrée d’ordre
deux (1(2)), sinon les tables de Pesaran ne sont plus valides.

— Absence d’autocorrélation des résidus : Les résidus du modele estimé ne doivent
pas présenter d’autocorrélation. Cela se vérifie a 1’aide de tests comme le test de Breusch-
Godfrey ou le test de Ljung-Box.

— Homoscédasticité des résidus : La variance des résidus doit étre constante (homos-
cédasticité). On peut le vérifier avec le test de Breusch-Pagan.

— Normalité des résidus : Les résidus doivent suivre une distribution normale, surtout
si la taille de ’échantillon est faible (test de Jarque-Bera ou de Shapiro-Wilk).

— Stabilité des coefficients : Les parametres du modele doivent étre stables dans le
temps (tests de stabilité comme CUSUM ou CUSUMSQ).

— Taille de I’échantillon suffisante : Les résultats du test ARDL Bounds sont plus
fiables avec un échantillon de taille raisonnable (généralement, au moins 30 a 50 obser-
vations).

Remarque 3.2.1. S7 ces conditions ne sont pas respectées, il est conseillé de corriger le mo-
deéle (par exemple, en transformant les variables, en ajustant la spécification, ou en utilisant
des méthodes robustes) avant d’interpréter les résultats du test.

Exemple 3.2.1. Supposons les valeurs suivantes :
SCRy = 50, SCR; =40, T =100, k=15 (incluant constante et retards), m

=2 (restrictions sur m, et m,;).

La statistique F' est donnée par :
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(SCRy — SCRy)/m (50— 40)/2  10/2

F = SR =k ~ 10/00—-5) _ 10/%

5
F=—~11
0,421 88

Si la borne supérieure a 5% est 4,94, alors :

F=11,83% > 4,94

Donc, on rejette I'hypothese nulle Hy : une relation de cointégration est détectée.

3.3 Estimation dans les modéles ARDL

L’estimation dans les modeles ARDL (AutoRegressive Distributed Lag) est une méthode
puissante pour analyser les relations dynamiques entre variables économiques, notamment
lorsque ces variables sont intégrées d’ordres différents, c’est-a-dire I(0) et/ou I(1). La pro-
cédure d’estimation d’un modele ARDL suit plusieurs étapes essentielles afin d’assurer la
validité statistique des résultats et leur interprétation correcte. Ces étapes comprennent :

Etape 1 : Vérification de I'ordre d’intégration des variables

Avant d’estimer le modele ARDL, il est indispensable de tester le degré d’intégration des
variables a I’aide de tests de racine unitaire (ADF, PP, KPSS, etc.). Ces tests permettent de
déterminer si les séries temporelles Y; et X; sont 1(0) ou I(1).

Remarque 3.3.1. Il est important de souligner que si une variable est intégrée d’ordre deux
1(2) ou plus, alors l'utilisation du modele ARDL n’est pas appropriée, car ce modéle requiert
que les variables soient au mazimum intégrées d’ordre un I(1) afin de garantir la validité des
tests de cointégration et des estimations.

Etape 2 : Sélection des ordres de retard (p, q)

I1 est ensuite nécessaire de déterminer les ordres optimaux de retard pour (p et q), Cette
sélection peut se faire a 'aide de criteres d’information tels que :

— Critere d’information d’Akaike (AIC)
— Critere de Schwarz (BIC)
— Critére de Hannan-Quinn (HQ) : ce critére est un compromis entre AIC et BIC.

Une mauvaise spécification des retards peut entrainer une perte d’information ou une
sur-paramétrisation du modele.

Etape 3 : Estimation du modéle ARDL

Une fois les ordres de retard déterminés, le modele ARDL peut étre estimé par plusieurs
méthodes, notamment les moindres carrés ordinaires (MCO) et la méthode du maximum de
vraisemblance.
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Etape 4 : Reformulation du modéle en ECM (Erreur Correction)

Une fois le modele ARDL estimé, il peut étre reformulé sous la forme d’'un modele a
correction d’erreur (ECM). Cette étape est nécessaire car le test aux bornes de Pesaran et
al. (2001)([20]) repose sur la version ECM du modele. Le modele ECM permet d’évaluer
conjointement les relations de court terme (a travers les différences) et de long terme (a
travers les niveaux retardés) :

p—1 q—1
AY; = Qg + WyY;_l + 7Tth_1 + Z ¢2AK&—1 + Z (5jAXt_j + &
=1 j=0

Ou
e 1, et 7, : Coefficients de long terme.
e ; et §; : Coefficients de court terme.

Etape 5 : Application du test de cointégration aux bornes

Le test aux bornes s’applique a la forme ECM du modele. Il teste I’hypothese nulle selon
laquelle il n’existe pas de relation de long terme entre les variables :
Hy:my=m,=0
La statistique F issue du test est comparée aux seuils critiques fournis par Pesaran et al.
(2001)([20]) :
— Si F < I(0) : pas de cointégration ;
— Si F'> I(1) : cointégration confirmée;

— Si I(0) < F < I(1) : la conclusion est incertaine (zone d’indécision).

Etape 6 : Validation des résidus

Apres I'estimation du modele ARDL, il est crucial de vérifier la validité des hypotheses
classiques sur les résidus pour garantir la qualité des estimations.

Les résidus doivent vérifier :

1. Stationnarité (test ADF).

2. Absence d’autocorrélation (Test de Breusch-Godfrey).

3. Homoscédasticité (Test de Breusch-Pagan ou test de White).
4. Normalité des résidus (Test de Jarque-Bera ou Shapiro-Wilk).

Etape 7 : Interprétation des résultats

Une fois le modele estimé et la cointégration confirmée, il est possible d’interpréter éco-
nomiquement les coeflicients du modele sous sa forme a correction d’erreur (ECM). Cette
interprétation se fait a trois niveaux :
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Effets de court terme

Les effets de court terme sont représentés par les coefficients des différences premieres
des variables Les effets de court terme sont représentés par les coefficients des différences
premieres des variables dans le modele a correction d’erreur (ECM). Ces coefficients cap-
turent 'impact immédiat ou différé des variations des variables explicatives sur la variable
dépendante.

0, : coefficients associés aux termes AX;_;, représentant I'effet immédiat ou différé d’une
variation de la variable explicative X sur la variable dépendante Y.

o 1); : coefficients associés aux termes AY;_;, reflétant la dynamique propre de la variable
dépendante.

Effets de long terme

Les coefficients de long terme sont obtenus a partir des coefficients des variables de niveau
dans le modele ECM.

?:0 ﬁj

Long — term coeficient = o
=300 ¢

Vitesse d’ajustement vers I’équilibre

Le coefficient du terme d’erreur Y;_;, noté généralement 7,, mesure la vitesse a laquelle
le systeme retourne vers son équilibre de long terme apres un choc.
— Ce coefficient doit étre négatif et significatif.

— Plus sa valeur absolue est élevée plus le retour a 1’équilibre est rapide.

3.4 Meéthodes d’estimation du modeéle ARDL

Apres avoir présenté les différentes étapes d’estimation du modele ARDL, il est utile de
mentionner les deux principales méthodes utilisées pour estimer les coefficients du modele.
Ces méthodes sont :

3.4.1 Estimation du modele ARDL par la méthode des moindres
carrés ordinaires (MCO)

L’estimation des modeles ARDL (AutoRegressive Distributed Lag) par la méthode des
moindres carrés ordinaires (MCO) constitue une approche fondamentale en économétrie des
séries temporelles. Cette méthode vise a déterminer les parametres du modeéle en minimisant
la somme des carrés des résidus (SCR). Voici la formulation mathématique et les étapes de
calcul.

Formulation générale du modéle ARDL (p, q)

On considere un modele ARDL(p, ¢) sous la forme :

p q
Y;L =y + Z (SzY;,Z + Z Bthfj + &¢ (341)

i=1 7=0
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L’objectif de la méthode MCO est de minimiser la somme des carrés des résidus (SCR)
suivante :

2
T p q
SCR = Z Y;g — Oy — Z 513/271 — Z ﬂth,j (342)
t=p+1 i=1 j=0
Formules explicites des coefficients
On minimise SCR par rapport aux parametres du modele 6 = (g, 01, ..., 0y, Bos - - -, By)-

Pour cela, on dérive la fonction SCR par rapport a chaque parametre, puis on résout le
systeme d’équations obtenu :

0SCR d a
) :—22040 (Yt—Oéo—Z@Yti—Zﬁthj) =0
o ¢ i=1 =0
0SCR P a4
3 =-2> Y | Yi—a—> ¢V — > 53X ;| =0
Cbk t i=1 j=0
0SCR P kl
a6, 2> X |[Yi—ao =) oY= BiXe ;| =0
m t i=1 =0
Solution en notation matricielle
> X7 XXiYi oo XX Xi Qg > XYy
YY1 Xy YR s XY Xeg | [ | 2V
> thth > Xt—qyt—l cee > XtQ—q ﬁq > thth

Ecriture matricielle du modéle ARDL

Pour simplifier le calcul, on réécrit le modele en notation matricielle :

Y =X0+¢
ou :
Y = [Yoi1,--yr) vecteur colonne de taille ((T'— p) x 1)
X=[1,Y,4,...,Y,, Xo,...,X_,] matrice d’ordre (T'—p) x (1 +p+q+1).
0 = [ao, P1y- - Ops Bos- -5 Byl vecteur des parametres a estimer.
€=lept1,... 67 vecteur des résidus.
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Estimateur MCO

L’estimateur des moindres carrés s’obtient par la formule classique :

f=(X'X)' XY (3.4.3)
ou :
(7] : vecteur des coefficients estimés,
X’'X  : matrice des produits croisés,
XY : vecteur des produits croisés.

Propriétés des estimateurs MCO dans ’ARDL

1. Consistance (convergence) :

— Si les variables sont 1(0) ou cointegrées, 0 converge vers la vraie valeur.

— Si certaines variables sont I(1) mais non cointegrées, I'estimateur peut étre biaisé.
2. Normalité Asymptotique :

— Sous la stationnarité, vT(0 — 0) —4 N (0,Q10?), ot Q = lim (X,}X).
3. Efficacité :

— Si les résidus sont homoscédastiques et non autocorrélés, MCO est le meilleur estimateur
linéaire sans biais.

Exemple Numérique

Supposons un ARDL(1,1) :

Y, = oo+ 01Yio1 + Boxy + B1Xe1 + &
Matrice X et Vecteur Y

Y3 1 yo x3 @9
Y=y X=1|1 ys 24 w3
Ys 1 ys x5 4

Estimation MCO
0=(X'X)"'X'Y

6. Implémentation sous logiciel R

Le package utilisé : dynlm (série de package “dyn”)

modele <- dynlm(y \sim L(y, 1) + x + L(x, 1), data = data)
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Conclusion

L’estimation des moindres carrés ordiniaires consiste a résoudre un systeme d’équations
linéaires obtenu par I'inversion de la matrice X’X ce que I'on peut faire également avec
la commande ardl du package ARDL. Cette approche permet d’obtenir des estimateurs
cohérents, notamment sous 'hypothese de cointégration entre les variables. Cependant, il est
important de noter que 'estimateur MCO dans les modeles ARDL reste sensible & certaines
violations des hypotheses classiques, telles que I'autocorrélation et ’hétéroscédasticité des
erreurs. Ces phénomenes peuvent biaiser les résultats et affecter la validité des inférences
statistiques.

3.4.2 Estimation d’un modele ARDL par la méthode du maximum
de vraisemblance (MV)

L’estimation par maximum de vraisemblance (MV) pour les modeles ARDL est une mé-
thode puissante qui offre des estimateurs efficaces sous I’hypothese de normalité des résidus.
Cette méthode est particulierement utile pour capturer les relations dynamiques a court et
long terme entre variables économiques.

Conditions d’application

— Normalité des résidus :
2
Et N(O, 2 )
Condition essentielle pour 'efficacité des estimateurs. En cas de non-normalité, les es-
timateurs restent convergents mais perdent en efficacité.
— Spécification correcte du modele :

— Absence de variables omises
— les retards (p et q ) sont bien choisis via (AIC, BIC)

— Absence d’autocorrélation et d’hétéroscédasticité : Condition nécessaire pour
éviter un biais dans la matrice de variance-covariance des estimateurs.

Formulation de la log-vraisemblance

Pour un modele ARDL(p, q) :

p q
Vi=ao+ Y oY+ 8 Xij+e (3.4.4)
i=1 =0
avec
Qe N(©0.0%) = fle) = e exp [ (3.4.5)
~ o = xp | ——= 4.
t ) t 27‘(’0‘2 p 20_2
Or, on a :
p q
g =Y, —jy avec ;= ag+ Z OiYi—i + Z B X (3.4.6)
i=1 =0
Ainsi, on obtient :
1 (Y; — f1)?
= —_ 3.4.7
O 347
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En supposant que les observations Y; sont conditionnellement indépendantes, la fonction
de vraisemblance est le produit des densités :

L(6) = _1;[ \/%exp (—(Ytgaéut)) (3.4.8)

ou Ty = max(p,q) correspond au nombre de retards pour éviter les valeurs initiales man-
quantes. En prenant le logarithme, on obtient :

S | BN RS s

Ce qui se développe en :

d 1 1 Y — )?
In L(0) = t_; l—z In(27) — 5 In(0?) — (tQ(;t)] (3.4.10)
=To+1
En factorisant les termes constants, on obtient la forme finale :
2
n n 9 1 & P 1
In L(0) = —3 In(27) — 5 In(c%) — 252 Z Y, —ap — ZQSth_i — Z@Xt_j
T =To+1 i=1 j=0

(3.4.11)
oun =T — Ty est la taille effective de ’échantillon et

0 = (a0, 61, bp B, - - By, 07)

est le vecteur des parametres a estimer

Etapes de ’estimation par maximum de vraisemblance

Etape 1 : Initialisation
Avant de maximiser la log-vraisemblance, on fournit des valeurs initiales aux parametres.
Celles-ci sont généralement obtenues en estimant le modele par la méthode des moindres
carrés ordinaires (MCO).

Etape 2 : Maximisation numérique
La fonction In L(#) est maximisée numériquement a I’aide d’algorithme de Newton-Raphson
, car il n’existe pas de solution analytique directe.

Etape 3 : Calcul des erreurs standards
Les erreurs standards des estimateurs sont obtenues a partir de la matrice d’information de
Fisher, qui mesure la précision des estimations :

0%1In L(6)
7(0) = -E|——= 3.4.12
(9) l 00 06’ ( )
L’inverse de cette matrice donne la matrice de variance-covariance des estimateurs :
Var(d) = Z7'(0) (3.4.13)

Les erreurs standards sont alors les racines carrées des éléments diagonaux de cette matrice.
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Comparaison de la méthode du maximum de vraisemblance vs la méthode des moindres carrés
ordinaires

Critéere Maximum de Vraisemblance | Moindres Carrés Ordinaires
(MV) (MCO)
Hypothése de normalité | Requise (sinon biais asymptotique) Non requise
Efficacité Optimale si g; ~ N Moins efficace que MV sous normalité
Complexité Calcul intensif (optimisation numé- | Simple (formule analytique)
rique)
Applications Modeles non linéaires, GARCH, VAR | Modeles linéaires standards

TABLE 3.2 — Comparaison de la méthode du maximum de vraisemblance vs la méthode des moindres carrés
ordinaires

Interprétation du tableau comparatif Le tableau présente une comparaison entre la méthode
du maximum de vraisemblance (MV) et celle des moindres carrés ordinaires (MCO), deux
approches fondamentales en estimation économétrique.

Tout d’abord, la méthode MV repose sur I'hypothese que les erreurs sont normalement
distribuées. Cette hypothése est cruciale car, en son absence, les estimateurs peuvent étre
biaisés de maniere asymptotique. En revanche, la méthode MCO ne requiert pas la normalité
des erreurs pour fournir des estimateurs sans biais, tant que les conditions classiques du
modele linéaire sont respectées.

Ensuite, en termes d’efficacité, la MV est optimale lorsque I’hypothése de normalité est
vérifiée, ce qui signifie qu’elle fournit des estimateurs ayant une variance plus faible. Cepen-
dant, cet avantage disparait si la distribution des erreurs s’écarte de la normalité, auquel cas
MCO peut étre préférée pour sa robustesse.

En ce qui concerne la mise en ceuvre, la MV implique des calculs plus complexes, néces-
sitant des méthodes d’optimisation numérique, tandis que la MCO repose sur une solution
analytique simple et directe.

Enfin, la MV est largement utilisée pour 'estimation de modeles non linéaires, tels que
les modeéles GARCH ou VAR, ot les MCO ne sont pas applicables. A l'inverse, les MCO
restent la méthode de référence pour les modeles linéaires standards.

Ainsi, le choix entre MV et MCO dépend a la fois des propriétés statistiques recherchées,
des hypothéses sur les erreurs, et de la nature du modele utilisé.

Implémentation pratique

Sous R, on utilise le package stats :

library(stats)

# Exemple : ARDL(2,1) avec variable exogéne x
model <- arima(y, order = c(2, 0, 0), xreg = x)
summary (model)

Ce programme fourni les estimateurs du maximum de vraisemblance grace a la commande
summary.
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TABLE 3.3 — Structure de l'objet summary(model) dans un modele ARDL(2,1)

Composant | Longueur | Classe | Mode Interprétation

coef 4 -none- | numeric | Coefficients estimés (AR(1), AR(2), exogeéne, constante)
sigma2 1 -none- | numeric | Variance de l'erreur (bruit blanc)

var.coef 16 -none- | numeric Matrice 4x4 des variances-covariances des coefficients
mask 4 -none- | logical Indique si chaque coefficient a été estimé (TRUE/FALSE)
loglik 1 -none- | numeric | Log-vraisemblance maximale du modele

aic 1 -none- | numeric | Critere d’information d’Akaike (AIC)

arma 7 -none- | numeric Structure du modéle ARMA (p, d, q, etc.)

residuals 100 ts numeric | Résidus (erreurs) du modele sur 100 observations

call 4 -none- | call Appel original de la fonction arima ()

series 1 -none- | character | Nom de la série temporelle modélisée

code 1 -none- | numeric | Code de convergence (0 = succes)

n.cond 1 -none- | numeric | Nombre d’observations conditionnelles

nobs 1 -none- | numeric | Nombre total d’observations utilisées

model 10 -none- | list Liste contenant les composantes internes du modele

Eléments de sortie :
— Coeflicients (o, ¢i, 5;)
— FErreurs standards et tests ¢

— Log-vraisemblance et criteres AIC/BIC

Avantages et limitations

Ces estimateurs sont efficaces sous I’hypothese de normalité, mais deviennent sensibles
aux écarts a cette hypothese et présentent une complexité numérique accrue.

Recommandations pratiques

1. Utiliser I'estimateur du maximum de vraisemblance (MV) lorsque la normalité est plau-
sible (& vérifier par des tests QQ-plot ou Shapiro-Wilk)

2. Privilégier les moindres carrés ordinaires (MCO) pour les grands échantillons ou en cas
de doute sur la normalité.

3. Toujours vérifier les diagnostics de résidus(autocorrélation, hétéroscédasticité).

Conclusion

En conclusion, la méthode du maximum de vraisemblance est utilisable pour estimer
un modele ARDL, mais elle exige des résidus gaussiens pour une inférence valide. L’un
de ses atouts est l'efficacité des estimateurs, et la méthode reste adaptable aux modeles
complexes. Cependant, elle est sensible aux hypotheses, et les calculs sont tres complexes. 11
est recommandé d’utiliser la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO) si la normalité
est douteuse. En revanche, si nous disposons d’un petit échantillon et que la normalité est
plausible, alors la méthode du maximum de vraisemblance est tout a fait adéquate.
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3.5 Inférence Bayésienne dans les Modeles ARDL et Extension
des Bounds Tests

Les modeles ARDL (Autoregressive Distributed Lag) constituent un cadre flexible pour
analyser les relations dynamiques entre variables économiques. L’approche bayésienne, telle
que décrite par koop (2008)([15]), offre des avantages substantiels dans l'estimation de ces
modeles, particulierement en présence d’échantillons de petite taille ou lorsque des informa-
tions a priori sont disponibles.

Spécification du Modele
Un modele ARDL(p, q) s’écrit :

p q
Yi=a+ Z OiYi—i + Z BiXi—j+ e (3.5.1)
i=1 Jj=0
ou :
Y; est la variable dépendante
X; est la variable explicative
g; ~ N(0,0?) est le terme d’erreur

p et q représentent les ordres de retard pour Y; et X; respectivement

3.5.1 Inférence Bayésienne dans les Modeles ARDL

L’approche bayésienne consiste, dans cette catégorie de modeles, a tout d’abord spécifier
des distributions a priori sur les parametres (¢;, 8;, 02). On combine par la suite ces lois a
priori avec la fonction de vraisemblance des données via le théoréme de Bayes, afin d’obtenir
les distributions a posteriori, souvent par des méthodes MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

Etapes clés :

1. Choix des lois a priori :
Les coefficients (¢, 3) ont pour lois a priori des lois gaussiennes (par exemple, A(0,10%)).
Pour la variance (02), on la modélise généralement par une loi Inverse-Gamma ou Half-
Cauchy.
Pour les modeles non stationnaires, on utilise des distributions favorisant la stationnarité
(par exemple, contraintes sur ¢;).

2. Calcul de la vraisemblance :
La fonction de vraisemblance est de forme gaussienne si le terme d’erreur &; suit une
distribution normale.

3. Distribution a posteriori :
La distribution a posteriori des parameétres est généralement obtenue par des méthodes
MCMC (comme 'algorithme de Gibbs ou Metropolis-Hastings).

Remarque 3.5.1. 1. Dans le cas de la non-stationnarité, il existe un risque d’obtenir des
distributions a posteriori impropres si les lois a priori ne contraignent pas suffisamment
la stationnarité.
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2. En cas de calcul intensif, les méthodes MCMC' peuvent étre lentes lorsque les ordres de
retard p et g sont élevés.

3. Dans les modeles ARDL, les résultats sont trés sensibles au choix des lois a priori, ce
qui nécessite une attention particuliére lors de leur spécification.

Extension Bayésienne des Bounds Tests

L’extension bayésienne des Bounds Tests est une adaptation de ’approche classique de
Pesaran, Shin et Smith (2001)([20]) pour tester la cointégration dans les modeles ARDL, en
utilisant une inférence bayésienne. Cette méthode permet d’évaluer 'existence d’une relation
de long terme entre variables, méme en présence de non-stationnarité (séries 7(0) ou (1)),
tout en intégrant des informations a priori et en fournissant des probabilités directes sur
I’hypothése de cointégration.

Rappel : Bounds Test Classique
Le test standard repose sur une approche fréquentiste et suit les étapes suivantes :

1. Estimation d’un modele ARDL en incluant des retards de la variable dépendante et des
variables explicatives.

2. Test de la significativité conjointe des termes au niveau (effets de long terme) a l'aide
d'un test [’ ou d'un test de Wald.

3. Comparaison de la statistique F' aux valeurs critiques tabulées (bornes inférieure et
supérieure), qui dépendent du nombre de variables et de leur ordre d’intégration.

Probléme :

Les valeurs critiques sont asymptotiques et peuvent étre peu fiables en petits échantillons.
De plus, 'approche fréquentiste ne fournit pas de probabilité directe concernant I’hypothese
de cointégration.

Approche Bayésienne

L’approche bayésienne résout ces limites en utilisant des distributions a posteriori pour
les parametres de long terme, et en calculant directement la probabilité que le terme de cor-
rection d’erreur (ECM) soit significatif (c’est-a-dire, la probabilité de cointégration). Voici
les différentes étapes décrites ci-dessous.

a. Spécification du Modele ARDL-ECM
Le modele est réécrit sous forme a correction d’erreur (ECM) pour isoler la relation de long
terme :

p—1 q—1
AY, =a+ ANYim1 —0X,0) + D dildyi + Y BiAX 4 &
i=1 =0

A représente la vitesse d’ajustement vers 1’équilibre de long terme (si A < 0, on a la cointé-
gration).
6 est le parametre de long terme.

b. Choix des lois a Priori
Pour le parametre A, la distribution a priori considérée doit étre centrée sur zéro avec une
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queue gauche pour autoriser des valeurs négatives. Par exemple :
A~ N(=0,5,0,5)
Le parametre 6 est modélisé par une loi a priori peu informative, par exemple :

0 ~ N(0,10%)

c. Inférence bayésienne
L’estimation s’effectue via les méthodes MCMC (par exemple, Gibbs sampling) pour obtenir
la distribution a posteriori de A. La probabilité de cointégration est la proportion des tirages
MCMC ou X est significativement négatif, c’est-a-dire :

P(\ < 0| données)

d. Décision
Etant donné le cadre bayésien, si par exemple P(A < 0) > 0,95, on conclut & une cointégration
avec une forte probabilité.

Avantages de approche bayésienne

L’un des avantages de 'approche bayésienne est son interprétation intuitive. En effet, avec
le calcul de la probabilité directe sur I’hypothese de cointégration, nous pouvons accepter
fortement, modérément ou faiblement I’hypothese de cointégration, contrairement aux p-
values qui ne permettent qu'un rejet ou non-rejet selon un seuil arbitraire.

Un autre avantage notable est la robustesse en petits échantillons. Une meilleure perfor-
mance est souvent constatée par rapport a ’approche fréquentiste lorsque T', représentant
la taille de I’échantillon, est faible.

Enfin, I’'approche bayésienne évite le recours aux seuils critiques fixes. Les bornes usuelles
du test de cointégration sont remplacées par des intervalles de crédibilité, calculés directement
a partir de la distribution a posteriori des parametres.

Exemple de simulation sous langage R avec le package Bayesian Regression Mo-
dels using ’Stan’

Voici un exemple simple des étapes de simulation dans le cadre de I’approche bayésienne.

library(brms)

# Données simulées
data <- data.frame(y = ..., x = ...)

# Modéle ARDL(1,1) sous forme ECM

formula <- bf(
diff(y) ~ 1 + error_correction_term + lag(diff(y)) + diff(x),
error_correction_term = (y - theta * x)[-1], # Terme ECM
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theta ~ 1,
nl = TRUE

# Priors

priors <- c(
prior(normal(-0.5, 0.5), nlpar = "error_correction_term"),
prior(normal(0, 10), nlpar = "theta")

)

# Estimation
fit <- brm(formula, data = data, prior = priors, chains = 4)

# Interprétation
posterior_samples(fit, "error_correction_term") %>%

summarise (prob_coint = mean(error_correction_term < 0))

Comparaison de 1’extension bayésienne avec le Bounds Test Classique

TABLE 3.4 — Comparaison entre Bounds Test Classique et Extension Bayésienne

Critere Bounds Test Classique Extension Bayésienne

Approche Fréquentiste (test F) Probabiliste (posterior de A)
Interprétation Comparaison a seuils fixes Probabilité directe (e.g., 95%)
Taille d’échantillon  Sensible en petits T Plus robuste

Priors Non utilisés Intégration d’informations a priori

Remarque 3.5.2. Dans le contexte des modéles ARDL avec correction d’erreur (ECM) et de
Uinférence bayésienne, la probabilité a posteriori de \ (le paramétre de vitesse d’ajustement
dans le terme de correction d’erreur) est conditionnée d l’ensemble des données observées,
c’est-a-dire a la fois Y et X.

Explication Détaillée
Conditionnement dans le modele bayésien : La distribution a posteriori de A\ est
obtenue via le théoreme de Bayes :
P(\ | data) o< P(data | \) - P()),

N

ou :
— data = {Y;, Xy}, inclut toutes les observations de Y et X,
— P(data | A) est la vraisemblance du modele ARDL-ECM,
— P(A) est la loi a priori sur A.

Par conséquent, A\ dépend conjointement de Y et X, car le terme de correction d’er-
reur (Y;—; — 60X;_1) dans 'ECM lie les deux variables. De plus, le modele ARDL-ECM est
multivarié : il capture une relation dynamique entre Y et X.
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La vraisemblance P(data | A) intégre la structure des retards (AY;, AXy, et le terme de
long terme Y; 1 — 60X, ;). Ainsi, \ est estimé en tenant compte de toutes les dépendances
entre les variables.

Exemple avec un modele ARDL(1,1) bayésien : Soit le modele ECM :
AK = )\(3/;,1 - ethl) + BAXt + &

La distribution a posteriori de A :
La distribution P(\ | Y, X) est estimée via MCMC en utilisant toutes les données (Y et X).
Si A < 0 (avec une probabilité élevée, par exemple 95%), on conclut a une cointégration.

Implications pratiques :

1. Interprétation : Une probabilité a posteriori P(A < 0 | Y, X) = 0,98 signifie qu’il y a
98% de chances que la relation de cointégration existe, compte tenu de I’ensemble des
données.

2. Comparaison avec les MCO : Dans le cadre fréquentiste, le test de Pesaran repose sur
la statistique F' calculée a partir de Y et X, mais sans probabilité directe. L’approche
bayésienne fournit une quantification intuitive de I'incertitude.

Conclusion

L’inférence bayésienne dans les ARDL combine la richesse des modeles dynamiques avec
la rigueur probabiliste, idéale pour les problemes ou l'incertitude est élevée ou les données
sont limitées. Elle nécessite cependant une réflexion approfondie sur les priors et des outils
computationnels adaptés.

3.6 Application sur données réelles

3.6.1 Présentation des données “Denmark”

L’article de Johansen et Juselius (1990), intitulé Maximum Likelihood Estimation and In-
ference on Cointegration. With Applications to the Demand for Money, constitue une contri-
bution fondamentale a ’analyse des séries temporelles et a la théorie de la cointégration. Les
données utilisées dans cette étude, souvent appelées jeu de données Denmark, comprennent
des séries macroéconomiques relatives a 1’économie danoise.

Description des données

Les données utilisées sont des séries trimestrielles couvrant la période allant du premier
trimestre 1974 au troisieme trimestre 1987, soit un total de 51 observations, et comprennent
les variables suivantes :

— LRM : logarithme de la masse monétaire réelle (Real Money Supply), mesurée comme
M2 divisée par 'indice des prix a la consommation (IPC). Elle représente la demande
de monnaie en termes réels.

— LRY : logarithme du revenu réel (Real Income), mesuré par le PIB réel ajusté de
I'inflation, servant de proxy pour l'activité économique.
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— IBO : taux d’intérét sur les obligations (Bond Rate), représentant le rendement des
obligations a long terme, exprimant le colt d’opportunité de détenir de la monnaie
plutot que des actifs financiers.

— IDE : taux d’intérét sur les dépots (Deposit Rate), représentant le rendement des
comptes d’épargne ou dépots bancaires, mesurant le rendement des actifs monétaires.

Objectif de I’étude

L’objectif principal de Johansen et Juselius (1990) était d’étudier la demande de monnaie
au Danemark en utilisant une approche de cointégration. Ils cherchaient a identifier des
relations d’équilibre a long terme entre ces variables, tout en tenant compte des dynamiques
de court terme.

Méthodologie appliquée

— Test de cointégration (approche de Johansen) : utilisation du test de trace et du
test de la valeur propre maximale pour déterminer le nombre de relations de cointégra-
tion.

— Modéle a correction d’erreur (VECM) : estimation d’un modeéle vectoriel & cor-
rection d’erreur pour analyser les ajustements dynamiques entre les variables.

Nous allons suivre une approche étape par étape, depuis l'exploration des données jusqu’a
I'estimation du modele a correction d’erreur (VECM).

1. Chargement et Exploration des Données

Les données utilisées sont les suivantes :
— LRM : Logarithme de la masse monétaire réelle (M2 / IPC).
— LRY : Logarithme du revenu réel (PIB / déflateur).
— IBO : Taux d’intérét des obligations (long terme).
— IDE : Taux d’intérét des dépdts (court terme).

Code R pour importer et visualiser les données

# Installer les packages nécessaires (si ce n’est pas déja fait)
install.packages("urca" # Pour les tests de cointégration
install.packages("vars" # Pour le VECM
install.packages("ggplot2") # Pour les graphiques
install.packages("ARDL") # Pour les modéles ARDL

# Charger les packages
library(urca)
library(vars)
library(ggplot2)
library (ARDL)
library(patchwork)

# Charger les données Denmark (disponibles dans le package ’urca’ ou
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dans le package ’ARDL’)
data(denmark)
df <- denmark

# Apercu des données
head (df)
summary (df)

Le tableau suivant résume les principales statistiques descriptives des variables utilisées dans

I’analyse, que 1’on obtient grace a la commande "summary".

TABLE 3.5 — Statistiques descriptives (1974Q1-1987Q3)

LRM LRY LPY IBO IDE Observations
Min. 11.58 5.787 —0.619 0.0977 0.0675 51
1°* quartile 11.63 5.910 —0.276 0.1336 0.0775
Médiane 11.70 5940 0.0333 0.1611 0.0880
Moyenne 11.75 5952  0.0095 0.1564 0.0904
3¢ quartile  11.82 5.986 0.324  0.1794 0.1020
Max. 12.08 6.099 0.468 0.2108 0.1210

Visualisation des séries

Le code R ci-dessous permet de visualiser simultanément les quatre principales séries de
données macroéconomiques (LRM, LRY, IBO et IDE) sur une méme fenétre graphique :

library (ggplot2)

| library (gridExtra)

pl <- ggplot(df, aes(x = seq_along(LRM), y

geom_line () +

ggtitle ("LRM (Log Real Momney)")

p2 <- ggplot(df, aes(x = seq_along(LRY), y

geom_line () +

ggtitle ("LRY (Log Real Income)")

geom_line () +

ggtitle ("IDE (Deposit Rate)")

LRM))

LRY))

+

+

| p3 <- ggplot(df, aes(x = seq_along(IBO), y IBO)) +
geom_line () +
ggtitle ("IBO (Bond Rate)")

| p4 <- ggplot(df, aes(x = seq_along(IDE), y IDE)) +

0| grid.arrange (pl, p2, p3, p4, ncol = 2)

Comme on peut le voir a la figure |3.1
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FIGURE 3.1 — Représentation graphiqur de quatre séries

Analyse des graphes

Les deux séries LRM (logarithme de la monnaie réelle) et LRY (logarithme du revenu
réel) présentent une tendance croissante claire sur la période observée, ce qui signifie
qu’elles ne sont pas stationnaires en niveau.

La série IBO fluctue autour d’une moyenne, mais présente des périodes de hausse et de
baisse marquées, notamment une chute brutale apres le point t=40, ce qui suggere que
la série pourrait ne pas étre stationnaire.

IDE fluctue autour d’'une moyenne, avec des pics et des creux, mais sans tendance
claire a long terme.Cette série semble plus proche de la stationnarité, car elle oscille
autour d'une valeur moyenne sans tendance évidente, bien que cette hypothese doive
étre vérifiée.
Pour une analyse rigoureuse, il est nécessaire de vérifier la stationnarité de ces séries a 'aide
de tests statistiques, tels que le test de Dickey-Fuller augmenté (ADF).

Application du test (ADF) sur chaque série

1

2| adf _lrm <- ur.df (df$LRM, type = "trend", lags = 4)
sladf _lry <- ur.df (df$LRY, type = "trend", lags = 4)
/| adf _ibo <- ur.df(df$IBO, type = "drift", lags = 4)
5| adf _ide <- ur.df(df$IDE, type = "drift", lags = 4)

afficher les résultats
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summary (adf_lrm)
summary (adf _1lry)
summary (adf _ibo)
summary (adf_ide)

Résumé des résultats du test Augmented Dickey-Fuller (ADF)

Série Type de test Statistique 7 Valeur critique (5%)  Stationnarité
LRM  Avec tendance (tau3) -2.0913 -3.45 Non stationnaire
LRY  Avec tendance (tau3) -2.2126 -3.45 Non stationnaire
IBO Avec dérive (tau2) -1.0924 -2.89 Non stationnaire
IDE Avec dérive (tau2) -1.8223 -2.89 Non stationnaire

TABLE 3.6 — Résumé des résultats du test ADF sur les séries étudiées.

Interprétation :

Pour chaque série, la statistique 7 est supérieure a la valeur critique au seuil de 5%, ce qui
signifie que I'hypothése nulle de racine unitaire (non stationnarité) ne peut pas étre rejetée.
Ainsi, toutes les séries sont non stationnaires en niveau et nécessitent une transformation
(différenciation) pour devenir stationnaires.

Etant donné que les séries temporelles sont non stationnaires en niveau, il convient d’utiliser
le test de cointégration de Johansen pour analyser leurs relations a long terme.

3.6.2 Test de Johansen (avec constante dans la relation de cointé-
gration)

variables <- c("LRM", "LRY", "IBO", "IDE")
data_vecm <- df[, variables]

5| sum (is.na(data_vecm))

johansen_test <- ca.jo(data_vecm, type = "eigen", ecdet = "const", K = 2)

summary (johansen_test)

Résumé des résultats du test de cointégration de Johansen

Test de Johansen utilisant la statistique du maximum propre (maximal eigenvalue test),
sans tendance linéaire ni constante dans la relation de cointégration.

Valeurs propres (Eigenvalues)

Rang 1 2 3 4 5

Valeur propre A 0.4697 0.1742 0.1181 0.0422 =0
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Statistiques de test et valeurs critiques

Hypothese sur le rang r  Statistique de test  10% 5% 1%

r<3 2.29 752 924 1297
r<2 6.66 13.75 15.67 20.20
r<1 10.15 19.77 22.00 26.81
r=20 33.62 25.56 28.14 33.24

Interprétation : La statistique de test est supérieure a la valeur critique uniquement pour
r = 0, ce qui permet de rejeter I'hypothese nulle d’absence de cointégration. Les autres hypo-
theses ne sont pas rejetées. Ainsi, on conclut a 'existence d’'une relation de cointégration
unique (rang r = 1) entre les séries.

Relations de cointégration (vecteurs propres normalisés)

Les vecteurs propres normalisés, représentant les relations de cointégration, sont donnés
dans le tableau ci-dessous :

Variable Relation 1 Relation 2 Relation 3 Relation 4 Constante

LRM.12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
LRY .12 -0.9691 -1.3760 -2.2592 -0.1439 -0.4096
IBO.12 5.4028 -0.3352 1.6408 -11.7074 2.3548
IDE.12 -4.1403 9.0059 -3.7193 7.5375 -1.1374
Constante -6.4781 -4.3298 1.7861 -10.2593 -9.5376

Ces vecteurs indiquent la combinaison linéaire des variables qui forme une relation station-
naire a long terme.
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Résumé des résultats du modele VECM

Equation 1 : ALRM

Variable Coefficient p-value Interprétation

ectl -0.29978 0.0001 Ajustement significatif au déséquilibre de
long terme (vitesse de correction d’environ
30%).

LRM.dI1 -0.51983 0.003 Effet négatif significatif du retard de LRM
sur sa, propre variation.

LRY.dl1 0.36751 0.046 Impact positif significatif du retard de LRY
sur LRM.

IBO.dI1 -1.44128 0.002 Impact négatif fort du retard de IBO sur
LRM.

IDE.dI1 -0.11657 0.863 Non significatif.

R? =0.40 Le modele explique 40% de la variance de
ALRM.

Conclusion : LRM réagit fortement aux déséquilibres de long terme et est influencée a
court terme par les variations passées de LRY et IBO.

Equation 2 : ALRY

Variable Coefficient p-value Interprétation

ectl 0.02694 0.664 Ajustement non significatif au déséquilibre
de long terme.

LRM.dI1 0.29421 0.046 Impact positif significatif du retard de LRM
sur LRY.

LRY.dl1 -0.04730 0.761 Non significatif.

IBO.dI1 0.01768 0.963 Non significatif.

IDE.dI1 -0.90331 0.124 Non significatif.

R? =0.21 Le modele explique 21% de la variance de
ALRY.

Conclusion : LRY ne corrige pas les déséquilibres de long terme. Seul le retard de LRM
influence significativement LRY a court terme.
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Equation 3 : AIBO

Variable Coefficient p-value Interprétation

ectl 0.00392 0.864 Ajustement non significatif au déséquilibre
de long terme.

LRM.dI1 0.00662 0.901 Non significatif.

LRY.dI1 0.14629 0.013 Impact positif significatif du retard de LRY
sur IBO.

IBO.dI1 0.37769 0.009 Effet positif significatif de son propre retard.

IDE.dI1 0.02748 0.898 Non significatif.

R?=0.29 Le modele explique 29% de la variance de
AIBO.

Conclusion : IBO est influencé par ses propres variations passées et celles de LRY. Aucune
correction significative des déséquilibres de long terme.

Equation 4 : AIDE

Variable Coefficient p-value Interprétation

ectl 0.02000 0.186 Ajustement non significatif au déséquilibre
de long terme.

LRM.dI1 0.04396 0.213 Non significatif.

LRY.dl1 0.01405 0.709 Non significatif.

IBO.dI1 0.40212  <0.001 Impact positif tres significatif du retard de
IBO sur IDE.

IDE.dI1 0.05077 0.718 Non significatif.

R? =0.37 Le modele explique 37% de la variance de
AIDE.

Conclusion : IDE est fortement influencé par les variations passées de IBO. Aucune réaction
significative aux déséquilibres de long terme.

Synthese générale

Seule la variable LRM corrige significativement les déséquilibres de long terme, avec un
coefficient négatif indiquant une vitesse de correction d’environ 30%. Les autres variables
réagissent principalement aux variations passées sans ajuster 1’équilibre a long terme. Les
dynamiques a court terme montrent des influences croisées importantes, notamment entre

LRM, LRY, IBO et IDE.
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3.6.3 Présentation de la fonction ardl() et de ses composantes

Dans cette étude, nous utilisons la fonction ardl() du package ARDL sous le logiciel R
pour estimer des modeles ARDL (Autoregressive Distributed Lag). Cette fonction permet
de spécifier de maniéere souple des modeles dynamiques, en autorisant des ordres de retard
différents pour chaque variable explicative.

Syntaxe générale

ardl (formula, data, order, start = NULL, end = NULL, ...)

Les principaux arguments sont :

— formula : La formule du modele a estimer, de la forme y ~ x1 + x2 + ... ouy est
la variable dépendante, et x1, x2, etc., sont les variables explicatives.

— data : Le jeu de données a utiliser, qui doit étre au format temporel (ts, zoo, ou
data.frame). Dans notre cas, nous utilisons les données denmark fournies avec le pa-
ckage.

— order : Un vecteur numérique indiquant les ordres de retard. Le premier élément corres-
pond aux retards de la variable dépendante, les suivants a ceux des variables explicatives,
dans l'ordre spécifié par formula.

— start (optionnel) : Permet de fixer le début de la période d’estimation, par exemple
"1975 Q4" ou c(1975, 4) pour démarrer au quatrieme trimestre 1975.

— end (optionnel) : Permet de fixer la fin de la période d’estimation.

Exemple utilisé dans cette étude

data (denmark)

2| ardl_3132 <- ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark, order = c¢c(3,1,3,2))

Ce modele estime 'effet dynamique du revenu réel (LRY), des taux obligataires (IBO) et
des taux de dépdt (IDE) sur la demande réelle de monnaie (LRM).

Estimation du modéle ARDL(3,1,3,2)

L’estimation du modele ARDL avec les retards spécifiés se fait avec la commande suivante :

ardl_3132 <- ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark, order = c(3,1,3,2))
summary (ardl_3132)

Interprétation des résultats

Les principaux résultats sont présentés dans le tableau ci-dessous :
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Variable Coefficient Std. Error t-Stat p-value

(Intercept) 2.6202 0.5678 4.615  4.19e-05
LRM,; 4 0.3192 0.1367 2336  0.0247
LRM,; - 0.5326 0.1324 4.024  0.0003
LRM; 5 -0.2687 0.1021 -2.631  0.0121
LRY 0.6728 0.1312 5.129  8.32e-06
LRY, -0.2574 0.1472 -1.749  0.0881
IBO -1.0785 0.3217 -3.353  0.0018
1BO;_4 -0.1062 0.5858 -0.181  0.8571
IBO;_4 0.2877 0.5691 0.505  0.6161
I1BO,_3 -0.9947 0.3925 -2.534  0.0154
IDE 0.1255 0.5545 0.226  0.8222
IDE; -0.3280 0.7213 -0.455  0.6518
IDE, , 1.4079 0.5520 2.550  0.0148

— Les variables retardées de LRM sont toutes significatives, car leurs p-valeurs sont infé-
rieures a 0,05. Cela indique une dynamique d’ajustement persistante dans le temps.

— LRY a un effet positif significatif sur LRM, en accord avec la théorie de la demande
de monnaie.

— L’effet de IBO est globalement négatif et significatif aux périodes t et ¢t — 3, indiquant
un effet de substitution.

— IDFE n’a d’effet significatif que sous la forme retardée a t — 2, ce qui pourrait traduire
un effet différé ou un manque de sensibilité immédiate.

Création d’une variable muette (dummy) fixe

d_74Q1_75Q3 <- ifelse(time(denmark) >= 1974 & time (denmark) <= 1975.5, 1, 0)
2| d_74Q1_75Q3_ <- ifelse(time (denmark) >= "1974 Q1" & time (demmark) <= "1975 Q3", 1,
0)

Cette commande crée une variable muette d_74Q1_75Q3 qui vaut 1 pour les trimestres
entre 1974 T1 et 1975 T3 (inclus), et 0 sinon.
Cela permet de capter un effet fixe (choc, événement particulier) sur cette période.

Ajout de la variable dummy au jeu de données

La commande suivante combine la variable d_74Q1_75Q3 avec le jeu de données denmark
en utilisant la fonction cbind (), qui permet d’ajouter des colonnes a un jeu de données. Le
résultat est stocké dans un nouveau jeu de données appelé den.

den <- cbind(denmark, d_74Q1_75Q3)

Autrement dit, cbind () concatene horizontalement les colonnes de denmark et ded_74Q1_75Q3
pour former un nouveau tableau de données.
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Estimation d’'un modéele ARDL avec la variable dummy

La commande suivante estime un modele ARDL en incluant la variable dummy d_74Q1_75Q3
comme régresseur :

ardl 3132 d <- ardl1(LRM ~ LRY + IBO + IDE | d_74Ql_75Q3,
data = den, order = ¢(3,1,3,2))

La formule du modele est spécifiée comme suit :
LRM ~ LRY + IBO + IDE | d_74Q1_75Q3

ou la barre verticale | sert a séparer les variables qui entrent dans la relation de cointégration
(ici LRM, LRY, IBO, IDE) de la variable dummy d_74Q1_75Q3, qui est traitée comme une
variable exogene fixe dans le modele. Les résultats sont présentés dans le tableau ci-dessous :

Variable Coefficient
(Intercept) 4.19447

L(LRM, 1) 0.16657

L(LRM, 2) 0.49903

L(LRM, 3) —0.11428
LRY 0.44941
L(LRY, 1) —0.21907
IBO —1.44100
L(IBO, 1) —0.23277
L(IBO, 2) 0.17368
L(IBO, 3) —0.91649
IDE 0.41237
L(IDE, 1) —0.69134
L(IDE, 2) 1.38546

d_T4AQ1 75Q3  —0.05955

La variable dummy d_74Q1_75Q3, qui correspond a la période spécifique entre le premier
trimestre 1974 et le troisieme trimestre 1975, a un coefficient légerement négatif (-0,05955).
Cela indique un effet négatif faible mais notable sur LRM durant cette période, probablement
lié & un choc économique ou un événement particulier affectant la série & ce moment.

3.6.4 Présentation de la fonction auto_ardl() et de ses composantes

auto_ardl recherche la meilleure spécification d’ordre d’'un modele ARDL, selon le critere
choisi, tout en respectant les contraintes éventuelles.

Valeur retournée

La fonction auto_ardl renvoie une liste contenant :
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Argument Description

formula  Spécification de la formule

data Jeu de données

TABLE 3.7 — Description des arguments

— best__model : un objet de classes c("dynlm", "1m", "ardl") représentant le meilleur
modele trouvé.

— best__order : un vecteur numérique donnant 1’ordre retenu.

— top__orders : un data.frame listant les 20 meilleures spécifications.

Usage

auto_ardl (
formula,
data,
max_order,
fixed_order = -1,
starting_order = NULL,
selection = "AIC",
selection_minmax = c("min", "max"
grid = FALSE,
search_type = c("horizontal", "vertical"),
start = NULL,
end = NULL,
L)

Exemple d’utilisation de auto_ardl() avec différentes options

# Sélection du modéle ARDL avec auto_ardl() —---—-——-—-—————————————————————
library (ARDL)
data(denmark)

# Modéle de base avec recherche horizontale et critére AIC

modell <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order = c(5,4,4,4))

print (modell$top_orders)

# Recherche verticale du modéle

modell h <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order c(5,4,4,4),
search_type = "vertical")

modell h

# Recherche de 1’optimum global (grid = TRUE)

model grid <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order = c(5,4,4,4), grid = TRUE)

model_grid
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# Critéres de sélection différents

modell b <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order = c(5,4,4,4), selection = "BIC")

modell b

# Critére personnalisé : R*> ajusté
adjr2 <- function(x) { summary(x)$adj.r.squared }
modell_adjr2 <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,

max_order = c(5,4,4,4),
selection = "adjr2",
selection_minmax = "max"

modell_adjr2

# Configuration des ordres de départ

modell so <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order = c(5,4,4,4),
starting order = c(1,1,3,2))

modell so

# Contraintes sur les ordres des variables
modell ibo2 <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order = c(5,4,4,4),
fixed order = c(-1,-1,2,-1))
modell_ibo2

# Début de la régression a partir de "1976 Q1"

modell 76ql <- auto_ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark,
max_order = c(5,4,4,4),
start = "1976 Q1")

modell_76ql

Interprétation des résultats

avec le critéere AIC : Le modele ARDL(3,1,3,2) ressort toujours comme le meilleur selon le
critere AIC, avec la méme valeur (-251,03), quelle que soit la méthode de recherche utilisée
( horizontale, verticale ou exhaustive ) ce qui confirme de la robustesse et de la fiabilité de
la procédure de sélection du modele ARDL.

Avec le critéere BIC : Le modele ARDL sélectionné selon le critere BIC est trés parcimonieux,
avec un ordre (1,0,0,0), c’est-a-dire un seul retard pour la variable dépendante LRM et aucun
pour les variables explicatives. Ce choix reflete la nature du BIC, qui pénalise fortement les
modeles complexes afin de limiter le sur-ajustement.

Avec le critére du R2? ajusté : Le modele ARDL(3,1,3,2) est celui qui explique le mieux
les données, avec un R? ajusté de 0,984. Cela veut dire qu’il explique environ 984 % des
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variations de la variable LRM. Ce tres bon résultat confirme que ce modele est tres adapté
pour représenter la relation entre les variables, comme ’avait déja montré le critere AIC.

En restreignant la période d’analyse : Le meilleur modele obtenu est ARDL(2,0,4,3), estimé
a partir de 1976 Q1. Les coefficients different de ceux obtenus sur I'ensemble de la période :
par exemple, l'effet du revenu réel (LRY) devient plus faible (0,35009), tandis que l'effet du
taux d’intérét (IBO) devient plus négatif (-1,60481). De plus, la valeur de 'AIC (-232,34)
est moins bonne que celle obtenue sur toute la période, ce qui s’explique par la réduction du
nombre d’observations. Ce résultat montre que le choix de la période d’estimation influence
la dynamique capturée par le modele.

Fixation de I’ordre de retard dans un modéle ARDL : Fixer l'ordre de retard d’une ou
plusieurs variables dans un modele ARDL consiste a imposer des contraintes basées sur des
hypotheses théoriques ou des objectifs d’interprétation. Cette méthode limite la recherche
du meilleur modele aux configurations respectant ces contraintes. Par exemple, en fixant
I'ordre de retard de la variable IBO & 2, le meilleur modele trouvé est ARDL(2,2,2,2) avec
un AIC de -245,77, proche du modele libre. En fixant aussi 'ordre de LRM a 3, le modele
ARDL(3,1,2,2) est sélectionné avec un AIC de -245,10.

Coefficients du meilleur modéle ARDL(3,1,3,2)

Variable (Intercept) L(LRM,1) L(LRM,2) L(LRM,3) LRY L(LRY,1) IBO
Coefficient 2.6202 0.3192 0.5326 -0.2687 0.6728 -0.2574 -1.0785
Variable L(IBO,1) L(IBO,2) L(IBO,3) IDE L(IDE,1) L(IDE,2)
Coefficient -0.1062 0.2877 -0.9947 0.1255 -0.3280 1.4079

TABLE 3.8 — Coefficients estimés du modele ARDL(3,1,3,2)

Test de cointégration ARDL : Bounds Wald-test for no cointegra-
tion

3.6.5 Test des bornes de cointégration avec bounds_f_test

La fonction bounds_f_test dans R permet d’effectuer le test de cointégration par les
bornes développé par Pesaran, Shin et Smith (2001). Ce test est basé sur un test de Wald
appliqué aux coefficients d'un modele a correction d’erreur non restreint (UECM). II peut
produire une statistique de type F ou Chi®.

Syntaxe de la fonction

bounds f test(
object,
case,
alpha = NULL,
pvalue = TRUE,
exact = FALSE,
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R = 40000,
test = c("F", "Chisq"),
vcov_matrix = NULL

)

Arguments

— object : un objet de classe ardl ou uecm.

— case : un entier de 1 a 5, ou une chaine de caracteres, indiquant la structure de I’équation
de long terme (voir ci-dessous).

— alpha : niveau de signification (par exemple 0.01 ou 0.05).
— pvalue : booléen indiquant si la p-value doit étre renvoyée (TRUE par défaut).

— exact : booléen indiquant si les bornes doivent étre calculées pour la taille exacte de
I'échantillon (FALSE par défaut = bornes asymptotiques).

— R : nombre d’itérations Monte Carlo si exact = TRUE.

— test : choix entre les statistiques "F" ou "Chisq".

Les 5 cas possibles (argument case)

— Cas 1 : Pas d’intercept, pas de tendance (1 ou "n").

— Cas 2 : Intercept restreint, pas de tendance (2 ou "rc").

— Cas 3 : Intercept non restreint, pas de tendance (3 ou "uc").

— Cas 4 : Intercept non restreint, tendance restreinte (4 ou "ucrt").

— Cas 5 : Intercept et tendance non restreints (5 ou "ucut").

Construction d’un modéle ARDL(3,1,3,2) avec différents termes déterministes

Construction des modeles ARDL

Modeéle sans constante
ardl_3132_n <- ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE -1, data = denmark, order = c(3,1,3,2))

5| bounds _f_test(ardl_3132 _n, case = 1)

+

ou
bounds_f_test(ardl_3132_n, case = "n")

Listing 3.1 — ARDL sans constante (case 1)

Modeéle avec constante :
ardl_3132_c¢ <- ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE, data = denmark, order = c(3,1,3,2))

Case 2 : avec constatante restreinte

;| bounds _f_test (ardl_3132_c, case = 2)

ou
5| bounds _f_test(ardl_3132_c, case = "rc")
Case 3 : avec constante non restreinte
bounds_f_test (ardl_3132_c, case = 3)
ou
bounds_f_test(ardl_3132_c, case = "uc")

Listing 3.2 — ARDL avec constante
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Modéle avec constante et tendance :

ardl_3132_ct <- ardl(LRM ~ LRY + IBO + IDE + trend(LRM), data =
(3,1,3,2))
Case 4 constante non restreinte, tendance restreinte
bounds_f_test(ardl_3132_ct, case = 4)
ou
5| bounds _f_test (ardl_3132_ct, case = "ucrt")
Case 5 constante et tendance non restreintes
bounds_f_test(ardl_3132_ct, case = 5)
ou
bounds_f_test (ardl_3132_ct, case = "ucut")

denmark, order = c

Listing 3.3 — ARDL avec constante et tendance (case 4 et 5)

TABLE 3.9 — Résultats du test de cointégration par la méthode des bornes selon différentes spécifications

déterministes
Cas | Spécification Syntaxe R F-statistique | p-value | Interprétation
préliminaire

Sans constante case = 1 ou "n" 0.7109 0.8765 | Pas de cointégration

2 Constante restreinte case = 2 ou "rc" 5.1168 0.004418 | Cointégration  pro-
(long terme) bable

3 Constante non res- case = 3 ou "uc" 6.2059 0.004146 | Cointégration forte
treinte (court terme)

4 Constante non res- | case = 4 ou "ucrt" 5.4306 0.007069 | Cointégration  pré-
treinte, tendance res- sente
treinte (LT)

5 Constante + ten- | case = 5 ou "ucut" 6.7853 0.005303 | Cointégration  tres
dance non restreintes forte
(CT)

Test de cointégration par la méthode des bornes de Pesaran et al. (2001)

Afin de vérifier I'existence d’une relation d’équilibre a long terme entre les variables de
notre modele ARDL(3,1,3,2) avec constante restreinte (cas 2), nous avons appliqué le test
des bornes proposé par Pesaran et al. (2001). Ce test permet de détecter la cointégration en
comparant la statistique de test a des valeurs critiques calculées selon différents niveaux de

signification.

Programme R utilisé

# Test asymptotique au seuil 5%

bft <- bounds_f test(ardl 3132 c, case = 2, alpha =
print (bft)

print (bft$tab)

print (bft$PSS2001parameters)

0.05)

# Test au seuil strict 0.5Y%
bounds_f_test(ardl_3132 c, case = 2, alpha = 0.005)
# Test exact avec taille d’échantillon réelle (simulation)
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set.seed(2020)
bounds_f_test(ardl_3132 c, case = 2, alpha = 0.01, exact = TRUE)

# Comparaison entre statistique F et Khi-deux au seuil 17
bounds_f test(ardl_3132 c, case = 2, alpha = 0.01)
bounds_f_test(ardl_3132_c, case = 2, alpha = 0.01, test = "Chisq")

Résultats obtenus

Test Statistique Borne I(0) Borne I(1) Alpha p-valeur
Asymptotique (F) 5.1168 2.7750 3.6595 0.05  0.0044
Asymptotique (F) 5.1168 4.0491 5.0372 0.005 0.0044
Exact (F) 5.1168 4.1335 5.2902 0.01 0.01285
Asymptotique (F) 5.1168 3.6744 4.6104 0.01 0.0044
Asymptotique (x?) 25.584 18.372 23.052 0.01 0.0044

TABLE 3.10 — Résultats du test des bornes de cointégration pour le modele ARDL(3,1,3,2) (cas 2)

Interprétation

Les résultats montrent que la statistique de test (F ou Khi-deux) est systématiquement
supérieure a la borne critique supérieure I(1) pour les niveaux de signification usuels (5%,
1%, 0,5%). Cela signifie que I'on rejette ’hypothese nulle d’absence de cointégration, et donc
que les variables étudiées partagent une relation d’équilibre stable a long terme.

Le test exact, qui prend en compte la taille réelle de I’échantillon via une simulation
Monte Carlo, donne une p-valeur légérement plus élevée (0,01285) mais reste significative au
seuil de 5%. Cette différence souligne 'importance de considérer la taille d’échantillon dans
I'interprétation des tests.

Enfin, la comparaison entre la statistique F et la statistique Khi-deux confirme la robus-
tesse des résultats, les deux tests menant a la méme conclusion.

Conclusion

Le test des bornes a confirmé l'existence d’une relation de cointégration entre la va-
riable dépendante LRM et les variables explicatives LRY, IBO, et IDE dans le modele
ARDL(3,1,3,2) avec constante restreinte. Cette cointégration signifie qu’il existe un équilibre
a long terme stable liant ces variables, malgré leurs fluctuations a court terme.

3.6.6 Test des bornes basé sur la statistique t (bounds_t_test)

Pour compléter le test des bornes basé sur la statistique F, nous utilisons également le
test des bornes basé sur la statistique t. Ce test permet de vérifier la présence d’une rela-
tion de cointégration en se focalisant spécifiquement sur le coefficient retardé de la variable
dépendante dans le modele ARDL.

Principe Le test évalue si ce coefficient est significativement différent de zéro, ce qui indique
une relation d’équilibre a long terme entre les variables.
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Cas de spécification Comme pour le test F, différents cas sont possibles selon la présence
ou non de constante et/ou tendance dans la relation de long terme :

— Cas 1 : sans constante ni tendance
— Cas 3 : constante non restreinte, pas de tendance

— Cas 5 : constante et tendance non restreintes

Le test t ne s’applique pas aux cas 2 et 4.

Utilisation dans R

bounds_t_test(ardl_3132 c, case = 3, alpha = 0.05)

Application du test des bornes basé sur la statistique t (bounds_t_test)
Programme R utilisé

# Test asymptotique au seuil 5%

btt <- bounds_t_test(ardl_3132 c, case = 3, alpha = 0.05)
print (btt)

print (btt$tab)

print (btt$PSS2001parameters)

# Test asymptotique au seuil 0.5%
bounds_t_test(ardl_3132_c, case = 3, alpha = 0.005)

$#3 Test exact avec taille d’échantillon réelle (simulation)
set.seed(2020)
bounds_t_test(ardl_3132 c, case = 3, alpha = 0.01, exact = TRUE)

Résultats obtenu

TABLE 3.11 — Résultats du test bounds_t_test pour différents seuils

Test « Statistique t  I(0) I(1) Décision

Asymptotique 5% -4.5479 -2.8650 -3.7713 Rejet de Hy (p = 0.0055)

Asymptotique  0.5% -4.5479 -3.6595 -4.5708 Non-rejet de Hy (p = 0.0055)

Exact (T=52) 1% -4.5479 -3.5572 -4.5414 Rejet de Hy (p = 0.0099)
Interprétation

Les résultats du test bounds t test montrent que :

— Au seuil de 5%, la statistique t est plus négative que la borne supérieure 1(1), et la p-
valeur est inférieure a 0.05. On rejette donc I’hypothese nulle d’absence de cointégration,
ce qui indique la présence d’une relation d’équilibre a long terme entre les variables du

modeéle ARDL.
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— Au seulil tres strict de 0.5%, la statistique t ne dépasse pas la borne critique I(1) et la
p-valeur est légerement supérieure a 0.005, ce qui ne permet pas de rejeter I’hypothese
nulle. La preuve de cointégration est donc insuffisante a ce niveau tres exigeant.

— Le test exact, qui prend en compte la taille réelle de ’échantillon (T=52) par simulation,
confirme la présence de cointégration au seuil de 1%, avec une statistique t plus négative
que la borne critique exacte et une p-valeur inférieure a 0.01.

Ces résultats soulignent I'importance de considérer la taille de 1’échantillon dans I'inter-
prétation des tests de cointégration. Le test exact est plus fiable pour des échantillons de
taille modeste.

Conclusion

Les résultats obtenus a travers les tests des bornes (bounds F-test et bounds t-test)
confirment 'existence d’une relation de long terme stable entre la variable dépendante LRM
et les variables explicatives LRY, IBO et IDE dans notre modele ARDL. Ces conclusions
sont cohérentes avec celles des travaux classiques de Johansen et Juselius, qui, par leur
méthode basée sur le test de rang de cointégration, identifient généralement au moins un
vecteur de cointégration dans des données économiques comparables.

Application 2

3.7 Exemple appliqué sur des données simulées d’un modele ARDL
avec détails sur ’estimation

Problématique : Nous souhaitons étudier I'impact a court et long terme de la consom-
mation d’électricité (CONSO) et du prix de I'électricité (PRIX) sur la demande industrielle
(DEM), en utilisant des données trimestrielles (2000-2020).

Etapes de I’estimation ARDL

1. Vérification des ordres d’intégration (Test de racine unitaire)
Avant d’appliquer le modele ARDL, il faut vérifier que les variables ne sont pas 1(2),
sinon le modele n’est pas valide.

Tests ADF (Augmented Dickey-Fuller) :

— DEM : est I(1) (non stationnaire en niveau, stationnaire en différences premieéres).
— CONSO : est I(1).

— PRIX : est I(0) (stationnaire en niveau).
Le modele ARDL est applicable car il y a une mixité de I(0) et I(1).

2. Sélection des Retards Optimaux(p,q)
Le modele ARDL(p, q1,q2) doit étre estimé avec des retards optimaux pour éviter le
surajustement.
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Critéres d’information (AIC / BIC / HQ) : On teste différentes combinaisons de retards
(p pour DEM, ¢; pour CONSO, g, pour PRIX). Le meilleur modele, selon I’AIC, est
ARDL(2,1,0).

3. Estimation du Modele ARDL : Spécification du modele

DEMt =a-+ 61DEM,5,1 -+ 62DEM,5,2 + ’}/OcONSOt + ’YlCONSOtfl + (SopRIXt + &
(3.7.1)

Résultats (exemple simulé) :

Variable Coeflicient | Std. Error | t-Statistic | Prob.
C 10.5" 2.1 5.0 0.000
DEM(-1) 0.6" 0.1 6.0 0.000
DEM(-2) -0.3" 0.1 -3.0 0.004
CONSO 0.8 0.2 4.0 0.000
CONSO(-1) -0.5" 0.2 2.5 0.016
PRIX -0.2" 0.05 -4.0 0.000

" significatif & 5%.

4. Test de Cointégration (Bounds Test)

L’hypothese nulle (Hy : pas de cointégration) est testée via les seuils critiques de Pesaran
et al. (2001).

— La statistique F' calculée est égale a 6.2.
— Les seuils critiques (& 5%) sont :

— Lower Bound (1(0)) : 3.2

— Upper Bound (I(1)) : 4.5

Puisque F' = 6.2 > 4.5, c’est a dire la valeur calculée de la statistique F' est supérieure
a la valeur de la borne inférieure , on rejette Hy : par conséquent la cointégration est
confirmeée.

5. Estimation de ’Equation de Long Terme
On extrait les coefficients de long terme du modele :

DEMt = @0 —+ QlcONSOt + QQPRIXt + Tt

Calcul : n 0.8 — 0.5
Yo TN .6 —U.
9, = — — —0.43
! 1— B — s 1-06+0.3
5 0.2
0y = 0 — —0.29

T1-Bi—fB  1-06+03
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Interprétation :

— A long terme, une hausse de 1% de CONSO accroit DEM de 0.43%.
— A long terme, une hausse de 1% de PRIX réduit DEM de 0.29%.

6. Correction d’erreur (ECM : Error Correction Model)
Pour analyser la dynamique de court terme, on formule le modele a correction d’erreur :

p—1 q1—1
ADEM; = a+Y_ ¢;ADEM,_; + Y ¢; ACONSO,_;
i=1 j=1
g2—1

+ Y 6 APRIX; 4+ pECT,_1 +uy (3.7.2)
k=0

Résultat :
p=—04 (p-value =0,01)

La vitesse d’ajustement est de 40% du déséquilibre corrigé chaque trimestre.

Le coefficient p doit étre négatif et significatif (ajustement vers I’équilibre).
7. Validation du Modele

Tests de diagnostic

— Test d’autocorrélation (Breusch-Godfrey) : p > 0,05, on accepte Hy.
— Hétéroscédasticité (White) : p > 0,05
— Normalité des résidus (Test Jarque-Bera) : p > 0,05

Remarques :

— A court terme, la consommation et le prix ont un impact immédiat sur la demande.
— A long terme, il existe une relation d’équilibre : le modele est stable de correction.
— L’ajustement vers 1’équilibre se fait a 40% par période.

Implémentation R : En utilisant le package ARDL du langage R, on procede comme
suit :

model <- ardl(DEM ~ CONSO + PRIX, data = data, order = c(2,1,0))
bounds_test (model)

Voici un programme R complet qui simule les données CONSO, PRIX et DEM utilisées dans
I’exemple, puis reproduit toutes les étapes de 'analyse ARDL.

1. Simulation des données du premier trimestre 2000 au quatrieme trimestre
2020

set.seed(123) # Pour la reproductibilité

# Créer un index temporel trimestriel (Calendrier)

71



Chapitre 3 : Les modeéles Auto Regressive Distributed Lag (ARDL)

dates <- seq(as.Date("2000-01-01"), as.Date("2020-12-31"),
by = "quarter")
n <- length(dates)

# Simuler CONSO (I(1))
CONSO <- cumsum(rnorm(n, mean = 0.5, sd = 1)) + 100 # Trend + bruit

# Simuler PRIX (I(0))
PRIX <- arima.sim(model = list(ar = 0.7), n = n, mean = 50, sd = 2)

# Simuler DEM (dépend de CONSO et PRIX avec retard)

DEM <- rep(NA, n)

DEM[1:2] <- 200 # Initialisation for t in 3:n

for (t in 3:n) {
DEM[t] <- 10 + 0.6*DEM[t-1] - 0.3+#DEM[t-2] + 0.8*CONSO[t] -
0.5%CONSO[t-1] - 0.2%PRIX[t] + rnorm(l, sd = 3)

}

# Créer un dataframe
data <- data.frame(
Date = dates,

DEM = DEM,
CONSO = CONSO,
PRIX = PRIX

# Visualisation
library(ggplot2)
ggplot(data, aes(x = Date)) +
geom_line(aes(y = DEM, color = "DEM")) +
geom_line(aes(y = CONSO/2, color = "CONSO (scaled)")) + # Mise a
1’échelle pour la lisibilité
geom_line(aes(y = PRIX*2, color = "PRIX (scaled)")) +

scale color _manual(values = c("DEM" = "blue",

"CONSO (scaled)" = "red", "PRIX (scaled)"= "green")) +

labs(title = "Données Simulées (2000-2020)", y = "Valeur",
color = "Variable") + theme minimal()

2. Vérification des ordres d’intégration (ADF Test)

library(urca)
# Test ADF pour DEM (avec constante et tendance)
summary (ur.df (data$DEM, type =

"trend", lags = 4)) # Niveau, c a d Non stationnaire

# Test ADF pour DEM (différenciée)
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summary (ur.df (diff (data$DEM), type = "drift", lags = 4))
# Différence ¢ a d Stationnaire =>I(1)

# Test ADF pour CONSO
summary (ur.df (data$CONSO, type = "trend", lags = 4)) # I(1)

# Test ADF pour PRIX

summary (ur .df (data$PRIX, type = "drift", lags = 4)) # I(0)
3. Estimation ARDL (Package 'ARDL’)

library (ARDL)

# Sélection automatique des retards (AIC)

model scl <- auto.ardl(DEM ~ CONSO + PRIX, data = data, max_order = c(3,3,3))
bcst_ordcr <- model scl$bcst_ordcr # Retient ARDL(2,1,0)

# Estimation du modéle

model <- ardl(DEM ~ CONSO + PRIX, data = data, order = c(2,1,0))
summary (model)

4. Test de Cointégration (Bounds Test)

bounds.test (model)

# Résultat attendu : F-stat > seuil I(1) alors il y a cointégration
5. Calcul des Coefficients de Long Terme

multiplier(model, type = "1lr") # Output:
# 1 CONSO 0.43
# 2 PRIX -0.29

6. Modele a correction d’erreur (ECM)

ecm <- ECM(model)
summary (ecm)
# Vérifier que le coefficient ECT est négatif et significatif (ex: -0.4)

7. Validation du modéle

# Autocorrélation (HO : pas d’autocorrélation)
# Dans le package lmtest, on utilise la commande bgtest.
bgtest(model, order = 2) # p > 0.05, il n’y a pas autocorrélation.

# Hétéroscédasticité (HO : homoscédasticité)
# Dans le package lmtest, on utilise la commande bptest.

bptest (model) # p > 0.05, on accepte HO.

# Normalité des résidus
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# Dans le package tseries, on utilise la commande jarque.bera.test.
jarque.bera.test(residuals(model)) # p > 0.05, on accepte HO.

Explication de la méthodologie
Les séries sont simulées comme suit :

CONSO : Simulée comme une marche aléatoire (I(1)) avec tendance.
PRIX : Simulé comme un processus AR(1) stationnaire (I(0)).
La variable DEM est générée selon le modele ARDL(2,1,0) avec :

— Effets retardés de DEM : (0.6 x DEM,; 1 — 0.3 x DEM, ).

— Impact contemporain et retardé de CONSO : (0.8 x CONSO; — 0.5 x CONSO,_,).

— Impact contemporain de PRIX :( —0.2 x PRI X}).

Choix des parametres

Le choix des coefficients est cohérent avec :

1. La théorie économique (élasticité prix négative, revenu positive).
2. Les propriétés des séries (1(0)/1(1)).

3. La stabilité du modele ARDL (racines du polynéme retard < 1).

Explication détaillée des coefficients de long terme (6; et 05)

Dans un modele ARDL, les coefficients de long terme () représentent 'effet d’équilibre
stable entre les variables. Leur calcul vient de la relation d’équilibre de long terme dérivée
du modele dynamique estimé.

Origine de la formule : Réécriture du modele ARDL en équilibre de long terme
Prenons un modele ARDL(2,1,0) général :
DEMt = o+ 61DEM75_1 + 62DEMt_2 + 'yOC’ONSOt + ”leONSOt_l + 5QPR[Xt + Et

Etape 1 : Supposons ’équilibre de long terme (steady state) FEn long terme, les variables
convergent vers des valeurs stables :

DEM, = DEM, = DEM, o = DEM
CONSO, = CONSO;_; = CONSO
PRIX, = PRIX e =0

Le modeéle devient :

DEM = o+ BiDEM + BDEM + vCONSO + vCONSO + 60PRIX

Etape 2 : Regrouper les termes Factorisons DEM et CONSO
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Etape 3 : Isoler DEM pour obtenir la relation de long terme

DEM — @ WM moNso N PRIX

I1—=p—Br 1—=01—P5 1— 51— B

Ce qui donne la relation de long terme :

DEM =60y + 0,CONSO + 6, PRI X

Avec :

= — (terme constant)
R

0, = _dotm (effet de long terme de CONSO)

1= B =P
do

0y = ——— (effet de long terme de PRIX

ey © )

Application numérique (d’apres ’exemple précédent)

Reprenons les coefficients estimés :

1 =0.6 (coefficient de DEM,;_ 1)

fo = —0.3 (coefficient de DEM;_5)

70 = 0.8 (coefficient de CONSOy)

7 = —0.5 (coefficient de CONSO;_)
do = —0.2  (coefficient de PRI X;)

Calcul de 6; (effet de CONSO en long terme)

0.3
Yo+ M _ 939 o043

S 1=p =B 07
Calcul de 6, (effet de PRIX en long terme)
0o —0.2

1=p1 =0 07

0

02

Interprétation économique

01 = 0.43 : Une augmentation permanente de 1% de la consommation d’électricité
(CONSO) entraine une hausse de 0.43% de la demande industrielle (DEM) a long
terme.

0, = —0.29 : Une augmentation permanente de 1% du prix de 1’électricité (PRIX) réduit
la demande industrielle de 0.29% a long terme.

Résultat

Ce calcul est nécessaire dans la mesure ou :
Les coefficients g, 71, 09 ne donnent que des effets a court terme.

75



Chapitre 3 : Les modeéles Auto Regressive Distributed Lag (ARDL)

Le modele ARDL permet de décomposer ces effets en :

(1) Dynamique de court terme (via les différences premiéres et le mécanisme de correction
d’erreur).

(2) Relation de long terme (via 6y, 65).

Remarques importantes

1. Dénominateur (1 — 8y — (2) :

— Représente la vitesse d’ajustement vers 1’équilibre.
— Doit étre positif et inférieur a 1 pour assurer la stabilité.

2. Cas des retards supérieurs :

— Si CONSO avait un retard ¢ = 2, on sommerait v + v; + 7o.
— Si PRIX avait un retard ¢ = 1, on sommerait oy + ;.

3. Une erreur souvent commise est d’oublier de diviser par (1 — Y f3;), ce qui fausse I'in-
terprétation des élasticités de long terme.

Résumé des résultats obtenus

Effet Formule Calcul (exemple)
Court terme 7,71, oo CONSO, =0.8
Long terme 6 = 1%76- 0, =53

Conclusion

Les 6 sont obtenus en normalisant les coefficients de court terme par la persistance de la
variable dépendante (1 — Y ;).
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Conclusion générale

Ce mémoire a permis d’analyser en profondeur les séries chronologiques, depuis les concepts
fondamentaux de stationnarité jusqu’aux modeles avancés de cointégration et ARDL, en
passant par les tests statistiques essentiels. Sur le plan théorique, les tests de racine uni-
taire (ADF, PP, KPSS) se sont révélés indispensables pour déterminer la nature des séries
étudiées, tandis que les modeles a correction d’erreur (ECM) et les tests de cointégration
(Engle-Granger, Johansen) ont permis de capturer les relations de long terme entre variables
économiques. L’approche ARDL, plus flexible, a démontré son efficacité pour traiter des séries
intégrées d’ordres différents, surmontant ainsi les limitations des méthodes traditionnelles.

Sur le plan empirique, I’application sur les données danoises a confirmé la robustesse du
bounds test pour identifier des relations de cointégration, méme avec des échantillons de taille
modérée.

Cette recherche ouvre néanmoins plusieurs perspectives pour de futurs travaux. D’un
point de vue méthodologique, 'utilisation de modeles ARDL non linéaires (NARDL) ou
bayésiens permettrait de mieux appréhender les éventuelles ruptures structurelles ou asymé-
tries dans les relations économiques. Des applications élargies a d’autres contextes nationaux
ou sectoriels pourraient en vérifier la portée générale, tandis que l'intégration de données a
plus haute fréquence offrirait une granularité d’analyse accrue.

En définitive, cette étude met en lumiere 'importance cruciale du choix des outils écono-
métriques dans I'analyse des séries temporelles. Les différentes méthodes testées constituent
un cadre d’analyse cohérent pour étudier les phénomenes économiques dynamiques, comme
I’a illustré notre application empirique sur le cas danois. Ces approches, combinées aux
développements méthodologiques futurs, présentent des perspectives particulierement pro-
metteuses pour la recherche appliquée en macroéconomie et en finance, tout en offrant des
pistes concretes pour le travail des décideurs politiques et économiques.
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Résumé

Ce mémoire étudie les modeles ARDL (Autoregressive Distributed Lag) pour Ianalyse
des relations entre séries temporelles économiques, en particulier dans les cas ou les variables
présentent des ordres d’intégration différents (I(0) et I(1)). Apres avoir présenté les concepts
fondamentaux des séries chronologiques et les tests de stationnarité (ADF, Phillips-Perron
et KPSS), nous développons une méthodologie complete incluant les approches de cointé-
gration traditionnelles (Engle-Granger et Johansen) et le test aux bornes de Pesaran. Nous
comparons ensuite différentes méthodes d’estimation (moindres carrés ordinaires, maximum
de vraisemblance et approche bayésienne), en soulignant leurs avantages respectifs. Une ap-
plication empirique sur les données macroéconomiques du Danemark illustre I'utilisation des
modeles ARDL pour modéliser la demande de monnaie, démontrant leur flexibilité pour cap-
turer simultanément les dynamiques de court et long terme tout en évitant les problemes de
régressions fallacieuses. Les résultats confirment la robustesse de cette approche pour iden-
tifier des relations stables entre variables économiques, avec des perspectives prometteuses
pour les extensions bayésiennes. L’implémentation pratique sous R avec le package ARDL
est également discutée.

Abstract

This thesis examines ARDL models (Autoregressive Distributed Lag) for analyzing rela-
tionships between economic time series, particularly when variables have different integration
orders (I(0) and I(1)). After presenting fundamental concepts of time series and stationarity
tests (ADF, Phillips-Perron and KPSS), we develop a comprehensive methodology including
traditional cointegration approaches (Engle-Granger and Johansen) and Pesaran’s bounds
test. We then compare different estimation methods (ordinary least squares, maximum li-
kelihood and Bayesian approach), highlighting their respective advantages. An empirical
application on Danish macroeconomic data illustrates the use of ARDL models to analyze
money demand, demonstrating their flexibility in capturing both short- and long-term dy-
namics while avoiding spurious regression problems. The results confirm the robustness of
this approach for identifying stable relationships between economic variables, with promising
prospects for Bayesian extensions. Practical implementation in R using the ARDL package
is also discussed.

Mots-clés

Modeles ARDL, cointégration, séries temporelles, test de Pesaran, bounds test, inférence
bayésienne, économétrie appliquée.
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