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Depuis longtemps, l’être humain a travaillé sans relâche dans le but de rendre plus sûr 

les structures et les outils utilisés dans le quotidien, c’est pourquoi il s’est beaucoup 

investi en édifiant des constructions plus performantes, et en développant des moyens 

de vérification de plus en plus fiable. 

Les impératifs techniques et économiques liés à la construction mécanique et à la maintenance 

des équipements exigent, afin de diminuer les prix de revient, la conception de structures de 

plus en plus légères, sans pour autant que la qualité  finale ne  s'en trouve affectée.  Cet objectif 

est souvent directement associé à une optimisation de leur forme, dont l'un des buts essentiels 

est de diminuer la quantité des matériaux utilisées tout en conservant la performance souhaitée. 

Ce compromis peut naturellement conduire, pour des machines tournantes qui sont soumises à 

des excitations dépendants de la vitesse de rotation, A la naissance de phénomènes vibratoires 

dangereux provoquant de l’usure, fatigue, voire même des ruptures. 

En conséquence, l’ingénieur doit pouvoir s’appuyer sur des modèles et les techniques de 

résolution qui lui permettent de simuler de manière fiable le comportement de ces structures 

complexes dès le stade de l’avant-projet et même au cours du l’utilisation, afin de prévoir leur 

comportement structurel. 

L'étude du comportement dynamique des machines tournantes a attiré l'attention de l'ingénieur 

depuis de nombreuses années.  Bien que généralement peu réalistes, mais aisément traitables 

par des méthodes analytiques classiques. Les modèles élémentaires des rotors, constitués d’un 

arbre déformable à masse négligeable et comportant un disque, ont permis de mettre en 

évidence les aspects fondamentaux de la dynamique des machines tournante. Grâce à ces 

modèles simples, il a été possible de montrer que les fréquences propres d'un arbre de machine 

sont dépendantes de la vitesse de rotation. En raison des effets gyroscopiques et des propriétés 

mécaniques des paliers. Le couplage gyroscopique engendre, en effet, un mouvement de 

précession de rotor qui peut être, soit direct, soit indirecte, selon le sens de ce mouvement s’il 

est identique ou opposé à celui de la rotation propre du rotor.  Pour certaines vitesses de rotation, 

appelées vitesses critiques, l’excitation d’un arbre par des forces telles que celles dues au 

phénomène de balourd, entrainent des vibrations de fortes amplitudes, pouvant devenir 

dangereuses, à la fois, pour la machine, l’utilisateur et l’environnement. 

Au cours des dernières décennies, le développement considérable des moyens de calcul a 

facilité l'élaboration de modèles et de méthodes d'analyse de plus en plus sophistiqués. A titre 

d’exemple : 

• La méthode des différences finies, 

• La méthode des éléments finis (MEF),  

• La méthode de collocation (méthodes pseudo-spectrales) 

• La méthode d’analyse isogéométrique (AIG) 

• La méthode de collocation isogéométrique (AIG-C)  

 
Ces derniers permettent de nos jours une étude approfondie et quasi-réaliste des structures 

mécaniques, malgré la complexité de ces dernières.  

De nos jours, la plupart des logiciels développés pour l'analyse des structures utilisent la 

fameuse méthode des élément finis, à l’instar de ANSYS, COMSOL, FEMM, GOMA, ADINA, 

Cosmos Works qu’est une extension de SolidWorks. 
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Cependant, tous ces logiciels restent limités et peu efficaces pour approcher un certain nombre 

de champs de solution, en effet les fonctions polynomiales comme celles de Lagrange ou 

Hermit qui sont utilisé dans la méthode des éléments finis en tant que fonctions de forme ne 

représentent pas avec précision les champs de solutions de forme elliptique. 

En 2005,  l'équipe de Thomas J.R. Hughes  de l'Université d'Austin. Introduit le concept 

d'analyse isogéométrique, qui brise les barrières entre le DAO et l’analyse numérique. Et 

cela, en utilisant les fonctions initialement utilisées uniquement pour la modiléstion 

géométrique dans les logiciels de CAO (Bézier, B-spline, NURBS) comme fonction de forme 

pour l’analyse. D’autres équipes de recherche ont publié de nombreux résultats dont la 

principale préoccupation était de valider et d'améliorer le concept. Le principal avantage de 

cette méthode est que celle-ci réduit considérablement l'erreur sur l'approximation de la forme, 

De plus, la nature des fonctions NURBS permet une représentation exacte des champs de 

solutions contrairement aux polynômes, ces fonctions ont une grande stabilité à un degré de 

résolution élevé, ce qui permet un affinage k (élévation de l’ordre et insertion de nœuds). 

Cependant, avec tous les avantages qu'elle présente actuellement, l'analyse isogéométrique 

(AIG) n'est toujours pas parfaite pour les erreurs dues aux quadratures numériques. 

En 2010, des progrès en la matière ont été réalisés, donnant lieu à la méthode de collocation 

isogéométrique, Bien que les méthodes de collocation (méthode pseudo-spéctral) aient été 

développées dans les années 1970, elles sont restées peu connues en raison de leurs limites pour 

analyser des structures de formes complexes. La méthode de collocation isogéomtrique 

représente une alternative pour gérer les erreurs dues aux quadratures numériques et cela en 

utilisant les NURBS comme fonctions de forme pour garder les performances de l’analyse 

isogéométrique. 

À la lumière de cette introduction, l’objectif principal visé dans ce travail est d’étudier 

l’applicabilité de la méthode de collocation isogéomtrique à la modélisation des machines 

tournantes et cela en construisant des modèles numériques de machines tournantes en utilisant 

ladite méthode.  

 

Le modèle numérique d’analyse des machines tournantes développé à base de la méthode de 

collocation isogéométrique est implémenté sur Matlab comme suit : d’abord, implémentation 

des équations de mouvement basé sur les équations de Timochenko pour notre système, dans 

le programme de construction géométrique par fonctions NURBS, par la suite, on passera à la 

discrétisation du problème puis en imposant des conditions aux limites, les résultat sont ainsi 

obtenu en terme de fréquences propres. 

  

Les résultats obtenus seront par la suite validés par des tests numériques et comparés aux 

travaux publiés. 

 

Pour mener à bien notre projet de master, celui-ci est subdivisé en cinq chapitres comme 

suit :  

 

• Chapitre un : nous rappellerons tout ce qui est en rapport avec la dynamique des 

machines tournantes. Commençant par les notions spécifiques aux machines tournantes 

et l’historique, jusqu’à la modélisation des éléments des machines tournantes. Pour 

avoir à la fin un système d’EDP très général et flexible qui régit un rotor à quatre degrés 

de liberté. 

https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Thomas_J.R._Hughes&action=edit&redlink=1
https://fr.wikipedia.org/wiki/Universit%C3%A9_d%27Austin
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• Chapitre deux : sera consacré à l'étude des courbes et surfaces de Bézier, B-Spline et 

NURBS dans leur cadre original qui est la conception assistée par ordinateur 

• Chapitre trois : présente la méthode de collocation iso géométrique pour résoudre les 

PDE et plus précisément des problèmes au valeurs propres modélisant le comportement 

des structures. 

• Chapitre quatre : a pour objet de présenter la méthode d’implémentation des équations 

et la méthode d’imposer les conditions aux limites  

• Chapitre cinq : présente les résultats des tests numériques effectués et interprétation. 
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Introduction :  

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions essentielles au traitement des problèmes liées à la 

dynamique des machines tournantes. D’abord nous allons présenter les notions spécifiques aux 

machines tournantes, l’historique des études menées dans ce domaine, par la suite, nous 

abordons les questions liées à la modélisation des éléments des machines tournantes pour 

aboutir à un système d’équations aux dérivées partielles qui décrivent le mouvement d’un rotor 

à quatre degrés de liberté. 

Ce chapitre constitue un support essentiel à la compréhension et à la modélisation de la 

dynamique des machines tournantes. 

 Introduction aux machines tournantes 

Les machines tournantes sont généralement composées de parties qui tournent autour d'un axe 

fixe via des paliers.  Le mouvement du rotor nécessite un apport extérieur d’énergie fournie par 

un moteur. La figure suivante (I.1) illustre les composants de base d’une machine tournante, à 

savoir : l’arbre, le disque et les paliers. 

 

Figure (I. 1) : Composants de base d’une machine tournante 

Les différents composants des machines tournantes sont classés comme indiqués ci- dessous :  

• Arbre : composant principal des machines tournantes. 

• Palier : composant de support et de positionnement. 

• Disque : composant de transmission de mouvement. 
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 Les machines tournantes dans l’industrie 

Les machines tournantes telles que les turbines, les turbocompresseurs et les pompes, sont 

devenue depuis de nombreuses années des éléments indispensables de l'industrie moderne [1]. 

Elles sont présentes dans la quasi-totalité des secteurs de l’industrie, Elles varient en 

taille et en complexité. Les machines tournantes peuvent être rencontrées dans des produits et 

systèmes variés allant des moteurs électriques des réfrigérateurs et des machines à laver 

jusqu’aux moteurs d’avions [2]. 

 

Figure (I. 2) : Exemples de machines tournantes [3] 

Au cours des dernières décennies les progrès effectués dans la conception et la fabrication 

faisant tourner les machines tournantes à des gammes de vitesse très hautes pour un gain de 

rendement, Les arbres tournants sont soumis à des vibrations de plus en plus importantes avec 

l’augmentation de la vitesse de rotation, si ces vibrations ne sont pas correctement estimées ou 

pire sous-estimées, elles peuvent être très dangereuses à la fois pour la machine ainsi que pour 

ses utilisateurs. Ce qui pose de nouveaux défis à la fois aux concepteurs et aussi aux 

maintenanciers. 

 Particularités des machines tournantes 

Les machines tournantes sont caractérisées par certains phénomènes qui leurs sont propres 

directement liés au mouvement du rotor, ce qui n’est pas le cas des machines statique.  

 Notions spécifiques aux rotors des machines tournantes  

4.1  Balourd : 

Le balourd correspond aux forces d'inertie générées par le mouvement rotatif des masses 

excentrées et non équilibrées du rotor. On suppose que toutes les machines tournantes 

présentent un balourd, et cela est dû soit à des problèmes d'usinage ou de montage voir de 

température, ce qui engendre : 

• Une répartition non symétrique de la masse du rotor autour de son axe. Ce qui crée un 

décalage entre le centre géométrique et le centre de masse. 
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• La déflexion de l’arbre à cause du poids propre du rotor, favorisant ainsi le décalage entre 

le centre géométrique et le centre de rotation de la machine. 

• Des paliers non alignés par rapport à l’axe géométrique du rotor. 

La force d’excitation générée par la présence du balourd est une force centrifuge. 

La force centrifuge est donnée par la formule suivante : 

𝑭𝒄𝒆𝒏 = 𝒎 .𝝎
𝟐. 𝒓 (𝐈. 𝟏) 

Tel que : 

𝒎 : masse (constante). 

𝝎 : vitesse angulaire. 

𝒓 : distance à partir de l’origine.  

Par déduction les efforts centrifuges sont proportionnels au carré de la vitesse de rotation. D’où 

l’importance de la stabilité et l’équilibrage des machines tournantes, surtout celles opérant à 

très haut régime, afin de limiter l’effet de l’excitation générée par le balourd. 

4.2 Modes propres : 

Les modes propres représentent la déformation du rotor sous une fréquence donnée. Le premier 

mode correspond à la déformation de l’arbre sous la première fréquence propre [4]. 

 A titre d'exemple, considérons une structure simple, soit une poutre supportée par des joints 

broches à chaque une des deux extrémités. Ce modèle de structure assez simple nous procure 

les différents modes propres en fonction des fréquences naturelles. Les trois premières formes 

de mode sont représentées dans la figure ci-dessous : 

 

  

Figure (I. 3) : Les trois premières formes de flexion d’une poutre appuyée aux deux extrémités 

Mode 1 

Mode 2 
Mode 3 
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Le mécanisme de rotation équivalant au système masse-ressort avec amortisseur unique est 

représenté comme étant une masse ponctuelle soutenue par des systèmes amortis inférieur et 

supérieur aux deux extrémités, comme c’est le cas d’un arbre flexible. Ce modèle, 

historiquement considéré comme le model de Jeffcott ou le model Laval, est un système à un 

seul degré de liberté qui est généralement utilisé pour introduire les caractéristiques dynamiques 

du rotor. 

Si l'on suppose que la machine ne tourne pas et qu'il existe trois versions de cette machine avec 

différents paliers à savoir souples, intermédiaires et rigide. Puis, en effectuant un essai sur les 

différents modèles, nous pouvons trouver un ensemble de fréquences propres et de modes 

propres comme illustré sur la figure (I.4). 

 

Figure (I. 4) : Déformée modale en fonction de la rigidité des paliers 

4.3 Vitesses critiques : 

La vitesse critique a été définie par Dunkerley à la fin XVIIIè siècle comme étant la vitesse à 

la résonance d'une structure élastique non tournante où les vibrations de la machine atteignent 

des niveaux élevés [3]. 

Aujourd'hui, le concept de vitesse critique a évolué et se rattache d'un point de vue théorique à 

la notion de valeurs propres du système tournant. Quand une fréquence propre du rotor, à 

une vitesse de rotation donnée, coïncide avec la fréquence d’excitation dû au balourd, on 

parle de vitesse critique. Comme son nom l’indique, ces vitesses particulières correspondent à 

un régime de fonctionnement pour lequel la machine entre en résonance ce qui peut représenter 

un risque de défaillance directement liée à l’amplification des vibrations, ce qui engendre des 

risques conséquents pour les utilisateurs de machines tournantes à très grande masse et surtout 

à très grande vitesse. 

 

  

      

      

    

Mode 1 

Mode 2 

Mode 3 

Palier souple Palier intermédiaire Palier rigide 
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4.4 Effet gyroscopique 

L'effet gyroscopique apparait lorsque le rotor est animé par deux mouvements de rotation aux 

axes perpendiculaires. L’action mécanique qui est créé, appelée couple gyroscopique est un 

moment autour d’un troisième axe, qui a pour conséquence la séparation des fréquences de 

rotation en deux branches : 

• Mode de précession directe. 

• Mode de précession indirecte. 

 

Figure (I. 5) :(a) : Déplacement d’axe de rotation sous effet de couple gyroscopique ; (b) 

mode de précision directe ; (c) mode de précision indirecte 

4.5 Diagramme de Campbell  

Le diagramme de Campbell représente l’évolution des fréquences propres en fonction de la 

vitesse de rotation angulaire [5]. Les deux lignes qui représentent ‘ le mode direct’ et ‘le mode 

indirect ‘ représentent les fréquences propres, elles divergent à mesure que la fréquence propre 

augmente, Lorsque les fréquences propres sont égales à la pulsation de l'arbre Ω, l'amplitude 

des vibrations est maximale, c’est ce qu’on appelle la fréquence critique, voire la figure (II.4). 

La construction du diagramme de Campbell d’un rotor, nécessite la résolution, pour chaque 

vitesse de rotation, du problème aux valeurs propres. 
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Figure (I. 6) :  Diagramme de Campbell 

 

  Dynamique des machines tournantes 

La dynamique des machines tournantes est l’étude de la dynamique et de la stabilité des rotors 

[1].  

Elle joue un rôle important dans l’amélioration de la sécurité et des performances des machines 

tournantes. 

J.M.Rankin en 1869, a utilisé la deuxième loi de Newton sur l’étude de stabilité de mouvement 

d’un arbre en rotation , il conclut que l’équilibre d’un rotor sans friction est uniformément 

perturbé autour de sa position initiale, et le mouvement du rotor dont la vitesse de rotation ne 

peut être supérieure à la première vitesse critique [6]. 

En 1895 S.Dunkerly publié un article dans lequel, il a développé expérimentalement les 

formules des vitesses critiques et les vitesses supercritiques des rotors en fonction de leurs 

diamètres et le poids de leurs disques [7]. 

L’ingénieur Suédine interprète les résultats obtenus par Rankine et montre par un essai 

expérimental sur une turbine à vapeur qu’il est possible de faire tourner un rotor au dessus de 

la vitesse critique. Leurs résultats ont été vérifié analytiquement par A.Foppl [8].  

S.Rayleigh  introduit une méthode approximative basée sur les méthodes énergétique pour 

l’analyse dynamique d’une poutre continue en flexion, il a utilisé aussi la méthode de séparation 

des variables qui sera connu sous le nom de la méthode de Rayleigh Ritz pour calculer les 

𝝎 

𝜴 𝜴 𝒄𝒓𝒊𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 

Mode direct  

Mode indirect 
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fréquences propres. Cette méthode permet d’obtenir un modèle simple de rotor à deux degrés 

de liberté, mais elle est peu précise dès qu’il s’agit d’étudier des systèmes réels [9]. 

M.Schilhansl et D.Pruelli ont étudiés les vibrations de flexions en déterminants les 

fréquences naturelles et les modes propre d’une poutre en rotation. Ils ont conclu que le 

chargement de poutre par une vitesse de rotation augmente leurs fréquences naturelles, d’autre 

part les effets des forces d’extensions tendent vers une augmentation de la raideur de la poutre 

en flexion et en torsion, par contre les effets d’inertie ont une influence sur les fréquences 

naturelles qui tendance à diminuer. [10][11]. 

S.Timoshenko a découvert les effets de déformation transversale due au cisaillement sur 

les fréquences normales d'une poutre continue et particulièrement dans le cas de l'arbre en 

rotation. Il est connu sous le nom du modèle de poutre de Timoshenko [12]. 

T.Koyama a développé une procédure basée sur la méthode des éléments finis pour 

déterminer les caractéristiques des vibrations libre de rotation uniforme d’une poutre de 

Timoshenko en tenant compte de l’effet de cisaillement transversal et les inerties de rotation 

sur les fréquences propres. Les résultats numériques montrent que les fréquences propres 

augmentent avec le chargement par la vitesse angulaire ainsi que l’effet de cisaillement 

transversal et l’inertie sont liés aux nombres de mode avec une large influence de l’effet de 

cisaillement [13]. 

A.Bazoune a réalisé des études sur l’effets de cisaillement transversal et l’inertie sur 

une poutre en rotation à section variable. Leurs études basées sur les deux modèles comparatifs, 

le modèle de poutre d’Euler Bernoulli et le modèle de poutre de Timoshenko [14]. 

 Classifications des machines tournantes selon leurs rotors  

Suivant les éléments principaux du rotor (arbre, disque, palier) on peut classer les machines 

tournantes industriels selon deux paramètres : 

6.1 Les paramètres géométriques : 

• Modèle usuel à long arbre : les dimensions de l’arbre sont plus grandes que celles du 

disque. Il est bien adapté pour modéliser les rotors de différentes machines 

tournantes industrielles (turbine, générateur, …etc.). La majorité des travaux de 

recherche concernant l’étude de comportement vibratoire et dynamique des 

machines industrielles sont focalisées sur ce modèle [15]. 

• Modèle du disque rotor : les dimensions du disque sont plus grandes que celles de 

l’arbre. Ce modèle est bien adapté pour étudier le comportement dynamique de quelques 

machines industrielles par exemple, un disque dur d’un ordinateur, micro 

turbine, turbine hydraulique…etc. Parmi les recherches effectuées sur ce modèle, 

nous évoquons par exemple les travaux de H.Lamb et R.Southwell [16], qui ont traité 

le comportement dynamique d’un disque en rotation 

à l’aide de la théorie des vibrations des membranes. Récemment, on trouve les 

travaux de G.Genta et A.Tonoli [17] qui ont étudiées en détails, analytiquement et 
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numériquement le comportement vibratoire en torsion, en flexion et axiale d’un 

disque rotor. 

• Modèle de rotor aubagé : ce modèle est bien adapté pour étudier le comportement 

vibratoire de quelques rotors ayant une structure aubagé (hélicoptère, 

aérogénérateur, fan de turboréacteur, soufflerie industrielle…etc.). L’étude de 

comportement dynamique de ce modèle reste assez compliquée, car le mode 

vibratoire du rotor est lié aux différents phénomènes combinatoires 

(aérodynamique, aéroélasticité, hydrodynamique…etc). John F.Ward [18] et 

K.Sinhas [19] présentent une solution approximative pour étudier et identifier le 

comportement vibratoire en déterminant les fréquences et les modes propres de 

résonance d’un rotor aubagé soumis à une force radiale concentrée qui est due au 

verticité aérodynamique . 

• Modèle du rotor libre : ce modèle de rotor est caractérisé par l’absence des 

suspensions (paliers, support). Il a attiré l’attention des chercheurs dans les 

dernières années pour développer et étudier le comportement dynamique des 

projectiles, satellites géostationnaires. P.Hughes [20] et W.Fortescue et J.Stark [21] 

sont considérés parmi les premiers chercheurs qui ont étudiés le comportement 

dynamique de ce genre de rotor, la majorité des travaux qui ont suivi, sont fait 

avec les méthodes de simulation numérique. La validation des résultats jusqu'à nos 

jours reste difficile en raison de la complexité de réaliser des banc d’essais 

expérimentaux. 

6.2 Les paramètres mécaniques : 

• Modèle de rotor rigide : un rotor peut être considéré comme rigide lorsqu’il tourne à 

des vitesses sensiblement inférieures à la vitesse critiques associées à la 

flexion de l’arbre [2].la réalisation des calculs pour un rotor rigide est intéressante d’un 

point de vue du dimensionnement de bâti et aussi la répartition des masses dans la partie 

tournante et surtout la maintenabilité et la stabilité des machine tournante. C’est 

justement ce modèle qui sera traité dans notre travail. 

• Modèle de rotor de Jeffcott : c’est un modèle simple (figure 1.5) utilisé pour 

étudier le comportement dynamique en flexion des rotors industriels, la 

configuration de ce modèle est caractérisée par des points matériels attachés à 

un arbre non massique dans le but de négliger les effets gyroscopiques. Leur 

comportement dynamique a été étudié par Jeffcott en 1919 [23]. 

• Modèle de rotor réel : la combinaison entre le modèle de rotor rigide et le modèle 

de rotor de Jeffcott ne représente que de manière très approximative la dynamique 

d’un rotor réel, c’est le modèle du rotor flexible quand il tourne avec des vitesses 

supérieures à la première vitesse critique en flexion [22] 

• Modèle de rotor flexible : un rotor est généralement considéré comme étant souple ou 

flexible quand il fonctionne à proximité ou au-dessus de sa fréquence naturelle (vitesse 

critique). La règle de base est de considérer un rotor flexible si ce dernier tourne à  70% 

ou plus de la 1ère vitesse critique. Si l'arbre commence à se déformer sensiblement au 
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début de la plage des vitesses de fonctionnement, il est appelé rotor flexible [2]. C’est 

justement ce modèle qui sera traité dans notre travail. 

 Objectifs de l'analyse dynamique des machines tournantes : 

Lors de la conception, de l'exploitation et surtout de la maintenance des machines tournantes, 

L'analyse dynamique du rotor peut aider à atteindre les objectifs suivants :  

• Prédire les vitesses critiques. Vitesses auxquelles les vibrations dues au déséquilibre 

du rotor sont maximales. Ces dernières Peuvent être calculé sur la base des données de 

conception afin d'éviter ce phénomène lors du fonctionnement normal de la machine. 

• Prédire les fréquences propres de vibration en torsion, flexion. 

• Identifiez les modifications de conception pour changer les vitesses critiques. 

• Calculer les valeurs et les positions des masses du balourd de correction, dans une 

opération d’équilibrage. 

• Prédire des vitesses et des fréquences de vibration de seuil d'instabilité dynamique. 

Cet objectif est un défi à l'heure actuelle, car un certain nombre de forces de 

déstabilisation ne sont pas encore assez bien comprises pour une modélisation 

mathématique précise. 

• Prévoir des amplitudes de vibrations provoquées par le déséquilibre du rotor. C'est l'un 

des objectifs les plus difficiles à accomplir avec exactitude puisque l'amplitude de la 

rotation de rotor dépend de deux facteurs qui sont à la fois très difficile à mesurer : (a) 

la distribution de déséquilibre le long du rotor, et (b) de l'amortissement du système 

rotor-palier. 

• Identifier les modifications de conception pour éliminer l'instabilité dynamique. Cet 

objectif peut être atteint plus facilement que l'objectif précédent, depuis que l'ordinateur 

permet de simuler et prédire l'effet relatif de stabilisation des différentes modifications 

matérielles. Même si les solutions ne sont que des approximations. L’objectif de notre 

mémoire justement est de réduire les approximations et cela par l’étude de l’applicabilité 

de la méthode de collocation isogémétrique (C-IGA) sur les machines tournantes. 

 Aspect numérique  

L'utilisation de la technologie numérique est essentielle pour la dynamique des structures, en 

particulier dans la dynamique des machines tournantes, et surtout dans l'avancée extensive des 

outils de calcule. L'analyse dynamique du rotor utilise généralement deux méthodes : la 

méthode de la matrice de transfert et la méthode des éléments finis. 

• La méthode de la matrice de transfert : historiquement cette méthode a été 

développée par N. Myklestad [24] et M.A.Prohl[25] pour calculer les fréquences 

naturelles et les modes propre d’un rotor en régime dit sous-critique. W.Lund et 

F.K.Orcutt [26] on diversifié le domaine d’utilisation de cette méthode en présentant un 

algorithme pour calculer la réponse linaire d’une force synchrone (balourd) d’un rotor 
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flexible supporté par un palier hydrodynamique. D.W.Childs[27] comparé la solution 

linéaire du système avec la solution obtenue par cette méthode, il a conclu que cette 

méthode présenter un avantage sur le temps de convergence de la solution par le 

calculateur d’ordinateur, par contre cette méthode est difficile à appliquer dans un 

système multi rotor et complexe . A.Liew [28] a développé cette méthode pour le cas 

d’un problème non linéaire. 

• La méthode des éléments finies : les premiers travaux dans lesquels cette méthode avait 

été utilisé pour la modélisation d’un systeme ont été publiés par H.D.Nelson et 

J.M.McVaugh [29]. Ils prennent en compte les effets d’inertie de rotation, de charges 

axiales et de l’effet gyroscopique. Cette modélisation a été complétée par E.S.Zaezi et 

H.D.Nelson [30] en prenant compte de l’amortissement interne des parties tournantes. 

Plusieurs travaux ont suivi, confirmant la maturité et la fiabilité de cette méthode. 

Le but de notre étude dans ce mémoire est de construire de nouveaux modèles pour l’analyse 

du comportement des machines tournantes en s’appuyant sur la méthode de collocation 

isogéomtrique qui se veut plus précise en termes de résultats. 

 Préliminaires pour la modélisation analytique des machines tournantes  

Nous allons réaliser une modélisation d’un système comportant un arabe et un disque, posés 

sur deux paliers. Afin de modéliser correctement notre système on doit d’abords définir 

quelques paramètres. 

9.1 Système de coordonnées.  

Afin de développer les équations de mouvements de notre système, nous devons premièrement 

définir un système de coordonnées. Pour se faire on a le choix, entre un repaire stationnaire ou 

bien un repaire mobile qui sera confondu avec le rotor et suivra donc sa rotation. 

Pour notre cas nous avons choisis un système de repaire stationnaire afin de nous faciliter le 

développement des équations. Notre système sera donc composé de trois axes Ox, Oy, Oz 

perpendiculaires avec comme centre « O » qui sera situer au centre de masse de notre système. 

On fait alors coïncider l’axe du rotor avec Oz, notre repaire sera orienté de manière standard 

c’est-à-dire une orientation droitière « positive ». De la sorte à ce que le plan Ox, Oy soit 

verticaux et positifs et l’axe Oz sera pointé vers l’extérieur comme le montre la figure 

ci- dessous :  
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Figure (I. 7) : Système de coordonnées utilisé dans la modélisation de notre rotor. 

Sur la figure (I.8) est représenté un bout de l’arbre de notre système, supposons que le centre 

de masse de notre arbre peu décalé du centre du repaire sur les axes Ox, Oy, et Oz ; et ce à 

cause des vecteurs u, v, w. respectivement. On suppose aussi que notre rotor subit une très 

légère rotation autour des axes Ox et Oy d’un déplacement angulaire de 𝜽 et 𝝍 respectivement 

on suppose que les rotations se font dans le sens positif (sens des aiguilles d’une montre). 

 

Figure (I. 8) : Illustration des moments angulaires 

A noter que sur la figure (I.6) les moments angulaires sont représentés par un vecteur à double 

flèches. A cause de l’angle de vue, le sens positif de la rotation sur l’axe Ox et de déplacement 

angulaire θ apparait dans le sens des aiguilles d’une montre c’est parce que l’axe Ox est 

rentrant. Par contre pour Oy et Oz le sens apparait contraire aux aiguilles d’une montre c’est 

parce que Oy er Oz sont sortant.  

Notre arbre tourne autour de l’axe Oz dans le sens des aiguilles d’une montre (sens positif) avec 

un déplacement angulaire Φ et une vitesse angulaire Ω.  
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9.2 Arbre : 

Un arbre est une structure dont le champ des déplacements pour l'étude des vibrations est 

caractérisé par les déplacements dans deux plans orthogonaux.  Dans la mesure ou la distance 

entre les points nodaux des régimes vibratoires significatifs est sensiblement plus grande que   

les dimensions   transversales   de   la structure, celle-ci   peut   être considéré comme une poutre 

en rotation.  Les défauts dus à l'hétérogénéité de la matière, à l’usinage et au montage créent un 

écart entre l’axe géométrique et les lignes des centres de masse.  On admet que le milieu est 

Quasi homogène, c'est-A-dire que l'inhomogénéité est suffisamment importante pour qu’une 

distinction entre la ligne des centres de masse at l'axe géométrique de la structure soit 

nécessaire, mais suffisamment faible pour que les théories des poutres soit appliqué à ce 

système [31]. 

Le comportement élastique lors des vibrations de flexion est régi par les lois de la flexion plane 

des poutres.   Nous utiliserons la théorie de Timoshenko qui permet de tenir compte de l'effet 

de cisaillement, ainsi que de l'inertie de rotation des sections.  Rappelons que, d’après cette 

théorie, on admet qu’une  section  plane  originalement  normale  à  l'axe  neutre demeure plane, 

mais sous l'effet de l'effort tranchant  elle ne  reste plus normale a l'axe  neutre après 

déformation. Ainsi, la rotation totale est composée d'une rotation de la tangente a l'axe neutre 

due à la flexion seule. Et d'une rotation due A l'effort tranchant. 

9.2.1 Equilibre dynamique d’un arbre en flexion et équation du mouvement : 

Comme ce travail porte sur la flexion d’arbre en 1D des machines tournantes, on traite le cas 

de vibration d’un arbre homogène. Pour cela on Considère un arbre de section constante dont 

la ligne moyenne est supposée rectiligne au repos et située dans un certain plan de symétrie xoy 

de l’arbre. La vibration transversale de celle-ci est donnée par sa flèche y(x,t) par rapport à la 

position d’équilibre(voir Figure I.9); elle est déterminée par l’étude de la déformé dynamique 

dans le plan xoy : 

 

Figure(I. 9) : Arbre en flexion 

Supposons que L est la longueur de la poutre, 𝝆 sa masse volumique, A la section constante, E 

le module d’élasticité et I son moment d’inertie de section. Désignons respectivement par T et 

M l’éffort tranchant et le moment fléchissant à une distance x de l’origine pour de petites 

déformations (voir Figure I.8) : 

y 

y 

dx 

x 
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Figure(I. 10) : Forces et moments à un élément de l’arbre 

L’Équilibre dynamique d’un élément de poutre de Timoshenko en flexion est donné par la 

relation suivante : 

{
 

 
𝝏𝑴

𝝏𝒙
+ 𝑻 = 𝝆𝑰

𝝏𝟐𝚯

𝝏𝒕𝟐

𝝏𝑻

𝝏𝒙
= 𝝆𝒉

𝝏𝟐𝐕

𝝏𝒕𝟐

(𝑰. 𝟐) 

 

Où V=V (x, t) est le déplacement transversal, Θ=Θ (x, t) la rotation de la section transversale 

par rapport à l’axe y, ρ est la densité massique du matériau de la poutre, A est l’air de la section 

droite, I est le moment d’inertie. M=M (x, t) le moment fléchissant et T=T (x, t) l’effort 

tranchant. 

9.2.2 Lois de Comportement : 

La théorie de Timoshenko sur la flexion des poutres suppose que le plan normal de la section 

transversale reste plan après déformation mais n’est pas normal par rapport à l'axe médian. Les 

déformations son donné par :  

{
 

 𝜺𝒙𝒙 =
𝜹𝒖

𝜹𝒙
= −𝒚

𝜹𝚯

𝜹𝒙

𝜺𝒙𝒚 =
𝜹𝒖

𝜹𝒚
+
𝜹𝑽

𝜹𝒙
= −𝚯 +

𝜹𝐕

𝜹𝒙

(𝑰. 𝟑) 

𝜺𝒙𝒙 , 𝜺𝒙𝒚 : déformations relatives.  

La relations contraintes/déformations s’écrit comme suite : 

 

x dx 

y 

x 

𝑻 +
𝝏𝑽

𝝏𝒙
𝒅𝒙 𝑴+

𝝏𝑴

𝝏𝒙
𝒅𝒙 

 

T M 



Chapitre I Généralités et Modélisation analytique  

17 

 
 

 

{
𝝈𝒙𝒙 = 𝑬𝜺𝒙𝒙 = −𝑬𝒚

𝜹𝚯

𝜹𝒙

𝝈𝒙𝒚 = 𝑮𝜸𝒙𝒚 = 𝑮𝒌(
𝜹𝐕

𝜹𝒙
− 𝚯)

(𝑰. 𝟒) 

 Les efforts sont déduits en intégrant les contraintes sur la surface A de la poutre : 

{
  
 

  
 𝑵 = ∫𝝈𝒙𝒙𝒅𝑨

 

𝑨

= 𝑬𝜺𝒙𝒙 = ∫ −𝑬𝒚
𝜹𝚯

𝜹𝒙
𝒅𝑨

 

𝑨

= 𝟎         (𝑬𝒇𝒇𝒐𝒓𝒕 𝒏𝒐𝒓𝒎𝒂𝒍)

𝑻 = ∫𝝈𝒙𝒚𝒅𝑨
 

𝑨

= 𝑮𝑨𝒌(
𝜹𝐕

𝜹𝒙
− 𝚯)       (𝑬𝒇𝒇𝒐𝒓𝒕 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒄𝒉𝒂𝒏𝒕)

𝑴 = ∫−𝒚𝝈𝒙𝒙𝒅𝑨
 

𝑨

= 𝑬
𝜹𝚯

𝜹𝒙
∫𝒚𝟐𝒅𝑨
 

𝑨

= 𝑬𝑰
𝜹𝚯

𝜹𝒙
   (𝒎𝒐𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒇𝒍é𝒄𝒉𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕)

(𝑰. 𝟓) 

 Les deux efforts à retenir sont donc M et T : 

{
𝑴 = 𝑬𝑰

𝝏𝚯

𝝏𝒙

𝑻 = 𝒌𝑮𝒉(
𝝏𝐕

𝝏𝒙
− 𝚯)

(𝑰. 𝟔) 

Tel que : 

E : est le module de Young,  

G : le module de cisaillement  

k :le  facteur de forme 

 

Pour un arbre isotrope dont le matériau présente un comportement linéaire élastique, la matrice 

D, dite d’élasticité, prend la forme généralisée suivante : 

𝑫 = [

𝒌𝑮𝑨   𝟎   𝟎   𝟎
𝟎   𝒌𝑮𝑨   𝟎   𝟎
𝟎   𝟎       𝑬𝑰   𝟎
𝟎   𝟎       𝟎   𝑬𝑰

] (𝑰. 𝟕) 

9.3 Disque : 

Les organes portés par l’arbre peuvent être considérés comme des disques minces 

indéformables qui contribuent uniquement aux termes d'inertie.  . 

Les matrices  M  et  G sont  respectivement la  matrice  d'inertie  et la matrice de  couplage  

gyroscopique qui représente le disque .  Ces matrices ont pour expressions : 
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𝑴 = [

𝒎    𝟎   𝟎   𝟎
𝟎     𝒎   𝟎   𝟎
𝟎     𝟎    𝑰𝒅   𝟎
𝟎      𝟎    𝟎   𝑰𝒅

] (𝑰. 𝟖) 

𝑮 = [

𝟎    𝟎    𝟎             𝟎
𝟎    𝟎    𝟎             𝟎
𝟎    𝟎    𝟎       −𝑰𝑷
𝟎    𝟎     −𝑰𝑷      𝟎

] (𝑰. 𝟗) 

Dans lesquelles : 

m : représente la masse du disque.  

𝑰𝒅 : est le moment d'inertie diamétral.   

𝑰𝑷 : le moment d'inertie polaire. 

Ω : vitesse angulaire. 

9.4 Paliers : 

Le comportement dynamique d’un arbre de machine appuyé sur des paliers hydrodynamiques 

est fortement influencé par les propriétés mécaniques du film d'huile qui sert de lubrifiant. 

L’instabilité du mouvement de l’arbre risque même de se produire. 

 

Figure (I. 11) : Modèle de palier  

Les forces de réaction du film d’huile sont en fonctions des coordonnées du centre de l'arbre, 

des vitesses et du nombre de Sommerfeld. Le comportement d'un palier hydrodynamique est 

essentiellement non linéaire et non-conservatif. Néanmoins, pour une charge radiale donné et 
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pour des petits mouvements du centre de l’arbre autour de la position d'équilibre, on peut 

linéariser les relations qui lient les forces de réaction du film d'huile aux déplacements et aux  

vitesses [25] [26].  Dans ces conditions, un modèle linéaire satisfaisant d'un palier 

hydrodynamique peut être caractérisé par quatre rigidités et quatre coefficients de dissipation. 

Ainsi, chacun des paliers du système peut être représenté par une matrice de rigidité et une 

matrice de dissipation, dans laquelle   𝒌𝑷  et 𝒄𝑷   sont respectivement la matrice de rigidité et 

celle de dissipation.  Ces matrices de dimension (4x4)   s'écrivent : 

𝒌𝑷 = [

𝒌𝒚𝒚    𝟎   𝒌𝒚𝒙   𝟎

𝟎        𝟎   𝟎       𝟎
𝒌𝒙𝒚     𝟎    𝒌𝒙𝒙  𝟎

𝟎         𝟎  𝟎       𝟎

] (𝑰. 𝟏𝟎) 

𝒄𝑷 = [

𝒄𝒚𝒚   𝟎    𝒄𝒚𝒙   𝟎

𝟎        𝟎     𝟎       𝟎
𝒄𝒙𝒚    𝟎     𝒄𝒙𝒙   𝟎

𝟎      𝟎    𝟎       𝟎

] (𝑰. 𝟏𝟏) 

La détermination des rigidités et coefficients de dissipation peut être effectuée de façon 

analytique ou expérimentale. L'anisotropie du palier, qui se traduit par la non-symétrie des 

matrices 𝒌𝑷  et 𝒄𝑷  est la cause principale d’une éventuelle instabilité du  mouvement  de  l'arbre 

[27]. 

9.5 Modélisation de l’effet gyroscopique :  

Dans l’analyse dynamique d’un rotor il est essentiel d’inclure l’effet du couple gyroscopique, 

ce dernier est dû au fait de conservation du moment cinétique dans un système, le moment est 

perpendiculaire à l’axe de rotation. 

Soit un disque uniforme tournant sur l’axe Oz avec une vitesse angulaire constante Ω Le 

moment angulaire sur l’axe Oz sera 𝑰𝒑𝜴  tel que : 𝑰𝒑 représente le moment d’inertie polaire 

sur l’axe longitudinal, et le moment angulaire est représenter par un vecteur à double flèche 

agissant sur l’axe Oz comme le montre la figure (I.12). 

Si on prend en compte la rotation autour de l’axe Oy avec une vitesse angulaire �̇� par rapport 

au lapse de temps δt on déduit alors l’angle de déplacement du disque qui est :  

𝜹𝝍 = �̇�𝜹𝒕   . 

Au bout de ce temps δt le moment angulaire aura une magnitude de 𝑰𝒑𝜴 mais sa direction de 

rotation sera définie par 𝜹𝝍 comme le montre la figure (I.13).  

Et cette infime déplacement 𝜹𝝍 crée un moment angulaire sur l’axe Ox avec une magnitude de 

𝑴𝒙 𝛅𝐭 , tel que : 

𝑴𝒙 : étant le moment angulaire sur Ox dans le sens positif. 

Nous avons alors :  
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𝑴𝒙 𝛅𝐭 = 𝑰𝒑𝜴𝜹𝝍    𝑜𝑢     𝑴𝒙 = 𝑰𝒑𝜴
𝜹𝝍

𝜹𝒕
 (𝑰. 𝟏𝟐) 

On suppose que la limite de 𝛅𝐭 tends vers zéro on aura :  

𝑴𝒙 = 𝑰𝒑𝜴
𝜹𝝍

𝜹𝒕
= 𝑰𝒑𝜴�̇� (𝑰. 𝟏𝟑) 

  

 

Figure(I. 12): l'effet d'un moment dans le sens des aiguilles d'une montre sur Ox. 

 Nous avons aussi la rotation autour de l’axe Ox avec une vitesse angulaire �̇�par rapport au 

lapse de temps δt on déduit alors l’angle de déplacement du disque qui est : 𝜹𝜽 =  �̇�𝜹𝒕 .  

 

Figure(I. 13):l'effet d'un moment dans le sens inverse des aiguilles d'une montre sur Oy. 
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Et cette infime déplacement 𝜹𝜽 crée un moment angulaire sur l’axe Oy avec une magnitude 

de𝑴𝒚 𝛅𝐭 . Mais dans ce cas le moment sera dans le sens opposé aux aiguilles d’une montre par 

rapport à l’axe Oy comme le montre la figure suivante : 

Nous avons alors pour ce cas le moment angulaire sur l’axe Oy, 𝑴𝒚 qui est exprimé par 

l’équation suivante :    

−𝑴𝒚 𝛅𝐭 = 𝑰𝒑𝜴𝜹𝜽    𝒅𝒐𝒏𝒄     𝑴𝒚 = −𝑰𝒑𝜴
𝜹𝜽

𝜹𝒕
 (𝑰. 𝟏𝟒) 

On prend la limite de 𝛅𝐭 tends vers zéro on aura :  

𝑴𝒚 = −𝑰𝒑𝜴
𝜹𝜽

𝜹𝒕
= −𝑰𝒑𝜴�̇� (𝑰. 𝟏𝟓) 

La variation du moment cinétique dû à l’accélération angulaire autour des axes Ox et Oy doit 

s’ajouter à la contribution du moment d’inerties polaire ce qui transforme les équations (I.13) 

et (I.15) en : 

𝑴𝒙 = 𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝜴�̇�         𝒆𝒕     𝑴𝒚 = 𝑰𝒅�̈� − 𝑰𝒑𝜴�̇� (𝑰. 𝟏𝟔)   

Tel que : 

 𝑰𝒅 : représente le moment d’inertie diamétral du disque.  

 Modélisation d'un rotor rigide sur supports flexibles 

Pour illustrer quelques-unes des caractéristiques de la dynamique des machines tournantes, 

nous considérons maintenant un modèle simple à long arbre rigide de rotor, qui peut être 

modélisé en utilisant seulement quatre degrés de liberté. 

Le rotor est rigide avec une section transversale circulaire, supporté par deux roulements sur 

supports flexibles. 

La figure (I.14) montre un rotor rigide de section transversale circulaire supporté par deux 

paliers sans rigidité angulaire, communément appelés paliers courts. Les paliers sont supportés 

de manière flexible dans les directions horizontale et verticale. 

 

Figure (I. 14) :  Rotor rigide sur supports flexibles. 
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𝒌𝒚𝟐 Indique la rigidité du ressort au palier 2 dans la direction y, m représente la masse de 

retor, 𝑰𝑫 est le moment d’inertie de retor selon l’axe Ox et Oy, 𝑰𝒅 est le moment polaire d’inertie 

de retor.  

Remarque : 

𝑰𝒑 ≤ 𝑰𝒅 . 

10.1 Développement des équations : 

Pour développer les équations de mouvement de ce système, nous pouvons utiliser l’approche 

énergétique par exemple les équations de Lagrange, ou directement en appliquant la deuxième 

loi de la dynamique de Newton. Ici, nous choisissons d'utiliser cette dernière car c’est plus 

pratique. 

 

Figure (I. 15) : Schéma de rotor rigide sur supports flexibles selon les deux axe Ox, Oy. 

Ce rotor a quatre degrés de liberté car il peut translater dans les directions Ox et Oy et il peut 

également tourner autour de ces deux axes. 

Nous avons choisi le centre de masse du rotor comme référence de rotor, et on décrit les quatre 

degrés de liberté du rotor par :  

u et v décrivent la translation dans les axes Ox et Oy respectivement. 

θ et 𝝍 décrivent la rotation autour des axes Ox et Oy respectivement. 

La deuxième loi de Newton est donnée par la formule suivante : 

∑𝒇𝒆𝒙𝒕 = 𝒎 �̈� (𝑰. 𝟏𝟕) 

Tel que : 

𝒇𝒆𝒙𝒕 : les forces extérieures appliquées. 

m : masse . 
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�̈� : accélération. 

En appliquant la formule (I.17) sur notre rotor dans les directions x, y , 𝜽 et 𝝍  on aura : 

Forces agissantes sur le rotor dans la direction x :   −𝒇𝒙𝟏 − 𝒇𝒙𝟐 = 𝒎�̈�  

Forces agissantes sur le rotor dans la direction y :  −𝒇𝒚𝟏 − 𝒇𝒚𝟐 = 𝒎�̈�                     (𝑰. 𝟏𝟖) 

Moments agissant sur le rotor dans la direction 𝜽:  −𝒂𝒇𝒚𝟏 + 𝒃𝒇𝒚𝟐 = 𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇�  

Moments agissant sur le rotor dans la direction 𝝍 :   𝒂𝒇𝒙𝟏 + 𝒃𝒇𝒙𝟐 = 𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� 

Les moments agissants sur les directions  𝜽 𝑒𝑡 𝝍 engendrent le phénomène de précession. 

On suppose que les déplacements de rotor sont très petits, ce qu’est dans le cas pratique (sauf 

si y’as une défaillance majeure dans le rotor de la machine tournante), cette supposition signifie 

que les rotations de 𝜽 𝑒𝑡 𝝍 sont très faibles. Par conséquent, nous pouvons remplacer sin 𝜽  

par 𝜽 et sin 𝝍 par 𝝍. De plus, nous supposons que les ressorts des supports sont linéaires. 

En appliquant la loi de Hook (loi de comportement), on obtient : 

                  𝒇𝒙𝟏 = 𝒌𝒙𝟏𝜹 = 𝒌𝒙𝟏(u - a sin 𝝍) ≈ 𝒌𝒙𝟏(𝒖 − 𝒂𝝍 )                (I.19)  

Tel que : 

 𝜹 : est le changement de position dû à la force 𝒇𝒙𝟏. 

En appliquant l’équation (I.19) pour chaque force, on obtient : 

𝒇𝒙𝟏 = 𝒌𝒙𝟏(𝒖 − 𝒂𝝍 )  

𝒇𝒙𝟐 = 𝒌𝒙𝟐(𝒖 − 𝒃𝝍 ) (𝑰. 𝟐𝟎)  

𝒇𝒚𝟏 = 𝒌𝒚𝟏(𝒗 − 𝒂 𝜽)  

𝒇𝒚𝟐 = 𝒌𝒚𝟐(𝒖 − 𝒃𝜽)  

En substituant les équations (I.20) dans l’équation (I.19) en haut, on aura : 

𝒎�̈� + 𝒌𝒙𝟏(𝒖 − 𝒂𝝍) + 𝒌𝒙𝟐(𝒖 − 𝒃𝝍 ) = 𝟎 

𝒎�̈� + 𝒌𝒚𝟏(𝒗 − 𝒂𝜽) + 𝒌𝒙𝟐(𝒗 − 𝒃𝜽 ) = 𝟎 (𝑰. 𝟐𝟏) 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� + 𝒂𝒌𝒚𝟏(𝒗 − 𝒂𝜽) + 𝒃𝒌𝒙𝟐(𝒗 − 𝒃𝜽 ) = 𝟎 

𝑰𝒅�̈� − 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒂
̇ 𝒌𝒙𝟏(𝒖 − 𝒂𝝍) + 𝒃𝒌𝒙𝟐(𝒖 − 𝒃𝝍 ) = 𝟎 

 

Après réorganisation des équations (I.21) on obtient :  
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𝒎�̈� + (𝒌𝒙𝟏 + 𝒌𝒙𝟐)𝒖 + (−𝒂𝒌𝒙𝟏 + 𝒃𝒌𝒙𝟐)𝝍 = 𝟎 

𝒎�̈�(𝒌𝒙𝟏 + 𝒌𝒙𝟐)𝒖 + (−𝒂𝒌𝒙𝟏 + 𝒃𝒌𝒙𝟐)𝜽 = 𝟎 (𝑰. 𝟐𝟐) 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� + (𝒂
̇ 𝒌𝒚𝟏 − 𝒃𝒌𝒚𝟐)𝒗 + (𝒂

𝟐𝒌𝒚𝟏 + 𝒃
𝟐𝒌𝒚𝟐)𝜽 = 𝟎 

𝑰𝒅 + 𝑰𝒑𝛀�̇� + (𝒂
̇ 𝒌𝒙𝟏 − 𝒃𝒌𝒙𝟐)𝒖 + (𝒂

𝟐𝒌𝒙𝟏 + 𝒃
𝟐𝒌𝒙𝟐)𝝍 = 𝟎 

 

On pose T, C et R comme indice pour indiquer les coefficients de translation. Comme suite : 

𝒌𝒙𝑻 = 𝒌𝒙𝟏 + 𝒌𝒙𝟐   𝒆𝒕   𝒌𝒚𝑻 = 𝒌𝒚𝟏 + 𝒌𝒚𝟐 

𝒌𝒙𝑪 = −𝒂𝒌𝒙𝟏 + 𝒃𝒌𝒙𝟐   𝒆𝒕 𝒌𝒚𝑪 = −𝒂 𝒌𝒚𝟏 + 𝒃𝒌𝒚𝟐 

𝒌𝒙𝑹 = 𝒂
𝟐𝒌𝒙𝟏 + 𝒃

𝟐𝒌𝒙𝟐   𝒆𝒕 𝒌𝒚𝑪 = 𝒂
𝟐 𝒌𝒚𝟏 + 𝒃

𝟐𝒌𝒚𝟐 

Désormais l’équation (I.22) peut être écrite d’une manière plus conquise : 

𝒎�̈� + 𝒌𝒙𝑻𝒖 + 𝒌𝒙𝑪𝝍 = 𝟎 

𝒎�̈� + 𝒌𝒚𝑻𝒗 + 𝒌𝒚𝑪𝜽 = 𝟎 (𝑰. 𝟐𝟑) 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝒚𝑪𝒗 + 𝒌𝒚𝑹𝜽 = 𝟎 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝒙𝑪𝒖 + 𝒌𝒙𝑹𝝍 = 𝟎 

Cette dernière (I.23) est l’équation de mouvement d’un rotor rigide sur support rigide. 

Supposons que la flexibilité des paliers soit la même dans les deux directions transversales ; 

c'est-à-dire que les paliers sont isotropes. Alors nous pouvons simplifier l'équation (I.23) tel 

que :  

𝒎�̈� + 𝒌𝑻𝒖+ 𝒌𝑪𝝍 = 𝟎 

𝒎�̈� + 𝒌𝑻𝒗 + 𝒌𝑪𝜽 = 𝟎 (𝑰. 𝟐𝟒) 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝑪𝒗 + 𝒌𝑹𝜽 = 𝟎 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝑪𝒖 + 𝒌𝑹𝝍 = 𝟎 

Tel que : 

𝒌𝑻 = 𝒌𝒙𝑻 = 𝒌𝒚𝑻 

𝒌𝑪 = 𝒌𝒙𝑪 = 𝒌𝒚𝑪 

𝒌𝑹 = 𝒌𝒙𝑹 = 𝒌𝒚𝑹 
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 Modélisation d'un rotor flexibles 

 

Figure(I. 16) : Rotor flexible sur supports rigides 

Dans le sous-titre précédent, nous examinons les aspects du comportement d'un rotor rigide sur 

supports flexibles. De nombreux rotors ne peuvent pas être modélisés comme un corps rigide ; 

par exemple, ils sont flexibles car ils ont un petit diamètre par rapport à leur longueur. Ainsi, 

un système rotor-roulement constitué d'un rotor flexible peut vibrer, La figure (I.16) montre un 

le rotor décrit ; cela consiste en une tige longue, uniforme et flexible de section transversale 

circulaire, portée sur deux paliers auto-alignés et supportés de manière rigide. 

L'arbre porte un seul disque et on suppose que la masse de l'arbre est petite par rapport à celui 

du disque. En conséquence, la masse de l'arbre peut être négligée dans l'analyse. 

Si le disque unique est placé au milieu de l'arbre, le rotor est souvent appelé un Jeffcott (Jeffcott, 

1919) ou un rotor de Laval en l'honneur d'Henry Jeffcott et Carl De Laval, qui ont mené 

certaines des premières études sur la dynamique des rotors. 

Pour analyser le comportement dynamique du rotor illustré à la figure (I.16), il faut considérer 

le déplacement du disque de la position d'équilibre le long et autour des axes Ox et Oy. Ainsi, 

notre système dynamique nécessite quatre coordonnées pour spécifier les déplacements le long 

et les rotations autour des axes Ox et Oy . Celles-ci sont les seules coordonnées requises ; ainsi, 

le modèle a quatre degrés de liberté. 

Pour les petits déplacements de l’arbre en statique, il existe une relation linéaire entre une force 

appliquée à l'arbre dans la direction Ox (ou Oy) et la résultante de déplacements et de rotations. 

Il existe également une relation linéaire entre un moment appliqué à l'arbre autour des axes oy 

(ou Ox) et les déplacements résultants et les rotations. Ainsi, pour un point précis de l'arbre, 

nous avons : 

𝒇𝒙 = 𝒌𝒖𝒖𝒖 + 𝒌𝒖𝝍𝝍 (𝑰. 𝟐𝟓) 

𝑴𝒚 = 𝒌𝝍𝝍𝝍+ 𝒌𝝍𝒖𝒖 

Les relations entre les forces et les moments appliqués et la résultante de déplacement v et la 

rotation 𝜽  sont : 
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𝒇𝒚 = 𝒌𝒗𝒗𝒗 + 𝒌𝒗 𝜽 𝜽 (𝑰. 𝟐𝟔) 

𝑴𝒙 = 𝒌 𝜽 𝜽 𝜽 + 𝒌 𝜽𝒗𝒗 

Note : notre système est conservatif c’est-à-dire : 𝒌𝝍𝒖𝒖 = 𝒌𝒖𝝍 et 𝒌 𝜽𝒗𝒗 = 𝒌𝒗 𝜽 

Pour déterminer les équations de mouvement de ce système, nous devons appliquer la deuxième 

loi de la dynamique tout comme c’est le cas du sous-titre précèdent. Pour un disque de masse 

m, moment diamétral d'inertie Id, et moment d'inertie polaire Ip on a :  

Forces agissant sur le disque dans la direction x :   −𝒇𝒙 = 𝒎�̈�  

Forces agissant sur le disque dans la direction y :  −𝒇𝒚 = 𝒎�̈�                       (𝑰. 𝟐𝟕) 

Moments agissant sur le disque dans la direction 𝜽:  −𝑴𝒙 = 𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇�  

Moments agissant sur le disque dans la direction 𝝍 :   −𝑴𝒚 = 𝑰𝒅�̈� − 𝑰𝒑𝛀�̇� 

Les forces et moments appliqués au disque en raison de l'élasticité de l'arbre sont égales et 

opposées aux forces agissant sur l'arbre en raison des déplacements du disque. 

Les effets gyroscopiques sont également inclus dans cette analyse. 

En remplaçant l’équations (I.20) et (I.21) dans l'équation (I.27) et on réorganise ça nous donne : 

𝒎�̈� + 𝒌𝑢𝑢𝒖 + 𝒌𝑢𝜓𝝍 = 𝟎 

𝒎�̈� + 𝒌𝑣𝑣𝒗 + 𝒌𝑣𝜃𝜽 = 𝟎 (𝑰. 𝟐𝟖) 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝜃𝑣𝒗 + 𝒌𝜃𝜃𝜽 = 𝟎 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝜓𝑢𝒖+ 𝒌𝜓𝜓𝝍 = 𝟎 

Les propriétés de rigidité de l’arbre circulaire et de disque sont identiques dans chaque direction 

𝒎�̈� + 𝒌𝑻𝒖+ 𝒌𝑪𝝍 = 𝟎 

𝒎�̈� + 𝒌𝑻𝒗 + 𝒌𝑪𝜽 = 𝟎 (𝑰. 𝟐𝟗) 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝑪𝒗 + 𝒌𝑹𝜽 = 𝟎 

𝑰𝒅�̈� + 𝑰𝒑𝛀�̇� − 𝒌𝑪𝒖 + 𝒌𝑹𝝍 = 𝟎 

Tel que : 

𝒌𝑻 = 𝒌𝒖𝒖 = 𝒌𝒗𝒗 

𝒌𝑪 = 𝒌𝒖𝝍 = −𝒌𝒗𝜽 

𝒌𝑹 = 𝒌𝝍𝝍 = 𝒌𝜽𝜽 
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Cet ensemble d'équations est identique à l'équation (I.24). Donc la procédure de la résolution 

des deux ensembles d’équation est la même, de cette manière on a un système d’équations 

très flexible pour la suite de notre travaille. 

Conclusion : 

Les notions fondamentales de la dynamique des machines tournantes ont été examinées dans 

ce chapitre. Ayant évoqué les différents travaux importants des chercheurs sur différents axes 

et phénomènes liés à la dynamique des machines tournantes. À la fin, nous avons développé un 

système d’équations pour l’implémenter sur Matlab et le résoudre avec la méthode de 

collocation isogéométrique. 
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Introduction  

Afin de maîtriser tous les aspects de la modélisation géométrique pour une utilisation ultérieure 

dans l'analyse numérique. Ce chapitre sera consacré à l'étude des courbes et surfaces de Bézier, 

B-Spline et NURBS dans leur cadre originel qui est la conception assistée par ordinateur. 

1 Modélisation géométrique 

La modélisation géométrique désigne l’ensemble des méthodes utilisées pour la définition et la 

représentation informatique de la géométrie des objets du point de vue de leurs formes et de 

leurs propriétés géométriques. La modélisation géométrique comprend également l’analyse et 

la synthèse des formes géométriques [35]. 

La modélisation géométrique implique également comment reconstruire des objets grâce à la 

numérisation d'objets existants.  

La modélisation géométrique est le cœur de la Conception Assistée par Ordinateur et 

l’ingénierie Assistée par Ordinateur, c’est donc une branche des Mathématiques Appliquées, 

des logiciels dédiés à la conception de produits industriels, à l’innovation et à la maintenance 

industrielle prédictive. La majeure partie d’entre eux repose sur les représentations des courbes 

et surfaces de Bézier et leur généralisation aux courbes et surfaces B-Splines et NURBS. 

2 Modèle de Bézier  

Le modèle de Bézier (proposé par l'ingénieur français Pierre Bézier en 1962) a été développé 

au sein du bureau d'études de Renault, qui a étudié la problématique de la conception de surfaces 

3D (carrosseries automobiles, etc.). Sa préoccupation était de concevoir une méthode pratique 

pour les designers pour créer des formes géométriques, afin d’utiliser correctement et 

concrètement les courbes et surfaces Bézier, un logiciel a été créé (Unisurf) qui constitue le 

noyau de tous les logiciels créés par la suite. 

Le modèle de Bézier est un modèle permettant de créer des formes sur plan et dans l'espace à 

partir des points de contrôle, et pour la description mathématique de ses courbes et surfaces, 

Béziers a utilisé les polynômes de Bernstein [36]. 

2.1 Polynômes de Bernstein 

Bézier a utilisé les polynômes de Bernstein pour la description de ses courbes et surfaces.  

2.1.1 Fonctions de Bernstein  

      𝑩𝒊.𝒏(t)=𝑪𝒊,𝒏.𝒕𝒊.(𝒕 − 𝟏)(𝒏−𝒊)                                                             (𝐈𝐈. 𝟏) 

i varie entre 0 et n, constituant une base de l’espace polynômiales de  degré n , et  𝒄𝒊,𝒏  (binôme 

de Newton) est défini tel que :  

𝑪𝒊,𝒏 =
𝐧 !

𝐢 ! (𝐧 − 𝐢) !
 (𝐈𝐈. 𝟐) 

• n : entier positif. 

• i=0,1,3, 4….n 
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• t : est une variable réelle, qui varie sur l’intervalle [0 1]. 

Exemple : 

On prend pour n=3 pour i∈ [0…n], et on calcule la formule de Bernstein : 

 

𝑩𝟎.𝟑 =(𝟑
𝟎
)𝑡0 × (𝟏 –  𝐭)𝟑= (𝟏 –  𝐭)𝟑 

𝑩𝟏.𝟑 =(𝟑
𝟏
)𝒕𝟏 × (𝟏 –  𝐭)𝟐= 3×𝒕𝟏×(𝟏 –  𝐭)𝟐 

𝑩𝟐.𝟑 =(𝟑
𝟐
)𝒕𝟐 × (𝟏 –  𝐭)𝟏= 3×𝒕𝟐×(𝟏 –  𝐭)𝟏 

𝑩𝟑.𝟑 = (𝟑
𝟐
)𝒕𝟑× (𝟏 –  𝐭)𝟎= 𝒕𝟑 

Les courbes associées sur Matlab : 

 

Figure (II. 1) : Polynôme de Bernstien d’odre 3 

2.1.2 Propriétés de polynôme de Bernstein  

• La positivité : ∀i∈ {0…….,n} et∀𝒕 ∈ [0 ,1] 𝑩𝒊,𝒏 (t) ≥ 0 

• Partition de l’unité : ∑ 𝑩𝒊,𝒏(𝒕) = 𝟏𝒏
𝒊=𝟎  

• Max : 𝑩𝒊,𝒏(𝒕)=𝑩𝒊,𝒏 (
𝒕

𝒏
) 

• La symétrie : Les polynômes de Bernstein sont symétriques par rapport à t=1 /2  

• L’intégration : ∫ 𝑩𝒊,𝒏(𝒕)(𝒅𝒕)
𝟏

𝟎
=

𝟏

𝟏+𝒏
 

Pour notre exemple n=3 : ∫ 𝑩𝒊,𝟑(𝒕)(𝒅𝒕)
𝟏

𝟎
=

𝟏

𝟒
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2.2 Courbe de Bézier polynomiale (Non rationnelle) : 

Une courbe de Bézier d’odre 3 est caractérisée par 4 points, appelés points de contrôle qui 

définissent le polygone caractéristique associé à cette courbe. Le premier point et le dernier sont 

des nœuds. Les trois autres points de contrôle permettent de définir l’allure de la courbe, la 

courbe ne passant pas en général par ces trois points [35]. 

Pour définir de manière mathématique une courbe de Bézier de degré n associée au polygone 

caractéristique, défini par les points de contrôles (P0, P1………, Pn) dans le repère R (O, X, 

Y), on utilise les polynômes de Bernstein à l’aide de l’équation proposée par FORREST : 

 

C(t)=∑ 𝑩𝒊,𝒏
𝒏
𝒊 (t).𝑷𝒊                                                (𝐈𝐈. 𝟑) 

 

Avec : 

• 𝑩𝒊,𝒏(t) : fonction de Bernstein. 

• 𝑷𝒊 : Appelés pôles de polygone caractéristiques et sont les ponts de contrôle dans Le 

repère R (O, X, Y) 

•  i= {0,1, 2……..., n] et t∈[0,1] coordonnées géométriques. 

 

Exemple : 

 

Pour n=3 donc 4 points de contrôles, on définit le polygone caractéristique :  

𝑷𝒊 = {𝒑𝟑(𝟎; 𝟎), 𝒑𝟎(𝟏; 𝟐), 𝒑𝟏(𝟓; 𝟔), 𝒑𝟐(𝟖; 𝟓)} 

 

• Pour l’axe des abscisses x(t), 𝑷𝒊 = {𝟎 , 𝟏 , 𝟓 , 𝟖} 

• Pour l’axe des ordonnées y(t),  𝑷𝒊 = {𝟎, 𝟐, 𝟔, 𝟓} 

 

Donc la courbe est définie comme suit : 

𝑪(𝒕) = {
𝒙(𝒕) = 𝟎. 𝑩𝟎,𝟑 + 𝟏. 𝑩𝟏,𝟑 + 𝟓. 𝑩𝟐,𝟑 + 𝟖. 𝑩𝟑,𝟑

𝒚(𝒕) = 𝟎. 𝑩𝟎,𝟑 + 𝟐. 𝑩𝟎,𝟑 + 𝟔𝑩𝟎,𝟑 + 𝟓. 𝑩𝟎,𝟑
 (𝑰𝑰. 𝟒) 

On trace sur Matlab la courbe décrite par l’équation (II.4) : 

 
Figure (II. 2) : Courbe de Bézier non rationnelle 
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 Explication : 

Quatre points de contrôles 𝑷𝟎, 𝑷𝟏, 𝑷𝟐et 𝑷𝟑 définissant une courbe de Bézier d’odre=3. 

La courbe se trace selon la direction  𝑷𝟎, 𝑷𝟏, 𝑷𝟐et 𝑷3 en partant du point  𝑷𝟎 et arrivant au 

point 𝑷𝟑, la courbe ne passe pas par les points 𝑷𝟏et  𝑷𝟐 mais elle prend leurs directions. 

2.2.1 Propriétés des courbes de Bézier non rationnelle :  

• La courbe est à l’intérieur de l’enveloppe convexe des points de contrôle. 

• La courbe commence par le point 𝑷0 et se termine par le point 𝑷𝒏, mais elle ne 

parcoure pas les points entre 𝑷𝟎 et  𝑷𝒏 ,par contre ces points détermine l’allure 

générale de la courbe. 

• Aucun arc de cercle, ni même courbe cornique ne peut être décrit par la courbe de 

Béziers, quel que soit son degré de contrôle. 

• Le contrôle de la courbe est global, modifier un point de contrôle affecte toute la 

courbe. 

• La courbe ne passe pas toujours par l’origine du repère, ça dépond des points de 

contrôles donnés. 

2.3 Courbe de Bézier rationnelle  

 

Bien que la courbe de Bézier soit pratique et intuitive, les problèmes sont nombreux. elle ne 

nous permet pas de dessiner une courbe aussi simple qu'un arc, car il n'y a pas de fonction  

paramétrique polynomiale décrivant l'arc.  

Pour décrire une courbe ayant l’allure d’un arc avec précision, nous avons besoin de degrés de 

liberté supplémentaires. L'idée est d'ajouter des poids (Wi)  aux points de contrôle, et faire appel 

aux concepts des coordonnés homogènes, la première utilisation des courbes de Bézier 

rationnelles remonte à bien longtemps, c’était dans le logiciel CONSURF [37].  

 

2.3.1 Cordonnées homogènes  

Le concept est d’exprimer des points de l’espace 𝑹𝒏(dimension n) dans un espace  𝑹𝒏−𝟏  

(dimension n-1). 

Soit P un point de coordonnées (X, Y, W) de 𝑹𝒏, sa projection est obtenue comme suit : 

F : 𝑹𝟑→ 𝑹𝟐 

 

C=(
𝑿
𝒀
𝑾

) → (
𝑿

𝑾
𝑿

𝑾

) 

 

En divisant les deux premières composantes par la troisième, représente géométriquement une 

projection du sommet conique de l'origine R3, dans le plan w =1. 

En utilisant des coordonnées homogènes en CAO, il est possible de combiner toutes les 

transformations géométriques courantes (translation, symétrie, rotation, etc.). 
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Figure (II. 3) : Transformation homogène entre 𝑹𝟑et 𝑹𝟐[38]. 

2.3.2 Courbe de Bézier rationnelle  

Pour les points (𝑷𝟎, 𝑷𝟏, 𝑷𝟐, 𝑷𝟑,… 𝑷𝒏) chargés respectivement par les poids 

(𝑾𝟎, 𝑾𝟏, 𝑾𝟐, 𝑾𝟑,…. 𝑾𝒏,) 

La courbe de Bézier rationnelle est définie par l’équation : 

 

𝑪(𝒕) =
∑ 𝑩𝒊,𝒏

𝒏
𝒊=𝟎 (𝐭). 𝑷𝒊. 𝑾𝒊

∑ 𝑩𝒊,𝒏
𝒏
𝒊=𝟎 (𝐭). 𝑾𝒊

 (𝑰𝑰. 𝟓) 

 

𝑪(𝒕) = ∑ 𝑺𝒊,𝒏

𝒏

𝒊=𝟎
(𝐭). 𝑷𝒊 (𝑰𝑰. 𝟔) 

Tel que : 

𝑺𝒊,𝒏(𝐭) =
𝑩𝒊,𝒏(𝒕). 𝑾𝒊

∑ 𝑩𝒊,𝒏
𝒏
𝒊=𝟎 (𝐭). 𝑾𝒊

 (𝑰𝑰. 𝟕) 

Avec : 

• 𝑩𝒊,𝒏(t) : polynômes de Bernstein. 

• 𝑺𝒊,𝒏(𝐭) : polynômes de Berstein rationnels.  

• 𝑾𝒊 : Les poids associés aux points du polygone caractéristique avec 𝑾𝒊 >0 

• 𝑷𝒊 = (
𝒙𝒊

𝒚𝒊

𝒘
)  : pôles des polygones caractéristiques. 

Exemple sous Matlab : 

On prend n=3 donc on a 4 points de contrôles : 
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𝑷𝒊={𝑷𝟎(𝟏, 𝟏), 𝑷𝟏(𝟑, 𝟓), 𝑷𝟐(𝟔, 𝟑), 𝑷𝟑(𝟗, 𝟔)} 

a) W= [1 1 1 1] 

 
Figure (II. 4) : Courbe de Bézier rationnelle avec W= [1 1 1 1] 

b) W= [1 5 5 1] 

 

Figure II. 5 Courbe de Bézier rationnelle avec W= [1 5 5 1] 

Explication : 

On voit bien que la modification des poids sur les points   𝑃1(3,5), 𝑃2(6,3), en passant du poids 

1 à 5, a une grande influence sur la forme de la courbe, donc on peut dire que les poids c’est un 

paramètre supplémentaire de contrôle (degré de liberté supplémentaire).   
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2.3.3 Propriétés des courbes rationnelles de Bézier  

• Les Courbes de Bézier passent forcement par les points de contrôles extrêmes. 

• L’invariance projective : si on veut transformer une courbe de Bézier rationnelle par 

une transformation projective, on a qu’à agir sur le polygone de contrôle en écrivant les 

poids (𝑾𝒊 ) en coordonné homogène. 

• Si les poids (𝑾𝒊 )  sont  positifs donc la courbe de Bézier reste envelopper dans le 

convexe du polygone de contrôle. 

•  Si la courbe est symétrique dans la forme elle le restera même si on inverse les points 

et le vecteur poids. 

2.4 Surfaces de Bézier 

2.4.1 Surfaces de Bézier non rationnelles 

La surface de Bézier non-rationnelle est une extension directe de la courbe non-rationnelle de 

Bézier. La surface de Bézier est définie par : 

𝐒(𝐮, 𝐯) = ∑ 𝐁𝐢,𝐧

𝐧

𝐢=𝟎

(𝐮). ∑ 𝐁𝐣,𝐦

𝐦

𝐣=𝟎

(𝐯). 𝐏𝐢,𝐣 (𝑰𝑰. 𝟖) 

 

𝑩𝒊,𝒏(𝒖), 𝑩𝒋,𝒎(𝒗) : Les polynômes de Berstein avec u∈[0,1] et v∈ [0,1]. 

𝑷𝒊,𝒋 : Les pole du réseau caractéristique (les points de contrôles) avec i∈[0,……..n] et 

j∈[0…..n]. 

L’expression peut s’écrire sous forme matricielle comme suit : 

𝐒(𝐮, 𝐯) = [𝐁𝟎,𝐧(𝐮), 𝐁𝟏,𝐧(𝐮) … . 𝐁𝐧,𝐧(𝐮) [

𝐏𝟎,𝟎 ⋯ 𝐏𝟎,𝐦

⋮ ⋱ ⋮
𝐏𝐧,𝟎 ⋯ 𝐏𝐧,𝐦

] [

𝐁𝟎,𝐦(𝐯)
:
.

𝐁𝐦𝐦(𝐯)

]         (𝑰𝑰. 𝟗) 

Exemple : 

 
Figure (II. 6) : Surface Bézier non rationnelle 



Chapitre II Modélisation géométrique 

35 

 
 

 

 

2.4.1.1 Propriétés des surfaces de Bézier non rationnelles 

• La surface passe par les quatre points extrêmes (interpolation). 

• La surface S(u, v) est contenue dans l’enveloppe convexe des points de contrôle. 

• La positivité :𝑩𝒊,𝒏(𝒖), 𝑩𝒋,𝒎(𝒗) ≥ 𝟎 . 

• ∑ 𝑩𝒊,𝒏
𝒏
𝒊=𝟎 (𝒖). ∑ 𝑩𝒋,𝒎

𝒎
𝒋=𝟎 (𝒗) = 𝟏 (Partition unité) 

2.5 Surface de Bézier rationnelle  

Les surfaces rationnelles sont le produit cartésien de deux familles de courbes 

rationnelles suivant deux directions u et v. 

La surface de Bézier rationnelle se construit d’une manière analogue à celle de Bézier 

non rationnelle juste en ajoutant les degrés supplémentaires autrement dit les poids (𝑾𝒊,𝒋), 

l’expression des surfaces de Bézier rationnelle s’écrie par l’équation suivante : 

𝑺(𝒖, 𝒗) =
∑ 𝑩𝒊,𝒏(𝒖). ∑ 𝑩𝒋,𝒎(𝒗)𝒎

𝒋=𝟎 . 𝑷𝒊,𝒋𝑾𝒊,𝒋
𝒏
𝒊=𝟎

∑ 𝑩𝒊,𝒏(𝒖). ∑ 𝑩𝒋,𝒎(𝒗)𝒎
𝒋=𝟎 . 𝑷𝒊,𝒋𝑾𝒊,𝒋

𝒏
𝒊=𝟎

 (𝑰𝑰. 𝟏𝟎) 

 

𝑺(𝒖, 𝒗) = ∑ ∑ 𝑮𝒊,𝒏(𝒖). 𝑮𝒊,𝒎(𝒗). 𝑷𝒊,𝒋

𝒎

𝒋

𝒏

𝒊=𝟎

 (𝑰𝑰. 𝟏𝟏) 

 

𝑷𝒊,𝒋 : les points de contrôle avec i∈[0,n] et j∈[0,m]. 

𝑩𝒊,𝒏(𝑢) 𝑒𝑡 𝐵𝑗,𝑚(𝑣) : sont les polynômes de Berstien avec i∈ [𝟎, 𝟏] et j∈[0,1]. 

 𝑾𝒊,𝒋 : les poids associés à la surface de Bézier rationnelle. 

 

 

Exemple : 

 
Figure (II. 7) : Surface Bézier non rationnelle 
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En changeant la valeur de poids 𝐖𝒊sur un point de contrôle, tous les points de la surface se 

déplacent sauf les quatre points extrêmes de la surface là où elles coïncident avec le réseau 

caractéristique. 

L'inconvénient des courbes de Bézier précédemment définie est que les formes de l'objet sont 

définies par les points de contrôle, le changement au moyen de points de contrôle, le 

changement local d'un de ces points perturbe l'aspect général de la courbe. 

3 Modèle B-Spline 

3.1 Modèle B-Spline non rationnel  

Spline est un mot d’origine Scandinave qui désigne les lattes en bois ou en acier [39]. 

Il s’agit de construire une courbe sans les inconvénients des courbes de Bézier, la courbe B-

Spline approxime les points de contrôle, elle est simple à manipuler, et a presque les mêmes 

propriétés que les courbes de Bézier, à l’exception du fait que la modification d’un point de 

contrôle ne changera pas l’allure de toute la courbe, et l’odre de la courbe n’est pas 

proportionnel au nombre de points de contrôle (mais fixe). L’idée principale des B-Spline est 

de remplacer les polynômes de Bernstein par des fonctions de base B-Spline, ensuite, nous 

sommerons ces fonctions avec les points de contrôles pour obtenir la courbe. Une courbe B-

Spline ne dépend pas uniquement des points de contrôles mais aussi d’un vecteur nodal [40]. 

Les B-Spline (Basis Spline) ont été proposées par De Boor en 1972 et utilisées pour 

la première fois par Riesenfeld dans des applications CAO en 1973 [39]. 

Les courbes B-Spline sont définies à partir d’une combinaison linéaire des fonctions 

B-Spline (fonctions de base) [40]. 

3.2 Les fonctions de base B-Spline 

Les B-SPLINE sont des fonctions polynomiales par morceau qui possèdent une classe de 

continuité donnée, elles sont construites à partir d’un ensemble de coordonnées dans l’espace 

paramétrique ≡= {𝝃𝟎, 𝝃𝟏,, 𝝃𝟐 … … . . , 𝝃𝒎} où : 

• {𝝃𝟎, 𝝃𝟏,, 𝝃𝟐 … … . . , 𝝃𝒎} Une suite de valeurs m+1 entiers naturels, de sorte que cette 

suite soit décroissante ( 𝝃𝒊−𝟏 ≤ 𝝃𝒊), ces valeurs sont des nœuds. 

• L’élément {𝝃𝟎, 𝝃𝟏,, 𝝃𝟐 … … . . , 𝝃𝒎} est appelé vecteur nodal. 

• 𝝃𝒊 ∈ 𝑹 Est le 𝒊𝒆𝒎𝒆 nœud. 

• i est l’indice, i=1,2,3….,m. 

• m est l’ordre de la fonction. 

Il existe deux familles de vecteur nodaux : 

1. Le vecteur uniforme : un vecteur nodal est dit uniforme si l’espace entre ses nœuds est 

régulier Ξ = [0 1 2 3 4 5 6 7 8] 

2. Le vecteur non uniforme : Vecteur non uniforme : un vecteur nodal est dit non uniforme 

si l’espace entre ses nœuds est non régulierΞ = [0 0 0 1 2 2 2 3 3]. 

On trouve aussi la multiplicité des nœuds, qu’est le nombre de fois qu’un nœud apparait dans 

un vecteur nodal. 
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La définition récursive des fonctions B-Splines donnée par la formule Cox-De-Boor est comme 

suit : 

𝑵𝒊,𝒎(𝝃) =
𝝃 − 𝝃𝒊

𝝃𝒊+𝒎 − 𝝃𝒊
. 𝑵𝒊,𝒎−𝟏(𝝃) +

𝝃𝒊+𝒎+𝟏 − 𝝃

𝝃𝒊+𝒎+𝟏 − 𝝃𝒊
. 𝑵𝒊+𝒎,𝒎−𝟏(𝝃) (𝑰𝑰. 𝟏𝟐) 

Avec : 

𝝃 ∈ [𝝃𝒊+𝟏, 𝝃𝒊+𝒎+𝟏] (𝑰𝑰. 𝟏𝟑) 

Pour l’ordre m=0 : 

𝑵𝒊,𝟎(𝝃) = {
𝟏 𝒔𝒊 𝝃𝒊 ≤ 𝝃 ≤ 𝝃𝒊+𝟏

𝟎 𝒔𝒊 𝒏𝒐𝒏
 (𝑰𝑰. 𝟏𝟒) 

La formule 𝑵𝒊,𝒎(𝝃) est nulle, lorsque le numérateur et le dénominateur sont nul à la fois ou le 

dénominateur est nul tout seul. 

Sous Matlab : 

On fait varier l’ordre de la fonction de base pour un vecteur uniforme Ξ = [0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0. 7 0.8 0.9 1]  

 
Figure (II. 8) : fonction de base de l’ordre 0 pour le vecteur uniforme Ξ = [0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0. 7 0.8 0.9 1]  
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Figure (II. 9) : Fonction de base de l’ordre 1 pour le vecteur uniforme Ξ = [0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0. 7 0.8 0.9 1]   

 
Figure (II. 10) : Fonction de base de l’ordre 2 pour un vecteur uniforme ≡= [0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.5 0. 7 0.8 0.9 1]  

3.2.1 Les différents types de fonctions B-Spline  

3.2.1.1 B-Spline uniforme : 

Les B-Splines uniformes sont les fonctions de base dont les courbes sont constituées à l’aide 

d’un vecteur nodal qui a un intervalle constant entre deux nœuds qui se suivent.    

   Exemple sous Matlab :  
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Figure (II. 11) : B-Spline uniforme d’ordre 2 

3.2.1.2 B-Spline non uniforme : 

Les B-splines non uniformes sont les fonctions de base dont les courbes sont constituées à l’aide 

d’un vecteur nodal ayant un intervalle non constant entre deux nœuds qui se suivent. 

Exemple : 

 
Figure (II. 12) : Courbe B-Spline non uniforme d’ordre 2 

3.2.2 Propriétés des fonctions B-Splines de base : 

• Chaque intervalle [𝜉𝑖, 𝜉𝑖+1] définit un arc de courbe délimité par les points P(𝜉𝑖) 

et P(𝜉𝑖+1). 

• Support local : si les fonctions 𝑵𝒊,𝒎(𝝃)s’annulent, il n’y aura aucune influence en 

dehors de l’intervalle [𝛏𝒊, 𝛏𝒊+𝟏]. 

• La positivité : 𝑵𝒊,𝒎(𝝃) ≥0 pour i= {1, 2,3,…n.}. 

• La base constitue une partition d’unité : ∀𝜉, ∑ 𝑵𝒊,𝒏
𝒏
𝒊=𝟏 = 𝟏. 
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• La propriété de la continuité et la dérivabilité sont influencées par le vecteur nodal. 

3.3  Courbes B-Spline  

3.3.1 Courbes B-Spline non rationnelles  

Les courbes B-Spline sont construite par les fonctions B-Spline vu auparavant, Les propriétés 

de base de la construction de la courbe B-Spline sont les groupes de points de contrôle et le 

vecteur nodal qui permettent d'introduire des éléments de discontinuité agissant sur la forme de 

la courbe B-Spline. 

La formule qui définit la courbe B-Spline est : 

𝑪(𝝃) = ∑ 𝑵𝒊,𝒎(𝝃). 𝑷𝒊

𝒏

𝒊=𝟎

 (𝑰𝑰. 𝟏𝟓) 

𝑷𝒊 : Les pôles du polygone de contrôle. 

𝑵𝒊,𝒎 : Fonction de base de degré m. 

Exemple sous Matlab : 

 
Figure (II. 13) : Courbe B-Spline non rationnelle 

3.3.1.1 Propriétés des courbes B-Spline non rationnelles : 

• Contrôle local : le déplacement d’un pôle engendre une déformation locale de 

la courbe.   

• La courbe B-Spline non rationnelle coïncide avec son polygone caractéristique au 

premier et au dernier point de contrôle. 

• L’invariance affine : une transformation affine est appliquée à la courbe si elle est 

appliquée au polygone caractéristique. 
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• En plus de ces propriétés on trouve une propriété de diminution de variation, cette 

propriété est particulière en comparaison avec le comportement d’une courbe représenté 

par les polynômes standards. 

On prend l’exemple illustré sur la figure (II.14). On note qu’en mesure que l’ordre augmente 

l’amplitude des oscillations augmente également, par contre les courbes B-Spline se comportent 

très différemment. Cette propriété mène les courbes B-spline à avoir une très grande utilité dans 

l’analyse [41]. 

 
Figure (II. 14) : Figure : Interpolation de Lagrange figure sur la gauche - Interpolation B-

Spline figure sur la droite [42]. 

3.4 Surface B-Spline non rationnelle : 

Une surface B-Spline non rationnelle est une extension directe de la courbe B-Spline non 

rationnelle suivant les vecteurs directeurs u et v. 

Une surface B-Spline non rationnelle d’odre (p,q) est donner par la formule suivante :  

𝑺(𝝃, 𝜼) = ∑.

𝒏

𝒊=𝟎

∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝝃)𝑵𝒋,𝒒(𝜼)

𝒏

𝒋=𝟎

. 𝑷𝒊,𝒋 (𝑰𝑰. 𝟏𝟔) 

 𝑵𝒊,𝒑(𝜺)𝑵𝒋,𝒒(𝜼) : Fonctions de base B-Spline pour des vecteurs nodaux : 

 ≡= {𝜺𝟎,𝜺𝟏,𝜺𝟐, … . 𝜺𝒏+𝒑+𝒒}  Et 𝑯 = {𝜼𝟎, 𝜼𝟏, 𝜼𝟐, … . . 𝜼𝒎+𝒒+𝟏}  

Avec :  u× v∈ [𝜺𝟎,𝜺𝒏+𝒑+𝒒] × [ 𝜼𝟎, 𝜼𝒎+𝒒+𝟏] 

 

Aussi, on peut écrire l’expression (II.16) sous forme matricielle :  

𝑺(𝜺, 𝜼) = [𝑵𝟎,𝒑(𝝃)𝑵𝟏,𝒑(𝝃), … … 𝑵𝟎,𝒑(𝝃)] [

𝑷𝟎,𝟎 ⋯ 𝑷𝟎,𝒎

⋮ ⋱ ⋮
𝑷𝒏,𝟎 ⋯ 𝑷𝒏,𝒎

] [ 

𝑵𝟎,𝒒(𝝃)

⋮
𝑵𝒎,𝒒(𝝃)

] (𝑰𝑰. 𝟏𝟕) 

Exemple : de Surface B-Spline non rationnelle sous Matlab :  
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Figure (II. 15) : Figure : surface B-Spline non rationnelle 

3.4.1 Propriétés de la surface B-Spline non rationnelle : 

• La positivité : ∀ 𝒊, 𝒋 𝜺, 𝜼 les fonctions  𝑵𝒊,𝒑(𝜺)𝑵𝒋,𝒒(𝜼) ≥ 𝟎 

• Partition unité : ∑ .𝒏
𝒊=𝟎 ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝝃)𝑵𝒋,𝒒(𝝃)𝒏

𝒋=𝟎 = 𝟏 

Modification locale : si on change les cordonnées d’un point 𝑷𝒊,𝒋seul les deux vecteurs 

formants un rectangle qui subiront une modification u× v∈ [𝝃𝟎,𝝃𝒏+𝒑+𝒒] ×

[ 𝜼𝟎, 𝜼𝒎+𝒒+𝟏]. 

• Enveloppe convexe : la surface 𝑺(𝝃, 𝜼) est contenue dans l’enveloppe convexe des 

points de contrôle. 

• Invariance affine : une transformation affine est appliquée à la surface si elle est 

appliquée aux pôles. 

4 Modèle B-Spline rationnel (NURBS) : 

 

Les NURBS (non Uniforme Rational B-spline) correspondent à une généralisation des B-

Splines car ces fonctions sont définies avec des points en cordonnées homogènes. 

 Il existe un certain nombre de types de courbes et de surfaces importantes qui ne peuvent pas 

être représentées précisément à l’aide des fonction B-Spline non rationnelles, pour cela on fait 

appel aux poids pour former la fonction de base NURBS. 

Le modèle rationnel non uniforme B-Spline (NURBS) est actuellement l'une des formes 

mathématiques les plus utilisées pour la description des surfaces et formes géométriques 

complexes. 

4.1 Fonction de base NURBS 

La fonction de base NURBS est définit par la formule suivante : 
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𝑹𝒊,𝒎(𝝃) =
𝑵𝒊,𝒎(𝝃)𝑾𝒊

∑ 𝑵𝒊,𝒎(𝝃). 𝑾𝒊
𝒏
𝒊=𝟏

 (𝑰𝑰. 𝟏𝟖) 

𝑵𝒊,𝒎(𝜺):Fonction de base B-Spline  

𝑾𝒊 : les poids 

4.1.1 Propriété de base de NURBS  

• La positivité :  𝑹𝒊,𝒎(𝝃) ≥ 0 ∀ i , m et 𝜉∈[0 1] 

• Partition de l’unité : ∑ 𝑹𝒊,𝒎(𝝃) = 𝟏 𝒏
𝒊=𝟎 ∀ 𝜉 

• Si W1=W2=……=Wn=0, la fonction NURBS devient une fonction B-Spline. 

• Invariance affine. 

• La dérivabilité : toutes les dérivées des fonctions 𝑹𝒊,𝒎(𝝃)  existent en fonction de la 

multiplicité k. On dit qu’elles sont (𝒎 − 𝒌) fois continument dérivables. 

4.2 Courbe de NURBS 

Soit Ξ un vecteur de nœuds, où P est un polygone de contrôle dans 𝑹𝒏. Et 𝑾𝒊 sont les poids 

attachés à chaque point de contrôle 𝑷𝒊. Et 𝑪 représente la courbe B-Spline rationnelle (NURBS) 

associée de degré m décrite par l’équations suivante : 

𝑪(𝜺) = ∑ 𝑹𝒊,𝒎(𝜺). 𝑷𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 (𝑰𝑰. 𝟏𝟗) 

 

Avec :  

𝑹𝒊,𝒎(𝜺) =
𝑵𝒊,𝒎(𝜺)𝑾𝒊

∑ 𝑵𝒊,𝒎(𝜺). 𝑾𝒊
𝒏
𝒊=𝟏

 (𝑰𝑰. 𝟐𝟎) 

 

𝑷𝒊:Les points de contrôles.  

𝑾𝒊 : Les poids associés aux pôles, avec au moins un 𝑊𝑖 supérieur à zéro.  

m : Ordre des fonctions NURBS.  

Exemple sous Matlab : 

 
Figure (II. 16) : Courbe NURBS avec W= [1 1 1 1 1 1 1 1] 
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4.2.1 Propriétés géométriques des courbes NURBS 

• Les courbes NURBS peuvent modéliser exactement toutes les formes géométriques 

usuelles de conception avec une grande précision. 

• Invariance affine : la transformée affine d’une courbe NURBS est la courbe passant par 

la transformée des points de contrôle. 

• Dérivation et continuité : pour tout 𝝃 qui n’est pas une valeur nodale, 𝑪(𝜺) est infiniment 

dérivable, si 𝝃 est égale à une valeur nodale de multiplicité k alors 𝑪(𝜺) est (𝒎 − 𝒌) 

fois dérivable. ‘𝑪 (𝝃) n’est pas nécessairement continue’. 

• L’influence de la variation des poids 𝑾𝒊 sur les pôles 𝑷𝒊 est analogue à celle de Bézier 

rationnelle sauf que la variation reste locale en ce qui est du cas des NURBS. 

Exemple sous Matlab : L’influence des poids 𝑾𝒊 sur la courbe de la figure (II.17) 

 

Figure (II. 17): Courbes NURBS avec 𝑾𝒊= [1 1 1 1 1 1 1 1] et 𝑊’𝑖= [1 1 10 1 1 10 1 1] 

On remarque que la courbe colorée en moutarde qui est en fonction du vecteur poids W’ tend à se 

rapprochée du polygone de contrôle au niveau du 3éme et 6éme point car 𝑊′3et W′6 ont pris la valeur 

de 10, elle subit donc une déformation locale. Contrairement à la courbe en bleu dans laquelle tous 

les éléments du vecteur poids  𝐖𝐢 ont pris la valeur de 1. 

4.2.2 Construction d’une forme complexe par des courbes NURBS 

Le tableau (II.1) donne les coordonnées des points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs 

de la figure (II. 18)  
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x y Wi 

2 4 1 

2.5 5 1 

0 6 10 

4 6 1 

5 5 1 

6 5 5 

6 6 10 

6.5 5.5 10 

7 6 10 

7 5 5 

8 5 1 

9 6 1 

13 6 15 

10.5 5 10 

11 4 70 

8 3 23 

8 3 1 

6.5 0 50 

5 3 10 

2 4 1 

Tableau (II. 1) : Les coordonnées des points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de la 

figure (II. 19) 
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Figure (II. 18 ) : Forme complexe courbes NURBS. 

 

4.3 Surface NURBS  

La surface NURBS est donnée par le produit tensoriel, une surface NURBS d’ordre (p, q) est 

définie par : 

𝑺(𝝃, 𝜼) = ∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒑(𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎 𝝃, 𝜼). 𝑷𝒊,𝒋                      (𝑰𝑰. 𝟐𝟏) 

Tel que :  

𝑺(𝝃, 𝜼) =
∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝜺)𝑵𝒋,𝒒(𝜼). 𝑷𝒊,𝒋𝑾𝒊,𝒋

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝜺)𝑵𝒋,𝒒(𝜼). 𝑾𝒊,𝒋
𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

 (𝑰𝑰. 𝟐𝟐) 

Avec : 

𝑷𝒊,𝒋 : Réseau de points de contrôles. 

𝑾𝒊,𝒋: Les poids des points de contrôles. 

𝑵𝒊,𝒑(𝜺) , 𝑵𝒋,𝒒(𝜼) : Fonction de base B-Spline. 

 

Exemple sous Matlab : 
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Figure (II.19) : Surface NURBS 

4.3.1 Propriétés des surfaces NURBS  

• La positivité :𝑺(𝛏, 𝜼) > 𝟎 ∀ 𝜺, 𝜼, 𝒊, 𝒋 . 

• Enveloppe convexe : la surface S( 𝛏, 𝜼 ) est contenue dans l’enveloppe convexe 

des points de contrôle. 

• Partition de l’unité : ∑ 𝑹𝒊,𝒎(𝜺) = 𝟏 𝒏
𝒊=𝟎 ∀ (𝜉,𝜼) 𝝐[𝟎, 𝟏] × [𝟎, 𝟏]. 

• Si on change les coordonnées d’un point, seul la surface rectangulaire former 

par les vecteurs u × v ∈ [𝜺𝟎,𝜺𝒏+𝒑+𝒒] × [ 𝜼𝟎, 𝜼𝒎+𝒒+𝟏]  sera modifié. 

• Invariance affine. 

• 𝑹𝟎,𝟎(𝟎, 𝟎) = 𝑹𝒏,𝟎(𝟏, 𝟎) = 𝑹𝟎,𝒎(𝟎, 𝟏) = 𝑹𝒏,𝒎(𝟏, 𝟏) = 𝟏. 

5 Dérivées des fonctions de base B-Spline et NURBS 

On a la fonction de base NURBS : 

𝑹𝒊,𝒎(𝝃) =
𝑵𝒊,𝒎(𝝃)𝑾𝒊

∑ 𝑵𝒊,𝒎(𝝃). 𝑾𝒊
𝒏
𝒊=𝟏

 (𝑰𝑰. 𝟐𝟑) 

Sa dérivée est : 

𝒅

𝒅𝒕
𝑹𝒊,𝒎(𝒕) = 𝑾𝒊

𝑾(𝒕)𝑵′
𝒊,𝒎(𝝃) − 𝑾′(𝒕)𝑵𝒊,𝒎(𝝃)

(𝑾(𝒕))
𝟐

 (𝑰𝑰. 𝟐𝟒) 

 

 

Tel que : 

𝑾(𝒕) = ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒕)𝒘𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

(𝑰𝑰. 𝟐𝟓) 
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𝑾′(𝒕) = ∑ 𝑵′
𝒊,𝒑(𝒕)𝒘𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

(𝑰𝑰. 𝟐𝟔) 

Avec 𝒕 =  𝝃 

Pour une dérivée 𝑘é𝑚𝑒, on a la formul général suivante : 

𝒅𝒌

𝒅𝒕𝒌
𝑹𝒊,𝒎(𝝃) =

𝑨𝒊
𝒌(𝝃) − ∑ (𝒌

𝒋
)𝒌

𝒋=𝟏 𝒘𝒋(𝝃)
𝒅𝒌−𝒋

𝒅𝒕𝒌−𝒋 𝑹𝒊,𝒎(𝝃)

𝒘(𝝃)
 (𝑰𝑰. 𝟐𝟕) 

Avec : 

• 𝒘𝒋 (𝛏) =
𝒅𝒌

𝒅𝒕𝒌 𝒘(𝝃) 

• 𝑨𝒊
𝒌(𝝃) = 𝒘𝒊

𝒌𝒕

𝒅𝒕𝒌 𝑵𝒊,𝒎(𝝃) 

• (𝒌
𝒋
) =

𝒌!

𝒋!(𝒌−𝒋)!
 

Pour B-Spline la fonction de base est 𝑵𝒊,𝒎(𝝃), sa dérivée est : 

𝑵′
𝒊,𝒎(𝝃) =

𝒅

𝒅𝒕
𝑵𝒊,𝒎(𝝃) =

𝒎

𝒕𝒊+𝒎 − 𝒕𝒊
𝑵𝒊,𝒎−𝟏(𝝃) −

𝒎

𝒕𝒊+𝒎+𝟏 − 𝒕𝒊+𝟏
𝑵𝒊+𝟏,𝒎−𝟏(𝝃) (𝑰𝑰. 𝟐𝟖) 

Pour une dérivée 𝑘é𝑚𝑒, on a la formul général suivante : 

𝒅

𝒅𝒕
𝑵𝒊,𝒎(𝝃) =

𝒎

𝒕𝒊+𝒎 − 𝒕𝒊
(

𝒅𝒌−𝟏

𝒅𝒕𝒌−𝟏
𝑵𝒊,𝒎−𝟏(𝝃)) −

𝒎

𝒕𝒊+𝒎+𝟏 − 𝒕𝒊+𝟏
(

𝒅𝒌−𝟏

𝒅𝒕𝒌−𝟏
𝑵𝒊+𝟏,𝒎−𝟏(𝝃)) (𝑰𝑰. 𝟐𝟗) 

Remarque : 

Par déduction les dérivées des fonctions de base NURBS dépendent des dérivées de base B-

Spline, 

On visualise sur matlab la Fonction de base B-Spline, NURBS et leurs dérivées : 

La fonction de base B-spline d’ordre 3 est donner par un vecteur nodal Ξ= {0 0 0 0 0.16 0.33 

0.5 0.66 0.83 1 1 1}. 
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Figure (II.20) : Fonction de base B-Spline 

 
Figure (II.21) : Première dérivée de la fonction de base B-Spline 

 
Figure (II.22) : Deuxième dérivée de la fonction de base B-Spline 
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• Fonction de base NURBS et ses dérivées  

 
Figure (II.23) : Fonction de base NURBS avec W= [1 1 1 1 10 1 1 1 1] 

 
Figure (II.24) : Première dérivée de la fonction de base NURBS 

 
Figure (II.25) : Deuxième dérivée de la fonction de base NURB 
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6 Raffinement : 

Il existe trois façons différentes d’enrichir une base B-Splines tout en laissant la géométrie 

représentée inchangée : 

• Le raffinement par insertion de nœuds dans l’espace paramétrique, qui se rapproche du 

raffinement h en éléments finis. 

• Le raffinement par élévation d’ordre des fonctions de base, qui se rapproche du 

raffinement p en éléments finis. 

• Le raffinement par insertion de nœuds et élévation d’ordre, nommé raffinement k qui 

ne possède pas d’équivalent en éléments finis [43]. 

6.1 Raffinement h (par insertion de nœuds) : 

Sois 𝒙 = 𝝃𝟏, 𝝃𝟐 … … . 𝝃𝒏+𝒑+𝟏 et P={𝑷𝟏,, 𝑷𝟐, … . . 𝑷𝒏+𝒑+𝟏}𝑻, On introduit �̅� =

�̅�𝟏, �̅�𝟐 … … . �̅�𝒏+𝒑+𝟏 , c’est un vecteur nodal étendu tel que �̅� ⊂ 𝒙 . Afin de conserver la courbe 

C inchangée, les nouveaux points de contrôle �̅� = {𝑷̅̅ ̅
𝟏, �̅�𝟐, … �̅�𝒏+𝒑+𝟏} 𝑻associés au vecteur de 

nœuds étendu �̅� sont obtenus par la combinaison linéaire des points de contrôle originaux 

P={𝑷𝟏,, 𝑷𝟐, … . . 𝑷𝒏+𝒑+𝟏}𝑻 :  

�̅� = 𝑻𝑷𝒙 (𝑰𝑰. 𝟑𝟎) 

Où 

𝑻𝒊𝒋
𝑶 = {

𝟏 𝒔𝒊 �̅�𝒊𝝐[�̅�𝒊, �̅�𝒊 + 𝒋]

𝟎, 𝒔𝒊 𝒏𝒐𝒏  
(𝑰𝑰. 𝟑𝟏) 

Exemple :  

La figure (II.26) présente le raffinement par insertion de nœuds d’une courbe paramétrée 

initialement avec 5 éléments. La colonne de gauche représente les points de contrôle initiaux, 

le maillage original dans l’espace physique et les fonctions de base initiales dans l’espace 

paramétrique. La colonne de droite représente ces mêmes quantités après un raffinement par 

insertion de nœuds où chaque élément a été coupé en deux dans l’espace paramétrique. La 

nouvelle courbe est géométriquement et paramétriquement identique à l’originale, mais les 

points de contrôle ont changé, et la base est plus riche. 

 
Figure (II.26) : Exemple de raffinement h [42]. 
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6.2 Raffinement p (par élévation d’ordre) : 

Le raffinement par élévation d’ordre consiste à augmenter l’ordre polynomial des fonctions de 

base utilisées pour paramétrer la géométrie. L’élévation du degré polynomial p implique donc 

l’augmentation de la multiplicité des nœuds afin de conserver les discontinuités des différentes 

dérivées présentes dans la courbe originale. Ainsi, durant le processus d’élévation d’ordre, la 

multiplicité de chacun des nœuds du vecteur de nœuds est augmentée mais aucune nouvelle 

valeur de nœud n’est ajoutée. Comme pour le processus de raffinement par insertion de nœuds, 

ni la géométrie ni les paramètres de la courbe ne sont changés lors d’un raffinement p [42]. 

6.3 Raffinement k : 

Le raffinement k est une combinaison des deux raffinements présentés 

précédemment. On remarquera tout d’abord que la composition du raffinement h et du 

raffinement p n’est pas commutative. En effet, si un seul nœud est inséré entre deux valeurs 

distinctes du vecteur de nœuds d’une courbe d’ordre m, la continuité des fonctions de base au 

passage de sera 𝑪𝒎−𝟏. Si l’on élève ensuite les fonctions de base à l’ordre m par un raffinement 

p, la continuité au passage sera toujours 𝑪𝒎−𝟏, et toutes les fonctions de base seront d’ordre m. 

Si l’on inverse maintenant l’ordre de ces deux raffinements, la continuité au passage sera 𝑪𝒒−𝟏 

et les fonctions de base seront de degré q. La procédure consistant à effectuer tout d’abord un 

raffinement p puis un raffinement h est nommée raffinement k [42]. 

Le concept du k-raffinement est très important parce que l'analyse isogéométrique est 

fondamentalement une approche évoluée. Dans le p-raffinement traditionnel il y a non 

homogénéité dans la structure due à la différence des fonctions de base liées à la surface, au 

sommet, et aux nœuds intérieurs. En outre, la continuité 𝑪𝟎 maintenue pendant le processus 

de raffinement implique une multiplication dans le nombre de nœuds. Dans le k raffinement, il 

y a une homogénéité de la structure et la croissance du nombre de points de 

contrôle est limitée [43]. 

 

7 Modélisation et construction de géométries avec des surface NURBS  

7.1 Modélisation et construction d'une géométrie par les surfaces réglées : 

Une surface réglée est générée à partir de deux courbes NURBS. Elle permet d'utiliser ces deux 

courbes pour tracer les deux bords opposés d'une surface à l’aide d’une droite appelé 

« règle »[44]. Sa formule mathématique est donnée par : 

𝑺(𝝃, 𝜼) = ∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒑(𝝃). 𝑹𝒋,𝟏(𝜼). 𝑷𝒊𝒋

𝟐

𝒋=𝟏

𝒑

𝒊=𝟏

(𝑰𝑰. 𝟑𝟐) 

Tel que : 

𝑹𝒊,𝒑(𝝃). 𝑹𝒋,𝟏(𝜼) : Fonctions de base NURBS d’ordre p et 1 respectivement. 

𝑷𝒊𝒋 : Réseau de points de contrôles. 

Exemple sous Matlab : nous avons essayé de représenter le profil de la tête d’un Loup. 
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Le tableau (II.2) donne les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs pour le réseaux 

caractéristique (II.28). 

i  j y x z Wi Wj 

1 1 2 1 0 1 1 

1 1 3.5 2 0 1 1 

1 1 4 1.5 0 1 1 

1 1 6 3 0 1 1 

1 1 5 3.5 0 1 1 

1 1 4.5 6 0 1 1 

1 1 3 6.5 0 1 1 

1 1 2.5 10 0 1 1 

1 1 1 9 0 1 1 

2 2 2 1 1 1 1 

2 2 3.5 2 1 1 1 

2 2 4 1.5 1 1 1 

2 2 6 3 1 1 1 

2 2 5 3.5 1 1 1 

2 2 4.5 6 1 1 1 

2 2 3 6.5 1 1 1 

2 2 2.5 10 1 1 1 

2 2 1 9 1 1 1 

Tableau (II. 2) : les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs pour le réseaux 

caractéristique (II.28). 

 

Figure (II. 27) Courbe NURBS pour la construction d'une géométrie par des surfaces réglés 
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Figure (II.28) : Réseau de points de contrôle 

 

Figure (II.29) : La géométrie par surface réglé 
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7.2 Modélisation et construction d'une géométrie par la technique d’extrusion : 

Une surface d’extrusion est générée par une courbe NURBS appelée courbe génératrice, cette 

dernière par translation forme une surface extrudée, tout en restant parallèle à la courbe 

génératrice (initiale). 

Exemple sous Matlab : 

Nous avons réalisé une représentation du symbole du “Lemniscate“ 

Le tableau (II.3) donne les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de la courbe 

NURBS sur la fuguer (II.30). 

x  y w 

2 2 1 

4 0 0.8 

2 0 1 

0 0 0.8 

2 2 1 

0 4 0.8 

2 4 1 

4 4 0.8 

2 2 1 

Tableau (II. 3) : Les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de la courbe NURBS 

sur la fuguer (II.30). 

 

Figure (II.30) : Courbe NURBS génératrice,  
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Le tableau (II.4) donne les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de réseaux 

caractéristiques figure(II.31). 

i  j x y z Wi Wj 

1 1 2 2 0 1 1 

1 1 4 0 0 0.8 1 

1 1 2 0 0 1 1 

1 1 0 0 0 0.8 1 

1 1 2 2 0 1 1 

1 1 0 4 0 0.8 1 

1 1 2 4 0 1 1 

1 1 4 4 0 0.8 1 

1 1 2 2 0 1 1 

2 2 2 2 1 1 1 

2 2 4 0 1 0.8 1 

2 2 2 0 1 1 1 

2 2 0 0 1 0.8 1 

2 2 2 2 1 1 1 

2 2 0 4 1 0.8 1 

2 2 2 4 1 1 1 

2 2 4 4 1 0.8 1 

2 2 2 2 1 1 1 
Tableau (II. 4) : Les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de réseaux 

caractéristiques figure(II.31). 

 

Figure (II. 31) : Réseau de points de contrôle. 
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Figure (II. 32) : Géométrie construite par la technique D’extrusion. 

7.3 Modélisation et construction d'une géométrie par surface de révolution : 

Une surface de révolution est une surface balayée par la rotation d'une courbe NURBS autour 

d'un axe fixe, sa formule mathématique est donnée par : 

𝑺(𝝃, 𝜼) = ∑ ∑ 𝑹𝒊,𝟐(𝝃). 𝑹𝒋,𝒏(𝜼). 𝑷𝒊𝒋

𝒒

𝒋=𝟏

𝟖

𝒊=𝟏

(𝑰𝑰. 𝟑𝟑) 

Tel que : 

𝑹𝒊,𝟐(𝝃). 𝑹𝒋,𝒏(𝜼) : Fonctions de base NURBS d’ordre 2 et n respectivement. 

𝑷𝒊𝒋 : Réseau de points de contrôles. 

Exemple sous Matlab :  

Nous avons essayé de réaliser une représentation du saint graal. 

Le tableau (II.5) donne les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de réseau 

caractéristique illustré sur la figure (II.33). 
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i  j x y z Wi Wj 

1 1 2 2 2 1 1 

1 1 2 2 2 0.8 1 

1 1 2 2 2 1 1 

1 1 2 2 2 0.8 1 

1 1 2 2 2 1 1 

1 1 2 2 2 0.8 1 

1 1 2 2 2 1 1 

1 1 2 2 2 0.8 1 

1 1 2 2 2 1 1 

2 2 3 2 1 1 1 

2 2 3 1 1 0.8 1 

2 2 2 1 1 1 1 

2 2 1 1 1 0.8 1 

2 2 1 2 1 1 1 

2 2 1 3 1 0.8 1 

2 2 2 3 1 1 1 

2 2 3 3 1 0.8 1 

2 2 3 2 1 1 1 

3 3 3.5 2 2 1 1 

3 3 3.5 0 2 0.8 1 

3 3 2 0 2 1 1 

3 3 0.5 0 2 0.8 1 

3 3 0.5 2 2 1 1 

3 3 0.5 4 2 0.8 1 

3 3 2 4 2 1 1 

3 3 3.5 4 2 0.8 1 

3 3 3.5 2 2 1 1 

4 4 3.5 2 3 1 1 

4 4 3.5 0 3 0.8 1 

4 4 2 0 3 1 1 

4 4 0.5 0 3 0.8 1 

4 4 0.5 2 3 1 1 

4 4 0.5 4 3 0.8 1 

4 4 2 4 3 1 1 

4 4 3.5 4 3 0.8 1 

4 4 3.5 2 3 1 1 

5 5 2.5 2 4 1 1 

5 5 2.5 1.5 4 0.8 1 

5 5 2 1.5 4 1 1 

5 5 1.5 1.5 4 0.8 1 

5 5 1.5 2 4 1 1 
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5 5 1.5 2.5 4 0.8 1 

5 5 2 2.5 4 1 1 

5 5 2.5 2.5 4 0.8 1 

5 5 2.5 2 4 1 1 

6 6 2.5 2 5 1 1 

6 6 2.5 1.5 5 0.8 1 

6 6 2 1.5 5 1 1 

6 6 1.5 1.5 5 0.8 1 

6 6 1.5 2 5 1 1 

6 6 1.5 2.5 5 0.8 1 

6 6 2 2.5 5 1 1 

6 6 2.5 2.5 5 0.8 1 

6 6 2.5 2 5 1 1 

7 7 3 2 6 1 1 

7 7 3 1 6 0.8 1 

7 7 2 1 6 1 1 

7 7 1 1 6 0.8 1 

7 7 1 2 6 1 1 

7 7 1 3 6 0.8 1 

7 7 2 3 6 1 1 

7 7 3 3 6 0.8 1 

7 7 3 2 6 1 1 

8 8 3 2 7 1 1 

8 8 3 1 7 0.8 1 

8 8 2 1 7 1 1 

8 8 1 1 7 0.8 1 

8 8 1 2 7 1 1 

8 8 1 3 7 0.8 1 

8 8 2 3 7 1 1 

8 8 3 3 7 0.8 1 

8 8 3 2 7 1 1 

8 8 3.25 2 8 1 1 

8 8 3.25 0.75 8 0.8 1 

8 8 2 0.75 8 1 1 

8 8 0.75 0.75 8 0.8 1 

8 8 0.75 2 8 1 1 

8 8 0.75 3.25 8 0.8 1 

8 8 2 3.25 8 1 1 

8 8 3.25 3.25 8 0.8 1 

8 8 3.25 2 8 1 1 
Tableau (II. 5) : Les points de contrôle ainsi que leurs poids respectifs de réseau caractéristique 

illustré sur la figure (II.33). 
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Figure (II. 33) : Réseau caractéristique des points de contrôle 

 

Figure ( II. 34) : Géométrie par surface de révolution 



Chapitre II Modélisation géométrique 

61 

 
 

 

Conclusion :  

Dans ce chapitre, nous avons réalisé les représentations des éléments de base utilisés dans la 

modélisation géométrique ainsi que des différentes utilisations de celle-ci à savoir : 

• Le modèle de Bézier qui utilise les polynômes de Bernstein qui son simple à manipuler 

à l’aide des points de contrôle. 

• Le modèle B-Spline est un peu plus complexe mathématiquement par rapport au 

modèle Bézier, il dépend à la fois des points de contrôle mais également du vecteur 

nodal, qui est plus pratique pour la manipulation. 

• Le modèle NURBS qu’est le modèle le plus adapté pour la modélisation précise des 

géométries les plus complexes, et cela n’est possible que grâce sa flexibilité et le 

nombre de degré de liberté qui qu’il propose.    

• A la fin nous avons présenté en bref les trois types de raffinement h-p-k qui servent à 

perfectionner les courbes d’une géométrie.   

On a élégamment construit quelques géométries à l'aide des surfaces NURBS, à la fois pour 

nous familiariser avec leurs différentes techniques et tester la flexibilité du script développé 

avec le langage Matlab. 

Par déduction on peut affirmer que le modèle le plus adapté à la construction des géométries 

exacte dans le monde de la CAO est le modèle NURBS. 

 

Le modèle NURBS constitue une base pour la méthode de collocation isogéométrique, cette 

dernière sera présentée dans le chapitre suivant.   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Chapitre III : 
Méthode de Collocation 
Isogéométrique 



63 

Chapitre III Méthode de colocation isogéomtrique 
 
 

 

 

Introduction : 

L'objectif de ce chapitre est de présenter la méthode de collocation isogéométrique pour 

résoudre les EDP et plus précisément des problèmes de valeurs propres modélisant le 

comportement dynamique des structures. Et cela se fera par la présentation du principe général 

des méthodes de collocation, puis celui de la méthode de colocation isogéomtrique. 

1 Principe général des méthodes de collocation  

L’idée de base est de supposer que la solution de la fonction u(x) peut être approximer par une 

somme de (N+1) fonction de base 𝑅𝑛(𝑥) et (N+1) coefficient d’expansion 𝑢𝑖, tel que décrit 

dans l’équation suivante : 

𝒖(𝒙) ≈ 𝒖𝒑(𝒙) =∑𝒖𝒊𝑹𝒊(𝒙𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏

(𝑰𝑰𝑰. 𝟏) 

Lorsque cette série « résultat de l’équation (III.1) » est substituée dans l'équation suivante : 

𝑳𝒖 = 𝒇(𝒙) (𝑰𝑰𝑰. 𝟐)
Tel que : 

𝑳 : Étant l’opérateur de l’équation différentielle ou appelé également opérateur de 

différentiation. 

 Le résultat de (III.3) est appeler « fonction résiduelle » donner par : 

𝑹(𝒙; 𝒂𝟎, 𝒂𝟏… . . 𝒂𝑵) = 𝑳𝒖 − 𝒇(𝒙) (𝑰𝑰𝑰. 𝟑) 

La solution est exacte lorsque : 

𝑹(𝒙; 𝒂𝑵) = 𝟎 (𝑰𝑰𝑰. 𝟒) 

Le défi est donc de choisir les coefficients 𝒂𝑵 de la série afin que la fonction résiduelle soit 

minimisée, les différentes méthodes pseudo-spectrales (collocation) diffèrent principalement 

par leurs stratégies de minimisation [45]. 

Exemple : 

Pour mieux expliquer le concept de la méthode de collocation, on prend le cas d’un problème 

aux limites, linéaire, unidimensionnel. L’équation différentielle comme suit : 

{
𝒖𝒙𝒙 − (𝒙

𝟔 + 𝟑𝒙𝟐)𝒖 = 𝟎

𝒖(𝟏) = 𝒖(−𝟏) = 𝟏
(𝑰𝑰𝑰. 𝟓) 

Tel que : 

𝒖(𝟏) = 𝒖(−𝟏) = 𝟏 : conditions initiales. 
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𝒖𝒙𝒙 ⇔ 
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐
𝒖(𝒙)  

La solution exacte à cette équation (III.5) est la suivante : 

𝒖(𝒙) = 𝒆((𝒙
𝟒−𝟏)/𝟒) (𝑰𝑰𝑰. 𝟔) 

 

Comme les approximations polynomiales sont recommandées pour la plupart des problèmes, 

nous choisissons la solution (III.07). Afin de satisfaire les conditions aux limites 

indépendamment du coefficient spectral inconnu, il convient d’écrire l’approximation comme 

dans l’équation suivante :  

𝒖𝟐 = 𝟏 + (𝟏 − 𝒙𝟐)(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒙
𝟐) (𝑰𝑰𝑰. 𝟕) 

Remarque : La décision de ne garder que trois degrés de liberté est arbitraire. 

La substitution de la solution (III.07) dans (III.05) nous donne : 

𝑹(𝒙; 𝒂𝟎, 𝒂𝟏, 𝒂𝟐) = 𝒖𝒙𝒙 − (𝒙
𝟔 + 𝟑𝒙𝟐)𝒖𝟐 (𝑰𝑰𝑰. 𝟖) 

Les résidus 𝑹(𝒙;𝒂𝟎, 𝒂𝟏… . . 𝒂𝑵) sont donnés comme suite : 

 𝑹(𝒙; 𝒂𝟎, 𝒂𝟏, 𝒂𝟐) = (𝟐𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝟎) − 𝟔𝒂𝟏𝒙 − (𝟑 + 𝟑𝒂𝟎 + 𝟏𝟐𝒂𝟐)𝒙
𝟐  

 −𝟑𝒂𝟏𝒙
𝟑 + 𝟑(𝒂𝟎 − 𝒂𝟐)𝒙

𝟒 + 𝟑𝒂𝟏𝒙
𝟓 (𝑰𝑰𝑰. 𝟗) 

+(−𝟏 − 𝒂𝟎 + 𝟑𝒂𝟐)𝒙
𝟔 − 𝒂𝟏𝒙

𝟕 

+(𝒂𝟎 − 𝒂𝟐)𝒙
𝟖 + 𝒂𝟏𝒙

𝟗 + 𝟏𝟎𝒂𝟐𝒙
𝟏𝟎 

Comme conditions de minimisation d’erreur, nous choisissons de mettre le résidu 

égal zéro à un ensemble de points en nombre égal aux coefficients indéterminés dans 

𝒖𝟐(𝒙). 

C’est ce qu’on appelle les méthodes de collocation.  
Si on choisit arbitrairement les points xi = (-1/2, 0, 1/2), ça nous donne : 

 

É𝐪𝐮𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 : 𝟏, 𝟐, 𝟑

{
 
 

 
 −

𝟔𝟓𝟗

𝟐𝟓𝟔
𝒂𝟎 +

𝟏𝟔𝟖𝟑

𝟓𝟏𝟐
𝒂𝟏 −

𝟏𝟏𝟕𝟏

𝟏𝟎𝟐𝟒
𝒂𝟐 −

𝟒𝟗

𝟔𝟒
= 𝟎

−𝟐(𝒂𝟎 − 𝒂𝟐) = 𝟎

−
𝟔𝟓𝟗

𝟐𝟓𝟔
𝒂𝟎 +

𝟏𝟔𝟖𝟑

𝟓𝟏𝟐
𝒂𝟏 −

𝟏𝟏𝟕𝟏

𝟏𝟎𝟐𝟒
𝒂𝟐 −

𝟒𝟗

𝟔𝟒
= 𝟎

(𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟎) 

 

Les coefficients sont déterminés par la résolution de l’équation suivante : 

𝒂𝟎 =
𝟕𝟖𝟒

𝟑𝟖𝟎𝟕
, 𝒂𝟏 = 𝟎, 𝒂𝟐 = 𝒂𝟎 (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟏) 
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Figure (III. 1) : u(x) solution exacte et 𝒖𝟐 solution collocation à trois coefficients  

De l’équation (III.5). 

Remarques : 

• Le choix des puissances de x comme base est en fait plutôt dangereux à moins que N le 

nombre de degrés de liberté est petit, ou les calculs sont effectués en arithmétique 

exacte. 

• Les équations algébriques obtenues (III.10) pourraient être écrites sous forme 

matricielle pour être résolues par plusieurs logiciels et scripts de programmations 

(Matlab, Maple, Fortran, Python, C…), dans notre cas on utilise Matlab. 

• La méthode n’est pas plus difficile à programmer que celle des éléments finis par 

exemple. 

• Les méthodes de colocalisation ne sont pas purement numériques. Lorsque N est 

suffisamment petit, les méthodes de Fourier donnent une réponse analytique, c'est 

pourquoi on l'appelle parfois une méthode semi-analytique. 

 

2 Principe d’interpolation et de collocation  

La famille d'algorithmes de collocation (pseudo-spectrale) est étroitement liée à la méthode 

Galerkin Pour le montrer et comprendre la mécanique des méthodes pseudo-spectrales, il est 

nécessaire de revoir l’analyse numérique classique : interpolation polynomiale, interpolation 

trigonométrique et intégration gaussienne. 

2.1 Interpolation : 

L'interpolation d'une fonction f(x)consiste en une expression 𝑷𝑵−𝟏(𝒙)comme dans (III.12), 

généralement un polynôme ordinaire ou trigonométrique, dont N degrés de liberté sont 
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déterminés par le faite que l'interpolant soit en accord avec f (x) à chaque ensemble de N points 

d'interpolation comme le montre l’expression suivante : 

𝑷𝑵−𝟏(𝒙𝒊) = 𝒇(𝒙𝒊)     𝒊 = 𝟏, 𝟐, . . . 𝑵 (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟐) 

 

 

Dans ce qui suit, nous discuterons du choix des points d'interpolation et des méthodes pour 

calculer l'interpolant. 

On peut noter que les expressions « points d’interpolation » et « points de collocation » font 

référence tous deux à l'ensemble des points où la fonction est évaluée avec approximation. 

Cependant, « Interpolation » à la même connotation que f (x), la fonction qui est approchée par 

un polynôme est une fonction connue. « Collocation » et « pseudo-spectral » sont appliqués à 

la méthode d’interpolation pour résoudre des équations différentielles pour une fonction 

inconnue f (x). 

3 Interpolation polynomiale  

L'interpolation linéaire consiste à tracer une ligne droite entre deux valeurs connues de f (x) 

situé aux abscisses 𝒙𝟎 et 𝒙𝟏qui encadrent le 𝒙 désiré. La valeur de la fonction linéaire en 𝒙 est 

alors considérée comme l'approximation de f (x) voir la (III.2).  

Cette opération peut être représentée de manière algébrique par l'équation suivante : 

𝑷𝟏(𝒙) ≈
(𝒙 − 𝒙𝟏)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)
𝒇(𝒙𝟎) +

(𝒙 − 𝒙𝟎)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)
𝒇(𝒙𝟏) (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟑) 

Où : 

𝑷𝟏(𝒙𝟎) = 𝒇(𝒙𝟎)𝒆𝒕    𝑷𝟏(𝒙𝟏) = 𝒇(𝒙𝟏) (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟒) 

L'interpolation linéaire n'est pas très précise à moins que les points mis en forme ne soient très 

proches les uns des autres, mais on peut étendre cette idée à des ordres supérieurs. 

La figure (III.2) illustre l'interpolation quadratique. Une parabole est spécifiée de manière 

unique en lui donnant trois points. Ainsi, nous pouvons approcher f (x) par le polynôme 

quadratique 𝑷𝟐(𝒙) , l’équation (III.15) qui satisfait les trois conditions d'interpolation illustré 

dans (III.16). 

𝑷𝟐(𝒙) ≈
(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟎 − 𝒙𝟐)
𝒇(𝒙𝟎) +

(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐)
𝒇(𝒙𝟏) 

+
(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟏)

(𝒙𝟐 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝒇(𝒙𝟐) (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟓) 

Où : 
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𝑷𝟐(𝒙𝟎) = 𝒇(𝒙𝟎)  𝒆𝒕  𝑷𝟐(𝒙𝟏) = 𝒇(𝒙𝟏) 𝒆𝒕𝑷𝟐(𝒙𝟐) = 𝒇(𝒙𝟐) (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟔) 

En général, on peut ajuster n'importe quels points (N + 1) par un polynôme de N degré par la 

formule d'interpolation de Lagrange (III.17). 

𝑷𝑵(𝒙) ≡∑𝒇(𝒙𝒊) 𝑪𝒊(𝒙)

𝑵

𝒊=𝟎

(𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟕) 

Où les 𝑪𝒊(𝒙), qui sont les « fonctions cardinales », sont des polynômes de degré N qui satisfont 

les conditions (III.18). 

𝑪𝒊(𝒙𝒋) = 𝒊𝒋 (𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟖) 

Où 𝒊𝒋 est la fonction de Kronecker δ. Les fonctions cardinales sont définies comme suit : 

𝑪𝒊(𝒙𝒋) = ∏
(𝒙 − 𝒙𝒋)

(𝒙𝒊 − 𝒙𝒋)

𝑵

𝒊≠𝟎 ;𝒋≠𝟎

(𝑰𝑰𝑰. 𝟏𝟗) 

 

Les N facteurs de (𝒙 − 𝒙𝒋) assurent que 𝑪𝒊(𝒙) se dissipe à tous les points d'interpolation sauf 

𝒙𝒊. (Notez que nous négligeons le facteur j = i pour que 𝑪𝒊(𝒙)soit un polynôme de degré N, et 

non (N +1), le dénominateur force 𝑪𝒊(𝒙)à étre égale à 1 au point d'interpolation 𝒙 = 𝒙𝒊; à ce 

stade, chaque facteur dans le produit est (𝒙𝒊 − 𝒙𝒋) / (𝒙𝒊 − 𝒙𝒋)= 1.  

Les fonctions cardinales sont également appelées les « fonctions fondamentales polynômiales 

d'interpolation ponctuelle », les « éléments de la base cardinale », les « bases de Lagrange », ou 

les « fonctions de forme ». 

Exemple d’interpolation polynomiale sous Matlab  

 

Figure (III. 2) : interpolation linéaire de deux points {(1,1/2), (9,1)}. 
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Figure (III. 3) : Interpolation quadratique de trois points {(1,1/2), (5,4), (9,1)}. 

 

Figure :(III. 4) Interpolation polynomial d’ordre 4 pour les ponts {(0,0), (1,1/2), (3,3) (5,4), 

(1,1), (9,1) (12,0)}. 

 

Figure (III.5) : Interpolation polynomial d’ordre 5 pour les points {(0,0), (1,1/2), (3,3) (5,4), 

(1,1), (9,1) (12,0)}. 
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4 Intégration gaussienne et grilles pseudo-spectrales  

La raison pour laquelle les méthodes de « collocation » sont également appelées « pseudo-

spectrales » est que le choix optimal des points d'interpolation, rend les méthodes de collocation 

identiques aux Méthodes de Galerkin, si les produits internes sont évalués par une quadrature 

numérique connu comme « intégration gaussienne ». 

 L'intégration numérique et l'interpolation lagrangienne sont très étroitement liées car l’une des 

méthodes évidentes d'intégration consiste à adapter un polynôme à l’intégral de 𝒇(𝒙) puis à 

l’intégral de 𝑷𝑵(𝒙)Puisque l'interpolant peut-être intégrer avec exactitude, l'erreur provient 

entièrement de la différence entre 𝒇(𝒙)et 𝑷𝑵(𝒙)  comme dans (III.20). 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

≈∑𝒘𝒊

𝑵

𝒊=𝟎

𝒇(𝒙𝒊) (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟎) 

Tel que : 

𝒘𝒊 : Les fonctions de poids. 

𝒘𝒊 = ∫ 𝑪𝒊(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

(𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟏) 

Tel que : 

 𝑪𝒊(𝒙) : sont les fonctions cardinales sur l'ensemble des points de fixation tels que définis par 

(III.19) en haut. 

5 Points de collocation par fonction de base NURBS  
 

La sélection des points qui garantissent une interpolation stable est un enjeu fondamental pour 

un schéma de colocation [46].  

Dans la littérature sur la collocation basée sur les NURBS, les abscisses de Greville ont été 

largement adoptées comme choix par défaut, compte tenu de leur définition simple et de leurs 

bons résultats d'un point de vue pratique dans quasiment toutes les situations.  

Les abscisses de Greville sont définies à partir du vecteur de nœud Ξ comme moyennes de 

nœuds consécutifs comme dans (III.22).  

Les abscisses de Greville sont le maxima des fonctions de base. 

𝝃𝒋 =
𝝃𝒋+𝟏 + 𝝃𝒋+𝟐 +⋯+ 𝝃𝒋+𝒑

𝒑
,      𝒋 = 𝟏, 𝟐, …𝒏 (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟐) 

Tel que : 

𝝃𝒋 : Représente un élément du vecteur nœud. 

𝒑: Point de vecteur nœud. 



70 

Chapitre III Méthode de colocation isogéomtrique 
 
 

 

 

Exemple : 

 

Figure (III. 6) : Exemples de points de Greville calculés à partir d'un vecteur nœudal  d’
ordre 4 et 3 

Dans l’exemple on a calculé à partir d'un vecteur de nœud uniforme ouvert et de degré p = 3 

et p = 4. Pour un vecteur de nœud ouvert le premier et le dernier point de Greville coïncident 

avec le premier et le dernier nœud 𝝃𝟏et 𝝃𝒏+𝒑+𝟏 

6 Méthode de collocation isogéometrique [3]  

Les limites de la méthode de collocation s’avèrent être celle des fonctions de formes utilisé pour 

une approximation de la solution.    

La première étape est donc d'écrire les solutions approchant la fonction 𝒖(𝒙) et ses dérivés 

comme combinaison linéaire de n fonctions de base NURBS et de n variables de contrôle 

comme dans les équations (III.22) (III.23). 

Soit L la longueur de l’espace à interpoler (par exemple la longueur d’une poutre), et 𝒙 ∈

[𝟎, 𝑳] , 𝝃 est la variable paramétrique définie par : 𝝃 =
𝒙

𝑳
∈ [𝟎, 𝟏] 

Par la suite, un système algébrique est construit en écrivant l'expression de la solution sur un 

ensemble de points de colocation (𝝃𝑗) comme sur l’équation suivante :  

𝒖(𝒙𝒋) ≈ 𝒖(𝝃𝒋) =∑𝒖𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
[
 
 
 
𝑹𝟏(𝝃𝟏) 𝑹𝟐(𝝃𝟏) ⋯ 𝑹𝒏(𝝃𝟏)

𝑹𝟏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟏(𝝃𝑱)

𝑹𝟐(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟐(𝝃𝑱)

⋯
⋱
⋯

𝑹𝒏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝒏(𝝃𝒋)]
 
 
 
[

𝒖𝟏
𝒖𝟐
⋮
𝒖𝒏

] = [𝑹]{𝒖} (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟐) 

De même, les expressions des dérivées [𝑹′], [𝑹′′] sont présent comme suit :   

𝒖′(𝒙𝒋) ≈
𝟏

𝑳
𝒖′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳
[𝑹′]{𝒖} (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟑) 

Et : 

𝒖′′(𝒙𝒋) ≈
𝟏

𝑳𝟐
𝒖′′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳𝟐
[𝑹′′]{𝒖} (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟒) 
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Tel que : 

 ' : Représente la différenciation par rapport à ξ. 

En substituant les solutions approchées (III.22) et {(III.23) (III.24)} dans l’équation 

différentielle partielle (III.5) en haut, on obtient l’équation suivante :  

𝟏

𝑳𝟐
[𝑹"]{𝒖} − (𝒙𝒋

𝟔 + 𝟑𝒙𝒋
𝟐)[𝑹]{𝒖} = {𝟎𝑵×𝟏} (𝑰𝑰𝑰. 𝟐𝟓) 

Qui est équivalente à suivante :  

(
𝟏

𝑳𝟐
[𝑹"] − (𝒙𝒋

𝟔 + 𝟑𝒙𝒋
𝟐)[𝑹]) {𝒖} = {𝟎𝑵×𝟏} (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟔) 

L’équation (III.26) peut s’écrire sous la forme suivante : 

[𝑯]{𝒖} = {𝟎𝑵×𝟏} (𝐈𝐈𝐈. 𝟐𝟒) 

Tel que : 

{𝑨} = {𝒖𝟏, 𝒖𝟐, …𝒖𝒏}
𝑻 

Conclusion :  

Dans ce présent chapitre, nous avons étudié les fondamentaux des méthodes des collocation 

dite ‘ méthodes pseudo-spectral’. A savoir : 

• Le principe des méthodes de collocation ‘pseudo-spectrales’ avec des exemples 

d’approximation de solution et d’interpolation illustré sous Matlab. 

• La relation étroite entre les méthodes de collations (pseudo-spectrales) et les méthodes 

de Galerkin. 

• Le défi de choix des points de collocation et son intérêt pour l’analyse. 

L’étude a été orienté pour la construction d’un système algébrique de solutions des EDPs sur 

un ensemble de points de colocation (𝝃𝑗)  en utilisant les abscisses de Greville, en prenant les 

bases NURBS comme base fonctionnelle, pour ses propriétés très souhaitables et pour 

l’approximation des solutions indépendamment de toute considération géométrique. Cela a 

étais fait en s’appuyant sur la référence [47]. 

La technique d'imposition des conditions aux limites sera présentée et développée dans le 

prochain chapitre avec le modèle développé pour l’application. 
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Introduction 

Dans ce chapitre, nous procédons à la construction d’un modèle numérique d’un rotor flexible 

simple basé sur les équations de Timoshenko en utilisant la méthode de collocation 

isogéometrique précédemment décrite.  

On commencera par la discrétisation du problème puis l’imposition des conditions aux limites, 

et cela pour l’implémentation sous Matlab. 

1 Équation du mouvement 

Considérons un élément de rotor avec des coordonnées généralisées comme illustré au premier 

chapitre à les figure (I.7)(I.8). Sur les axes Ox, Oy, et Oz ; les vecteurs u, v, w ; représentes les 

déplacements, sur les axes Ox, Oy les déplacements angulaires sont représentés par 𝜽 et 𝝍 

respectivement. 

Sur la base de ces coordonnées, les équations de Timoshenko et en tenant compte de l’effet 

gyroscopique, on peut écrire les équations de mouvement de notre système comme suit : 

𝝆𝑨
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒕𝟐
− 𝒌𝑨𝑮(−

𝝏𝒗

𝝏𝒛
+
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒛𝟐
) = 𝟎 

𝝆𝑨
𝝏𝟐𝒗

𝝏𝒕𝟐
− 𝒌𝑨𝑮(

𝝏𝒖

𝝏𝒛
+
𝝏𝟐𝒗

𝝏𝒛𝟐
) = 𝟎 (𝑰𝑽. 𝟏) 

𝝆𝑰
𝝏𝟐𝜽

𝝏𝒕𝟐
+ 𝟐 𝜴𝑰𝝆

𝝏𝝍

𝝏𝒕
− 𝑬𝑰

𝝏𝟐𝜽

𝝏𝒛𝟐
+ 𝒌𝑨𝑮(𝜽 +

𝝏𝒗

𝝏𝒛
) = 𝟎 

𝝆𝑰
𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒕𝟐
− 𝟐 𝜴𝑰𝝆

𝝏𝜽

𝝏𝒕
− 𝑬𝑰

𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒛𝟐
+ 𝒌𝑨𝑮(𝝍 −

𝝏𝒖

𝝏𝒛
) = 𝟎 

 

 

Tel que : 

E : est le module de Young,  

G : le module de cisaillement  

k :le  facteur de forme 

𝝆 : la densité 

𝑨 : air de la section transversale 

En raison de l’effet gyroscopique, les mouvements dans deux plans orthogonaux sont couplés. 

Ainsi les méthodes de solutions classiques ne peuvent pas être appliquées pour la solution de 

notre système d’équations. Pour cela on procède à une séparation de variable comme suit : 
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u(z,t)=U(z)𝒆𝒊𝝎𝒕 

v(z,t)=V(z)𝒆𝒊𝝎𝒕 

𝜽 (z,t)=𝜣(z)𝒆𝒊𝝎𝒕 

𝝍 (z,t)=𝜳 (z)𝒆𝒊𝝎𝒕 

 

En substituant les expressions de u, v,  et  dans l’équation (IV.1), on obtient le système 

(IV.2). 

−𝝎𝟐𝝆𝑨𝒖 − 𝒌𝑨𝑮(−𝒗′ + 𝒖′′) = 𝟎 

−𝝎𝟐𝝆𝑨𝒗 − 𝒌𝑨𝑮(𝒖′ + 𝒗′′) = 𝟎 (𝑰𝑽. 𝟐) 

−𝝎𝟐𝝆𝑰𝜽 + 𝝎𝒊𝟐 𝜴𝑰𝝆𝝍 − 𝑬𝑰𝜽′′ + 𝒌𝑨𝑮(𝜽 + 𝒗′) = 𝟎 

−𝝎𝟐𝝆𝑰𝝍 −𝝎𝒊𝟐 𝜴𝑰𝝆𝜽 − 𝑬𝑰𝝍′′ + 𝒌𝑨𝑮(𝝍 − 𝒖′) = 𝟎 

 

2 Les Nurbs comme base pour la résolution de l’équation par la méthode 

de collocation isogéometrique  

La méthode de collocation isogéometrique est une méthode utilisant les fonctions de base 

NURBS, qui servaient habituellement comme modèle de représentation géométrique en dessin 

assisté par ordinateur (DAO). Le principal avantage des NURBS par rapport aux fonctions de 

forme polynomiales utilisées en MEF est que ces dernières ne font qu’approcher la géométrie 

d’origine, alors que les NURBS décrivent la géométrie exacte du modèle, ce qui donne des 

résultats beaucoup plus précis [48]. 

La géométrie du modèle C(ξ) est alors exprimée par une combinaison linéaire de fonctions de 

base NURBS représenté par Ri, et de points de contrôles Pi, tel que :  

𝑪(𝝃) =∑𝑹𝒊(𝝃)𝑷𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

(𝑰𝑽. 𝟑) 

3 Discrétisation du problème.  

Premièrement on doit écrire les solutions approximant les fonctions 𝑼(𝒙) 𝑽(𝒙)𝜣 (𝒙) 𝑒𝑡 𝜳 (𝒙) 
ainsi que leurs dérivées comme étant une combinaison linéaire de n fonctions de base et n 

variables de contrôle comme le montre l’équation ci-dessous, une fois chose faite un système 

algébrique est construit en interprétant la solution avec des points bien particuliers, appeler 

points de collocation 𝝃𝒋. On a utilisé les abscisses de Griville définis précédemment pour avoir 

les maximums des fonctions de base NURBS. 
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Soit 𝑳 la longueur de notre arbre on pose𝒙 ∈ [𝟎, 𝑳] , 𝝃 est la variable paramétrique définie par 

: 𝝃 =
𝒙

𝑳
∈ [𝟎, 𝟏]  

𝑼(𝒙𝒋) ≈ 𝑼(𝝃𝒋) =∑𝑼𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

=

[
 
 
 
𝑹𝟏(𝝃𝟏) 𝑹𝟐(𝝃𝟏) ⋯ 𝑹𝒏(𝝃𝟏)

𝑹𝟏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟏(𝝃𝑱)

𝑹𝟐(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟐(𝝃𝑱)

⋯
⋱
⋯

𝑹𝒏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝒏(𝝃𝒋)]
 
 
 
[

𝑼𝟏
𝑼𝟐
⋮
𝑼𝒏

] = [𝑹]{𝑼}(𝑰𝑽. 𝟒𝒂) 

𝑽(𝒙𝒋) ≈ 𝑽(𝝃𝒋) =∑𝑽𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

=

[
 
 
 
𝑹𝟏(𝝃𝟏) 𝑹𝟐(𝝃𝟏) ⋯ 𝑹𝒏(𝝃𝟏)

𝑹𝟏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟏(𝝃𝑱)

𝑹𝟐(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟐(𝝃𝑱)

⋯
⋱
⋯

𝑹𝒏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝒏(𝝃𝒋)]
 
 
 
[

𝑽𝟏
𝑽𝟐
⋮
𝑽𝒏

] = [𝑹]{𝑽} (𝑰𝑽. 𝟒𝒃) 

 

𝜣(𝒙𝒋) ≈ 𝜣(𝝃𝒋) =∑𝜣𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋) =

[
 
 
 
𝑹𝟏(𝝃𝟏) 𝑹𝟐(𝝃𝟏) ⋯ 𝑹𝒏(𝝃𝟏)

𝑹𝟏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟏(𝝃𝑱)

𝑹𝟐(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟐(𝝃𝑱)

⋯
⋱
⋯

𝑹𝒏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝒏(𝝃𝒋)]
 
 
 
[

𝜣𝟏
𝜣𝟐
⋮
𝜣𝒏

] = [𝑹]

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

{𝜣}(𝑰𝑽. 𝟒𝒄) 

 

𝜳 (𝒙𝒋) ≈ 𝜳(𝝃𝒋) =∑𝜳 𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

=

[
 
 
 
𝑹𝟏(𝝃𝟏) 𝑹𝟐(𝝃𝟏) ⋯ 𝑹𝒏(𝝃𝟏)

𝑹𝟏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟏(𝝃𝑱)

𝑹𝟐(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝟐(𝝃𝑱)

⋯
⋱
⋯

𝑹𝒏(𝝃𝟐)
⋮

𝑹𝒏(𝝃𝒋)]
 
 
 

[
 
 
 
𝛹 𝟏
𝛹𝟐
⋮
𝛹 𝒏]
 
 
 
= [𝑹]{𝜳 }(𝑰𝑽. 𝟒𝒅) 

 

Ainsi par de la même manière on obtient les dérivée successive[𝑹′] et [𝑹′′] comme le montre 

les expressions suivantes : 

𝑼′(𝒙𝒋) ≈
𝟏

𝑳
𝑼′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳
[𝑹′]{𝑼}                𝑼′′(𝒙𝒋) ≈

𝟏

𝑳𝟐
𝑼′′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳𝟐
[𝑹′′]{𝑼}(𝑰𝑽. 𝟓𝒂) 

𝑽′(𝒙𝒋) ≈
𝟏

𝑳
𝑽′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳
[𝑹′]{𝑽}                𝑽′′(𝒙𝒋) ≈

𝟏

𝑳𝟐
𝑽′′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳𝟐
[𝑹′′]{𝑽} (𝑰𝑽. 𝟓𝒃) 

𝜣′(𝒙𝒋) ≈
𝟏

𝑳
𝜣′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳
[𝑹′]{𝜣}                𝜣′′(𝒙𝒋) ≈

𝟏

𝑳𝟐
𝜣′′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳𝟐
[𝑹′′]{𝜣}(𝑰𝑽. 𝟓𝒄) 

𝝍′(𝒙𝒋) ≈
𝟏

𝑳
𝜳′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳
[𝑹′]{𝜳}                𝜳′′(𝒙𝒋) ≈

𝟏

𝑳𝟐
𝜳′′(𝝃𝒋) =

𝟏

𝑳𝟐
[𝑹′′]{𝜳}(𝑰𝑽. 𝟓𝒅) 

On introduit alors les développements (4.a) ; (4.b) ; (4.c) ; (4.d) et (5.a) ; (5.b) ; (5.c) ; (5.d) 

dans l’équation (IV.2), ce qui nous donne l’expression suivante :  
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𝒌𝑨𝑮[𝑹′]{𝑽} − 𝒌𝑨𝑮[𝑹"]{𝑼} = 𝝎𝟐𝝆𝑨[𝑹]{𝑼}

𝒌𝑨𝑮[𝑹′]{𝑼} − 𝒌𝑨𝑮[𝑹"]{𝑽} = 𝝎𝟐𝝆𝑨[𝑹]{𝑽}

𝒌𝑨𝑮[𝑹′]{𝑽} + 𝒌𝑨𝑮[𝑹]{𝜣} − 𝑬𝑰[𝑹′′]{𝜣} = 𝝎𝟐𝝆𝑰[𝑹]{𝜣} − 𝝎𝟐𝒊𝛀𝑰𝝆[𝑹]{𝜳} 
𝒌𝑨𝑮[𝑹′]{𝑼} + 𝒌𝑨𝑮[𝑹]{𝜳} − 𝑬𝑰[𝑹′′]{𝜳} = 𝝎𝟐𝝆𝑰[𝑹]{𝜳} + 𝝎𝟐𝒊𝛀𝑰𝝆[𝑹]{𝜣} 

(𝑰𝑽. 𝟔) 

L’équation (IV.6) peut être écrite sous la forme matricielle et nous donne l’expression 

suivante :  

[
 
 
 
−𝒌𝑨𝑮[𝑹"] 𝟎 𝒌𝑨𝑮[𝑹′] 𝟎

𝒌𝑨𝑮[𝑹′] 𝒌𝑨𝑮[𝑹"] 𝟎 𝟎

𝟎 𝒌𝑨𝑮[𝑹′] 𝒌𝑨𝑮[𝑹] − 𝑬𝑰[𝑹′′] 𝟎

−𝒌𝑨𝑮[𝑹′] 𝟎 𝟎 𝒌𝑨𝑮[𝑹] − 𝑬𝑰[𝑹′′]]
 
 
 
{

𝑼
𝑽
𝜣
𝜳

} =

𝝎𝟐

[
 
 
 
𝝆𝑨[𝑹] 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝝆𝑨[𝑹] 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝝆𝑰[𝑹] 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝝆𝑰[𝑹]]
 
 
 

{

𝑼
𝑽
𝜣
𝜳

}

𝝎𝛀 [

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝟐𝒊𝑰𝝆[𝑹′]

𝟎 𝟎 𝟐𝒊𝑰𝝆[𝑹′] 𝟎

] {

𝑼
𝑽
𝜣
𝜳

}                (𝑰𝑽. 𝟕)

 

 

L’équation (IV.7) peut être écrite sous la forme compacte suivante :  

[𝑲]{𝑫} = 𝝎𝟐[𝑴]{𝑫} + 𝝎𝛀[𝑮]{𝑫} (𝑰𝑽. 𝟖) 

Tel que 

{𝑫}𝑻 = { 𝑼𝟏, 𝑼𝟐, 𝑼𝟑…𝑼𝒏;  𝑽𝟏, 𝑽𝟐, 𝑽𝟑…𝑽𝒏;  𝜣𝟏, 𝜣𝟐, 𝜣𝟑…𝜣𝒏;  𝜳𝟏, 𝜳𝟐, 𝜳𝟑…𝜳𝒏} 

4 Conditions aux limites :  

Une méthode pour imposer les conditions aux limites fut proposer par T.Mikami et J.Yoshimura 

[49] utilisant les polynômes de Tchebychev, principalement basé sur l’addition de points de 

collocation supplémentaires à fin d’injecter des conditions aux limites. 

Cette méthode fonctionne bien pour les polynômes de Tchebychev ayant chaque fonction 

définie dans tout l’intervalle de définition de la base comme l’illustre la figure (VI. 1). 

Cependant la nature des NURBS rend l’application de cette méthode impossible car comme 

nous l’avons définie une fonction NURBS d’ordre n n’a de valeur significative que sur un 

domaine (n+1) d’intervalle nodal, on observe dans la figure (VI. 2) que 𝑹𝒏(𝟎) = 𝟎 signifiant 

que la dernière fonction de l’ensemble de base peut ne pas avoir d’effet sur la limite à 

l’abscisse𝒙 = 𝟎. 
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Par conséquent dans le présent travail nous utiliserons la méthode développer à travers les 

articles [50][51]. 

 

Figure (IV. 1) : les quatre premières fonctions de Tchebychev de première espèce. 

 

Figure (IV. 2) : Ensemble de 9 fonctions de base NURBS, d’ordre 3 avec un vecteur nodal     

Ξ = [0 0 0 0 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 1 1 1 1] 
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Imposer des conditions aux limites à notre système qui sera donc décrit par les fonctions de 

base NURBS se fera suivant ces quatre étapes : 

• Chaque matrice des deux côtés de nos expressions de la forme compacte (IV.8) est 

décomposée en deux expressions comme dans (IV.9). La première 

([𝑲𝒓]{𝑫𝒓} 𝒆𝒕 [𝑴𝒓]{𝑫𝒓} ainsi que[𝑮𝒓]{𝑫𝒓} ) contient les éléments relatifs aux 

points de collocation internes et aux abscisses nodales physiques internes. La 

seconde expression ([𝑲+] {𝑫+}  𝒆𝒕 [𝑴+
] {𝑫+}  ainsi que [𝑮+] {𝑫+}) contient 

les éléments de la matrice à l’intérieur de l’abscisse physique nodale et les points de 

collocation aux frontières (𝝃 = 𝟎 𝒆𝒕 𝝃 = 𝟏). 

• Les équations obtenues sont abordées avec une combinaison linéaire des ensembles 

de fonctions de base et des points de collocations exactement comme pour l’équation 

de mouvement.     

• Le système d’équation des conditions aux limites obtenu est ensuite décomposé en 

deux expressions comme la montre (IV.10). Tel que ([𝑿]{𝑫𝒓}) contient les 

élements de la matrice relative aux points de collocation internes et aux frontières 

de l’abscisse nodale physique(𝒙 = 𝟎 𝒆𝒕 𝒙 = 𝑳). Et l’expression 

([𝒀] {𝑫+}) contient les élements de la matrice relative aux frontières nodales 

physique (𝒙 = 𝟎 𝒆𝒕 𝑳 = 𝟏) ainsi qu’aux points de collocation des limites (𝝃 =

𝟎 𝒆𝒕 𝝃 = 𝟏). 

• Enfin  {𝑫+} est déduite de l’équation (𝐼𝑉. 11) et sera injecté à l’équation (𝐼𝑉. 9) ce 

qui nous permettra d’obtenir le problème aux valeurs propres comme exprimé par 

l’équation (𝐼𝑉. 12) et qui est donc compatible à cette méthode d’imposition de 

conditions aux limites.  

 

([𝑲𝒓]{𝑫𝒓} + [𝑲
+]{𝑫+}) =

𝝎𝟐([𝑴𝒓]{𝑫𝒓} + [𝑴
+]{𝑫+}) + 𝝎𝛀([𝑮𝒓]{𝑫𝒓} + [𝑮

+]{𝑫+}) (𝑰𝑽. 𝟗)
 

Avec : 

{𝑫𝒓}𝑻 = { 𝑼𝟐, 𝑼𝟑…𝑼𝒏−𝟏;  𝜣𝟐, 𝜣𝟑…𝜣𝒏−𝟏; 𝑽𝟐, 𝑽𝟑…𝑽𝒏−𝟏;𝜳𝟐, 𝜳𝟑…𝜳𝒏−𝟏} 

{𝑫+}𝑻 = { 𝑼𝟏, 𝑼𝒏;  𝜣𝟏, 𝜣𝒏;  𝑽𝟏, 𝑽𝒏;  𝜳𝟏, 𝜳𝒏} 

On précise que la taille de [𝑫𝒓] est 𝟐(𝒏 − 𝟐) × 𝟐(𝒏 − 𝟐) et celle de [𝑲+] est  𝟐(𝒏 − 𝟐) × 𝟒. 

Le nombre complet des inconnues dans {𝑫𝒓} 𝑒𝑡 {𝑫+} est de n tandis que le nombre 

d’équations est n-4, les quatre équations restantes sont obtenues avec les conditions aux limites.      

Si on imposer une condition au 𝑱é𝒎𝒆nœud, les conditions aux limites idéales de type épinglé 

pour notre système seront mentionnées dans le tableau suivant : 

Pour des conditions aux limites de type pivot nous avons : 
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Conditions aux limite de type  pivot          

𝑼(𝝃𝒋)=0 
∑𝑼𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

 

𝑽(𝝃𝒋)=0 
∑𝑽𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

 

∑ 𝜣𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)
𝒏
𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

=0 𝟏

𝑳
∑𝜣𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

 

∑ 𝜳 𝒊
𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏
𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

=0 𝟏

𝑳
∑𝜳𝒊𝑹𝒊(𝝃𝒋)

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋=𝟏

 

 

Pour notre modèle nous avons un système qui repose sur deux extrémités et qui empêcherait 

tout déplacement sur les 2 axes et ce pour les deux point (𝝃 = 𝟎 𝒆𝒕 𝝃 = 𝟏), comme le montre 

le tableau ci-dessus.  

Nous allons prendre comme exemple un système pivot ce qui nous donne l’expression 

suivantes :  
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{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑼𝒊𝑹𝒊(𝟎) = 𝟎

𝒏

𝒊=𝟏⃨⃨

∑𝑽𝒊𝑹𝒊(𝟎) = 𝟎

𝒏

𝒊=𝟏⃨

𝟏

𝑳
∑𝜣𝒊𝑹𝒊(𝟎)

𝒏

𝒊=𝟏⃨⃨

= 0

𝟏

𝑳
∑𝜳𝒊𝑹𝒊(𝟎)

𝒏

𝒊=𝟏⃨

= 0

∑𝑼𝒊𝑹𝒊(𝟏) = 𝟎

𝒏

𝒊=𝟏⃨

∑𝑽𝒊𝑹𝒊(𝟏) = 𝟎

𝒏

𝒊=𝟏⃨

𝟏

𝑳
∑𝜣𝒊𝑹𝒊(𝟏)

𝒏

𝒊=𝟏⃨

= 0

𝟏

𝑳
∑𝜳𝒊𝑹𝒊(𝟏)

𝒏

𝒊=𝟏⃨

= 0

⃨

(𝑰𝑽. 𝟏𝟎) 

 

 Ce qui nous donne la formulation matricielle suivante : 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
{𝑹𝟏(𝟎), 𝑹𝟐(𝟎),… . 𝑹𝒏(𝟎)}      

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝑹𝟏(𝟎), 𝑹𝟐(𝟎),… . 𝑹𝒏(𝟎)}

{𝟎𝟏∗𝒏}

          {𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}            {𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}          {𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}                       

{𝟎𝟏∗𝒏}                        

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

                
𝟏
𝑳
{𝑹𝟏(𝟎), 𝑹𝟐(𝟎),… . 𝑹𝒏(𝟎)}

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

𝟏
𝑳
{𝑹𝟏(𝟎), 𝑹𝟐(𝟎),… . 𝑹𝒏(𝟎)}

{𝑹𝟏(𝟏), 𝑹𝟐(𝟏),… . 𝑹𝒏(𝟏)}

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝑹𝟏(𝟏), 𝑹𝟐(𝟏),… . 𝑹𝒏(𝟏)}

{𝟎𝟏∗𝒏}

             {𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏} {𝟎𝟏∗𝒏}

            {𝟎𝟏∗𝒏} {𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

                       {𝟎𝟏∗𝒏}

                      {𝟎𝟏∗𝒏}
      

𝟏
𝑳
{𝑹𝟏(𝟏),𝑹𝟐(𝟏),… . 𝑹𝒏(𝟏)}

{𝟎𝟏∗𝒏}

{𝟎𝟏∗𝒏}

𝟏
𝑳
{𝑹𝟏(𝟏), 𝑹𝟐(𝟏),… . 𝑹𝒏(𝟏)} ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{

𝑼
𝑽
𝜣
𝜳

}  

= {𝟎𝟒𝒏∗𝟏}             (𝑰𝑽. 𝟏𝟐) 
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Avec l’expression (𝑰𝑽. 𝟏𝟏) écrite en fonction de[𝑫+] et de[𝑫𝒓]. 

[𝑫𝒓]{𝑿} + [𝑫
+]{𝒀} = {𝟎𝟒𝒏∗𝟏} (𝑰𝑽. 𝟏𝟏) 

Ce qui nous donne en forme compact  

[([𝑲𝒓] − [𝑲
+][𝑼]𝑻[𝑽]){𝑫𝒓}

−𝝎𝒊
𝟐([𝑴𝒓] − [𝑴

+][𝑼]𝑻[𝑽]){𝑫𝒓} + 𝝎𝒊𝛀([𝑮𝒓] − [𝑮
+][𝑼]𝑻[𝑽]){𝑫𝒓}]𝒙𝒊 = 𝟎(𝑰𝑽. 𝟏𝟐)

 

 

Pour𝑖 = 1,… ,2𝑛. Notre système d’équations peut être réduit à un système de valeur propre 

généralisé en négligeant les forces externes et sans amortissement tel que exprimé par 

l’expression suivante  

[
𝑮  − 𝑴
𝑴       𝟎

] [
𝒙𝒊
𝝀𝒙𝒊

] −
𝟏

𝝀
[
−𝑲    𝟎
𝟎       𝑴

] [
𝒙𝒊
𝝀𝒙𝒊

] = [
𝟎
𝟎
] (𝑰𝑽. 𝟏𝟑) 

 
Tel que :  

𝒙𝒊 : mode propre. 

𝝀: valeurs propres. 

[𝑴] : représente la matrice la matrice masse de notre système.   

[𝑮] : représente la matrice gyroscopique de notre système.  

[𝑲] : représente la matrice rigidité.    

La résolution de ce problème aux valeurs propres a été possible grâce à l’utilisation de la 

fonction « polyeig » sur Matlab.    

Conclusion  

Étant donné qu’on travaille sur un problème aux valeurs propres, nous permettant de réaliser 

une étude dynamique du comportement des machines tournantes, et compte tenue de la méthode 

utilisé pour parvenir à cette finalité, imposer des conditions aux limites s’est avéré être un vrai 

défi ; c’est donc la méthode utilisée dans les références [50][51] qui semble convenir le plus à 

notre problème aux valeurs propres.  

Une fois chose faite, on obtient une expression qu’on peut introduire dans le programme 

MATLAB pour notre application afin d’avoir les résultats de l’analyse modale, dont on parlera 

dans le prochain chapitre.       

 

 

 

 



 

Chapitre V :  
Résultats et discutions  
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Introduction  

Ce chapitre est consacré aux applications, teste numériques de notre programme élaboré pour 

l’analyse dynamique des machines tournantes par la méthode collocation isogéométrique. Les 

résultats obtenus sont validés par comparaison aux travaux publiés, puis interprétés. 

1 Test de validation 

Dans ce premier teste numérique, et dans le but de valider notre modèle, nous nous conformons 

aux conditions de tests (propriétés physiques, propriétés géométriques et conditions aux limites) 

se trouvant dans les publications scientifiques [52,53 et 54]. 

1.1 Propriétés du Modèle  

 

Figure (V. 1) : Modèle du rotor 

 

Propriété Symbole  Valeur 

Diamètre du rotor  D 0.015m 

Longueur du rotor   L 1m 

Densité volumique du rotor  𝝆 7860kg/𝒎𝟐 

Moment d’inertie  I 𝟑. 𝟗𝟕𝟔𝟎𝟕 × 𝟏𝟎−𝟖 𝒎𝟒 

Coefficient de poisson  𝝂 0.3 

Facteur de cisaillement  k 6/7 

Module d’élasticité   E 200 GPa 

Tableau (V. 1) : Propriétés de Modèle 

Remarque : On considère que le matériau est isotrope 

1.2 Conditions aux limites  

Dans ce présent travail, nous nous conformons aux conditions aux limites appliquées dans les 

références [52,53 et 54] afin d’effectuer la comparaison. Ces dites conditions aux limites 

consistent à l’élimination totale des déplacements aux extrémités du rotor tout en gardant la 

rotation autour de l'axe z. 
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Dans ce cas, les paliers sont supposés rigides. Tous les degrés de liberté suivant les 3 directions 

dans les points de raccordement avec l’arbre et les points de raccordement avec les fondations 

sont supprimés. 

1.3 Fréquences propres  

Le premier test est consacré à l'analyse modale qui consiste à déterminer les fréquences propres 

et les modes propres du rotor en flexion. Les fréquences propres sont présentées dans le tableau 

(V.2) Pour une vitesse de rotation Ω=1000 rads /s. 

On limite notre étude aux quatre premiers modes propres. Chaque mode étant un nombre 

complexe et doublé deux à deux, partie réelle et partie imaginaire. Seule la partie réelle de 

chaque mode représenté dans le tableau, dans ses deux sens, direct (en avant) et indirect (en 

arrière). 

Fréquences  𝜔1(𝐻𝑧) 𝜔2(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

Présente étude -372.4369 373.5443 -1484.6260 1488.9953 

Ref.[52] -372.4301  373.5398  -1484.8592  1489.2907 

Timoshenko[53] -372.4323 373.5384 -1484.9115 1489.2860 

Rayleigh[54] -372.7337 373.8434 -1489.6974 1494.1288 

Ecart. [52] (%) 

 

 0.001825 0.001204  0.0157051 0.0198349 

Fréquences  𝜔3(𝐻𝑧) 𝜔4(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

Présente étude -3322.4777 3332.1292 -5862.3446 5879.0566 

Ref.[52] -3322.8661  3332.8092  -5862.9500  5880.5576 

Timoshenko[53] -3323.2729 3332.9338 -5864.8298 5881.5704 

Rayleigh[54] -3347.1938 3357.1371 -5939.1121 5956.7210 

Ecart. [52] (%)  0.0116887 0.0204032 0.0103258 0.0250000 

Tableau (V.2) : Comparaison des fréquences propre obtenues avec celles des Ref. [52,53et54] 

Les modes propres du rotor 

La figure (V.2) représente les neuf premiers modes propres du rotor étudié.  
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Figure (V. 2 ) : Les neuf premiers modes propres 

 

1.4 Discussions 

Les résultats obtenus de la résolution de l'équation du mouvement par la méthode de collocation 

iso géométrique sont présentés en matière de fréquences propres et modes propres. Dans le but 

de valider notre modèle et de tester l’efficacité du script construit, des comparaisons avec à des 

travaux précédemment publiés notamment Réf. [52,53] ont était faites. 

Les fréquences propres obtenues sont complexes, et doublées deux à deux ; cela est dû à l’effet 

gyroscopique. Chaque fréquence propre est une résultante de deux valeurs, une négative (la 

rotation est en mode indirect) une autre positive (la rotation est dans le sens direct). 

On voit dans le tableau (V.2) que les fréquences propres obtenues sont en concordances avec 

les résultats des Réf. [52,53], avec un écart qui ne dépasse pas 0.025% pour les quatre premières 

fréquences c’est qui donne une bonne stabilité et une bonne consistance pour notre méthode. 

Les trois premiers modes de vibrations dans la figure (V.2) sont presque identiques à ceux 

obtenus par les vibrations d’une poutre en flexion encastrée dans les deux extrémités, et cela dû 

aux conditions aux limites imposées à notre rotor. 

Des résultats satisfaisants ont été obtenus avec un nombre de points de colocations n=100. Les 

résultats montrent une bonne concordance avec les résultats de l’étude en référence [52]. Cela 

nous permet de valider le modèle et de poursuivre notre investigation. 
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2 Variation de la vitesse de rotation et diagramme de Campbell 
Le deuxième test consiste à construire un diagramme de Campbell pour déterminer les 

vitesses critiques, pour cela, nous avons procédé en trois étapes : 

• Variation de la vitesse dans la plage Ω= [0,1000] rad /s. 

• Tracé le diagramme de Campbell. 

• Déterminé les points critique dans un intervalle Ω= [0,1000] rad /s de vitesse de 

rotation par un pas de Ω=100 rad/s. 

Dans un deuxième temps, on fait varier la vitesse pour un intervalle beaucoup plus important 

Ω= [0,50000] rad/s.  

2.1 Résultats : 

 

Présente étude 

𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔1(𝐻𝑧) 𝜔2(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

- 372.9745 

-372.9798 

-372.9314 

-372.9734 

-372.9954 

-372.5389 

-373.0793 

-372.9336 

-372.9967 

-372.4803 

-372.4369 

372.9745 

372.9662 

372.3610 

372.9339 

373.0034 

373.2697 

373.0177 

373.5041 

373.0502 

373.4893 

373.5443 

-1472.1796 

-1486.6550 

-1487.8733 

-1487.6212 

-1487.8112 

-1488.0721 

-1486.6488 

-1487.8733 

-1491.3107 

-1488.8607 

-1484.6260 

1472.1955 

1487.0553 

1486.9578 

1486.3097 

1486.0622 

1485.8877 

1489.2172 

1486.9578 

1488.0270 

1488.9220 

1488.9953 

Résultats de la référence [52] 

𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔1(𝐻𝑧) 𝜔2(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

- 372.9845 

-372.9291 

-372.8736 

-372.8181 

-372.7627 

-372.7072 

-372.6518 

-372.5963 

-372.5409 

-372.4855 

-372.4301 

 

372.9845 

373.0400 

373.0955 

373.1510 

373.2065 

373.2621 

373.3176 

373.3731 

373.4287 

373.4842 

373.5398 

-1487.0733 

-1486.8517 

-1486.6302 

-1486.4087 

-1486.1873 

-1485.9658 

-1485.7444 

-1485.5231 

-1485.3018 

-1485.0805 

-1484.8592 

1487.0733 

1487.0733 

1487.5165 

1487.7381 

1487.7381 

1488.1816 

1488.4033 

1488.6251 

1488.8469 

1489.0688 

1489.2907 

Tableau (V.3) : Variation de la vitesse dans l’intervalle Ω= [0,100] rad /s par un pas de          

Ω= 100 rad/s pour la 1ère et 2éme fréquences propres. 
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Présente étude 

𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔3(𝐻𝑧) 𝜔4(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

-3327.5385 

-3326.8160 

-3326.3410 

-3325.8499 

-3325.3492 

-3324.8660 

-3300.6247 

-3328.2938 

-3319.02525 

-3322.9787 

-3322.4777 

3327.5385 

3327.7816 

3328.2712 

3328.7456 

3329.2097 

3329.6917 

3300.9466 

3328.2712 

3329.5618 

3331.6651 

3332.1292 

 

-5870.6945 

-5869.8608 

-5869.0093 

-5868.1543 

-5867.3608 

-5866.5156 

-5866.3801 

-5869.0093 

-5864.0411 

-5863.1890 

-5862.3446 

 

5870.6946 

5871.5327 

5872.3518 

5873.2064 

5874.0456 

5874.8716 

5876.3517 

5869.0121 

5877.4108 

5878.2299 

5879.0566 

Résultats de la référence [52] 

𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔3(𝐻𝑧) 𝜔4(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

-3327.8339 

-3327.3368 

-3326.8398 

-3326.3428 

-3325.8459 

-3325.3491 

-3324.8524 

-3324.3557 

-3323.8591 

-3323.3626 

-3322.8661 

 

3327.8339 

3328.3311 

3328.8284 

3329.3257 

3329.8232 

3330.3206 

3330.8182 

3331.3158 

3331.8135 

3332.3113 

3332.8092 

-5871.7472 

-5870.8669 

-5869.9867 

-5869.1066 

-5868.2267 

-5867.3469 

-5867.3469 

-5865.5878 

-5864.7084 

-5863.8291 

-5862.9500 

5871.7472 

5872.6276 

5873.5082 

5874.3889 

5875.2697 

5876.1507 

5877.0318 

5877.9131 

5878.7944 

5879.6759 

5880.5576 

Tableau (V. 4) : Variation de la vitesse dans l’intervalle Ω= [0,100] rad /s par un pas de          

Ω= 100 rad/s pour la 3éme et 4eme fréquences propres.  
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Figure (V. 3) : Diagramme de Campbell dans la plage Ω= [0,1000] rad /s. 

 

ω𝑐𝑟 ω𝑐𝑟1 ω𝑐𝑟2 ω𝑐𝑟3 ω𝑐𝑟4 

Présente étude 373.2153 1490.3793 3344.5369 5924.9688 

Ref.[52] 

Exacte-Timoshenko[53] 

373.1915 

373.1915  

1490.3712 

1490.3712  

3344.4114 

3344.4114  

5924.1337 

5923.6212 

Tableau (V. 5) :  Comparaison des quatre premiers points critiques avec les Refs. [52,53] 

 

 

𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔1(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 𝜔2(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 - 372.9745 372.9745 -1472.1796 1472.1955 

10000 -367.4903 378.4877 -1465.1026 1508.8287 

20000 -362.0791 384.1988 -1443.8381 1531.2888 

30000 -356.8182 389.9974 -1422.6987 1553.8710 

40000 

50000 

-351.4649 

-346.3485 

395.7033 

401.6460 

-1401.9894 

-1381.5381 

1576.8787 

1600.1384 
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𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠  𝜔3(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 𝜔4(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 -3327.5385 3327.5385 -5870.6945 5870.6946 

10000 -3279.2924 3375.8057 -5787.6678 5954.7848 

20000 -3232.1195 3425.1386 -5705.7131 6039.9263 

30000 -3185.4920 3475.0026 -5624.8355 6126.1030 

40000 

50000 

-3139.5451 

-3094.2863 

3525.5256 

3576.7080 

-5545.0618 

-5466.37451 

6213.3208 

6301.5409 

Tableau (V. 6) : Variation de la vitesse dans l’intervalle Ω= [0,5000] rad /s 

 

 

Figure (V. 4) : Diagramme de Campbell dans la plage Ω= [0,50000] rad /s 
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2.2 Discussion  

 

Les tableaux (V.3) et (V.4) présentent les résultats de la variation de la vitesse en fonction de 

fréquences propres, on remarque que sur un intervalle   Ω= [0,1000] rad/s, les fréquences 

propres varient légèrement entre les modes direct et indirect en absence de divergence induite 

par un effet gyroscopique réduit. Les petites variations constatées sont dû à l’utilisation des 

équations de Timoshenko qui prennent en compte l’effet de cisaillement transversal, d’ailleurs 

on peut voir que pour le cas statique, c'est-à-dire Ω = 0 rad/s, les valeurs représentent les 

fréquences propres de la poutre de Timoshenko. 

Le diagramme de Campbell permet de déterminer les vitesses critiques qui correspondent aux 

fréquences de résonance, la vitesse critique est obtenue par l’intersection de la droite bissectrice 

des vitesses propres du rotor avec les droites des modes de vibration. On se limite aux quatre 

premiers modes dans le mode direct, le diagramme de Campbell est représenté sur la figure 

(V.2), on remarque que : 

• La fréquence critique qui correspond au premier mode est 373.2153 rad /s. 

• La fréquence critique qui correspond au deuxième mode est 1493.3793 rad/s. 

• La fréquence critique qui correspond au troisième mode est 3347.5393 rad/s. 

• La fréquence critique qui correspond au quatrième mode est 5924.9688rad/s. 

Une comparaison a été faite pour les quatre premières fréquences critiques trouvées de la 

référence [17], on constate une bonne concordance des résultats, ce qui confirme l’applicabilité 

de la méthode de collocation iso-géométrique pour déterminer les vitesses critiques, par ailleurs 

démontre l’efficacité et la flexibilité de notre script. 

Le tableau (V.6) présente les résultats de la variation de la vitesse sur un intervalle de [0,50000]   

en fonction des fréquences propres. Un diagramme de Campbell (V.4) a été construit sur la base 

des quatre premières fréquences du tableau (V.6). On remarque que les modes directs et 

indirects de chaque mode propre divergent en fonction de la vitesse de rotation du rotor, cela 

est dû à l’effet gyroscopique. On constate par ailleurs que la divergence augmente en fonction 

du mode, exemple : (la divergence du 4eme mode est plus importante que celle du 1er mode).    

3 Variation du rapport géométrique (R/L). 

Le troisième test consiste à faire varier le rapport (R/L). Pour une vitesse de rotation constante 

Ω=1000 rads /s. afin d’étudier l’influence des paramètres géométriques sur le comportement 

dynamique des machines tournantes. 
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3.1 Résultats  

 

Présente étude 

R/L 𝜔1(𝐻𝑧) 𝜔2(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

 

-248.5605 

-495.9130 

-741.3240 

-984.1240 

-1223.7222 

249.0530 

497.8711 

745.6961 

991.8059 

1235.5421 

-992.75771 

-1971.9671 

-2926.1078 

-3848.8949 

-4730.6138 

994.71792 

1979.6482 

2943.3741 

3877.2866 

4772.5640 

Résultats de la référence [52] 

R/L 𝜔1(𝐻𝑧) 𝜔2(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0.01 

0.02 

0.03 
0.04 

0.05 

 

-249.0539 
-495.9062 

-741.3242 

-984.1173 

-1223.6108 

249.0539 

497.8782 

741.3242 
991.9818 

1235.8718 

-992.7970 

-1972.1551 

-2927.0830 
- 3847.4916 

- 4724.5669 

994.7690 

1980.0196 

2944.6906 
3878.5766 

4772.7028 

Tableau (V. 7) : Effet de la variation du rapport (R/L) sur la 1ère et 2éme fréquences propres 

avec une vitesse de Ω=1000 rads /s. 

Présente étude 

R/L 𝜔3(𝐻𝑧) 𝜔4(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

-2228.2263 

-4394.6763 

-6451.4151 

-8378.8949 

-10196.8957 

 

2228.2136 

4411.3884 

6486.4007 

8421.6573 

10117.7438 

-3947.7621 

-7711.9493 

-11162.8738 

-14234.9484 

-17029.6849 

3955.4431 

7740.3410 

11219.4840 

14234.0466 

16915.70015 

Résultats de la référence [52] 

R/L 𝜔3(𝐻𝑧) 𝜔4(𝐻𝑧) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

 

- 2228.3953 

- 4395.0154 

-6447.6643 

-8343.6454 

-10052.7688 

2232.8267 

4412.6230 

6486.8398 

8412.2042 

8412.2042 

- 3948.2365 

- 7710.4788 

- 11136.2462 

-14123.2750 

-16625.8465 

3956.1011 

7741.5638 

11204.8050 

14241.8212 

16804.7387 

Tableau (V. 8) : Effet de la variation du rapport (R/L) sur la 3éme et 4éme fréquences propres 

avec une vitesse de Ω=1000 rad /s.  
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Figure (V. 5) : Effet de la variation du rapport géométrique (R/L) sur les fréquences propres 

3.2 Discussion 

 

Les fréquences propres obtenues sont présentées dans les tableaux (V.7) et (V.8), et sont 

comparées aux résultats des fréquences propres de la réf [52].  Le rapport R/L à une influence 

directe sur la flexibilité de rotor, plus le rapport R/L est important plus le rotor, perd sa 

flexibilité. 

La figure (V.3) représente la variation des fréquences propres pour les différents rapports R./L. 

On observe que si le rapport R/L augmente la fréquence propre devient plus importante, de ce 

fait on déduit que les propriétés géométriques des machines tournantes ont une influence très 

importante sur les fréquences propres et par conséquent sur les vitesses critiques et la stabilité 

des machines tournantes. 

4 Influence d’un disque sur le comportement dynamique du rotor 
 

Pour notre denier test, nous ajoutons un disque à l’arbre de notre système afin de constater 

d’une part son influence sur le comportement dynamique du rotor, et d’autre part prouver 

l’adaptabilité de notre script aux différents systèmes de machines tournante, le disque et l’arbre 

sont de matériaux ayant les mêmes propriétés, à savoir, les mêmes que celles utilisé 

précédemment figurant sur le tableau (V.1). 
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4.1 Propriétés du disque : 

 

Figure (V. 6) :Rotor avec disque au milieu supporté sur des paliers rigides . 

 

 

 

Propriété Symbole  Valeur 

Diamètre du disque  d 0.3 m 

Epaisseur du rotor   h 0.1 m 

Masse de disque  𝑚 55.5590 kg 

Moment d’inertie diamétral  𝐼𝑑 𝟎. 𝟑𝟓𝟖𝟖 𝒌𝒈 𝒎𝟐 

Moment d’inertie polaire  𝐼𝑝 𝟎. 𝟔𝟐𝟓𝟎 𝒌𝒈 𝒎𝟐 

Position de disque  - 0.49/L  m 

Tableau (V.9) : Propriétés du disque. 

 

 

4.2 Résultats :  

 

𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠 𝜔1(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 𝜔2(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0  -0.00097 0 -0.00097 0 

10000  -4.16550 4.237438 -19.19800 19.210912 

20000  -8.34079 8.422531 -38.40910 38.410356 

30000  -12.5902 12.77550 -57.59992 57.600323 

40000 

50000 

-16.8420 

-21.0571 

16.8773 

21.14657 

-76.7747 

-95.9249 

76.773698 

95.925347 
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𝛺 = 𝑟𝑎𝑑/𝑠  𝜔3(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 𝜔4(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

 En arrière En avant En arrière En avant 

0 -1890.044 1890.0476 -1980.571 1980.5714 

10000 -1860.387 1919.8477 -1958.256 2003.8562 

20000 -1830.862 1935.9394 -1949.677 2027.2390 

30000 -1801.605 1913.9076 -1979.558 2051.0575 

40000 

50000 

-1772.594 

-1743.864 

1892.1386 

1870.6219 

-2009.367 

-2038.969 

2075.4268 

2100.4487 

Tableau (V. 10) : Tableau des fréquences propres d’un rotor avec disque sur un intervalle de 

vitesse [0,50000] (Rad/s). 

 

 

 

Figure (V. 7) : Diagramme de Campbell d’un rotor avec disque sur un intervalle de vitesse 

variant de [0 à 50000] (rad/s). 
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4.3 Discussion : 

On remarque dans le tableau (V.10) qu’avec l’ajout du disque, les fréquences propres des modes 

vibratoires ont considérablement baissées comparé au 2eme test, ce qui induit une baisse des 

fréquences de résonances. 

Sur le diagramme de Campbell figure (V.6) sont représenté 2 modes uniquement à savoir le 

3eme et 4eme avec leurs modes (direct et indirect), 

On constate à partir d’une certaine vitesse une augmentation des fréquences dans le cas du mode 

indirect du 3eme mode propre tandis qu’elles ont tendance à baissées pour le cas du mode direct 

du 4eme mode, ainsi qu’une divergence prononcée dès les premières vitesses ce qui est due à 

l’effet gyroscopique important.  

Conclusion  

Les résultats obtenus lors de cette série de quatre tests sont satisfaisants, Nous pouvons donc 

affirmer l’applicabilité de la méthode de collocation isogéométrique pour l’étude du 

comportement dynamique des machines tournantes via le modèle numérique développé.    



 

Conclusion 
générale 
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Ce présent travail traite de l’analyse du comportement dynamique des machines tournantes par 

la méthode de collocation isogéomtrique. 

Jusqu’à aujourd'hui, la méthode de collocation isogémtrique n'a été présentée que dans un 

formalisme mathématique abstrait. C'est dans le but de construire un backend par ladite 

méthode pour un éventuel logiciel d’analyse numérique du comportement dynamique des 

machines tournante que ce travail a été fait. 

Le choix de la méthode n’a pas été fortuit, en effet, la méthode de collocation isogéomtrique a 

l'avantage d'utiliser les mêmes fonctions de forme que les logiciels de CAO à savoir les 

fonctions de base NURBS. Ce qui élimine pratiquement l’erreur d’interpolation de la géométrie 

analysée. 

Ce présent mémoire de fin d’étude est subdivisé en cinq chapitres, le premier traite des 

généralités sur la dynamique des machines tournantes, les notions fondamentales de la 

dynamique des machines tournantes ont été bien examinées et un système de coordonnées a 

étais fixé pour la suite de notre travail.  

Le deuxième est un chapitre consacré aux courbes et surfaces de Béziers, B-Spline et NURBS 

dans leur cadre originel qui est la conception assistée par ordinateur et conclure à la fin que les 

fonctions NURBS sont les mieux adaptés pour la représentation des géométries mêmes les plus 

complexes avec une grande précision. 

 Le troisième chapitre traite les méthodes pseudo spectrales en général et la méthode de 

collocation isogéometrique en particulier. Méthode qui s’est démarquée quant à la résolution 

des équations différentielles partielles utilisé dans la modélisation des comportement 

dynamiques des structures, sa propriété d’approximation des solutions indépendamment des 

considérations géométriques fait qu’elle est la méthode choisie dans notre travail.  

Par ces trois précédant chapitres, nous avons rassemblé les connaissances nécessaires qui nous 

on permis de réaliser une étude sur l’analyse dynamique d’un rotor de machine tournante par la 

méthode de collocation isogéométrique. 

Dans le quatrième chapitre une fois que nous avons choisi le système à étudier et établi 

l’équation du mouvement qui le régi prenant en compte l’effet de cisaillement et l’effet 

gyroscopique, nous avons pu procéder à sa discrétisation en passant par une séparation de 

variables pour passer au domaine purement spatial. Ce qui nous a permis de construire un 

système algébrique interprétant la solution et ce en utilisant les abscisses de Greville, suite à 

quoi nous nous sommes penché sur la question des conditions aux limites qui s’est avéré être 

un choix crucial tant la complexité de la nature de NURBS. Nous avons alors pu réaliser 

l’implémentation sur Matlab sous dont un script assez flexible nous permettant d’introduire les 

propriétés physiques et géométriques de la structure à analyser et aussi fait varier l’ordre 

d’approximation, le nombre de points de collocation et la vitesse de rotation. Les résultats ont 

été obtenus à l’aide de la fonction « polyeig » sur Matlab. 

Tandis que le chapitre cinq, était sous forme d’applications tests numérique. Chaque application 

est suivie de résultats et interprétation : 

Un test de validation est d’abord effectué, Celui-ci consiste à calculer les fréquences et les 

modes propres du rotor, et de comparer les résultats à ceux récemment publiés. Des résultats  
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Satisfaisants ont été obtenus. Ce test nous a permis de valider notre modèle. 

Le deuxième test consiste à faire varier la vitesse de rotation et tracer le diagramme de 

Campbell, dans un premier lieu pour une plage de vitesses minimes. Dans un deuxième lieu, 

pour des vitesses beaucoup plus importantes, on constate une divergence des deux modes de 

précision directe et indirecte et cela est dû à l’effet gyroscopique. 

Un troisième teste à était effectué pour déterminer l’influence de rapport R/L sur les fréquences 

propres et on constate que si le rapport R/L augmente la fréquence propre devienne plus 

importante, par conséquent sur les vitesses critiques. 

Le dernier test consiste à ajouter un disque pour le rotor. Les résultats montrent un changement 

complet de comportement rotor en comparant avec notre rotor sans disque. En effet, les modes 

vibratoires sont à des fréquences propres très basses, ce qui donne des fréquences de résonance 

minimes, qui est dû à l’effet gyroscopique très important causé par le disque. 

Ce projet de fin d’étude nous a donné l'opportunité de toucher à plusieurs disciplines, 

notamment à la programmation sous Matlab, le dessin assisté par ordinateur, l’analyse 

numérique et la dynamique des machines tournantes. Mais surtout de faire des recherches et 

des études rigoureuses en utilisant des articles scientifiques de renommés.       

Notre étude ouvre la voie à plusieurs perspectives notamment la réalisation d’une interface 

graphique pour le script construit, élargir le script en introduisant les effets de l’amortissement 

et effectuer des études sur des paliers flexibles. 
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Résumé 

Ce mémoire de fin d’études, traite l’applicabilité de la méthode de colocation isogéométrique appliquée à 

l’analyse de comportement dynamique des machines tournantes. Ce présent travail est structuré comme suit :  

En premier lieu, nous avons formulé les équations aux dérivées partielles qui décrivent le mouvement d’un 

système composé par un arbre et un disque posé sur deux paliers. 

Après avoir formé le système d’équations, le défi qui se présente est la résolution de celui-ci. Le choix est 

porté sur la méthode de collocation isogéométrique et la méthode décrite dans ce manuscrit est posée en 

alternative à la méthode des éléments finis. Elle est essentiellement basée sur le concept d’analyse isogéo-

métrique et avec les courbes dites de NURBS qui constituent la géométrie des tracés décrit par des fonctions 

de bases dites B-spline. 

Cette méthode offre des avantages certains. Parmi ces avantages, on traite les difficultés d'intégration entre 

les scripts d’analyse et les modélisateurs géométriques (DAO). L’élimination du procédé de maillage qui 

réduit le calcule en temps et en coût, la facilitation de l’étude des déformations des structures mécaniques. 

Ce qui conduit à une meilleure compréhension du comportement des systèmes et donc nous permet une 

meilleure conception des systèmes et donc l’anticipation pour les opérations de maintenance. 

C’est sur Matlab que le travail est fait. Après avoir implémenter les équations de notre système dans le 

programme conçu pour la construction des géométries par les fonctions NURBS et Les conditions aux li-

mites nécessaires au système ont été définies et imposer. 

Les résultats de l’analyse modal pour le rotor ont était validé par des tests numériques et comparés aux 

travaux publiés. 

Mots clés : Machines tournantes, B-splines, NURBS, Méthode de collocation isogéométrique,      

Abstract    

This master's thesis,discusses the applicability of the isogeometric colocation method applied to the analysis 

of dynamic behavior of rotating machines. The present work is structured as follows: 

First, we formulated the partial differential equations that describe the motion of a system consisting of a 

shaft and a disc placed on two bearings. 

After having formed the system of equations, the challenge that presents itself is the resolution of it. The 

choice fell on the isogeometric collocation method and the method as described in this manuscript arises as 

an alternative to the finite element method. It is essentially based on the concept of isogeometric analysis 

with the NURBS curves which constitute the geometry of the plots described by base functions B-spline. 

This method offers many advantages, among these advantages we name that it remedis to the difficulties of 

integration between analysis scripts and geometric modelers (CAO), elimination of the mesh process which 

reduces the calculation in time and cost and facilitating the study of deformations of mechanical structures. 

This leads to a better understanding of systems behavior and thence to enable better system conception and 

anticipation for maintenance. 

It is on the Matlab work was done. After implementing our system of equations in the program designed for 

the construction of geometries by NURBS functions and conditions required to limit the system were defined 

and imposed. 

The results of the modal analysis for the retor, we were validated by numerical tests and compared to the 

published scientific reviews. 

Keywords: Rotating machines, B-splines, NURBS, Isogeometric collocation method. 

 

 



 ملخص

  ، والتي قدمت كماعلى تحليل السلوك الديناميكي للآلات الدوارةتخرج هذه تناقش إمكانية تطبيق طريقة الارتصاف الايزوجيومترية مذكرة ال

  يلي

 .أولاً، قمنا بصياغة المعادلات التفاضلية الجزئية التي تصف حركة نظام يضم عموداً وقرصًا موضوعًا على محمليَن

الارتصاف الايزوجيومترية والتي  المعادلات التفاضلية، التحدي الذي يطرح نفسه هو حلها، وقع الاختيار على طريقة بعد تشكيل نظام 

،  الايزوجيومتري، وهي تعتمد أساسًا على مفهوم تحليل وصفت في هذه المذكرة بالطرية التي تكون كبديل للعناصر المحدودة 

 .B-Splineة باسخدام اساسيات الدوال التالفية التي تشكل الهندسة، الموصوف    NURBSمنحنيات

تقدم هذه الطريقة العديد من المزايا، من بين هذه المزايا نذكر أنها تعالج صعوبات التكامل بين برمجيات التحليل وبرمجيات التصميم 

دراسة اعوجاجات الهياكل  (، والقضاء على عملية الشبكة التي تقلل من الحساب في الوقت والتكلفة، وايضا تسهلCAOالهندسي )

 الميكانيكية، وهذا يؤدي إلى فهم أفضل لسلوك الأنظمة الميكانيكية وبالتالي التمكن من صياغة أفضل للنظام وتوقع الصيانة اللازمة. 

سطة معادلات  فبعد تنفيذ نظام المعادلات الخاص بنا في البرنامج المصمم لبناء الأشكال الهندسية بوا Matlabتم برمجة كل العمل على 

NURBS  .تم فرض شروط الحدود المطلوبة 

 تم التحقق من صحة النتائج عن طريق مقارنة الاختبارات العددية بالمراجع العلمية المنشورة. 

    

 


