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0.1 Notations et abréviations

0,, désigne le vecteur nul dans l'espace euclidien R".
||-|| représente la norme euclidienne.

(-) : Produit scalaire.

vap : valeur propre.

v : valeur optimal.

SIP : Probléme semi-infini.

LSIP : Probléme semi-infini linéaire.

min : minimum.

max : maximum.

sst : si et seulement si.

resp : respectivement.
C'N : Condition nécessaire.
C'S : Condition suffisante.

CNS : Condition nécessaire et suffisante.



0.2 Introduction générale

[’optimisation est un outil important en sciences et pour ’analyse
des systémes physiques. On doit d’abord identifier quelques objectifs
(le profit, le temps, ou n’importe quelle quantité ou combinaison
qui peut étre représentée avec une valeur algébrique ).

Iobjectif est dépend de variables ou inconnues, notre but est de
déterminer les valeurs des variables qui optimisent ’objectif.

Le processus « modélisation » permet de I'identification des objec-
tifs, des variables. La connaissance et l'intuition du modélisateur
sont importantes aussi bien dans la formulation d’un modéle avec
un degré approprié de complexité que dans la 'interprétation des ré-
sultats du processus d’optimisation. Dés que le modéle a été formulé,
un algorithme d’optimisation peut étre utilisé pour la résolution du
probléme.

Bien que les origines de SIP sont liés a 'approximation de Cheby-
shev, le travail classique de Haar [19] sur des systémes semi-infinis
linéaires, et au Fritz Jean [21].

Le terme de SIP a été inventé en 1962 par Charnes, Hettich et
Kortanek [14,16,17,18] dans certains articles consacrés a LSTP.

Gustavson et Kortanek [13,15] proposé, au cours de début des années
1970, les premiéres méthodes numériques pour les modéles de STP
dans les applications découlant.

La publication vers 1980 des six livres suivants converti STP dans
une sous-zone mature et indépendante en optimisation. Deux vo-
lumes de notes de cours sur Mathématiques, édité par Hettich [24] et
par Fiacco et Kortanek [26], et quatre monographies par Tichatschke
[25], Glashoff et Gustafson 23], Hettich et Zencke [20], et Brosowski
[27] (consacré a la stabilité dans SIP). Plus récemment, Goberna
et L’Opez [12] présentés dans une approche extensive & LSIP, y
compris les aspects théoriques et numériques. Livres d’optimisation
réputés consacrés certains chapitres sur STP .

Nous mentionnons également l'article de Polak [22| (Les méthodes
d’indications possibles sur les fondations des mathématiques), et
Hettich et Kortanek [14] interrogées, dans une superbe maniére, des
résultats théoriques, méthodes et applications de STP.



Récemment Goberna et L’Opez [12] ont examinés le modéle de
LSIP.

Au cours des derniéres années, les technologies cherchent de plus
en plus a traiter des systémes complexes, constitués par un grand
nombre de parameétres liés les uns aux autres par une structure bien
déterminée.

L’optimisation est un ensemble des méthodes qui permet d’obtenir
le meilleur résultat. Optimiser revient donc a estimer des minimums
et des maximums d’une fonction ou d’un systéme de fonction.

Les modéles de programmation linéaire et non linéaire permettent
d’aborder un grand nombre de problémes d’optimisation en appa-
rence trés différent, dans des contextes divers.

Il est important de bien connaitre les caractéristiques du probléme
posé, afin d’identifier la technique appropriée pour sa résolution.

Les problémes d’optimisation sont classés en fonction des caractéris-
tiques mathématiques de la fonction objectif, des contraintes et des
variables d’optimisation, les plus importantes classes d’optimisation
sont :

*) Optimisation linéaire avec f est une fonction linéaire : f (z) =
(c,x) et S est défini par des fonctions affines : ax +b > 0

*) Optimisation linéaire quadratique f est une fonction convexe qua-
dratique : f(z) = %:UTAx—l—bx—l—c,A est une matrice symétrique semi-
définie positive, S est défini par des fonctions affines : ax + b > 0.

*) Optimisation convexe, f est une fonction convexe et S un do-
maine convexe.

*) Optimisation différentiable, f est une fonction différentiable et S
est défini par des fonctions (= contraintes) différentiables.

*) Optimisation non différentiable, exemple : f(x) = mazx { fi(z), - -

*) Optimisation en dimension infinie, exemple : problémes varia-
tionnels J(z) = fOTL (t,x (t),2 (t)) dt avec x dans un ensemble de
fonctions X, z(0) = x¢ et x (T) = x7p.

Les problémes semi-infinis sont des problémes qui ont une infinité
de contraintes, et présentant des structures particuliéres de linéarité
et convexité.

s fm(@)}



Notre travail s’inscrit dans cette problématique, nous nous intéres-
sons aux problémes semi-infinis non linéaire et le cas quadratique
qui possédent certaines particularités de structure.

Notre travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons les notion de convexité et
les notion de base sur I’étude de 'optimisation non linéaire, comme
nous avons décrit quelques méthodes de résolution d’un probléme
non linéaire ( la méthode de Lagrangien, la méthode de direction
admissible), afin d’établir clairement I'optimisation convexe.

Le deuxiéme chapitre consacré a les principales méthodes en op-
timisation semi-infinie, nous présentons la méthode de discrétisa-
tion pour la résolution d’un probléme semi-infini, c’est une méthode
consiste a résoudre dans chaqu'une de ces itérations un sous pro-
bléme fini, et aux méthodes d’échanges qui sont en général plus ef-
ficient que les algorithmes de discrétisation pures pour la résolution
d’un probléme non linéaire.

Entamons dans le troisiéme chapitre la méthode de paramétrisation
dual pour les problémes de programmation semi-infinie quadratique
qui est développée récemment pour des problémes de STP avec une
seule contrainte infinie. En outre, un algorithme de paramétrisation
dual est également proposé pour la solution numérique de ces pro-
blémes avec un résultat de convergence. L’efficacité de 1'algorithme
est illustré par la résolution d’un exemple numérique.



1 Convexité et optimisation

1.1 La convexité
1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1 :

Un ensemble de points est dit convexe si tout segment joignant deux
points quelconques de I’ensemble appartient & 'ensemble.

Définition 1.2 :

Soit S C R”, on dit que :

S est convexe < \x + (1 — A)y € S,Va,y € SVA € [0, 1]

k k
@Z)\zl'l e SvY (xi)izl,---,k €S et VA €> thz)\z =1

i=1 =1

Définition 1.3 :
Soit S C R"convexe, soit f : S — R, on dit que :

1) festconvexesur S <= Vr,y € SetVA € [0,1],f(Ax+ (1 —=N)y) <
Af(@)+ (1= f(y)

2) f est strictement convexe sur S <= Vx,y € SetVA € [0,1], f(Ax + (1 = A)y) <
Af (@) + (1 =2 f(y)

Exemple 1.1 :

f(z) =% et f(x) =2+ y? sont strictement convexes sur R et R?.
Définition 1.4 :

Soit S C R"convexe, soit f : S — R, on dit que :

1) f est concave sur S

= Vr,ye SetVAe[0,1], fOQax+ (1—N)y) >N (2)+(1—N) f(y)

2) f est strictement concave sur S

10



= Vr,ye SetVA e [0,1], f(Az+(1=Ny) >\ (2)+(1—=A) f(y)
Remarque 1.1 :

Si f est concave alors —f est convexe.

Définition 1.5 :

L’épigraphe d’une fonction f noté épi (f) est 'ensemble défini par :

epi (f) = {(n.w) eR™ | f(z) <pz eR" peR}
Propriété 1.1 : [1]

Une fonction f est convexe si seulement si epi (f) est un ensemble
convexe.

Définition 1.6 :

Un ensemble C' C R est un cone s’il est stable pour la multiplication
par des scalaires positifs et 'addition. (x,y € C = x4+ y € Cet \x € C VYA > 0)

Remarquons, que cette définition implique qu’un cone est un en-
semble convexe.

Définition 1.7 :

Soit A un ensemble de R™ on appelle enveloppe convexe de A, le

plus petit ensemble convexe contenant A, noté Conv(A), avec : A C
Conv(A).

Définition 1.8 :
Soient :a = (a1, as, - ,a,) ER" et f € R

alors I'ensemble H = {(x € R", ax = )} est appelé un hyperplan
de R™.

Exemple 1.2 :
H = {(x1,22) € R?/ayz1 + aszs = B avecay, as, f € R} est un

Hyperplan de R? qui est une droite.
Propriété 1.2 : [4]

Un Hyperplan est un ensemble convexe.

11



Définition 1.9 :

Soient : a = (ay,as, - ,a,) € R"t SER on appelle :

Demi espace positif fermé, 'ensemble H, = {(x € R", ax > )},
Demi espace négatif fermé, 'ensemble H_ = {(x € R", ax < )},
Demi espace positif ouvert, I'ensemble H, = {(z € R", ax > 3)},

Demi espace négatif ouvert, ensemble H~ = {(z € R", ax < §)}.
Définition 1.10 :

L’intersection d’un nombre fini de demi-espace fermé de R™ est ap-
pelée polytope convexe.

Définition 1.11 :

On appelle polyédre, un polytope convexe borné (c’est un compact
convexe de R").

Propriété 1.3 : [4]

Un ensemble de R™ est dite compact, s’il est fermé et borné.

Exemple 1.3 :
1. Les compacts convexes dans R? sont : les triangles, les cercles,- - -

2. Les compact convexes dans R? sont : les sphéres,- - - .

12



1.2 Optimisation non linéaire
1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.13 : (Fonction linéaire)

Une fonction f : R™ — R est dite linéaire si elle s’écrit comme suit :
i=n
fx)=CTw= ZCNCZ‘
i=1

C : un vecteur de R" constant, indépendant de x.

. R" — R” est dite linéaire si chaqu’une de ses composantes
fi: R 5 R"i=1,--- m, est linéaire : f(z) = Az ou A €
R™*™ est une matrice constante.

— N

Définition 1.14 : (Fonction affine)
1) Une fonction f: R" — R est dite affine si elle s’écrit :
flx)=CTx+d

- )C' : un vecteur de constante de R™.
- )d : une constante de R.

2) Une fonction g : R™ — R™ est affine si chaqu’une de ses compo-
santes : est affine.

gi ' R" =R, i=1,---,m est affine, tel que :

gi(x) = Az +b

~ )A : une matrice de R"™*".
~ )b : un vecteur de constante de R™.

Définition 1.15 : (Fonction non linéaire)
toute fonction qui n’est pas affine est dite non linéaire.
Définition 1.16 : (Dérivées partielles)

Soit f : R™ — R une fonction continue, la fonction notée :V, f (x) :
R — R, également notée par :

13



est appelée i°™¢ dérivée partielle de f, elle est définie par :

llmf(xl, 7xi+a7"' 7xn)_f($17'“ y Ly ot 7xn)
a—0> (6%

Définition 1.17 : (Gradient)

Soit f : R™ — R une fonction différentiable, la fonction notée :V f (z) :

R" — R"

est appelée le gradient de f définie par :
of(z)

O(z1)

Vi(x) =

Définition 1.18 : (Dérivée Directionnelle)

Soit f : R™ — R une fonction continue et soient z € R”, d € R", La
dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est donnée par :

Do) — tim Lt ad) = f (@)

a—0~ «

Si la limite existe, de plus, le gradient de f existe, alors la dérivée
directionnelle est le produit scalaire entre le gradient de f et la
direction d :

D(x)=(Vf()'d

Définition 1.19 : (Fonction différentiable)

Soit f : R™ — R une fonction continue. Si pour tous d € R", La
dérivée directionnelle de f dans la direction d existe, alors la fonction
f est dite différentiable.

14



Exemple 1.4 :

Soit f (1, 22) = 21 + 73

R 1
et501td—(d2>

le gradient de f est donnée par :

VS (21,35) = ( L )

229
la dérivée directionnelle de f en z = (z1, x2) dans la direction d est :
D (x) = (dy,d2) V f (21, 22) = dy + 22ds
Remarque 1.1 :

La dérivée partielle égale a la dérivée directionnelle dans la direction
des axes de coordonnées :

of (x)

oz, =Vf (x)T €

avec :
e; : le 1™ vecteur de la base canonique de R™.
Définition 1.20 : (Fonction quadratique)

Soit A une matrice symétrique d’ordre n, b est un vecteur d’ordre n
et ¢ un nombre réel. L’application ¢ de R™ dans R définie par :

1
qx)=c+b'z+ §{ETA£E

s’appelle fonction quadratique
Définition 1.21 : (Direction de descente)

Soit f : R®" - R, z € R" un vecteur d € R" est une direction de
descente au point x si et seulement si :

30>0: f(z+Ad) < f(x), VA €]0,0]

15



Théoréme 1.1 :[17]

Soit f : R™ — R différentiable au point x € R" et d € R™ un vecteur

qui vérifie :

d'Vf

alors : d est une direction de descente au point z.

Théoréme 1.2 : (Convexité par le gradient)

1. f: X CR"” — R une fonction différentiable sur un ensemble
convexe X. f est convexe sur un ensemble convexe X si et

seulement si :

() <0

f—f@)=y—2) V), Vo,yeX

2. f: X C R" — R est strictement convexe sur un ensemble

convexe X si et seulement si :

Définition 1.22 : (Matrice jacobienne)

Soit f: R™ — R™.

La fonction notée J (z) : R™ — R™ ™ définie par :

est appelée matrice Jacobienne.

Définition 1.23 : (Matrice Hessienne)

Soit f : R™ — R deux fois différentiable. La fonction notée V2 f (z) :

R"™ — R™™ définie par :
9 f(x)

0x3
9 f(x)
8m2811

H=V*f(x) =

9?f(x)

O0xn0x1

Oh Of
8%1 812
of2  9f2
8x1 amz
Ofm  Ofm
811 BIQ

0% f(z)

8118$2
9 f(x)

2
Ox5

*f(x)
0xn0xo
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9% f(x)
O0x10xn
9% f(x)
O0x20xn

(=)

2
oz?




est appelée matrice Hessienne.
proposition 1.1 :[5]

f(x) _ 9*f(=)
Ox;0x; ~  Ox;0x;

1) Hy (x) est une matrice symétrique car : dés que f

est deux fois dérivable (Schwarz).

2) On a le développement de Taylor suivant :

Fo o) = @)+ (VF @) v+ 50 Hy (@) v +2 (0)

avec % — 0 quand [jv]|* = 0.
Exemple 1.5 :
Soit f (z1,72) = 11 + 23

le gradient de f est donné par :

Vf (21, 22) = ( L )

21‘2

le Hessienne de f est donné par :

HZVQf(.Tl,Z'Q): (8 (2))

1.2.1.1 Rappels sur les matrices
Définition 1.24 :

Soit M € R™™ symétrique.

1. On dit que M est semi définie positive ssi z'Mx > 0 Vo € R™.
2. On dit que M est définie positive ssi 2! Mz > 0 Vo € R"/ {0} .

Remarque 1.2 :

On définit de la méme facon les matrices semi définie négative et
définie négative en renversant les inégalités.

17



Théoréme 1.3 : [18] (Convexité par le Hessien)

Soit f : X C R" — R une fonction deux fois différentiable sur un
ensemble convexe X, si V2f () est semi définie positive (resp. défini
positive) pour tous = dans X alors f est convexe (resp. strictement
convexe)

Remarque 1.3 :

1. Toute matrice symétrique semi définie positive n’admet pas des
valeurs propres négatives.

2. Toute matrice symétrique définie positive, admet des valeurs
propres strictement positives.

Définition 1.25 :

1. On appelle le rang colonne d’une matrice, le nombre maximum
de colonnes linéairement indépendantes.

2. On appelle le rang ligne d’une matrice, le nombre maximum de
lignes linéairement indépendantes.

Théoréme 1.4 : [17]

Quelque soit la matrice A, le rang ligne égale au rang colonne et on
le note par rang (A)

Proposition 1.2 : [19]

Soit A € R™" si rang (A) = r < n alors :

Vb €R", le systéme : Arx = b admet une solution x € R".
Définition 1.26 :

On dit que A € R™ ™ est non singuliére si :

rang (A) =n

18



Définition 1.27 : (Point stationnaire)

Soit f: R"™ — R, un point = de X est dite stationnaire (ou critique)
de fsi: Vf(x)=0.Cest donc un point ot le gradient s’annule.

On note S (f) : 'ensemble des stationnaire de f.

Proposition 1.3 : [19]

Si f admet un extrémum local en z, alors x est un point stationnaire.
Remarque 1.4 :

— ) Pour déterminer les extrémes locaux, on cherche donc tout d’abord
a déterminé les points stationnaires.

- ) La matrice hessienne permet alors de conclure, s’il s’agit bien
(ou non) d’un maximum ou d’un minimum.

1.2.2 Optimisation non linéaire sans contraintes

Définition 1.28 :

Soit f : R™ — R, on appelle probléme de minimisation sans contraintes
le probléme (P;)suivant :

() < {mm f(z)

reR”

~ ) f est appelée critére ou fonction de coit.
Exemple 1.6 : (Un probléme de production)

Une usine a besoin de n produits aq, - ,a, en quantité x{,--- ,xz,
pour fabriquer un produit fini b en quantité h(zy,--- ,x,).

Soit p; le prix unitaire du produit ¢ et p le prix de vente du produit
fini. On désire calculer la production optimale. Il s’agit donc de

n
maximiser la fonction ph(xy, -+, z,) — > z:p;
i=1

Définition 1.29 :

1) On dit que x( est un minimum local si

Vo e V(xo), f(x) = f(xo)
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2) On dit que x( est un minimum local strict si

Ve e V(xg), f(x) > f(z0)

3) On dit que zg est un minimum global si

Vo € R, f(2) > f (a0)

4) On dit que zo est un minimum global si

vz e R", f(x) > f(x0)

On définit de la méme fagon un maximum local, maximum local
strict , un maximum global , maximum global strict, en renversant
les inégalités.

Propriété 1.4 : [9]

Si z¢ est un minimum global, alors ¢’est un minimum local.
Propriété 1.5 : [9]

Si on connait tous les minima locaux alors le plus petit est le mini-
mum global.

1.2.2.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.5 : [9]
Soit f: DCR™ — R différentiable au point = € D, (ou D est un
ouvert) si z est un minimum local de (P;) alors V f (z) = 0.

1.2.2.2 Condition nécessaire d’optimalité de second ordre

Théoréme 1.6 : [9]

Soit f: D C R" — R deux fois différentiable au point x € D,
si o est un minimum local de (P;) alors Vf () = 0 et la matrice
Hessienne de f au point x, noté par H (x), est semi définie positive.

20



1.2.2.3 Conditions suffisantes d’optimalité de second ordre

Théoréme 1.7 : [5]

Soit f: DC R"™ — R deux fois différentiable au point x € D,

1. ) Si Vf(z) =0 (z est un point stationnaire de f) et H (x)est
définie positive, alors x est un minimum local de (P;)

2. ) Si Vf(z) = 0 et H(x)est définie négative, alors x est un
maximum local de (P;)

Exemple 1.7 :

Soit f (x,y) = ma? + y? définie sur R? dans R,m # 0 pour détermi-
ner les extrémes de f, il faut d’abord déterminé les points station-
naire de f et la matrice Hessienne va déterminer la nature du point
stationnaire.

*) Calcul de Vf (z,y) = (%, %?) = (2mx, 2y)

2mx =0 {a::O,
=%

(2mx,2y) = (0,0) = {
y=10

2u=20

S(f) ={(0,0)}. Ce point stationnaire est le seul extrémum éven-
tuel.

a) Nature du point stationnaire(0, 0)
2m 0
2 _

H (0,0) = D2f (0,0) = ( 281 g)

— ) Sim > 0, alors H f (zg)est défini positive(vap > 0) donc par la
condition suffisante xy = (0,0) est minimum local strict.

- ) Sim < 0, alors les valeurs propre n’ont pas le méme signe donc
par la condition nécessaire, 2o = (0,0) ne peut pas étre un mini-
mum local.
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1.2.3 Optimisation avec contraintes :

Nous avons traité dans la partie précédente, la résolution d’un pro-
bléme de minimisation sans contraintes.

Nous considérons 'ensemble D = {z € R"t.q. g; (z) <0Vj=1,--- ,m}
une partie de R™ décrite par des contraintes fonctionnelles d’inéga-
lité.

Soit le probléme suivant :

f(x) = min

<P2)<:>{gj(x)§0, J= {1 m)

~) f: R" = R, de classe C.
-)g;j: DCR*"—-RVYj=1,--- ,m.
Exemple 1.8 :

Une firme fabrique des objets A et des objets B en utilisant des
matiéres premieres miet ms.

pour fabriquer une unité de A, il faut 2 unités de m; et 1 unité de
ma,

et pour fabriquer une unité de B, il faut 1 unité m; et 2 unités de
ma.

On dispose de 8 unités de my et 7 unités de ms.
Enfin le bénéfice est de 4 par unité de A et de 5 par unité de B.
Le patron voudrait optimiser son bénéfice.

Il s’agit donc de maximiser sur S la fonction 44 + 5B ou a (resp b)
représente la quantité de produit A (resp B) fabriquée avec S défini
par :

S = {(a,b) EN? tq.2a+b<8eta+2b< 7}

Remarque 1.5 :

1. Si z € R™ est un minimum de f et si £ € D alors, T est un
minimum de (FP).
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2. Si 7 se trouve sur la frontiére de D alors interviendront néces-
sairement les fonction g;.

Définition 1.30 :

Soit la fonction
L: R"xR™" =R

(,\) = L(z,\) = f(z)+ X g(z)

L est appelé le lagrangien associe au probléme (P,),\ est appelé
multiplicateur de (KKT) associé a z.

Définition 1.31 :

On appelle les j € Jy = {j/g; () = 0} les indices des contraintes
actives ou saturées en .

Si j ¢ Jy c’est-a-dire g; () < 0 alors au voisinage de T par conti-
nuité, on a g; () < 0 donc la contrainte g; () < 0 ne joue pas
localement, aucun role.

Sij ¢ Jy c’est-a-dire g; (z) = 0 alors il est probable que Z est a la
frontiére de D et que I'on sort nécessairement de D en bougeant un

petit peut autour dez.

Donc seules les fonctions g; correspondant aux indices actives inter-
viendront dans les conditions nécessaires d’optimalité.
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Définition 1.32 : (Contraintes qualifiées)
Nous dirons que, les Contraintes sont qualifiées au point z* si :

- Les fonctions g; sont affines.
~ Ou bien les vecteurs Vyg; (z*), j € Jp, sont linéairement indépen-
dants ou :

Jo={j€J gj(x*) =0}
Exemple 1.9 :

On cherche a calculer le max de (— (z — 2)? — (y — 1)2) sous D =
{—1 <z<let0<y< %} ce qui revient & minimiser le probléme
(P)

(((z—2)°+ (y—1)%) = min
gr(z,y)=2—-1<0

g2 (z,y)=—2—-1<0
gs(z,y) =y —5 <0
\94(x>y):_y§0

En A = (1,0), g1 et g4 sont saturés, Jo = {j = 1,4, g; (A) = 0}.
Calculons le gradient du contraintes saturés au point A :

Va1 (A) = (1,0) et Vgs (A) = (0, —1)forment un systéme libre donc
la qualification de contrainte au point A est vérifier.

Proposition 1.4 : [9]
Si les contraintes sont qualifiées au point z*, alors : y € R" est une
direction admissible, si et seulement si

Vg (x*)-y<0,75€Jy

1.2.3.1 Condition de Khun-Tucker

On a le théoréme fondamental de Khun-Tucker (1951) suivant, qui
constitue le résultat fondamental de la programmation non linéaire :

Théoréme 1.8 : [5] (Khun-Tucker)

Soit le probléme (Py)
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- ) f:R" = R, de classe C*.
~)gj:DCR" = RVj=1,--- ,mde classe C'.

On suppose que les contraintes sont qualifiées au point Z.

Alors il existe des nombres positifs Aj, -+, A,, (appelés multiplica-
teurs de Kuhn-Tucker ou de Lagrange généralisés) tel que :

j=m
Vi) + Zl/\jgj () =0,
j=
>\jgj (i‘) = 0, \V/j eJ

Remarque 1.6 :

Ce résultat n’est pas une équivalence au sens ou ce n’est pas une
condition nécessaire et suffisante de caractérisation du minimum.

Elle le devient par contre lorsque nous considérons un probléme
convexe, en effet :

Théoréme 1.9 : [5] (Khun-Tucker)
soit le probleme (P) :

~) f: R" = R, de classe C' et convexe.
~)g; : XCR*" = RVj=1,---,mde classe C' et convexe.

On suppose que les contraintes sont qualifiées au point z, alors T est
une solution de probléme (P,) si et seulement s'il existe des nombres
positifs A1, -+, A\, tels que.

j=m
V(@) + Zl)\jvgj (z) =0,
j=
)‘jgj (Zf‘) = 0, VJ eJ

1.2.3.2 La Dualité

f(X) = min,
(P) & g5 (X) <0, Vied
X eR”
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Le lagrangien de probléme (P) est la fonction L (X, \) = f(X) +
2. Aig; (X)
jer

Définition 1.33 :

On définie la fonction duale de Lagrange par Q () = infL (X, \)
X

Remarque 1.7 :
() est toujours concave.
Définition 1.34 :

Le probléme dual (D) associe au probléme primal (P)
(D) & QN —>.max
)‘j > O, J € J
Le saut de dualité est : v (P) — v (D)
Définition 1.35 : (Point selle)

1) Point selle : minimal par rapport a une variable, maximal par
rapport a l'autre.

2) Le probléme primal (P) est équivalent & inf supL (X, \)
X A0

3) Le probléme dual (D) est équivalent a supinf L (X, \)
A>0 X

4) (X*, \*) est un point selle du Lagrangien si pour tout (X, \) tels
que (A* >0, A >0)

L(X* )\) < L(X* A)<L(X, \)

Théoréme 1.10 : [5]

(X*, A*) est un point selle avec A* > 0 ssi X* est une solution de
(P), A* est une solution de (D) et le saut de dualité est nul.
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Remarque 1.8 :

1. Un point selle du lagrangien vérifie les conditions de KKT (sans
hypothése autre que f, g est de classe C' ).

2. Si le probléme est convexe : point selle <conditions de KKT.
1.2.3.3 Méthode du lagrangien

1.2.3.3.1 Introduction

Pour résoudre un probléme non linéaire plusieurs méthodes sont
utilisées, On s’intéresse a I'une de ces méthodes : la méthode des
multiplicateurs de Lagrange qui est une méthode d’optimisa-
tion, permettant de déterminer I'extrémum local d’une fonction f
sous contraintes g.

On pose I :
() = f(x1, 9, -+ x,) — min
g<xlax2>"' axn):O
-) f:R*"= R
-)g:R*"—=R.

On définie le lagrangien de probléme [ est la fonction L

L(I1,$27"' 7xn7)\):f($17x2a"' ,In)_)\g(ifl,lé,"' 7xn>

La variable inconnue\ est appelée multiplicateur de Lagrange.

1.2.3.3.2 Principe de la méthode

Les solutions du systéme S obtenu en annulant les dérivées partielles
de L par rapport a toutes les variables X = (x1,x9, -+ ,x,) et A sont
les points stationnaires avec :
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4 m
oL __ Of dg;
o = 5a; TN (Zd_m)

m
oL _ 9f . 9gi
Oxro ~ Oxo + AZ (Z Ozo

oL __ Of
m—aJﬂi(‘_l

\gi(xhx%”' 7‘7;%):07 1= PR (2

~

Pour savoir la nature des points stationnaires en utilisant la matrice
Hessienne.

2L oL . . _&L_
8:0% Ox10x2 0x10Tn
92L 9%L L. 9L
Oxo0x1 8@% O0x20xn
H=VxL(zy,x9, -+ ,x,) =
oL oL . . . 9L
O0xnOdr1  Oxn0T2 Ox2

Si la matrice A définie positive alors les points stationnaires sont
des minimums locaux.

Si la matrice A définie négative alors les points stationnaires sont
des maximums locaux.

Si la matrice A est indéfinie alors les points stationnaires sont des
points réguliers.

Exemple 1.10 :
Considérons le probléme non linéaire suivant

3 + 13 — min
l’l—i‘l’g:l
l'l,l’QER

Le Lagrangien est de forme :
L (SL’l,.TQ, )\) = I% —+ l’g -+ )\(1’1 — Lo — 1)
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oL :2ZL’1—|—)\:0

B
VL (z1,22,A) =04 2L =22, + A =0
r1+2x—1=0

On résout le systéme de trois équations et trois inconnus on trouve :

Calculons la Hessienne

2 0

0 2
Les valeurs propres sont positive donc la hessienne est semi-définie
positive.

alors le point (%, %) est un minimum de probléme.

1.2.3.4 La méthode de direction admissible
Nous nous intéressé au probléme suivant

gj(x) >0,jeJ
r € R"

1.2.3.4.1 Principe de la méthode

Pour tenter de résoudre le probléme (P), on choisit de départ 2° € X
et on construit de facon itérative une suite 2° de X vérifiant f (xk’) <
f (:ck“), jusqu’a ce qu’on "estime” avoir obtenu une approximation
satisfaisante.

a partir de z*, on recherche une direction de descente d qui ne fasse
pas sortir “immédiatement” de X. On cherche alors, en se déplacant
dans la direction d, un point z**! de X est meilleur que 2* (par
exemple, f (xk + sd) , pour s > () en minimisant avec la contrainte
que zF+sd appartienne a X, si on sait résoudre ce nouveau probléme,
On recommence 3 partir de 2! tant qu’un certain critére d’arrét
n’est pas veérifié.
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Pour choisir d on peut résoudre le probléme linéaire suivant :
mjn d'Vf (:L“k)
(F) = d"Vy; (xk) >0,j€Jy= {j € J/g; (xk) = 0}
d'd=1.d e Rl

On obtient alors pour d la direction admissible de plus grande pente.

1.2.3.4.2 Algorithme de la méthode

1) Initialisation : Choisir un point admissible 2° de départ ,choisir
e>0.

2) Itération : k=1,---  N.
3) calculer la direction de descente admissible d* de probléme (F)

4) Déterminer une solution 7 pour le probléme

me{f (z* +7d") /7 >0} .

CalCUlOHS .
- + 7 dk

5) Test d’arrét :

Arrétez si ||xgy1 — xx]| < € aller vers 6), sinon k := k + 1, aller au
2).

6) Ecrire :"2"*! est une solution optimale ” et aller au 7).

7) FIN.
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1.3 Optimisation convexe

Définition 1.37 :

Un probléme d’optimisation est dit convexe si on veut ng f (z) avec
S

f convexe et S convexe ou maz f (x) avec f concave et S convexe.
€S

1.3.1 Optimisation convexe sans contrainte

1.3.1.1 Introduction

Dans la section précédente, on a vu qu’on n’a pas toujours des
CNS mais seulement des CN, CS pour les minima. On va voir que
dans le cadre des fonctions convexes, les choses se passent beaucoup
mieux.D’ailleurs le point fort des fonctions convexes : min local =
man global.

Soit le probléme suivant :

zeR"

{mz’n f(z)

f convexe et de classe C*.

Théoréme 1.11 : [6]

Soit S un convexe ouvert et f strictement convexe sur S alors il
existe au plus un z € S minimisant f sur .S.

1.3.1.2 Condition nécessaire et suffisante

Théoréme 1.12 : [6]

Soit f : R™ — R différentiable sur R" et convexe,

V[ (xz*) =0 si et seulement si z* est un minimum global.

On va présenter un algorithme du gradient a pas optimal.
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1.3.1.3 Algorithme du gradient a pas optimal
1) Initialisation : fixer ¢ > 0 , choisir z° € R"

2) Itération k =0,1,--- ,n

P = gk 0,V f (Ik)
avec : ay solution du probléme : minf (xk —aiVf (xk))
a>0

3) Si ka“ — ka < g, 7" est optimal, aller en 4) sinon aller en
5)

)
).
4) Ecrire : « ¥ est la solution optimale de (P) », allez vers 6).
5) Posons : k := k + 1 et allez vers 2).

)

6) FIN.

1.3.1.4 cas quadratique

Soit le probléme quadratique suivant :

IXTAX 407X
<2
) {X e R”

avec A symétrique définie positive.

La solution du probléme (¢) vérifie Vf (z*) = 0 < Az*+b =0
=z =—-A"1

Remarque 1.9 :

En pratique, pour A de dimension trés grande on ne calcule pas A™1,
mais on utilise une méthode itérative.

L’une des méthodes utilisée est la méthode du gradient a pas opti-
mal.
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1.3.1.5 Algorithme du gradient a pas optimal pour le cas
quadratique

1) Initialisation : fixer € > 0 , choisir z° € R

2) Itération k =0,1,--- ,n

= gk, VF (xk)

o] .
(v1() TAv5(o)

avec : oy =

3) Si [|z*! — 2*|| < &, 2¥*! est optimal, aller en 4) sinon aller en
5)

)
).
4) Eerire : « ¥ est la solution optimale de (P) », allez vers 6).
5) Posons : k :=k + 1 et allez vers 2).

)

6) FIN.

1.3.2 Optimisation convexe avec contraintes d’égalités

1.3.2.1 Position du probléme

Soit le probléme

(P) & { BX =C, BeR"™™
X eR"

avec [ convexe et les contraintes linéaires.

Comme, le domaine D = {X € R"/BX = ('} est convexe donc le
probléme (P) est convexe.

Remarque 1.10 :

1. Pour que le probléme (P) soit convexe, il faut que les contraintes
d’égalités doivent étre linéaires.

2. Sim < n et rang B = m alors tout les points sont réguliers.
3. Lagrangien du probléme (P) est convexe par rapport a X.
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1.3.2.2 Condition nécessaire et suffisante

Théoréme 1.13 : [2]

Soient f convexe et (g;),_, .., affines,

V@) + > NVgi () =0, avec \; € R si et seulement si Z est un
i=1

minimum.

Proposition 1.5 : [2]
x* est optimal pour (P) < Vf (z")(x —2*) >0Vz € D

1.3.2.3 Cas quadratique

soit le probléme quadratique suivant

SXTAX +07X
BX =C
X eRn

A est symétrique et semi définie positive, b € R", B,,xn, C €
R™ rang B = m.

En appliquant le théoréme de Lagrange L (z, \) = %XTAX—i-bTX—l—
AT (BX — C)

AX +b+B"A=0
BX -C=0

v (59 )(3) = (%)

Définition 1.38 :

VLQ;UZO@{

T

la matrice ( B 0

> noté K est appelée matrice K.K.T

proposition 1.6 :[2]

Si A est définie positive et B de rang plein c’est-a-dire rang B = m
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A BT
B

Alors la matrice K = ( 0

) est inversible.

Remarque 1.11 :

Résoudre le probléme (P) revient & résoudre un systéme linéaire
de (n 4+ m) équations a (n + m) inconnus, ¢a revient a résoudre un
probléme quadratique sans contraintes

min %YTKY &Y
Y e R*™

wer=(5)-6-(2)

1.3.3 Optimisation convexe avec contraintes d’inégalités

1.3.3.1 Position du probléme
Soit le probléme
min f (x) (f convexe)

(P) e < gi(x)<0,i=1,---,m (gconvexe)
X eR"

Si 37 tel que g; () < 0 alors la qualifications des contraintes est
vérifier partout.

1.3.3.2 Condition nécessaire et suffisante
Théoréme 1.14 : |2 ]

Dans le probléme (P), on a les fonctions f et g convexes et sup-
posons qu’ils sont de classe C*, La condition de KKT fournit une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément de R™ soit mi-
nimum de (P).

m

L(X,A) = [(z)+ X Nigi (2)
(KKT) & m =1
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1.3.3.3 Meéthode d’Uzawa

1.3.3.3.1 Introduction

La méthode d’Uzawa est basée sur la formulation duale et la re-
cherche des points selles, et comme le probléme (P) est convexe
donc le point selle équivalent a la condition KKT qui est nécessaire
et suffisante pour 'optimalité.

Nous faisons dans cette partie les hypothéses suivantes :

1) f est classe C* alors il existe a > 0 tel que (f () — f (y), x —y) >
allz —y|, Yo,y € R

2) Comme les g; i = 1, -+ ,m sont convexes et supposons que g; est
de classe C!, donc il exite M > 0 tel que

lgi () = g: (W)l < M ||z —yl|, Yo,y € R"

1.3.3.3.2 Algorithme d’Uzawa

1) Poser k = 0, choisir p° € R par exemple (p” = 0) et on choisit
€ > 0 assez petit.

2) Calculer zF € R™ qui minimise sur R" la fonction * € R"—

F@)+ Sk, (@)

Si (k > 1) alors

Si ||a* — 2¥71||< € alors a* est le point minimum recherché, aller au
5), sinon aller au 3)

3) it = maz {pf + prgi (¢%) ,0tq: i=1,--- ,m}, aller au 4),

4) k:=k+1, aller au 2).

5) FIN.

Théoréme 1.15 :[2] (Convergence de ’algorithme d’Uzawa)

Soient ai,as € R tels que

Supposons que a; < pp < ag, Vk € N

Alors la suite 2¥ générée par 1'algorithme d’Uzawa converge vers z*
I'unique solution du probléme de minimisation (P).
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1.3.3.4 Cas quadratique
Soit le probléme quadratique suivant :
%X TAX +b'X

BX <C
X eR"

Remarque 1.12 :

1) On peut ajouter des variables d’écart et se ramener de cas avec
contraintes d’égalité.

2) On peut utiliser la dualité lagrangienne pour résoudre ce pro-
bléme.

1.3.3.5 La méthode de la stratégie des contraintes actives

Le principe est le suivant :

1) On sélectionne un ensemble de contraintes appelée contraintes
candidates comme si elles étaient actives et on résout le probléme
avec ces contraintes égalités

On peut utiliser la matrice de KKT.
Remarque 1.13 :

Si on connaissait les contraintes actives a l'optimum, il suffit de
résoudre le probléme avec ces contraintes.

2) On calcul les multiplicateurs A associés aux contraintes si A} < 0.
La contrainte associé a A\! sort de I'ensemble de travail.

3) On vérifie que les contraintes qui ne sont pas prise en compte
pour l'instant sont satisfaites avec cette solution.

Celles qui ne sont pas satisfaites on les faites entrés dans 1’ensemble
de travail.

4) On recommence la procédure jusqu’a ce que tous \; > 0 et toutes
les contraintes sont vérifiées.
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Exemple 1.11 : (en utilisant la méthode de la stratégie des
contraintes actives)

Soit le probléme suivant :

min |z — x|’
:171—1§O, ZE1,$2€R (1)
2—I2§0, ZEl,ZEQER (2)

On commence par la contrainte (1) :

. 2
min (z7 — x2)
{xl =1, z1,20 € R
L(X,A\) = (z1 —22)° + A(z1 — 1)
En appliquant la CNS

201 — 29+ A =0
VL(.I',)\):O<2> 21’2—2[E1:0
.1)1—1:0

on aura X* = (1,1), A*=0

On a \* =0 > 0 donc la contrainte (z; = 1) reste dans l’ensemble
de travail.

La contrainte (2) n’est pas vérifie.
donc, on va l'inclure dans ’ensemble de travail

On résout le probléme suivant :

min (z1 — x3)°

T = 1

To =2, 1,29 €ER
les solutions sont X* = (1,2), \] =2\ =2
tous les multiplicateurs sont positifs
toutes les contraintes sont vérifies

Donc X = (1,2) est optimal.
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2 Les principales méthodes en optimisation semi-infinie

2.1 Introduction

Un grand intérét attire les chercheurs pour la classe des problémes
d’optimisation Semi-infinie, qui sont caractérisés par un nombre
fini de variables et un nombre infini de contraintes. Des tels pro-
blémes apparaissent par exemple dans la réduction de pollution at-
mosphérique, dans la solution des équations intégrale faiblement sin-
guliéres, dans la distribution de probabilités.etc...

Il est clair que la théorie existe pour des problémes de programma-
tion semi-infinie, et des algorithmes existent aussi.

On va présenter deux méthodes : la méthode de discrétisation et la
méthode d’échange .
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2.2 Formulation d’un probléme semi-infini

Considérons le probléme suivant :

f(x) = min
g(z,s)>0, VselS (1)
X eR"

- ) S : est un compact de RP.
-)f:R*"=> R
-)g:R"xS—>R.

*)Si f et g sont linéaires par rapport & X, on dit qu’on a un probléme
semi-infini linéaire (P.S.I.L) .

*) Si f est convexe par rapport & X et/ou g concave par rapport a
X , on dit qu’on a un probléme semi-infini convexe (P.S.1.C).

*) Dans tous les autres cas, on a probléme semi-infini non linéaire

(P.S.I.N.L).
Remarque 2.1 :

Dans ce qui suit on va étudier les probléme S.I.N.L qui ont la forme
générale suivante :

f(z) = min
(P)=<g(x,s) >0, Vselb. (2)
X eR"

~) S : Un produit cartésien de N intervalle fermés de R (S C RY)

-)g:S xRY — R, deux fois différentiable par rapport a ces va-
riables.
—) f RN = R, deux fois différentiable.
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2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1 :
On pose :
— ) fj () : les dérivées partiels de f par rapport a z;, j=1,---,n

Vf(z) = <‘9£9§T’> ﬁgﬂf?f

~ ) g; (%) : les dérivées partiels de g par rapport a z;, j=1,---,n

Définition 2.2 :
Soit z* € R™ une solution réalisable de probléme (P)
x* est un point stationnaire de (P) si :

Il existe des points sf € S avec g (z*,s7) =0,i=1,--- ,t et il existe

des scalaires positifs A\J,i =1,--- ,n tels que :

fi(x) =S Ng(a*,s) =0, j=1,--,m,
i=1
Définition 2.3 :
Soit z* € R™ une solution réalisable de probléme (P)

Les variables s; tels que g (z*,sf) =0, i=1,--- ,t

représentent, les minimums locaux de la fonction g (x, s) au voisinage
de z*.
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Définition 2.4 :
soit x dans R", on définit ’ensemble :

E (x) : Pensemble des points minimums de g dans S qui satisfont la
condition g (z,s) > —e avec € > 0.

E(x)={s;eStq: g(x,s;) =0, etIe>0,tqg: g(x,s;) > —c}

(3)
Définition 2.5 :

Pour z = (z1,-+ ,z,) dans R" et s = (51, ,sy) € E(z) C RY,
on définie :

(o1, ,07) : les composantes sur la frontiére de S, [ < N.
dg(s,x dg(s,x
2. v1g(-7775):( 93(51)7"'7 gésl )>

3. Vog (x,8) = (89(”) ,89(5’””)) )

8Sl+1 ’ 881\/

4. V3g(z,s): la (N — 1, N — 1) matrice définit comme suit :

9g(s,z) 9g(s,z) ... _Og(s@)

025141 0514108112 0s1+10sN

9g(s,x) 99(s,z) ... _Og(s@)
8sl+2831+1 8281+2 8Sl+2381\/

2 . .
Vig(z,s) =

9g(s,x) 9g(s,) /[ CX.)

OsNOsi 1 OsNOs| 12 0%sy

Définition 2.6 :
Soit B un sous ensemble ouvert et non vide de R"tels que :

1) Tl existe un nombre fini de points s € S qui vérifient :

Vag (z,s) =0

2) A chaque point s qui vérifie la condition 1) correspond & un mini-
mal local de g, donc V3g est définie positive et chaque composantes
est non nulle.

Remarque 2.2 :
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Soit x dans B, pour chaque minimum local s; de g (x, s), g (z, s;)est
une fonction différentiable de x définie par :

VQQ(I,Si):O,iZI,"',p (4)

p : le nombre de minimum local de g (z, s) avec x € B, donc p < t.

2.3 Methode du Lagrangien

2.3.1 Condition nécessaire du premier ordre

On définie le lagrangien :

L(z,\) = f(z)+ \h; (x) (5)
avec :
et les fonctions s; (z), i = 1,---,p sont définie par (4)

Siz* € B, de (4) et (6) on aura :
V.L(z"\*)=0 (7)

2.3.2 Condition du second ordre

Théoréme 2.1 : [22]

Soit * € B, la solution du probléme (2)tel que :(7) est vérifier alors :

sT[V2ZL(z*,A*)] s >0, Vs: s VR (z*) =0, i=1,---t

Théoréme 2.2 : [22]

Soit x € B, une solution réalisable qui satisfait (7),si :

s' [VﬁL (95*7)\*)} §>0,Vs: s Vhi (") =0, i=1,---,t

alors : x* est une solution local de(2)
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2.4 Résolution par la discrétisation

La discrétisation est une régle permettant d’utiliser un sous ensemble
fini de points & partir d’'un ensemble infini. Et résoudre avec les
méthodes déja existantes.

On aura alors & la fin une suite de solutions qui va converger vers la

solution optimale.

2.4.1 Probléme semi-infini discrétisé

Soit le probléme suivant :

(P)& Cg(x,s)>0, Vsel
X eR”

Et soit (P,,) le sous probléme suivant :

f(z) = min
(Prn) e < g(x,8)>0s €S, ={s1,82,,5m} CS
X eR"

(Py,) est appelé probléme discrétisé de (P)

Posons :
D={zeR" g(x,s) >0 seS}

Dy, ={z €R", g(x,8) >0 s; € S}
et de fait que S,, C S, on a bien D C D,, et v (P,,) <v(P)
Définition 2.7 :

(P) est appellé fini réductible sl existe un sous ensemble (S,,) tel
que :
v(Pm) =0 (P)

(P) est dit faiblement discrétisable s’il existe une suite de grilles Sy
telle que
v (Py) = v (P)
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2.4.2 Meéthode discrétisation

2.4.2.1 Principe de la méthode
Considérons le probléme suivant :
f(x) = min
(Prn) e g(x,8)>0s €S, ={s1,8,,8m} CS
X eR"

Il s’agit & chaque itération m de résoudre le probléme discrétisé (P,,)

Supposons qu’on est a l'itération m, le probléme (FP,,) peut étre
résolu par des méthodes classiques d’optimisation.

Soit X™ = (27", 25", --- ,x") la solution de (P,,) et une petite va-

leure ¢ > 0 ,

2.4.2.2 Test d’optimalité
- )Sig(X™,s) > —¢e, Vse S
Donc X™ e D

Notons par X* = (z7, 23, -+ ,z}) la solution optimale de (P) on a
alors

FXT) < F(X™) (8)
Et d’autre part D C Dy, et v (P,,) < v (P)
JX™) < f(X7) (9)

De (8) et (9), (X™) est une solution optimale de (P)
- ) Sig(X™ s™) < —¢, alors X™ n’est pas dans D.

On doit chercher une autre solution pour (P). qui sera réalisable et
optimale.

— ) Sélectionnez une discrétisation plus fine tel que :

maz min |[s — ™| < maz min ||s — s™||
seS gmtlggm+l s€S smeSm
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Considérons le nouveau probléme discrétisé
f(z) = min :
(Prnt1) € g(2,8) > 05 € S
X eR”

Soit XM+t = (2"*!, 23, -+ 2t la solution du probléme (Pp,1).

On utilise le méme test précédent pour vérifier 'optimalité de X™*!
pour (P), et ainsi de suite jusqu’a l'obtention de la solution X* du
probléme.

2.4.3 Algorithme de résolution de (P.S.I) par la discrétisa-
tion

1) initialisation : choisir un ensemble sy C S et une petite valeure
e>0.

2) itération : k=1,--- , N .
3) calculer la solution z* de probléeme (P) :

f (x) = min ,
(Pe) © S g(x,s)>0s€S,={s1,82,,8}CS
X eR"

Soit x* sa solution.
4) Si g (Xg,s) > —¢, s € S, aller en 5)
sinon aller en 6)

5) Ecrire : X est la solution optimale de (P); aller vers 7)

6) Posons : k := k + 1, sélectionnez une discrétisation plus fine tel
que :

max min Hs — skHH < maxmin HS — skH
s€S ghtleGk+1 seS skeSk

Aller vers 2).

7) FIN.
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2.5 Meéthode d’échange

2.5.1 Introduction

Nous présentons également la méthode d’échange qui est souvent
plus efficace que la méthode de discrétisation pure. Ce procédé peut
étre considéré comme un compromis entre la méthode de discrétisa-
tion et 'approche de la réduction continue.

2.5.2 Le principe de la méthode d’échange

Considérons le probléme suivant :
f(x) = min ,
(Pn) © qg(x,8)>0s €Sy ={s1,8, " ,8m} CS
X eR"

I s’agit a chaque itération m de résoudre le probléme discrétisé (P,,)

Supposons qu’on est & l'itération m, le probléme (P,,) peut étre
résolu par des méthodes classiques.

Soit X, = (a*, 25", - -+ ,2") la solution de (P,,) et une petite valeure

e > 0.

2.5.3 Test d’optimalité

calculons :

Q(X™) : ming(X",9)
s€
Soit 'ensemble des solutions de probléme @ (X™) est :

E(X™) ={s;,(j > 1)}

Supposons que s; est un minimum global.
On distingue deux cas :

Cas 1:
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Soit :
g(X™ s1) > —¢

Donc X™ e D

Notons par X* = (27,3, -+, x)la solution optimale de (P) on a
alors

JX7) < f(X™) (10)

Et d’autre part D C D, et v (P,,) < v (P)

FX™) < f(X7) (11)

De (10) et (11), (X™) est une solution optimale de (P).
Cas 2 :
Sic:
g(X™ s1) < —¢
alors X™ n’est pas dans D.

On doit chercher une autre solution pour (P). qui sera réalisable et
optimale.

Posons S,,11 = S, U E (X™) et passons a 'itération suivant :

Considérons le nouveau probléme discrétisé

f(x) = min :
(Prnt1) € g(z,8) 205 € S
X eR"
Soit X™ 1 = (2", 25, -+ 2™ *1) la solution du probléme (P,41).

On utilise le méme test précédent pour vérifier 'optimalité de X™*!
pour (P), et ainsi de suite jusqu’a 'obtention de la solution X* du
probléme.
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2.5.4 Algorithme de résolution de (P.S.I) par la méthode
d’échange

1) initialisation : choisir un ensemble Sy C S et une petite valeure
e > 0.

2) itération : k=1,--- | N

3) calculer la solution x* de probléme (P) :

f (x) = min
g(x,8)>0s; €5

X eR”

S ={s1,80 -+ ,s,y C S

(Py) &

Soit X* sa solution.
4) calculons

Q (Xk) D ming (Xk, S)

ses

5) Supposons F (Xk) sa solution

E(XH) ={s;.j=1-.j(=1}

et soit s; est le minimum global.

6) si g (X*,s1) > —¢, aller en 7) sinon aller en 8).

7) Ecrire :” X* est la solution optimale de (P)”; allez vers 9).

8) Posons : k := k + 1, et posons Sg11 = Sy UFE (Xk), allez vers 2).
9) FIN.

Théréme 2.3 : [22]

soit(X™), . la suite des solutions des problémes discrétisés :

(pl) ) <p2) A (pm) ) (pm—H) cee

avec : S1 C Sy C ... C Sy C Sy C ... C S de probléme(P) .
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la suite (X™),. converge vers la solution optimale X* du probléme
(P).

lim (X™) = X"

m—ro0
Exemple 2.1 :

Soit le probléme semi-infini suivant :
22+ y? — min
(P)e < —xz—y>—s,s€[-1,0]
z,y €R

Posons que S; =0

donc le probléme discrétisé est :

2 2 .
—

(P1)<:>{x +vy min
—x—y >0

qui a pour solution X! = (0,0)

On ale min g(X' s)= min (s) =—1<0, donc X' n’est pas la
s€[—1,0] s€[—1,0]

solution de (P)

min (s) = —1 < 0, alors s; = —1.
s€[—1,0]

Posons Sy = S; U {—1} = {—1,0}, et considérons le probléme dis-
critisé

22+ y? — min

—x—y>—s,s€{-1,0}

(P) & {

c’est-a-dire
22 + 9% — min
(P) & —2x—y>0,s€{-1,0}
—r—y>1
La solution du (P) est X? = (3, 3})

Calculons min g (X2 s)= min [1+s=0>0
s€[—1,0] s€[—1,0]

donc X? est la solution optimale de probléme (P).
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3 Paramétrisation dual en optimisation semi-infinie qua-

dratique

3.1 Introduction

Nous notons que le procédé de paramétrisation dual est différent des
méthodes de discrétisation existantes pour les problémes SIP.

Les méthodes de discrétisation remplacent généralement les contraintes
infinies et avec un nombre fini de contraintes. En résolvant le pro-
bléme fini d’optimisation, une solution approximative, qui est géné-
ralement non réalisable.

La méthode de paramétrisation dual fonctionne avec le probléme
dual et essaie de trouver une solution approchée. Une fois cela fait,
une recherche locale ménera a la solution exacte (jusqu’a la précision
de 'ordinateur) de probléme de SIP.

Nous présenterons d’abord la méthode de paramétrisation dual pour
le probléme (P).

La théorie de la méthode de paramétrisation dual au cas de plusieurs
contraintes infinis est similaire au cas d’une seule contrainte infinie.
Par conséquent, la plupart des résultats seront indiqués sans preuve.

L’efficacité de ’algorithme adaptatif est représenté par la résolution
d’un exemple numérique.
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3.2 Formulation d’un probléme semi-infini quadratique

Concéderons le probléme semi-infini suivant :

f(X)=1XTQX + P"X — min
A(S)X —b(s)<0se S

X ={x1,29, - ,2,} €R"
P={p1.p2,-- .pn} €R"

P <—

~ ) Q€ R™™ est matrice symétrique définie positive,
- ) S : est compact de R™,

- ) A S — R différentiable et continu,

- )b : S— R™, différentiable et continu.

Dans ce que suit on supposons que la qualification de contrainte est
vérifié c¢’est-a-dire

JzYe R"/A(s)2° —b(s) <0Vs € S.

On note C'(S) I'espace de Banach des fonctions réelles continues sur
S équipé de la norme sup, et par M(S) l'espace est dual de C(5).

Soit : A: R — C(s) Popérateur définie par :
(Az)s = (As)z, Vs € S (12)
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3.3 Probléme dual d’un probléme semi-infini quadratique

Désignons par A* le dual de A. Notez que nous avons utilisé le
méme symbole a la fois pour la fonction de matrice et de 'opérateur
correspondant. Toutefois, cela ne devrait pas causer d’une confusion
dans le contexte.

D’aprés (12), le probléme (P) peut étre représenté comme suit :

f(X)=1XTQX + PTX — min
AX —-b<0

X ={x1,29, - ,2,} €R"
P={p1,p2,-- .pn} €R"

(P) «—

le probléme dual (D) correspondant s’écrit comme suit :

mz;\n%XTQX—l— (A, b)
(D)<= QX +p+AA=0
A>0

ol

(A, 0) =[5 b(s) dA(s)
Lemme 3.1 : [6] (Condition KKT)

Supposons le minimum de probléme (P) est obtenu en z* € R" si
et seulement si x* est faisable et existe un \* € M (.S) de telle sorte
que :

Qr'+p+AAN=0

(N, Az* — b)
X >0

Lemme 3.2 : [11]

Soit X un sous-ensemble de R”™. si z € cone X , x peut étre repré-
sent¢ comme une combinaison linéaire non négative des points de
n
X, cest-a-dire, il existe n nombres \; > 0 telle que x = > \;x;
i=1
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Lemme 3.3 : [6]

Supposons que le minimum de probléme de (P) est obtenu en z* €
R™. alors \* est un multiplicateur qui satisfaire la condition KKT si
et seulement si (z*, \*) est une solution du probléme (D).

Théoréme 3.1 :

supposons que le minimum de probléme de (P) est obtenu en z* €
R™. alors, la solution du probléme dual (D) contient une paire de
solution (z*, \*) tel que le multiplicateur de KKT a un support fini
de pas plus de n points.

Preuve :

Compte tenu du lemme 3.2, il suffit de prouver qu’il existe un sup-
port fini mesurer \*, avec pas plus de n points d’appui, tels que
(x*, \*) satisfait & la Condition KKT . Comme z* est une solution
primale du théoréme KKT, il existe une mesure A de telle sorte
que (x*, 5\) satisfait les conditions KK'T. Notons ’ensemble actif de
probléme (P) en x* par S(z*)

S(x*)={se S: A(s)x" — b(s) =0}

De la continuité de A(s) et b(s) et la compacité de S, on voit que
S(z*) soit compact ou vide. Il résulte de la Condition KKT que le
soutien de A satisfait SUPP (\) € S(z*) Ainsi,

Q* + pt [y (A (s) dr=0

Dot —(Qx*+p) = fs(x*) TdX e cone{di(s): seS(x),i=1,---

Ou a’(s) est la i¢me colonne de(A(s)) Du lemme 3.2, il existe
un entier k& < n, k vecteurs a¥ ( ) 7 =1,---,k et k constantes

) >0,j =1,k tel que : — (Qu* +p) = Zla;*a” (57)
=

ol <i<mets;e€S(), =1,k Soit A} la dimension
m vecteur dont les éléments sont toutes nulles a I'exception de son
i*me ¢lément , qui est un «j . Définir un m-dimensionnelle mesure
A*, avec un support fini {s;f: g=1,--- ,k} par A(s}f) = Aj. La
mesure \* ainsi définie & un support fini de k < n de points d’appui
et satisfait \*, 7 =1,--- k.
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Qa4+ p+ [y (A(5)) T AN (s)

— QP Y (A(s)) " X5

Jj=1

— Qe p)+ Yo (5) =0

et, puisque s; € S (%), (\*, Av* — b)= ZA( )t —b(s1) A =0.

Ainsi (z*, \*) satisfait les conditions KKT
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3.4 Le dual paramétré d’un probléme de programmation
semi-infinie quadratique

Considérons le probléme suivant :

f(X)=3XTQX + P"X — min
A(s) X —B(s)>0s€ S

P <—
X eR"
PeR"
Soit 7 = {s1, 82, -+ , Sx} un sous ensemble de S, et A = {A\, Ao, -+, \p}

est un multiplicateur de KKT.

Donc, d’apres le théoréme (3, 1), le dual paramétré correspondant
peut s’écrit comine suit :

( k
T/\i?%XTQX —i—jzlb(sj)T Aj
k
(Dk)<:> QX—l—p—F ZA(S]')T)\]':O SjES
j=1
\/\jZO j=1---k

k
avec S A (s;)' \j =
=1

k
Aja (s5)
J =1

J

sachant que 7 représente la ™ colonne de A (S)T, et J représente
la jome ligne de A (s)'.

donc Iécriture suivante est équivalente a (Dy) :

( k
m/\m%XTQX +3b(s;) " N\
T\, T j=1

k ..
QX +p+ Z)\jO&” (Sj)IO S es
j=1
(N >0 =1,k

Une solution du probléme (Dy) sera notée par : {7, A\, z}

tels que :
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- )T - {817827 e 7Sk}7

“)A={A, Agy o0 AT

- ) X = {Zlfl,l'g,--' w/En}-

Lemme 3.4 : [11]

Pour le probléme (Dy), ce qui suit est vraie.
~ ) v(Dy+) = v (Dy,) pour tout k > k*

et si k Z 1o (Dk*—l) > v (-Dk*)

~ ) k* est 'entier minimum tel que pour k£ > k*, la solution du
probléme (Dy,) fournit la solution de probléme (P) dans le sens ou
si (x*, \*, 7*) est une solution globale de probléme(Dy), alors z*
est une solution de probléme (P).

— ) Le nombre k* satisfait 0 < k* <n

- )Si0<k <k,

alors : v(Dy) > v(Djyy1).
Remarque 3.1 :

I'identification de k n’est pas facile avant de connaitre la solution
du probléme (D).
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3.5 Principe de la méthode

Dans la section précédente, nous avons réduit le probléme (D) a un
probléme fini.

Par conséquent, afin de résoudre le probléme (P), il suffit de résoudre
le probléme (Dy). Cependant, le probléme(Dy) est non linéaire et
le défi est de trouver la solution globale. un algorithme est proposé
pour calculer une solution globale du probléme (Dy).

Considérons le probléme suivant :

( k
F(X) = §XTQX + 32b(s;)" Aj — min
j+1 ©
k
(Dk (T)) — QX +p+ ;A (Sj)T )\j =0 S5 € S
J
N >0 j=1,k

A la solution optimale, augmenter k et affiner le sous ensemble 7 =
. 1f ] _

{51,892, -+, sk} de tel facon que AT AT, |s; — s|| = Oquand k —
0.

Le nouveau probléme a résoudre (Dy (7)). répétez cette procédure
jusqu’a satisfaire le critére d’arrét. A la fin, un vecteur de points
d’indices approximatives 7% avec la solution optimale (x*, \*) cor-
respondante au probléme (Dy (7)) qui est obtenu.

Le triplet (z*, A*, 7*) donne une solution approchée du probléme(Dy,).
Si cette solution approchée est assez bon, il est prévu que (z*, \*, 7%)
se trouve dans le bassin d’une solution globale de probléme (Dy).

Lemme 3.5 : [11]

Soit 7 = {s1, 89, - , S} un sous ensemble S,alors le probléme (D (7))
est le dual de (P (7)) tel que :

(X)=1iXTQX + P'X — min
1

f
(Pr(1)) = (A
1 a27"'7li

1 =

Soit x est la solution du probléme (Py (7)) si et seulement s'il existe
un A = {Aq, Ay, -+, Ap} telle que {\, z} est une solution du probléme

(D (7))
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Les valeurs optimales des problémes (Py. (7)) et (Dy (7)) satisfai-
sante :

(Pr (1)) = (Dy, (1)), ¢’est-a-dire le saut de dualité est nul.

3.6 Algorithme de la méthode

1) Choisir un z°

de paramétrage

, un petit nombre £ > 0, un entier /V, et un ensemble

Si={si:j=12-- k} Vérifiant :

max min Hs — 5} | — 0.
s€S 1<i<k;

2) Soit B = @ et i = 0.

3)i=i+1,Vi={se SitgA(s)z""' —b(s) >0} JE".
Supposons V* & [; éléments V' = {vy,ve -+, v} et réglez 70 =
{,017'027 e 7'Uli}

4) Calculer la solution de probléme (D, (79)) :

( li
FX)=3XTQX + 3 b(s;) " A\ — min
j=1
li .
QX+p+ZA(S])T)\]:O 8]'67'z
j=1
\AjZO ]:1, 711'

(D (7)) =

soit x; sa solution.
5) Sii < Nou f(z')— f(z"7!) > ¢,
réglez E' = {s € V itq A(s) 2" — b(s) = 0}, Aller vers 3).

6) Sinon la solution optimale de probléme (P) est x* et aller vers 7).

7) FIN.
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3.7 La convergence de 1’algirithme

Théoréme 3.2 :[11]

Si max min Hs — 33” — 0 quand k — oo, est satisfaite, alors la
seS 1<i<k

séquence {z'} obtenue a partir de I’algorithme précedent converges
vers la solution du probléme (P). Par conséquent, si ¢ et N sont
convenablement choisi, le z* obtenu dans I’étape (6) de l'algirithme
est la solution optimal du probléme (P).
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Exemple 3.1 :
Soit le probléme suivant :

minz' Qx
A(s)x —b(s) <0Vs € [0,5]
Q c R16><16 = Rlﬁ

ou
4 1 0 - 0
1 4 1 - 0
Q:
00 0 - 4

A(s) = (e (B e (2@ - (me()') ¢ g
b(s) = —3—4.5sin (477 (s —1.23) /8) € R

Afin de résoudre ce probléme en utilisant I’algorithme adaptatif dé-
veloppé dans la section précédente, nous avons choisi la séquence
de paramétrage {S;} comme suit : S; = {0,2.5,5} pour i > 2, S,
consiste des milieux de toutes les paires de points adjacents dans
i—1

J Si. Les résultats des calculs sont présentés dans le tableau 1.
j=1

Nous notons que 'actif points d’indice de contrainte & la solution
est identific comme s7 = 2,06165 et s; = 5.00000 . La solution
optimale coincide également avec les calculs précédents jusqu’a sept
chiffres décimaux. Nous avons testé différentes valeurs pour z°. Tous

les résultats sont similaires a celles présentées dans Tableau 1.

L’approximationde X | [0.084044 | 0.142695 | 0.258183 | 0.436827

0.707666 | 1.046537 | 1.345125 | 1.453519

1.303190 | 0.987357 | 0.708656 | 0.664137

0.914220 | 1.451353 | 1.763188 | 2.606933]

24.350055

L'approximation de X | 0.000000 | 1.975311 | 16.463732 | 0.000000

x optimal [0.076461 | 0.204917 | 0.486116 | 0.927634

1.437805 | 1.808159 | 1.845673 | 1.530850

1.039785 | 0.610216 | 0.404887 | 0.495781

0.855648 | 1.458993 | 1.798618 | 2.668698]

Objectif optimal 154.116154

Tableau 1. Résultats pour 'exemple 1.
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4 Conclusion

Nous nous sommes intéressé dans notre modeste travail & une classe
particuliére des problémes d’optimisation nommeés problémes d’op-
timisation semi-infinie, & savoir :

Les problémes semi-infinie non linéaires et quelques techniques de
résolution et pour cela on a présenté un probléme semi-infini non
linéaire et la méthode de discrétisation,

en suite, la méthode d’échange enfin on a présenté le probléme semi-
infini quadratique qui fait appel & l'algorithme de Paramétrisation
du dual.

Et comme perspectives futures, Pour la résolution des problémes
semi-infinis non linéaires, on peut utiliser I'algorithme de Branch
and Bound (Séparation et évaluation), et I'algorithme de gra-
dient projeté.
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