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Résumé

Le principe du minimum de Pontriaguine est un classique de la commande optimale et se

trouve souvent utilisé dans la résolution des problèmes de celle-ci. Cependant lors de son

utilisation aux applications ou les vecteurs adjoints sont indisponibles, son utilisation demeure

délicate, En effet la difficulté vient de la condition initiale des variables adjointes on fait donc

appel à une méthode itérative couramment utilisé qui est la méthode d’itération variationnelle,

cette méthode nous permet d’avoir une solution approximative qui converge vers la solution

exacte de l’équation Hamiltonienne et qui nous mène à identifier les variables adjointes.
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La Nomenclature :

ݐ : Temps

଴ݐ : Instant initial

௙ݐ : Instant final

ܶ : Horizon

(ݐ)ݔ ∈ ܴ௡ : Vecteur d’état

଴ݔ : Etat initial

௙ݔ : Etat final

(ݐ)∗ݔ : Trajectoire optimale

(ݐ)ݑ ∈ ܴ௠ : Vecteur de commande

(ݐ)∗ݑ : Commande optimale

ܷ : Domaine admissible

q : Contraintes instantanées

p : Contraintes intégrales

ܬ : Critère de performance

∗ܬ : Coût optimal

R, B et Q : Matrices symétriques définie positives

ܪ : Hamiltonien

ߣ : Multiplicateur de lagrange

Ω : Vitesse angulaire

௠ܥ : Couple moteur

௠ܸ : Tension de l’induit

V : Tension de la bobine

ܴ௠ : La résistance de l’induit

K : Prémontrés caractéristique du moteur

é : contre-réaction.



J : Inertie

i : Intensité du courant d’induit.

Ω଴ : Vitesse initiale

Ω௙ : Vitesse final
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Les études sur la commande optimale ont pour but de présenter les aspects théoriqueset

numériques de cette discipline, ainsi que des applications dans desdomaines très divers. La

théorie du contrôle (ou commande) analyse les propriétésdes systèmes commandés, c’est-à-

dire des systèmes dynamiques sur lesquelson peut agir au moyen d’une commande (ou

contrôle). Le but est alorsd’amener le système d’un état initial donné à un certain état final, en

respectantéventuellement certains critères. Les systèmes abordés sont multiples :

systèmesdifférentiels, systèmes discrets, systèmes avec bruit, avec retard... Leurs originessont

très diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie, économie...

L’objectif peut être de stabiliser le système pour le rendre insensible àcertaines perturbations

(stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimalespour un certain critère

d’optimisation (contrôle optimal, ou commandeoptimale).

Dans les industries modernes où la notion de rendement est prépondérante,le rôle de

l’automaticien est de concevoir, de réaliser et d’optimiser, tout aumoins d’améliorer les

méthodes existantes. Ainsi les domaines d’application sontmultiples : aérospatiale,

automobile, robotique, aéronautique, internet et lescommunications en général, mais aussi le

secteur médical, chimique, génie desprocédés, etc.

Du point de vue mathématique, un système de contrôle est un systèmedynamique dépendant

d’un paramètre dynamique appelé le contrôle. Pour lemodéliser, on peut avoir recours à des

équations différentielles, intégrales, fonctionnelles,aux différences finies, aux dérivées

partielles, stochastiques, etc. Pourcette raison la théorie du contrôle est à l’interconnexion de

nombreux domainesmathématiques. Les contrôles sont des fonctions ou des paramètres,

habituellementsoumis à des contraintes.Une fois le problème de contrôlabilité résolu, on peut

de plus vouloir passerde l’état initial à l’état final en minimisant un certain critère ; on parle

alorsd’un problème de contrôle optimal. La théorie moderne du contrôle optimal acommencé

dans les années 50, avec la formulation du principe du minimum de Pontriaguine.

L’obtention de lois de commandes optimales passe souvent par la résolution des équations

d’Hamilton-Pontriaguine (principe du minimum) ou de l’équation d’Hamilton-Jacobi-

Bellman (programmation dynamique). On ne saurait surestimer l’importance du principe de

minimum de Pontriaguine il est inconcevable de résoudre les équations de la commande
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optimale sans celle-ci mais cette dernière est généralement non linéaire et sa solution

analytique est souvent impossible. Pour surmonter cette difficulté, des méthodes numériques

sont utilisées mais leur usage se voit limité vu la nature des équations et le couplage existant

entre les différentes équations du problème final à résoudre.

L’objectif de ce travail consiste à présenter une approche pour synthétiser une loi de

contrôle optimale pour un système dynamique donné basée sur la méthode d’itération

variationnelle. Cette approche permet d’identifier les variables adjointes et de résoudre

l’équation d’Hamilton de manière itérative ce qui permet d’avoir une solution approximée

de la commande optimale.

Ainsi, le travail réalisé est réparti en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré à l’illustration de certains concepts de base relatifs à un

problème de commande optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique et aux

méthodes contribuant à sa résolution.

Le second chapitre définit à son tour les notions mathématiques de base du principe du

minimum de Pontriaguine.

Dans le troisième chapitre on présente des généralités sur les équations différentielles

ordinaires et les méthodes de leur résolution (analytique et numérique) ainsi que le principe de

méthode d’itération variationnelle qui peut résoudre des problèmes non-linéaires. Cette

dernière est utilisée par la suite pour l’identification de l’initialisation des variables adjointes.

Le quatrième chapitre on présente une approche pour synthétiser une loi de commande

optimale en passant par la résolution des équations d’Hamilton-Pontriaguine et en identifiant

les conditions initiales des variables adjointes par la méthode d’itération variationnelle.

Ce travail se termine par une conclusion générale et des perspectives de continuité.
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I.1 Introduction

Les problèmes de commande optimale se rencontrent dans la vie de tous les jours :

comment arriver à destination le plus rapidement possible, comment minimiser sa

consommation. Pour un système dynamique donné et dont les équations sont connues, le

problème de commande optimale consiste alors à trouver la commande minimisant un critère

donné. C'est sous cette forme que la commande optimale a été étudiée dés le 19éme siècle

avec le calcul des variations. Une des grandes applications de la commande optimale a été

l'application au lanceur Apollo dans les années 1960.

Notons néanmoins que les difficultés soulevées par ce genre de problème sont loin d'être

complètement résolues et la commande optimale reste donc un sujet de recherche d'actualité.

Dans ce chapitre, On présente d’abord les concepts de base d’un problème de la

commande optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique et les différents

éléments qui le définissent. Par la suite, on expose les méthodes de résolution de celle-ci et on

termine par un exemple illustratif.

I.2 Définition de la commande optimale

Elle consiste à déterminer une commande admissible qui force le système à satisfaire des

contraintes physiques qui minimise (ou maximise) un critère de performance.

I.3 Formulation mathématique d’un problème de commande optimale

La théorie de la commande optimale couvre toutes les activités dynamiques où une

performance optimale est exigée. Les systèmes à commander peuvent donc être d’origine

diverses : mécanique, électrique, électronique, biologie, chimie, économie,… Chaque

problème de commande nécessite une description des propriétés dynamiques du processus à

commander.

La commande optimale a été développée pour guider un système vers un objectif de manière
optimale. Donc, on peut décrire le problème sous la forme mathématique de la manière
suivante :

1. Décrire le modèle du système à commander ;

2. De vérifier les conditions terminales (Etats initiales et finales données) ;

3. De satisfaire les diverses contraintes imposées (les contraintes physiques) ;

4. D’optimiser un critère de performance qui doit être maximisé ou minimisé ;
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Le problème étant posé, sa formulation est définie par les éléments décrits dans les sous-

sections suivantes.

I.3.1 Mise en équation du système (Modèle du procédé)

Les systèmes étudiés dans le cas de la commande optimale sont décrits par des variables

d’état, sous la forme suivante:

=ݔ̇ (ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ݂) (I.1)

Où le vecteur d’état (ݐ)ݔ ∈ R୬ et l’entrée de commande (ݐ)ݑ ∈ ܴ௠

(n : le nombre d’états et m : le nombre de commandes)

Cette équation est en général non linéaire de plus, la loi de commande doit appartenir à un

certain ensemble de commandes admissibles

(ݐ)ݑ ∈ (ݐ)ܷ (I.2)

I.3.2 Conditions terminales

Le système est soumis à des conditions terminales données par [1] :

K (x (଴ݐ,(଴ݐ) =0 ; l (x (௙ݐ,(௙ݐ) =0 (I.3)

Les conditions terminales caractérisent à la fois :

 l’état initial : c’est-à-dire l’instant où on commence à agir sur le processus

 l’état final : après action de la commande.

Par convention, l’instant initial est noté ૙࢚ et l’état initial ૙࢞. De même, l’instant final est

noté ࢌ࢚ et l’état final .ࢌ࢞

Les conditions initiale et finale ૙࢞ et ࢌ࢞ prises aux instants respectifs ૙࢚ et ࢌ࢚ peuvent être

fixées ou non. C’est-à-dire que l’état initial est toujours connu, l’état final peut être imposé ou

libre (‘imposé’ ࢌ࢞ est connu, ‘libre ’ une ou plusieurs variables d’états sont inconnus)
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I.3.3 Contraintes physiques

I.3.3.1 Contraintes instantanées

Elles caractérisent en général les limitations physiques sur la commande ou sur l’état du

processus, par exemple la limitation d’un débit, d’une pression ou d’une température, ou

l’obligation pour un avion de rester dans un « tube » de l’espace prédéfini (couloir).

Ce type de contraintes s’exprime par des inégalités de la forme [1]:

(ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)ݍ ≤ 0 ݍ, ∈ ܴ௡೜ (I.4)

On peut également avoir des contraintes de type «égalités», comme faire varier la puissance

fournie par une centrale tout en maintenant la tension constante ou faire évoluer un train qui

doit nécessairement rester sur ses rails.

Les contraintes inégalités peuvent se ramener à des contraintes égalités en introduisant des

variables supplémentaires.

En effet en notant ଶݒ = ቂݒଵ
ଶ ଵݒ,

ଶ, … … . ௡೜ݒ.
ଶቃ
்

il vient

(ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)ݍ ≤ 0 ⇔ (ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)ݍ + ଶݒ = 0 (I.5)

I.3.3.2 Contraintes intégrales

Elles sont le plus souvent liées à une limitation des ressources (par exemple un réservoir

contient une quantité limitée de produit à utiliser) ou à une limitation des résultats de nos

actions : le même réservoir ne peut pas être rempli au-delà de sa contenance ou il ya risque de

débordement.

Ces contraintes s’expriment sous la forme :

∫ ≥ݐ݀(ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)݌ 0 ; ߳݌
௧೑
௧బ

ܴ௡೛ (I.6)

Comme dans le cas des contraintes instantanées, une contrainte inégalité peut être remplacée

par une contrainte égalité. En posant ݓ ଶ = ቂݓଵ
ଶ ଵݓ,

ଶ, … … . ௡೜ݓ.
ଶቃ
்

, il vient :
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∫ ≥ݐ݀(ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)݌ 0 ; ⇔
௧೑
௧బ

∫ (ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)݌ + ݓ ଶ)
௧೑
௧బ

dt =0 (I.7)

I.3.4 Critère de performance

Il s’agit d’une grandeur mathématique désignée dans la littérature techniques selon le

domaine : critère (en automatique), fonction coût (en économie), fonctionnelle (en

mathématique). Dans ce qui suit, on utilise le mot critère.

Remarque I.1 :

Sur le plan pratique il n’est pas facile de déterminer un critère ; toutefois on peut toujours

se ranger dans l’une des catégories suivantes :

 minimiser un temps ;

 optimiser une amplitude ;

 maximiser un profit où un revenu ;

 minimiser une erreur ;

 minimiser une consommation.

Pour la formulation des contraintes, il faut noter leur diversité lors de la commande d’un

processus : soit sur le temps de simulation, sur la valeur de la commande, sur l’état du

système,…

On peut citer :

 temps final fixe : ܶ est donné ;

 temps final libre ;

 état initial fixe ;

 contrainte sur l’état ܺ(ܶ)

 contrainte sur la commande ܷ. Par exemple : −1 ≤ (ݐ)ܷ ≤ 1

I.4 principaux critères d’optimisation

L’intérêt de la commande optimale découle de la nature même de sa définition : optimiser

un critère de notre choix, tout en satisfaisant des conditions de fonctionnement données et des

contraintes imposées.
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Les principaux critères utilisés sont le temps minimum, les critères quadratiques et les critères

de type consommation.

 Les utilisations principales du critère temps minimum sont les problèmes de sécurité

et la minimisation des coûts liés à la durée ; les applications principales se rencontrent

dans les domaines de la production continue, de l’espace, de la défense et de la

médecine.

 La mise en œuvre de critères quadratiques intervient dans les problèmes de

minimisation de l’énergie, de stabilisation et de suivi de trajectoire ; elle concerne

essentiellement les problèmes de régulation et d’asservissement en général, ainsi que

les processus mettant en œuvre des énergies importantes. L’intérêt apparaît à la fois

au niveau de la qualité, de la sécurité.

 L’utilisation de critères de type consommation concerne surtout les processus de

production continue, dont on veut diminuer les coûts de fonctionnement, et les

processus autonomes à ressources limitées dont on désire accroître la durée de

fonctionnement

I.4.1 Commande en temps minimal

L’objectif est de conduire le système d’un état initial (଴ݔ) à l’état final (௙ݔ) en minimisant

le temps.

Il est rencontré par exemple dans les problèmes de sécurité ou de fabrication. Le critère

utilisé s’écrit alors :

=ܬ ∫ ݐ1݀
௧೑
௧బ

(I.8)

I.4.2 Commande terminale

Il s’agit dans ce cas de minimiser à l’instant final ௙ݐ une certaine fonction des variables

d’état. On a donc :

=ܬ (௙ݐ)ݔ] − (௙ݐ)ݔ]ܤ்[(௙ݐ)ௗݔ − [(௙ݐ)ௗݔ (I.9)

B=்ܤ ≥ 0



Chapitre I Formulation d’un problème de commande optimale

8

On peut citer l’exemple d’un avion qui doit se positionner sur la piste d’atterrissage

I.4.3 Commande à énergie minimale

Dans ce cas l’objectif et de minimiser l’effort de commande en conduisant le système d’un

état initial (଴ݔ) à l’état final .(௙ݔ)

Mathématiquement, on a

ܬ = ∫ ݑ]
௧೑
௧బ

்ܴ[(ݐ) ݐ݀(ݐ)ݑ (I.10)

avec

ܴ = ்ܴ > 0

Pour un système monovariable il vient :

=ܬ ∫ ;ݐଶ݀[(ݐ)ݑ] ܴ = 1
௧೑
௧బ

(I.11)

I.4.4 Commande à consommation minimale

Le problème est de trouver, lorsqu’elle existe, la commande permettant de faire évoluer le

système de l’état ଴ݔ à l’instant ଴ݐ à l’état ௙ݔ à l’instant ௙ݐ fixé, en minimisant le critère

න ൥෍ |(ݐ)௜ݑ|௜ߚ

௠

௜ୀଵ

൩
௧೑

௧బ

ݐ݀ ; ௜ߚ ≥ 0 .ܫ) 12)

Où ௜estߚ un coefficient de pondération constant.

Pour un système monovariable, il vient

=ܬ ∫ ݐ݀|(ݐ)ݑ| ; ߚ = 1
௧೑
௧బ

(I.13)

I.4.5 Poursuite

Il s’agit de maintenir l’état (ݐ)ݔ très proche de l’état désiré (ݐ)ௗݔ dans l’intervalle de

temps ଴ݐൣ ௙൧ݐ, Le critère correspondant est :
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=ܬ ∫ (ݐ)ݔ] − (ݐ)ݔ]்ܳ[(ݐ)ௗݔ − [(ݐ)ௗݔ ݐ݀
௧೑
௧బ

(I.14)

Avec :

ܳ = ்ܳ ≥ 0

I.4.6 Régulation

C’est un cas particulier de la poursuite, dans ce cas on a (ݐ)ௗݔ = 0 avec t ∈ ଴ݐൣ ௙൧.Leݐ,

critère est donnée comme suit :

=ܬ ∫ [(ݐ)ݔ]்ܳ[(ݐ)ݔ] ݐ݀
௧೑
௧బ

(I.15)

Avec

ܳ = ்ܳ ≥ 0

Remarque I.2

A partir de ces critères de base, on peut former d’autres critères selon les objectifs

désirés par exemple :

 Poursuite + commande à énergie minimale

=ܬ න (ݐ)ݔ] − (ݐ)ݔ]்ܳ[(ݐ)ௗݔ − [(ݐ)ௗݔ ݐ݀
௧೑

௧బ

+ න ்ܴ[(ݐ)ݑ] ݐ݀(ݐ)ݑ
௧೑

௧బ

 Poursuite + commande à énergie minimale + commande terminale

=ܬ න (ݐ)ݔ] − (ݐ)ݔ]்ܳ[(ݐ)ௗݔ − [(ݐ)ௗݔ ݐ݀
௧೑

௧బ

+න ்ܴ[(ݐ)ݑ] +ݐ݀(ݐ)ݑ
௧೑

௧బ

න −௙൯ݐ൫ݔൣ ௙൯൧ݐௗ൫ݔ
்
ܤ −௙൯ݐ൫ݔൣ ௙൯൧݀ݐௗ൫ݔ ݐ

௧೑

௧బ
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I.6 Méthodes de résolution

Il existe deux grandes classes de méthodes de résolution de problème de commande

optimale :

1. La programmation dynamique de Bellman

2. le principe du minimum de Pontriaguine

Ces deux méthodes sont des extensions des méthodes variationnelles classiques.

I.6.1 programmation dynamique

La programmation dynamique repose sur le principe de Bellman, c’est l’une des méthodes

utilisées pour calculer la loi de commande optimale en faisant des calculs simple.

Sous sa forme discrète ; la solution est obtenue en utilisant une équation fonctionnelle tandis

que sous sa forme continue, il conduit à l’équation Hamilton-Jacobi et au principe du

minimum (maximum) de Pontriaguine.

Le principe d’optimalité de Bellman est énoncé comme suit :<< Si C est un point

intermédiaire de la trajectoire optimale allant de l’état A à l’état B, la portion terminale CB de

cette trajectoire constitue la trajectoire optimale reliant l’état intermédiaire C à l’état final B

(figure I.1) >>

B

C

A

Figure I.1: Trajectoire optimale –principe de Bellman
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I.6.2 Principe du minimum de Pontriaguine

Soit le système dynamique suivant :

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ݂) (I.16)

avec le critère de performance suivant :

=ܬ +௙൯ݔ,௙ݔ,଴ݔ,଴ݐ଴൫ݎ ∫ ݐ݀(ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)ܳ
௧೑
௧బ

(I.17)

Soit ,(ݐ)ݑ ଴ݐ ≤ ≥ݐ ,௙ݐ une commande admissible du problème (I .16) et (I .17), et (ݐ)ݔ la

trajectoire correspondante à (ݐ)ݑ .

Pour que la commande (ݐ)ݑ et la trajectoire (ݐ)ݔ soient optimales, il est nécessaire

d’introduire (t)݌ appelé le vecteur des variable adjointes et de l’intégrer dans le critère et de

définir la nouvelle partie intégrale du critère comme suit :

(ݐ,݌,ݑ,ݔ)ܪ = ܳ൫ݐ଴,ݔ଴,ݔ௙,ݔ௙൯+ ்݌ (ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ݂) (I.18)

Le principe du minimum de Pontriaguine énonce que la trajectoire optimale minimise le

Hamiltonien du système

H*=݉ ݅݊ ௨H (I.19)

Cette équation constitue l’expression du principe du minimum, généralement connu sous le

nom de principe du maximum de Pontriaguine .Il est d’ailleurs facile de transformer le

minimum en maximum en changeant le signe de l’Hamiltonien (I.18).

Remarque I.3

Deux cas sont possibles en ce qui concerne la recherche du minimum de l’Hamiltonien

a) le domaine U des vecteurs de commandes admissibles contient un ou plusieurs

minimums au sens mathématique du terme, c’est-à-dire tel que le gradient ∇୳H de

H par rapport à u soit nul et que son jacobien soit défini positif
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b) Dans le cas contraire, il convient d’explorer la frontière du domaine U pour

découvrir le minimum de H.

En faisant appel au calcul des variations, on définit un certain nombre d’équations

permettant de résoudre le problème de commande optimale. Ces équations correspondent aux

équations canoniques de Hamilton qui régissent les dynamiques de l’état et de l’état adjoint, et

sont données par :

Pour l’état :

௣ܪ =
డு

డఒ
= ݔ̇ (1.21)

Pour l’état adjoint :

௫ܪ =
డு

డ௫
= ̇݌− (1.22)

La solution de ces équations avec les conditions aux limites convenables, fournit la loi de

commande optimale.

I.7.Exemple illustratif :

Afin d’utiliser toutes les étapes de la formulation mathématique d’un problème de

commande optimale, citées auparavant, considérons l’exemple suivant

Soit un ward-léonard (Figure I.2) constitué d’une génératrice à courant continu G,

entrainée à vitesse constanteΩ଴ , qui alimente un moteur à courant continu M.

Le moteur entraine une charge constituée en première approximation par une inertie pure

J.L’inductance du moteur est alimenté sous une tension constante, et on négligera la réaction

d’induit.
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Figure I.2 ward-Leonard (moteur à courant continue indépendant)

On rappelle les équations régissant le fonctionnement du moteur et tenant compte des

hypothèses simplificatrices :

 Equation électrique : ௠ݒ =ܴ௠ i+é ; avec ܴ௠ la résistance de l’induit, et é sa contre-

réaction.

 Equation mécanique : J
ௗΩ

ௗ௧
= ௠ܥ , où ௠ܥ est le couple moteur développé par la

machine.

 I : intensité du courant d’induit.

 K : prémontrés caractéristique du moteur.

On suppose en premier opération que :

௠ݒ =ܴ௠ ݅+é …………(1)

J
ௗΩ

ௗ௧
= ௠ܥ ……………(2)

é=kΩ 

௠ܥ = K i

Equation électrique : ௠ݒ =ܴ௠ i +é

Devient : ௠ݒ =ܴ௠ i +kΩ

௠ܥ =ki

avec

݅=
௠ܥ
ܭ

= (
J

ܭ
)
݀Ω

ݐ݀

L’équation électrique devient :

௠ݒ =
(R୫ × J)

K

݀Ω

ݐ݀
+ kΩ
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La commande

௠ݒ (t) = v

1. Le modèle mathématique du système est :

Ω̇ + ቆ
ଶܭ

(ܴ௠ × (ܬ
ቇΩ =

௠ݒ × (ܭ)

(R୫ × J)

Sous forme d’état :

Ω̇ =
ଶܭ

(ܴ௠ × (ܬ
Ω +

K

(R୫ × J)
௠ݒ

2. Condition initiales :

Dans ce cas seul les conditions initiales sont imposées :

Ω଴=0

Les contraintes :

0 < ௠ݒ < ݒ220

Ω< 2000 ݎ݀ ݏ/

3. Le critère imposé :

 poursuite + commande à énergie minimale

=ܬ න [Ω
௙

௧೑

௧బ

−Ω]் Q Ωൣ௙ିΩ൧dt + න ௠ݒ] ௠ݒ்ܴ[ ݐ݀
௧೑

௧బ

Ω(0) = 0

I.8 Conclusion

Nous avons discuté dans ce chapitre de la commande optimale de manière générale. En effet

on a mis en évidence la démarche à suivre pour la formulation du problème, de commande et

les deux grandes méthodes utilisées pour la résolution du problème à savoir le principe de

Bellman et le principe du minimum de Pontriaguine

Le chapitre suivant présentera de manière détaillé le principe du minimum de

Pontriaguine.
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II.1 Introduction

Il existe deux grandes méthodes de résolution de problème de commande optimale :

 Le principe de minimum de Pontriaguine

 La programmation dynamique de Bellman.

Ces deux méthodes sont des extensions des méthodes variationnelles classiques.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au principe du minimum énoncé par Pontriaguine en

1956, qui généralise les équations d’Hamilton- Pontriaguine et sa résolution par les méthodes

des caractéristiques.

II.2 Principe du minimum de Pontriaguine

La résolution du problème de commande optimale nécessite la résolution préalable d’un

problème de maximum auxiliaire (d’où le terme principe de maximum (minimum)).

On considère toujours le problème énoncé dans (I.16)

Etant donnée un système décrit par l’équation d’état

=ݔ̇ (ݐ,ݑ,ݔ݂) , ݑ ∈ (ݐ)ܷ (II.1)

Il s’agit de minimaliser la fonction de coût

ܬ = න ݍ
்

଴

ݐ݀(ݐ,ݑ,ݔ) .ܫܫ) 2)

Cependant en vertu du principe d’optimalité, nous devons avoir

min௨ ∫ ݍ
்

ఛ
dt 0< ߬≤ ܶ (II.3)
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En désignant par ߬un instant intermédiaire quelconque, nous prendrons donc comme

fonction de coût

=ܬ ∫ ݍ
்

ఛ
ݐ݀(ݐ.ݑ.ݔ) (II.4)

Et noterons le coût minimal comme suit

,x)∗ܬ )߬=min௨ ܬ (II.5)

On a, en particulier quelque soit ݔ :

(ܶ.ݔ)∗ܬ = 0 , ݔ∀ (II.6)

Lorsque le principe d’optimalité est appliqué à un processus séquentiel pour lequel les

étapes successives ont des durées infiniment courtes. Nous obtiendrons une équation aux

dérivées partielles de Hamilton-Jacobi, dont la résolution au moyen de la méthode des

caractéristiques nous conduira aux équations de Hamilon-pontriaguine. Ces dernières,

assorties de conditions aux limites, permettent de déterminer la loi de commande optimale,

soit seulement en fonction du temps (commande en boucle ouverte) soit en fonction du temps

restant et de l’état actuel (commande en boucle fermée).

II.3. Equation de Hamilton-Jacobi

Considérons les deux intervalles de temps définis par les trois instants ߬, (߬+ ݀ )߬ et T. En

vertu du principe de d’optimalité, nous devons avoir :

,ݔ)∗ܬ )߬ = ݉ ݅݊ ௨[ݍ( ,࢛࢞, )߬݀߬+ +ݔ)∗ܬ +߬,ݔ݀ ݀ )߬] (II.7)

= ݉ ݅݊
௨

࢞)ݍ] ,࢛, )߬݀߬+ ,ݔ)∗ܬ )߬ + [∗ܬ݀

Le second terme du crochet, qui ne dépend pas de ݑ peut être extrait du crochet.

Il nous reste ainsi en divisant par d߬:
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0 = ݉ ݅݊ ௨(ݍ+
ௗ௃∗

ௗఛ
). (II.8)

Soit encore

0 = ݉ ݅݊
௨

+ݍ)
∗ܬ߲

߲߬
+ ෍

∗ܬ߲

௜ݔ߲

௡

௜ୀଵ

௜ݔ߲
ݐ߲

) (II. 9)

Posant alors :

∗ܬ߲

߲߬
= ଴݌

∗ܬ߲

௜ݔ߲
= p୧ (II. 10)

Les dérivées partielles ௜sont݌ appelées variables adjointes et constituent les composantes

du vecteur adjoint ݌ .qui n’est pas autre chose que le gradient de ∗ܬ par rapport au vecteur

d’état :

=݌ ∇௫ܬ
∗ (II.11)

La dérivée partielles ଴݌ ne dépend pas de ݑ et peut donc étre extraite de la quantité a

minimiser, il vient ainsi :

min
௨

+ݍ) ∑ ௜ݔ௜̇݌
௡
௜ୀ଴ ) + ଴݌ = 0 (II.12)

Suis encore :

min௨(q+ݔ்̇݌)+ ଴=0݌ ⇒ (II.13)

Cette équation aux dérivées partielles est appelée équation de Hamilton –Jacobi On peut

encore simplifier l’écriture en définissant, par analogie avec la fonction Hamiltonienne de la

mécanique analytique, la fonction appelée Hamiltonien ou fonction de Pontriaguine suivante :
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ܪ = +ݍ ⇒ݔ்̇݌ (II.14)

Cet Hamiltonien est fonction de ,ݔ ݌ et ,ݑ et éventuellement de .߬

L’équation de Hamilton-Jacobi est alors équivalente aux deux équations suivantes :

∗ܪ = min௨ H (II.15)

∗ܪ + ଴=0݌ (II.16)

II.3.1 Exemple II.1

Considérons le double intégrateur décrit par [3] :

ଶݔ=ଵݔ̇ , .ଶ=uݔ̇

Prenons comme fonction de coût

=ܬ ∫ ଵݔ)
ଶ + ଶݑߙ

்

ఛ
,ݐ݀( ߙ > 0 (II.17)

En l’absence de contrainte sur ݑ , l ’Hamiltonien s’écrit comme suit

ܪ = +ݍ ଵݔଵ̇݌ + ଶݔଶ̇݌

= ଵݔ
ଶ + ଶݑߙ + ଶݔଵ݌ + ݑଶ݌

Il est minimale pour :

ܪ߲

ݑ߲
= +ݑ݌2 ଶ݌ = 0 (II. 18)

On vérifie en effet que la dérivée seconde est positive. La commande optimale est obtenu en

résolvant l’équation (II.18) ce qui donne :

∗ݑ = −
௣మ

ଶఈ
(II.19)



Chapitre II Principe du minimum de Pontriaguine

19

Après la résolution de l’équation de Hamilton –Jacobi, l’Hamiltonien minimal s’écrit :

ଵݔ=∗ܪ
ଶ + −ଶݔଵ݌

௣మ
మ

ସఈ
(II.20)

Cas d’une commande en temps minimal :

Considérons le même système avec le critère suivant :

∫=ܬ ݐ1݀
்

ఛ

Ce problème n’a de sens qu’en présence d’une contrainte telle que :

|ݑ| ≤ ܯ

L’Hamiltonien s’écrit comme suit :

ܪ = 1 + ଶݔଵ݌ + ݑଶ݌

ܪ߲

ݑ߲
= ଶ݌

Dans ce cas la commande est sur la frontière. Elle est donnée pas :

∗ݑ = ଶ݌݁݊݃ݏ݅)− ) M

On voit que, dans ce cas, la commande optimale est une commande par plus ou moins. Qui

pourra être matérialisé au moyen d’un relais.

II.4 Résolution de l’équation de Hamilton Jacobi par la méthode des

caractéristiques

II.4.1 Rappel sur la méthode des caractéristiques

Soit l’équation aux dérivées partielles [3] :

ݕ)ܨ ௜ݔ, (௜ݕ, = 0 (II.21)
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Avec

=௜݌ ௜ݔ߲/ݕ߲ avec i =0, 1,2,…... n. (II.22)

On démontre que y, ௜etݔ ௜satisfont݌ le système différentiel ordinaire suivant :

௜ݔ݀
ܨ߲
௜݌߲

=
ݕ݀

∑ ௝݌
ܨ߲
௝݌߲

௡
௝ୀ଴

=
௜݌݀−

ܨ߲
௜ݔ߲

+ ௜݌
ܨ߲
ݕ߲

(II. 23)

II.4.2 Equations de Hamilton-Pontriaguine

Dans le cas de l’Equation (II.16), nous avons :

଴ݔ = ߬ , =ݕ ∗ܬ , ܨ = ∗ܪ + ଴݌

On voit immédiatement que :

ܨ߲

ݕ߲
= 0 ,

ܨ߲

߲ ଴ܲ
= 1 (II. 24)

Explicitons alors ଴ݔ = ߬ et ଴݌ :

݀߬=
௜ݔ݀
ܨ߲
௜݌߲

=
௜݌݀−
ܨ߲
௜ݔ߲

=
ݕ݀

଴ା݌ ∑ ௝݌
ܨ߲
௝݌߲

௡
௝ୀ଴

(II. 25)

Pour calculer les dérivées partielles ܨ߲ ௜etݔ߲/ ௜݌߲/ܨ߲ , il convient de considérer ∗ܪ

comme une fonction de x, p et ∗ݑ

∗ܪ = H(x,ݑ∗ ݌, (ݐ, (II.26)

Nous avons alors :
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ܨ߲

௜ݔ߲
=

∗ܪ߲

௜ݔ߲
+ ෍

∗ܪ߲

௝∗ݑ߲

௝∗ݑ߲

௜ݔ߲

௠

௝ୀଵ

(II.27)

ܨ߲

௜݌߲
=
∗ܪ߲

௜݌߲
+ ෍

∗ܪ߲

௝∗ݑ߲

௝∗ݑ߲

݌߲

௠

௝ୀଵ

Montrons que les deux sommes sont nulles. En effet, de deux choses l’une :

a) Si ∗ݑ est à l’intérieur du domaine ܷ , on a, pour tout j :

௝∗ݑ߲/∗ܪ߲ = 0. (II.28)

b) Si ∗ݑ est sur la frontière de ܷ , elle est constante ou fonction seulement du temps, de

sorte que :

௝ݔ߲̅/∗ݑ߲ = =௜݌߲/∗ݑ߲ 0 (II.29)

Dans les deux cas, les sommes figurant dans les dérivées partielles écrites plus haut sont

nulles, et l’on peut écrire en particulier :

ప̇ݔ =
∗ܪ߲

௜݌߲
, ప̇݌ = −

∗ܪ߲

௜ݔ߲
(II. 30)

Soit encore, d’une manière plus condensée :

ݔ̇ = ∇௣ ܪ
∗ , =̇݌ −∇௫ܪ

∗ (II.31)

Ces équations constituent les équations de Hamilton-Pontriaguine. Leur solution, avec des

conditions aux limites convenables, fournira la loi de commande optimale. Il est évident que

la première n’est pas autre chose que l’équation d’état avec ݑ = .∗ݑ

ݔ̇ = (ݐ,∗ݑ,ݔ݂)

Le systèmes (II.25) nous fournit encore les deux équations suivantes appelées équations

complémentaires :
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=̇݌ −
∗ܪ߲

߲߬
− ෍

∗ܪ߲

ത௝ݑ߲

௠

௝ୀଵ

∗ݑ

(II.32)

∗ܬ = ଴݌ + ෍ ௝݌
∗ܪ߲

௝̅݌߲

௡

௝ୀଵ

II.4.3 Exemple II.2

Pour le système suivant :

ଵ̇ݔ = ଶݔ , ଶ̇ݔ = ݑ

Avec le critère

=ܬ ଵݔ∫
ଶ + ݐଶ݀ݑߙ (II.33)

Nous avons trouvé plus haut que

∗ܪ = ଵݔ
ଶ + ଵ݌ −ଶݔ

௣మ
మ

ସఈ
, ∗ݑݐ݁ = /ଶ݌− ߙ2 (II.34)

D’où les équations de Hamilton-Pontriaguine suivantes :

ଵݔ̇ = ,ଶݔ ଶݔ̇ = .∗ݑ=ߙଶ/2݌− (II.35)

ଵ̇݌ = ଵݔ2− , ଶ̇݌ = ଵ݌− (II.36)

Et les équations complémentaires sont :

଴̇݌ = 0 , (II.37)

଴݌=∗ܬ + −ଶݔଵ݌ ଶ݌
ଶ/2ߙ. (II.38)
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II.3.3 Conditions aux limites

Le système différentiel de Hamilton -Pontriaguine est d’ordre 2n (n est l’ordre du

système). Les 2n conditions aux limites nécessaires à sa résolution se partagent entre l’instant

initial et l’instant final.

1-Etat initial :

Deux cas doivent être distingués :

a) Dans un problème de commande en chaine ouverte, on connait naturellement l’état

initial .(0)ݔ

b) Dans un problème de commande en boucle fermée, on connait l’état courant à tout

instant ,(ݐ)ݔ 0 ≤ ≥ݐ ܶ , que l’on suppose donc mesurable directement ou

indirectement.

2-Etat final :

Nous avons vu qu’à l’instant final :

[ܶ,(ܶ)ݔ]∗ܬ = 0

Quel que soit l’état final x(T).on a donc pour t=T :

∑
డ௃∗

డ௫೔
=௜ݔ݀ 0 (II.39)

Soit

=௜ݔ௜݀݌∑ 0 (II.40)

.Deux cas sont alors à distinguer :

 Etat final imposé : dݔ௜= 0, de sorte que l’équation(II.40) est satisfaite.

 Etat final libre : pour satisfaire l’équation (II.40), on doit avoir :

(ݐ)௜݌ = 0 Soit p(T)=0.
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II.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le principe de minimum de Pontriaguine. Le principe

du minimum consiste à résoudre un certain ensemble d’équations différentielles constituant

les conditions d’optimalité.

Dans le chapitre suivant, on y trouve les définitions de quelques méthodes de résolution des

équations différentielles ordinaires et on présente la méthode d’ itération variationnelle

permettant de résoudre itérativement une équation différentielle. Cette méthode sera exploitée

par la suite pour l’identification des variables adjointes.
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III.1 Introduction

La méthode d’itération Variationnelle (VIM) a été développée par le mathématicien chinois

Ji-Huan He au début des années 1990. Cette méthode a été utilisée par beaucoup de

chercheurs dans une variété de champs scientifiques et peut résoudre les problèmes non

linéaires. Elle a été proposée la premières fois pour résoudre des problèmes en mécanique

quantique. La méthode est basée sur la détermination du multiplicateur de Lagrange de façon

optimale par l’intermédiaire de la théorie de calcul de variations.

Le but de ce chapitre est de présenter la méthode des itérations variationnelle et

l’utilisation de cette dernière pour la résolution des équations différentielles ordinaires.

III.2 Equations différentielles ordinaires (EDOs)

Une équation différentielle, en mathématique, est une relation entre une ou plusieurs

fonctions inconnues et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au

degré maximal de différenciation auquel une des fonctions inconnues a été soumise

Les équations différentielles sont utilisées pour construire des modèles mathématiques de

phénomènes physiques, biologiques, etc. Par conséquent, les équations différentielles

représentent un vaste champ d’étude, aussi bien en mathématique pures qu’en mathématiques

appliquées.

III.2.2 Définition des équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire, également noté EDO, D’ordre n est une relation entre

une fonction inconnu (solution recherché) y(t) et ses dérivées ,ᇱᇱݕ,ᇱݕ … (௡)ݕ, donnée par :

,''ݕ,'ݕ,ݐ)ܨ … )ݕ, )݊) = 0 (III.1)
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Où F n’est pas indépendant de sa dérniére variable (௡)ݕ .On prendra t dans un intervalle I de R

(I peut étre R tout entier ) et y une fonction de t c’est-à-dire

∋ݐ ℂܫ ܫܴ

La résolution de cette équation permet de déterminer la fonction continue y(t) qui vérifie

l’équation différentielle ordinaire .

Un bon exemple de l’équation différentielle ordinaire reste la Relation Fondamentale de

la Dynamique, permettant de définir la position, la vitesse et l'accélération d'un corps solide

indéformable dans un système Newtonien .cette équation est donnée comme suit :

݀(݉ ሬሬሬሬ⃗(ݒ.

ݐ݀
= ෍ ܨ⃗

Où

݉ : Masse

:ݒ Vitesse

ሬሬሬ⃗Force:ܨ

III.3 Résolution numérique des équations différentielles ordinaires

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des équations différentielles : les méthodes

analytiques et les méthodes numériques.

III.3.1 Méthode analytique

Cette méthode est possible que pour certaines EDOs ayant une forme particulière. Par

exemple, les équations différentielles du premier ordre ou de second ordre linéaires. La

résolution consiste à faire des manipulations mathématiques suivis des intégrations ordinaires

ou par partie.
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Exemple III.1

a) soit l’équation différentielle du premier ordre +ݕ2− =ݕ 0ሖ

=ݕ̀ ݕ2

ݕ̀

ݕ
= 2

න
ݕ̀

ݕ
=ݐ݀ න ݐ2݀

ln(ݐ)ݕ = +ݐ2 ܿ

(ݐ)ݕ = ݁ଶ௧ା௖ = ݇݁ଶ௧

Exemple III.2

Cas des équations différentielles du deuxième ordre sans second membre

Soit l’équation différentielle de second ordre suivant :

+ݕ̈ܽ +ݕܾ̇ =ݕܿ 0

Son équation caractéristique ଶߛܽ + +ߛܾ ܿ= 0 (III.2) Δ = ܾଶ− 4ܽܿ

*si ∆=0 donc (III.2) admet une seule solution ߛ

Donc l’ensemble des solutions est de la forme (ݔ݂) = +ݔߙ) )ܾ݁ఊ௫ ܫܴ∋ єIR etߙ

*si Δ > 0 (III.2) admet deux solutions ଵߛ et ଶߛ donc l’ensemble des solutions est

de la forme (ݔ݂) = ఊభ௫݁ߙ + ఊమೣ݁ߚ ;ߙ) (ߚ ܫܴ∋ ଶ :

*si ∆<0 (III.2) admet deux solutions complexe ଵߛ = +ߙ ߚ݅ et ଶߛ = −ߙ ߚ݅

Donc l’équation admet pour ensemble de solution de la forme (ݔ݂) = ݁ఈ௫(ܣ ௫ߚݏܿ݋ +

(௫ߚ݊ݏ݅ܤ
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Exemple III.3

Soit l’équation différentielle +ݕ̈ 4 +ݕ̇ =ݕ4 0 . L’équation caractéristique est ଶߟ + +ߟ4 4 = 0 ⇔

=ߟ 2

D’où (ݔ݂) = +ݔߙ) ଶ௫݁(ߚ

Soit l’équation différentielle suivante :

2) +ݕ̈ =ݕ4 5݁௫ + +ݔ4 4

L’équation caractéristique +ߟ̈ 4 = 0 admet deux solutions complexes

ଵߟ = 2݅ ଶߟݐ݁ = −2݅

Donc (ݔ݂) = ܣ +ݔ2ݏܿ݋ ݔ2݊ݏ݅ܤ

Cherchons une solution particulière ଴݂(ݔ) = ௫݁ܣ + +ݔܤ ܿ donc ሖ݂
଴(ݔ) = ௫݁ܣ + ܤ

݂̈଴(ݔ) = ௫݁ܣ Donc ݂̈଴(ݔ) + 4 ଴݂(ݔ) = 5݁௫ + +ݔ4 4

⇔ ௫݁ܣ + ܤ + 4݁௫ + +ݔܤ4 4ܿ= 5݁௫ + +ݔ4 4 donne

A=1 ; B=1 et c=0

D’où (ݔ݂) = ܣ) +ݔ2ݏܿ݋ (ݔ2݊ݏ݅ܤ + ݁௫ + 1

Les méthodes analytique ne sont pas suffisantes pour résoudre les problèmes d’équations

différentielles et ne sont possibles que dans un nombre de cas très restreints.

La résolution de la plupart des équations différentielles requiert donc l’utilisation des

méthodes numériques. Ces méthodes peuvent être appliquées à la résolution de la plupart des

équations différentielles, parmi ces méthodes on citera quelques une dans ce qui suit.

III.3.2 Méthodes Numériques

III.3.2.1 Méthode d’Euler
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En mathématiques, la méthode d'Euler, du mathématicien Leonhard Euler (1707-1783), est

une procédure numérique pour résoudre par approximation des équations différentielles du

premier ordre munie d’une condition initiale. C'est la plus ancienne et la plus simple des

méthodes de résolution numérique des équations différentielles ordinaires .Toutefois, elle est

relativement peu utilisée en raison de sa faible précision.

La résolution du problème de Cauchy suivant :

൜
=ݕ̇ (ݕ,ݐ݂)

(଴ݐ)ݕ = ଴ݕ
� (III.3)

Conduit au schéma suivant :

൜
௜ାଵݐ = ௜ݐ + ℎ

௜ାଵݕ = +௜ݕ ℎ ௜ݕ,௜ݐ݂) )
� (III.4)

En pratique, la méthode d’Euler n’est pas utilisée car elle n’offre pas une précision

suffisante. Cette méthode est convergente de 1er ordre car l’erreur de consistance (de

troncature ou de discrétisation .Est la différence entre la valeur discrétisée et la valeur exacte)

vaut :

(௜ݐ)ݕ| − |௜ݕ =
ଵ

ଶ
ℎଶ ݂ᇱ( ௜ݕܿ, ), Avec c ∈ ௜ିݐൣ ଵ ௜൧ݐ, (III.5)

Mais cette méthode dite explicite est souvent instable c’est le cas si la fonction est linéaire,

par exemple :

=ݕ (ݕ,ݐ݂) = ̇ݕܽ− Avec a> 0

Le schéma d’Euler est :

ା૚ୀ࢏࢟ –࢏࢟ ࢏࢟ࢎࢇ = (1− ah ) ࢏࢟
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Est instable dès que ࢎ >
૛

ࢇ
, car dans ce cas tend࢏࢟ vers l’infini lorsque i tend vers l’infini.

III.3.2.2 Méthode de Rung-Kutta

Carl Runge (1856-1927) et Martin Kutta (1867-1944) ont proposé de résoudre le problème

de Cauchy suivant [5] :

൜
=ݕ̇ (ݕ,ݐ݂)

(଴ݐ)ݕ = ଴ݕ
�

Nous allons nous intéressé dans ce chapitre à la méthode de Runge-Kutta uniquement

d’ordre 4.

Algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4

i. Etant donné un pas de temps ℎ , une condition initiale (଴ݕ,଴ݐ) et un nombre

maximal d’itérations N

ii. Pour 0 ≤ ݅≤ ܰ :

ଵୀܭ ℎ (௜ݕ,௜ݐ݂)

ଶୀܭ ℎ +௜ݐ݂)
௛

ଶ
+௜ݕ,

௞భ

ଶ
)

ଷୀܭ ℎ +௜ݐ݂)
௛

ଶ
+௜ݕ,

௞భ

ଶ
)

ସୀܭ ℎ +௜ݐ݂) ℎ,ݕ௜+ ଷ݇)

௜ାଵݕ = +௜ݕ
ଵ

଺
( ଵ݇ + 2 ଶ݇ + 2 ଷ݇ + ସ݇)

௜ାଵݐ = +௜ݐ ℎ

Ecrire ௜ାଵݐ ௜ାଵݕݐ݁

iii. L’itération se termine quand ݅+ 1 = ܰ .
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Remarque III.1

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est très fréquemment utilisée car elle nous permet

d’obtenir des résultats d’une grande précision. En fait plus l’ordre d’une méthode est élevée,

plus elle devient plus précise.

III.4 Description de la méthode d’itération variationnelle (VIM)

Dans cette partie, on présente les différentes étapes à suivre pour illustrer les concepts de

base de la méthode de VIM.

Considérons l’équation différentielle suivante :

L(y) + N(y) = g(t) (III.6)

Ou L est un opérateur Linéaire, N est un opérateur non linéaire et g(t) est une fonction

connue.

Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative

variationnelle suivante : [6]

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ + ∫ )ߣ )߬{ �
௧

଴
)ݕܮ )߬ + )෤௡ݕܰ )߬ − �݃( )߬}݀ ,߬ (III.7)

Avec estߣ le multiplicateur général de Lagrange l’indice n représente la ݊௜௘௡௘

approximation.

෤௡ݕ ( )߬ est considéré comme une variation restreinte c’est-à-dire ෤௡ݕߜ ( )߬ = 0 afin

d’identifier approximativement le multiplicateur de Lagrange.

Ainsi, la variation de (III.7) est

(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + ∫ߜ )ߣ )�௡ݕܮ}߬( )߬
௧

଴
+ Nݕ෤௡( )߬ − �݃( )߬}d .߬ (III.8)

Etant donné que le terme non linéaire ෥௡ݕ est considéré comme une variation restreinte

෤௡ݕߜ ( )߬ = 0 , alors l’équation (III.8) devient
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(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + ∫ߜ )ߣ )௡ݕܮ}߬( )߬ − �݃( )߬}�
௧

଴
݀߬ (III.9)

Les itérations sont exécutées jusqu‘à ce qu’on atteint la convergence

(ݐ)௡ାଵݕ ≈ (ݐ)௡ݕ

Cette extrême condition sur (ݐ)௡ାଵݕߜ exige que

(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + ∫ߜ )ߣ )௡ݕܮ}߬( )߬ − �݃( )߬}݀߬= 0�
௧

଴
(III.10)

En générale le multiplicateur de Lagrange peut être aisément identifié en utilisant les

conditions stationnaires de l’équation précédente et cela après l’intégration par partie.

 Dans le cas d’une équation de premier et second ordre, l’intégration donne

)ߣ∫ ௡ݕ߬(
ᇱ( )߬݀߬= )ߣ )௡ݕ߬( )߬ − )ᇱߣ∫ )௡ݕ߬( )߬݀߬

(III.11)

)ߣ∫ ௡ݕ߬(
ᇱᇱ( )߬݀߬= )ߣ )௡'ݕ߬( )߬ − )ᇱߣ∫ )௡ݕ߬( )߬݀߬+ )ᇱᇱߣ∫ ௡ݕ߬( ( )߬݀߬

Une fois le multiplicateur de Lagrange est identifié, on choisit une fonction sélective (ݐ)଴ݕ

qu’on remplace dans la fonctionnelle (III.7) pour pouvoir calculer par la suite Les itérations

successives (ݐ)௡ାଵݕ ≤݊ݎݑ݋݌ 0

III.5 Application de VIM pour les Equations différentielles ordinaires

III.5.1 Exemple illustratif 1

Considérons l’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 suivante [6] :

+ᇱݕ )݌ =ݕ߬( )ݍ )߬

(0)ݕ =∝

La correction fonctionnelle selon VIM de cette équation donne :
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௡ାଵݕ (ݐ) = ௡ݕ (ݐ) + න )ߣ )߬ ᇱݕൣ
௡

( )߬ + ෤௡ݕ(ݐ)݌ ( )߬ − (ݐ)ݍ ൧
௧

଴

݀߬ .ܫܫܫ) 12)

Où estߣ le multiplicateur de Lagrange qui dans cette méthode peut être une constante ou une

fonction. ෤௡ݕ ( )߬ est une valeur restreinte d’où ෤௡ݕߜ ( )߬ = 0.

En considérant la variation des deux cotés de (III.12), on obtient

௡ାଵݕߜ (ݐ) = ௡ݕߜ (ݐ) + නߜ )ߣ )߬ ᇱݕൣ
௡

( )߬ + ෤௡ݕ(ݐ)݌ ( )߬ − (ݐ)ݍ ൧
௧

଴

݀߬

Comme ෤௡ݕߜ ( )߬ = 0 et )ݍߜ )߬ = 0 , alors

(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + නߜ )ߣ )௡ݕ́߬( ݐ݀߬(
௧

଴

En intégrant, il vient :

(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + (ݐ)௡ݕߣߜ − නߜ )௡ݕሖߣ )߬݀ ,߬
௧

଴

Qui est équivalente à

௡ାଵݕߜ = 1|)ߜ + (�ఛୀ௫|ߣ� ௡ݕ − ∫ߜ )௡ݕ'ߣ )߬݀ ,߬
௧

଴
(III.13)

La stationnarité d’un ௡ାଵݕ exige que ௡ାଵݕߜ = 0 . Cela veut dire que le coté gauche de

(III.13) est égal à 0,

En conséquence le coté droit devrait être aussi 0. Cela donne les conditions de stationnarité:

൜
1 + ఛୀ௫|ߣ� = 0
ఛୀ௫|'ߣ� = 0

� (III.14)

Qui donne =ߣ −1. Substituant cette valeur du multiplicateur de Lagrange dans (III.12) on

obtient la formule itérative suivante :
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௡ାଵݕ (ݐ) = ௡ݕ (ݐ) + ∫ ᇱݕൣ
௡

( )߬ + ෤௡ݕ(ݐ)݌ ( )߬ − )ݍ )߬ ൧
௧

଴
݀߬ (III.15)

Etant donné (0)ݕ = ߙ , nous pouvons prendre la premiere approximation de ଴ݕ = ߙ . Nous

obtenons les approximations successive suivantes :

(ݐ)଴ݕ = ߙ .

(ݐ)ଵݕ = (ݐ)଴ݕ − ∫ ᇱݕൣ
଴

( )߬ + ଴ݕ(ݐ)݌ ( )߬ − (ݐ)ݍ ൧
௧

଴
݀߬.

(ݐ)ଶݕ = (ݐ)ଵݕ − ∫ ᇱݕൣ
ଵ

( )߬ + ଵݕ(ݐ)݌ ( )߬ − (ݐ)ݍ ൧
௧

଴
݀߬

(ݐ)ଷݕ = ≥−(ݐ)ଶݕ ᇱݕൣ
ଶ

( )߬ + ଶݕ(ݐ)݌ ( )߬ − (ݐ)ݍ ൧݀߬

⋮ ⋮

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ − ᇱݕൣ
ଶ

( )߬ + ଶݕ(ݐ)݌ ( )߬ − (ݐ)ݍ ൧݀߬

Considérons )݌ )߬ = )ݍ,1− )߬ = ݁௫ , ∝ = 0 =ߣݐ݁ −1 et aussi .଴=0ݕ

Alors nous avons les approximations successives suivantes :

(ݐ)଴ݕ = 0 .

(ݐ)ଵݕ = (ݐ)଴ݕ − ∫ ᇱݕൣ
଴

( )߬ + ଴ݕ ( )߬ − ݁௧ ൧
௧

଴
݀߬= ݁௧− 1 .

(ݐ)ଶݕ = (ݐ)ଵݕ − ∫ ᇱݕൣ
ଵ

( )߬ + ଵݕ ( )߬ − ݁௧ ൧
௧

଴
݀߬= 2 ݁௧− −ݐ 2

(ݐ)ଷݕ = (ݐ)ଶݕ − ∫ ᇱݕൣ
ଶ

( )߬ + ଶݕ ( )߬ − ݁௧ ൧
௧

଴
݀߬= 3 ݁௧− −ݐ2

ଵ

ଶ
−ଶݐ 3

(ݐ)ସݕ = (ݐ)ସݕ − ∫ ᇱݕൣ
ଷ

( )߬ + ଷݕ ( )߬ − ݁௧ ൧
௧

଴
݀߬= 4 ݁௧− −ݐ3 −ଶݐ

ଵ

଺
−ଷݐ 4

⋮ ⋮

Par l’utilisation de développement de Taylor de ݁௧ au voisinage de zéro, la solution exacte de

l’équation peut être obtenue à partir des solutions approximées ,(ݐ)ଶݕ,(ݐ)ଵݕ,(ݐ)଴ݕ … comme

suit :
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(ݐ)ݕ = (݁௧− 1) + (2݁௧− −ݐ 2) + ൬3݁௧− −ݐ2
1

2
− 3൰+ ⋯

= 1)ݐ + +ݐ
1

2!
ଶݐ +

1

3!
ଷݐ +

1

4!
ସݐ + ⋯ )

Ce qui donne

(ݐ)ݕ = ݐ݁ ௧

On remarque que la VIM permet de déterminer la solution exacte pour cette exemple.

III.5.2 Exemple illustratif (2)

Soit l’EDO du premier ordre non linéaire suivante [1] :

+ݕ́ ଶݕ = 1

(0)ݕ = 0

La fonctionnelle de correction de l’équation différentielle est

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ + න )ߣ )߬൫́ݕ௡( )߬ + ෤ଶݕ
௡

( )߬ − 1൯݀ ߬
௧

଴

Où ෤estݕ une variable restreinte avec ෤௡ݕߜ = 0.

⇒ (ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + නߜ )ߣ )߬
௧

଴

)௡ݕ́) )߬ − 1)݀߬

La condition de stationnarité de ௡ାଵݕ exige

(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + ∫ )ߣߜ )߬
௧

଴
)௡ݕ́) )߬ − 1)݀߬=0.

Après l’intégration par partie, on obtient les conditions de stationnarités suivantes

൜
1 + )ߣ� )߬|௦ୀ௫ = 0

)ߣ )߬ሖ = 0
�

La résolution de ces conditions donne
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)ߣ )߬ = −1

En introduisant la valeur de )ߣ )߬ dans la fonctionnelle de correction, on obtient la formule

Itérative suivante :

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ − න ௡ݕ́) + ௡ݕ
ଶ

௧

଴

− 1)݀߬= 0

En prenant comme solution de départ la condition initiale

(ݐ)଴ݕ = (0)ݕ = 0

Les approximations consécutives de la solution sont obtenues comme suit

(ݐ)ଵݕ = 0 − ∫ ൫́ݕ଴( )߬ + ଶݕ
଴

( )߬ − 1൯݀ ߬= ݐ
௧

଴

(ݐ)ଵݕ = −ݐ ∫ ൫́ݕଵ( )߬ + ଶݕ
ଵ

( )߬ − 1൯݀ ߬= ݐ
௧

଴
−

ଵ

ଷ
ଷݐ

(ݐ)ଷݕ = −ݐ
ଵ

ଷ
−ଷݐ ∫ ൫́ݕଶ( )߬ + ଶݕ

ଶ
( )߬ − 1൯݀ ߬= ݐ

௧

଴
−

ଵ

ଷ
ଷݐ +

ଶ

ଵହ
−ହݐ

ଵ

଺ଷ
଻ݐ

(ݐ)ସݕ = −ݐ
ଵ

ଷ
ଷݐ +

ଶ

ଵହ
−ହݐ

ଵ

଺ଷ
଻ݐ − ∫ ൫́ݕଷ( )߬ + ଶݕ

ଷ
( )߬ − 1൯݀ ߬= ݐ

௧

଴
−

ଵ

ଷ
ଷݐ +

ଶ

ଵହ
−ହݐ

ଵ

଺ଷ
଻ݐ

+………..

(ݐ)௡ݕ = ݐ −
1

3
ଷݐ +

2

15
−ହݐ

1

63
଻ݐ +

62

2835
ଽݐ + ⋯

Par conséquent la solution exacte est

lim௡→ஶ=(t)ݕ tanh=(ݐ)௡ݕ (ݐ)

III.6 Illustration graphique de la convergence de VIM

Nous avons utilisé le logiciel MATLAB afin de comparer entre les trois (03) méthodes

proposées dans ce chapitre et dans le but de montrer les capacités de la méthode d’itération

variationnelle.
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III.6.1 Graphes représentant la méthode numérique et la méthode analytique

La figure III.1 donne les deux solutions obtenue analytiquement et numériquement en utilisant

la méthode de Rung_kutta . On remarque que la méthode de Ring_Kutta détermine la solution

avec une très grande précision.

Figure III.1 : Comparaison entre la solution analytique et la solution numérique

III.6.2 Graphes représentant la méthode exacte et la méthode d’itération

variationelle (VIM)

Dans ce test, on va calculer la solution avec VIM puis comparer avec la solution analytique .

A chaque itération, on représente les deux solutions.
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Figure III.2 : Comparaison entre la solution approximée trouvée par la méthode de VIM et la

solution exacte trouvée analytiquement

La figure III.2 démontre que la solution approximée trouvée par la méthode d’itération

variationnelle (VIM) à la 5é௠ ௘ itération correspond avec celle trouvée analytiquement.
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III.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des généralités sur les équations différentielles ordinaires

(EDO). Nous avons exposé par la suite le principe de la méthode d’itérations variationnelle,

utilisée pour la résolution de ces équations en utilisant des formules itératives.

Le principe de cette méthode de résolution consiste à écrire une formule itérative, appelée

fonctionnelle de correction, qui permet de calculer des solutions approximatives de la solution

de l’équation différentielle. Cette méthode introduit un multiplicateur de Lagrange qui doit

être identifié en écrivant les conditions de stationnarité de la fonctionnelle.

La méthode d’itération variationnelle a été illustrée par quelques exemples d’applications,

Tous les exemples démontrent l’efficacité de la méthode dans la résolution de divers types

d’équations différentielles ordinaires et sa convergence vers les solutions analytiques.

Dans le chapitre suivant, cette méthode sera adoptée pour la recherche de la solution d’un

problème de commande optimale principalement l’initialisation du vecteur des variables

adjointes.
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IV.1 Introduction

Le principe du minimum de Pontriaguine est un classique de la commande optimale et se

trouve souvent utilisé dans la résolution des problèmes de celle-ci, cependant lors de son

utilisation aux applications où les vecteurs adjoints sont indisponibles son utilisation demeure

délicate.

Dans ce chapitre, on propose d’utiliser la méthode VIM pour la résolution des problèmes de

contrôle optimale en suivant l’approche proposée [10] .Il s’agit d’identifier les conditions

initiales pour les variables adjointes. L’efficacité et la convergence de cette méthode seront

illustrées par quelques exemples d’applications.

IV-2 Algorithme de résolution d’un problème de commande optimale par la

méthode d’itération variationnelle

L’algorithme ci-dessous récapitule les étapes à suivre pour résoudre un problème de

commande optimale par la méthode VIM en utilisant le principe de minimum [10]

Etape 1 : Définir le Hamilton (ݐ,(ݐ)ݑ,(ݐ)݌,(ݐ)ݔ)ܪ ;

Etape 2 : déterminer l'expression de la loi de commande optimale (ݐ)∗ݑ ;

Etape 3 : définir (ݐ,(ݐ)݌,(ݐ)ݔ)∗ܪ en remplaçant la loi de commande optimale (ݐ)∗ݑ

obtenue ;

Etape 4 : Définir les conditions d’optimalités (ݐ)ݔ̇ ݐ݁ (ݐ)̇݌ ;

Etape 5 : Identifier les vecteurs du multiplicateur de Lagrange (ݐ)௫ߣ ݐ݁ (ݐ)௣ߣ ;

Etape 6 : pour n = 0, (ݐ)଴ݔ = (0)ݔ et (ݐ)଴݌ = ߠ où ߠ est un vecteur de constante

inconnue à déterminer par une procédure d’itérations ;
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Etape 7 : calculer (௡ାଵ)ݔ et (௡ାଵ)݌ . Les intégrales peuvent être évaluées soit

analytiquement ou numériquement en fonction de la complexité des équations de Hamilton –

Pontriaguine.

Etape 8: déterminer ߠ = (0)(௡)݌ soit en imposant la condition selon la nature de l’état final,

qui peut être fixe ou libre. Si il n'y a pas de solution pour ߠ passez à l'étape 7, sinon passez à

l'étape 9 ;

Etape 9 : Évaluer le critère de performance (௡)ܬ , pour toutes les solutions possibles, et

garder la solution qui donne la valeur minimal pour ܬ

IV.3 Exemples d’applications

Pour illustrer l’utilisation de la méthode de VIM pour la résolution d’un problème de

commande optimale, on présente dans cette section quelques exemples illustratifs. Pour les

exemples ayant une solution analytique, on utilise d’abord la méthode du principe du

minimum pour déterminer la solution exacte puis de comparer le résultat avec celui trouvé

avec VIM.

Exemple IV.1

Cas ou l’état final est imposé :

Soit le problème de commande optimale suivant [10] :

max௨(௧) =ܬ
ଵ

ଶ
∫ (ݐ)ଵݔ] + ²[(ݐ)ݑ ݐ݀
ଶ

଴

Sujet à :

(ݐ)ଵݔ̇ = ,(ݐ)ଶݔ

(ݐ)ଶݔ̇ = (ݐ)ଵݔ + ,(ݐ)ݑ

(0)ݔ = ൣ଴
଴
൧ , (2)ݔ = ൣଶ

ଵ
൧ .

 Principe du minimum de Pontriaguine :
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On définit l’Hamiltonien comme suit :

H ൫x(t), u(t), λ(t)൯= L൫x(t), u(t)൯+ ∑ p୧
୬
୧ୀ଴ (t)ẋ୧(t)

On aura :

H ൫x(t), u(t), λ(t)൯=
ଵ

ଶ
(ݐ)ଵݔ) + ଶ((ݐ)ݑ + ଵ݌ (ݐ) (ݐ)ଵݔ̇ + ଶ݌ (ݐ) (ݐ)ଶݔ̇

=
ଵ

ଶ
(ݐ)ଵݔ) + ଶ((ݐ)ݑ + (ݐ)ଶݔ(ݐ)ଵ݌ + (ݐ)ଵݔ)(ݐ)ଶ݌ + ((ݐ)ݑ

La commande optimale

∇௨(௧)ܪ൫(ݐ)݌,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ൯= −൫(ݐ)1ݔ + +൯(ݐ)ݑ ݌
2
(ݐ) = 0

∗ݑ = (ݐ)1ݔ− + ݌
2
(ݐ)

En remplaçant l’équation de la commande optimale (ݐ)∗ݑ dans l’équation d’Hamilton, on aura

∗ܪ = (ݐ)݌,(ݐ)∗ݑ,(ݐ)ݔ)ܪ

=
ଵ

ଶ
(ݐ)ଵݔ) + (ݐ)ଵݔ−) + ଶܲ(ݐ)))ଶ + (ݐ)ଶݔ(ݐ)݌ + (ݐ)ଵݔ)(ݐ)ଶ݌ + (ݐ)ଵݔ−) + ((ݐ)ଶ݌ )

∗ܪ = =൯(ݐ)݌,(ݐ)∗ݑ,(ݐ)ݔ൫ܪ
ଵ

ଶ
ଶ(ݐ)ଶ݌ + ݌

1
(ݐ)2ݔ(ݐ)

Equations d’Hamilton- Pontriaguine

Equations d’états:

(ݐ)ଵݔ̇ = ߲
ு ∗

௣భ(௧)
= (ݐ)ଶݔ (IV.1)

(ݐ)ଶݔ̇ = ߲
ு ∗

௣మ(௧)
= (ݐ)ଶ݌ (IV.2)

Equations d’états adjointes:

(ݐ)ଵ̇݌ = −߲
ு ∗

௫భ(௧)
= 0 (IV.3)
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(ݐ)ଶ̇݌ = −߲
ு ∗

௫మ(௧)
= (ݐ)ଵ݌− (IV.4)

Détermination de la solution analytiquement :

(IV.3)⇒ (ݐ)ଵ݌ = ଵܿ

(IV.4)⇒ (ݐ)ଶ݌ = ଵܿݐ+ ଶܿ

ܫܸ) . 2) ⇒ (ݐ)ଶݔ = −
ଵܿ

2
ଶݐ + ଶܿݐ+ ଷܿ

ܫܸ) . 1) ⇒ (ݐ)ଵݔ = −
ଵܿ

6
ଷݐ +

ଶܿ

2
ଶݐ + ଷܿݐ+ ସܿ

En imposant les conditions initiales, il vient

Pour t=0

ଵ(0)ݔ = ସܿ = 0

ଶ(0)ݔ = ଷܿ = 0

Pour t=2

ଵ(2)ݔ = −
4

3 ଵܿ + 2 ଶܿ = 2

ଶ(2)ݔ = −2 ଵܿ + 2 ଶܿ = 1

La résolution de ce système d’équation conduit à la solution suivante:

ଵܿ =
3

2
ݐ݁ ଶܿ = 2

Par conséquent la commande optimale est :

∗ݑ = 2 −
3

2
−ݐ ଶݐ +

1

4
ଷݐ

Résolution par la méthode VIM :

Les fonctions correctionnelles des équations d’Hamilton-Pontriaguine sont :
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ଵݔ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵݔ

(௡)(ݐ) + ∫ ௫ߣ
௧

଴
൫̇ݔଵ

(௡)(ݐ) − ଶݔ
(௡)(ݐ)൯݀ ,ݐ

ଶݔ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶݔ

(௡)(ݐ) + ∫ ௫ߣ
௧

଴
൫̇ݔଶ

(௡) (ݐ) + ଶ݌
(௡)(ݐ)൯݀ ,ݐ

ଵ݌
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵ݌

(௡)(ݐ) + ∫ ௣ߣ
௧

଴
ଵ̇݌

(௡)(ݐ)݀ݐ

ଶ݌
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶ݌

(௡)(ݐ) + ∫ ௣ߣ
௧

଴
൫̇݌ଶ

(௡)(ݐ) + ଵ݌
(௡)(ݐ)൯݀ ,ݐ

Prenons la variation de ces équations précédente :

ଵݔߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵݔߜ

(௡)(ݐ) + ∫ߜ ௫ߣ
௧

଴
൫̇ݔଵ

(௡)(ݐ) − ଶݔ
(௡)(ݐ)൯݀ ,ݐ

ଶݔߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶݔߜ

(௡)(ݐ) + ∫ߜ ௫ߣ
௧

଴
൫̇ݔଶ

(௡) (ݐ) + ଶ݌
(௡)(ݐ)൯݀ ݔ ,

ଵݔߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵ݌ߜ

(௡)(ݐ) + ∫ߜ ௣ߣ
௧

଴
ଵ̇݌

(௡)(ݐ)݀ݐ

ଵݔ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶ݌ߜ

(௡)(ݐ) + ∫ߜ ௣ߣ
௧

଴
൫̇݌ଶ

(௡)(ݐ) + ଵ݌
(௡)(ݐ)൯݀ ݔ

En intégrant par partie nous obtenons :

ଵݔߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵݔߜ

(௡)(ݐ) + ଵݔߜ௫ߣ
(௡)(t) − ∫ ߣ

௧

଴
ଵݔߜ

(௡)(ݐ)݀ݐ− ∫ ଵߣ
௧

଴
ଶݔߜ

(௡)(ݐ)݀ݐ,

ଶݔߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶݔߜ

(௡)(ݐ) + ଶݔߜ௫ߣ
(௡)(t) − ∫ ߣ

௧

଴
ଶݔߜ

(௡)(ݐ)݀ݐ+ ∫ ଶߣ
௧

଴
ଶ݌ߜ

(௡)(ݐ)݀ݐ ,

ଵ݌ߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵ݌ߜ

(௡)(ݐ) + ଵ݌ߜ௣ߣ
(௡)(ݐ) − ∫ ଷߣ

௧

଴
ଵ݌ߜ

(௡)(ݐ) ݐ݀ ,

ଶ݌ߜ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶ݌ߜ

(௡)(ݐ) + ଶ݌ߜ௣ߣ
(௡)(t) − ∫ ସߣ

௧

଴
ଶ݌ߜ

(௡)(ݐ)݀ݐ+ ∫ ସߣ
௧

଴
ଶ݌ߜ

(௡)(ݐ)݀ݐ ,

D’où, de manière générale, les conditions de stationnarités sont les suivantes :

ቊ
1 + ௫೔ห௦ୀ௫ߣ�

= 0

=௜ݔߣ 0
�
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ቊ
1 + ௣೔ห௦ୀ௫ߣ�

= 0

௣೔ߣ = 0
�

Puisque les quartes équations sont égales

On prend (i allons de 1 jusqu’a 2)

La résolution de ces conditions donne :

௫೔ߣ = −1

௣೔ߣ = −1

En introduisant la valeur de ௫೔ߣ = −1 ݐ݁ ௣೔ߣ = −1 dans les fonctionnelles de correction, on

obtient les équations suivantes :

ଵݔ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵݔ

(௡)(t) − ∫
௧

଴
൫̇ݔଵ

(௡)(ݐ) − ଶݔ
(௡)(ݐ)൯݀ ,ݐ

ଶݔ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶݔ

(௡)(t) − ∫
௧

଴
൫̇ݔଶ

(௡) (ݐ) + ଶ݌
(௡)(ݐ)൯݀ ݔ ,

ଵ݌
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵ݌

(௡)(t) − ∫
௧

଴
ଵ̇݌

(௡)(ݐ)݀ݐ

ଶ݌
(௡ାଵ)(ݐ) = ଶ݌

(௡)(t) − ∫
௧

଴
൫̇݌ଶ

(௡)(ݐ) + ଵ݌
(௡)(ݐ)൯݀ ݔ ,

On a:

(଴)ݔ (ݐ) = (0)ݔ = [0 ,0]்

(௡)ݔ (ݐ) = )ݔ )݊ = [2 ,1]்

Pour les variables adjoints (ݐ)଴݌ est inconnu, on pose

(଴)݌ (ݐ) = ߠ = ଵߠ] ்[ଶߠ,

Pour n = 0 :

ݔ
ଵ
(ଵ) (ݐ) = 0 ,
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ݔ
ଶ
(ଵ)(ݐ) = ,ݐଶߠ−

ଵ݌
(ଵ)(ݐ) = ,ଵߠ

݌
ଶ
(ଵ)(ݐ) = +ݐଵߠ− ,ଶߠ

Les solutions ݔ
ଵ
(ଵ) (ݐ) et ݔ

ଶ
(ଵ)(ݐ) ne satisfait pas la condition terminale ,(௙ݐ)ݔ donc une

nouvelle itération est nécessaire.

La deuxième itération donne :

ݔ
ଵ
(ଶ) (ݐ) = −

ఏమ

ଶ
²ݐ

ݔ
ଶ
(ଵ)(ݐ) = −

ఏభ

ଶ
−ଶݐ ଶߠ t ,

ଵ݌
(ଶ)(ݐ) = ଵ݌

(ଶ)(ݐ) = ,ଵߠ

݌
ଶ
(ଶ)(ݐ) = ݌

ଶ
(ଵ)(ݐ) = +ݐଵߠ− ଶߠ ,

En imposant la condition terminale, il vient

ݔ
ଵ
(ଶ) (ݐ) = −2 ଶߠ = 2 ,

ݔ
ଵ
(ଶ) (ݐ) = −2 ଶߠ + ଵߠ2 = 1 ,

Qui conduit à :

ଵߠ = −1/2 Et ଶߠ = −1

Par conséquent,

ݔ
ଵ
(ଶ) (ݐ) =

௧²

ଶ
,

ݑ (ଶ) (ݐ) = −
௧²

ଶ
−

௧

ଶ
+ 1,

݆(ଶ) =
ଵ

ଶ
∫ ቀݔ

ଵ
(ଶ) (ݐ) + ݑ (ଶ) ቁ(ݐ)

ଶ

=ݐ݀ 0.3333
ଶ

଴

De la même manière, on obtient :
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ݔ
ଵ
(ସ) (ݐ) = ݔ

ଵ
(ଷ) (ݐ) =

ఏభ

଺
ଷݐ −

ఏమ

ଶ
ଶݐ

ݔ
ଶ
(ସ) (ݐ) = ݔ

ଶ
(ଷ) (ݐ) =

ఏభ

ଶ
ଶݐ − ݐଶߠ

ଶ ,

ଵ݌
(ସ)(ݐ) = ଵ݌

(ଷ)(ݐ) = ,ଵߠ

݌
ଶ
(ସ)(ݐ) = ݌

ଶ
(ଷ)(ݐ) = +ݐଵߠ− ଶߠ ,

………….

ݔ
ଵ
(ଷ) (2) = −2 ଶߠ +

ସ

ଷ
= 2 ,

ݔ
ଶ
(ଷ) (2) = −2 ଶߠ + ଵߠ2 = 1 ,

Qui conduit à :

ଵߠ = −3/2 Et ଶߠ = −2

et

ݔ
ଵ
(ସ) (ݐ) = ݔ

ଵ
(ଷ) (ݐ) = −

௧య

ସ
+ ,²ݐ

ݑ (ସ) (ݐ) = ݑ (ଷ) (ݐ) =
௧ଷ

ସ
− ²ݐ −

ଷ௧

ଶ
+ 2,

݆(ସ) = ݆(ଷ) =
ଵ

ଶ
∫ ቀݔ

ଵ
(ଷ) (ݐ) + ݑ (ଷ) ቁ(ݐ)

ଶ

=ݐ݀ 1
ଶ

଴

La valeur du critère ne change pas, donc la commande optimale est :

ݑ ∗ (ݐ) = ݑ (ସ) (ݐ) =
௧ଷ

ସ
− ²ݐ −

ଷ௧

ଶ
+ 2,

Exemple VI.2

Cas où l’état final est libre [10] :
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Soit le problème de commande optimale suivant :

min
௨(௧)

J൫u(t)൯= −
1

2
න [xଵ

ଶ(t) + uଶ
଴,ହ

଴

ݐ݀[(ݐ)

ଵݔ̇ = (ݐ)ݑ

ଵ(0)ݔ =1

On définit l’Hamilton comme suit :

=൯(ݐ)݌,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ൫ܪ +൯(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ൫ܮ ෍ ଵݔ̇(ݐ)௜݌

௡

௜ୀ଴

(ݐ)

= −
1

2
(xଶଵ(t) + uଶ(t)) + pଵ(t)ẋଵ(t)

= −
1

2
(xଶଵ(t) + uଶ(t)) + pଵ(t) u(t)

Commande optimale

∇௨(௧)(ݐ)݌,(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ)ܪ = (ݐ)ݑ− + (ݐ)ଵ݌ = 0

⇒

(ݐ)∗ݑ = (ݐ)ଵ݌

=൯(ݐ)݌,(ݐ)∗ݑ,(ݐ)ݔ൫∗ܪ −
ଵ

ଶ
(xଶଵ(t) + pଶ(t)) + pଶ

ଵ
(t)

= −
1

2
xଶଵ(t) +

1

2
pଶ(t)

Equation d’Hamilton -Pontriaguine
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(ݐ)ଵݔ̇ =
∗ܪ߲

(ݐ)ଵ݌߲
= (ݐ)ଵ݌ ܫܸ) . 5)

(ݐ)ଵ̇݌ = −
∗ܪ߲

(ݐ)ଵݔ߲
= (ݐ)ଵݔ ܫܸ) . 6)

Solution analytique :

En dérivant l’équation (IV.6), on obtient :

(ݐ)ଵ̈݌ = (ݐ)ଵݔ̇

Et d’après (IV.5), on aura:

(ݐ)ଵ̈݌ = (ݐ)ଵ݌ ⇒ (ݐ)ଵ̈݌ − (ݐ)ଵ݌ = 0

La solution de cette équation différentielle est :

(ݐ)ଵ݌ = +௧݁ߙ ௧ି݁ߚ

Pour déterminé ݈݁ ݏ ݊ܿ݋ ݐܽݏ ݐ݁݊ ߙ ߚݐ݁ on utilise les conditions terminales.d’après (IV.6), on a

(ݐ)ଵݔ = (ݐ)ଵ̇݌ ⇒ (ݐ)ଵݔ = −௧݁ߙ ௧ି݁ߚ

En imposant les conditions terminales, il vient :

Pour t=0

ଵ(0)ݔ = −ߙ ߚ = 1

Pour t=2 (état final libre ଵቀ݌
ଵ

ଶ
ቁ= 0):

ଵቀ݌
ଵ

ଶ
ቁ= ݁ߙ

భ

మ + ି݁ߚ
భ

మ = 0

La résolution de système d’équation suivant :

−ߙ ߚ = 1
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݁ߙ
ଵ
ଶ + ି݁ߚ

ଵ
ଶ = 0

Donne

ߙ =
1

1 + ݁

ߚ =
݁

1 + ݁

Ce qui donne la commande optimale suivante :

(ݐ)∗ݑ = (ݐ)ଵ݌ =
1

1 + ݁
݁௧−

݁

1 + ݁
݁ି௧

Application de la Méthode d’itération variationnelle (VIM)

ଵݔ
(௡ାଵ)

= ଵݔ
(௡)(ݐ) + න ଵݔ̇)௫ߣ

௡
௧

଴

(ݐ) − ݐ݀(ݐ,௡݌,௡ݔ)∗ܪ∇

ଵ݌
(௡ାଵ)

= ଵ݌
(௡)(ݐ) + න ଵݔ̇)௣ߣ

௡
௧

଴

(ݐ) + ݐ݀(ݐ,௡݌,௡ݔ)∗ܪ∇

En appliquant la variation, on obtient :

δݔଵ
(௡ାଵ)

= δݔ௜
(௡)(ݐ) + δන ଵݔ̇)௫ߣ

(௡)(ݐ) −
௧

଴

ଵ݌
(௡)

ݐ݀((ݐ)

δ݌ଵ
(௡ାଵ)

= δ݌ଵ
(௡)(ݐ) + δන ଵ̇݌)௣ߣ

(௡)(ݐ) −
௧

଴

ଵݔ
(௡)

ݐ݀((ݐ)

Pour avoir :

δݔଵ
(௡ାଵ)

(t) = 0 ;

δ݌ଵ
(௡ାଵ)

(t) = 0 ;

Les conditions de stationnarité exigent :

δݔଵ
(௡ାଵ)

(ݐ) = δݔଵ
(௡)(ݐ) + δන ଵݔ̇)௫ߣ

(௡)(ݐ) −
௧

଴

ଵ݌
(௡)

=ݐ݀((ݐ) 0

δ݌ଵ
(௡ାଵ)

= δ݌ଵ
(௡)(ݐ) + δන ଵ̇݌)௣ߣ

(௡)(ݐ) −
௧

଴

ଵݔ
(௡)

=ݐ݀((ݐ) 0
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On fait une intégration par partie :

൜
1 + )௫ߣ� )߬|௦ୀ௫ = 0

)ሗ௫ߣ )߬ + )௫ߣ� )߬|௦ୀ௫ = 0
�

)௫ߣ )߬ = −1

൝
1 + )௣ߣ� )߬ห

௦ୀ௫
= 0

)ሗ௣ߣ )߬ + )௣ߣ� )߬ห
௦ୀ௫

= 0
�

)௣ߣ )߬ = −1

On le remplace dans les fonctionnelles, on obtient :

ଵݔ
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵݔ

(௡)(ݐ) − න ଵݔ̇)
(௡)(ݐ) −

௧

଴

ଵ݌
(௡)

ݐ݀((ݐ)

ଵ݌
(௡ାଵ)(ݐ) = ଵ݌

(௡)(ݐ) − න ଵ̇݌)
(௡)(ݐ) −

௧

଴

ଵݔ
(௡)

ݐ݀((ݐ)

En appliquant La première itération, on obtient :

Pour ݊ = 0 : En prenant :

ଵݔ
(଴)(ݐ) = 1 ݐ݁ ଵ݌

(଴)(ݐ) = ,ߠ

ଵݔ
(ଵ)(ݐ) = ଵݔ

(଴)(ݐ) − න ଵݔ̇)
(଴)(ݐ) −

௧

଴

ଵ݌
(଴)

ݐ݀((ݐ)

ଵ݌
(ଵ)(ݐ) = ଵ݌

(଴)(ݐ) − න ଵ̇݌)
(଴)(ݐ) −

௧

଴

ଵݔ
(଴)

ݐ݀((ݐ)

ଵ݌
(ଵ)(ݐ) = +ݐ ߠ

xଵ
(ଵ)

(ݐ) = +ݐߠ 1

Puisque =௙൯ݐ൫ݔ
ଵ

ଶ
݈݅ݐݏ݁ ݎܾ݁ ݊݋ ݅݋݀ ݏ݁݋݌݌ݑݏݐ :ݎ
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ଵ݌
(ଵ)
൬

1

2
൰= 0

On obtient :

ߠ = −
1

2

xଵ
(ଵ)

(ݐ) = −
1

2
+ݐ 1

ଵ݌
(ଵ)(ݐ) = −ݐ

1

2

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau (IV.1)

Nombre d’itérations ߠ

ଵ݌
(௡ାଵ)

(ݐ)

1 −0.5000
−ݐ

1

2

2 −0.4444
−ݐ

(2 ∗ (ଶݐ

9
−

4

9

3 −0.4630 ଷݐ

6
−

(25 ∗ (ଶݐ

108
+ −ݐ

25

54

4 −0.4619 ଷݐ

6
−

(25 ∗ (ସݐ

1299
−

(100 ∗ (ଶݐ

433
+ −ݐ

200

433

5 −0.4621 ହݐ

120
−

(667 ∗ (ସݐ

34640
+
ଷݐ

6
−

(2001 ∗ (ଶݐ

86

−
2001

4330

Tableau IV.1 :Tableau désignant l’évolution des itérations

Ainsi après 5 itérations on retrouve une solution qui converge vers la solution exacte. Les

résultats de calculs obtenus sont résumés dans le tableau ci-dessus.
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IV.4.Graphes représentant la solution exacte et la solution obtenue par la

méthode d’itération variationelle (VIM)

La figure IV.1 démontre que la solution approximée obtenue par la méthode de VIM à partir

de la 3é௠ ௘ itération coïncide avec la solution analytique. (le système devient stable après la

3é௠ ௘ itération).

Figure IV.1 : comparaison entre la solution approximée trouvée par la méthode de VIM et la

solution exacte troué analytiquement.
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IV.4 Conclusion :

Dans ce chapitre on a utilisé la méthode d’itération variationnelle pour l’identification des

conditions initiales des variables adjointes d’un problème de commande optimale. Les

variables adjointes apparaissent dans les conditions d’optimalité obtenues par le principe du

minimum. Ces conditions sont représentées d’Hamilton-Pontriaguine. L’approche étudiée

permet de déterminer les conditions initiales en résolvant un système d’équations algébriques.

Les deux exemples étudiés montrent la convergence de la méthode étudiée.
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Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans le cadre de la commande optimale des

systèmes dynamiques.

L’objectif de ce travail est de synthétiser une loi de contrôle optimale en utilisant l’équation

d’Hamilton-Pontriaguine. Etant donnée que cette équation est fortement non linéaire et

difficile à résoudre uniquement par le principe du minimum de Pontriaguine qui est un

classique de la commande optimale .En effet la difficulté vient de condition initiale, des

variables adjointes qui sont minimum ,on fait donc appel à une méthode itérative couramment

utilisé qui est la méthode d’itération variationnelle , cette méthode nous permet d’avoir une

solution approximative qui converge vers la solution exacte de l’équation Hamiltonienne et

qui nous mène à identifier les variables adjointes. .

Nous avons commencé notre travail par les notions et concepts de base relatifs à un problème

de contrôle optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique. Par la suite nous avons

présenté les méthodes de résolution d’un problème de commande optimale qui ont été

présenté à savoir le principe du minimum (Hamilton-Pontriaguine) et le principe de la

programmation dynamique de Bellman.

Dans le troisième chapitre, nous avons présentés quelques généralités des équations

différentielles ordinaires et les méthodes qui permet de les résoudre à savoir les méthodes

analytique et numérique, puis nous avons exposé le principe de la méthode des itérations

variationnelles utilisées pour la résolution de ces équations en utilisant une formule itérative.

A la fin, la méthode des itérations variationnelles a été exploitée pour l’identification des

variables adjointes pour l’obtention de la loi de commande optimale. Cette approche a été

appliquée avec succès sur les applications présentés dans notre travail.

Les résultats obtenus de cette méthode démontrent la rapidité de la convergence, et la

comparaison des résultats avec l’approche analytique a démontre la justesse de cette dernière

.En effet celle-ci a permis de confirmer les résultats obtenu analytiquement,

A ce niveau, il est très important de mentionner que la méthode présente l’intérêt principal

suivant :

 La convergence vers la solution exacte ; sinon elle fournit une solution

approximée (la solution est toujours obtenue) ;

Comme perspectives du présent travail, il est intéressant de considérer la méthode d’itération

variationnelle modifiée (MVIM) qui permet d’agrandir la zone de convergence des solutions

approximative par conséquent, les solutions obtenues à l’aide de MVIM donnent de bonnes

approximations pour un intervalle plus grand.



Bibliographie

[1] ܯ ௘௟௟௘ Berkani Samira , Mansour Farida. « Résolution d’un problème de commande

optimale par la méthode d’itération variationnelle » .Mémoire de fin d’étude de master en

automatique, Université Mouloud Mammeri de tizi - Ouzou 2010.

[2] Pierre Born, Professeur en automatique à l’école centrale de L’ille et Frédéric Rotella ,

Professeur en automatique à l’école d’ingénierie de Tarbes. « Commande Optimale ».

[3] P.Nasl. in « Théorie de la commande et conduite optimale » .Edition Dunod , Paris,

1969.

[4] Mekki Ksouri et Pierre Borne ‘‘professeur a l’école centrale de Lille’’. « Régulation

industrielle ». Edition technip Paris ,1997.

[5] Jean – Pierre Corriou. « Théorie et pratique pour l’ingénieur » . Edition la voisier Paris ,

2008 .

[6] Zellal Mohammed. « Résolution des équations différentielles par les méthodes

variationnelles et homotypiques ». Mémoire de magister en mathématique appliquée et

computationnelle. Université d’ORAN ,2013/2014.

[8] Equipe d’analyse. « Equations différentielles méthodes de résolution numérique »,

Université Pierre et Marie Curie –Paris6 ,2000/2001.

[9] D.D.Ganji, M .Nourolahi and E.Mohsani. « Application of He’s to non linear chemistry

problems», 2007.

[10] Ahmed Maidi and Jean-Pierre Courriou. « open-loop controller design Based on

variational iteration method. Applied mathematics and computation», Vol 219, ܰ଴16, pages

8632-8645, 2013.


