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Résumeé

Le principe du minimum de Pontriaguine est un classique de la commande optimale et se
trouve souvent utilisé dans la résolution des problémes de celle-ci. Cependant lors de son
utilisation aux applications ou les vecteurs adjoints sont indisponibles, son utilisation demeure
délicate, En effet ladifficulté vient de la condition initiale des variables adjointes on fait donc
appel aune méthode itérative couramment utilisé qui est la méthode d'itération variationnelle,

cette méthode nous permet d’'avoir une solution approximative qui converge vers la solution
exacte de |’ éguation Hamiltonienne et qui nous mene aidentifier les variables adjointes.
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La Nomenclature:

: Temps
> Instant initial
> Instant final

: Horizon

: Vecteur d’ état

: Etat initial

. Etat final

: Tragjectoire optimale

: Vecteur de commande

: Commande optimale

: Domaine admissible

: Contraintes instantanées
: Contraintes intégrales

: Critére de performance
: Co(t optimal

: Matrices symétriques définie positives
: Hamiltonien

: Multiplicateur de lagrange
: Vitesse angulaire

: Couple moteur

: Tension de I’induit

: Tension de la bobine

. Larésistance de I’ induit

: Prémontrés caractéristique du moteur

: contre-réaction.



. Inertie

. Intensité du courant d’induit.

s Vitesseinitiae

: Vitesse final



Introduction générale

Les études sur la commande optimale ont pour but de présenter les aspects théoriqueset
numeériques de cette discipline, ainsi que des applications dans desdomaines tres divers. La
théorie du contréle (ou commande) analyse les propriétésdes systémes commandes, ¢’ est-a-
dire des systémes dynamiques sur lesquelson peut agir au moyen d une commande (ou
controle). Le but est alorsd’ amener le systéme d’un état initial donné a un certain état final, en
respectantéventuellement certains criteres. Les systémes abordés sont multiples

systemesdifférentiels, systemes discrets, systemes avec bruit, avec retard... Leurs originessont

tres diverses : mécanique, éectricité, électronique, biologie, chimie, économie...

L’ objectif peut étre de stabiliser le systeme pour le rendre insensible acertaines perturbations
(stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimalespour un certain critére

d’ optimisation (contrdle optimal, ou commandeoptimale).

Dans les industries modernes ou la notion de rendement est prépondérantele role de
I’automaticien est de concevoir, de réaliser et d’ optimiser, tout aumoins d améliorer les
méthodes existantes. Ainsi les domaines d application sontmultiples : aérospatiale,
automobile, robotique, aéronautique, internet et lescommunications en général, mais aussi le

secteur médical, chimique, génie desprocédes, etc.

Du point de vue mathématique, un systeme de contrdle est un systémedynamique dépendant
d’ un paramétre dynamique appelé le contrdle. Pour lemodéliser, on peut avoir recours a des
equations différentielles, intégrales, fonctionnelles,aux différences finies, aux dérivées
partielles, stochastiques, etc. Pourcette raison la théorie du controle est a I’interconnexion de
nombreux domainesmathématiques. Les contréles sont des fonctions ou des paramétres,
habituellementsoumis a des contraintes.Une fois le probléme de contrdlabilité résolu, on peut
de plus vouloir passerde |’ état initial al’état final en minimisant un certain critére ; on parle
alorsd’ un probléme de contrdle optimal. La théorie moderne du contrdle optimal acommencé

dans les années 50, avec la formulation du principe du minimum de Pontriaguine.

L’ obtention de lois de commandes optimales passe souvent par la résolution des équations
d’Hamilton-Pontriaguine (principe du minimum) ou de I'éguation dHamilton-Jacobi-
Bellman (programmation dynamique). On ne saurait surestimer |'importance du principe de
minimum de Pontriaguine il est inconcevable de résoudre les équations de la commande
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optimale sans celle-ci mais cette derniére est généralement non linéaire et sa solution
analytique est souvent impossible. Pour surmonter cette difficulté, des méthodes numériques
sont utilisées mais leur usage se voit limité vu la nature des équations et le couplage existant

entre les différentes équations du probléme final arésoudre.

L’ objectif de ce travail consiste & présenter une approche pour synthétiser une loi de
contrble optimale pour un systéme dynamique donné basée sur la méthode ditération
variationnelle. Cette approche permet d'identifier les variables adjointes et de résoudre
I’ équation d’ Hamilton de maniére itérative ce qui permet d’ avoir une solution approximée
de lacommande optimale.

Ainsi, letravail réalisé est réparti en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a I'illustration de certains concepts de base relatifs a un
probléme de commande optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique et aux

méthodes contribuant a sa résolution.

Le second chapitre définit a son tour les notions mathématiques de base du principe du

minimum de Pontriaguine.

Dans le troisiéme chapitre on présente des genéralités sur les équations différentielles
ordinaires et |les méthodes de leur résolution (analytique et numérique) ainsi que le principe de
méthode d'itération variationnelle qui peut résoudre des problémes non-linéaires. Cette

derniere est utilisée par la suite pour I’identification de |’ initialisation des variables adjointes.
Le quatrieme chapitre on présente une approche pour synthétiser une loi de commande
optimale en passant par |a résolution des équations d’ Hamilton-Pontriaguine et en identifiant

les conditions initiales des variables adjointes par la méthode d’ itération variationnelle.

Ce travail setermine par une conclusion générale et des perspectives de continuite.



Chapitre I Formulation d'un probleme de commande optimale

[.1 Introduction

Les problémes de commande optimale se rencontrent dans la vie de tous les jours :
comment arriver a destination le plus rapidement possible, comment minimiser sa
consommation. Pour un systéme dynamique donné et dont les équations sont connues, le
probléme de commande optimale consiste alors a trouver la commande minimisant un critére
donné. C'est sous cette forme que la commande optimale a été étudiée dés le 19éme siecle
avec le calcul des variations. Une des grandes applications de la commande optimale a éé
I'application au lanceur Apollo dans les années 1960.

Notons néanmoins que les difficultés soulevées par ce genre de probleme sont loin d'ére
completement résolues et la commande optimal e reste donc un sujet de recherche d'actualité.

Dans ce chapitre, On présente d'abord les concepts de base d'un probleme de la
commande optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique et les différents
éléments qui le définissent. Par la suite, on expose les méthodes de résolution de celle-ci et on

termine par un exemple illustratif.

|.2 Définition de la commande optimale
Elle consiste adéterminer une commande admissible qui force le systeme a satisfaire des

contraintes physiques qui minimise (ou maximise) un critéere de performance.

| .3 Formulation mathématique d’ un probleme de commande optimale

Lathéorie de lacommande optimal e couvre toutes | es activités dynamiques ou une
performance optimale est exigée. Les systémes a commander peuvent donc étre d’ origine
diverses : mécanique, électrique, électronique, biologie, chimie, économie,... Chaque
probléme de commande nécessite une description des propriétés dynamiques du processus a
commander.

La commande optimale a été dével oppée pour guider un systéme vers un objectif de maniere
optimale. Donc, on peut décrire le probleme sous la forme mathématique de la maniére
suivante :

Décrire le modéle du systéme a commander ;
De vérifier les conditions terminales (Etats initiales et finales données) ;

De satisfaire lesdiverses contraintes imposees (les contraintes physiques) ;

A w D PE

D’ optimiser un critére de performance qui doit ére maximisé ou minimise ;
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Le probleme éant posé, saformulation est définie par les é éments décrits dans les sous-

sections suivantes.

[.3.1 Mise en éguation du systeme (Modéle du procédé)
Les systémes étudiés dans | e cas de la commande optimale sont décrits par des variables

d’ état, sous la forme suivante:

x = f(x(0),u(),t) (1.1)

Ou le vecteur d' état x(t) € R" et I’entrée de commande u(t) € R™

(n: lenombre d états et m : le nombre de commandes)

Cette équation est en général non linéaire de plus, laloi de commande doit appartenir aun

certain ensemble de commandes admissibles

u(t) € U(t) (1.2)

[.3.2 Conditionsterminales

Le systeme est soumis a des conditions terminales données par [1] :

K (X (to)t6) =0 1(x(t;).t;) =0 (13)

Les conditions terminales caractérisent alafois :
v/ I'é&at initial : c'est-a-dire|’instant oll on commence a agir sur le processus

v |'éat final : aprés action de lacommande.

Par convention, I'instant initial est noté t, et I’ état initial xo. De méme, I’instant final est
noté t, et I'état final x;.

Les conditionsinitiale et finale x et xy prises aux instants respectifs t, ett; peuvent étre
fixées ou non. C' est-a-dire que |’ état initial est toujours connu, I’ état final peut étre imposé ou

libre (‘imposé x; est connu, ‘libre’ une ou plusieurs variables d' états sont inconnus)
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[.3.3 Contraintes physiques

1.3.3.1 Contraintes instantanées

Elles caractérisent en général leslimitations physiques sur lacommande ou sur I’ état du
processus, par exemple lalimitation d’ un débit, d’ une pression ou d’ une température, ou
I’ obligation pour un avion de rester dans un « tube » de I’ espace prédéfini (couloir).

Cetype de contraintes s exprime par des inégalités de laforme [1]:
q(x(t),u(t),t) <0 ,q € R™ (1.4)

On peut également avoir des contraintes de type «égalités», comme faire varier la puissance
fournie par une centrale tout en maintenant la tension constante ou faire évoluer un train qui
doit nécessairement rester sur sesrails.

Les contraintes inégalités peuvent se ramener a des contraintes égalités en introduisant des

variables supplémentaires.

T
En effet en notant v2 = |v,2,v,%, ... v 2| il vient
q

q(x(®),u(t),t) <0 e qlx(t),ul®),t) +v2=0 (1.5)

1.3.3.2 Contraintesintégrales

Elles sont le plus souvent liées a une limitation des ressources (par exemple un réservoir
contient une quantité limitée de produit a utiliser) ou aune limitation des résultats de nos
actions : le méme réservoir ne peut pas étre rempli au-dela de sa contenance ou il yarisque de
débordement.

Ces contraintes s expriment sous laforme:
[7pGe(®),u(®), At <0; pe R™ (16)

Comme dans | e cas des contrai ntes instantanées, une contrainte inégalité peut étre remplacée

T
par une contrainte égalité. En posant w? = [le Wi, . _____quz] ,il vient :
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[T pG@©,u®),0dt <05 o [ pe(),u(®), t) + w?) dt =0 (1.7)

|.3.4 Critere de performance
Il s'agit d’ une grandeur mathématique désignée dans lalittérature techniques selon le
domaine : critére (en automatique), fonction codt (en économie), fonctionnelle (en

mathématique). Dans ce qui suit, on utilise le mot critére.

Remarquel.l:
Sur le plan pratiqueil N’ est pas facile de déterminer un critéere ; toutefois on peut toujours

seranger dans|’ une des catégories suivantes :

v/ minimiser un temps;;

v’ optimiser une amplitude ;

v" maximiser un profit ot un revenu ;

v/ minimiser une erreur ;

v/ minimiser une consommation.

Pour laformulation des contraintes, il faut noter leur diversité lors de lacommande d' un
processus : soit sur le temps de simulation, sur lavaleur de lacommande, sur I’ état du
systeme, ...

On peut citer :
v' tempsfina fixe: T est donné;
v' tempsfina libre;
v éatinitial fixe;
v' contrainte sur I’ état X (T)
v/ contrainte sur lacommande U. Par exemple: -1 < U(t) <1

|.4 principaux criteres d’ optimisation

L’intérét de la commande optimale découle de la nature méme de sa définition : optimiser
un critére de notre choix, tout en satisfaisant des conditions de fonctionnement données et des

contraintes imposées.
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Les principaux critéres utilisés sont le temps minimum, les criteres quadratiques et les criteres
de type consommation.

v' Les utilisations principales du critére temps minimum sont les problémes de sécurité
et laminimisation des colts liés ala durée ; les applications principales se rencontrent
dans les domaines de la production continue, de I’espace, de la défense et de la
médecine.

v La mise en ccuvre de criteres quadratiques intervient dans les problémes de
minimisation de I’ énergie, de stabilisation et de suivi de trgectoire ; elle concerne
essentiellement les problemes de régulation et d’ asservissement en général, ainsi que
les processus mettant en ceuvre des énergies importantes. L’intérét apparait a la fois
au niveau de laqualité, de lasécurité.

v L'utilisation de critéres de type consommation concerne surtout les processus de
production continue, dont on veut diminuer les colts de fonctionnement, et les
processus autonomes a ressources limitées dont on désire accroitre la durée de

fonctionnement

I.4.1 Commande en temps minimal

L’ objectif est de conduire le systeme d' un état initial (x,) al’ état final (x;) en minimisant
le temps.
Il est rencontré par exemple dans les problemes de sécurité ou de fabrication. Le critere

utilisé s écrit alors :
J= ffof 1dt (1.8)

|.4.2 Commandeterminale

Il s'agit dans ce cas de minimiser a I'instant final t; une certaine fonction des variables

d’ éat. Onadonc :
J = [x(ty) — x2(tp)]" Blx(tr) — x(tp)] (1.9

B=BT >0
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On peut citer I’ exemple d’ un avion qui doit se positionner sur la piste d' atterrissage

|.4.3 Commande a énergie minimale

Dans ce cas |’ objectif et de minimiser I’ effort de commande en conduisant le systéme d'un
état initial (x,) al’état final (xf).

Mathématiquement, on a
J = Jlu@OFRu(dt (110
avec
R=RT>0
Pour un systéme monovariable il vient :

J = [ u@®)?de; R=1 (1.12)

|.4.4 Commande a consommation minimale

Le probleme est de trouver, lorsgu’ elle existe, la commande permettant de faire évoluer le
systeme del’ état x, al’instant ¢, al’état x, al’instant ¢, fixé, en minimisant le critére

ftf [z :81' |ul(t)|] dt ) ﬂl‘ >0 (1 12)

0

Ou B; est un coefficient de pondération constant.

Pour un systéme monovariable, il vient
J=[Ju@lde 5 p=1 (1.13)

|.4.5 Poursuite

Il s agit de maintenir I'état x(t) trés proche de I’état désiré x(t) dans I'intervalle de

temps [¢o, ¢, | Le critére correspondant est :
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J = [ Tx(@® = x4 (©17QIx(®) - x*(D)] dt (1.14)
Avec :

Q=07 20

|.4.6 Régulation

C'est un cas particulier de la poursuite, dans ce cason ax?(t) = 0 avect€ [to,t7 ] .Le

critére est donnée comme suit :

J = [ Ix®17Qlx(®)] dt (1.15)
Avec
Q=0Q"20

Remarquel .2

A partir de ces criteres de base, on peut former d autres criteres selon les objectifs

désirés par exemple :

v Poursuite + commande a énergie minimale

tr

] = f 7 1x(®) = 24O QLx() — x4(6)] dt + f (IR u(t)dt

0 to
v Poursuite + commande a énergie minimale + commande terminale

] = tf[x(t) —x4(®)]"Q[x(t) — x4(8)] dt

to

+ j;tf[u(t)]TR u(t)dt + j;tf[x(tf) — x4 (tf)]TB[X(tf) — x4 (tf)] dt

0
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|.6 Méthodes de résolution
Il existe deux grandes classes de méthodes de résolution de probléme de commande

optimale :

1. Laprogrammation dynamique de Bellman

2. leprincipe du minimum de Pontriaguine

Ces deux méthodes sont des extensions des méthodes variationnelles classiques.

[.6.1 programmation dynamique

La programmation dynamique repose sur le principe de Bellman, ¢’ est I’ une des méthodes
utilisées pour calculer laloi de commande optimale en faisant des calculs simple.

Sous saforme discréete ; la solution est obtenue en utilisant une équation fonctionnelle tandis
gue sous saforme continue, il conduit al’ équation Hamilton-Jacobi et au principe du

minimum (maximum) de Pontriaguine.

Le principe d’ optimalité de Bellman est énoncé comme suit :<< Si C est un point
intermédiaire de latrgjectoire optimale allant de I’ état A al’ état B, la portion terminale CB de
cette trgjectoire constitue latrgjectoire optimale reliant I état intermédiaire C al’ état final B

(figurel.1) >>

A

Figurel.l: Trajectoire optimale —principe de Bellman
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[.6.2 Principe du minimum de Pontriaguine

Soit le systéme dynamique suivant :

x(6) = f(x(@®),u(®),t) (1.16)

avec le critére de performance suivant :
J = 1o(to, X, Xp, Xp) + ftff Q(x(1), u(o), dt (1.17)

Soitu(t), ty < t < tr, une commande admissible du probléme (I .16) et (1 .17), et x(¢) la
trajectoire correspondante @ u(t) .
Pour que la commande u(t) et la trgectoire x(t) soient optimales, il est nécessaire
d’introduire p(t) appelé le vecteur des variable adjointes et de I’intégrer dans le critére et de

définir lanouvelle partie intégrale du critere comme suit :

H(x,u,p,t) = Q(to,xo,xf,xf) + pT f(x(t), u(t), t) (1.18)

Le principe du minimum de Pontriaguine énonce que la trgjectoire optimale minimise le

Hamiltonien du systéme
*=min,H (1.19)

Cette équation constitue I’ expression du principe du minimum, généralement connu sous le
nom de principe du maximum de Pontriaguine .Il est d’ailleurs facile de transformer le

minimum en maximum en changeant le signe de I’ Hamiltonien (1.18).

Remarquel.3
Deux cas sont possibles en ce qui concerne la recherche du minimum de I’ Hamiltonien

a) le domaine U des vecteurs de commandes admissibles contient un ou plusieurs
minimums au sens mathématique du terme, ¢’ est-a-dire tel que le gradient V,H de

H par rapport au soit nul et que son jacobien soit défini positif

11
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b) Dans le cas contraire, il convient d’ explorer la frontiere du domaine U pour

découvrir le minimum de H.

En faisant appel au calcul des variations, on définit un certain nombre d’équations
permettant de résoudre le probléme de commande optimale. Ces équations correspondent aux
équations canoniques de Hamilton qui régissent les dynamiques de |’ état et de |’ €tat adjoint, et

sont données par :

Pour I’ état :
H =2=% (1.21)

Pour |’ état adjoint :

H,=%=_p (1.22)

La solution de ces équations avec les conditions aux limites convenables, fournit laloi de

commande optimale.

|.7.Exemple illustratif :
Afin d utiliser toutes | es étapes de la formul ation mathématique d’un probléme de

commande optimale, citées auparavant, considérons I’ exemple suivant

Soit un ward-léonard (Figure 1.2) constitué d une génératrice a courant continu G,
entrainée a vitesse constante Q,, , qui alimente un moteur a courant continu M.
Le moteur entraine une charge constituée en premiére approximation par une inertie pure
J.L’inductance du moteur est alimenté sous une tension constante, et on négligera la réaction

d'induit.

12
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()
L.r @ '

(W/lr ﬁ'|

I

]

\"

Figurel.2 ward-Leonard (moteur & courant continue indépendant)

On rappelle les éguations regissant le fonctionnement du moteur et tenant compte des
hypotheses simplificatrices :
e Equation éectrique : v,, =R,,i+€; avec R,,, larésistance de I’induit, et € sa contre-
réaction.
e Equation mécanique : J% = C, ,o0uC(, estlecouple moteur développé par la
machine.
e | :intensité du courant d’induit.
e K : prémontrés caractéristique du moteur.
On suppose en premier opération que :

V=R i 46 o (D)
aQ
RN )
&=kQ

C,=Ki

Equation électrique : v,,=R,,i +€

Devient : v,,,=R,,i +kQ

Cpy, =Ki
avec
. G ],dQ
T
L’ équation éectrique devient :
Ry xJ)dQ
Um = TE + kQ

13
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La commande

vy () =V

1. Lemodée mathématique du systeme est :

Q+< K? )Q_vmx(l()
(R XD )" RmX]))

Sous forme d’ état :
K2 K

Q=R T Ry X Um

2. Conditioninitiales :
Dans ce cas seul les conditions initiales sont imposées :
Q,=0
Les contraintes :
0< v, < 220v
Q< 20007rd/s

3. Lecritéreimposé:

e poursuite + commande & énergie minimale
tf tf
J=] [Q-Qqf Q[Qr_Q] dt + f [Vn]T RV, dt

to to

Q) =10

| .8 Conclusion

Nous avons discuté dans ce chapitre de la commande optimale de maniére générale. En effet
on amis en évidence la démarche a suivre pour la formulation du probléme, de commande et
les deux grandes méthodes utilisées pour la résolution du probléme a savoir le principe de

Bellman et le principe du minimum de Pontriaguine

Le chapitre suivant présentera de maniere détaillé le principe du minimum de

Pontriaguine.
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Chapitre 11 Principe du minimum de Pontriaguine

1.1 Introduction

Il existe deux grandes méthodes de résolution de probléme de commande optimale :

v Le principe de minimum de Pontriaguine

v Laprogrammation dynamique de Bellman.
Ces deux méthodes sont des extensions des méthodes variationnelles classiques.

Dans ce chapitre, on Sintéresse au principe du minimum énoncé par Pontriaguine en
1956, qui généralise les équations d' Hamilton- Pontriaguine et sa résolution par les méthodes

des caractéristiques.

[1.2 Principe du minimum de Pontriaguine

La résolution du probléme de commande optimale nécessite la résolution préalable d’un

probléme de maximum auxiliaire (d’ ou le terme principe de maximum (minimum)).
On considére toujours le probleme énonceé dans (1.16)

Etant donnée un systeme décrit par I’ équation d’ état
x=f(x,ut), u € U(t) (1.2)

Il S agit de minimaliser lafonction de colt

T
J =f0q(x,u,t)dt (11.2)

Cependant en vertu du principe d’ optimalité, nous devons avoir

min,, [ qdt 0<t<T (11.3)
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En désignant par T un instant intermédiaire quelconque, nous prendrons donc comme

fonction de co(t

] = fTTq (x.u.t)dt (11.4)
Et noterons le colt minimal comme suit

J*(X,r)=min, ] (11.5)

On a, en particulier quelque soit x :
J'(x.T)=0 , Vx (11.6)

Lorsgque le principe d’ optimalité est appliqué a un processus séquentiel pour lequel les
étapes successives ont des durées infiniment courtes. Nous obtiendrons une équation aux
dérivées partielles de Hamilton-Jacobi, dont la résolution au moyen de la méthode des
caractéristiques nous conduira aux equations de Hamilon-pontriaguine. Ces dernieres,
assorties de conditions aux limites, permettent de déterminer la loi de commande optimale,
soit seulement en fonction du temps (commande en boucle ouverte) soit en fonction du temps

restant et de I’ état actuel (commande en boucle fermée).

11.3. Equation de Hamilton-Jacobi

Considérons les deux intervalles de temps définis par lestroisinstants 7, (t + dt) et T. En

vertu du principe de d' optimalité, nous devons avoir :
J (x,t) = miny[q(x,u,t)dt + J*(x + dx, T + d71)] (1.7)

= min[q(x,u,7)d7 +]"(x,7) + dJ’]

Le second terme du crochet, qui ne dépend pas de u peut étre extrait du crochet.

Il nous reste ainsi en divisant par dr :
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0 =min,(q+ c;];). (11.8)
Soit encore
)" ~o9)" 0
o oXi
0= m&n(q + pm + ' 1axi R (I.9)
1=

Posant alors :

aJ* aJ*

Les dérivées partielles p; sont appel ées variables adjointes et constituent les composantes
du vecteur adjoint p .qui N’ est pas autre chose que le gradient de J* par rapport au vecteur
d état :
p=VyJ" (1.11)

Ladérivée partielles p, ne dépend pas de u et peut donc étre extraite de la quantité a

minimiser, il vient aing :

min(q + Xizopi%i) + Po =0 (11.12)

Suis encore :

min, (g+pTx)+ py=0 = (11.13)

Cette équation aux dérivées partielles est appelée éguation de Hamilton —Jacobi On peut
encore simplifier |’ écriture en définissant, par analogie avec la fonction Hamiltonienne de la
mécanique anal ytique, la fonction appelée Hamiltonien ou fonction de Pontriaguine suivante :

17
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H=q+p'x> (11.14)

Cet Hamiltonien est fonction de x, p et u, et éventuellement de .

L’ équation de Hamilton-Jacobi est alors équivalente aux deux équations suivantes :

H* = min, H (11.15)

H* + py=0 (11.16)

11.3.1 Exemplell.1
Considérons |e double intégrateur décrit par [3] :
.x":l:xz ) )'CZZU

Prenons comme fonction de co(t
J=[ (2 +au?)dt, a>0 (11.17)
En I’ absence de contrainte sur u , | "Hamiltonien s’ écrit comme suit

H=q+pix; + p2x;

= x? + au® + pyx, + pou

Il est minimale pour :

0H
u = 2pu+p, =0 (11.18)

On vérifie en effet que la dérivée seconde est positive. La commande optimale est  obtenu en

résolvant |’ équation (11.18) ce qui donne :

w o= (11.19)

2a

18
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Apres la résolution de I’ équation de Hamilton —Jacobi, I’ Hamiltonien minimal s écrit :

2
H*=x? + pyx, — Z—; (11.20)

Cas d une commande en temps minimal :

Considérons le méme systeme avec le critére suivant :
J= fTT 1dt
Ce probléme n’a de sens qu’ en présence d’ une contrainte telle que :

lul| <M

L’Hamiltonien s écrit comme suit :

H=1+px; +pu
OH
au - pz

Dans ce cas lacommande est sur lafrontiére. Elle est donnée pas :

u* = —(signep, ) M

On voit que, dans ce cas, lacommande optimal e est une commande par plus ou moins. Qui
pourra étre matérialisé au moyen d’un relais.

I1.4 Résolution de I’ équation de Hamilton Jacobi par la méthode des
caractéristiques
11.4.1 Rappel sur la méthode des caractéristiques

Soit I’ éguation aux dérivées partielles[3] :

F(y,x;,y)) =0 (11.22)
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Avec

p; = 0y/0x; avec i=0,12,.....n (11.22)

On démontre quey, x; €t p; satisfont le systeme différentiel ordinaire suivant :

dx; dy —dp;

OF = . OF T OF - OF 23)
ap; i=0Pi Tgp;  9x " Pt By
11.4.2 Equations de Hamilton-Pontriaguine
Danslecasdel’Equation (11.16), nous avons :
x0=T ’ y:]* ) F:H*+p0
On voit immeédiatement que :
oF =0 oF =1 I1.24
dy ' 0P, (I1.24)
Explicitonsalorsx, =t et p, :
_dx;  —dp; dy
di=—p = — = F (11.25)

— — n  —
op; ox; Po+ Xj=oPj ap;

Pour calculer les dérivées partielles F /ox; et dF /dp; , il convient de considérer H*

comme une fonction de x, p et u*
H* =Hx,u",p,t) (11.26)

Nous avonsaors:
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m
OF _ OH" OH" o’

O_xi Oxl- = au*] Oxi
(1.27)
m
oF  OH" N OH™ ou”;
dop;  Op; L. du*; dp
j=1
Montrons que les deux sommes sont nulles. En effet, de deux choses|’une :
a) Siu*estal’intérieur dudomaine U, on a, pour tout j :
dH™/ou*; = 0. (11.28)

b) S u* estsurlafrontierede U, elle est constante ou fonction seulement du temps, de

sorte que :
du*lo%; = du*lop; =0 (11.29)

Dans les deux cas, les sommes figurant dans les dériveées partielles écrites plus haut sont

nulles, et I’ on peut écrire en particulier :

_oH , OH"

{, = , = — I1.30
xl apl pl axi ( )
Soit encore, d’ une manieére plus condensée :
x =V, H : p=-V, H (11.31)

Ces équations constituent |es équations de Hamilton-Pontriaguine. Leur solution, avec des

conditions aux limites convenables, fournira laloi de commande optimale. Il est évident que

*

lapremiére n’est pas autre chose que |’ éguation d' état avecu = u™.

x = f(x,u't)

Le systemes (11.25) nous fournit encore les deux équations suivantes appel ées éguations

complémentaires :
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m
. om OH"
P=""c ~ Loy

=1

]_

*

u

(1.32)
n
2 N Z oH"
= Po Pjo—
=
11.4.3 Exemplell.2
Pour le systéme suivant :
X1 =X X, =uU
Avec le critéere
] =[x + au?dt (11.33)
Nous avons trouvé plus haut que
2
H* =x? +p, xz—Z—z,etu*z—pz/Za (11.34)
D’ ou les équations de Hamilton-Pontriaguine suivantes :
)'Cl = xz, )'Cz = _pz/za:u* (”35)
P1=—2X1, P2=-D1 (11.36)
Et les éguations complémentaires sont :
Do =0, (11.37)
J"=po + p1x, — 03 /20 (11.38)
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[1.3.3 Conditions aux limites

Le systeme différentiel de Hamilton -Pontriaguine est d’ordre 2n (n est |’ordre du
systeme). Les 2n conditions aux limites nécessaires a sa résolution se partagent entre |’ instant
initial et I instant final.

1-Etat initial :
Deux cas doivent étre distingues :
a) Dans un probleme de commande en chaine ouverte, on connait naturellement |’ état

initial x(0).

b) Dans un probléme de commande en boucle fermée, on connait I’ éat courant atout
instant x(t),0 <t < T, quel’ on suppose donc mesurable directement ou

indirectement.

2-Etat final :

Nous avonsvu gu’al’instant final :

J'[x(T),T] =0

Quel que soit I’ éat final x(T).on adonc pour t=T :

>l dx =0 (11.39)
Soit
2pidx; =0 (11.40)

.Deux cas sont alors a distinguer :

v Etat final imposé: dx; = 0, de sorte que |’ équation(11.40) est satisfaite.
v Etat final libre : pour satisfaire I’ équation (11.40), on doit avoir :

pi(t) =0 Soit p(T)=0.
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté |e principe de minimum de Pontriaguine. Le principe
du minimum consiste a résoudre un certain ensemble d’' équations différentielles constituant

les conditions d’ optimalité.

Dans le chapitre suivant, on y trouve les définitions de quel ques méthodes de résol ution des
équations différentielles ordinaires et on présente laméthode d’ itération variationnelle
permettant de résoudre itérativement une équation différentielle. Cette méthode sera exploitée

par la suite pour I’ identification des variables adjointes.
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Chapitre III La méthode d’itération variationnelle

[11.1 Introduction

Laméthode d'itération Variationnelle (VIM) a été dével oppée par |e mathématicien chinois
Ji-Huan He au début des années 1990. Cette méthode a été utilisée par beaucoup de
chercheurs dans une variété de champs scientifiques et peut résoudre les problémes non
linéaires. Elle a été proposée la premiéres fois pour résoudre des problémes en mécanique
quantique. La méthode est basée sur la détermination du multiplicateur de Lagrange de fagon

optimale par I’ intermédiaire de la théorie de calcul de variations.

Le but de ce chapitre est de présenter |a méthode des itérations variationnelle et

I’ utilisation de cette derniére pour la résolution des équations différentielles ordinaires.

[11.2 Equationsdifférentielles ordinaires (EDOs)

Une équation différentielle, en mathématique, est une relation entre une ou plusieurs
fonctions inconnues et leurs dérivées. L’ ordre d’ une équation différentielle correspond au

degré maximal de différenciation augquel une des fonctions inconnues a été soumise

Les équations différentielles sont utilisées pour construire des modél es mathématiques de
phénomenes physiques, biologiques, etc. Par conséquent, les équations différentielles
représentent un vaste champ d’ éude, aussi bien en mathématique pures qu’ en mathématiques
appliquées.

[11.2.2 Définition des équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire, également noté EDO, D’ ordre n est une relation entre

une fonction inconnu (solution recherché) y(t) et ses dérivées y',y", ...,y™ donnéepar :

Fit,y,y, ..., y™) =0 (111.2)
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Ou F ' est pas indépendant de sa dérniére variable y™ .On prendrat dans un intervalle | de R

(I peut étre R tout entier ) et y une fonction det ¢’ est-a-dire
telCIR

Lareésolution de cette équation permet de déterminer lafonction continue y(t) qui vérifie

I’ éguation différentielle ordinaire .

Un bon exemple de |’ équation différentielle ordinaire reste |a Relation Fondamental e de
la Dynamique, permettant de définir la position, la vitesse et I'accél ération d'un corps solide
indéformable dans un systeme Newtonien .cette équation est donnée comme suit :

d(m.v) 5
“Eoe 2F
Ou
m: Masse
v: Vitesse

F: Force

[11.3 Résolution numérique des équations différentielles ordinaires

Il existe plusieurs méthodes pour larésolution des équations différentielles : les méthodes
analytiques et |es méthodes numériques.

[11.3.1 Méthode analytique

Cette méthode est possible que pour certaines EDOs ayant une forme particuliere. Par
exemple, les équations différentielles du premier ordre ou de second ordre linéaires. La
résolution consiste a faire des manipul ations mathématiques suivis des intégrations ordinaires

ou par partie.
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Exemplelll.1
a) soit I’ équation différentielle du premier ordre —2y +y =0
y =2y

v _,
y

fzdt=f2dt
y

Iny(t) =2t+c
y(t) — p2t+C — o2t
Exemplelll.2
Cas des équations différentielles du deuxiéme ordre sans second membre
Soit I’ équation différentielle de second ordre suivant :
ay+by+cy=20
Son équation caractéristique  ay?+by +c=0 (I11.2) A= b?—4ac
*s A=0 donc (I11.2) admet une seule solution y
Donc I’ensemble des solutions est delaforme f(x) = (ax + b)e?* aelR et EIR
*s A > 0 (111.2) admet deux solutionsy; et y, donc |I’ensemble des solutions est
de laforme f(x) = ae”™ + BeYx (a; B) EIR? :

*si A<O (111.2) admet deux solutionscomplexey; = a +iff ey, = a —if

Donc I’ équation admet pour ensemble de solution de laforme f(x) = e®* (AcosB, +

Bsinf,)
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Exemple 1.3

Soit I’équation différentidlle y + 4 v + 4y = 0. L’équation caractéristiqueest n?> + 4n + 4 = 0 &
n=2

Dol f(x) = (ax + B)e**

Soit I’ éguation différentielle suivante :

2)y+4y=5e*+ 4x+4

L’ équation caractéristique 7j + 4 = 0 admet deux solutions complexes

Ny =2i etn, = —2i

Donc f(x) = Acos2x + Bsin2x

Cherchons une solution particuliére f,(x) = Ae* + Bx + ¢ donc f,(x) = Ae* + B
fo(x) = Ae* Donc fy(x) +4fy(x) = 5e* + 4x + 4

& Ae* + B + 4e* + 4Bx + 4c = 5e* + 4x + 4 donne

A=1;B=letc=0

D'ou f(x) = (A cos2x + Bsin2x) + e* + 1

Les méthodes anal ytique ne sont pas suffisantes pour résoudre |les problémes d’ équations

différentielles et ne sont possibles que dans un nombre de cas trés restreints.

Larésolution de laplupart des équations différentielles requiert donc I’ utilisation des
méthodes numérigques. Ces méthodes peuvent étre appliquées ala résolution de la plupart des

équations différentielles, parmi ces méthodes on citera quelques une dans ce qui suit.

[11.3.2 Méthodes Numériques

[11.3.2.1 Méthoded Euler
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En mathématiques, la méthode d'Euler, du mathématicien Leonhard Euler (1707-1783), est
une procédure numérique pour résoudre par approximation des équations différentielles du
premier ordre munie d’ une condition initiale. C'est la plus ancienne et la plus simple des
méthodes de résol ution numeérique des équations différentielles ordinaires . Toutefois, €lle est

relativement peu utilisée en raison de safaible précision.

Larésolution du probléme de Cauchy suivant :

y=f(ty)
1.3
{Y(to) = Yo (1h-3)
Conduit au schéma suivant :
ti+1 - ti + h
1.4
{Yi+1 = yi+ hf(t,yi) (I-4)

En pratique, laméthode d’ Euler n’est pas utilisée car elle n’ offre pas une précision
suffisante. Cette méthode est convergente de 1% ordre car I’ erreur de consistance (de
troncature ou de discrétisation .Est la différence entre la valeur discrétisée et la valeur exacte)

vaut :

ly(t) — yil = 5 h? f'(c,y; ), Avec  C€ [ty 1] (111.5)

Mais cette méthode dite explicite est souvent instable ¢’ est le cas si lafonction est linéaire,

par exemple :

y =f(t,y) = —ay Avec &> 0

Le schémad Euler est :

Yi+1= Yi-ahy; =(1—ah)y;
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Estinstabledesque h > % , car dans ce cas y; tend vers|’infini lorsque i tend vers |’ infini.

[11.3.2.2 Méthode de Rung-Kutta

Carl Runge (1856-1927) et Martin Kutta (1867-1944) ont propose de résoudre le probleme

de Cauchy suivant [5] :

{5’ =fty)
y(to) = Yo

Nous allons nous intéressé dans ce chapitre a la méthode de Runge-K utta uniquement
d ordre 4.

Algorithme de Runge-Kuttad ordre 4

i. Etant donné un pas de temps h , une condition initiae (t,,y,) € un nombre
maximal d’itérations N
ii. Pour0 <i<N:
Ki= hf (t,y:)
k1

Koe hf(t; +5, Y +2
Ks- hf(t; + %:3’1' +%
Ky= hf(t; + h,y;i + k3)
Yi+1 = Vi +% (ky + 2ky + 2k3 + ky)
tii=t;+h

Ecriret; 1 et ¥isq1

iii. L’itération seterminequand i +1 = N .
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Remarquelll.1

La méthode de Runge-Kutta d’ ordre 4 est trés fréquemment utilisée car elle nous permet
d’ obtenir des résultats d’ une grande précision. En fait plus |’ ordre d’ une méthode est élevée,

plus elle devient plus précise.

[11.4 Description de la méthode d’itération variationnelle (VIM)

Dans cette partie, on présente les diff érentes étapes a suivre pour illustrer les concepts de
base de laméthode de VIM.

Considérons I’ éequation différentielle suivante :

L(y) + N(y) =g (111.6)

Ou L est un opérateur Linéaire, N est un opérateur non linéaire et g(t) est une fonction
connue.

Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative
variationnelle suivante : [6]

Va1 (8) = () + fy AD{ Ly(D) + N3, (1) — g(D)}dx, (11.7)

Avec 1 est le multiplicateur général de Lagrange I’indice n représente lante™e
approximation.
¥, (T) est considéré comme une variation restreinte ¢’ est-a-dire 67, () = 0 afin

d’ identifier approximativement |le multiplicateur de Lagrange.

Aing, lavariation de (111.7) est

Va1 (D) = 8yp (D) + & [, AD{Lyn(2) + N3 (1) — g(D)}dr. (111.8)

Etant donné que le terme non linéairey,, est considéré comme une variation restreinte

69, (t) = 0, dors I’équation (111.8) devient
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8yne1(8) = Syn(t) + 6 f; AD{Lyn () — g(2)} dr (111.9)
Les itérations sont exécutées jusgu’ a ce qu’ on atteint la convergence
yn+1(t) ~ yn(t)

Cette extréme condition sur §y,,,1(t) exige que

8Yns1(t) = 8yn(t) + 8 f; A {Lyn(1) — g(1)}dr = 0 (111.10)

En générale le multiplicateur de Lagrange peut étre aisément identifié en utilisant les
conditions stationnaires de I’ équation précédente et cela apres |’ intégration par partie.

e Danslecasd une équation de premier et second ordre, I’intégration donne

J Ay (@)dr = A(D)y, (1) = [ A (Dyn(r)dr
(111.11)
JA(Dy" (@dt = 2Dy (1) = [V (Dyp(DdT + [ 1" (D)y, (D)dT

Unefoisle multiplicateur de Lagrange est identifié, on choisit une fonction sélective y,(t)

gu’ on remplace dans lafonctionnélle (111.7) pour pouvoir calculer par la suite Les itérations

SUCCESSIVES Y41 (t) pour n = 0

[11.5 Application de VIM pour les Equations différentielles ordinaires
[11.5.1 Exempleillustratif 1

Considérons I’ éguation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 suivante [6] :

y' +p(@)y =q()

y(0) =

La correction fonctionnelle selon VIM de cette équation donne :

32



Chapitre III La méthode d’itération variationnelle

Ynr1 (£) = yn () +f 2@y, @ +p®F, (1) —q() ] dr (111.12)

Ou A est le multiplicateur de Lagrange qui dans cette méthode peut étre une constante ou une

fonction. 3, () est unevaleur restreinted’ ou 6%, () =0.

En considérant la variation des deux cotés de (111.12), on obtient

8yn+1 () = 8y, (1) + 5[ A@y', @ +p®)F, (1) —q(t) ] dr
0

Comme &8y, (t) = 0 et 5q(r) =0, dors

8Yns1(t) = Syn(t) + 8 fo A Pn(Ddt

En intégrant, il vient :

t
5Yns1(6) = 8y (t) + SAyn(t) — 8 f Iy,
0

Qui est équivalente a

Vi1 = 611 + Arey) Yo — 6 [, 2 yn(Ddr, (111.13)

Lastationnarité d'un y,, ., exigeque d8y,,, = 0. Celaveut dire que le coté gauche de
(111.13) est égal &0,

En conséguence le coté droit devrait étre aussi 0. Cela donne les conditions de stationnarité:

{1 + A= =0 (111.14)

Ale=x =0

Qui donne 4 = —1. Substituant cette valeur du multiplicateur de Lagrange dans (111.12) on

obtient laformule itérative suivante :
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Va1 O = 0 O + [y, © +pOF () — q(@) ] dr (111.15)

Etant donné y(0) = a, nous pouvons prendre la premiere approximation de y, = a . Nous

obtenons | es approximations successive suivantes :
Yot) =a.

»1(®) =y® = ][y @ +p®yo (@) —q®) ] dr.
Y20 =y (®) = [[[y', @ +p®Oy: @) —q(t) | dr

y3(t) = y,()— < [y’2 (@) +p®y, (r) —q(b) ] dt

Vrs1(®) =y (@) = [y', @ +p®y, ) —q(@) | dr

Considérons p(7) = —1,q(t) = e* ,x=0etA= —1 etauss y,=0.
Alors nous avons | es approximations successives suivantes :

Yo(t) =0.

1® =yo® = [y, @ +y (@) —et |dr=ef 1.

y2(t) = y1(t) — fot[y'1 @+y(@)—et |dr=2et -t -2

y3(t) = y,(t) — fot[y’z D +y, (D) —e' |dr=3e" - 2t—§ t? -3

Y =y, (®) = [[[y'y @ +ys () —et Jdr=4et —3t— t2 -2 13-4

Par I’ utilisation de développement de Taylor de et au voisinage de zéro, la solution exacte de
I’ équation peut étre obtenue a partir des solutions approximées y, (t), y; (t), y,(t), ... comme

suit :
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}’(t)=(et—1)+(2et—t—2)+(3et—2t_%_3>+...

— 1 2 1 3 1 4
—t(1+t+zt +§t +Zt +)

Ce qui donne
y(t) = tet

On remarque que laVIM permet de déterminer |a solution exacte pour cette exemple.

[11.5.2 Exempleillustratif (2)
Soit I’EDO du premier ordre non linéaire suivante [1] :
y+y*=1
y(0) =0

Lafonctionnelle de correction de I’ équation différentielle est

Yn+1(8) = yu(t) + fo A0 (P (D) + 72, (1) — 1)dr

Ou ¥ est une variable restreinte avec 6y, = 0.

= 8yny1(6) = Syn(t) +8 f A Gn(@) — Ddz
0

La condition de stationnarité de y,,,; exige

8Yns1() = 8yn(8) + [ SA) G () — Db =O.
Apres|’intégration par partie, on obtient |es conditions de stationnarités suivantes

1+ A(0)]s=x =0
{ A1) =0

La résolution de ces conditions donne
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A(r) = -1

En introduisant la valeur de A(t) dans lafonctionnelle de correction, on obtient laformule

[térative suivante :

t
Yrr(6) = Y (t) — j G + 2 — 1)dz = 0
0

En prenant comme solution de départ la condition initiale
Yo(t) =y(0) =0
L es approximations consécutives de la solution sont obtenues comme suit
te,
Y1) = 0= [[(Fo(®) +y*, (1) = 1)dr =t

n(@® =t~ [(5:@ +y*,@ ~ 1)dr =t =3 °

1

1 try, 1 2
ys®) =t =32 = [[(5.(D +y*,(D —D)dr =t — 2 t3 + —t°> = —t7

1 2 1 tr, 1 2
Va®) =t =2+ =65 — =17 = [[{(F3(1) +y%, (1) = 1)dr = t—St3+=t° -

15 15

) =t 11:3+2t5 11:7+ 6 t? +
Ynlt) = 3" T15° T83° T 2835

Par conséquent la solution exacte est

y(O)=lim, .o y, (¢£)=tanh (£)

[11.6 Illustration graphique de la convergence de VIM

1

—t7

63

Nous avons utilisé le logiciel MATLAB afin de comparer entre lestrois (03) méthodes

proposées dans ce chapitre et dans le but de montrer les capacités de laméthode d’itération

variationnelle.
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[11.6.1 Graphes représentant la méthode numérigue et la méthode analytique

Lafigure I11.1 donne les deux solutions obtenue analytiquement et numériquement en utilisant
laméthode de Rung_kutta. On remargue que la méthode de Ring_Kutta détermine la solution

avec unetrés grande précision.

numeérique
””” ] analytique [
: I I
| I I
T e e e [ [ 1
| | |
I I I
***** 4-—-———"—="-"—"—"—"—"—|-"———— —
I I I
| | |
| | |
L 77777777777777777777777777777777777777{ 777777 : 777777 : 77777 —
—_ I I I
q\_ﬁ, I I I
X 0Bl b S - (O 4
m I I I
© | | |
S o l___ |
| | |
| | |
I I I
7777 B e e e |
I I I
| | |
| | |
,,,,, [ |
I I I
| | |
| | |
77777 L e |
I I I
I I I
e E s e e
7 8 9 10

Figurelll.l: Comparaison entre la solution analytique et la solution numérique

[11.6.2 Graphes représentant la méthode exacte et la méthode d’itération
variationelle (VIM)

Dans cetest, on va calculer lasolution avec VIM puis comparer avec la solution anaytique .

A chaque itération, on représente les deux solutions.
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Figurelll.2 : Comparaison entre la solution approximée trouvée par laméthode de VIM et la

solution exacte trouvée anal ytiquement

Lafigure I11.2 démontre que la solution approximeée trouvée par laméthode d’itération
variationnelle (VIM) ala 5¢™¢ itération correspond avec celle trouvée anal ytiquement.
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[11.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des généralités sur les équations différentielles ordinaires
(EDO). Nous avons expose par |a suite le principe de la méthode d' itérations variationnelle,

utilisée pour larésolution de ces éguations en utilisant des formules itératives.

Le principe de cette méthode de résolution consiste a écrire une formule itérative, appelée
fonctionnelle de correction, qui permet de calculer des solutions approximatives de la solution
del’ équation différentielle. Cette méthode introduit un multiplicateur de Lagrange qui doit

étreidentifié en écrivant les conditions de stationnarité de la fonctionnelle.

Laméthode d'itération variationnelle a été illustrée par quel ques exemples d applications,
Tous les exemples démontrent I’ efficacité de la méthode dans larésolution de divers types
d équations différentielles ordinaires et sa convergence vers les solutions anal ytiques.

Dans le chapitre suivant, cette méthode sera adoptée pour la recherche de la solution d’ un
probléme de commande optimale principalement I’ initialisation du vecteur des variables

adjointes.
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V.1 Introduction

Le principe du minimum de Pontriaguine est un classique de la commande optimale et se
trouve souvent utilisé dans la résolution des problémes de celle-ci, cependant lors de son
utilisation aux applications ou les vecteurs adjoints sont indisponibles son utilisation demeure
délicate.

Dans ce chapitre, on propose d’ utiliser laméthode VIM pour la résolution des problémes de
contrdle optimale en suivant I’ approche proposée [10] .1l s'agit d'identifier les conditions
initiales pour les variables adjointes. L’ efficacité et la convergence de cette méthode seront

illustrées par quelques exemples d’ applications.

V-2 Algorithme de résolution d un probléme de commande optimale par la
méthode d'itération variationnelle

L’ algorithme ci-dessous récapitul e les éapes a suivre pour résoudre un probléme de
commande optimale par |laméthode VIM en utilisant |e principe de minimum [10]

Etape 1 : Définir le Hamilton H (x(t), p(t), u(t), t) ;
Etape 2 : déterminer I'expression de laloi de commande optimale u*(t) ;

Etape 3 : définir H*(x(t), p(t),t) enremplacant laloi de commande optimale u*(t)

obtenue ;

Etape 4 : Définir les conditions d’ optimalités x(t) et p(t) ;

Etape 5 : Identifier les vecteurs du multiplicateur de Lagrange 4, (t) et A4,(t) ;

Etape6:pour n=0, x°(t) = x(0) et p°(t) =6 ouH est unvecteur de constante

inconnue a déterminer par une procédure d’itérations ;
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Etape 7 : calculer x™+D et p(™+ 1 | |es intégrales peuvent étre éval uées soit
anal ytiquement ou numériquement en fonction de la complexité des équations de Hamilton —

Pontriaguine.

Etape 8: déterminer 8 = p™(0) soit en imposant la condition selon lanature de |’ état final,
qui peut étrefixeou libre. Si il n'y a pas de solution pour 8 passez al'étape 7, Sinon passez a

I'étape 9 ;

Etape 9 : Evauer le critére de performance J™ | pour toutes |es solutions possibles, et

garder lasolution qui donne la valeur minimal pour J

V.3 Exemples d’ applications

Pour illustrer I’ utilisation de la méthode de VIM pour larésolution d’ un probleme de
commande optimale, on présente dans cette section quelques exemplesillustratifs. Pour les
exemples ayant une solution analytique, on utilise d' abord la méthode du principe du
minimum pour déterminer la solution exacte puis de comparer le résultat avec celui trouvé

avec VIM.

ExemplelV.1

Casou I’ état final est impose :

Soit |e probleme de commande optimale suivant [10] :
maxy ) J = % foz [, (t) + u(t)]2dt

Sujet a:

%1 (6) = x2(0),

% (t) = x,1(t) + u(o),

x(O =[] . x@=[] .

v Principe du minimum de Pontriaguine :
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On définit I’ Hamiltonien comme suit :

H (x(8), u(t), /(1)) = L(x(t), u(t)) + X pi (D% (1)

Onaura:
H (x(6), u(6), A1) = 5 (61 (8) + u(£))? + Py (£ %,(£) + p2 (£) ()

=~ (11 () + u(®)? + py ()22 () + P2 (D (1 (£) + u())

La commande optimale

VuiyH(x(@®),u®),p(®)) = —(x:(0) + u(®)) +p,(t) = 0
u" = —xq(t) +p,(t)

En remplagant I’ équation de lacommande optimale u*(t) dans |’ équation d’ Hamilton, on aura

H* = H(x(t),u"(t), p(t)

= %(’ﬁ () + (—x1.(t) + P(£))* + p(£)x2(t) + p2 (&) (x1. (1) + (—x1(t) + p2()))

H* = H(x(),u* (), p(t)) = = p2(£)? + p, (D)% ()

T2

Equations d’ Hamilton- Pontriaguine

Equations d’ états:

2, (t) = a% = x,(t) (IV.1)
5(t) = -1 = py (8) (IV.2)

Equations d’ états adjointes:

pi(t) = -0 =0 (IV.3)

xi(t)
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. H*
p2(6) = —0 5= Pt
Détermination de la solution anal ytiquement :

(IV.3)=p(t) =4

C
(IVZ) =>x2(t) = _Eltz + C2t+C3

C1 3 Cy 2
(1V.1)=>x1(t)=—€t +?t +c3t+cy

En imposant les conditions initiales, il vient

Pour t=0
x1(0)=¢c, =0
x,(0)=c3=0

Pour t=2

4
xl(Z) S _§C1 + 2C2 S 2

xZ(Z) = _2C1 + 2C2 = 1

Larésolution de ce systéme d’ éguation conduit a la solution suivante:

c1=§etc2=2

Par conséquent la commande optimale est :

3 1
F=2—-t—t* 4¢3
“ 2 2

Résolution par laméthode VIM :

Les fonctions correctionnelles des équations d’ Hamilton-Pontriaguine sont :
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0 ™) = 5,0 + [ 2, (15,70 — 5™ (®)dt,
xz(n+1)(t) — xz(n) (t) + fOt /196' (xz(n) (t) + pz(n)(t))dt )
p D) = p,™(t) + fotxlp p ™ (Ddt

t .
PO = P, + ;4 (57O +p P (©)de,
Prenons la variation de ces équations précédente :

5x1(n+1)(t) = 5x1(n) (t)+46 fot Ay (551(71) () - xz(n) (t))dt ’
83, "V (0) = 50, (O) +8 [ A (17 (O + (@) dx,

5, () = 8 p, () + 8 [T 4, p, ™ (D)t

(@) = 6p, M () +6 [y Ay (B (O + P () dx
En intégrant par partie nous obtenons :

5x1(n+1)(t) = 5x, ™ () + A, 5%, @ () — fot,l Sx, ™ (t)dt — fot/h Sx, ™ (t)dt,

5x, ") = 8x, M (1) + 1,.6x, ™ (t) — fotl 52, ™ (B)dt + fot A2 8, (B)dt
5p1(n+1)(t) =5 Pl(n)(t) + 1, 5p1(n) (t) — fot A3 5p1(n)(t) dt ,

t t
8p, ™) = 5™ () + Ay 5™ (©) = f; A4 6p, M (D)t + [ A4 6p, M (D)dt
D’ ou, de maniere générale, les conditions de stationnarités sont les suivantes :

{1 + g _ =0
/1xl- =0
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{1 + Al _, =0
Api =0

Puisque les quartes équations sont égales
Onprend (i dlonsdeljusqu’a?2)

La résolution de ces conditions donne :

Ay, =—1
Ay, =—1
Enintroduisant lavaleur de 4,, = —1 et 1,, = —1 dansles fonctionnelles de correction, on

obtient les équations suivantes :

L™V = 6O - [ (670 - " m)dt,
x,®D(E) = W) - [ (1™ @ +p, ™ (0))dx,
p, V(@) = p, W) - [T p P (Dt

PO = p W (©) — [; (5. © + ™ (©))dx,
Ona

x© () = x(0) = [0,0]T

x™ () =x(n) =[2,1]7

Pour les variables adjoints p°(t) est inconnu, on pose

p©@ (1) =6 =1[6,,6,]"

Pourn=0:

xM (e =0,
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

x V() = -6,t,

pil) (t) = 81)

Pgl)(t) = —0,t + 0,

Les solutions x () (¢) et x V() ne satisfait pas la condition terminale x (¢), donc une

nouvelle itération est nécessaire.

La deuxieme itération donne :

@ () = b2 2
x 37 () = St

W) = _frr2 _
x57(t) = St 6, t,

P =p () = 6y,

pP ) =pP@) = -0:t +6,,

En imposant la condition terminale, il vient
xP M) =-206,=2,

xP @) =-260,+20,=1,

Qui conduit a:

0, =-1/2 Et 6, =-1

Par conséquent,

GRS

@y _E_t
u'® (t) = > 2+1,

2
j@ =1 (x @ (¢) +u @ (t)) dt = 0.3333

Delaméme maniere, on obtient :
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

0>
2

x§4)(t)=x§3)(t)=9—61t3— t2
xP O =xP@® =%t2 — 9,t2,

pP ) =pP () = 6,

pP() =pP ) =—6,t+6,,

4
xg3>(2)=—292+§=2,

xP@2)=-26,+20,=1,

Qui conduit a:
0, =—-3/2 Bt 6,=-2

et
4 — . (3) __i 2
WO =x®@® = T+t
u®@ O =u® M =2-2-2+2

. . 2 2
jO =j® =1 PP O+u®@®) d=1

Lavaleur du critére ne change pas, donc lacommande optimale est :

u @ =u®@®="--T+2

Exemple V1.2

Casou I'état final est libre [10] :
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

Soit |e probleme de commande optimale suivant :

: 1 o 2 2
min)(u®) = —3 | 20 + v ©lde

X = u(t)

x,(0) =1

On définit I’'Hamilton comme suit :

H(x(,u(®),p(®) = L(x(D,u®) + ¥ pi(O)ia (@)
i=0

1
=-3 (x*1(0) + u? (D) + p1 (DX, (D)

1
= =5 %O +u*(©) +p1 (D u(®)

Commande optimale

VuH (x(6),u(t),p(t) = —u(t) + p,(6) = 0

=
u*(t) = p1(¢)

H* (x(0),u (1), p(1)) = =5 (*1(0) + p*(®) + p?, (V)

1 2 1 2
=—3X 1(t)+§p )

Equation d’ Hamilton -Pontriaguine
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

0H*
x.(t) = o P () (IV.5)
p1() = — (D) x1(8) (1V.6)
Solution analytique :

En dérivant I’ équation (1V.6), on obtient :

P1(t) = x,(t)

Et d’apres (IV.5), on aura:

p1(®) =p(6) =) —p () =0
Lasolution de cette équation différentielle est :
p1(t) = aet + et

Pour déterminé les constante a et [ on utilise les conditions terminales.d’ apres (1V.6), on a

x1(8) = p1(t) = x,(t) = ae’ — Be™*

En imposant les conditions terminales, il vient :
Pour t=0
x(0)=a—-p=1

Pour t=2 (état final libre p; (3) = 0):
D1 G) = ae% + ,Be_% =0

Larésolution de systeme d’ équation suivant :

a—pf=1
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

Donne
1
a_1+e
_ e
ﬁ_1+e
Ce qui donne lacommande optimal e suivante :
1 e
() =p(®) = L— -t
w(®=n(0 1+ee 1+ee

Application de laMéthode d' itération variationnelle (VIM)

t
x£n+1) = x,™(¢t) + f A (X7 () — VH*(x™, p™, t)dt
0

t
p§n+1) = p, ™ (t) + f A, (x1 (£) + VH™(x™, p", t)dt
0

En appliquant la variation, on obtient :

t
5x™D = 5x,M(8) + 5 f @) —p™ ()dt
0

t
s = 5p, () + 5 j @AM ) —x () dt
0

Pour avoir :

sx™ D) =0;
spl (1) =0;

Les conditions de stationnarité exigent :

t
sV (0) = 83,V (0) +3 f 217 (@) = piV (©)dt = 0
0

(n+1) —

t
sp™D = 5p, (D) +5 f 1,30 —x™P )t = 0
0
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Chapitre IV

Identification des variables adjointes

On fait une intégration par partie :

{ 1+ Ax(7)|s=x =0
j'x(T) + (D) |s=x =0

A () =-1

{ 1 +,1p(r)|5=x =0
ip(r) + Ap(r)|5=x =0

A,(1) = -1

On le remplace dans | es fonctionnelles, on obtient :

x£n+1)(t) — xl(n)(t) _ ft(xin)(t) —pin)(t))dt
0

pI () = p,M(8) — f t(ﬁi’”(t) —xM(t))dt
0

En appliquant La premiéreitération, on obtient :

Pourn=0:

En prenant :
1wOW=1 e pOwW=0,
1 t 0 0
*O(6) = x,O() - j GO - p@(0)dt
0

pV () = p, O(t) - f t(zﬁf’)(t) —x(£))dt
0

pP() =t +6

V() =6t +1

Puisque x(tf) = %est libre on doit supposer:
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

1
n(3)=0

On obtient :
9= 1
2
1
V) =—st+1

2

1

Pil)(t) = t_i

L es résultats obtenus sont réesumeés dans le tableau (1V.1)

Nombre d'itérations 0
1
" ()
1 —0.5000 . 1
2
2 —0.4444 2=xt?) 4
9 9
3 —0.4630 t3 (25 xt?) 25
5108 'Tma
4 —0.4619 t3  (25*t%) (100*t2)+_t 200
6 1299 433 433
5 —0.4621 t> (667 xt*) t3 (2001 *t?)
120 34640 6 86
2001
4330

Tableau V.1 :Tableau désignant I’ évolution desitérations

Ains aprés 5 itérations on retrouve une solution qui converge vers la solution exacte. Les

résultats de cal cul's obtenus sont résumés dans | e tableau ci-dessus.
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Identification des variables adjointes

Chapitre IV

tant la solution exacte et |a solution obtenue par la

7

S représen

IV.4.Graphe

méthode d'itération variationelle (VIM)

Lafigure V.1 démontre que la solution approximée obtenue par laméthode de VIM a partir
dela 3™ jtération coincide avec la solution analytique. (le systéme devient stable aprés la

3éme jtération).
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FigurelV.1: comparaison entre la solution approximée trouvée par laméthode de VIM et la

solution exacte troué anal ytiquement.
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Chapitre IV Identification des variables adjointes

V.4 Conclusion :

Dans ce chapitre on a utilisé laméthode d’itération variationnelle pour I’ identification des
conditions initiales des variables adjointes d’ un probléme de commande optimale. Les
variables adjointes apparaissent dans |es conditions d’ optimalité obtenues par le principe du
minimum. Ces conditions sont représentées d’ Hamilton-Pontriaguine. L’ approche éudiée

permet de déterminer les conditions initiales en résolvant un systeme d’ équations algéebriques.

Les deux exemples étudiés montrent |a convergence de la méthode étudiée.

54



Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire sinscrit dans le cadre de la commande optimale des
systémes dynamiques.

L’ objectif de ce travail est de synthétiser une loi de contrdle optimale en utilisant I’ équation
d Hamilton-Pontriaguine. Etant donnée que cette équation est fortement non linéaire et
difficile a résoudre uniguement par le principe du minimum de Pontriaguine qui est un
classique de la commande optimale .En effet la difficulté vient de condition initiale, des
variables adjointes qui sont minimum ,on fait donc appel a une méthode itérative couramment
utilisé qui est la méthode d’itération variationnelle , cette méthode nous permet d’ avoir une
solution approximative qui converge vers la solution exacte de I’ équation Hamiltonienne et
qui nous méne aidentifier les variables adjointes. .

Nous avons commenceé notre travail par les notions et concepts de base relatifs a un probleme
de contréle optimale en se focalisant sur sa formulation mathématique. Par |a suite nous avons
présenté les méthodes de résolution d’'un probleme de commande optimale qui ont éé
présenté a savoir le principe du minimum (Hamilton-Pontriaguine) et le principe de la
programmation dynamique de Bellman.

Dans le troisieme chapitre, nous avons présentés quelques généralités des équations
différentielles ordinaires et les méthodes qui permet de les résoudre a savoir les méthodes
analytique et numérique, puis nous avons exposé le principe de la méthode des itérations
variationnelles utilisées pour la résolution de ces équations en utilisant une formule itérative.

A la fin, la méhode des itérations variationnelles a été exploitée pour I'identification des
variables adjointes pour |’obtention de la loi de commande optimale. Cette approche a été
appliquée avec succes sur les applications présentés dans notre travail .

Les résultats obtenus de cette méthode démontrent la rapidité de la convergence, et la
comparaison des résultats avec |’ approche analytique a démontre la justesse de cette derniere
.En effet celle-ci apermis de confirmer |es résultats obtenu anal ytiquement,

A ce niveay, il est trés important de mentionner que la méthode présente |’ intérét principal
suivant :

v' La convergence vers la solution exacte; sinon elle fournit une solution
approximeée (la solution est toujours obtenue) ;

Comme perspectives du présent travail, il est intéressant de considérer la méthode d’itération
variationnelle modifiée (MVIM) qui permet d’ agrandir la zone de convergence des solutions
approximative par conséquent, les solutions obtenues & I’aide de MVIM donnent de bonnes
approximations pour un intervalle plus grand.
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