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Introduction générale

La théorie des graphes constitue une branche de connaissances très importante, elle

représente un outil appréciable qui a pris une large part au sein d'un ensemble très vaste

de méthodes et techniques généralement regroupées sous l'appellation Recherche opéra-

tionnelle ou mathématiques discrètes. Elle doit son origine, au XVIIIe siècle, à Leonhard

Euler dans son étude du problème des ponts de Königsberg.

Depuis de début du XXe siècle, elle a connu un développement intense grâce aux travaux

de König, Küratowski, Menger, Caylay, et plus récemment, Claude Berge, Edrös et Harary.

La théorie des graphes s'est développée dans diverses applications telles que, la chimie, la

sociologie, l'économie, les réseaux de communication, les problèmes d'ordonnancement des

tâches et les problèmes d'a�ectation.

L'utilité de la théorie des graphes s'avère par le développement d'une modélisation qui

ramène une grande variété de problèmes concrets à l'étude d'une structure particulière et

simpli�catrice constituée de points et de lignes sur une surface, qui déterminent en leur

ensemble un graphe. Plus généralement, un graphe est une structure simple et e�cace qui

permet de représenter, modéliser et résoudre des problèmes de di�érents domaines.

Le contenu de ce travail repose sur l'étude d'un problème bien connu en informatique

(Knuth, 1971) et en économie (Roth et Oliveira Sotomayor, 1990), qui est celui des ma-

riages stables. Il a été présenté en 1962 par deux mathématiciens économistes, David Gale

et Lloyd Shapley. Le mécanisme fondé sur la théorie des mariages a tenu un rôle prépondé-

rant dans la résolution des problème d'appariement sous préférences. D'abord, nous verrons

que ce dernier représente un problème d'a�ectation qui peut être résolu en sa forme clas-
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sique en utilisant une classe particulière des graphes, qui est la classe des graphes bipartis,

ainsi qu'une famille d'algorithmes dédiée à sa résolution. Ensuite, on fait une analyse plus

profonde en présentant quelques généralisations et applications de ce problème.

Organisation du travail :

Notre travail commence par une introduction générale suivie de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré à la dé�nition des notions de bases concernant les graphes,

a�n de faciliter la compréhension du contenu de ce travail.

Au deuxième chapitre, on traite le problème des mariages stables, en donnant quelques

notions et dé�nitions relatives à ce thème, puis on passe à l'analyse de l'algorithme de

Gale et Shapley, et la présentation de la notion des rotations, ainsi que l'utilisation des

graphes mariages pour sa résolution, et on �nit avec l'algorithme de Ford Fulkerson.

Au troisième chapitre, une variante du problème des mariages stables, appelée problème

des colocataires stables est traitée.

Le quatrième chapitre, consiste en la présentation de quelques applications concrètes de

la théorie des mariages qui montre sa grande utilité et e�cacité colossale en pratique.

On �nit par une conclusion générale récapitulative du travail.
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Chapitre 1
Dé�nitions et concepts de base

1.1 Introduction

Les graphes constituent un outil mathématique simple et puissant qui permet de modé-

liser et résoudre une grande variété de problèmes dans divers domaines. Dans ce chapitre,

nous présentons quelques dé�nitions fondamentales concernant les graphes qui seront utiles

et nécessaires pour une bonne compréhension des chapitres suivants de ce mémoire (les

concepts et les dé�nitions sont tirés de [1] [3] [10]).

1.2 Dé�nitions et notations

1.2.1 Graphe non orienté

Un graphe G est la donnée du couple (X,E), où X = { x1, x2, ..., xn } est l'ensemble
�ni non vide des sommets de G, et E = { e1, e2, ..., em } est l'ensemble �ni de paires

de sommets, appelé l'ensemble des arêtes de G. On le note G = (X,E), ou également

G = (X(G), E(G)).

Le nombre de sommets |X| du graphe G = (X,E) s'appelle l'ordre de G, son nombre

d'arête |E| dé�nit sa taille.
Lorsque e = xy ⊂ E, on dit que e est l'arête de G d'extrémités x et y. Les sommets x et

y sont alors adjacents dans G et incidents à l'arête e.

1



Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

On note par Γ(x) = {y ∈ X/xy ∈ E} l'ensemble des sommets adjacents (voisins)
au sommet x, et d(x) = |Γ(x)| son degré si G est simple. Deux arêtes avec les mêmes

extrémités sont dites parallèles.

a

b

dc

f

e

Figure 1.1 � Exemple d'un graphe non orienté

1.2.2 Graphe orienté

Un digraphe (ou graphe orienté) G = (X,U) est le couple constitué d'un ensemble

�ni non vide X = {x1, x2, ..., xn} de sommets, et d'un ensemble �ni U = {µ1, µ2, ..., µm}
d'arcs. Un arc µ ∈U est dé�ni par une paire ordonnée de sommets. On le note µ = (x, y).

Les sommets x et y représentent les extrémités de µ, où x est l'extrémité initiale et y est

l'extrémité terminale de µ. On dit alors que y est le successeur de x et x est le prédécesseur

de y.

On note par Γ+(x) = {y/(x, y) ∈ U} l'ensemble des successeurs de x, et
Γ−(x) = {y/(y, x) ∈ U} son ensemble des prédécesseurs.

La réunion de Γ−(x) et Γ+(x) dé�nit l'ensemble des voisins de x, noté Γ(x)

Γ(x) = Γ−(x) ∪ Γ+(x)
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

a b

d

e

c

µ1

µ5

µ4

µ3

µ2

µ6

µ7

Figure 1.2 � Exemple d'un graphe orienté

Degré d'un graphe

C'est le degré maximum de ses sommets.

Une boucle

C'est une arête (resp.arc) reliant un sommet à lui même.

1.2.3 Chaîne-cycle

Une chaîne de G = (X,E) est une séquence �nie et alternée de sommets et d'arêtes,

on la note par

C = {x1, e1, x2, e2, ..., xk−1, ek−1, xk}

Les sommets x1 et xk sont appelés les extrémités de la chaîne. Le nombre d'arêtes dans la

chaîne dé�nit sa longueur.

Lorsque les extrémités de C sont confondues, on dit que la chaîne est fermée et on l'appelle

un cycle (le graphe sans cycle est dit acyclique).
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

1.2.4 Chemin-circuit

Un chemin de G = (X,U) est une séquence �nie ayant alternativement des sommets et

des arcs, on le note par

C = {x1, µ1, x2, µ2, ..., xk−1, µk−1, xk}

Les sommets xk−1 et xk sont les extrémités respectivement initiale et terminale de µk−1.

x1 et xk sont les extrémités du chemin C.

Le chemin C est un circuit si x1 et xk sont confondues.

Remarques

� Un C. dont les sommets xi sont distincts est dit élémentaire ;

� Un C. qui ne passe pas plus d'une fois par une même arête (ou arc) est dit simple

C. signi�e (chaîne-cycle-chemin-circuit).

1.2.5 Noyau d'un graphe

Un noyau N d'un graphe orienté est formé d'un sous ensemble de ses sommets véri�ant :

1. ∀x ∈ N, Γ+
G(x) ∩N = ∅

2. ∀x ∈ X \N, Γ+
G(x) ∩N 6= ∅

Ces conditions signi�ent que N est un stable : les sommets de N n'ont aucun arc les

joignant deux à deux, de plus, quelque soit x sommet en dehors de N , x a au moins un

successeur dans N , et N est dit alors absorbant.

1 2

34

Figure 1.3 � G = (X,U) graphe orienté, les sommets 1 et 3 sont des éléments du noyau

de G
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

1.3 Représentation matricielle d'un graphe

Soit G = (X,U) un graphe orienté avec |X| = n et |U | = m.

1.3.1 Matrice d'adjacence

La matrice d'adjacence deG est une matrice carrée d'ordre n. On la note parA(G)=(ai,j)i,j=1,...,n,

où (i, j) désigne l'intersection de la ligne i et la colonne j. Les lignes et les colonnes de

A(G) représentent les sommets de G, telles que

aij =

1 si (xi, xj) ∈ U

0 si non.

1.3.2 Matrice d'incidence

La matrice d'incidence de G est une matrice de taille (n × m), où ses lignes et ses

colonnes représentent respectivement les sommets et les arcs du graphe G.

Soit M(G)=(Iij) i=1,...,n
j=1,...,m

cette matrice, telle que

Iij =


+1 si xi est l'extrémité initiale de µj

−1 si xi est l'extrémité terminale de µj

0 si non.
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

a

b

de

c

µ1

µ6 µ3

µ4

µ2

µ5

A(G) =



a b c d e

a 0 1 0 0 0

b 0 0 1 0 0

c 0 0 0 0 1

d 0 0 1 0 0

e 1 1 0 0 0


M(G) =



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6

a +1 0 0 0 0 −1

b −1 +1 0 0 −1 0

c 0 −1 +1 −1 0 0

d 0 0 0 +1 0 0

e 0 0 −1 0 +1 +1


Figure 1.4 � Graphe orienté, sa matrice d'adjacence A(G) et sa matrice d'incidenceM(G)

1.3.3 Liste d'adjacence

Une représentation par liste d'adjacence d'un graphe orienté sert à construire une liste

d'adjacence des arcs issus d'un sommet donné. Cette structure est formée alors de deux

champs : un sommet et une liste chaînée des sommets adjacents à celui-ci.
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

1

2 3

4

a

b

c

e

d

1 2 a

2 3 b
3 3 d 4 c

4 1 e

Figure 1.5 � Graphe orienté et sa liste d'adjacence

1.4 Quelques graphes particuliers

1.4.1 Graphe simple

Un graphe G = (X,E) est simple s'il ne contient ni de boucle ni d'arêtes parallèles.

Si, entre deux sommets, il existe plusieurs arêtes ou une arête qui relie un sommet à lui

même, le graphe est alors un multigraphe.

1.4.2 Graphe partiel et sous-graphe :

On appelle graphe partiel d'un graphe G = (X,U), tout graphe H = (X, V ), avec

V ⊆ U .

Le sous-graphe de G = (X,U) est le graphe GA = (A,U ′), avec A ⊆ X

et U ′ = {µ = (x, y) ∈ U / x ∈ A et y ∈ A}

7



Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

a b

c d

Graphe G = (X,U)

a b

d

Sous-graphe de G

a b

c d

Graphe partiel de G

Figure 1.6 �

1.4.3 Graphe complet

Un graphe G = (X,E) est complet si tous ses sommets sont deux à deux adjacents, i.e

∀x, y ∈X, ∃ e = xy ∈ E. Un graphe complet d'ordre n est noté Kn.

Un sous graphe d'un graphe complet est appelé clique, elle est maximale si elle n'est pas

contenue dans une autre. On note le cardinal d'une plus grande clique de G par ω(G)

Graphe complet

a

b
c

d

e

f

C={ a,b,e,f } clique maximale de G

Figure 1.7 �

1.4.4 Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire d'un graphe G = (X,E(G)) est le graphe G dé�ni par

X(G) = X(G), et ∀x, y ∈ X(G), xy ∈ E(G) si et seulement si xy /∈ E(G).

Une clique dans G = (X,E(G)) est un stable dans G = (X,E(G)), autrement S ⊂ X est

stable de G si le sous-graphe engendré par S est vide d'arête.

8



Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

1.4.5 Graphe connexe

Un graphe G = (X,E) est connexe si ∀x, y ∈ X, il existe une chaîne entre x et y.

Sur l'ensemble X des sommets de G, on construit ainsi une relation d'équivalence. Une

classe d'équivalence de G correspond à une composante connexe, qui représente également

un sous-graphe de G qui est connexe. Un graphe non connexe se décompose en au moins

deux composantes connexes.

1.4.6 Graphe régulier

Un graphe G = (X,E) est régulier de degré k, si ∀x ∈ X, d(x)=k. Ce graphe est dit

k-régulier.

1.4.7 Graphe biparti

Un graphe G = (X,E) est biparti s'il existe une partition de ses sommets en deux

ensembles X1 et X2 de façon à ce que toute arête ait une extrémité dans X1 et une

extrémité dans X2, et deux éléments de X1 (resp.X2) sont deux à deux non adjacents, une

telle partition (X1, X2) est appelée bipartition du graphe. Nous désignons ce graphe biparti

par G = (X1, X2, E) [ou également par G = (X1 ∪X2, E)].

Si tout sommet de X1 est relié à tout sommet de X2, alors G est biparti complet.

Un graphe biparti complet avec |X1| = p et |X2| = q est noté Kp,q.

1

2

4

3

5

X1

X2

2

1

3

5

6

4

X1 X2

Figure 1.8 � Graphe biparti (non complet), et graphe biparti complet K3,3
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

1.4.8 Arbre

Un graphe G = (X,E) est un arbre s'il est connexe et sans cycle (acyclique).

Un sommet de degré 1 dans un arbre est appelé feuille, ou sommet pendant.

Figure 1.9 � Arbre

Dans un digraphe G = (X,U), r ∈ X est appelé racine si ∀x ∈ X, il existe un chemin de

r à x. Un arbre enraciné en r est une orientation d'un arbre qui possède r comme racine.

Une branche de x ∈ X est un chemin partant de x et allant jusqu'à une feuille.

1.4.9 Graphe valué

Un graphe orienté G = (X,U) (resp. un graphe non orienté G = (X,E)) est dit graphe

valué s'il est muni d'une fonction γ : U → R (resp. γ : E → R).

La fonction γ est souvent appelée fonction coût.

1.4.10 Flot et réseau

Un réseau est un graphe valué G = (X,U, γ) dans lequel il y a un unique sommet s,

appelé source tel que d−(s) = 0, et un unique sommet p, appelé puits tel que d+(p) = 0.

Pour µ ∈ U , γ(µ) représente la capacité de l'arc µ.

10
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a b

c

d

10

25

1

(a)

s

a b

c

p

10

2

5

8

3 3

(b)

Figure 1.10 � (a) Graphe valué, (b) Réseau

Un �ot f pour un réseau G = (X,U, γ), est une fonction f : U → R telle que :

1. ∀µ ∈ U , 0 ≤ f(µ) ≤ γ(µ) [f(µ) est appelé �ux ] ;

2. La somme des �ux qui sortent de s est égale à la somme des �ux qui entrent en p ;

3. En chaque sommet intermédiaire, la somme des �ux qui entrent est égale à la somme

des �ux qui sortent.

Un �ot qui véri�e 1), 2) et 3) est dit �ot réalisable.

1.4.11 Graphe résiduel

Un graphe résiduel est composé de l'ensemble des sommets X du réseau G = (X,U),et

pour chaque arc µ ∈ U , il existe

- un arc µ de capacité γ(µ)− f(µ) si γ(µ)− f(µ) > 0, appelé la capacité résiduelle de

l'arc d'origine ;

- un arc retour µ de capacité f(µ) si f(µ) > 0.

1.5 Couplage

Soit le graphe G = (X,E).

Un couplage M de G est un sous-graphe partiel régulier de degré 1 ; en d'autres termes,

M est un ensemble d'arêtes deux à deux non-adjacentes. On dit que M sature un sommet

x si dM(x) = 1, et que M sature S ⊆M , si ∀x ∈ S, M sature x.

11



Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

Dans le cas où S = X, M est dit couplage parfait.

� M est un couplage maximum si |M | ≥ |C|, ∀ C couplage de G ;

� M est maximal si M ∪ {e} ; e ∈ E \M , n'est pas un couplage.

a

b

c

d

e

f

g

h

Figure 1.11 � {ab, cd, ef, gh} est un couplage parfait

1.6 Mise en ordre d'un graphe

Soit G = (X,U) un graphe sans circuit. On appelle dictionnaire de G, le couple

(x,Γ−(x)), ∀x ∈ X.

Ordonner le graphe G consiste à le représenter dans le plan de sorte que tous ses arcs aient

le même sens d'orientation. Cela se fait en exploitant le dictionnaire de G.

On organise l'ensemble des sommets de G en niveaux en utilisant son dictionnaire, comme

suit :

� Niveau 0 :N0 = {x ∈ X/ Γ−(x) = ∅}

� Niveau 1 :N1 = {x ∈ X/ Γ−(x) ⊆ N0}

� Niveau 2 :N2 = {x ∈ X/ Γ−(x) ⊆ N0 ∪N1}
...

� Niveau k :Nk = {x ∈ X/ Γ−(x) ⊆
⋃k−1

i=0
Ni}

12



Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

Exemple

1 2

34

5

x Γ−(x)

1 2

2 /

3 2 , 4

4 2

5 4

N0 = {2} , N1 = {1, 4} , N3 = {3, 5}

1

2

3

4 5

Figure 1.12 � Graphe ordonné

1.7 Notions d'ordre dans les graphes

Dé�nition

Un ensemble ordonné est un couple P = (X,�p) constitué d'un ensemble X (X 6= ∅)
et d'une relation binaire sur les éléments de X, notée �p qui véri�e :

1. La re�éxivité : x �p x, ∀x ∈ X

2. L'antisymétrie : x �p y et y �p x =⇒ x = y , ∀x, y ∈ X

3. La transitivité : x �p y et y �p z =⇒ x �p z, ∀x, y, z ∈ X

�p, véri�ant 1) 2) et 3), est une relation d'ordre.

13



Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

Deux éléments x et y sont dits comparables si x �p y ou y �p x.

Dans le cas inverse, x et y seront dits incomparables ; ils sont notés x ‖ y, le couple (x, y)

est alors appelé un saut.

Si ∀x, y ∈ X, x �p y ou y �p x, on dit que la relation d'ordre est totale et P est un

ensemble totalement ordonné (linéairement ordonné).

Dans le cas où P a au moins un couple d'éléments incomparables, la relation d'ordre

est alors partielle, et l'ensemble P est dit un ensemble partiellement ordonné ou poset

(partially ordered set).

Si x �p y et x 6= y, la relation d'ordre est dite stricte, elle est irré�exive et transitive.

On la note ≺p.

1.7.1 Relation de couverture

Soit P un ensemble ordonné et x, y ∈ P .
On dit que x est couvert par y (ou y couvre x), et on écrit x < y, s'il n'existe pas un

élément z ∈ P tel que x �p z �p y. Le couple (x, y) ∈ X2 est appelé couple de couverture

ou arc de couverture. Dans ce cas x et y sont dits directement comparables.

La relation de comparabilité est indirecte s'il existe une séquence �nie de relations de

couverture x = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = y.

1.7.2 Diagramme

Soit P un ensemble ordonné. Il est possible de représenter P par une con�guration

constituée d'un ensemble de points qui correspondent aux éléments de P et d'un ensemble

d'arêtes.

On appelle cette con�guration diagramme. Elle est construite comme suit :
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

1. On associe à chaque sommet x ∈ X, p(x), sa position dans le plan ;

2. A chaque paire de couverture x < y dans P , on aura p(x) < p(y) et on trace une

arête joignant p(x) à p(y), telle que la position de x dans le plan est en dessous de

celle de y.

Le diagramme de Hasse d'un poset est un graphe dont les sommets sont les éléments de P

et les arêtes sont les relations de couvertures dans P .

1.7.3 Chaîne et antichaîne

Un ensemble ordonné dont les éléments sont totalement ordonnés s'appelle une chaîne,

elle est maximale si elle n'est pas contenue dans une autre.

Si, maintenant, les éléments de l'ensemble ordonné sont deux à deux non comparables

alors ce dernier forme une antichaîne. Une antichîne est maximale si elle n'est pas conte-

nue dans une autre.

Exemple 1.1. Soit P=(X,�p) tel que, X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ;

1 2

3 4

5 6

7

Figure 1.13 � diagramme

(1,2), (1,4), (1,6), (2,3), (2,5), (3,4), (3,6), (5,6), (5,7) sont les sauts de P .
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Chapitre 1. Dé�nitions et concepts de base

[ 1 3 5 ] [ 1 3 7 ] sont des chaînes maximales.

[ 1 3 ] est une chaîne qui est contenue dans une autre chaîne qui est maximale.

[ 2 4 6 7 ] est une chaîne maximum.

[ 1 2 ], [ 2 5 ], [ 1 4 ], [ 5 6 ] sont des antichînes maximales.

(1,3), (3,5), (2,4), (4,6), (6,7), (3,7) sont des couples de couverture de P .
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Chapitre 2
Mariage bi-latéral

2.1 Introduction

On considère un groupe d'individus composé de n hommes et de n femmes en âge de

se marier (mariage monogame) qui désirent se mettre en couple chacun avec son conjoint

préféré. Néanmoins, ces individus n'ont pas forcément les mêmes préférences, d'où la dif-

�culté de les apparier de manière à ce que tout le monde soit satisfait et que les couples

formés ne risquent pas de se séparer. Le but est alors de trouver une façon stable pour les

mettre en couple de telle sorte que personne n'ait envie d'échanger son partenaire. Cette

situation décrite ci-dessus est connue sous le nom de problème de mariage stable.

En 1962, deux mathématiciens économistes David Gale et Lloyd Shapley ont prouvé qu'il

existe toujours une solution stable quelque soit les préférences des individus. Ils ont éga-

lement construit un algorithme appelé algorithme de Gale-Shapley permettant de trouver

cette solution qui représente un couplage stable.

Dans ce chapitre, on va présenter, détailler et écrire formellement des informations sur le

problème de mariage stable. On commence d'abord par dé�nir quelques notions nécessaires

et utiles pour une bonne compréhension.
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Chapitre 2. Mariage bi-latéral

2.2 Préliminaires

Considérons un exemple de mariage stable avec n hommes et n femmes.

Soient :

H = {h1, h2, ..., hn} l'ensemble des n hommes ;

F = {f1, f2, ..., fn} l'ensemble des n femmes.

On cherche à marier ses membres a�n d'obtenir des mariages stables et parfaits.

A chaque individu, on associe un ordre total sur l'ensemble du sexe opposé.

Cet ordre représente ses préférences qui sont données sous forme d'une liste ordonnée. On

le note par � p ∈H ∪F .

Pour tout homme h, on note P (h), sa liste des préférences sur l'ensemble F ∪ {h}, qui
peut être représentée sous la forme suivante :

P (h) = f1, f2, [f3, f5], h, ..., fn

Le premier choix de l'homme h est d'être marié à la femme f1, qu'il préfère à son

deuxième choix qui est d'être marié à la femme f2, qu'il préfère aussi à son troisième choix

qui est indi�érent entre f3 et f5 (un individu est indi�érent entre deux autres s'il peut

choisir l'un ou l'autre), et qu'il préfère rester célibataire plutôt que d'épouser quelqu'un

d'autre [12].

De même, chaque femme f dans F a une liste de préférences, P (f), sur l'ensemble H∪{f},
qui peut être sous forme identique à celle présentée par l'homme h (cela en remplaçant hi

par fi), ou sous une forme simple sans l'indi�érence :

P (f) = h3, h2, ..., hn
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Chapitre 2. Mariage bi-latéral

On note P l'ensemble des listes des préférences de tous les individus, avec

P = {P (h1), P (h2), ..., P (hn), P (f1), P (f2), ..., P (fn)}

On écrit

� f �h f
′ pour signi�er que h préfère f à f ′, et f �h f

′ pour signi�er que h préfère f

au moins autant que f ′.

� h �f h
′ pour signi�er que f préfère h à h′, et h �f h

′ pour signi�er que f préfère h

au moins autant que h′.

Un(e) homme/femme acceptable

- Une femme f est acceptable pour l'homme h si : f �h h.

- Un homme h est acceptable pour la femme f si : h �f f .

Une paire (h, f) est dite acceptable si f ∈ P (h) et h ∈ P (f), si non elle est dite inacceptable.

Meilleur(e) partenaire

- Pour une femme f : c'est l'unique homme acceptable de f , noté h∗ ∈ H tel que :

h∗ �f h,∀h ∈ H.

- Pour un homme h : c'est l'unique femme acceptable de h, notée f ∗ ∈ F , telle que :
f ∗ �h f, ∀f ∈ F .

Pire partenaire

- C'est l'unique femme acceptable de h, notée f∗ telle que : f∗ ≺h f, ∀f ∈ F .

- C'est l'unique homme possible de f , noté h∗ tel que : h∗ ≺f h,∀h ∈ H.

Femme ou homme possible

On dit qu'une femme, ou un homme est possible pour l'individu de l'autre sexe, s'il existe

au moins un couplage stable pour lequel cette femme ou cet homme sont en couple. Si non

on dit que chacun est impossible pour l'autre.
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Un couplage M

Un couplage M est une application injective entre H et F , en d'autres termes, c'est l'en-

semble des paires acceptables homme-femme, tel que chaque homme et chaque femme

appartient au plus à une seule paire de M .

(h, f) ∈ M signi�e que l'homme h et la femme f sont partenaires dans M , formellement

M(h) = f et M(f) = h.

Un couplage parfait : M est parfait si c'est une bijection entre H et F : chaque homme

et chaque femme apparaissent dans exactement une paire de M .

Couple instable (paire bloquante)

Une paire (h, f) /∈M est dite couple instable, si elle véri�e les conditions suivantes :

1. h et f ne sont pas partenaires dans M ;

2. h préfère f à M(h) : f �h M(h) ;

3. f préfère h à M(f) : h �f M(f) .

Couplage stable : Un couplageM est stable s'il ne contient pas de couple instable ( dans

le cas contraire ce couplage est dit instable ).

Remarque

Pour la suite de notre travail on suppose que les préférences sont strictes, et on note

� p ∈H ∪F .

2.3 Problème représentatif

Soit δ = (H,F, (�p)p ∈H∪F ) une instance du problème de mariage stable. On appelle

graphe associé à δ le graphe biparti complet G = (H,F,E) noté Kn,n avec la bipartition

H et F , où ;

H = {h1, h2, ..., hn}
F = {f1, f2, ..., fn}
E = {(hi, fj)/i = 1...n et j = 1...n} l'ensemble des arêtes de G.
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Le but est d'associer, deux à deux, les sommets de chacune des parties de G en tenant

compte des préférences des sommets.

Soient L=(lij) et R=(rij) deux matrices carrées d'ordre n dont les lignes et les colonnes

représentent des permutations des nombres de 1 à n.

Notre objectif est d'utiliser ces deux matrices pour ordonner les individus de H et F dans

le but de trouver un couplage stable parfait de G tel que, un individu hi ordonne tous les

éléments de F , comme suit ;

la femme fj est classée lij sur la liste de hi dans la matrice L. De même pour les éléments

de H qui se classent ainsi dans la matrice R.

L =



f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8

h1 1 2 5 7 6 8 4 3

h2 4 1 7 2 3 6 5 8

h3 3 1 4 5 2 6 7 8

h4 4 3 5 2 1 6 8 7

h5 3 2 1 5 7 8 6 4

h6 2 8 6 7 3 5 4 1

h7 4 8 5 6 3 2 1 7

h8 3 2 4 5 6 7 1 8


R =



h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8

f1 5 6 1 3 4 2 7 8

f2 2 6 5 7 3 1 8 4

f3 8 1 2 6 7 4 3 5

f4 1 7 2 6 5 4 8 3

f5 2 5 3 7 1 8 6 4

f6 7 3 6 2 4 5 8 1

f7 2 5 3 8 1 4 7 6

f8 3 1 7 2 4 6 8 7


Figure 2.1 � Représentation d'un exemple du problème des mariages stables par les ma-

trices des préférences
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2.4 Stabilité et existence des mariages stables

2.4.1 Algorithme de Gale-Shapley

Théorème d'existence d'un couplage stable [6]

Quelque soit la con�guration des préférences P , il existe toujours une solution stable

(couplage stable) pour P (Gale et Shapley 1962).

Preuve :

La preuve de ce théorème est constructive, elle repose sur un algorithme itératif construit

par les deux mathématiciens, David Gale et Lloyd Shapley.

Nous appelons cet algorithme 'algorithme de Gale-Shapley ', il fonctionne par la procédure

d'acceptation di�érée

Principe de la procédure d'acceptation di�érée

Au début de l'algorithme, tous les individus sont célibataires.

La procédure se fait par étapes :

1. Chaque individu révèle ses préférences et les classe du préféré au moins préféré selon

un ordre strict.

2. Pour commencer, chaque homme non engagé propose un mariage à la première

femme de sa liste de préférences des femmes acceptables.

3. La femme qui reçoit la proposition

- soit accepte temporairement la proposition la plus préférée parmi celles qu'elle a

reçues, et rejette les autres ;

- soit rejette dé�nitivement toute proposition si elle a déjà reçu celle de son meilleur

partenaire.

4. Chaque homme dont la proposition n'est pas rejetée est maintenu engagé.

5. Chaque homme dont la proposition est rejetée propose à nouveau un mariage à

la femme qu'il préfère parmi celles qui ne l'ont pas encore rejeté, sans prendre en

considération si elle est déjà en couple
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Le processus se termine lorsque les acceptations temporaires deviennent dé�nitives, c'est-

à-dire tous les individus sont engagés.

Algorithme 1 mariage stable ( orienté homme)
Entrée

H := l'ensemble des hommes

F := l'ensemble des femmes

P := l'ensemble des préférences des individus

Sortie M := mariage stable parfait

tant que il existe h ∈ H qui n'a pas encore proposé de mariage faire

f :=la femme suivante sur la liste des préférences de h pour laquelle Il n'a pas encore

proposé

h propose à f

si f est libre alors

f accepte la proposition de h

si non

h' :=l'homme avec lequel f est engagée

�n si

si f préfère h' à h alors

f refuse la proposition de h

si non

f accepte la proposition de h

�n si

M :={(h, f) ∈ H × F/f accepte la proposition de h}
�n tant que
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Proposition 2.1. (Gale et Shapley 1962) L'algorithme de la recherche des mariages stables

est de complexité o(n2).

Preuve 2.1. Au pire des cas, chaque homme propose un mariage à chacune des femmes,

ce qui constitue au total n2 propositions possibles, et chaque proposition est de complexité

o(1). Par conséquent, la complexité de cet algorithme est en o(n2).

Proposition 2.2. Deux implications fondamentales de cette séquence de propositions sont :

(i) si h propose un mariage à f , alors il n'y a pas de couplage stable dans lequel h a

une meilleure femme que f .

(ii) si f reçoit une proposition de la part de h, alors il n'y a pas de couplage stable dans

lequel f a un pire partenaire que h.

Dé�nition 2.1. On dit qu'un couplage M est optimal pour les hommes (ou H-optimal),

si ∀h ∈ H, h est apparié avec son partenaire possible le plus préféré f ∈ F .
D'autre part, le couplage M est moins optimal pour les femmes si ∀f ∈ F , f est relié avec

le partenaire possible le moins préféré h ∈ H.

Théorème 2.1. (Gale-Shapley 1962) Le couplage M obtenu par la procédure d'acceptation

di�érée est un couplage stable parfait.

Preuve 2.2. Montrons que M est stable : on suppose que M n'est pas stable, c'est à dire

qu'il existe un couple instable qu'on note (h, f) /∈ M , avec h �f M(f) et f �h M(h).

L'homme h préfère la femme f à son partenaire respectif dans M , alors il aurait demandé

f à un moment antérieur avant de proposer un mariage à M(h). Si h a demandé un choix

moins préféré que f , c'est parce qu'elle lui a déjà rejeté, or on a supposé que f préfère h à

M(f) (contradiction). Donc M est stable.

Montrons que M est parfait : supposons qu'il existe un homme h non engagé, ce qui signi�e

que toute femme f ∈ F lui est refusée. Une femme qui refuse h doit être déjà en couple,

alors toutes les femmes sont engagées, ce qui ne peut être possible que si tous les hommes

sont engagés, donc h est engagé. Ce qui contredit notre supposition.

Propriété 2.1. (Gale-Shapley 1962) L'algorithme de Gale-Shapley construit l'unique cou-

plage stable optimal pour les hommes.
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Preuve 2.3. On suppose, par l'absurde, que le couplage obtenu par la procédure d'accepta-

tion di�érée n'est pas optimal pour les hommes. Alors il existe au moins un homme rejeté

par sa femme possible préférée, soit h l'homme rejeté par la femme f . Comme f a refusé h,

elle doit être déjà apparié avec un homme h′ qu'elle préfère à h. Puisque f est une femme

possible à h, alors il existe un couplage stable M qui contient le couple (h, f). Dans ce

couplage, f préfère h′ à M(f) = h, et, h′ préfère f à M(h′), ce qui contredit la stabilité de

M .

Propriété 2.2. (Gale-Shapley 1962) L'algorithme de Gale-Shapley construit l'unique cou-

plage stable le moins optimal pour les femmes.

Preuve 2.4. Supposons, par contradiction, que le couplageM obtenu par la procédure d'ac-

ceptation di�érée est optimal pour les hommes, mais pas moins optimal pour les femmes.

Alors il existe une femme f appariée avec un homme h, et un homme h′ possible pour f , tel

que h �f h
′. Comme h′ est possible pour f , alors il existe un autre couplage M ′ dans lequel

h′ et f sont en couple, or f préfère h à h′, de plus, puisque M est un couplage optimal

pour les hommes, h doit strictement préférer f à M ′(h) (i.e. ; h et f se préfèrent). Donc

le couplage M ′ ne peut pas être stable, ce qui est une contradiction.

Théorème 2.2. Si les hommes sont les proposants sous l'algorithme d'acceptation di�érée,

alors ce dernier est non manipulable par les hommes.

Preuve 2.5. L'algorithme de Gale Shapley assure le choix optimal pour les hommes (les

proposants), alors s'ils manipulent leurs choix ils ne seront a�ectés qu'à des femmes moins

préférées que celles qu'ils peuvent détenir s'ils révèlent les vraies préférences.

2.4.2 Déroulement de l'algorithme sur un exemple

On reprend l'exemple de la �gure 2.1 - qui comporte un ensemble de 8 hommes et 8

femmes avec leurs préférences.

Au départ tous les individus sont célibataires, alors les hommes commencent à proposer

des mariages aux femmes :
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1. L'homme h1 propose un mariage à sa meilleure femme f1. Comme f1 est libre, alors

elle accepte la proposition de h1.

2. L'homme h2 propose un mariage à sa meilleure femme f2. f2 est libre alors elle

accepte cette proposition ;

3. L'homme h3 propose un mariage à la femme f2, or f2 est déjà en couple avec l'homme

h2, donc la femme f2 est devant deux choix. Pour choisir, on considère la liste des

préférences de la femme f2. On remarque que h3 �f2 h2, alors la femme f2 préfère

se mettre avec l'homme h3 que de rester avec l'homme h2, par conséquent h3 sera

apparié à la femme f2 et h2 sera libre ;

4. L'homme h2 propose à son choix suivant qui est la femme f4 ;

5. On poursuit la même procédure jusqu'à trouver le couplage stable parfait qu'on

cherche.

Le couplage stable parfait obtenu par l'algorithme de Gale-Shapley sur cet exemple est :

(1,1), (2,4), (3,2), (4,5), (5,3), (6,8), (7,6), (8,7)

Il est optimal pour les hommes et moins optimal pour les femmes.

2.5 Autres mariages stables

2.5.1 Listes restreintes

D'après la propostion 2.2, on doit explicitement retirer h de la liste des préférences de

f , et f de celle de h, si et seulement si f reçoit une proposition de quelqu'un qu'elle préfère

à h. Soit hi l'homme engagé à fj, alors fj retire tout homme hk classé moins préféré que

hj de sa liste des préférences, également tout individu hk retire fj de sa liste des préférences.

On appelle les listes qui en résultent les listes restreintes

Exemple 2.1. Après l'application de la procédure d'acceptation di�érée sur l'exemple pré-

cédent, on aura les listes restreintes suivantes :
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Par souci de simpli�cation, on suppose que les individus sont numérotés de 1 à 8.

h1 : 1 2 8 7 5 4 6 f1 : 3 6 4 5 1

h2 : 4 5 7 6 3 8 f2 : 6 1 5 8 3

h3 : 2 5 1 3 4 6 7 f3 : 2 3 7 6 8 4 5

h4 : 5 4 1 3 6 8 f4 : 1 3 8 6 5 4 2

h5 : 3 2 1 8 4 7 5 6 f5 : 5 1 3 8 2 7 4

h6 : 8 1 7 6 3 4 2 f6 : 8 4 2 5 6 3 1 7

h7 : 6 5 3 f7 : 5 1 3 6 2 8

h8 : 7 2 3 4 5 6 8 f8 : 2 4 1 5 8 6

listes restreintes des hommes listes restreintes des femmes

Propriété 2.3. si f n'apparaît pas dans la liste restreinte de h, alors il n'y a pas de

couplage stable dans lequel h et f sont partenaires.

Propriété 2.4. f �gure sur la liste restreinte de h si et seulement si h �gure sur celle de

f , et est le premier sur la liste restreinte de h si et seulement si h est le dernier sur celle

de f .

2.5.2 Rotation

On aborde maintenant la notion des rotations, introduite par Irving et Leather (1986),

qui permet e�cacement de trouver et énumérer di�érents mariages stables en démarrant

d'un mariage stable H-optimal (celui obtenu par Gale-Shapley).

Dé�nition 2.2. Soit M un couplage stable ;

On appelle une M-rotation, la séquence ordonnée de paires de M, notée ρ, avec

ρ = {(h1, f1), ..., (hr, fr)}, r > 1

Pour tout 1 ≤ i ≤ r

� (hi, fi) ∈M .

� fi est la meilleure femme de hi, et f(i+1)mod r est la deuxième femme qui succède à fi

dans la liste des préférences de hi, et qui le préfère à son conjoint respectif.

ρ est une rotation si elle est M-rotation.
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Dans cette séquence ordonnée de paires, le couplage stable M/ρ est obtenu par l'élimi-

nation de ρ du couplage M en faisant correspondre hi à f(i+1)mod r plutôt que son conjoint

respectif fi.

Dans ce cas, on dit que (hi, fi) est éliminée par ρ et (hi, f(i+1)mod r) est produite par ρ.

ρ est dite exposée dans M .

On note par R l'ensemble de toutes les rotations.

Propriété 2.5. Une rotation améliore le couplage pour les femmes quant aux hommes

c'est le contraire.

Propriété 2.6. [14] Si les premières entrées dans les listes restreintes ne spéci�ent pas la

solution optimale féminine, alors au moins une rotation doit être exposée.

Théorème 2.3. [14] Chaque couple stable est exactement dans une seule rotation, et

évidemment chaque couple qui appartient à une rotation est stable, sauf pour les couples

stables qui sont dans le mariage optimal des femmes dès le départ, i.e., ils n'appartiennent

à aucune rotation.

Exemple 2.2. Dans notre exemple de taille huit de la �gure 2.1-, il existe huit rotations

exposées qu'on représente dans le tableau suivant avec les couplages stables qui en résultent

à chaque élimination d'une rotation.
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couplage stable rotation

M1 (1,1) (2,4) (3,2) (4,5) (5,3) (6,8) (7,6) (8,7) ρ1 =(2,4) (4,5)

M2 = M1\ρ1 (1,1) (2,5) (3,2) (4,4) (5,3) (6,8) (7,6) (8,7) ρ2 =(2,5) (3,2) (8,7)

M3 = M2\ρ2 (1,1) (2,7) (3,5) (4,4) (5,3) (6,8) (7,6) (8,2) ρ3 =(5,3) (8,2)

M4 = M3\ρ3 (1,1) (2,7) (3,5) (4,4) (5,2) (6,8) (7,6) (8,3) ρ4 =(1,1) (5,2)

M5 = M4\ρ4 (1,2) (2,7) (3,5) (4,4) (5,1) (6,8) (7,6) (8,3) ρ5 =(5,1) (6,8)

M6 = M5\ρ5 (1,2) (2,7) (3,5) (4,4) (5,8) (6,1) (7,6) (8,3) ρ6 =(4,4) (7,6) (8,3)

M7 = M6\ρ6 (1,2) (2,7) (3,5) (4,6) (5,8) (6,1) (7,3) (8,4) ρ7 =(2,7) (5,8)

M8 = M7\ρ7 (1,2) (2,8) (3,5) (4,6) (5,7) (6,1) (7,3) (8,4) ρ8 =(1,2) (3,5) (6,1)

M9 = M8\ρ8 (1,5) (2,8) (3,1) (4,6) (5,7) (6,2) (7,3) (8,4)

Figure 2.2 �

A la �n du processus d'élimination des rotations, on aboutit au couplage stable parfait

optimal pour les femmes : (1,5) (2,8) (3,1) (4,6) (5,7) (6,2) (7,3) (8,4)

Représentation graphique des rotations

Dé�nitions

Une rotation ρ′ précède une autre rotation ρ si ρ′ est éliminée dans la séquence d'élimi-

nation qui commence par M0 et se termine en un couplage stable dans lequel ρ est exposé.

On dit alors que ρ′ est prédécesseur de ρ, et ρ est successeur de ρ′ .

De même, ρ′ est prédécesseur immédiat de ρ si :

@ ρ′′/ρ′ ≺≺ ρ′′ ≺≺ ρ

Notons aussi que la relation de précédence est transitive :

ρ′′ ≺≺ ρ′ ∧ ρ′ ≺≺ ρ⇒ ρ′′ ≺≺ ρ

≺≺ dé�nit une relation d'ordre sur l'ensemble des éléments de R. Soit

1. N−(ρ) : l'ensemble des prédécesseurs immédiats de ρ.

2. N+(ρ) : l'ensemble des successeurs immédiats de ρ
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On représente l'ensemble de toutes les rotations par un graphe orienté G = (X,U), où

X = R = {ρ1, ρ2, ..., ρm}, et U = {(ρi, ρj) / i, j = 1...m} l'ensemble des arcs de G qui sont

orientés comme suit :

Si ρ′ est prédécesseur immédiat de ρ alors, il existe un arc orienté de ρ′ vers ρ.

Formellement, pour (h, f) ∈ ρ et (h′, f ′) ∈ ρ′ ;
� Si f = f ′ et h �f h

′ , alors ρ′ρ ∈ U .
� Si h = h′ et f ′ �h f , alors ρ′ρ ∈ U
Si N−(ρ) = 0, ρ est dit sommet source.

Si N+(ρ) = 0, ρ est dit sommet de réception.

En considérant l'ensemble des rotations muni de ses relations de précédence, il est possible

de les représenter en utilisant le diagramme de Hasse du poset des rotations.

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

ρ5

ρ6

ρ7

ρ8

Figure 2.3 � La représentation de l'ensemble R des rotations par le graphe orienté

G=(X,U)
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Proposition 2.3. (Irving Leather et Gus�eld, 1987) le digraphe des rotations peut être

construit en o(n2) complexité temporelle [18].

Le poset des rotations

L'ensemble ordonné (R,≺≺) se représente graphiquement par le diagramme de Hasse

comme suit :

1. On commence d'abord par dé�nir le dictionnaire de G ;

2. Ensuite, on passe à la décomposition de G = (X,U) en niveaux ;

3. En�n, on dessine le diagramme.

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

ρ5

ρ6

ρ7 ρ8

Figure 2.4 � Digramme de Hasse du poset des rotations

Chaînes maximums

[ ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ7 ]

[ ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ8 ]
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Chaînes maximales

[ ρ1 ρ6 ]

[ ρ1 ρ2 ρ8 ]

Les chaînes maximums/maximales contiennent des paires stables distinctes possédant des

individus en commun qui sont soit directement, ou indirectement comparables.

Antichaîne maximale

[ ρ4 ρ6 ]

[ ρ5 ρ6 ]

Antichaîne maximum

[ ρ6 ρ7 ρ8 ]

Les antichaînes maximums/maximales contiennent des paires stables distinctes, dont les

éléments sont tous distincts (incomparables).

L'antihaîne maximum [ ρ6 ρ7 ρ8 ] est égale à [(1,2) (2,7) (3,5) (4,4) (5,8) (6,1) (7,6) (8,3)],

elle correspond à un couplage stable parfait.

2.5.3 Mariage stable équitable

On a vu, dans ce qui précède, que l'algorithme de Gale-Shapley permet de trouver un

mariage stable qui garantit l'optimalité à l'un des deux sexes, quant à l'autre, il lui assure

le choix le moins optimal, ce qui n'est pas juste.

Notre but est alors, de trouver un mariage stable optimal qui ne favorise ni hommes, ni

femmes. Un tel mariage est dit mariage stable équitable.

Dé�nition 2.3. Pour un couplage stable M d'une instance I du problème des mariages

stables, on dé�nit les notations suivantes :

HM (resp.FM) l'ensemble des hommes de H (resp.l'ensemble des femmes de F ) qui sont

engagé(e)s dans M .

CH(M) le coût du couplage M pour les hommes, tel que

CH(M) =
∑

hi∈HM

p(hi,M(hi))

où p(hi,M(hi) est la position de M(hi) dans la liste des préférences de l'homme hi
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CF (M) le coût du couplage M pour les femmes, tel que

CF (M) =
∑

fi∈FM

p(M(fi), fi)

où p(M(fi), fi) est la position de M(fi) dans la liste des préférences de fi.

C(M) le coût du couplage M , tel que

C(M) = CH(M) + CF (M)

Dé�nition 2.4. M est le mariage stable équitable si,

C(M) est le coût minimum de tout mariage stable de l'instance I.

2.6 Le graphe mariage

On s'intéresse maintenant à une nouvelle représentation du problème des mariages

stables impliquant des graphes.

Dé�nition 2.5. Soit δ = ( H,F, (�p ) p ∈ H ∪ F ), une instance du problème des mariages

stables .

Le graphe mariage G=(X,U) associé à δ est dé�ni comme suit :

(i) Pour toute paire acceptable (h, f) on lui associe un sommet x (h,f )

dans le graphe G.

(ii) Il existe un arc ( x (h,f) ,x (h′,f ′) ) ∈ U si et seulement si :

( h = h′ et f ′ �h f ) ou ( f = f ′ et h′ �f h )

Les arcs expriment les ordres de préférences.

Exemple

Soit l'exemple suivant d'un problème de mariage stable composé de 3 hommes et de 3

femmes :
h1 : 1 3 2 f1 : 3 2 1

h2 : 2 1 3 f2 : 1 3 2

h3 : 3 2 1 f3 : 2 1 3
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Avec la situation décrite dans l'article [9], on obtient le graphe suivant :

h3

h2

h1

f1 f2 f3

Figure 2.5 � Exemple d'un graphe mariage

2.6.1 Dé�nitions

Dé�nition 2.6. x(h,f) est un homme maximal, en d'autres mots, la paire acceptable cor-

respondante à x(h,f) dans un couplage M est meilleure pour h si et seulement si, un arc de

la forme (x(h,f), x(h,f′)) n'existe pas.

Figure 2.6 � Homme-max
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Dé�nition 2.7. x(h,f) est une femme maximale si et seulement si, il n'existe pas d'arc de

la forme (x(h,f), x(h′,f))

Figure 2.7 � Femme-max

On donne dans la �gure qui suit les di�érentes interprétations des représentations

des sommets et arcs dans le graphe mariage :

homme-min femme-min homme-min ou femme-max homme-max ou femme-min

Figure 2.8 � Signi�cation des sommets d'un graphe mariage

Théorème 2.4. (Ratier) [9] Un couplage M est stable si et seulement si ses sommets

correspondants dans le graphe mariage G = (X,U) forme un noyau de G.

Preuve 2.6. Notons R l'ensemble des sommets correspondants à un mariage stable M

dans le graphe mariage G = (X,U).

On sait que deux sommets appartiennent à un arc de G si et seulement si, un individu

est présent dans les deux couples, alors M n'est pas un mariage que lorsque la condition

suivante est véri�ée : ∀x ∈ R , Γ+
G(x) ∩R = ∅ (1)

De plus, l'ensemble des couples qui correspondent aux successeurs de x(h,f) sont (h, f ′) et

(h′, f) avec f ′ �h f et h′ �f h. Donc l'ensemble X qui véri�e ∀x ∈ X, Γ+
G(x) ∩R 6= ∅ (2)

est équivalent à dire que M est stable. (1) et (2) forment la dé�nition d'un noyau du

graphe G, ceci donc montre le théorème.
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2.7 Graphe biparti et mariage stable

Le problème des mariages stables peut être modélisé sous forme d'une classe particulière

de graphes qui est la classe des graphes bipartis.

Comme on l'a mentionné précédemment, à chaque instance I d'un problème de mariage

stable, on associe un graphe biparti G = (H ∪ F,E) dont H et F est une bipartition qui

représente respectivement l'ensemble des hommes et femmes.

Maximiser le nombre de couples stables pour une instance I du problème des mariages

stables revient désormais à résoudre un problème de couplage maximum dans le graphe

biparti G = (H ∪ F,E).

� On représente dans ce qui suit un théorème qui a été à l'origine de la théorie des

couplages. Il est formulé et démontré par le mathématicien Philip Hall en 1935 :

Théorème de Hall

[4] Un graphe biparti G = (X1 ∪X2, E) admet un couplage M de G saturant X1 si et

seulement si

| V (A) | ≥ | A |, ∀A ⊂ X1

où V (A) ⊆ X2 est l'ensemble des sommets voisins de A.

Corollaire

[4] Un graphe biparti G = (X1 ∪ X2, E) admet un couplage parfait si et seulement si

| X1 |=| X2 | et | V (A) |≥| A |, ∀A ⊂ X1.

Corollaire de König (1914 1916)

Tout graphe biparti simple régulier admet un couplage parfait.

� En transposant ce théorème dans le langage hommes et femmes, on obtient une ré-

ponse au problème de mariage stable.
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Lemme des mariages

Il est possible de marier un groupe de n hommes chacun avec une femme compatible

si et seulement si, chaque sous ensemble de k hommes est compatible avec au moins k

femmes, pour tout k = 1...n.

Preuve du corollaire de König

Soit G un graphe simple biparti k-régulier avec la bipartition (X1, X2).

Comme G est simple et k-régulier alors, entre deux sommets x ∈ X1 et y ∈ X2 il existe au

plus une arête, de plus ∀x ∈ X1, d(x) = k et ∀y ∈ X2, d(y) = k, alors le nombre d'arêtes

de G est à la fois k | X1 | et k | X2 | donc | X1 |=| X2 |.
Soit maintenant A ⊆ X1 et un sous-graphe H = (A ∪ (V (A)), E(H)). Si on compte le

nombre d'arêtes dans H on aura k | A |=| E(H) |≤ k | V (A) | car, évidemment les arêtes
incidentes à A sont incluses dans l'ensemble des arêtes incidentes à son voisinage, ceci

implique | A | ≤ | V (A) |.
Par le théorème de Hall, il existe donc un couplage saturant X. Comme | X1 |=| X2 | le
couplage est également parfait.

2.7.1 Algorithme pour la résolution du problème des mariages

stables

L'algorithme de Ford et Fulkerson peut être utilisé pour résoudre le problème de

couplage maximum dans G.

La première étape est de construire un réseau à �ots en ajoutant deux sommets virtuels ;

s : la source (entrée), et p : le puits (sortie), au graphe biparti G = (H,F,E), puis relier s

à tout sommet de H et p à tout sommet de F en orientant tous les arcs de gauche à droite.

De plus, on pose c(µ) = 1 pour tout arc, i.e : toutes les capacités des arcs valent 1.

On note R = (X,U,C) notre graphe réseau à �ots, où X = H ∪ F ∪ {s, p}.
L'ensemble des arêtes transportant une unité de H à F détermine un couplage sur G.
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Ford et Fulkerson (1956) proposent d'abord de construire des chemins améliorants de

la source au puits, un à un, comme le représente la �gure suivante. On suppose que les

listes des préférences ne sont pas forcément complètes pour tous les individus.

h1

h2

h3

h4

f1

f2

f3

f4

Exemple d'un SMP

s p

Réseau à �ot avec un �ot valide

Figure 2.9 �

On obtient un �ot valide qui transporte un �ux de valeur 1 au niveau de deux arêtes de H

à F qui déterminent un couplage sur G.

Remarquons que ce couplage rend d'autres mariages impossibles tels que deux hommes et

deux femmes soient libres.

Ford et Fulkerson permettent alors d'annuler ce mariage en autorisant le parcours des

chemins inverses par la méthode des graphes résiduels (graphes d'écart).

2.7.2 Méthode des graphes résiduels

Soit C un chemin de s vers p et (x,y)

un arc de C de capacité c(x, y). Soit

f(x, y) le �ux qui circule dans l'arc

(x, y).

x

yf(x, y)/c(x, y)

Dans le graphe résiduel, on dessine

l'arc (x, y) avec une capacité égale à

c(x, y) − f(x, y) et un arc de retour

(y, x) d'une capacité égale à f(x, y)

x

yc(x, y)− f(x, y)

f(x,y)
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La méthode des graphes résiduels consiste à dessiner à chaque itération un graphe résiduel

puis à trouver dans ce graphe un chemin améliorant de s vers p. Un chemin améliorant est

un chemin de s vers p sur lequel il est possible d'augmenter la valeur du �ot.

S'il y a un chemin améliorant de la source au puits dans le graphe d'écart alors on dessine

un arc retour sur chaque chemin améliorant (les arcs de capacité 0 dans le graphe résiduel

sont supprimés par souci de simpli�cation mais ils existent toujours).

S'il n y'a pas de chemin améliorant dans le graphe résiduel alors le �ot obtenu est maximal.

s p

0/1

0/1

0/1
0/1

0/10/1

0/1
0/1

0/1
0/1

0/1

0/1

0/1
0/1

0/1
0/1

Flot=0

Figure 2.10 � Graphe résiduel GR(0)

Dans GR(0), il existe des chemins améliorants, alors le �ot courant n'est pas maximal.

Les arcs retour et les arcs de gauche à droite valent tous 1. Par souci de simpli�cation, on

dessine notre réseau sans valuation.
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s p

Flot=0+1

s p

Flot=0+1+1

GR(1) GR(2)

s p

Flot=0+1+1+1

s p

Flot=0+1+1+1+1=4

GR(3) GR(4)

Figure 2.11 �

Dans GR(4), il n y a plus de chemin améliorant de s vers p, donc ce �ot est maximal, et

l'arrangement des mariages correspondant à ce graphe résiduel est optimal, on aura alors

résolu le problème des mariages.

h1

h2

h3

h4

f1

f2

f3

f4

Figure 2.12 � Le couplage parfait

Remarque

Cette technique ne gère pas la notion des préférences.
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Problème des colocataires stables

3.1 Introduction

On abordera dans ce chapitre une variante du problème des mariages stables dans

les graphes non-bipartis, connue sous le nom de problème des colocataires stables SRP

(stable roommates problem). Il consiste à chercher, étant donné un groupe d'individus,

une partition en paires stables des colocataires.

Contrairement à ce que nous avons présenté dans le chapitre des couplages bilatéraux,

où Gale et Shapley ont montré que le problème des mariages stables admet au moins un

appariement stable comme solution, le problème des colocataires stables, peut admettre

des situations pour lesquelles aucun couplage stable n'est possible.

Un résultat dû à Robert Irving (1985) indique qu'il est possible de déterminer en temps

polynomial si une instance du SRP admet un couplage stable, et si oui, de trouver un tel

couplage. La recherche d'une solution est donc basée sur un algorithme itératif présenté

par Irving et composé de deux phases, et qui porte le nom d'algorithme d'Irving.

Nous donnons dans ce qui suit des dé�nitions et généralisations du SRP ainsi qu'une

analyse de ce dernier dans le but de le résoudre et trouver en�n une ou plusieurs solutions

ou encore a�rmer qu'il n'existe plus de solution.
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3.2 Dé�nitions et préliminaires

Dé�nition 1

Le problème des colocataires stables consiste en la formation de couples disjoints à partir

d'un ensemble de 2n personnes. Formellement, il est dé�ni par le couple (A, (�ai) ai ∈ A ),

où A = { a1, a2, ..., a2n } est un ensemble �ni d'individus de cardinalité égale à 2n, et

(�ai)ai∈A est une relation totale, transitive, antisymétrique et stricte qui représente les

préférences des individus ai ∈ A, i = 1, ..., 2n. Chaque personne ai ∈ A classe les A− {ai}
autres individus selon l'ordre strict des préférences, �ai .

On note P (ai), la liste des préférences de l'individu ai. Une personne aj est acceptable pour

ai si aj �ai ai, si non elle est dite inacceptable.

Dé�nition 2

Une solution d'une instance du problème des colocataires stables est un couplage M

qui représente une partition de l'ensemble A en paires disjointes non ordonnées.

Il représente également une bijection M : A −→ A, telle que

M = {(ai,M(ai)) ∈ A× A}, avec ;

- ∀ai ∈ A,M(ai) 6= ai ;

- M(ai) = aj si M(aj) = ai.

Un couplage M est complet si la partition de 2n personnes est égale à n paires disjointes

de colocataires telles que, pour chaque paire (ai, aj) ∈M ; ai ∈ P (aj) et aj ∈ P (ai).

Dé�nition 3

Une paire (ai, aj) /∈M est bloquante si aj �ai M(ai) et ai �aj M(aj).

Un couplage M est stable s'il ne contient pas de paire bloquante.
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Exemple

Considérons quatre personnes a1, a2, a3 et a4 avec leurs listes des préférences suivantes :

P (a1) = a2, a3, a4

P (a2) = a3, a1, a4

P (a3) = a1, a2, a4

P (a4) = arbitraire

Les couplages correspondants dans cet exemple sont :

� M1 = {(a1, a3), (a2, a4)}
� M2 = {(a1, a2), (a3, a4)}
� M3 = {(a1, a4), (a2, a3)}
(a1, a2), (a2, a3) et (a1, a3) sont des paires bloquantes pour M1, M2 et M3 respectivement.

Aucun mariage ne sera stable, puisque tout couplage doit associer une personne à l'indi-

vidu a4 (le pire partenaire de a1, a2 et a3), et que cette personne pourra trouver une autre

qu'elle préfère à a4, et qui le préfère également.

Un problème est dit résoluble si l'ensemble des couplages stables n'est pas vide, si non

il n'est pas résoluble (cas de l'exemple donné). On dit qu'une personne ai préfère le cou-

plage stable M à M ′ si et seulement si, ai préfère son partenaire dans M que dans M ′, i.e.

M(ai) �ai M
′(ai).

On dit aussi que l'individu ai est indi�érent entre M et M ′ s'il est en couple avec la même

personne dans les deux couplages stables, on note M ∼ai M
′.

Dé�nition 4

Soit I = (A, (�ai)ai∈A), une instance du problème des colocataires stables. Notons

G = (X,E) le graphe associé à I, où G est un graphe complet, noté Kn dont son ensemble

de sommets représente les individus de I, et toutes les paires acceptables sont des arêtes

de G. Il s'agit d'associer deux à deux les éléments de l'ensemble A a�n de former un

couplage stable et parfait. Un couplage parfait dans un graphe ayant un nombre paire (2n)

de sommets est un ensemble de n arêtes du graphe, deux à deux disjointes et telles que

chaque sommet du graphe est incident à exactement une arête du couplage.
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Figure 3.1 � Un exemple d'un graphe complet représentant un problème des colocataires

stables. Les sommets représentent les personnes. Les arêtes désignent les préférences.

3.3 Algorithme de résolution du problème des coloca-

taires stables

3.3.1 Algorithme d'Irving

L'algorithme d'Irving représente une solution du problème des colocataires stables.

Son principe est de supprimer successivement les entrées des listes des préférences jusqu'à

ce que chaque personne n'ait qu'une seule entrée sur sa liste, ou bien, jusqu'à ce qu'une

personne n'ait plus d'entrée. Le premier cas nous a�rme que le problème admet un couplage

stable, quant au deuxième, il nous assure qu'il n'existe plus de couplage.

Cet algorithme est composé essentiellement de deux phases, dont la première est basée sur

une séquence de propositions de la part de chaque personne aux autres, elle est similaire à la

procédure d'acceptations di�érées, sauf que dans ce cas les propositions et les acceptations

sont faites simultanément et par tous les individus. Dans la deuxième phase, une nouvelle

réduction dans les listes des préférences se fait en se basant sur la notion de rotation. Durant

l'exécution de cet algorithme, l'ensemble des listes des préférences de tous les individus est

appelé une table. Présentons alors cet algorithme.
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Phase 1

Algorithme 2 phase 1 de l'algorithme d'Irving
tant que ∃ au moins une personne libre ai dont sa liste n'est pas vide faire

aj : meilleure personne de ai

ai propose à aj

si aj est libre alors

aj accepte le proposition de ai

si non

ak := la personne qui est déjà acceptée par aj

�n si

si aj préfère ak à ai alors

aj rejette ai

si non

aj accepte ai

pour toute personne ak ≺aj ai : retirer ak de la liste de aj et aj de la liste de ak

�n si

si il existe une liste vide alors

pas de couplage stable

�n si

si chaque personne est semi-engagée alors

aller à la phase 2

�n si

�n tant que

Principe de la phase 1

A cette phase, tous les individus sont initialement libres, et chacun dispose d'une liste

des préférences. Une personne ai propose à la première personne aj sur sa liste des préfé-

rences, qui, soit accepte temporairement cette proposition en rejetant simultanément toute

proposition moins préférée que celle qu'elle détient actuellement, soit la rejette immédiate-
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ment, si elle a déjà reçu et accepté une proposition d'une autre personne classée meilleure

dans sa liste des préférences. En poursuivant ce processus d'acceptations et de refus, chaque

individu propose aux autres dans l'ordre dans lequel ils apparaissent sur sa liste des préfé-

rences. Il s'arrête lorsqu'il reçoit une promesse de prise en considération de la proposition,

et tout rejet ultérieur l'amène à poursuivre sa séquence de propositions.

Cette phase de l'algorithme se terminera dans deux cas distincts :

- Soit, avec une personne ayant une liste des préférences vide (cette personne est rejetée

par tous les autres individus) auquel cas l'algorithme renvoie que l'instance du problème

des colocataires n'a pas de couplage stable.

- Ou bien, avec chaque personne détenant une proposition et ayant une liste des préfé-

rences qui contient au moins deux participants. A ce niveau, on dit que chaque personne

est semi-engagée .

Notons qu'une personne ai est semi-engagée à sa meilleure femme aj, si et seulement si

ai est la dernière sur la liste des préférences de aj. Si une personne n'est pas semi-engagée,

on dit qu'elle est libre .

L'ensemble des listes des préférences à la �n de cette phase est appelé la table de la phase

1 , on la note T0. L'algorithme dans ce cas passe à la deuxième phase de son exécution.

Phase 2

Algorithme 3 Phase 2 de l'algorithme d'Irving
T :=T0

tant que ∃ des listes avec plus d'une seule entrée et aucune liste T est vide faire

Trouver et éliminer une rotation ρ

si chaque personne a exactement une entrée sur sa liste alors

T est le couplage stable

�n si

si il existe une liste vide alors

il n'existe pas de couplage stable

�n si

�n tant que

46



Chapitre 3. Problème des colocataires stables

Principe de la phase 2

La clé d'élimination dans cette phase est la recherche des rotations.

Une rotation ρ exposée dans la table T , sera éliminée.

Dé�nissons alors ce qu'est une rotation :

Une rotation dans une table stable est une séquence cyclique de paires ordonnées

d'individus , noté R, telles que :

R = (a1,b1), (a2,b2), ..., (ak,bk) ∈ A×A

où a1 = ak+1 et b1 = bk+1

� Les ai sont tous distincts, i = 1...k ;

� bi est le premier dans la liste des préférences de ai ;

� ai est le dernier sur la liste des préférences de bi.

Propriété 3.1. [13]

� bi+1 est la seconde personne sur la liste des préférences de ai ;

� ai+1 est la dernière parsonne sur la liste des préférences de bi+1 ;

� bi+1 est la première personne sur la liste des préférences de ai+1.

On peut également écrire R = (A,H, S), où H (head) est l'ensemble des individus qui

sont classés sur les premières entrées des éléments de A, et S (second) est l'ensemble des

deuxièmes entrées de A, avec l'ordre correspondant.

A chaque fois qu'une rotation R est exposée dans la table stable T , T est réduite à T/ ρ.

ai [ bi bi+1 ... ] devient ai [bi+1 ... ]

bi [ ...ai−1 ai ] devient bi [ ...ai−1 ]

L'ordre d'élimination n'est pas important, car les rotations ne sont éliminées de la table

stable que lorsqu'elles sont exposées.

Lemme 3.1. si T est une table dont aucune liste de préférences est vide, avec au moins

une personne ayant plus d'une seule entrée sur sa liste, alors il existe une rotation exposée

dans T .
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Preuve 3.1. Soit ai une personne ayant au moins deux entrées sur sa liste des préférences,

dont bi et bi+1 sont respectivement la meilleure et la seconde personne sur la liste de ai.

Puisque toutes les meilleures entrées sur les listes des préférences sont une permutation sur

l'ensemble des individus, alors il existe sûrement une personne aj dont bi+1 est sa meilleure

entrée. Si on suppose que aj a seulement une seule entrée sur sa liste qui est bi+1, alors

bi+1 a une seule entrée sur sa liste, or bi+1 est la seconde sur la liste de ai, alors ai doit

être aussi sur la liste de bi+1, alors bi+1 et aj doivent avoir au moins deux entrées sur leurs

listes des préférences. En répétant ce raisonnement, on trouve une rotation.

� Si la table stable qui en résulte possède une liste vide alors aucun couplage stable

n'existe.

Si non, toutes les listes ont exactement un seul individu, l'algorithme renvoie donc un

couplage stable et parfait.

Proposition 3.1. Irving (1985) montre que son algorithme est de complexité o(n2), dont

chacune des phases 1 et 2 sont en o(n2) complexité algorithmique [17].

3.4 Enumération de tous les couplages stables

3.4.1 L'arbre de décision de l'algorithme d'Irving

Nous nous intéressons maintenant à l'énumération de tous les couplages stables pour

une instance I du problème des colocataires stables.

On construit un arbre de décision D = (X,E) où, X représente l'ensemble des sommets

de D tels que chaque sommet représente une table, dont la racine de l'arbre est la table

stable obtenue de la première phase de l'algorithme d'Irving, et E représente l'ensemble

des arêtes de D telles qu'une arête existe entre deux sommets (tables) lorsqu'il y a une

rotation R exposée dans une des deux tables et qui produit l'autre après l'élimination de

R de cette dernière.

Dans l'arbre D, la phase 2 de l'algorithme d'Irving est exécutée de toutes les manières

possibles dans le but de générer tous les couplages stables qu'une instance I du SRP peut

avoir comme solution. On note D(x) le sous-arbre de D de racine x.
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Dé�nition 3.1. Soit R = (A,H, S) une rotation dans D. On dé�nit Rd le dual de R par

le triplet (S,A,Ar) où, S et A ont le même ordre dans Rd que celui dans R. Notons de plus

que (Rd)d = R. On appelle alors R et Rd une paire duale de rotations. Si une rotation

n'admet pas de dual, alors elle est appelée singleton.

Dé�nition 3.2. L'ensemble des listes des préférences d'une table T contenant plus d'une

personne est appelé la partie active de T

Proposition 3.2. (Gus�eld 1988) [5] Deux chaînes de D avec le même ensemble de rota-

tions produisent le même couplage stable.

Proposition 3.3. (Gus�eld 1988) [5] Tout chemin de la racine à la feuille dans l'arbre

D contient toutes les rotations singletons et exactement une rotation d'une paire duale de

rotations.

Exemple 3.1. Un exemple du problème des colocataires stables composé de 8 individus est

le suivant :

1 3 8 6 2 5 7 4

2 5 1 4 7 3 8 6

3 6 2 4 5 7 1 8

4 1 6 3 7 2 5 8

5 1 4 7 3 6 8 2

6 2 7 8 1 5 4 3

7 1 8 3 4 5 2 6

8 3 2 4 5 6 1 7

Figure 3.2 � Les individus avec leurs listes des préférences

On applique l'algorithme d'Irving à cet exemple a�n de trouver un couplage stable.

On commence d'abord par la phase 1 qui consiste en une séquence de propositions d'accep-

tations et de rejets jusqu'à l'obtention la table stable suivante :

49



Chapitre 3. Problème des colocataires stables

1 3 8 6 2 5

2 5 1 4 7 3

3 2 4 5 7 1

4 6 3 7 2 5 8

5 1 4 7 3 6 8 2

6 7 8 1 5 4

7 8 3 4 5 2 6

8 4 5 6 1 7

Figure 3.3 � La table stable T

A la deuxième phase de l'algorithme, on cherche à trouver des rotations. Chaque

rotation exposée dans une table sera éliminée de cette dernière jusqu'à arriver en�n à un

couplage stable.

1 8 6 2 5

2 5 1 4 7 3

3 2 4 5 7

4 6 3 7 2 5 8

5 1 4 7 3 6 8 2

6 7 8 1 5 4

7 3 4 5 2 6

8 4 5 6 1

Figure 3.4 � La table T1 après

élimination de R1 =(1,3),(7,8) de T

1 8 6 2

2 1 4 7 3

3 2 4 5 7

4 6 3 7 2 5

5 4 7 3 6 8

6 7 8 1 5 4

7 3 4 5 2 6

8 5 6 1

Figure 3.5 � La table T2 après

élimination de R2 =(2,5),(5,1),(8,4)

de la table T1
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1 6 2

2 1 3

3 2 4

4 3 7

5 7 8

6 8 1

7 4 5

8 5 6

Figure 3.6 � La table T3 après éli-

mination de R3 de la table T2

R3 =(1,8),(4,6),(5,4),(6,7),(7,3)

1 2

2 1

3 4

4 3

5 7

6 8

7 5

8 6

Figure 3.7 � La table T4 après éli-

mination de R4 de la table T3

R4 =(1,6),(3,2),(7,4),(8,5)

Le couplage stable parfait obtenu par l'algorithme d'Irving est donc :

(1,2) (3,4) (5,7) (6,8)

� On remarque que dans la table T3 on peut également trouver une autre rotation

R5 =(2,1),(4,3),(5,7),(6,8), et que son élimination produit la table suivante :

1 6

2 3

3 2

4 7

5 8

6 1

7 4

8 5

Figure 3.8 � La table T5 après élimination de R5 de la table T3

� Construisons alors l'arbre de décision de l'algorithme d'Irving pour notre exemple :
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(1,6)

(2,3)

(4,7)

(5,8)

(1,2)

(3,4)

(5,7)

(6,8)

(1,6)

(2,3)

(4,7)

(5,8)

(1,2)

(3,4)

(5,7)

(6,8)

R2 =

2 5 1

5 1 4

8 4 5

R1 =
1 3 8

7 8 3

R2

R3 =

1 8 6

4 6 3

5 4 7

7 3 4

6 7 8

R5 =

2 1 3

4 3 7

5 7 8

6 8 1

R4 =

1 6 2

3 2 4

7 4 5

8 5 6

R1

R3

R4 R5

Figure 3.9 � Arbre de décision D de l'algorithme d'Irving appliqué à l'exemple précédent.

L'ensemble de toutes les rotations qui existent dans cet exemple est :

� R1 = (1,3), (7,8)

� R2 = (2,5), (5,1), (8,4)

� R3 = (1,8), (4,6), (5,4), (6,7), (7,3)

� R4 = (1,6), (3,2), (7,4), (8,5)

� R5 = (2,1), (4,3), (5,7), (6,8)
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� Les rotations R4 et R5 sont duales

R4 =

A H S

1 6 2

3 2 4

7 4 5

8 5 6

R5 =

S A Hr

2 1 3

4 3 7

5 7 8

6 8 1

� Les rotations R1, R2 et R3 sont des singletons (ne sont pas duales)

� Tous les chemins de l'arbre D sont de longueur égale à 4.

� L'ensemble de toutes les solutions stables et parfaites possibles pour notre exemple des

colocataires stables est :

1. A=(1,6) , (2,3) , (4,7) , (5,8)

2. B=(1,2) , (3,4) , (5,7) , (6,8)

3.4.2 La méthode d'énumération duale

Contrairement à la méthode d'énumération naïve de tous les couplages stables par

l'arbre de décision, la méthode d'énumération duale génère chaque solution exactement

une fois. On construit un arbre binaire B. Comme dans l'arbre D, la racine de B est un

sommet qui représente la table stable de la phase 1. Lorsqu'un sommet x n'est pas une

feuille, une rotation est exposée dans la table représentée par x, et une arête étiquetée par

R joint x à la table stable obtenue après élimination de R dans x, notée y. On appelle cette

arête, arête de gauche. Egalement une arête d'extrémité x si elle existe est étiquetée par

un ensemble de rotations, on l'appelle arête de droite. Si la rotation R est singleton, alors

l'arête de droite n'existe pas, si non elle sera étiquetée par π∗(Rd). Gus�eld (1988) montre

que l'ensemble des feuilles après la construction de cet arbre est l'ensemble des a�ectations

stables sans répétition [5].
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R1

R2

R3

R5 π∗(Rd
5) = (R1,R2,R3,R

d
5 = R4)

BA

Figure 3.10 � L'arbre B obtenu par la méthode d'énumération duale.

3.5 La variante 3D du problème des colocataires stables

Nous aborderons dans cette section, un problème de recherche qui consiste en la parti-

tion d'un ensemble composé de 3N personnes en triplets disjoints, dont chaque personne

de cet ensemble classe les 3N − 1 autres personnes dans un ordre total des préférences.

Ce problème présenté est une extension du problème des colocataires stables, il est appelé

problème des colocataires stables en trois dimensions ou simplement 3D-SR.

Une solution du problème 3D-SR est un couplage stable M constitué de N triplets.

Supposons que M contient les trois triplets suivants ; (p1, p
′
1, p
′′
1), (p2, p

′
2, p
′′
2) et (p3, p

′
3, p
′′
3),

on dit qu'un triplet (p1, p2, p3) /∈ M est bloquant pour M si les conditions suivantes sont

véri�ées :
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� p2 �p1 p′1 et p3 �p1 p′′1 , ou p3 �p1 p′1 et p2 �p1 p′′1 ;

� p1 �p2 p′2 et p3 �p2 p′′2 , ou p3 �p2 p′2 et p1 �p2 p′′2 ;

� p1 �p3 p′3 et p2 �p3 p′′3 , ou p2 �p3 p′3 et p1 �p3 p′′3 ;

Si M ne contient pas de triplet bloquant, alors M est un couplage stable, si non il est

instable.

Théorème 3.2. Le 3D-SR est un problème NP- complet.

Preuve 3.2. On montre que le problème 3D-SR est NP-complet à l'aide d'une transforma-

tion polynomiale au problème de partition en triangles, qui est un problème qui appartient

à la classe des problèmes NP-complets.

Partition en triangles

Le problème de partition en triangles consiste à chercher étant donné un graphe non

orienté G = (X,E) tel que, |X| = 3q (q ∈ N), une partition de X en q triangles, notés

T1, T2, ..., Tq, qui satisfont :

� Chaque Ti contient exactement trois sommets ;

� Pour tout Ti = (x1,x
′
1,x

′′
1) , chacune des arêtes x1 x′1, x1 x′′1, x′1 x′′1 est dans E.

a

b c

d

e

f

Figure 3.11 � G peut être partionné en deux triangles {a, d, c} et {b, e, f}

Le problème 3D-SR admet une solution si et seulement si le problème de partition en

triangles admet une solution [11].
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3.6 Le problème des luminaires stables

3.6.1 Préliminaires

Le problème des luminaires stables, The stable �xtures problem SF , introduit par

Irving et Scott [19], est une généralisation du problème des colocataires stables où, chaque

participant a une capacité �xe sur l'ensemble des autres participants, dont il doit être

apparié à un nombre inférieur ou égal à cette capacité. Son nom provient d'une application

possible, dans laquelle un ensemble de personnes ou équipes participent à une compétition,

dont les rencontres doivent être précisées à l'avance. Chaque agent dispose d'un nombre

déterminé de rencontres et peut jouer au maximum une fois.

Nous dé�nissons formellement ce problème par :

� X = { x1, ..., xn }, l'ensemble des participants, ou simplement joueurs ;

� 1 ≤ C xi
≤ n− 1, la capacité de chaque participant xi pour i = 1, ..., n ;

� la structure des préférences notée P ; elle comprend la liste des préférences Pxi
stric-

tement ordonnée pour chaque joueur xi (1 ≤ i ≤ n), qui classe les X \ { xi }
participants selon ses préférences.

Un couplage M est un ensemble de paires acceptables telles que, pour tout i (1 ≤ i ≤ n) :

| { xj : { xi, xj } ∈ M } | ≤ Cxi

La taille du couplage M dé�nit le nombre de paires dans M .

M(xi) = { xj : { xi, xj } ∈ M } est l'ensemble des partenaires de xi dans M .

Une paire acceptable { xi, xj } /∈M est une paire bloquante pour le couplage M , si

� soit xi a moins de Cxi
partenaires ou , préfère xj à au moins un de ses partenaires

dans M ;

� soit xj a moins de Cxj
partenaires ou, préfère xi à au moins un de ses partenaires

dans M .

Un couplage qui n'a pas de paire bloquante est stable, si non il est instable.
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3.6.2 Algorithme de résolution du problème SF

Phase 1 de l'algorithme

Cette phase ressemble à la première phase de l'algorithme d'Irving pour la résolution

du problème des colocataires stables ; elle consiste en une séquence d'o�res (propositions)

de la part de chaque joueur. La di�érence principale est que les o�res et les suppressions

d'entrées des listes des préférences sont contrôlées par les capacités des joueurs.

On appelle soumissionnaire, un joueur xi qui fait une o�re à un autre joueur xj, qui est

dit cible de xi.

Algorithme 4 phase 1 du problème SF
S := ∅
axi

:=nombre de joueurs pour lesquels xi a fait une o�re et qui ne l'ont pas rejetée

tant que axi
< min (Cxi

, |Pxi
|) faire

xj := le meilleur partenaire de xi

si xi fait une o�re à xj alors

S := S ∪ { (xi, xj) }
�n si

xk := le C ème

xj
soumissionnaire

xl := un successeur de xk sur Pxj

si xj a reçu un nombre d'o�res supérieur à sa capacité alors

pour tout successeur xl de xk sur Pxj

S :=S\{ (xl, xj) }
supprimer la paire {xl, xj} de P

�n si

�n tant que

dxi
:= min(Cxi

, |Pxi
|)

si
∑

xi∈X
dxi

est impaire alors

il n'existe pas de couplage stable

�n si
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Principe de l'algorithme

Chaque o�re successive est faite par un joueur xi (1 ≤ i ≤ n) qui a moins de cibles que

sa capacité Cxi
, il propose d'abord à son meilleur partenaire possible, noté xj.

Dans le cas où xj a reçu un nombre d'o�res inférieur à sa capacité, la paire {xi, xj} est
identi�ée.

Si xj a détenu un nombre d'o�res supérieur à sa capacité, dont xk est le C ème

xj
soumission-

naire, alors la paire {xi, xj} où, xj préfère xk à xi, sera supprimée. Nous entendons de la

suppression de la paire {xi, xj} l'élimination de xi de Pxj
, et xj de Pxi

.

Cette phase se termine lorsque pour tout i (1 ≤ i ≤ n), le nombre de cibles de xi est égal

au minimum entre sa capacité Cxi
, et son nombre d'entrées |Pxi

| sur sa liste des préférences
Pxi

, qu'on note par dxi
= min(Cxi

, |Pxi
|), appelé degré.

On note par P 1 la structure des préférences qui en résulte après l'application de la phase

1 de l'algorithme, et respectivement P 1
xi
, la liste des préférences de chaque participant xi

pour tout i (1 ≤ i ≤ n).

Phase 2 de l'algorithme

Soient les notations suivantes

� P : la structure des préférences ;

� FP(xi) : les premiers min(Cxi
, |Pxi

|) participants sur Pxi
, ∀i (1 ≤ i ≤ n) ;

� LP(xi) : l'ensemble des participants { yj : xi ∈ FP(yj) } ;

� lP(xi) : le dernier participant sur Pxi
;

� sP(xi) : le premier participant yj /∈ Fp(xi) (sP (xi) est dé�ni seulement lorsque

|Pxi
| > Cxi

, ∀i (1 ≤ i ≤ n).

Durant l'exécution de cette phase, la structure de préférences P est caractérisée par :

� Pour tout participant xi (∀i=1,...,n), |LP(xi)| = |FP(xi)| ;
� Pour tout joueur xi(∀i =1,...,n), lP(xi) ∈ LP(xi) ;

� Une paire acceptable { xi, xj } /∈ P si et seulement si xi préfère lP(xi) à xj, et xj

préfère lP(xj) à xi.

La structure des préférences P qui véri�e les propriétés précédentes est dite stable.
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Algorithme 5 phase 2 du problème SF
P := P 1

tant que @Pxi
tel que |Pxi

| < dxi
et ∃Pxi

tel que |Pxi
| > dxi

faire

trouver une rotation ρ dans P

P = P/ρ

si ∃ des listes Pxi
< dxi

(1 ≤ i ≤ n) dans P alors

ce problème n'admet pas de solution

si non

retourner P, le couplage stable

�n si

�n tant que

principe de l'algorithme

Cette phase débute avec la structure des préférences obtenue de la phase 1, dont sa clé

de réduction est basée sur les rotations.

Dé�nition 3.3.

Une rotation ρ est une séquence ordonnée de paires ρ = ( (x0, y0), (x1, y1), ..., (xr−1, yr−1) )

r > 1, où pour tout i (0 ≤ i ≤ r − 1) ; xi = lP(yi) et y(i+1)mod r = sP(xi)

On dit que xi, yi et la paire (xi, yi) sont dans la rotation ρ.

Si durant l'exécution de cette phase, il existe une liste de préférences Pxi
qui véri�e

|Pxi
| < dxi

alors pas de couplage stable, par conséquent, pas de solution pour le problème.

Contrairement, dans le cas où |Pxi
| > dxi

, il existe au moins une rotation exposée dans P

[19].
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Chapitre 4
De la théorie à la pratique

4.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l'analyse de l'importance pratique de la théorie

du matching ou mécanisme de l'appariement sous préférences. Il représente un sujet crucial

d'une structure mathématique profonde, et d'une algorithmique élégante.

L'importance de ce domaine de recherche a récemment été reconnue par l'attribution du

prix de sciences économiques de la banque royale de Suède à la mémoire d'Alfred Nobel, en

2012, à Alvin Roth et Lloyd Shapley, pour leurs travaux sur le problème du mariage stable,

qui a permis d'apporter des réponses non seulement mathématiques mais aussi pratiques

à de nombreuses situations problématiques.

Le problème du mariage stable a été initié et étudié à l'origine par David Gale et Lloyd

Shapley, en 1962, puis développé par le mathématicien Alvin Roth, à partir de 1980,

en montrant les nombreuses relations économiques qui se fondent sur ce modèle. Nous

disposons, grâce à leurs travaux, d'un outillage analytique dédié à étudier et résoudre ce

que nous appellerons, les marchés régis par appariement. Nous allons considérer en ce

qui suit, un ensemble de marchés où se font face deux types d'agents complémentaires,

chacun possédant des préférences envers les agents du type opposé, qui peuvent échanger

des biens et services a�n de satisfaire leurs besoins, tel est le cas du marché du travail,

marché boursier, a�ectation des internes en médecine aux hôpitaux, appariement e�cace

des donneurs d'organes et malades en tenant compte des incompatibilités, problème de
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l'admission post-bac (APB), marché des locations immobilières, etc.

Nous explorons dans ce qui suit l'e�cacité et l'utilité de la théorie des mariages qui s'avère

en ses multiples applications pratiques, qu'on illustre par quelques exemples.

4.2 Modèles d'appariement de Shapley

4.2.1 Appariement avec transferts

Dans ce modèle bilatéral les agents sont des propriétaires et les mariages sont caracté-

risés par la possiblité d'e�ectuer des transferts monétaires.

4.2.2 Allocation des biens indivisibles

On distingue deux types d'agents qui sont tous des propriétaires : exemple des individus

possédant chacun une maison, et également chaque agent a des préférences sur l'ensemble

des maisons mais n'a l'usage que d'une seule ( modèle de Shapley et Shubik 1972) [16].

Cependant, le marché dans ce modèle n'est pas bilatéral et les agents ne peuvent pas

e�ectuer des transfert monétaires.

La caractéristique cruciale de ce modèle est l'algorithme du cycle d'échange optimal -

top trading cycle- introduit par David Gale, qui se produit entre un sous-ensemble de

propriétaires que l'on peut ordonner de sorte que, chaque propriétaire préfère la maison de

son successeur à toutes les autres maisons qui existent. On peut dire alors que l'échange

dans ce modèle se fait via un système de troc.

Algorithme du cycle d'échange optimal

� chaque agent fait une o�re à l'agent possédant sa maison la plus préférée ;

� si un propriétaire n'a aucune maison qu'il préfère à la sienne, alors il fait une o�re

à lui même et forme par conséquent, un cycle avec lui même ;

� a�ecter chaque agent appartenant à un cycle à la maison de l'agent vers lequel il

fait o�re ;

� supprimer les agents et les maisons du cycle de la procédure.
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On poursuit le même processus jusqu'à ce que tous les propriétaires soient a�ectés par un

cycle.

4.3 Exemples d'application

La théorie des mariages peut être adaptée à modéliser des situations concrètes en rem-

plaçant l'ensemble des hommes et femmes par des individus, chacun appartenant à une

population donnée.

4.3.1 Transplantation de reins

La transplantation de reins est le meilleur traitement de l'insu�sance rénale en phase

terminale, dont les patients vivent 10 ans de plus que ceux qui sont sous dialyse.

Il existe deux moyens d'obtenir un rein pour un malade en dé�cience rénale. Le premier

moyen est le cas d'un donneur décédé, et le deuxième est celui d'un donneur vivant. Le don

de rein est particulier car souvent on accepte de donner à un proche, mais on refuserait de

vendre son rein ou de le donner à une autre personne. Il arrive dans certaines situations,

que pour un malade, un donneur de ses proches est disposé à lui donner un rein, mais

malheureusement, son rein n'est pas compatible avec le patient. Pour cela, le programme

d'échange de reins est certainement l'application la plus importante des modèles d'échange

avec des biens indivisibles, où les patients souhaitent échanger leurs donneurs incompatibles

a�n d'obtenir un grand succès en augmentant le nombre de transplantations de reins et

sauver ainsi le plus grand nombre possible de patients, de sorte que la solution soit de taille

maximale sous certains critères de priorité. Le premier programme d'échange a été mis en

place en Corée du Sud en 1991 et les Pays-Bas ont lancé le premier programme national

en 2004 [16], dont la caractéristique la plus importante de ce système d'échange est que

les longueurs des cycles d'échange soient limitées (tel est le cas des Pays-Bas qui limitent

leurs cycles à quatre paires de patients-donneurs) suite à la contrainte que peut imposer

ce système : opérer simultanément des donneurs nécessite autant de salles, de matériel,

et d'équipes chirurgicales. Le problème d'échange des reins est unilatéral, cela est dû au

fait que chaque candidat patient et son candidat donneur initial soient considérés comme
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un seul élément. Une caractéristique extrême pour ce modèle d'appariement consiste en

l'absence d'intervention d'une transaction �nancière.

L'algorithme de Gale-Shapley a tenu le rôle central auquel revient le mérite théorique sur

lequel s'appui les travaux d'Irving Roth pour la résolution de ce problème concret [8].

Selon Roth le théoricien des jeux, au marché d'appariement, les participants ne peuvent pas

simplement choisir ce qu'ils veulent, mais ils doivent aussi être choisis. Il a commencé en

collaboration avec Sönmez et Ünver par la modi�cation de l'algorithme du cycle d'échange

optimal présenté par Gale en 1970.

Imaginons deux paires incompatibles entre un donneur et un receveur, si chaque donneur

était compatible avec le patient de l'autre paire, un échange béné�que serait possible, et les

deux patients recevraient un donneur compatible, comme l'illustrent les �gures suivantes :

donneur 2/ groupe sanguin : B

donneur 1/ groupe sanguin : A Receveur / groupe sanguin B

Receveur / groupe sanguin A

Figure 4.1 � Deux paires d'échange

donneur 3

donneur 1 Receveur 1

Receveur 3 donneur 2 Receveur 2

Figure 4.2 � Cycle de 3 paires d'échange
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Dé�nition 4.1. On peut représenter ce problème par la construction d'un graphe non

orienté, dont les sommets représentent les paires incompatibles (donneur-malade), et ses

arêtes, les compatibilités mutuelles entre les paires.

Le but est alors de trouver un couplage maximum dans ce graphe.

Dé�nition 4.2. Soient le graphe G=(X,E), et M un couplage ;

� Une chaîne est dite alternée, ou , M-alternée, si elle est élémentaire et ses arêtes

sont alternativement dans M et dans E\M .

� Une chaîne augmentante (M-augmentante) est une chaîne alternée de longueur

impaire, dont les extrémités ne sont pas saturées par M, ie.,M-insaturées.

Théorème 4.1. [2] (Berge) : un couplage M dans un graphe G=(X,E) est maximum, si

et seulement si, il n'existe pas de chaîne M-augmentante.

Algorithme 6 couplage maximum
Entrée un graphe G=(X,E), un couplage M

Sortie un couplage maximum M

p := chaîne augmentante

si p=∅ alors

Retourner M

si non

Améliorer M

�n si

Dé�nition 4.3. La contraction d'une arête xy dans un graphe G, consiste à retirer

l'arête en question et fusionner les deux sommets x et y. Le sommet résultant est adjacent

aux sommets voisins de x et de y.
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Algorithme blossom (Algorithme des �eurs et des pétales) :

Contraction du blossom

Soient G=(X,E) un graphe et M un couplage de G.

Dé�nition 4.4. Un blossom est un cycle de longueur impaire avec 2k+1 arêtes, dont k

arêtes sont dans M.

sommet blossom

tige

blossom

Figure 4.3 � Fleur

Soit G' le graphe obtenu en contractant toutes les arêtes du blossom dans G, et soit M'

le couplage de G' obtenu.

Théorème 4.2. [2] G admet un chemin augmentant pour M, si et seulement si G' admet

un couplage augmentant pour M'.

Résultat

L'algorithme des �eurs et des pétales permet de trouver rapidement une solution au pro-

blème de départ de transplantation de reins par une suite d'opérations simples
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Algorithme 7 blossom
Entrée (G,M)

Sortie couplage maximum

si chemin augmentant est trouvé alors

Stop

si non

trouver un blossom B

contracter B et retourner G'

�n si

p := chemin augmentant (G',M')

si p = ∅ alors

le couplage actuel est maximum

si non

Eclatement (p)

�n si

4.3.2 Admission dans les écoles primaires, collèges, lycées et uni-

versités

Suite à l'augmentation des e�ectifs dans le secteur de l'éducation, la communauté scien-

ti�que a adopté un mécanisme fondé sur la théorie de l'appariement qui vise à l'organisation

e�cace de ces taux élevés.

Le problème de base de ce modèle d'appariement est d'a�ecter des élèves ou étudiants

aux écoles primaires, collèges, lycées ou établissements d'enseignement supérieur en tenant

compte à la fois de leurs préférences et des critères d'acceptation �xés par ces établisse-

ments.

Ce problème est identique à celui du mariage, dont l'algorithme d'acceptation di�érée as-

sure la stabilité, l'e�cacité et la sincérité pour les participants. La seule di�érence est la

prise en considération des capacités d'accueil de chaque établissement dans le choix de

garder temporairement ou rejeter un élève/étudiant à une étape donnée.

Formellement, on a :
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1. Un ensemble �ni d'élèves/ étudiants : I = { i1, ..., in } ;

2. Un ensemble �ni d'écoles/universités : E = { e1, ..., em }

3. Un vecteur de capacité q = ( qe1 , ..., qem )

4. Un vecteur d'ordre de préférences strict pour les élèves/étudiants sur l'ensemble des

écoles/universités : θ = ( �i1 , ...,�in )

5. Un vecteur d'ordre de priorités strict pour les écoles/universités concernant les

élèves/étudiants ( pe1 , ..., Pem )

A�ectation dans les universités

Ce modèle consiste en l'a�ectation des élèves de terminale aux établissements du su-

périeur. Il a d'abord été décrit et résolu par Gale et Shapley, puis par Roth (1985) qui lui

a donné une dimension supplémentaire, en supposant que les préférences des universités

soient dé�nies sur les groupes d'étudiants plutôt que de les considérer séparément les uns

à la suite des autres.

� En Espagne, les notes de passage ont été calculées par la procédure d'acceptation dif-

férée, qui propose aux étudiants des listes de préférences limitées et des classements

d'universités basés sur les notes des étudiants et les résultats d'entrée [16].

� En Hongrie, environ 100.000 à 150.000 étudiants sont a�ectés aux programme d'ad-

mission à l'enseignement supérieur hongrois, chaque année. À partir de 1996, une

heuristique basée sur la procédure d'acceptation di�érée proposée par l'université a

été utilisée, et en 2007, cette procédure a été mise en ÷uvre avec quelques ajuste-

ments pour tenir compte des particularités [16].

� Le problème d'APB [15]

Admission post-bac (APB) est le nom de la plateforme numérique publique qui per-

met d'a�ecter les lycéens aux universités en France. Dans ce mécanisme l'a�ectation

est réalisée par un algorithme qui vise à satisfaire au mieux les préférences des can-

didats tout en respectant les contraintes des formations et les règles de priorité des

universités. Cet algorithme inclut la méthode mathématique de Gale-Shapley pour

la résolution du problème des mariages stables
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A�ectation dans les écoles

Le modèle d'admission dans les universités de Gale et Shapley (1962) a joué un rôle

déterminant pour les procédures d'a�ectation des élèves dans les écoles, appelé problème

de la carte scolaire. Ce problème est simple, il est constitué d'un ensemble d'élèves qui

doivent être a�ectés dans des écoles, chaque école ayant un nombre limité de places. Les

parents des enfants révèlent leurs v÷ux sur la future école de leurs enfants selon un ordre

de préférences sur les écoles et chaque école a également un ordre de préférences sur les

élèves. Il est supposé que ces préférences sont strictes.

� Le problème d'AFELNET [20]

La procédure d'acceptation des élèves dans les lycées en France 'A�elnet ' (AFFec-

tation des ELèves par le NET) est un algorithme qui permet de classer les v÷ux

d'orientation de tous les élèves a�n de leur proposer une place dans un lycée. Il repré-

sente un mécanisme similaire à la procédure d'acceptation di�érée école-proposant

dé�nie par Gale et Shapley. Néanmoins, à la théorie de répartition initiale, deux

caractéristiques importantes sont ajoutées, la première est l'existence d'un bonus

premier v÷u pour les écoles classées en premier sur la liste des préférences, et la

deuxième consiste en la limite sur la mémoire de v÷ux qu'ils peuvent lister. A�elnet

se fonde généralement sur trois principaux critères : géographique, scolaire et social.

4.4 Réalisation pratique

Lors de la réalisation de cette étude, nous avons été amenés à utiliser un logiciel pour

l'implémentation de l'algorithme de Gale-Shapley. Nous avons pu le programmer à l'aide

du langage Python.

Python est un langage de programmation multiplateforme, gratuit et open-source. Il est

l'un des langages de programmation les plus intéressants du moment. Python a été créé par

le programmeur hollandais Guido van Russum en 1990 dans le but d'inventer un successeur
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au langage ABC. Il tire son nom de la série anglaise 'Monty Python's Flying Circus' dont

G. van Rossum est fan. Depuis sa création, le succès du langage n'a cessé de croître, jusqu'à

porter parmi les dix langages de programmation les plus populaires.

Avantages de Python

- Sa syntaxe est conçue pour être très simple, elle est combinée à des types de données

évolués (listes, dictionnaires,. . . ) ce qui conduit à des programmes à la fois très

compacts et très lisibles.

- Python est le langage qui possède une bibliothèque étendues avec le plus de librairies,

d'outils et de sources pour faire de la Machine Learning, du Big Data et de la Data

Science.

- Presque toutes les tâches e�ectuées en Python nécessitent moins de codage que

lorsque la même tâche est e�ectuée dans d'autres langages.

- Le débogage sous python est plus facile.

- La simplicité du langage et les bibliothèques étendues rendent les programmeurs

plus productifs que d'autres langages comme Java et C++.

- Il possède une très grande communauté d'utilisateurs.

Inconvénients de Python

- L'exécution d'un code Python se fait ligne par ligne ce qui la rend lente. Cependant,

il compense sa lenteur par sa versatilité.

- Python est un langage faible pour le développement mobile.

- Couches d'accès aux bases de données sous-développées. Par conséquent, il est sou-

vent moins appliqué dans les grandes entreprises.

L'assai sur quelques exemples a été fructueux. Ci-dessous on donnera l'essai

sur l'exemple de la �gure 2.1 - (chapitre 1).
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Algorithme de Gale-Shapley

import collections

Liste_Pref_Hommes = {

dddd"h1" : ['f1', 'f2','f8', 'f7', 'f3', 'f5', 'f4', 'f6'],

dddd"h2" : ['f2','f4', 'f5', 'f1', 'f7', 'f6', 'f3', 'f8'],

dddd"h3" : ['f2', 'f5', 'f1', 'f3','f4', 'f6', 'f7', 'f8'],

dddd"h4" : ['f5', 'f4', 'f2', 'f1','f3', 'f6', 'f8', 'f7'],

dddd"h5" : ['f3','f2', 'f1', 'f8', 'f4', 'f7', 'f5', 'f6'],

dddd"h6" : ['f8', 'f1', 'f5', 'f7', 'f6', 'f3', 'f4', 'f2'],

dddd"h7" : ['f7', 'f6', 'f5', 'f1', 'f3', 'f4', 'f8', 'f2'],

dddd"h8" : ['f7', 'f2', 'f1', 'f3', 'f4', 'f5', 'f6', 'f8']

}

Liste_Pref_Femmes = {

dddd"f1" : ['h3', 'h6', 'h4', 'h5', 'h1', 'h2', 'h7', 'h8'],

dddd"f2" : ['h6', 'h1','h5', 'h8', 'h3', 'h2', 'h4', 'h7'],

dddd"f3" : ['h2', 'h3', 'h7', 'h6', 'h8', 'h4', 'h5', 'h1'],

dddd"f4" : ['h1','h3', 'h8', 'h6', 'h5', 'h4', 'h2', 'h7'],

dddd"f5" : ['h5', 'h1', 'h3', 'h8', 'h2', 'h7', 'h4', 'h6'],

dddd"f6" : ['h8', 'h4', 'h2', 'h5', 'h6', 'h3', 'h1', 'h7'],

dddd"f7" : ['h5', 'h1', 'h3', 'h6', 'h2', 'h8', 'h7', 'h4'],

dddd"f8" : ['h2', 'h4', 'h1', 'h5', 'h8', 'h6', 'h3', 'h7']

}

# Pour a�cher les listes :

print("\n Les hommes et leur listes de préférences : \n \n", Liste_Pref_Hommes, "\n")
print("Les femmes et leur listes de préférences : \n \n" , Liste_Pref_Femmes, "\n" )
print (" \n Début de la procédure d'acceptation di�érée : \n ")

#Garder une trace des personnes qui pourraient se retrouver ensemble.

engagements = [ ]

# Les hommes libres qui vont proposer des mriages

hommes_libres= [ ]
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print(" \n La liste des hommes libres est :", hommes_libres)

def init_hommes_libres() :

dddddd� 'Initialiser les tableaux des femmes et hommes pour représenter

dddddddddqu'ils sont tous initialement libres et non engagés� '

ddddddfor homme in Liste_Pref_Hommes.keys() :

ddddddddhommes_libres.append(homme)

def couplage_stable() :

dddd� ' On commence à chercher le couplage stables

dddd� '

ddddwhile (len(hommes_libres)> 0) :

dddddddfor homme in hommes_libres :

dddddddddddddddbegin_couplage(homme)

dddddef begin_couplage(homme) :

ddddddd� 'Trouver la femme possible la plus préférée pour l'homme� '

dddddddprint("\n Pour l'homme % s" %(homme))

dddddddfor femme in Liste_Pref_Hommes[homme] :

ddddddddddddddcouple_HF=[couple for couple in engagements if femme in couple]

ddddddddddddddif (len(couple_HF)==0) :

ddddddddddddddddddd#les acceptations temporaires des demandes de mariages

dddddddddddddddddddengagements.append([homme, femme])

dddddddddddddddddddhommes_libres.remove(homme)

dddddddddddddddddddprint('%s n\'est plus un homme libre, il est maintenant engagé à

ddddddddddddddddddd % s' %(homme, femme))

dddddddddddddddddddprint("La liste des engagements est maintenant :", engagements)

dddddddddddddddddddbreak

ddddddddddddddelif (len(couple_HF) > 0) :

ddddddddddddddddddprint('%s Reçoit la proposition de %s' % (femme, homme))

dddddddddddddddddd#comparer le classement de l'homme avec lequel la femme est en
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ddddddddddddddddddcouple à l'homme possible qui lui propose un mariage

ddddddddddddddddddhomme_actuel=Liste_Pref_Femmes[femme].index(couple_HF[0][0])

ddddddddddddddddddhomme_possible=Liste_Pref_Femmes[femme].index(homme)

ddddddddddddddddddif (homme_actuel < homme_possible) :

ddddddddddddddddddddddddddprint("Le mariage de %s et %s est instable " % (femme,

ddddddddddddddddddddddddddhomme))

ddddddddddddddddddddddddddprint('Elle préfère être avec %s'%(couple_HF[0][0]))

ddddddddddddddddddelse :

ddddddddddddddddddddddddddprint(' %s est plus préféré que %s'%(homme, couple_HF[0][0]))

ddddddddddddddddddddddddddprint('Par conséquent, %s est à nouveau libre, %s et %s

ddddddddddddddddddddddddddsont temporairement en couple'%(_HF[0][0], homme, femme))

dddddddddddddddddddddddddd#retirer l'homme engagé de la liste des hommes libres

ddddddddddddddddddddddddddhommes_libres.remove(homme)

dddddddddddddddddddddddddd#ajouter l'homme rejeté à la liste des hommes

ddddddddddddddddddddddddddcélibataires.

ddddddddddddddddddddddddddhommes_libres.append(couple_HF[0][0])

dddddddddddddddddddddddddd#former le nouveau couple

ddddddddddddddddddddddddddcouple_HF[0][0] = homme

ddddddddddddddddddddddddddbreak

def main() :

dddddddinit_hommes_libres()

dddddddprint(hommes_libres)

dddddddcouplage_stable()

dddddddprint(" \n \n Le couplage stable parfait obtenu par l'algorithme de Gale-Shapley

dddddddddddest :\n \n", engagements)
dddddddprint(" \n \n Fin")

main()
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L'exécution de notre programme a�chera :

Figure 4.4 � Résultat de l'exécution du programme
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Conclusion générale

Ce travail consiste en l'étude du problème des mariages stables qui est une variante du

problème d'a�ectation.

On a pu constater que les graphes constituent une méthode qui permet de modéliser,

analyser et résoudre une grande variété de problèmes. Notre étude consiste à donner un

certain nombre d'outils de la théorie des graphes ainsi qu'une famille d'algorithmes pour

la résolution du problème des mariages stables et ses variantes.

Comme réalisation pratique, nous avons utilisé le langage de programmation Python pour

l'implémentation de l'algorithme de Gale-Shapley.

Nous avons également montré l'importance pratique de ce domaine de recherche en illus-

trant par quelques exemples concrets.
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