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1.3.4 Les théorèmes classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.5 Aspects informatiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Introduction

Préambule

L’automatique moderne a développé des outils puissants d’un point de vue théorique (es-

pace d’état, inégalités matricielles affines, etc ... ) pour intégrer des contraintes physiques

(prise en compte des incertitudes dans la commande robuste, gestion et optimisation des

performances, etc ... ). Elle a aussi intégré les aspects informatiques (résolution numérique,

optimisation convexe, logiciels d’aide à la commande de type Matlab ou Scilab de plus

en plus nombreux). L’utilisation de ces nouveaux outils parâıt donc intéressante dans des

domaines où des performances sévères sont souvent requises, dans le milieu industriel no-

tamment. Le problème se pose dans la méthodologie mathématique à mettre en œuvre pour

parvenir à exploiter ces nouveaux outils. Un des besoins les plus répandus des industriels,

est le concept de la stabilisation des systèmes. Rappelons que la notion de stabilisation

consiste à maintenir un système stable via un contrôleur qui est calculé généralement en

fonction de l’état. Lorsqu’il n’est pas possible de mesurer directement l’état, et c’est pour

des raisons physiques ou financières, on a recours à un système dynamique auxiliaire, ap-

pelé ”observateur d’état”. Ce dernier a le rôle d’estimer l’état du système en question.

De plus, il convient de préciser que le fonctionnement du système est souvent soumis à

des perturbations dues à des facteurs divers tels que des erreurs ou des bruits de mesure,

des variations des paramètres internes ou externes, ou bien un vieillissement du système.

Dans ce cas, le problème de stabilisation se ramène à une synthèse d’un contrôleur robuste

assurant la stabilité, en dépit des perturbations qui peuvent affecter le fonctionnement du

système.

Notons que la négligence des perturbations affectant un système stable peut le rendre

instable et dégrader ses performances. C’est pourquoi, avant de choisir la méthodologie

à mettre en œuvre, il convient de faire une bonne représentation du système physique

3



INTRODUCTION GÉNÉRALE 4

réel avec une précision suffisante et un modèle de structure simple. Ainsi, pour assurer

un meilleur compromis du modèle vis-à-vis du processus réel et l’adéquation de celui-ci a

une forme mathématique exploitable, plusieurs types de modèles de systèmes ainsi que des

formes d’incertitudes ont été conçus.

Les méthodologies à mettre en oeuvre sont en constante évolution. Néanmoins, malgré les

avancées significatives, le problème de la commande des systèmes incertains reste un sujet

de recherche ouvert et très actif. Il suscite de plus en plus l’intérêt de la communauté

automaticienne. Contrairement au problème de synthèse pour les systèmes linéaires sans

incertitudes où l’on dispose d’une stratégie bien déterminée présentée par Kalman et Luen-

berger, il n’existe pas de méthodes de synthèses universelles quand le système est affecté

par des incertitudes paramétriques. La principale difficulté de la conception réside dans la

nature non convexe du problème. Diverses activités de recherches ont été élaborées pour

aboutir à des résultats de stabilisation de différentes classes de systèmes.

En outre, il existe des approches considérables dans la littérature traitant le problème de

la conception de contrôleur en utilisant directement des conditions sous forme d’inégalités

matricielles bilinéaires (BMI). Toutefois, il est bien connu que la résolution d’une BMI

est un problème NP-difficile. Dans le but de réduire le conservatisme des approches citées

en préambule, nous avons travaillé sur la synthèse de la commande basée sur un obser-

vateur des systèmes incertains via l’approche des inégalités matricielles linéaires ”LMI”.

Ce choix de l’approche LMI est motivé par le désir d’asseoir le problème de synthèse de

la commande sur des bases numériques. De telles possibilités sont devenues envisageables

grâce au développement d’outils numériques de résolution efficaces. L’avancée récente des

outils informatiques et mathématiques basés sur les programmes d’optimisation convexe

permettent de résoudre une classe importante de problèmes d’analyse et de commande des

systèmes dynamiques. Grâce à l’utilisation de la théorie de Lyapunov et d’un maniement ju-

dicieux des inégalités de Young, ainsi que quelques transformations algébriques, nous avons

dérivé des conditions de stabilisation de différentes classes de systèmes. Ces résultats sont

fournis en termes d’inégalités matricielles linéaires, sans l’ajout de contraintes égalité, ni

de restriction sur le domaine des variables.

Enfin, après l’analyse de stabilité de Lyapunov du système augmenté, et quelques transfor-

mations algébriques, nous parvenons à dériver des conditions de stabilisation sous formes

d’inégalités matricielles linéaires.
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Structure du mémoire

– Les chapitres 1 et 2 sont consacrés à la présentation de quelques préliminaires utiles

sur les inégalités matricielles linéaires (LMIs), les systèmes dynamiques, la stabilité

et théorie de Lyapunov ainsi que la contrôlabilité et la stabilisation des systèmes

linéaires, qui sont munis de quelques définitions et lemmes utiles pour mieux com-

prendre le manuscrit.

– Le chapitre 3 présente des résultats de stabilisation des systèmes linéaires incertains

via un contrôleur basé sur un observateur avec des incertitudes structurées bornées

en norme. En se basant sur la théorie de Lyapunov et le maniement judicieux de

l’inégalité de Young, une nouvelle condition suffisante exprimée sous forme d’inégalité

matricielle linéaire (LMI) garantissant la stabilité asymptotique du système en boucle

fermée a été obtenue. L’étude a été complétée, d’une part, par une application de

l’approche à un exemple réel qui permet de valider les résultats théoriques, il s’agit

de la stabilisation d’un robot à bras flexible et d’autre part, par des comparaisons

théoriques et numériques. Ainsi, la réduction du conservatisme apportée par cette

approche a été démontrée à travers les points suivants :

1. Il a été montré analytiquement que pour une classe particulière importante

de systèmes, la condition nécessaire pour la faisabilité de la LMI obtenue est

équivalente à la stabilisabilité/détectabilité du système considéré.

2. Une évaluation numérique du conservatisme a été effectuée. Les résultats obte-

nus montrent que la condition LMI est faisable pour tous les systèmes.



La vie n’est bonne qu’à étudier et à

enseigner les mathématiques.
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Chapitre 1

Généralités sur les inégalités
matricielles linéaires

” Le plus grand défi face à un contrôle, ou encore toute autre technologie moderne, est

de savoir comment organiser et rendre accessibles de manière interactive la quantité im-

portante et croissante de la connaissance objective formelle qui est disponible, de faire la

connaissance utilisable par les praticiens, à leur fournir un outil puissant et de relier la

connaissance à la réalité, à des recherches expérimentales et pratiques. ” A.J.G.Farlane

1.1 Introduction

Une grande quantité de problèmes d’automatique concernant les performances et la robus-

tesse peuvent se traduire sous la forme d’une optimisation convexe avec des contraintes

inégalités. Auparavant, on faisait appel à la résolution d’équations de Riccati basées sur

des contraintes égalités. Plus récemment, les progrès effectués dans le domaine de l’optimi-

sation convexe et l’introduction des LMIs par Yakubovich dans la commande des systèmes

ont permis de franchir une nouvelle étape qui combine les possibilités mathématiques avec

la puissance de calcul informatique. Depuis, un répertoire de nombreux problèmes font

appel aux LMIs.

1.2 Rappels historiques : de la commande classique

aux LMI

L’objet de cette section n’est pas de donner une vue exhaustive des différentes méthodes

de commande, mais de présenter succinctement les différents courants historiques de la

7
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commande robuste. Nous pouvons considérer que l’Automatique, en tant que science rela-

tivement jeune, et plus particulièrement la commande des systèmes, a traversé trois grandes

périodes.

1. La période classique (1930-65).

Dans ses débuts, la théorie de la commande avait pour objectif l’élaboration d’outils

d’analyse et de synthèse de régulateurs utilisés dans l’industrie. Avec la progression

de la théorie, il s’est avéré que les outils développés pouvaient s’appliquer à une

large classe de systèmes. La préoccupation première a toujours été la stabilité qui

fut introduite par Routh et Hurwitz dès le 19ème siècle puis explorée en détail par

Lyapunov, dont les travaux sont toujours très utilisés de nos jours. La théorie de la

stabilité fut revisitée vers la fin des années 1920 par Black. Quelques années plus

tard, Nyquist améliore l’approche précédente en énonçant un critère fréquentiel qui

porte désormais son nom.

Outre, la stabilité, un système asservi se doit de satisfaire divers objectifs de perfor-

mance. Cette période marque l’apparition des concepts de marges pour les systèmes

monovariables avec la commande PID. L’approche proposée permet de ramener le

problème de l’analyse à quelques critères fréquentiels et graphiques et celui de la

synthèse au choix de paramètres simples à interpréter. La simplicité de cette méthode

en fait une des techniques les plus utilisées dans l’industrie. Les progrès technolo-

giques et l’apparition de systèmes complexes ont motivé l’effort de recherche vers des

méthodes de commande plus générales et plus performantes.

2. La période moderne (1965-80).

Pour faire face aux limitations introduites par la commande PID qui montre ses

limites en matière de systèmes multivariables, l’effort de recherche s’est porté vers la

commande optimale LQG dès les années 1960. Cette époque charnière est caractérisée

par l’apparition de l’approche par variables et représentations d’état des systèmes.

Les concepts de commandabilité et d’observabilité sont dus aux travaux de Kalman.

Cette approche conduit à la commande LQG qui revient à minimiser un critère

sur l’espérance quadratique (norme H2 pondérée) reflétant un compromis entre la

précision et l’effort de la commande. L’approche LQG a fourni un cadre théorique

très puissant pour de nombreux problèmes de commande des systèmes dynamiques, y

compris non linéaires. De plus, elle a débouché sur une méthode de synthèse simple à

appliquer numériquement par l’intermédiaire d’algorithmes de résolution d’équations

de Riccati dépendant de la représentation d’état du système. La difficulté principale
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réside dans le choix des matrices de pondération du critère de manière à refléter au

mieux le cahier des charges. Cependant, cette approche théorique n’a pas fourni les

résultats pratiques qu’elle laissait espérer car la robustesse aux incertitudes n’est pas

prise en compte. A la fin des années 70, une prise de conscience des limites de la

théorie actuelle de la commande optimale conduit Safonov et Athans à définir des

garanties en terme de marges de phase et de gain pour la commande LQ suivis par

Doyle et Stein avec la commande LQG/LTR .

3. La période post-moderne (1980-99).

Le début des années 80, avec l’apparition du terme de robustesse, a marqué le début

de la ” suprématie ” de la commande robuste. Pourtant, les bases de cette révolution

théorique avaient été posées depuis près de 20 ans par Zames qui avait défini la

notion du petit gain comme l’un des concepts-clef des marges de robustesse en multi-

variable. A la fin des années 70, la commande H∞ apporte des solutions intéressantes,

par le biais des valeurs singulières, au problème de robustesse. Les incertitudes sont

modélisées dans une sphère de norme H∞ et la performance de l’asservissement est

calculée comme une fonction du rayon de cette sphère. Plusieurs approches sont

développées, basées sur le lemme borné réel (LBR), les jeux différentiels ou bien la

méthode du ” pire cas ” qui consiste à stabiliser un système et à minimiser l’influence

de la ” pire ” perturbation . La résolution du problème peut s’effectuer par l’utili-

sation de l’algorithme dit Glover-Doyle qui permet de synthétiser un correcteur H∞
obtenu par résolution de deux équations de Riccati couplées, mais en introduisant

des contraintes de rang et de zéros invariants. Malheureusement, cette méthode ne

permet pas de prendre en compte des informations sur la structure des perturbations

et elle repose sur le choix d’un critère unique sensé refléter à lui seul l’ensemble des

spécifications imposées. Bien que la µ − synthèse ait permis de diminuer le conser-

vatisme induit par l’approche H∞, sa mise en œuvre s’avère délicate par manque

d’algorithmes suffisamment sûrs. On s’est alors orienté vers une jonction des deux

approches (optimale et robuste) qui s’est faite par le biais de la commande mixte H2

/ H∞, sans toutefois négliger les aspects concernant la réduction d’ordre du correc-

teur. Comme les problèmes deviennent par nature multicritères, il est préférable de

considérer le problème de commande comme un problème de faisabilité, et non plus

de minimisation de critère. La plupart des approches faisait appel à l’optimisation

non linéaire différentiable et n’offre aucune garantie de convergence vers un minimum

global, les gradients sont alors très difficiles à calculer. Plus récemment, les progrès



Chapitre 1. Inégalités matricielles linéaires 10

effectués dans le domaine de l’optimisation convexe et l’introduction des LMIs par

Yakubovich dans la commande des systèmes ont permis de franchir une nouvelle étape

qui combine les possibilités mathématiques avec la puissance de calcul informatique.

Depuis, de nombreux travaux ont montré qu’un grand nombre de problèmes qui ap-

paraissaient difficiles voire impossible à résoudre de manière analytique, pouvaient

se formuler et se résoudre par l’approche LMI. Encouragés par l’émergence de ” sol-

veurs ” de plus en plus rapides et mieux adaptés, d’énormes progrès, non seulement

théoriques mais également sur le plan de la simulation, ont été réalisés en utilisant le

développement toujours grandissant des logiciels (en particulier les solveurs de LMI

tels que LMITOOL (sous MATLAB ou bien SCILAB).

1.3 Inégalités Matricielles Linéaires

1.3.1 Qu’est-ce qu’une LMI?

Une inégalité matricielle linéaire est une expression de la forme

F (x) := F0 + x1F1 + ... + xmFm ≺ 0 (1.1)

Où

– x = (x1,...,xm) est un vecteur de m nombres réels appelés ”variables de décision”.

– F0,...,Fm ce sont les matrices symetriques, i.e, Fj = F T
j , pour j = 0,...,m.

– L’inégalité ≺ 0 dans (1.1) signifie ”définie négative”. C’est-à-dire, uT F (x)u ≺ 0 pour

tout vecteur u non nul. Parce que toutes les valeurs propres de la matrice symétrique

réelle sont réelles, (1.1) est équivalent à dire que toutes les valeurs propres λ(F (x))

sont négatives. De façon équivalente, la valeur propre maximale λmax(F (x)) ≺ 0.

Définition 1.1. Une inégalité matricielle linéaire LMI est une inégalité

F (x) ≺ 0 (1.2)

où F est une fonction affine d’un espace vectoriel X de dimention finie et soit

Sn(R) = {N ∈ Rn×n, N = NT} l’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
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Remarque 1.1. La LMI non stricte est une inégalité matricielle linéaire où ≺ dans (1.1)

et (1.2) est remplacé par ¹.

Pour les fonctions affines F, G : Rm → Sn(R), les contraintes F (x) Â 0 et F (x) ≺ G(x)

avec F et G sont aussi des LMIs , car elles peuvent être réécrites sous la forme −F (x) ≺ 0

et F (x)−G(x) ≺ 0.

Remarque 1.2. Nous rencontrerons souvent des problèmes dans lesquels les variables sont

des matrices, par exemple, l’inégalité matricielle de Lyapunov

F (X) = AT X + XA + Q ≺ 0

Où A ∈ Rn×n et Q = QT ∈ Rn×n sont deux matrices constantes données et la variable

X = XT ∈ Rn×n est la matrice inconnue. Nous allons expliquer dans ce qui suit comment

se ramener de cette inégalité matricielle à une LMI de la forme (1.1).

Soit E1,E2,...,Em une base de Sn(R) l’ensemble des matrices symétriques réelles. Pour tout

X ∈ Sn(R), il existe x1,x2,...,xm ∈ R tels que X =
m∑

i=1

xiEi. L’inégalité de Lyapunov

devient:

F (X) = F

(
m∑

i=1

xiEi

)
= AT

(
m∑

i=1

xiEi

)
+

(
m∑

i=1

xiEi

)
A + Q

= Q + x1(A
T E1 + E1A) + ... + xm(AT Em + EmA) ≺ 0,

qui n’est rien d’autre qu’une LMI particulière.

Une autre LMI souvent rencontrée en commande est l’inégalité de Riccati

AT P + PA + PBR−1BT P + Q ≺ 0,

où R > 0, Q = QT , R = RT , P = P T .

Cette dernière s’exprime comme une LMI en P .
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1.3.2 Où peuvent-elles être utilisées?

Comme nous le verrons, de nombreux problèmes d’optimisation dans le contrôle, l’iden-

tification et le traitement des signaux peuvent être formulés (ou reformulés) en utilisant

les inégalités matricielles linéaires. De toute évidence, il n’a de sens que pour la distri-

bution de ces problèmes dans un cadre LMI si ces inégalités peuvent être résolues d’une

manière efficace et fiable. Étant donné que l’inégalité matricielle linéaire F (x) ≺ 0 définit

une contrainte convexe sur la variable x, des problèmes d’optimisation impliquant la

minimisation (ou la maximisation) d’une fonction de la performance f : E → R avec

E := {x| F (x) ≺ 0} appartiennent à la classe des problèmes d’optimisation convexe.

Supposons que F : X → Sn(R) est affine. Il y a deux problèmes génériques liés à l’étude

des inégalités matricielles linéaires:

1. Faisabilité: La question est de savoir s’il existe ou non, des éléments x ∈ X tels que

F (x) ≺ 0 est appelée un problème de faisabilité. La LMI F (x) ≺ 0 est dite faisable

si un tel x existe, sinon elle est dite non-faisable.

2. Optimisation:

(a) Minimiser cT x par rapport à F (x) ≺ 0; où c ∈ Rm\{0}, et F est une matrice

symétrique et affine en x, est appelé un programme semi-défini (semi-definite

program SDP). Le vecteur c définit l’objectif du problème et x ∈ Rm représente

la variable de décision.

(b) Minimiser les valeurs propres généralisées. Il s’agit ici de déterminer le minimum

d’un paramètre λ tel que le problème LMI soit vérifié:





C(x) < 0
Bj(x) > 0, ∀j ∈ {1,2,...,p}
Aj(x) > λBj(x), ∀j ∈ {1,2,...,p}

où x correspond à l’ensemble des inconnues de l’inégalité matricielle, C, Bj, Aj

sont des matrices.

L’avantage majeur des SDP est que leur complexité est polynômiale, c’est-à dire qu’il

existe des algorithmes qui permettent de calculer l’optimum global (pour une décision

fixée a priori) en un temps de calcul polynômial par rapport à la taille du problème.
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1.3.3 Quels sont les intérêts des LMIs?

L’intérêt des LMIs est résumé dans les quatre points décrits ci-dessous.

1. Convexité: La LMI (1.1) définit une contrainte convexe en x. En effet, ∀{x,y} ∈ E,

E := {x| F (x) ≺ 0}, alors

F (αx + (1− α)y) ≤ αF (x) + (1− α)F (y), ∀α ∈ [0,1],

où F (x) est donnée par (1.1). L’intérêt de la convexité provient du fait qu’un grand

nombre de problèmes peuvent s’écrire comme ce type de contrainte.

2. Concaténation: Un système qui comprend des LMIs et des contraintes supplémentaires

affines en x peut s’écrire sous la forme d’une seule LMI. Par exemple le système

{
F (x) ≺ 0,
x = ay + b avec y quelconque,

est équivalent à F̄ (y) ≺ 0. En effet, posons xi = ayi + bi. En utilisant la propriété

d’ensemble convexe, nous aurons

F (x) := F0 + a

n∑
j=1

yjFj +
n∑

j=1

bjFj

= F̄0 +
n∑

j=1

yjF̄j = F̄ (y)

avec F̄0 = F0 +
n∑

j=1

bjFj et F̄j = aFj.

Des LMIs multiples peuvent se ramener en une seule. En effet, résoudre les deux LMIs

F1(x) ≺ 0 et F2(x) ≺ 0 est équivalent à résoudre F̄ (x) ≺ 0 avec F̄ = diag(F1,F2).

Un autre exemple sur la concaténation est fourni dans la définition 1.2.

3. Algorithmes: Les algorithmes utilisés pour résoudre les contraintes LMI sont efficaces:

une bonne initialisation garantit la convergence de l’algorithme, cette convergence

étant à temps polynômial.

4. Applications: De nombreuses conditions classiques en automatique (stabilité quadra-

tique, calcul de la norme H2,... ) peuvent se formuler sous la forme de problèmes LMI.
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De plus, il est possible de convertir certaines inégalités non linéaires (notamment de

Riccati) en LMI par l’utilisation du lemme de Schur.

Définition 1.2. (Système de la LMI) Un système d’inégalités matricielles linéaires est

un ensemble fini d’inégalités matricielles linéaires

F1(x) ≺ 0,..., Fk(x) ≺ 0. (1.3)

L’intersection des ensembles possibles de chacune des inégalités (1.3) est convexe. En

d’autres termes, l’ensemble des x qui satisfont (1.3) est convexe. La question se pose main-

tenant de savoir si ou non cet ensemble peut être représenté comme la faisabilité d’une

autre LMI. La réponse est oui.

En effet, F1(x) ≺ 0,..., Fk(x) ≺ 0 si et seulement si

F (x) :=




F1(x) 0 . . . 0
0 F2(x) . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . Fk(x)


 ≺ 0

La dernière inégalité permet en effet de sens que F (x) est symétrique pour tout x. En

outre, puisque l’ensemble des valeurs propres de F (x) est tout simplement l’union des va-

leurs propres de F1(x),..., Fk(x), tout x qui satisfait F (x) ≺ 0 satisfait également le système

de la LMI de (1.3) et vice versa. Concluent que plusieurs contraintes LMI peuvent toujours

être convertis en une seule contrainte de la LMI.

Définition 1.3. (Bilinear Matrix Inequality). Une contrainte BMI est une contrainte

sur x ∈ Rm et y ∈ Rr qui est de la forme

F (x,y) := F0,0 +
m∑

i=1

r∑
j=1

xiyjFi,j ≺ 0;

avec F0,0 ∈ Rn×n et Fi,j ∈ Rn×n

Il s’agit de la généralisation de la notion de LMI. Une grande variété de problèmes d’auto-

matique peuvent se formuler comme des BMIs. Cependant, les BMIs ne sont pas convexes,

ce qui génére des difficultés dans leur résolution.
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1.3.4 Les théorèmes classiques

La difficulté n’est donc pas de résoudre une LMI. En effet les difficultés rencontrées pro-

viennent de la transformation de ses contraintes non linéaires en formulation LMI.

Pour cela, nous disposons des lemmes suivants:

La transformation basée sur le complément de Schur est la méthode la plus simple et la

plus fréquemment utilisée pour transformer des contraintes non linéaires en des contraintes

LMI. Cette transformation est la suivante:

Lemme 1.1. (Complément de Schur) Soient trois matrices Q(x), S(x) et R(x) affines

par rapport à la variable x, les matrices Q(x) et R(x) étant symétriques. La LMI

F (x) =

(
R(x) S(x)
S(x)T R(x)

)
≺ 0

est équivalente aux inégalités suivantes:

{
R(x) ≺ 0
Q(x)− S(x)R(x)−1S(x)T ≺ 0

(1.4)

Une autre transformation est décrite dans le lemme suivant:

Lemme 1.2. Pour toutes matrices A, P0 > 0 et P1 > 0, l’inégalité

AT P1A− P0 < 0

est équivalente à l’existence d’une matrice Y telle que:

[−P0 AT Y T

Y A −Y − Y T + P1

]
≺ 0.

1.3.5 Aspects informatiques

”Les principaux défis pour la communauté de contrôle sont d’acquérir une meilleure

compréhension de la complexité du système, ce qui est, et ce qui n’est pas traitable et ce qui

peut, et ne peut pas être fait. Il est clair que la science de la commande et de la commu-

nauté d’ingénierie auront à se rapprocher de l’informatique et de l’ingénierie, mais sans

(je l’espère) la perte de foi dans la formulation du problème rigoureuse ou de renoncer à
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la synthèse formelle.” W.M. Wonham

Les méthodes algorithmiques de résolution des problèmes d’optimisation convexe mènent

naturellement à l’utilisation de la puissance informatique aujourd’hui à notre disposition.

L’outil informatique est une interface d’utilisation mais son évolution ne doit pas être

négligée pour autant. En effet, la résolution de certains problèmes passe aussi par une

amélioration ou une personnalisation des ”solveurs LMI”.

Cette section permet de clarifier certaines notions. Nous allons énoncer brièvement les

différents concepts utiles.

Définition 1.4. (Calculabilité). Un problème est dit calculable lorsque sa résolution est

prouvée être faisable par un algorithme en un nombre fini d’étapes.

Cette notion est en général étendue à une résolution dont le temps de calcul est acceptable

en relation avec la taille et la finalité du problème. En effet, si le temps de résolution est

une fonction de type n100, avec n la taille du problème, celui-ci est donc résolvable en temps

polynômial, mais peut difficilement être qualifié de calculable. Ceci nous amène à définir

la notion de Complexité.

Définition 1.5. (Complexité) La complexité est définie comme la fonction qui lie le temps

de résolution de l’algorithme à la taille du problème. Ce temps de résolution peut être une

fonction exponentielle ou polynômiale de la taille du problème.

Pour illustrer ce fait, considérons le tableau suivant où n représente le nombre de variables

du problème.

n 5 10 20 22 23 30 40
2n 32 1024 1.05 106 4.2 106 8.4 106 1.1 109 1.1 1012

n5 3125 105 3.2 106 5.1 106 6.4 106 2.4 107 1.0 108

Tableau 1.1: Complexité d’un problème

Dans le tableau 1.1, il est montré qu’un algorithme dont la complexité est une fonction de

type 2n est plus rapide qu’un algorithme de complexité n5 avec n < 23. Par contre, lorsque

n > 23, le temps de résolution augmente très vite pour un algorithme de complexité 2n.
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Ceci nous amène à définir les notions de temps polynômial et de problème NP-difficile.

Définition 1.6. (Temps polynômial). Un problème est dit résolvable en un temps po-

lynômial lorsqu’il existe un algorithme de résolution dont le temps de calcul requis est une

fonction polynômiale de la taille du problème. La taille d’un problème en général définie

comme le nombre de variables mis en jeu dans la résolution ainsi que la place mémoire

qu’elle nécessite.

Définition 1.7. (NP-difficile). Un problème est dit NP-difficile lorsque le temps de calcul

requis est une fonction de type an avec a > 1 et n la taille du problème.

Remarque 1.3. Un problème de type BMI est un exemple de problème NP-difficile tandis

qu’un problème LMI ne l’est pas car il est résolvable en temps polynômial. Toutefois un

grand nombre de problèmes en automatique est par nature de type BMI. Pour les résoudre,

on doit donc se ramener à une formulation de type LMI, ce qui introduit un conservatisme.

Définition 1.8. (Conservatisme). Une condition ou une contrainte est dite conservative

lorsqu’elle est trop contraignante ou pessimiste par rapport au problème considéré.

Le dilemme entre complexité et conservatisme intervient constamment et influence les

choix (autant théoriques et pratiques) dans la résolution d’un problème. En effet, afin

d’obtenir une synthèse de correcteur la moins conservative possible, on augmente le nombre

de spécifications du problème. Le problème devient NP-difficile. Pour le résoudre, c’est-à-

dire diminuer la complexité de ce problème, on est amené soit à approximer soit à supprimer

certaines des spécifications.
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Chapitre 2

Contrôlabilité, Stabilisation et
stabilité au sens de Lyapunov

Notations:

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce chapitre que nous listons ci-dessous :

– R: ensemble des nombres réels.

– Rn: espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

– [a,b]: intervalle fermé de R d’extémités a et b.

– ]a,b[: intervalle ouvert de R d’extémités a et b.

– C1(Rn): ensemble des fonctions continûment différentiables.

– |.| : valeur absolue ou module.

– ‖.‖: norme sur Rn.

– x = [x1,...,xn] ∈ Rn: vecteur d’état.

– ẋ(t) = dx
dt

: dérivée temporelle.

– xT : trasposée du vecteur x.

– AT : trasposée de la matrice A.

– ‖A‖: norme euclidienne de A.

– Id: matrice identité dans Rn×n.

– M−1: inverse de la matrice M .

– det: déterminant.

– tr: trace.

– Re(λi): partie réelle de la valeur propre λi.

19
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– exp(A) ou eA: exponentielle de la matrice A.

– Lp
loc(ω,K): endemble des applications mesurables de ω dans K, de puissance p intégrable.

– L∞: espace vectoriel de fonctions bornées sur un intervalle donné.

– Acc(x0,T ): ensemble accessible en temps T depuis le point x0.

– B(a,ϕ) = {x ∈ Rn, ‖x− a‖ ≤ ϕ}: la boule de centre a ∈ Rn et de rayon ϕ > 0.

2.1 Introduction

Cette section a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels sur les systèmes

dynamiques. Nous fournissons au début de cette section un rappel sur la résolution des

systèmes différentiels en se rappelant de la version générale du théorème de Cauchy-

Lipschitz adaptée à la théorie de contrôle, qui établit sous certaines conditions: l’existence

et l’unicité d’une solution d’une équation différentielle.

2.2 Systèmes contrôlés

Un système non linéaire contrôlé (ou commandé) est un système différentiel de la forme

ẋ = f(x,u,t), t ∈ [0, +∞[, x(t) ∈ M, u(·) ∈ U , (2.1)

En général, le vecteur des états x(t) appartient à une variété différentielle M de dimension

n (on supposera ici que M est un ouvert connexe de Rn), les contrôles u(·) appartiennent à

un ensemble admissible U , qui est un ensemble de fonctions localement intégrables définies

sur [0,+∞) à valeurs dans U ⊂ Rm, et f(.,.,.) est une fonction non linéaire à valeur dans Rn

qu’on supposera régulière, (on précisera cette régularité ultérieurement). L’entier naturel

n est l’ordre du système. Un cas particulier que nous considérons dans notre mémoire pour

de tels systèmes, est le système linéaire de la forme:

ẋ = A(t)x + B(t)u (2.2)

avec A(t) une fonction matricielle de dimension n× n, appelée matrice d’état, et B(t) une

fonction matricielle de dimension n×m, appelée matrice de commande.
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Nous n’expliquerons pas dans ce mémoire comment obtenir le modèle (2.1), étant donné

qu’il serait alors nécessaire de couvrir un très grand nombre de disciplines connexes : chi-

mie, physique, mécanique du solide, électrotechnique, etc., chacune ayant une théorie de la

modélisation propre conduisant à des équations différentielles ordinaires susmentionnées.

On peut faire une première classification entre les systèmes qui ne dépendent pas explici-

tement du temps et ceux qui en dépendent :

Définition 2.1. Le système (2.1) est dit autonome si f ne dépend pas explicitement de t.

Dans ce cas, on l’écrira

ẋ = f(x,u). (2.3)

Dans le cas contraire, on dira qu’il est non autonome.

On peut noter qu’un système autonome peut devenir non autonome si le contrôle dépend

explicitement du temps, c’est à dire si par exemple u = g(x,t). Dans le cas où l’on peut

écrire la commande comme une fonction de l’état, soit u = g(x), le système (2.3) se ramène

en un système autonome,

ẋ = f(x,g(x))

que nous écrivons par abus d’écriture

ẋ = f(x). (2.4)

2.2.1 Enoncé général du problème de Cauchy

Soit I un intervalle de R et V un ouvert de Rn. On appelle problème de Cauchy, le problème

{
ẋ(t) = f(t,x(t))
x(t0) = x0

(2.5)

où f est une fonction de I × V à valeurs dans Rn, t0 ∈ I et x0 ∈ Rn.
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On suppose que :

f(.,x) : I → Rn est mesurable pour chaque x fixé. (H1)

et

f(t,.) : Rn → Rn est continue pour chaque t fixé. (H2)

Ces deux conditions assurent la mesurabilité de l’application t → f(t,ξ(t)), pourvu que la

fonction t → ξ(t) soit continue. En effet, si ξ est une fonction étagée sur I, càd,

ξ(t) =
k∑

i=1

xiXi(t), où Xi est la fonction indicatrice de l’intervalle Ii et (Ii)1≤i≤k une partition

de I, alors

f(t,ξ(t)) =
k∑

i=1

f(t,xi)Xi(t)

f est donc mesurable comme somme et produit de fonctions mesurables.

Si maintenant ξ est continue, il existe une suite (ξn)n de fonctions étagées convergente sim-

plement vers ξ (uniformément sur les parties compactes de I), comme f est continue par

rapport à sa deuxième composante (hypothèse (H2)), on obtient la convergence simple de

(f(.,ξn(.)))n vers f(.,ξ(.)). D’où la mesurabilité de t → f(t,ξ(t)). Cette dernière conclusion

justifie l’existence de l’intégrale donnée dans la formule (2.6).

Le théorème de Cauchy-Lipschitz usuel affirme l’existence et l’unicité d’une solution maxi-

male à condition que f soit continue et localement Lipschitzienne par rapport à x.

Mais en théorie de contrôle ces conditions doivent être affaiblies car on est amené à

considérer des contrôles non continus (au mieux, continus par morceaux) et par conséquent

la continuité du second membre n’est plus assurée. En particulier la solution si elle existe,

n’est pas en général dérivable partout et il faut redéfinir de manière adéquate le concept

de solutions, c’est l’objet du paragraphe suivant :

Définition 2.2. (Absolue continuité) Soit A = [a,b] un intervalle. On dit que la fonction

F est absolument continue sur A si, pour tout ε > 0, il existe δ(ε) > 0 tel que, pour toute

suite ([an,bn])n de sous intervalles de A d’interieurs disjoints.

∑
n≥0

(bn − an) ≤ δ ⇒
∑
n≥0

|F (bn)− F (an)| ≤ ε.
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Nous avons la caractérisation suivante de l’absolue continuité : F est absolument continue

sur l’intervalle [a,b] si et seulement s’il existe une fonction intégrable (au sens de Lebesgue)

sur l’intervalle [a,b] telle que pour tout x ∈ [a,b]

F (x)− F (a) =

∫ x

a

f(t)dt.

Autrement dit, F est absolument continue si et seulement s’il existe une fonction f (Le-

besgue intégrable) qui soit presque partout égale à la dérivée de F .

Définition 2.3. (Solution du problème (2.5)) On appelle solution du problème (2.5)

tout couple (J,x(.)) , où J est un intervalle de I contenant t0, x(.) est une fonction abso-

lument continue de J dans V vérifiant, pout tout t ∈ J ,

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s,x(s))ds. (2.6)

ou, de façon équivalente

{
ẋ(t) = f(t,x(t)) p.p sur J
x(t0) = x0.

Une solution (J,x(.)) est dite maximale, si pour toute autre solution (J̄ ,x̄(.)), nous avons

J̄ ⊂ J et x(.) = x̄(.) sur J̄ .

On a le théorème suivant:

Théorème 2.1. (Théorème de Cauchy-Lipschitz) On suppose que la fonction:

f : I × V → V

vérifie les hypothèses suivantes:

1. f est localement lipschitzienne par rapport à x au sens suivant:

– ∀x ∈ V ; ∃r > 0, B(x,r) ⊂ V, ∃α ∈ L1
loc(I,R+)
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– ∀t ∈ I; ∀y,z ∈ B(x,r) ‖f(t,y)− f(t,z)‖ ≤ α(t)‖y − z‖.
2. f est localement intégrable par rapport à t, i.e.:

∀x ∈ V ; ∃β ∈ L1
loc(I,R+); ∀t ∈ I,‖f(t,x)‖ ≤ β(t).

Alors pour toute donnée initiale (t0,x0) ∈ I×V il existe une unique solution maximale

(J,x(.)) du problème de Cauchy (2.5).

Remarque 2.1. On n’a pas forcément J = I; considérons par exemple le problème de

Cauchy :

{
ẋ(t) = x2

x(0) = x0 .

La solution générale de l’équation homogène ẋ(t) = x2 est donnée par −1
t+c

, l’unique solution

vérifiant la condition initiale est x(t) = x0

1−x0t
, définie sur les intervalles ne contenant pas

1
x0

(dans le cas où x0 6= 0). L’intervalle J est donné en fonction du signe de x0:

– Si x0 = 0, on a J = R et x(.) ≡ 0.

– Si x0 > 0, on a J =]−∞, 1
x0

[ et x(t) = x0

1−x0t
.

– Si x0 < 0, on a J =] 1
x0

, +∞[ et x(t) = x0

1−x0t
.

Remarque 2.2. Si f est seulement continue, on n’a pas unicité de la solution en général,

par exemple considérons le problème de Cauchy :

{
ẋ(t) =

√
|x|

x(0) = 0

avec J = R. La fonction identiquement nulle est solution, ainsi que

x(t) =

{
0 si t ≤ 0
t2

4
si t > 0.
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Une version globale du théorème de Cauchy-Lipschitz est donnée par le théorème ci-

dessous.

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz, on suppose de plus

que V = Rn et que f est globalement liptschitzienne par rapport à x, i.e.

∃α ∈ L1
loc(I,R+), ∀t ∈ I; ∀y,z ∈ Rn, ‖f(t,y)− f(t,z)‖ ≤ α(t)‖y − z‖.

Alors J = I.

2.3 Systèmes différentiels linéaires

Considérons le problème de Cauchy dans Rn

{
ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)
x(t0) = x0.

(2.7)

où les applications

t 7→ A(t) ∈ Mn(R)

t 7→ B(t) ∈ Rn

sont localement intégrables sur l’intervalle I considéré.

Définition 2.4. On appelle résolvante du problème (2.7), la solution du problème de Cau-

chy





∂R
∂t

(t,t0) = A(t)R(t,t0),

R(t0,t0) = Id

où R(t,t0) ∈ Mn(R).

La résolvante possède les propriétés suivantes:

1. R(t2,t0) = R(t2,t1)R(t1,t0).
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2. Si ∆(t,t0) = detR(t,t0), on a

{
∂∆
∂t

(t,t0) = trA(t)∆(t,t0)
∆(t0,t0) = 1

3. La solution du problème de Cauchy (2.7) est donnée par

x(t) = R(t,t0)x0 +

∫ t

t0

R(t,s)B(s)ds.

4. Lorsque t0 = 0, on note plutôt M(t) = R(t,0). La solution du problème de Cauchy

(2.7) se reformule de la façon suivante:

x(t) = M(t)x0 + M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)ds.

Remarque 2.3. Dans le cas des systèmes autonomes, le problème de Cauchy dans Rn est

de la forme

{
ẋ(t) = Ax(t)
x(0) = x0.

où A ∈ Mn(R). Alors, dans ce cas, la résolvante est l’application M : t 7→ exp(tA), et la

solution de ce problème est

x(t) = exp(tA)x0.

L’exponentielle exp(tA) est définie par la série

exp(tA) = Id + tA +
t2

2
A2 + ... +

tn

n!
An + ...

Cette série est normalement convergente dans l’espace de Banach Mn(C), vu que

∥∥∥∥∥
n=q∑
n=p

tn

n!
An

∥∥∥∥∥ ≤
n=q∑
n=p

|t|n
n!
‖A‖n ≤ exp‖tA‖.
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Exemple1: Considérons l’équation autonome

ẋ(t) =

(
0 1
−1 0

)
x(t)

Comme les valeurs propres ∓i de la matrice A sont distinctes, A est diagonalisable, de plus,

A =

(
1 1
i −i

)(
i 0
0 −i

)(
1
2

−i
2

1
2

i
2

)

Ainsi

exp(tA) =

(
1 1
i −i

)(
exp(it) 0

0 exp(−it)

)(
1
2

−i
2

1
2

i
2

)

=

(
cos t sin t
−sin t cos t

)
,

et la solution du système est donnée par

x(t) = (exp(tA))x0

Pour toute donnée initiale x0 ∈ R2.

2.4 Analyse de la stabilité au sens de Lyapunov

La notion de stabilité possède un large éventail de définitions dans la littérature. Dans

notre cas, nous nous focaliserons sur la stabilité au sens de Lyapunov, qui constitue un

outil puissant dans l’étude de la stabilité d’un point d’équilibre.
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2.4.1 Systèmes à temps continu

Considérons le système autonome invariant dans le temps suivant

ẋ(t) = f(x(t)) (2.8)

où f : Ω ⊂ Rn est une fonction Lipschitzienne et Ω est un ouvert de Rn. Les points

d’équilibre de (2.8) sont les solutions de l’équation f(x) = 0.

Définition 2.5. Un point d’équilibre x∗ du système (2.8) est dit

– stable si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que

‖x(0)− x∗‖ < δ ⇒ ‖x(t)− x∗‖ < ε; ∀t ≥ 0 ,

– asymptotiquement stable si x∗ est stable et si il existe δ > 0 tel que

‖x(0)− x∗‖ < δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = x∗,

– globalement asymptotiquement stable si x∗ est stable et ∀x(0) ∈ Rn

lim
t→∞

x(t) = x∗.

– localement exponentiellement stable s’il existe trois nombres réels positifs c, K et λ

tels que

∀‖x(0)− x∗‖ < c ⇒ ‖x(t)− x∗‖ ≤ K‖x(0)− x∗‖e−λt,

– instable s’il n’est pas stable.

Sans perte de généralité, nous considérons dans la suite x∗ = 0. La théorie de Lyapu-

nov est un outil important, permettant de conclure sur la stabilité d’un point d’équilibre

du système. Elle repose sur l’existence de fonctions, vérifiant certains critères, et qui

représentent d’une certaine manière l’énergie du système. Ce qui suit donne plus de détails

sur de telles fonctions et sur la stabilité au sens de Lyapunov.
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Définition 2.6. Une fonction V (x) : Rn → R continûment différentiable est dite définie

positive dans une région Ω autour de l’origine si :

•V (0) = 0

•V (x) > 0 pour tout x ∈ Ω− {0} (2.9)

Si (2.9) est remplacée par V (x) ≥ 0 alors la fonction est dite semi-définie positive.

Remarque 2.4. Une classe de fonctions souvent utilisée pour l’analyse des systèmes est

celle des fonctions quadratiques V (x) = xT Px où P est une matrice symétrique réelle.

Définition 2.7. Une fonction quadratique V (x) = xT Px est dite définie positive (respecti-

vement semi-définie positive) si toutes les valeurs propres de la matrice P sont strictement

positives (respectivement positives).

Théorème 2.3. Soit Ω ⊂ Rn une région incluant l’origine. L’état d’équilibre x∗ = 0 est:

– localement stable s’il existe une fonction continûment dérivable V (x) telle que :

• V est définie positive et V (0) = 0,

• dV (x)
dt

≤ 0, ∀x ∈ Ω− {0}.

– localement asymptotiquement stable s’il existe une fonction continûment dérivable

V (x) telle que :

• V est définie positive et V (0) = 0,

• d V (x)
d t

< 0, ∀x ∈ Ω− {0}.
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– globalement asymptotiquement stable s’il existe une fonction continûment dérivable

V (x) telle que :

•V est définie positive et V (0) = 0,

•d V (x)
d t

< 0, ∀x ∈ Rn − {0}.
•V (x) →∞, lorsque ‖x‖ → ∞.

La fonction V (x) est appelée fonction de Lyapunov.

Dans le cas particulier des systèmes linéaires invariants dans le temps (LTI) s’écrivant

ẋ(t) = Ax(t), (2.10)

l’origine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A

sont à partie réelle strictement négative.

Théorème 2.4. Le point d’équilibre x∗ = 0 est asymptotiquement stable si et seulement

si, pour toute matrice Q = QT > 0, il existe une matrice P = P T > 0 vérifiant l’equation

de Lyapunov

AT P + PA + Q = 0 (2.11)

2.4.2 Fonction de Lyapunov pour les systèmes linéaires

Considérons le système linéaire

ẋ = Ax (2.12)

Lorsque toutes les valeurs propres de A vérifient Re(λi) < 0, alors A est dite matrice de

Hurwitz ou matrice de stabilité. Supposons que la matrice A est inversible, celà, nous ga-

rantirait l’unicité du point d’équilibre x∗ = 0. Rappelons que l’origine du système (2.12) est

asymptotiquement stable si et seulement si la matrice A est de Hurwitz. On peut également

caractériser la stabilité asymptotique en utilisant la méthode de Lyapunov. Considérons la

fonction de Lyapunov suivante

V (x) = xT Px
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où P est une matrice réelle symétrique définie positive. La dérivée de V au long des tra-

jectoires du système (2.12) est donnée par

V̇ (x) = ẋT Px + xT Pẋ = xT (PA + AT P )x = −xT Qx

où Q est la matrice symétrique donnée par

Q = −(PA + AT P ). (2.13)

L’équation (2.13) est dite équation de Lyapunov.

Le théorème suivant caractérise la stabilité asymptotique de l’origine en terme de solution

de l’équation de Lyapunov.

Théorème 2.5. Une matrice A est de Hurwitz si et seulement si pour toute matrice

symérique définie positive Q donnée, il existe une matrice P symétrique définie positive

vérifiant l’équation de Lyapunov (2.13) . Si de plus A est de Hurwitz, alors P est l’unique

solution de l’équation (2.13) .

Remarque 2.5. L’équation (2.13) est une équation linéaire algébrique qui peut se résoudre

en la réécrivant sous la forme Mx = y, où x et y sont deux vecteurs constitués des éléments

de P et Q.

Notons que la plupart des logiciels de programmation des systèmes de contrôle contiennent

des commandes pour la résolution de l’équation de Lyapunov.

2.5 Contrôlabilité

La contrôlabilité fait partie des propriétés dites structurelles qui caractérisent les systèmes,

et éventuellement permettent de les classifier, par leurs propriétés algébriques et géométriques.

Elle est indispensable dans les applications pour qu’un système puisse être convenablement

commandé et permet de construire des lois de commande de façon effective.

Cette section aborde la contrôlabilité, après de courtes définitions, nous parlerons en détail

des systèmes linéaires, autonomes et non autonomes. Leur contrôlabilité est caractérisée

par le critère de Kalman. Pour les systèmes non linéaires, le problème mathématique de

contrôlabilité est beaucoup plus difficile.

Le concept de la stabilité est fortement lié au concept de l’existence d’une loi de commande
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pour un système donné qui pourra rendre le système en boucle fermée asymptotiquement

stable autour d’un point d’équilibre. Pour les systèmes linéaires, la contrôlabilité implique

la stabilité du système.

Nous aborderons dans la section suivante le problème de la stabilisation par retour d’état

statique.

Contrôlabilité

Le problème de la contrôlabilité est le suivant : étant donnés deux états x1, x2 ∈ Rn,

existe-t-il un temps T et un contrôle admissible u tels que la trajectoire xu(t) associée à ce

contrôle joigne x0 = x(0) à x1 = x(T )? On peut poser le même problème avec le temps T

fixé.

L’objet de la sous section suivante est de caractériser la contrôlabilité des systèmes linéaires,

on verra qu’il existe une caractérisation algébrique de la contrôlabilité d’un système linéaire

due à Kalman.

2.5.1 Contrôlabilité des systèmes linéaires

Considérons le système de contrôle linéaire

{
ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), t ∈ I
x(0) = x0.

(2.14)

On suppose que

– les applications t 7→ A(t), B(t) sont L∞ sur I,

– la commande u est mesurable et localement bornée sur I, à valeurs dans Rm.

Les théorèmes d’existence de solutions d’équations différentielles nous assurent l’existence

sur I d’une unique application t 7→ x(t) absolument continue telle que

∀t ∈ I, x(t) = M(t)x0 + M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)u(s)ds. (2.15)

où M(t) est la résolvante du système linéaire homogène ẋ(t) = A(t)x(t).
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Ensemble accessible

Définition 2.8. L’ensemble des points accessibles à partir de x0 en un temps T ∗ > 0 est

Acc(x0,T
∗) = {x1 ∈ Rn ,∃u ∈ L∞loc([0,T

∗],Rm), ∃x : [0,T ∗]} → Rn

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) p.p. sur [0,T ∗],

x(0) = x0, x(T ∗) = x1.

Autrement dit, Acc(x0,T
∗) est l’ensemble des extrémités des solutions du système (2.14)

en temps T ∗, lorsqu’on fait varier le contrôle u.

Définition 2.9. Le système (2.14) est dit contrôlable (ou commandable) en temps T si

Acc(x0,T
∗) = Rn, autrement dit pour tout x0,x1 ∈ Rn, il existe un contrôle u tel que la

trajectoire associée relie x0 à x1 en temps T . i.e.:

∀x0,x1 ∈ Rn, ∃u ∈ L∞loc([0,T
∗],Rm), ∃x : [0,T ∗] → Rn

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) p.p. sur [0,T ∗],

x(0) = x0, x(T ∗) = x1.

Le système (2.14) est dit contrôlable (en temps quelconque) depuis x0 si

Rn =
⋃
T≥0

Acc(x0,T ).

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité

dans le cas où A et B ne dépendent pas de t, elle est dite condition de Kalman.

Théorème 2.6. Le système ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) est dit contrôlable en temps T si et

seulement si : la matrice C = (B, AB,..., An−1B) est de rang égal à n. La matrice C est

appelée matrice de Kalman. La condition rang C = n est appelée condition de Kalman.

Exemple2: Le système suivant:

ẋ =

(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
0 1
0 0

) (
x1

x2

)
+

(
0
1

) (
u1

u2

)
= Ax + Bu
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est contrôlable car la matrice de Kalman. C =
(
B, AB

)
=

(
0 1
1 0

)
est de rang 2 = n.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante dans le cas non auto-

nome (instationnaire).i.e. dans le cas où les matrices A et B ne dépendent pas du temps t.

Théorème 2.7. Le système ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) est contrôlable en temps T ∗ si et

seulement si la matrice

C(T ∗) =

∫ T ∗

0

M(t)−1B(t)BT (t)(M(t)−1)T dt (2.16)

est inversible.

La matrice C(T ∗) est appelée matrice de contrôlabilité. On a C(T ∗) = CT (T ∗), et

xT C(T ∗)x ≥ 0 pour tout x ∈ Rn, i.e. C(T ∗) est une matrice symétrique positive.

Remarque 2.6. 1. La condition (2.16) dépend de T ∗ mais ne dépend pas de la condi-

tion initiale x0, autrement dit, si un système linéaire instationnaire est contrôlable

en temps T ∗ depuis x0 alors il est contrôlable en temps T ∗ depuis tout point.

2. Si le système est autonome, on a M(t) = exp(tA), et donc

C(T ∗) =

∫ T ∗

0

exp(−sA)BBT exp(−sAT )ds.

Dans ce cas, C(T1) est inversible si et seulement si C(T2) est inversible, i.e. la condi-

tion de contrôlabilité ne dépend pas de T ∗ (ce qui n’est pas le cas pour le système

instationnaire).

Exemple3: Soit le système suivant:

{
ẋ(t) = −y(t) + u(t)cos t
ẏ(t) = x(t) + u(t)sin t

L’écriture matricielle du système est
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Ẋ(t) =

(
ẋ(t)
ẏ(t)

)
=

(
0 −1
1 0

) (
x(t)
y(t)

)
+

(
cos t
sin t

)
u(t)

On posera

A(t) =

(
0 −1
1 0

)
, B(t) =

(
cos t
sin t

)
et X(t) =

(
x(t)
y(t)

)
.

La résolvante du système Ẋ(t) = A(t)X(t) est donnée par la formule M(t) = exp(tA).

Les valeurs propres de la matrice A sont ±i. Un calcul simple montre que

exp(tA) =




1
2
e−it + 1

2
eit 1

2
ieit − 1

2
ie−it

1
2
ie−it − 1

2
ieit 1

2
e−it + 1

2
eit


 =

(
cos t −sin t
sin t cos t

)

par conséquent,

M(t)−1B(t)B(t)T (M(t)−1)T

=

(
cos t −sin t
sin t cos t

) (
cos t
sin t

) (
cos t
sin t

)T [(
cos t −sin t
sin t cos t

)−1]T

=

(
cos t −sin t
sin t cos t

) (
cos2 t cos t sin t

cos t sin t sin2 t

) (
cos t −sin t
sin t cos t

)

=

(
cos 2t 0
sin 2t 0

)
.

La matrice de contrôlabilité au temps T ∗ est alors

C(T ∗) =

∫ T ∗

0

exp(−sA)BBT exp(−sAT )ds
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=

∫ T ∗

0

(
cos 2s 0
sin 2s 0

)
ds =




1
2
sin 2T ∗ 0

1
2
− 1

2
cos 2T ∗ 0


 .

Il est clair que la matrice C(T ∗) n’est pas inversible, donc le système donné n’est pas

contrôlable.

2.6 Stabilisation

Considérons à nouveau le système non linéaire

ẋ = f(x,u). (2.17)

où f est une fonction de classe C1. Ce système est dit en boucle ouverte et est représenté

par la figure 2.1

Fig. 2.1 – Système en boucle ouverte

Un contrôle en boucle ouverte est une application d’un intervalle de temps dans l’espace

des contrôles admissibles.

Définition 2.10. Un contrôle u en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction, ou un

bouclage, ou encore un feedback, est une application x → u = γ(x) définie sur l’espace

d’état M = Rn à valeurs dans l’ensemble des contrôles admissibles U .

Le problème de stabilisation (ou régulation) du système (2.17) consiste à maintenir ce

système près d’un point d’équilibre x0. Il s’agit donc de construire une loi de contrôle

u = γ(x) telle que x0 soit un équilibre asymptotiquement stable du système en boucle
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fermée (voir la figure 2.2).

Fig. 2.2 – Système en boucle fermée

Définition 2.11. (Stabilisation) Soit (x0,u0) un point d’équilibre du système (2.17). On

dit que ce système est (localement) (C1) stabilisable autour de (x0,u0), s’il existe une fonc-

tion de classe C1

γ : Ξ0 → U , γ(x0) = u0 (2.18)

définie sur un certain voisinage Ξ0 de x0 pour laquelle le système en boucle fermée (à espace

d’état Ξ0).

ẋ = f(x,γ(x)). (2.19)

est ( localement) asymptotiquement stable au point d’équilibre x0. Si Ξ0 = Rn et le système

est (2.19) est globalement stable, on dit que le système (2.17) est globalement C1 stabili-

sable. Dans le cas où la fonction γ est simplement continue, on dira que le système (2.17)

est stabilisable.

La loi de contrôle donnée par la formule (2.18) est appelée bouclage statique et la stabili-

sation donnée par la définition précédente est dite stabilisation par bouclage statique.

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de l’état du système, ap-

pelée la sortie ou la variable observée, est mesurée. Un système commandé-observé est par

définition un système différentiel de la forme
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{
ẋ = f(x,u)
y = h(x,u)

où le vecteur x est le vecteur des états du système, le vecteur u celui des contrôles (entrées)

et le vecteur y celui des variables observées (sorties). (u et y sont des fonctions connues du

temps). Ce système est dit en boucle ouverte et est représenté par la figure 2.3.

Fig. 2.3 – Système contrôlé-observé

2.6.1 Stabilisation des systèmes de contrôle linéaires

Définition 2.12. Le système ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) est dit stabilisable (par retour d’état

linéaire, ou par feedback linéaire, ou aussi par régulateur linéaire) s’il existe une matrice

K ∈ Mn,m(R) tel que le système bouclé par le feedback u(t) = Kx(t), i.e.

ẋ(t) = (A + BK) x(t), (2.20)

soit asymptotiquement stable, i.e., la matrice (A + BK) est de Hurwitz. La matrice de

feedback K s’appelle matrice de gains.

Le théorème suivant donne une condition suffisante de stabilisation d’un système linéaire

autonome en terme de commandabilité.

Théorème 2.8. Si la paire (A,B) est commandable, on peut choisir la matrice de K

pour placer arbitrairement les valeurs propres de la matrice A + BK, en d’autres termes,

pour tout polynôme réel unitaire de degré n, il existe K ∈ Mn,m(R) tel que le polynôme

caractéristique de A + BK est égal à P .

Ce résultat, connu sous le nom du théorème de placement des pôles, montre que l’on peut

choisir la matrice K de telle sorte que la matrice A+BK soit de Hurwitz et que l’origine du
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système bouclé (2.20) soit asymptotiquement stable. Donc tout système linéaire contrôlable

est stabilisable (globalement).



Si l’esprit d’un homme s’égare, faites-lui étudier les mathématiques

car dans les démonstrations, pour peu qu’il s’écarte,

il sera obligé de recommencer.

40



Chapitre 3

Méthode de stabilisation basée sur
l’observateur pour les systèmes
linéaires sous incertitude

Résumé: Ce chapitre traite le problème de la stabilisation basée sur l’observateur pour les

systèmes linéaires avec des paramètres incertains. Une nouvelle méthodologie de concep-

tion est proposée grâce à une utilisation judicieuse de la célèbre relation de Young. Cette

dernière conduit à un état de synthèse moins restrictive, exprimée en terme d’inégalité ma-

tricielle linéaire. Un exemple numérique est fourni afin de montrer la validité de la méthode

proposée.

3.1 Introduction

Il est bien connu que dans de nombreux systèmes de contrôle pratiques, le système présente

presque certaines incertitudes et perturbations car il est très difficile d’obtenir un modèle

mathématique exacte en raison de bruits de l’environnement, des erreurs de données, le

vieillissement des systèmes, des variables de paramètres incertains ou lents, etc. La présence

d’incertitudes peut causer l’instabilité et de mauvaises performances sur un système contrôlé.

Par conséquent, des efforts considérables ont été affectés à la stabilité et à la stabilisation

des systèmes linéaires avec le paramètre d’incertitude robuste.

Dans de nombreux modèles réels, le contrôle de la rétroaction de l’état pourrait ne pas ga-

rantir la stabilisabilité lorsque certains des états du système ne sont pas mesurables. Ceci

est la raison pour laquelle un observateur d’état est obligatoire et inclus dans le contrôle

de rétroaction. Les contrôleurs basés sur les observateurs sont souvent utilisés pour sta-

41
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biliser les systèmes instables ou améliorer les performances du système. Néanmoins, pour

les systèmes d’incertitude, il n’y a pas d’algorithme générique. De considérables activités

de recherche ont été développées dans les dernières années pour les systèmes linéaires

et non linéaires avec des paramètres incertains. Cependant, les méthodes abouti restent

conservatrices. Motivés par les discussions ci-dessus, et dans le but d’obtenir des résultats

moins conservateurs, une nouvelle méthodologie de conception est proposée. En utilisant la

méthode de la fonction de Lyapunov combinée avec une utilisation judicieuse de la relation

de Young, nous obtenons une nouvelle méthodologie de synthèse de la LMI. Cela conduit à

une condition LMI assez simple qui est numériquement traitable avec tout logiciel LMI. Il

est important de souligner que la condition de la LMI proposée est dérivée sans conditions

restrictives supplémentaires, à savoir le choix a priori de la matrice de Lyapunov et de la

contrainte d’égalité. Cette approche peut trouver ses applications sur un robot à liaison

souple, dans le but de fournir des comparaisons et de montrer la pertinence de la nouvelle

méthodologie de conception proposée.

Notations: Tout au long de ce chapitre, nous utilisons les notations suivantes:

– (?) est utilisé pour les blocs induits par symétrie;

– AT représente la matrice transposée de A.

– Rn×m est l’ensemble des matrices de tous les réels n par m;

– I est une matrice identité de dimension approximative et Ir représente une matrice

identité de dimension r.

– La valeur 0 désigne une matrice nulle de dimension approximative, etORn×m représente

une matrice nulle avec la dimension n par m.

– Pour une matrice carrée S, S > 0 (S < 0) signifie que cette matrice est définie

positive (respectivement définie négative).

– A ≤ B signifie que la matrice B − A est symétrique semi-définie positive.

Avant de donner la formulation de notre problème, rappelons les résultats de base suivants

que nous utiliserons dans la preuve de nos principaux résultats:

Lemme 3.1. (Inégalité de Young): Pour les matrices données X et Y avec des dimen-
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sions appropriées, nous avons pour toute matrice inversible S et scalaire ε > 0.

XT Y + Y T X ≤ εXT SX +
1

ε
Y T S−1Y. (3.1)

Lemme 3.2. (Lemme de Schur) Soient Q1,Q2 et Q3 trois matrices de dimensions ap-

propriées telles que Q1 = QT
1 et Q3 = QT

3 . Alors,

[
Q1 Q2

QT
2 Q3

]
< 0

si et seulement si Q3 < 0 et Q1 −Q2Q
−1
3 QT

2 < 0.

3.2 Formulation du problème

Dans cette section, nous introduisons la classe des systèmes linéaires avec des paramètres

incertains qui doivent être étudiés et le contrôle proposé basé sur l’observateur. Considérons

un système linéaire continu et incertain de la forme

ẋ =
(
A + ∆A(t)

)
x + Bu (3.2)

y =
(
C + ∆C(t)

)
x + Du (3.3)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, y ∈ Rp est la mesure de la production (ou sortie mesurée)

et u ∈ Rm est le vecteur d’entrée de commande.

A, B, C et D sont des matrices constantes de dimensions adéquates.

Premièrement, nous considérons l’hypothèse suivante:

Hypothèse: Supposons que:

– La paire (A,B) et (A,C) sont respectivement stabilisables et détectables;

– Il existe des matrices Mi, Ni, Fi(t), i = 1,2, de dimensions appropriées pour que les

∆A(t) = M1F1(t)N1, ∆C(t) = M2F2(t)N2 (3.4)

où les matrices inconnues Fi(t) satisfont la condition

F T
i (t)Fi(t) ≤ I, pour i = 1,2. (3.5)
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Pour stabiliser le système (3.2)-(3.3), Lien à fait appel à une commande basée sur l’obser-

vateur que nous considérons dans ce papier se trouve sous la forme:

˙̂x = Ax̂ + Bu + L
(
y − Cx̂−Du

)
(3.6)

u = −Kx̂ (3.7)

où x̂ ∈ Rn est l’estimation de x, K ∈ Rm×n est le gain du contrôleur, L ∈ Rn×p est le gain

d’observateur. Par conséquent, nous pouvons écrire

ẋ =
(
A−BK + ∆A(t)

)
x + BKε (3.8)

ε̇ =
(
∆A(t)− L∆C(t)

)
x +

(
A− LC

)
ε (3.9)

ou de façon équivalente, la stabilisation du système (3.2)-(3.3) via la commande basée sur

l’observateur (3.6)-(3.7) se ramène à l’étude de la stabilité asymptotique du système aug-

menté ci-dessous

˙︷︸︸︷[
x
ε

]
=

[(
A−BK + ∆A(t)

)
BK(

∆A(t)− L∆C(t)
) (

A− LC
)
] [

x
ε

]
(3.10)

où ε = x− x̂ représente l’erreur d’estimation de l’état du système.

Maintenant, considérons la fonction candidate de Lyapunov

V

([
x
ε

])
=

[
x
ε

]T [
P 0
0 R

] [
x
ε

]
= xT Px + εT Rε. (3.11)

Notons que la fonction de Lyapunov (3.11) est bien connue dans la littérature pour ce

problème, qui est la principale motivation de ce chapitre. En effet, la contribution prin-

cipale de cette note consiste à développer une nouvelle méthodologie de conception que

nous comparons efficacement avec d’autres méthodes de conception. Or, après le calcul de

la dérivée de V le long des trajectoires de (3.10), nous avons:

V̇ ≤ xT
[(

A−BK
)T

P + P
(
A−BK

)]
x

+ εT
[(

A− LC
)T

R + R
(
A− LC

)]
ε + 2xT PBKε
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+xT
[
(ε1 + ε2)N

T
1 N1 + ε3N

T
2 N2 + 1

ε1
PM1M

T
1 P

]
x

+εT
[

1
ε2

RM1M
T
1 R + 1

ε3
RLM2M

T
2 LT R

]
ε

=

[
x
ε

]T [∑
11 PBK

(?)
∑

22

] [
x
ε

]
(3.12)

où

∑
11

=
[(

A−BK
)T

P + P
(
A−BK

)]
+

[
(ε1 + ε2)N

T
1 N1 + ε3N

T
2 N2 + 1

ε1
M1M

T
1 P

]
(3.13)

∑
22

=
[(

A− LC
)T

R + R
(
A− LC

)]
+

[
1
ε2

RM1M
T
1 R + 1

ε3
RLM2M

T
2 LT R

]
(3.14)

et ε1,ε2,ε3 sont des constantes réelles positives.

Notons que V̇ < 0, ∀
[
x
ε

]
6= 0 si l’inégalité matricielle ci-dessous est effective.

[∑
11 PBK

(?)
∑

22

]
< 0 (3.15)

La condition de stabilisation (3.15) a été obtenue en appliquant le théorème 2.3 au système

augmenté (3.10) avec la fonction candidate de Lyapunov (3.11).

Notons que la présence du terme PBK fait de l’inégalité (3.15) une BMI. Afin de contour-

ner cet obstacle, Lien a imposé un choix particulier de la matrice P , qui est P = I.

L’utilisation du lemme de Schur permet de linéariser la BMI (3.15) et d’aboutir à la condi-

tion LMI ci-dessous:

Théorème 3.1. ([9]) Le système (3.2)-(3.3) est asymptotiquement stabilisable par (3.6)-

(3.7) s’il existe des constantes positives ε1,ε2,ε3, une matrice définie positive R ∈ Rn×n, et

K ∈ Rm×n, L̂ ∈ Rn×p telles que



X11 BK M1 0 0

(?) X22 0 RM1 L̂M2

(?) (?) −ε1I 0 0
(?) (?) (?) −ε2I 0
(?) (?) (?) (?) −ε3I




< 0 (3.16)

où

X11 = AT + A−KT BT −BK + (ε1 + ε2)N
T
1 N1 + ε3N

T
2 N2
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X22 = AT R + RA− L̂C − CT L̂T .

Les gains de contrôle de stabilisation basés sur l’observateur sont donnés par K et L =

R̂−1L̂.

Tentant de réduire le conservatisme lié au choix particulier de la matrice P , Lien a proposé

une approche alternative où il a introduit une nouvelle variable P̂ qui se doit de satisfaire

la contrainte égalité PB = BP̂ . Il suffit alors d’un simple changement de variable K̂ = P̂K

pour contourner le problème du terme bilinéaire PBK, qui devient PBK = BP̂K = BK̂,

qui est linéaire par rapport à la nouvelle variable K̂. Cette approche alternative a donné

lieu à la condition de stabilisation formulée dans le théorème ci-dessous:

Théorème 3.2. ([9]) Le système (3.2)-(3.3) est asymptotiquement stabilisable par (3.6)-

(3.7) s’il existe des constantes positives ε1,ε2,ε3, deux matrices définies positives P, R ∈
Rn×n, et les matrices K̂ ∈ Rm×n, L̂ ∈ Rn×p, P̂ ∈ Rm×m telles que




Y11 BK̂ PM1 0 0

(?) Y22 0 RM1 L̂M2

(?) (?) −ε1I 0 0
(?) (?) (?) −ε2I 0
(?) (?) (?) (?) −ε3I




< 0 (3.17)

PB = BP̂ (3.18)

où

Y11 = AT P + PA− K̂T BT −BK̂ + (ε1 + ε2)N
T
1 N1 + ε3N

T
2 N2

Y22 = AT R + RA− L̂C − CT L̂T .

Les gains de contrôle de stabilisation basés sur l’observateur sont donnés par K = P̂−1K̂

et L = R̂−1L̂.

Même si le théorème 3.2 offre une condition de synthèse moins restrictive que celle du

théorème 3.1, elle reste prudente (conservative) en raison de la présence de la contrainte

d’égalité (3.18). Pour surmonter cette difficulté, de nombreuses activités de recherche ont

récemment été proposées dans la littérature, mais celles-ci concernent les systèmes dans le
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cas en temps discret. Dans la section suivante, nous présentons une nouvelle méthodologie

de conception de systèmes en temps continu. Nous vous proposons une manière pour sur-

monter l’obstacle de la PBK de couplage sans aucune contrainte égalité.

3.3 Résultat principal: Nouvelle méthodologie de concep-

tion

3.3.1 Les systèmes sans paramètres incertains

Pour la simplicité de la présentation et comprendre facilement le principal résultat proposé,

nous considérons d’abord les systèmes linéaires sans paramètres incertains, en posant

∆A(t) = ORn×n et ∆C(t) = ORp×n . La technique est basée sur l’utilisation de la relation

de Young avec une manière élégante afin d’obtenir une nouvelle méthodologie de synthèse

de la LMI. A ce stade, nous pouvons énoncer le théorème principal suivant:

Théorème 3.3. ([9]) Le système (3.2)-(3.3) est asymptotiquement stabilisable par (3.6)-

(3.7) si, pour un scalaire fixe ε > 0, il existe deux matrices définies positives, P ∈ Rn×n, R ∈
Rn×n, et les matrices K̂ ∈ Rn×m, L̂ ∈ Rp×n sont de sorte que la condition LMI suivante

est faisable:




Q1︷ ︸︸ ︷[
P1(P ,K̂) 0

0 P2(R,L̂)

]
QT

2︷ ︸︸ ︷[
BK̂T 0

0 I

]

Q2︷ ︸︸ ︷[
K̂BT 0

0 I

]
Q3︷ ︸︸ ︷[−1

ε
P 0

0 −εP
]




< 0 (3.19)

où

P1(P ,K̂) = PAT − K̂BT − AP − BK̂T

P2(R,L̂) = AT R− CT L̂ + RA− L̂T C.

Par conséquent, les gains de contrôle basés sur l’observateur de stabilisation sont donnés

par K = K̂TP−1 et L = R̂−1L̂T .
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Preuve: L’objectif consiste à linéariser l’inégalité bilinéaire (3.15). Tout d’abord, notons

que de la technique de la congruence, nous avons:

∑
=

[∑
11 PBK

(?)
∑

22

]
< 0 (3.20)

est équivalent à P
equiv︷ ︸︸ ︷[

P−1 0
0 In

] [∑
11 PBK

(?)
∑

22

] [
P−1 0
0 In

]
< 0. (3.21)

Détaillant les calculs et en posant P = P−1, nous obtenons:

∑
equiv =

[∑11
equiv BK

(BK)T
∑22

equiv

]
,

∑11
equiv = P (

A−BK
)T

+
(
A−BK

)P ,

∑22
equiv =

(
A− LC

)T
R + R

(
A− LC

)

qui peuvent être réécrits sous la forme appropriée suivante:

Q1 +

XT︷ ︸︸ ︷[
BK
0

] Y︷ ︸︸ ︷[
0 I

]
+

Y T︷︸︸︷[
0
I

] X︷ ︸︸ ︷[
(BK)T 0

]
(3.22)

avec

Q1 =

[∑11
equiv 0

0
∑22

equiv

]

De la relation de Young, on en déduit que

∑
equiv

≤ Q1 + εXT SX +
1

ε
Y T S−1Y. (3.23)

L’idée clé pour récupérer la variable K̂ = PKT et d’éliminer la variable K isolée, consiste

à remplacer dans la relation de Young la matrice S par P . Par conséquent, à partir du
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lemme de Schur et S = P , l’inégalité
∑

equiv < 0 est effective si la condition suivante est

remplie. 


Q1

QT
2︷ ︸︸ ︷[

B(KP) 0
0 I

]

Q2︷ ︸︸ ︷[
(KP)T BT 0

0 I

]
Q3︷ ︸︸ ︷[−1

ε
P 0

0 −εP
]




< 0. (3.24)

Notons que (3.24) est identique à (3.19) en utilisant le changement de variables K̂ = PKT ,

L̂ = LT R. Cela étant, sous la condition LMI (3.19) du théorème 3.1, nous avons
∑

< 0,

ce qui signifie que le vecteur

[
x
ε

]
est asymptotiquement stable. Ceci termine la preuve.

3.3.2 Systèmes avec paramètres incertains

Théorème 3.4. ([9]) Le système (3.2)-(3.3) est asymptotiquement stabilisable par (3.6)-

(3.7) si, pour des scalaires fixes ε1 > 0, ε2 > 0 et ε4 > 0, il existe deux matrices définies

positives, P ∈ Rn×n,R ∈ Rn×n, et les matrices K̂ ∈ Rn×m, L̂ ∈ Rp×n et un scalaire positif ε3

afin que la condition LMI (3.25) soit réalisable. Par conséquent, les gains de stabilisation

de contrôle basés sur l’observateur sont donnés par K = K̂TP−1 et L = R̂−1L̂T .




Q1︷ ︸︸ ︷[
k11 0
0 k22

]
QT

2︷ ︸︸ ︷[[
BK̂T 0

0 I

] [PNT
1 PNT

2 M1

0 0 0

] [
0 0

RM1 L̂T M2

]]

Q2︷ ︸︸ ︷


[
K̂BT 0

0 I

]




N1P 0
N2P 0
MT

1 0




[
0 MT

1 R

0 MT
2 L̂

]




Q3︷ ︸︸ ︷


[− 1
ε4
P 0

0 −ε4P
]

0 0

0



− 1

ε1+ε2
I 0 0

0 − 1
ε3

I 0

0 0 −ε1I


 0

0 0

[−ε2I 0
0 −ε3I

]







< 0

(3.25)

où
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k11 = PAT − K̂BT + AP + BK̂T

k22 = AT R− CT L̂ + RA− L̂T C.

Preuve : Nous exploitons la relation de Young exactement comme dans la démonstration

du théorème 3.3. Par conséquent, nous avons

∑
equiv =

[P∑
11P BK

(?)
∑

22

]

≤
[P∑

11P 0
(?)

∑
22

]
+ ε4

[
BK
0

]
P

[
BK
0

]T

+
1

ε4

[
0
I

]
P−1

[
0
I

]T

(3.26)

où
∑

11 et
∑

22 sont définies repectivement dans (3.13) et (3.14). Maintenant, en utilisant

le changement de variables K̂ = PKT , L̂ = LT R, le côté droit de (3.26) peut être réécrit

sous la forme

Q1 −Q2Q−1
3 QT

2

où Q1, Q2 et Q3 sont donnés dans (3.25). Par conséquent, à partir du lemme de Schur,

l’inégalité
∑

equiv < 0 est effective si la condition LMI (3.25) est réalisable.

3.3.3 Sur les conditions nécessaires de la faisabilité de (3.25)

Cette partie est consacrée à quelques remarques au sujet de la faisabilité de la condition

suffisante LMI proposée. Une discussion sur les conditions nécessaires de la faisabilité de

(3.25) est fournie. Il faut remarquer que la condition nécessaire à la faisabilité de la LMI

(3.25) est Q1 < 0, ce qui est équivalent à la stabilisabilité et à la détectabilité du système

(3.2). Toutefois, dans le théorème 3.1 et le théorème 3.2, la condition nécessaire de la

faisabilité de (3.16) et (3.17) est plus forte que la stabilisabilité de (A,B). En effet, pour

linéariser la BMI (3.15), Chang-Hua et Lien ont choisi de prendre des solutions parti-

culières, à savoir P = I dans (3.16) et la forte contrainte supplémentaire de l’égalité (3.18)
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dans le théorème 3.2. En effet, prenons l’exemple suivant:

A =

[−1 2
2 3

]
, B =

[
1
0

]
,

C =
[
1 0

]
, D = 0,

M1 = 0, M2 = 0, N1 = 0, N2 = 0.

Si la contrainte égalité PB = BP̂ est vérifiée, nous obtenons alors B⊥PB = 0, où

B⊥ =
[
0 1

]
est la matrice orthogonale de B. Posons P =

[
p11 p12

p21 p22

]
et K =

[
k1 k2

]
.

Tant que B⊥PB = p12 = 0, alors la matrice de Lyapunov P doit être diagonale.

Maintenant, supposons que la LMI (3.17) est satisfaite. Cela conduit évidemment à l’inégalité

Y11 < 0, à partir de laquelle on déduit que

(
A−BK

)T
P + P

(
A−BK

)
< 0 (3.27)

En développant le calcul, nous obtenons

P
(
A−BK

)
=

[−p11(1 + k1) p11(2− k2)
2p22 3p22

]
.

Par conséquent

(
A−BK

)T
P + P

(
A−BK

)
=

[−2p11(1 + k1) (1.2)

(1.2)T 6p22

]
< 0

où

(1.2) = 2p22 + p11(2− k2)
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et par conséquent, p22 < 0, ce qui contredit la définition de P > 0. D’autre part, la LMI

(3.16) n’est pas résoluble puisque la matrice de Lyapunov choisie par l’auteur est P = In,

qui est en diagonale. Sinon, en utilisant Matlab LMI toolbox, notre LMI (3.25) est résoluble

en choisissant ε1 = ε2 = 10 et ε4 = 100, et nous obtenons les solutions suivantes:

P =

[
2.2124 −0.2815
−0.2815 0.0951

]
, R =

[
25.7343 −7.6906
−7.6906 0.0951

]
,

K̂ =

[
53.7083
1.7287

]
, L̂ =

[
35.68 12.60

]
, ε3 = 134.62,

Les gains K et L sont respectivement donnés par

K =
[
42.65 144.48

]
, L =

[
12.69
37.84

]
.

Maintenant, considérons un cas plus général. On prend un système de telle sorte que

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B1

0

]

La contrainte égalité PB = BP̂ mène à P12 = B⊥PB = 0 avec B⊥ =
[
0 I

]
, ce qui signifie

que la matrice de Lyapunov P est diagonale. D’autre part, la LMI (3.17) signifie que

(
A−BK

)T
P + P

(
A−BK

)
=

[
(1.1) (1.2)

(1.2)T (2.2)

]
< 0

où

(1.1) = P11(A11 −B1K1) + (A11 −B1K1)
T P11,

(1.2)=AT
21P22 + P11(A12 −B1K2),

(2.2)=AT
22P22 + P22A22.

Par conséquent, A22 doit être stable par Schur pour garantir

AT
22P22 + P22A22 < 0. (3.28)
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Notons également que la faisabilité de la LMI (3.16) exige

AT
22 + A22 < 0 (3.29)

et, en particulier, nous avons P22 = I.

Pour résumer, pour ce type de systèmes, en plus de la stabilisabilité et la détectabilité,

la condition nécessaire à la faisabilité de (3.16) et (3.17) - (3.18) est la stabilité de Schur

de A22 dans le sens de (3.28) et (3.29), respectivement. Ceci montre la pertinence de la

méthode de conception proposée.

3.3.4 Conclusion

Dans cette partie, les nouvelles conditions suffisantes pour construire des contrôleurs basés

sur les observateurs pour les systèmes linéaires incertains à temps continu sont proposées.

Le principal avantage de notre méthodologie de conception réside dans la sélection simul-

tanée de gains de régulation basée sur l’observateur via la réalisation d’une seule condition

BMI qui devient une LMI en gelant certains scalaires. Un tel avantage de transformer une

BMI en une LMI entrâıne la difficulté de calcul du choix ”a priori” de ces scalaires. Cepen-

dant, divers résultats de simulation ont montré que l’approche proposée s’insère très bien

par rapport à toutes les principales méthodes disponibles dans la littérature.



Conclusion

Par ce travail, nous estimons avoir contribué à l’étude du problème de la commande

basée sur un observateur pour les systèmes dynamiques incertains. La commande pour

les systèmes linéaires à paramètres incertains, est un sujet difficile quand il s’agit d’un

retour par un observateur. En effet, la présence des paramètres incertains rend le problème

de la stabilisation complexe. La littérature est abondante et de différentes méthodes et

techniques ont été proposées. Néanmoins, le problème est loin d’être résolu dans sa tota-

lité ; il reste beaucoup de pistes à explorer pour améliorer les méthodes actuelles. Dans le

cadre de ce mémoire, nous nous focalisons sur le problème de la stabilisation en utilisant les

approches basées sur des LMIs. Celles-ci ont l’avantage de fournir des solutions par des al-

gorithmes de programmation convexe. Par conséquent, naturellement les résultats obtenus

dans ce mémoire se focalisent autour de cette approche et les efforts se sont concentrés sur

l’établissement de nouvelles conditions LMI moins contraignantes vu le conservatisme des

méthodes LMI actuelles qui obéissent à des contraintes fortes difficiles à vérifier (contraintes

égalités).

En guise de conclusion, le but de ce mémoire était de développer des méthodes de synthèse

LMI nouvelles dans le contexte de la stabilisation des systèmes dynamiques linéaires in-

certains. Différentes conditions de synthèse sous forme LMI ont été obtenues grâce à l’uti-

lisation de la technique de congruence et de la fameuse inégalité de Young d’une manière

judicieuse. Ces dernières s’avèrent moins contraignantes comparées aux méthodes LMI

existantes dans la littérature.
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