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Introduction

Dans de nombreux domaines d’activités humaines (industrie, commerce, économie) les
dirigeants d’entreprises sont souvent confrontés a de multitudes de choix lors de la prise
de décision consernant une action donnée (organisation d’une production, réseau du trans-
port,...).

Ils sont alors amenés a prendre des décisions qui répondent le mieux a leurs intéréts et
ce en appliquant des méthodes qui optimisent des criteres qu’ils ont choisis auparavant

comme exemple la maximsation d’'un profit ou la minimisation d’une dépense.

L’optimisation est un outil pertinant en sciences appliquées et pour 'analyse des systemes
physiques. Pour utiliser cet outil, on doit passer par l'identification des objectifs. Cet objec-
tif peut étre le profit, le temps, 1’énergie potentielle, ou n’importe quelle quantité ou com-
binaison de qualité qui peut étre représentée par une valeur algébrique. L’objectif dépend
de quelques caractéristiques du systeme, appelées variables ou inconnus. Notre but est de
déterminer les valeurs des variables qui optimisent ’objectif. Apres 'identification des ob-
jectifs des variables pour les problemes donnés (modélisation) et obtention d’un modele
formulé, un algorithme d’optimisation peut étre utilisé pour la résolution du probléme.

Il n’existe aucun algorithme universel. Il existe plutot beaucoup d’algorithmes adaptés
a des types particuliers de problemes d’optimisation. Le choix d'un algorithme approprié
pour l'application est laissé alors au décideur (utilisateur). Ce choix est fondamental, il
peut déterminer le succes ou 1’échec dans la recherche de la solution optimale et peut aussi
influencer beaucoup sur le temps de calcul nécessaire a l’estimation de la solution.

La recherche opérationnelle s’appuit sur la représentation des problemes concrets par

des modeles mathématiques dont la résolution entraine 1'usage d’un ordinateur.

Les modeles de programmation linéaire et non linéaire permettant d’aborder un grand
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nombre de prolemes d’optimisation en apparence tres différent, dans des contextes tres
divers.

Les problemes d’optimisation sont classés en fonction des caractéristiques mathématiques
de la fonction objectif, des contraintes et des variables d’optimisation, les plus importantes

classes d’optimisation sont :

. Probléemes monovariable (une seule variable).

. Probléemes multivariable (plus d’une variable).

. Problémes continus (variable réelle).

. Problemes discrets (variables entieres).

. Problemes mixtes (variables réellles et entieres).

. Probléemes combinatoires (variables entieres avec permutation).

. Problemes linéaires (fonction objectif linéaire et contraintes linéaires).

. Problemes quadratiques (fonction objectif quadratique et contraintes quadratiques ou
linéaires).

. Problémes non linéaires (fonction objectif non linéaire et/ou containtes non linéaires).
. Problemes avec contraintes.

. Problémes sans contraintes.

Parmi les problemes avec contraintes y a ceux qui ont une infinité de contraintes,
présentant des structures de linéarité et sont appelés problémes semi-infinis linéaires,

ceux présentant des structures de convexité sont appelés problemes semi-infinis convexes.

Notre travail s’inscrit dans cette problématique et cela soit dans le cas linéaire ou non
linéaire.
Les différentes parties de notre modeste travail sont :
.Premieére partie: Rappels sur la programmation linéaire et la convexité.

.Deuxieme partie: L’optimisation semi-infinie linéaire et les méthodes de résolution.

.Troixieme partie: Rappels sur la programmation non linéaire.
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. La quatrieme partie: La programmation semi-infinie non linéaire.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Programmation linéaire

La programmation linéaire est I'un des outils de base de la recherche des optimums, elle
intervient dans de nombreux secteurs liés aux activités humaines. Notons comme exemples
la maximisation d’un bénifice de production ou la minimisation d’une perte, soumis a de

diverses contraintes de toute sorte comme : stocks, temps de fabrication,....

1.1.1 La forme standard d’un probleme de programmation linéaire

Soit le probleme de programmation linéaire suivant :
j=n
j=1

=n .
;’:1 tijxj > di, 1= 1,...7777,
r; >0, j=1,..n

le'j — Imax

la résolution d’un problemes pratiques nécessite les étapes suivantes:

. La modélisation mathématique du probléeme sous forme d’un probleme de program-
mation linéaire.

. Formulation du probleme.

. Résolution du probleme théorique par les algorithmes.

. Détermination de la solution réelle.

. Vérification de la validité de la solution.

Exemple

Une compagnie d’alimentation dispose de 2000 K g de café africain, 3000 K g du café brézilien
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et 500K g de café colombien. En utilisant les troix produits, la compagnie possede des
mélanges pour obtenir deux types du café commercialisés :
Café type 1: Constitue 60% du café africain, 30% du café brézilien et 10% du café co-

lombien.

Café type 2: Constitue 40% du café africain, 40% du café brézilien et 20% du café
colombien.
. Le type 1 vaut 140D A le kilogramme.
. Le type 2 vaut 170D A le kilogramme.
. 71 : quantité de café du type 1.
. T9 : quantité de café du type 2.
Apres la modélisation du probléeme on obtient la forme mathématique suivante :

14021 4+ 17022 — max

0.6z1 + 0.4z5 < 2000

(P) < 0.3z; + 0.425 < 3000

120, 292>0

et pour le résourdre on applique le simplexe.

1.2 Convexité

Définition 1.1. Un ensemble K est dit convexe si Vai,20 € K, VA € [0,1] :
Az + (1 — Nz € K.
Un polyedre P = {x € R"/Az <b, A,xn, b€ R"} est convexe.

Définition 1.2. Soit A >0, > /=) =1 alors '~y A\;z; est appelée combinaison convexe

: 1 n
des points z*,...,z".

Résultat :
K est convexe si et seulement si toute combinaison convexe des points de K est incluse
dans K.

Définition 1.3. On appelle enveloppe convexe de S le plus petit ensemble convexe conte-

nant S.
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Remarque 1.1. Si S est convexe alors conv (5) = S.

Définition 1.4. On appelle combinaison linéaire convexe de n vecteurs: xi,...,z, de R",

. =n
la somme: a1 + aoy + ... + @z, avec a; >0, i=1..n, > "To; =1

Définition 1.5. Soit a = (a4,...,a,) € R™ alors:
L’ensemble H = {z € R", ax = 3} est appelé un Hyperplan de R".

Remarque 1.2. L’hyperplan est un ensemble convexe.

Définition 1.6. Soient a = (ay,...,a,,) € R™ et € R on appelle:

. Demi espace positif fermé, 'ensemble H, = {x € R", ax > (}.

. Demi espace négatif fermé, I'ensemble H_ = {z € R", az < 3}.

. Demi espace positif ouvert, 'ensemble H+ = {z € R", ax > (3}.
. Demi espace négatif ouvert, I'ensemble H—" = {x € R", azx < §}.

Définition 1.7. L’intersection d’un nombre fini de demi-espace fermé de R™ est appelé

polytope convexe.

Définition 1.8. On appelle polyedre, un polytope convexe borné (compact de R™).
Définition 1.9. Un ensemble de R™ est dit compact, s’il est fermé et borné.
Exemples :

.Un rectangle est un compact de R2.

.Une spheére est un compact de R3.

Remarque 1.3. Chaque contrainte d’un probleme de programmation linéaire définit un

demi-espace fermé et ’ensemble des contraintes définissent un polytope convexe.
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1.2.1 Fonction convexe

Définition 1.10. Soit f une fonction définie sur un convexe K € R", f est dite convexe
si:

Vay,xe € K, VA €E[0,1]:

JQAz + (1= Nxp) < Af(1) + (1= A) f(22).

Remarque 1.4. f est dite concave si (—f) est convexe.

Remarque 1.5. Les fonctions linéaires sont covexes et concaves en méme temps.



Chapitre 2

Optimisation semi-infinie linéaire

2.1 Intoduction

Il existe des logiciels pouvant résoudre des problemes de taille considérable. Notons
toute fois que ces logiciels restent limités et cela dans le cas ou le nombre de contraintes
est fini.

Dans la pratique, on se trouve souvent confrontés a des situations ou le nombre de
contraintes est infini. D’ou l'intérét d’adapter les mécanismes de choix des méthodes clas-
siques aux situations plus générales ou on dispose d’une infinité dénombrables ou non de

contraintes. De ce concept, La programmation semi-infinie est née.

2.2 Formulation d’un probleme semi-infini

Un probléme semi-infini est du type:

f(z) — min
(P){ g(x,s) >b(s), VseS

r = (x1,T9,....,2,) x € R"

. S : Un compact de RP, p e N*
fR"—=R, g:R"xRP =R
.b:RP - R

. Si f et g sont linéaires par rapport a x, on dit qu’on a un probleme semi-infini linéaire

(P.S.I.L);

. Si f est convexe par rapport a x et/ou g concave par rapport a z on dit qu’on a un

10
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probleme semi-infini convexe (P.S.I.C).
. Dans tous les autres cas, on a un probléeme semi-infini non linéaire (P.S.I.N.L).

Remarque:
Dans ce qui suit on va étudier les prblemes S.I.L qui ont la forme générale suivante :
P) St Crx, — min
Yo_lar(s)r, > b(s), s€S xz,€R, r=1.n.
C.eR Vr=1,.n,
. S : est un compact de R™,
. a, : R x R* — R de classe C?,
. R™ — R de classe C2.

2.3 Probleme dual d’un probleme de programmation
semi-infini linéaire

Considérons le probleme primal suivant :

> an(S)yr 2 b(s), s€S, y. €R
Soit 0 = {s1,...,8,} un sous ensemble de S, donc le probleme dual correspondant s’écrit

comme suit : A
sz b<5i)xi — max
(D) Yzt ar(si)ri=Cpy 7 =11,
s;eS, x; >0, i=1,..n.
Une solution du probleme (D) sera notée par: {0,x}
<0 ={s1,..,8,} C S,
= (x1,...,x,) € R,

En posant :
C = (c1,0e0)T et a(s;) = (a1(8;),.-5an(8:))T € R,

le probleme devient :
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2.3.1 Solution de base [1]

Une solution {d,z} de (D) est dite de base si les n vecteurs a(sy),...,a(s,) sont linéairement

indépendants.

2.3.2 Ensemble de base

Le sous ensemble {s1,...,s,} de S qui correspond & la solution de base {d,z} est appelé

ensemble de base.

2.3.3 Matrice de base

Soit la matrice A(s;,...,s,) de dimensions n x n et de colonnes [a($1),...,a(s,)] suivante:

ai(s1) . . ai(sy)
A(S1,.-,5n)
an(s1) . . an(sy)
On dit que la matrice A(sy,...,s,) est de base si son rang est égal a n, et le systéme

d’équations:
A(S1yee0y8p)z =C

a une unique solution donnée par

r=A(S1,8,) ' x C x>0

2.3.4 Existance d’une solution de base optimale pour le probleme
dual [1]

Proposition 1
Parmi les vecteurs a(s), s € S, ily aun sous ensemble de n vecteurs qui sont linéairement

indépendants.

Proposition 2
Si (D) est soluble, alors il existe une solution ({s1,...,5,},{%1,....x4}) telle que: ¢ < n et
x; >0 1=1,..,q et les vecteurs:

a(s1),...,a(s,) sont linéairement indépendants.
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Théoréme 1(Existance d’une solution de base optimale) [1]

Si (D) est soluble alors il existe toujours parmi ses solutions une qui est de base.

Théoréeme 2 [1]

Les solutions {d,x} et y sont optimales pour (D) et (P) respectivement si et seulement si:

Zar(s)yr >b(s), se€S (2.1)
r=1
Zar(si)xi =C,, T=1,..n (2.2)
i=1

I
\_}—‘
=

{ (it ar(si)wi —Cr) =0, r (2.3)

(> 2y ar(si)yr — b(si)) =0, i=1,.n

Les dernieres équations sont appelées Les relations des écarts complémentaires.

Remarque 2.1. Si on a une solution {§,z} de (D), la solution y de (P), sera trouvée par
les relations des écarts complémentaires. De méme si on a une solution y de (P), la solution
{6,2} de (D) sera trouvée.

2.4 Meéthodes de résolution d’un probleme semi-infini
linéaire
2.4.1 Résolution par la discrétisation

La descritisation est une regle permettant d’utiliser un sous ensemble fini de points a
partir d'un ensemble infini. Et résoudre avec les méthodes déja existantes.

On aura alors a la fin une suite de solutions qui va converger vers la solution optimale.
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2.4.2 Probleme semi-infini discrétisé
Soit (P) le probleme (S.1.1) suivant :

St Cryr — min

r=

(P)S Yot ar(s)yr > 0(s), s€S
y € R™

Et soit (P,,) le sous probleme suivant :

ST Cry — min

r=1

(Pm) Z;jf ar(si)yr > b(5>, s; € Sy,
yeR" S, ={s1,,Sm} CS.

(Py,) est appelé probleme discrétisé de (P)

2.4.3 Algorithme de la méthode

Il s’agit a chaque itération m de résoudre le probleme linéaire discrétisé (P,).
. Supposons qu’on est a l'itération m, le probleme (P,,) peut étre résolu par l'algorithme
du simplexe qu’on va détailler plus tard.

. Soit Y = (y7",95",...,y") la solution de (P,,)

Posons : —
D={yeR" Zar<5)yr > b(s), s€S}
r=1

r=n

Dm = {y c an Zar(si>y7’ > 6(51'), S; € Sm}

r=1

et du fait que S,, € S on a bien D C D,,

2.4.4 Test d’optimalité

Calculons : -
rsrgg[; ar(s)yr" = b(s)]
On distingue deux cas:
Cas 1
Soit : .
min[z a(s)y" —b(s)] >0,
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donc Y,, € D

Notons par Y* = (y7,...,u%) la solution optimale de (P), on a alors:

Sew <Y el (24)
r=1 r=1

et d’autre part D € D,,, alors:

S <Y e (25)
r=1 r=1

De (2,4) et (2,5), Y, est la solution optimale de (P).

Cas 2:
Si: )

rsnelg[; a,(s)y" — b(s)] <0,
alors Y, € D

On doit chercher une autre solution pour (P) qui sera réalisable et optimale

Trouvons ' € S tel que:

rilg[z ar(s)y," — Z ar(s')y, (s")
r=1

Posons S;,01 =S, Us', s €S, et passons a l'itération suivante (m + 1) en considérant

le nouveau prombeme discritisé (P,,;1) suivant :

Yol Gy — man
(Perl) Z::? ar(sz)yr Z b(sz) Si € Sm+1
Y = (y1,..yn) € R”

Posons

m+1 {Y € Rn/ Zar S 2 b(si)a s € Sm—l—l}
On a bien S, C S;e1 C S, et ainsi: D C D1 C Dy, Vm=1,...
Soit Y™ = (y"*! .. y™*1) la solution du probleme (Pp,.1).

On utilise le méme test précédent pour vérifier loptimalité de Y™™ pour (P), et ainsi de

suite jusqu’a 'obtention de la solution Y* du probleme (P).
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2.4.5 Algorithme de de résolution de (P.S.1.L) par la discrétisation

Il est donné comme suit :

g

Il

=33
S

+(8)yr > b(s), s€ S
(Y15eeyyn € R”

&
Y

1. Posons: m = 1.
2. Définir le sous ensemble fini S,,, de S.
3. Résoudre le programme linéaire discrétisé P, ou:
D1 Crlr
(Pr) Q2021 ar(si)yr = b(si), si € Sy
Y = (y17"'7yn S R"
Soit Y,, sa solution
4. Calculer:

k _ : —
LF = rgg[r; ar(s)y," — b(s)]
= ar(sk)y," — b(sk)
r=1

5. Si: L¥ >0, aller en 6, sinon aller en 7.
6. Ecrire: Y™ est la solution optimale de (P), aller vers 8.

7. Posons: m =m + 1, et posons: S;,+1 = Sy, U sy, aller vers 3.
8. Fin.

Exemple

Soit le probleme linéaire semi-infini suivant :

2y +1 — min
(P) y+s>1, se€][0,]]
y=>0

Posons: S; =1

Donc le probleme discrétisé correspondant est :

2y +1 — min
{2,

qui a comme solution: y! = 0

On a: mingpy[s —1]=0=0-1=-1<0,
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donc: y' n’est pas la solution de (P).

comme Mingepqj[s — 1] = —1, alors: s’ =0
Posons: S, = .57 U0 = 0,1, et considérons le probleme discrétisé :

2y +1 — min
(P2>{ y+s>1, se€0,1

C’est a dire:
2y 41— min
(P2)y ¥=>0
y>1

La solution de (P;) est y = 1.
Calculons : mingep {1 + s — 1] = mingepyy[s] =0> 0
Donc y? est la solution optimale du probleme (P), c’est a dire: y* = 1.

Remarque 2.2. Sion a S = [«,3,] avec un changement de variable, on pourra avoir un
probléeme équivalent tel que: S = [0,1].
2.4.6 L’algorithme du simplexe

Soit ’ensemble de base 6 = (s1,...,5,) C S donné. On cherche a déterminer un autre
ensemble de base ¢’ C S et pour cela on doit passer par les étapes suivantes :
Etape 1

Calculer la solution unique positive du systeme d’équations linéaires suivantes :
A(S1,..08n)x = C.

Etape 2

Calculer I'unique solution du systeme
AT (51,.08,)y = b(51,...,5,)

Soit y la solution trouvée, on distingue alors deux cas:

Premier cas:
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Alors les deux solutions y et {d,z} sont optimales pour (P) et (D) respectivement, la on

s’arréte.

Deuxiéme cas:
Si y ne vérifie pas toutes les contraintes du probleme primal, alors:
{d,z,y} n’est pas une solution pour le systemes (2,1),(2,2) et (2,3) précédant. Donc il faut

chercher une autre solution {¢’,2’,y'} qui sera meilleur que {0,x,y} et qui vérifie:

ib(si)yci < ib(s;)x; (2.6)

d = {s1,...,5,} va étre remplacé par ¢ = {s1,...,5,-1,5 ,Sr11,.s5n} = (0 U {s'}) — {s,}

Quelle est la variable s, qui va quitter ¢ et celle (s') qui va la remplacer?

Etape 3
Chercher s’ € S tel que:

Zar Yy < b(s) (2.7)

Etape 4

Calculer I'unique solution d € R™ du systeme d’équation linéaires :
A(81,0,80)d = a(s') (2.8)

a(s;) est une combinaison linéaire des vecteurs a(s;), s; € 0

Etape 5
Si la solution d est telle que
d; <0 i=1,..n
Dans ce cas les deux problemes (P) et (D) n’admettent pas de solutions. L’algorithme va
s’arréter ici.
Etape 4
Si dans I'étape 4, 3d; > 0, alors on a choisit un r € {1,....n}, d, > 0 tel que:

fi: = mm{jZ d; > 0}

L’élément s, correspondant va sortir de ¢, alors

0" = (0U{s}) — {s}
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Montrons que: ¢’ = (U {s'}) — {s,} est un ensemble de base,
Soit :
d={s1,.Sntet & =0U{s}) - {s}.

Par exemple r = 1 c’est adire: ¢’ = {¢',s5...,5, }, il s’agit de montrer que: a(s'),a(sz),...,a(s,)
sont linéairement indépendants.

Comme a(s3),...,a(s,) sont linéairement dépendants donc: Ja; € R, i = 1,....,n tels que
a(s") = > (a(si))ai,

D’autres part on a,

En comparant les deux écritures du vecteurs a(s’) on aura:

d=0,
di:Oéi, i:2,...,n

Contradiction, car d’apres r est tel que: d, > 0, donc les vecteurs a(s’),a(sz),...,a(s,) sont

linéairement indépendants et donc I'ensemble ¢’ est de base.

2.4.7 Exemple numérique:

Soit le probléeme semi-infini linéaire suivant :

Zr:z 1+(—=1)r !

=1 - Y — MIN
(P)q Sis™ly, > 22,
y- € R, r=12.

Soit le probleme (S.I,L) discrétisé suivant :

Yoy EE > min
(P)q Sr=rsily, >2% s, €8 ={-1,01},

y- € R, r=12.
On remplace r par ses valeurs on aura:

Y1 — min
=Y > %
(P)q i >1
yrt+y2 =2
y1,y2 € R
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On pose S = {—1,0,1} = {s1,52,83} alors s; = —1,50 = 0,53 = 1, et on pose: dy = {51,852} C

S un sous ensemble de S, le dual de P est:

Yy 2%x; — max
i=2 r— 1+(-1r—?
Sy = HEDT =19

D i=1 5 ;
(D) 8; € 0o = {51,852}
2 >0, i=12.
%xl + x9 — max
T+ a3 =1
(D) —x = 0
x1,22 2 0
1 1 . .1 s s
a(sy) = RN a(sg) = 0 sont linéairement indépendants, c’est a dire que la ma-
trice A(s1,s2) est de base:
Etape 1:
On résoud le systeme linéaire :
T+ Ty = 1
—X = 0

Sa solution est (29,29) = (0,1)

Etape 2

La solution du systeme d’équations:
Y1 — Y2 = %
=1

est (11°92°) = (1,3)

Vérifions si (y,,y,) est réalisable pour (P).

Etape 3

Déterminons s’ € S tel que:
r=2
D sty < 2v
r=1

C’est clair que: s’ = s3, =1

Etape 4
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Calculons la solution d € R? de:

(5o)(a)=()

On a donc:

d1+d2:1 dlz—l _
{—d1:1 @{d2:2 sd=(-1,2)
Etape 5

On a d; < 0, mais: dy > 0, donc on passe a 6

Etape 6
ds > 0, donc:
. T 1
—, d;>0}=—==
min{ Z } 52
Donc c’est sy qui sortira de ds.

Posons §; = {s1,s3} et on a:

a(s1) = ( ! ) alss) = ( : ) qui sont LT

On revient a ’étape 1 pour faire une itération.

Etape 1

Pour ¢; = {s1,82}, le probléme dual correspondant est :

%xl + 2o — max

T1+ To = 1
P
(P) =0
21,29 2 0
. N =1
La solution du systeme: { qilx—li__?m — 0 est (z1,2) = (%,%)
Etape 2
_ 1
La solution du systeme: { zi . Zy/z _ 5 est (y1,ys) = (%,%)

(yi.y3) = (2,2) est réalisable pour (P) donc c’est la solution optimale pour le probleme
(P).
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Le programme

function simplex clc; A=[1 1;-1 0] c=[1;0] b=[0.5;1] S=[-1;0;1]
S1=[1;2];%S1={s1;s23};
S2=[3];%S2={s3};
r=1:2;
Dotolototohte €tape 1 %htototots
disp(’étape 1’) x=inv(A)*c; disp(’Sa solution est : x=’) disp(x)
Dotolotolots €tape 2 Ylohtolths
disp(’étape 2’) y=inv(A’)*b; disp(’La solution réalisable pour le
probléme (P) es : y=’) disp(y)
Dotolototots €tape 3 Yhlohtohts
disp(’étape 3’) for i=1:length(S)

for 1=1:1length(S2)

for j=1:2

val(1,j)=(S(3)"(j-1));

resul (1)= val(1,3).xy(j);

s(1)=27(S(i));

if resul(1)<s(i)

e=S2(1);

end;

end;
end; end; disp(’e=’) disp(e)
Dotololets €tape 4 Nhtottohts
d=inv(A)*val’

Thhhh étape 5 %hhhhhl
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for i=1:length(d)
if (d(i)<0)
disp(’la solution est ’)
else if (d(i)>0)
Dotolotolohote €tape 6 %htolototstols
disp(’on passe 1’’étape 6°)
g=(x(1)./d(1));
end;
end;
end;
w=min(g)
disp(’Donc c’’est s2 qui sortira de S1°’)
disp(’Posons S1={s1;s3} et on a :’)
A=[1 1;-1 1]
b=[0.5;2]
Dololototothete €tape 1 %htotetols
disp(’étape 1’) x=inv(A)*c; disp(’x=’) disp(x)
Tololohotets €tape 2 Slohtotoths
disp(’étape 2’) y=inv(A’)*b; disp(’y=’) disp(y)

Solution
A =
1
-1 0
C=
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b =
0.5000
1.0000

g =
-1
0
étape 1 x=
0
étape 2 y=
1.0000
0.5000

étape 3 e=

3

d =

-1
2

la solution est optimale, on passe 1’étape 6
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0.5000

Donc c’est s2 qui sortira de S1 Posons S1={s1;s3} et on a :

A=
1 1
-1 1
b =
0.5000
2.0000
étape 1 x=
0.5000
0.5000
étape 2 y=
1.2500

0.7500



Chapitre 3

Programmation non linéaire

3.1 Introduction

La programmation non linéaire regroupe un ensemble de sujets dans I’étude des problemes
prog group

d’optimisation

Une fonction objectif est donnée, et le probleme consiste a trouver un point optimum
pour cette fonction. Parfois, des contraintes limitent le domaine de la recherche.

Le fonction objectif et les contraintes sont continues et différentiables.

On utilise des résultats d’analyse mathématiques pour caractériser les points candidats :

Un premier pas consiste donc a obtenir des conditions d’optimalité.

Un effort important est consacré a relier des conditions d’optimalité au dévéloppement

de l'algorithme de résolution.

3.1.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1. Une fonction f : R” — R est dite linéaire si elle s’écrit comme suit

flz)=CT2 = Z i
i=1

. C': Un vecteur constant de R".
. [ R" — R est dite linéaire si chaqu’une de ses composantes

fi :R*"—= R, i=1,..,m est linéaire.

26
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Définition 3.2. Fonction affine

Une fonction g: R™ — R est dite affine si elle s’écrit :

flx)=CTr+d

. C' : Un vecteur constant de R™.
. d : Une constante de R.

Une fonction g : R* — R™ est dite affine si chaqu'une de ses composantes :

gi - R" =R, i=1,....,m est affine:
gi(z)=Az+b

. A : une matrice de R™*",

. b un vecteur de R™.

Définition 3.3. Fonction non linéaire

Une fonction qui n’est pas affine est dite linéaire.

Définition 3.4. Gradient

Soit f : R™ — R une fonction différentiable, la fonction notée

3f(x)
3(zs)

Vfz) =

est appelée le gradient de f.

Définition 3.5. Dérivée directionnelle
Soit f : R™ — R une fonction continue et soient z € R"”, d € R".

La dérivée directionnelle de f au point x dans la direction d est :

[z +td) — f(x)

D =l = d
fla) = lim ; Vf(x)
elle est aussi appelée taux de variation de f dans la direction d, d = Hg;g;“

Le taux de variation devient :
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VI@)d =V @) w5 = o = IV/@)

Soit d une direction quelconque, d = 1
IV f(@)d < [[Vf(@)lld]] = [V f ()]
Le taux de variation de f dans la direction du gradient est le plus grand par rapport aux

directions c.a.d la fonction croit le plus rapidement possible dans la direction de ’anti-

gradient.
On appelle:
d= % : la direction de montée.
_ V(=) . : :
d = INGIE la direction de descente.

flz+td)—f(x)
t

Remarque 3.1. Si lim,_,g+ existe et le gradient aussi existe alors, la dérivée

directionnelle est le produit scalaire entre le gradient de f et sa direction d et est égale a
D(x) = (Vf(z))"d

Définition 3.6. Fonction différentiable
Soit f : R™ — R une fonction continue. Si pour tout d € R”, la dérivée directionnelle de f

dans la direction d existe, alors la fonction f est dite différentiable.

Exemple

Soit f(x1,22) = exp Ty + 1172 — 1129
) d

Et soit d = d;

La dérivée directionnelle de f en x = (x71,72) dans la direction d est:
Df(x) = (di,d2)V f(z1,22) = di(exp a1 + 25 — 72) + d2 (22172 — 1)

Définition 3.7. La dérivée partielle est égale a la dérivée directionnelle dans la direction

des axes des coordonnées.

Théoréme : 2

. f: X CR” — R une fonction différentiable sur un ensemble convexe X. f est convexe
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sur X si et seulement si:

fy)—f@)>(y—2)"'Vf(z), VeyeX

. [ X CR"” — R est strictement convexe sur X si et seulement si:

fy)—f@)>@y—2)"'Vf(z), VeyeX

Définition 3.8. La matrice jacobienne Soit f : R" — R™.
La fonction J(z) : R® — R™™ définie par:
T

J(z)=(Vf(x)) = ( 0@ - @) ) est appelée matrice jacobienne.

ox1 7 dxq

Définition 3.9. Matrice hessienne

Soit f : R™ — R™™ de classe C2. La fonction définie par:

Pf(x)  8f(x) 82 f(x)
6:1:% dx1dxze  ° 7 dxidzn
2f(x)  82f(x) 82 f(x)
dxodx 8x3 C 0 bdxzodxy,
H=Vf(x) =
Pi@) Pfw Pfw)
dxnpdra  Oxndxre " o2

n

est appelée matrice hessienne.

Exemple
Soit = 22
ot fxy,x9,x3 T + T1T2x3 + T1X2 + ToX3

Le gradient est donné par:

2x1 4+ xox3 + X9
Vf([)?l,xg,[)?g) = T1T3 + T -+ XT3
1T + o

La hessienne est donné alors par:
2 T3+ 1 T2

H=V?f(z1,00,03) = | z3+1 0 x1 +1
) T+ 1 0
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Définition 3.10. Matrice semi-définie positive

Une matrice A est dite semi-définie positive si

rAxr >0, VeeR" z+#0
Elle est dite définie positive

xAx >0, VreR" x#0

Définition 3.11. Une fonction deux fois défférentiable sur un ensemble convexe X de
matrice hessienne semi-définie positive ou resp (semi-définie négative) pour tout = € X est

convexe.

Définition 3.12. Soit f : R®™ — R, un point z est dit stationnaire si Vf(x) =0

Remarque 3.2. La matrice hessienne permet de conclure, s’il s’agit d'un point minimum

ou d'un point maximum (ou bien ni I'un ni l'autre).

3.2 Optimisation sans contraintes

Soit f : R™ — R continue. On définit un probleme d’optimisation sans contraintes par:

{ f(z) — min(maz)

r e R"

Théoréme 1:

Soit f: R™ — R différentiable en x*.

x* est un minimum local alors V f(z*) = 0.

Démonstration

On écrit la formule de Taylor pour:

f(z* 4+ td) = f(a* + V f(x*)td + o(||td|]), t>0, deR"

flz* +td) — f(z*) =V f(x*)td + o(||td||), t>0, deR"
fla*+td)—f(a*) _ x o(lltd]))

0 < LEHDIE) — g f(gx)d + 2D

On passe a la limite quand ¢ — 0

0 < limy g+ LEHDIE) — iy, 4 (V f(a%)d 4 2

=V f(z*)d
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Ona0<Vf(z*)d, VdeR"
En particulier si d = —V f(z*), on aura

0 < V(@) (=V (@) =V = V@) =0=[Vf(a)|=0= Vf(z)=0

Remarque 3.3. Ce théoreme est appelé condition nécéssaire du premier ordre.

Remarque 3.4. Les points x qui vérifient V f(z) = 0 sont appelés points critiques ou

points stationnaires de f.

Notons que la condition du premier ordre est nécéssaire mais pas suffisante.

Théoreme 2

Soit f : R™ — R convexe et différentiable alors x* est un minimum global si et seulement
si Vf(z*)=0.

Démonstration

(=) z* est un minimum global (local)= V f(z*) = 0: c’est le théoreme démontré précédement.

(«<)(La récéproque):

On utilise I'inégalité de convexité :

f@) = f@) + V@)@ —a*), VoeR"
Ona Vf(z*)=0

D'ou f(z) > f(z*), z € R"™ Donc z* est un minimum global.
Théoreme 3:

Soit f : R"™ — R de classe C?, z* est un minimum local alors:
. V(z*)=0

. Hf(x*) est semi-définie positive.

. Pour z* maximum local, la deuxieme condition du théoreme devient :

H f(z*) est semi-définie négative.

Remarque 3.5. Ce théoreme est appelé condition nécessaire du deuxiéme ordre.
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Démonstration

. La premiere condition est déja démontrée.

. La deuxieme condition:

On écrit la formule de Taylor a l'ordre 2 :

flz* +td) = f(x*) + Vf(a*)td + %thHf(:c*)td + o(||td||)?

On aVf(z*) =0

Fla* +td) — f(*) = LtdTH f(a)td + of||td]))?

0 < DI — Ly f(av)d + W o < i, g SEHDIED) - LgT (2 d +
o(lltdlD?

hmo_,0+ 2

0 < 3d"Hf(a*)d = Hf(z*) est semi-définie positive.

Exemple

flzy) = 2% — ¢

Vf(zy)=0= (2z, —2y) = (0,0)

¥ = y* = 0 est un point stationnaire.

Hf(0,0) = < (2) _02 > cette matrice n’est ni définie positive ni définie négative. Donc (0,0)

n’est pas un minimum pour la fonction f.

Les problemes d’optimisation sans contraintes peuvent étre résolus par les différents al-

gorithmes suivants :

. L’algorithme du gradient a pas optimal.
. L’algorithme du gradient a pas constant.

. L’algorithe de Newton-Rapshon.

3.3 Optimisation avec contraintes égalités

On définit un probleme d’optimisation avec contraintes égalités par

f(x) — min

(P) = 9i(r) =0
reR”

Définition 3.13. On définit le Lagrangien par:

L) = f() + 3 Agi(o)
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Théoréeme de Lagrange (Condition du premier ordre)

Soit z* un minimum local regulier pour le probleme (P) alors il existe Aj,..., A tel que

Vf(z*) + ZZ’I’ Afgi(z*) =0 i=1,..n
Remarque 3.6. A},...,\; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

Définition 3.14. Théoréme (Condition du deuxiéme ordre)
Soient f et g de classes C2.

Soit x* un point régulier alors:

N ER/ V) + Y Xgilat) = 0

« H,L(z*,\*) est semi-définie positive sur T'(z*)

3.4 Optimisation avec contraintes inégalités

On définit un probleme d’optimisation avec contraintes inégalités le probleme suivant :

f(z) — min

gi(z <0)

reR"”
Définition 3.15. Point régulier

On dit que x* est régulier c.a.d il vérifie la qualification des contraintes.
Définition 3.16. On dit que JG(x) est de rang plein si le rang de JG(z) = m.

Remarque 3.7. Vz admissible et rang JG(z) = 1 = JG(z) est de rang plein = tous
les points admissibles sont des points réguliers, on dit que la qualification des contraintes
(Q.C) est vérifiée partout.

Définition 3.17. Théoréme (Condition du premier ordre)

Supposons que f et g;, i =1,...,n sont de classe C*.

Supposons que z* est un poit régulier pour le probleme (P). Alors il existe A},...,A* € RT
appelés multiplicateurs de KARUSH-KUHN-et TUCKER tels que:

V() + 300 Agila) = 0

e Afgi(z*) =0
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Remarque
Condition de Slater 1950
. Si les fonctions g; sont linéaires alors la Qualification Des Contraintes (Q.C) est

vérifiée partout.

. Si les fonctions g; sont convexes et il existe T tel que ¢;(Z) < 0 alors la (Q.C) est

vérifiée partout. Dans le cas des contraintes égalités h; et inégalités g; :

. Si f est convexe, les g; sont covexes et les h; sont linéaires et la condition de Slater

est vérifiée partout alors la condition nécessaire du premier ordre est suffisante.



Chapitre 4

Algorithme du gradient projeté pour
la programmation semi-infinie

4.1 Introduction

Un grand intérét attire les chercheurs pour la classe des problemes d’optimisation
Semi-infinie, qui sont caractérisés par un nombre fini de variables et un nombre infini
de contraintes. De tels problemes apparaissent par exemple dans la réduction de pollution
atmosphérique, dans la solution des équations intégrales faiblement singulieres, dans la

distribution de probabilités, etc...

Nous avons exposé précédement I'une des techniques de résolution d’un probleme semi-
infini linéaire citons une autre classe des problemes semi-infinis : Problemes semi-infinis

non linéaire qui fera appel a ’algorithme du gradient projeté.

4.2 Position du probleme

Soit le probléeme suivant :

/ f(z) — min
(P){ g(x,s) <0 ses

. S : Un produit cartésien de N intervalles fermés de R.
. g: 5 xR" — R : Une fonction deux fois différentiable.
. f:R" = R : deux fois différentiable.

35
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Le but de la méthode est de trouver un point stationnaire du prbleme (P’).

Définition 4.1. . f;(z) = %(‘:), j =1,...,n sont les dérivées partielles de f par rapport a
x;.

. gj(x,s), j=1,..,nsont les dérivées partielles de g par rapport a ;.

Définition 4.2. Soit z* € R™ une solution réalisable du pobleme (P’)

x* est un point stationnaire du probleme (P’) si:

Il existe des points s; € S tel que g(z*,s7) =0, i =1,...,t et il existe des scalaires positifs

A5, i =1, tels que:

1=t
=1

Définition 4.3. Soit z* la solution réalisable du problemr (F’).

Et soient les variables s;, teles que:
g(x*s) =0, i=1,..t

représentent les maiximums locaux de la fonction g(z,s) au voisinage de z*.

Définition 4.4. On définit E(x) P'ensemble des points maximum de g dans S qui satisfont
la condition: g(s,z) > —e, €>0
E(x)={s; €S tq:g(z,s;) =0,etde > 0,tq: g(x,s;) > —¢}.

Définition 4.5. Pour x = (11,...,v,) € R, s = (s1,...,sx5) € E(xr) C RN
On définit :

. 0 = (01,...,07) : les composantes de s sur la frontiere de S, [ < N.
og(x,s og(x,s
CVig(a,s) = (2azs) | dews)y

ds1 ds;
— (99(z,8) 69(x,s)
- Vag(z,s) = (59(Sl+1),..., o)
On définit :
5%g(z,5) 52g(x,s) 52g(x,s)
§Sl2+1 65;+16sl+2 : . : 55l+165N
5%g(z,s) 8g(z,3) 52g(z,s)
6Sl+2681+1 62Sl+2 : : : 68[4,265]\7
2
VZQ(‘IJS) =
5g(x,s) 52g(x,5) 5g(x,s)

SSNOSI+1 OSNOS|12 o 625N
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Définition 4.6. Soit B un sous ensemble ouvert non vide de R™ tel que:
. ds € S vérifiant
VQQ('I)S) =0

. A chaque point s vérifiant Vog(z,5) = 0 correspond un maximum local de g d’ott V3¢ est

définie négative.

4.3 Méthode du Lagrangien

4.3.1 Condition nécessaire du premier ordre

On définit le lagrangien par:

D) = £() + 3 A (42)
hi(x) = g(z,s:(x)), i=1,..,p (4.3)

Siz*e B
Vo L(z*\) =0 (4.4)

4.3.2 Condition du deuxiéme ordre

Théoreme: 1
Si z* € B, la solution du (P’) tel que V,L(xz*\*) = 0 est vérifiée alors:

sTVAL(z* A\")]s >0, Vs:s'Vhy(z*) =0, i=1,..t

Si la condition du second ordre est vérifiée alors x* est une solution locale du probleme (P’).

Définition 4.7. Soit § > 0, on définit P(x) la fonction de pénalité associée a f(x) par:

P(e) = f(x) +0_[hu(z) (4.5)
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4.4 Calcul des directions de descente de (P)

Théoréme 2

La solution du probleme :

{ d"(Vf(z)+ 3d"Hd) — ming
hi(z) +d"Vhi(x) <0, i=1,.,p
est appelée la direction de descente de (P).

Ou:

. H = V2L(x ).

VL) = (@)oo fola).

Théoreme 3
Une solution d est une direction de descente pour (P) au point z, si si le vecteur des mul-

tiplicateur de lagrange n’a aucune composante plus grande que 6.

Algorithme de gradient projeté
1. Donner une solution admissible et déterminer FE(z), on obtient alors un probléme
discrétisé.
2. Déterminer une direction de descente pour la fonction de pénalité P et pour garantir la

direction de descente, une constante vy doit étre dérerminée comme le plus grand nombre

parmi {1,%,%,}1,%,...}
P(x + ~vd) — P(x)

v P'(x,d)

T(v,x) >p, T(yzx)=

Avec: P'(z,d) < 0 : est la dérivée directionnelle de la fonction de pénalité au point = dans
la direction d.

3. Soit ¢ = 0,0001

Afin de calculer Hitq: H = V*L(a,\) + UI, il est nécessaire d’obtenir des approxima-
tions aux multiplicateurs de lagrange: \;, ¢ = 1,...,p car les valeurs de p peuvent changer
a chaque itération comme il faut fixer une valeur de f,,;, comme suit :

« Sipt = pimin €t T > 0,5 et v = 1 alors fip, = #o.

« Sift = fymin €t v < % alors fmin = Mmin X 4.

4. Poser: x = z + vd, avec T(v,x) > p.
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Exemple

Soit I’exemple suivant :

—|—x2—|— 121 — min

2622 —ms* — a5+ 13, <0, VseS
{01}
= (1,

571
(1—
S =
20 =(1,2), f=49

1.

. Cherchons les maximums locaux de g
gz s) = (1 -2 —s*—4+2
g(2%s) = st =352 —1
Vg(a%s)=0=s=0, s=,/3
5= \/g n’est pas un maximum local de g car:
VQg(xO,\/g) =12>0

E=0, p=1

hi(z) = g(0,2) =1 — 22 + 29

[hy(x)]L = maa:(O,g(O 2°%)) = max(0,—1) =0
p(z) = 323 + sa1 + 23

3. Calculons la direction de descente de P
L@A) = f(z) + M ()

L(z\) = 321 + 321 + 23 + M (1 — 23 + descas)
L(z,\) = 323 + 20y + 23+ A — M2d + Mo

%xl + % =0

2£L’1 — 2)\13?2 + )\1$2 + )\1 =0

AM=234+123+1)=0
r=2, =161, A\ =145
L(x,1,45) = 3 + 321 + 04525 + 1,45
VL(x,1,45) = (321 + 3,0.975 + 1.45)

2.0
— 3
H‘(o 0.9)

La direction de descente de P est la solution du systheme quadratique suivant :
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d'V f(z) + 3d" Hd — min
h(z) 4+ d"Vh(z) <0

Vh(z) = (0, — 29 + 1) = (0, — 2,22)

V(@)= (Gz) +3

0 0\/1
¢=(0-022)= ( —222 1 >( 0 >
(dy,dy) = (0.2,2.22)d; + (0,1)ds

)

(dy,dy) = (0,dy — 2.22d;)
Dou: dy =0, dy=dy+2.22d;
ZYHZdy = —ZT(V f + Hwd,)
ZTHZdy = 0.9d,
—ZT(Vf+ Hwdy) = —3.22 + 2d;
09dy = -322+2d; = d=0, dy=—-357
r=2x+yd
Pour:v=1, T(l,2) <0
Pour: v = %

= (—0.75,1.61)z = z + vd = (—0.75, — 0.17)
p(x) =24

p(z +vd) = —0.02

p(z,d) = —11.49
T(3x) = =i = 0.21
0.22>0.001 =0
D’ou v = %

L. 2% = (=0.75, — 0.17)

. Cherchons les maximums locaux de ¢ :
g(2%s) = 0.2s* — 0.37s? + 0.8s

Vg(2°,s) = 0.8s% — 0.74s
Vg(xs)=0=5s=0, s=096~1

E = {01}

hi(z) = g(0,x) =1 — 23 + x5

o) =of1:) = L= o
[h1(2)]+ = max(0,9(0,2°)) max(0,0.81) = 0.81
[hg(x)] = max(0,9(1,2°)) = max(0,0.75) = 0.75

p(z) = a3 + 3oy + x5 + 1.560
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L(z, i, A0) = 521 4 321 4+ 23 + M (1 — 23 4+ 22) + Ao(1 — 223 + 2] — 1 — 23 + 22)

(;STLZ§$1+%—4)\2$1—)\2
% = 229 — 2N 1Ta + A1 — 2X9x9 + A
AMhi(z) =0
Aa(ha(z)) =0
A=0,x1 =—-0.75, x9=-0.61,A; =0.55

L(2,0.55,0) = 327 + 121 + 0.4523 + 0.5525 + 0.55

VL(2,0.55,0) = (22, + 1,092, + 0.55)
2
2 0
— 3
H= ( 0 0.9

La diraction de descente de P est la solution du systeme quadratique suivant :
d'V f(z) 4+ 3d" Hd — min
Vhi(z) = (0, — 225+ 1) = (0,2.22)

Vha(z) = (0.51,2.22)
0 2.22
¢= ( 0.51 2.22 )
o 0 222 _(0 1\(051 0
-\ 051 222 ) {11 0 222
w=(0,1), Z=(1,1)
(d1,d2) = (da,dy + d2)
d1 = 0, d2 =0

r=2x+vyd
x = (-0.75,—0.61), 0.19



Conclusion

Nous sommes basés dans notre modeste travail a une classe particuliere des problemes
d’optimisation nommée problemes d’optimisation semi-infinie, a savoir :
les problemes semi-infinie linéaires ou non linéaires et quelques techniques de résolution
et pour cela on a présenté un probleme semi-infini linéaire et la méthode de discrétisation
qui nécessite 'application de 'algorithme du simplexe et enfin on a présenté le probleme

semi-infini non linéaire qui fait appel a ’algorithme du gradient projeté.
Et comme perspectives futures, on peut utiliser I’algorithme des trois phases dans le

cas linéaire et les techniques d’optimisation global pour résoudre ce type de probleme, en

se basant sur la méthode de Branch and Bound.
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