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Introduction Générale

La commande des processus constitue un objectifafoental dans le domaine des
sciences de l'ingénieur. Commander un processusistena déterminer les commandes a

appliguer a ce dernier afin de lui assurer un catepeent désiré.

Afin de définir des regles de détermination des mamdes en vue d’un objectif fixé,
il convient de définir un modéle mathématique depoecessus. Le choix de ce modéle
s’avere donc primordial, il ne peut pas caractésséfisamment le processus et ne représente

gu’imparfaitement la réalite.

Le probleme général de la détermination d’'une contdwaoptimale d’'un processus

peut se résumer comme Sulit :

Un processus étant donné et défini par son mod&eyer parmi les commandes

admissibles celle qui permet a la fois :

- de vérifier des conditions initiales et finales déas ;
- de satisfaire diverses contraintes imposeées ;

- d’optimiser un critére choisi.

La commande linéaire quadratique est une commanpdenale par retour d’état
minimisant un critere quadratique. Ce dernier W&t dans les problémes de minimisation
de I'énergie mise en ceuvre, de stabilisation efuidd de trajectoire. Son intérét donc apparait

a la fois au niveau de la qualité, de la sécutities colts de mise en ceuvre.

Les parametres de réglage d’'une commande linqaadratique sont les matrices de
pondération du critere a minimiser. Leur choix ag fiénéralement par essais-erreurs. Ces
matrices influe directement sur la valeur finale alitere a minimiser, par conséquent leur

choix est crucial pour assurer de bonnes perforesanc

L’objectif de ce mémoire consiste a optimiser twig des matrices de pondération
d’'une commande linéaire quadratique a horizon iinfiidée consiste a minimiser le critere
par rapport aux €léments de ces matrices assum@seales variables d’optimisation ou de
décision. En utilisant la matrice de Riccati etfétame finale du critére, on formule un
probleme d’optimisation avec contraintes de typesgalités dont la résolution donne les

matrices de pondérations optimales.
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L’étude est repartie sur quatre chapitres dontdegenus sont comme suit :

Dans le chapitre I, nous allons exposer des netisar la commande linéaire
guadratique (LQ) dont I'objectif est la recherchieng loi de commande minimise un critere
guadratique. Nous allons se focaliser sur la réisol’un probléme de régulation dans le cas

d’'un horizon fini et infini,

Le chapitre Il est consacré a I'optimisation digisgs. On commence d’abord par une
introduction a la théorie d’optimisation dans latgien présente la forme générale d'un
probleme d’optimisation et les conditions d’optiited. Puis on donne un résumé sur les

différentes méthodes d’optimisation locale et gleba

Dans le chapitre Ill, on présente une étude #uftuence des matrices de pondération
sur les performances du systeme dont I'objectidestnontrer I'intérét du choix des matrices

de pondération.

Dans le chapitre 1V, le choix de matrices de poatiign est formulé sous forme d’'un
probleme d’optimisation avec contraintes du typegalités. La formulation est basée sur la
matrice de Riccati et I'expression de la valeualéndu critere déduite suivant le principe u

minimum. L'approche proposée est illustrée parxemngle d’application.

Enfin, on termine notre travail par une conclusggmérale avec des perspectives de

continuité.

]



Chapitre I

Commande |

incaire quadratique




Chapitre | Commaridéaire quadratique

[.1. Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la commandmalet des systemes linéaires avec
un critére quadratique illustrée par un exemplsideilation sous MATLAB. Ces systemes
sont d’une grande importance dans la pratique.ften en colt quadratique est souvent tres
naturel dans un probléme, par exemple lorsqu’on r@aimiser I'écart au carré par rapport a
une trajectoire nominale (probleme de poursuitg &illeurs méme si les systémes de
contrle sont en général non linéaires, on estdoewent amené a linéariser le systeme le

long d’une trajectoire, par exemple dans des pmbtede stabilisation.

La commande linéaire quadratique (LQ) est une canad® optimale par retour d’état
calculé sur un modele non bruité du systéme aassgélle consiste a rechercher une matrice
gain et d'une matrice de poursuite avec lesqudbesommande minimise un critere

guadratique.

Ce chapitre introductif débute par la présentatites résultats principaux de la

commande LQ permettant de résoudre un problemeulsyite ou de régulation.

Nous allons donc considérer un systéme de coriin@aire dan$R™.

|.2. Formulation d’'un probleme linéaire quadratique

Considérons le probleme le plus générale de laspder dont le probleme de la
régulation constitue un cas particulier. Désignoaisc? I'état désiré et définissons I'erreur de

poursuite

e(t) = x4(t) - x(t) (11

Soit de plus I'équation d’état :

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.2)

]
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Avec :
e(t) :Vecteur d’erreur.
x4(t) : Vecteur d'état désiré.
x(t) :Vecteur d'état de dimensionx 1
A : Matrice d’état de dimensionx n
B : Matrice d’entrée de dimensiark m
u(t) : Vecteur de commande de dimensioix 1
n : Nombre d’état.

m : Nombre de commande.

Et la fonction de colt :

1t
Qx®,u®),t) =5 f (e"(t) Me(t) +u'(t) Nu(t))dt (1.3)
0

Remarque .1
% N’a aucune signification physique, il représemteptement une commodité de calcul.

Cette fonction de colt peut s’écrire aussi :

Qx(t),u(t), t) = Qe(x(t),t) + Q,(u(t),t) (1.4)
Avec :
1 (tr
0e(x(6),0) = f eT ()Me(t) dt (L5)
1t
Q,(u(t),t) = —f ul (O)Nu(t) dt (1.6)
2 0

Le terme quadratique (I.5) est lie a la nature éginne transitoire obtenu par la

minimisation de I'erreur existant entre I'état dist&mex et son état désivé a l'instant t.

M est une matrice symétrique définie non négata(t)Me(t) > 0). C’est une
matrice de pondération qui donne un poids difféeenhaque composante de vecteur erreur

dans le critére.
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Le terme quadratique (1.6) correspond a la minitrosade I'énergie de commande.

N est une matrice symétrique définie positiué@)Nu(t) > 0). C’'est une matrice de
pondération de la commande qui affecte un poidgréifit a chague composante du vecteur

de commande.

I.3. Résolution d’'un probleme linéaire quadratique

Suivant I'état désiréx¢(t) est nul ou variant en fonction du temps) ; deux @as

probleme sont présentés, le probléme de la poarstle probléme de la régulation.

[.3.1. Probleme de commande LQ a horizon fini
Le temps finalt,‘est fixé a une valeur finie.
I.3.1.a. Probleme de poursuite

Ce probleme revient a calculer un retour d’état gprimet de stabiliser le systeme a

I'état désiréx® en minimisant I'énergie de commande.

Pour la résolution de ce probleme, on commencdapdétermination des conditions

nécessaires d’optimalité a partir de la formulatien’Hamiltonien :

H(x(@®), u(®), p(6),t) = Q(x(®), u(®), t) + p" (O)%(t)

.7
= %(eT(t)Me(t) + uT(®ONu@®)) + pT (O Ax(t) + pT (£)Bu(t) 7

Ou P(t) est le vecteur adjoint composé des dérivées pestidu critere par rapport a la
variable d'état.

Il est maximal pour :

VuH (x(8), u(t), p(t), ) = 0

]
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On aura :

Nu(t) + BTp(t) = 0

La commande optimale est alors donnée par :

u*(t) = —N"1BTp(t)

Les équations d’Hamilton-Pontriaguine sont donreé@esme suit :

p(t) = =V HE(), u(®), p(t), t)
p(t) = —ATp + Me

B(O) = — ATp(V) + M (x%(D) — x(v))

x(t) = +V,H(x(t), u(t), p(t),t)
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

En remplacant(t) par son expression (1.11), on obtient :
x(t) = Ax(t) — BN"1BTP(t) = Ax(t) — Sp(t)

Avec :

S=BN1BT

Soit encore sous forme matricielle :

ol =L ZlBol + o)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(L.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
(1.15)

Il en résulte que les vectew®) et p(t) sont liés par une transformation linéaire de la

forme :

p(t) = K(t)x(t) - v(t)

(1.16)

]



Chapitre | Commaridéaire quadratique

La matriceK (t) et le vecteur(t) sont en général en fonction de la variable terbas.

dérivée dep(t) par rapport au temps s’écrit donc :

p(t) = K(t)% (t) + K(O)x(t) — v(t) (1.17)

Enégalent les deux formes (1.17) et (1.15)ddl vient :

K@®)x(t) + K(t)x(t) — v(t)

(1.18)
= —M@)x(t) — ATK(t)x(t) + ATv(t) + Mx%(¢t)
En remplacant(t) par sa valeur donnée par la relation (1.2), omeobt

K(t)(Ax(t) — SK(t)x(t) + Sv(t)) + K(t)x(t) — v(t) (1.19)

= —Mx(t) — ATK()x(t) + ATv(t) + Mx%(¢t) '

Exprimons le fait que cette égalité doit étre $aitis quel que soit, il vient :

KO+ KA+ ATK(@©) — K@©OSK@©) +M =0 (1. 20)
() + (AT — K®S)v(t) + Mx%(t) =0 (1.21)

Ces deux équations définissdfft) et v(t). La relation (1.20) est appelée équation
matricielle de Riccati.

La matriceK(t) est I'inconnu a déterminer, lorsque on résoutuaimpn différentielle
de Ricatti, on détermine éventuellement plusieofst®ns mais on doit considérer celle qui
est symétrique et définie positive.

On obtient alors :

w(t) = —N-BT(K(t)x(t) — v(t)) (1.22)

x(t) = (A= SK(t)x(t) + Sv(t) (1.23)

On remarque quea(t) est exprimé en fonction dét). Ce qui permet de construire un

systeme a contre réaction
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La structure de la commande optimale est représgraele schéma fonctionnel de la

figure I.1.

—>®—> N~'BT B —>®—> i
s

\" 4

A 4
v

-K

A

Figure 1.1 Structure d’'une commande LQ

1.3.1.b. Probleme de régulation

Ce probleme est un cas particulier de la poursitas ce cas, I'état désiré est nul

(x4(t) = 0) et I'objectif est de ramener le systéme a sontmterfonctionnement.

La forme matricielle représentant les équations ifamPontriaguine devient :

X]_14  =S1[x®
[p(t)] =[xl [p(t)] (1.24)
La relation liant les deux vectew®) etp(t) est :
p(t) = K(t)x(t) (1.25)

Puisquex?(t) = 0 et le vecteuw(t) = 0. L’équation dev(t) disparaitre et il ne reste que

I'équation différentielle de Riccati df(t).

KO+ KA+ ATK(@©) — K@©OSK@©) +M =0 (1. 20)

La matriceK(t) est I'inconnu a déterminer.
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[.3.2. Probleme de commande LQ a horizon infini

Si les matriced\, B, M et N sont constantes et siest infini, la loi de commande est

invariante, puisque chaque instant est identigiiestant suivant.
Il en résulte que la matrid¢ et le vecteuw sont constants et quE = 0 ety = 0. On obtient
alors les deux équations algébriques suivantes :

KA+ ATK —KSK+M =0 (1.26)

(AT — KS)v+ Mx% =0 (1.27)

L’équation (1.26) est appeld&quation algébrique de Riccatiou la matriceK est
inconnu a déterminer
l.4. Résolution de I'équation de Riccati

L’équation matricielle de Riccati peut étre résols@it analytiquement dans le cas les
plus simples, soit par les méthodes d’intégratiomérique.

1.4.1. Solution analytique d I'équation de Riccati

La résolution de I'équation matricielle

X =MX+XM, +XM;X + M, (1.28)

Dans lesquelles les matrickg, M,, M;et M, peuvent étre variables, et équivalente a celle du

systeme linéaire

Y == _M2Y - M3Z (I. 29)

Z= MY +MZ (1.30)

]
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Avec :

X=2zy1 (1.31)

On le vérifie facilement par simple substitutiorould avons en premier lieu :

X = Zy t+zy! (1.32)

Mais

y-l=y- lyy-! (1.33)
D’ou
X= MY +MZDY T+ Z(-Y"D)(=M,Y — M3Z)Y !

X=M,+ M,Z + XM, + XM;X (1.34)

1.4.2 Intégration numérique de I'équation de Riccait

Soit le probléme de commande linéaire quadratigdi@itlcomme suit :

x1(t) = x,(¢t)
{x'z (©) = u(t) (1-35)
1 rlr
Q(x(t),u(t),t) = ff (xf (t) + px3 (t) + Au?(t))de (1.36)
0

L’équation matricielle d’état s’écrit :

w0 = [0 oJx®+ [Fu®

Les matrices du probleme sont les suivantes :

Az[g (1)],B=[(1)],M=[g 2],N=,1 (1.37)
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2q = nxi(t) + pxs(t) + () (1.38)

Le calcul de la matrice S donne

Posons d’autre part :
_Ja b
K—[b d] (1. 40)
Calculons alors :
[0 a
KA = [0 b] (1.41)
ATK = (KA)T = [2 2] (1.42)
Lrp2 bd
=— .43
KSK Albd dz] ( )

L’équation de Ricatti s’écrit donc :

A A - U O

Elle est équivalente aux trois équations difféedigs suivantes :

bZ
A
bd
b+ a——=0 (1.46)
A
. 2
d+ Zb—7+[,l:0 (147)

Le calcul se présente en suite de maniére différeglbn que I'’horizon est fini ou infini.
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[.1.2.1. Horizon infini
Nous avons alors

a=b=d=0 (1.48)

Le systeme algébrique qui en résulte a pour saiutio

bt = A7 (1.49)
d? = A(2yn + u) (1.50)
a? = n(2y/An + u) (1.51)

La commande optimale est donnée par :

u*(t) = —N"1BTKx(t) (1.52)
Or
_ a by_
Bk =[0o 11[} J]=1b d (1.53)
D’ou,
W) = —3 (b, (0) + dy () (1.54)

1.4.2.2. Horizon fini

Pour la solution par intégration numérique, on @dre les valeurs numériques

suivantes pour les coefficients de la fonction diétc

A=n=1 u=0 (1.55)

Le systeme a intégrer en temps inverseé s’écrit :

a=1— b2 (1.56)

b=a-bd (1.57)
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d =2b— d? (1.58)

a(0) = b(0) = d(0) =0 (1.59)

Intégrons par la méthode d’Euler améliorée, donismappelons ci-dessous le principe. Soit a

intégrer :

x=f(x), x(0)=0 (1.60)

On calcule de proche en proche :

% (KT + g) = x(KT) + g FLe(KT)] (1.61)

Xy (KT + g) = x(KT) + gf [xl (KT + g)] (1.62)

Et ainsi de suite jusqu'a ce que les différenceseetieux résultats consécutifs deviennent

négligeables. Puis on calcule :

T T T
*[(K + DT] = x, (KT + E) +=f [xn (KT + E)] (1.63)
Avec T = 0,1, on a trouvé les valeurs présentérs latableal.1.
On constate que les valeurs limites sont égalesvaleurs théoriques trouvées pour un

horizon infini.
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t a b d
0 0 0 0
0.5 0.498 0.124 0.042
1 1.954 0.466 0.310
1.5 1.231 0.833 0.808
2 1.297 0.991 1.206
2.5 1.297 0.997 1.377
3 1.312 0.965 1.394
3.5 1.351 0.962 1.388
4 1.383 0.975 1.391
4.5 1.402 0.987 1.399
5 1.410 0.995 1.406
55 1.414 0.999 1.412
6 1.414 1.000 1414
6.5 1.414 1.000 1.414
Tableau 1.1 : Résolution numérique de I'équation ddRiccati.
1.5. Calcul du codt minimal
D’apres le principe de Pontriaguine, nous avons
p =V.Q=Kx-v (1. 64)
Il en résulte que le colt minim@lest de la forme :
_ 1
Q=-x"Kx—v'x+K, (1.65)

2

En portant cette expression dans I'équation de Hamdacobi, on obtient les mémes

éguations que précédemment pkiwetv
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|.6. Conclusion

Dans ce chapitre, on a formulé et résolu le problate la commande linéaire
quadratique (LQ). Pour ce probleme de commandgyde®me a commander est lin€aire et le

critere est quadratique.

L’expression de la commande optimale a été obtesaltilisant le principe de

minimum basé sur la résolution des équations d’HamPontriaguine.

L’intérét de la commande linéaire quadratique(L@hsiste a déterminer une loi de
commande optimale qui est lié aux parameétres dtersys et aux choix des matrices de
pondération M et N. Les valeurs de ces matricelsient sur la valeur finale du critére a

optimiser dont le choix optimal est recommandé.

Le probléme traité dans ce mémoire est le choixinmutx des matrices de
pondérations M et N. Pour ce faire, on doit utilises méthodes d’optimisation dont un

rappel est donné dans le chapitre suivant.

&
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[1.1. Introduction

Le domaine de I'optimisation est un domaine de eedie immense. L’optimisation

occupe un domaine important dans les recherchd#matiques pures et appliquées.

Ce chapitre est consacré a des généralités stintisption, aprés la formulation d’un
probleme d’optimisation, on donne une classificaties méthodes d’optimisation (méthodes
locales et méthodes globales). Vers la fin on &tggse a la méthode globale d’Alineor.

[1.2. Généralités sur I'optimisation

Avant d’accéder a la formulation d’'un probleme diopsation, on doit d’abord se
rappeler de quelgues notions sur I'optimisation.

Considérons une fonction scalafiéx) de plusieurs variables de décisian, . ... x;,)

appelée fonction objectif ou critére. Le vecteuvdaables de décision noté

X = (xl,xz,...,xn)Tdoit appartenir a un domaine donbéR™. Ce dernier est définie par des

relations de contrainte de type égaltf

gix)=0, i=1,-,p (II.1)

Et/ou inégalité

hi(x) <0, j=1,,q (11.2)

I1.3. Classification des problemes d’optimisation dnsR

Suivant la nature de la fonction objective et déf@érntes contraintes qui définissent
le domaine des solutions admissib2son distingue plusieurs types de programmation qui

sont rassemblées dans le tablgdu

&
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Fonction objectif

Linéaire

Quadratique

(convexe)

Non linéaire

Linéaire

Programmation

linéaire

Programmation

Quadratique

Programmation

Non linéaire

Quadratique

Contraintes (convexe)

Programmation

Non linéaire

Programmation

Convexe

Programmation

Non linéaire

Non linéaire

Programmation

Non linéaire

Programmation

Non linéaire

Programmation

Non linéaire

Tableau 1.1 : Classification des problemes d’optimisation.

L’objectif de I'optimisation consiste a recherclparmi lex € D, unx particulier qui

est appelé minimum absolu ou global.

e Les minimumsabsolus ou globauxx™* tel que :

f&x) <f(x), VxeD

* Les minimumgelatifs oulocaux X tel que :

f@) =),

Remarque 1.1

Vx€D,

Le minimum absolu n’est pas obligatoirement unique.

[I.4. Formulation d’'un probleme d’optimisation

(1.3)

(I1. 4)

Nousprésentons mathématiquementpabléme d’optimisation comme suit :

|
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min f(x)
X
Sujet a:
gi() =0,  i=1-p (I.5)
{h](x)sor ]=1llq

Remarque 1.2

Un probleme de maximisation peut se ramener a oblgme de minimisation par la

relation suivante :
max f(x) = — (min —/(x)) (IL.6)

[1.5. Condition d’optimalité

Nous commencons dans cette section d’étudier eel’qn appelle les conditions
d’optimalité qui sont des caractérisations destgaile minimum.
Pour quex soit un minimum d¢, ce dernier doit satisfaire les conditions d’ojaiie

suivantes :

11.5.1 Condition du 1* ordre
C’est une condition de stationnarité (relativegaadient de la fonction objectif) ; elle

consiste I'annulation du gradient au poiritqui est une solution du probleme obtenue comme

Suit :

V. f(x*) =0 (IL.7)

Nous calculons le gradient de la fonctipeomme suit :

of(x) @ W

0x; dx, 0x,

Vof(x) = (11.8)

5
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11.5.2 Condition du 2°™ ordre

Condition pour un minimum (relative au Hessien defdnction objectif) : La
condition est d’avoir la matrice Hessienne défpositive.

Nous calculons la matrice Hessienne fleomme suit :

[0%f(x) 0%f(x) 0%f ()]
0x4? 0x,0x, 0x,0x,
2 9% 9% f(n) 0%f(x)
V0 = 0x,0x, 0,2 0x,0%, (L9
0%f(x) 97f(x) 9%f (x)
[0, 0x, ondx, 0x,? |

Cette derniére nous permet de préciser la natusepdats critiques, comme est

illustré dans le tableau 11.2

Matrice Commentaire Nature de point critique
Vv, f(x) <0 Définie négative Minimum
V2 f(x) >0 Définie positive Maximum

VA f(x*) <0 Semi- définie négative Point singulier

V2 f(x) =0 Semi- définie positive Point singulier

Possede des valeurzropregf Point selle

négatives et positives

Tableau Il .2. Nature du point critique.

I1.6. Méthodes d’optimisation

On distingue deux types d’optimisation : localggketbale. L’'optimisation peut se faire avec

ou sans contraintef3]
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[1.6.1. Optimisation sans contrainte

Un probleme d’optimisation sans contrainte se fdencomme suit :

min f(x) (11.10)

xXERM

Donc I'objectif est de trouver umw € R™ minimisant la fonction objectiff(x) en
absence de contraintes, c'est-a-gire 0, q = 0.

11.6.1.1. Méthodes de recherche de I'optimum

Les méthodes d’optimisation peuvent étre sectioshie@drois classes
a- Méthode analytique

L’obtention de I'optimum analytiquement consisteaoudre I'équatiol,. f (x) = 0.
En général, les fonctions objectifs a minimisertspratiquement fortement non linéaires,
donc il est impossible a résoudre I'équation prenésl alors on doit utiliser les méthodes

numeriques.
b- Méthode graphique

Cette méthode est utilisée dans le cas de prokdérpémisation avec deux variables
de décision.

On peut toujours ramener un probléme a n variabtggtimisation a un autre
probléme a deux variables par élimination de véglpar conséquent les contraintes. Les
étapes a suivre sont :

1- Représenter le domaine admissible définit pardigions de contraintes inégalités.

2- Représenter les contours de la fonction objective.

3- Déterminer le point d’intersection entre la fonotimbjective et le domaine admissible
dans le sens de I'optimisation.

Les directions d’optimisation sont données comniie: su
minf(x) » =V, f(x) (I.11)

maxf(x) - +V,.f(x) (I.12)

&
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c- Méthodes numériques

La recherche numérique de 'optimum consiste #satildes méthodes itératives.
Le principe consiste & partir d’'un estimé de dégara solutiont?) puis déterminer la suite

des valeurg®, x@ ... x® de tel sorte a avoir dans le cas d’un minimum.

f(x(O)) > f(x(l)) > f(x(Z)) f(x(k)) (11.13)

Comme cette suite numérique est bornée inférieurempar f(x*) elle convergera

vers l'optimum globalex™ s’il est unique. S’ils existent plusieurs minimureEaux elle

converge vers I'un de ces minimums.

Remarque 1.3

Structure générale d’un algorithme numérique [4]
1- Choisir x(@ ete (tolerance)
2- xkt1 = x() 4 Ax(®

3- IV f(xk*D)|| < e, si cette condition est vérifier alorg**! est la solution du

probléme si non, allez a I'étape 2
Le plus souvent, on utilise dans ce cas les méthsdigantes :
c-1. Méthode du gradient

L’algorithme de la Méthode du gradient est :

x*t1 = xk 4+ akp(x¥) (11.14)

p(x*) = =V, f(x") (I1.15)

&
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c-2. Méthode du gradient conjugué

La méthode de gradient conjugué est une variantdien@e de la méthode de la plus
grande pente qui consiste a suivre la directionos@e au gradient. Cette méthode a
linconvénient de créer des directions de recherdnhogonales, ce qui ralentit la
convergence de I'algorithme. L'algorithme de la hoéte du gradient conjuguée est :

xltl — 4k + akp(xk)
p(x¥) = =V, f(x¥) + pRp(x*-D)
0 sik=0
(k) —
= {nvxf(xk)nz sik>0

c-3. Méthode de Newton

L’algorithme de la Méthode de Newton est :

L =k — [V 2F ()] Ve f (6K

c-4. Méthode de Newton modifiée

L’algorithme de la Méthode de Newton est :

ke = xk+1 + Olkp(xk)
p(x%) = —[V,2F (M) Vo f ()

c-5. Méthode Quasi —Newton

(1. 16)
(I.17)

(11.18)

(I1.19)

(1. 20)

(1. 21)

Les méthodes quasi-Newton consistent a imiter édhode de Newton ou

I'optimisation d’une fonction est obtenue a pad# minimisations successive de son

approximation au second ordre. Elles ne calculestlp Hessien mais elles utilisent

une approximation définie positive du Hessien geutpétre obtenue soit par

'expression proposé par Davidon-Fletcher-PowelFR) soit par celle proposée par

Broyden-Fletcher- Goldfard-Shanno (BFG[S]).
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La mise a jour dans le cas de I'algorithme BFGSléBhie comme suit :

yk—lyk—lT Hk—ldk—ldk—lTHk—l

Hk = Hk— + -
! yk—lek—l dk—lTHk—ldk—l

(I1.22)

[1.7. Optimisation en présence de contraintes

Le principe de I'optimisation sous contraintes dstesa transformer le probleme posé
avec contraintes en un autre probléme sans cotgsaiBlle consiste I'ajout des coefficients

de pénalisation.

[1.7.1 Contrainte de type égalité

Considérons le probleme d’optimisation suivant :

min f(x)
X
Sujet a : (11.23)
gix) =0, i=1-p

Pour ce type de probleme, on utilise la méthodendeltiplicateurs de Lagrange. Le
principe de cette méthode consiste a transformerdbleme posé avec p contraintes en un
probléme sans contraintes en introduisant les plichiteurs de Lagrangel; (i =
1oeeees p).Dans ce cas, on définit une nouvelle fonction dbjecappelée fonction de

Lagrange comme suit :

14
LA = fG) + ) Aigi(x) = 0 (11.24)
i=1
A loptimum x* et 1" :
mxinf(x) = rgcnln L(x, 1) (1L 25)

Le probleme devient donc a résoudre

&
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mXin L(X) avec X

() (IL. 26)

Pour le résoudre, on doit chercher les pointsoerés dd.(X) qu’on obtient comme suit :

(VLX) =0
VLX) = {VA 10O = 0 (1L 27)
11.7.2 Contrainte de type inégalité
Considérons le probleme d’optimisation suivant :
min f(x)
X
Sujeta: (1. 28)

h’](x)soi ]:1;,51
Pour ce probleme, on a deux méthodes pour lautisol:
a- Méthode des variables d’écart

Consiste a transformer la contrainte de type ilitéga une contrainte de type égalité

par ajout d’'une variable positive nous obtenonsdamelation
q
L(X) = f(x) + Z 2 (hi () + x2,) (I1.29)
j=1

b- Méthode de Kuhn-Tucker

Cette méthode donne directement les conditionsanfes et nécessaires que doit
vérifier une solution pour qu’il soit une solutidil probléme. Elle consiste a introduire des
parametres d&uhn —Tucker notég;(j = 1, - ,q) et de définir la fonction de Lagrange

comme Suit :

q
L) = fFx) + Z by (x) (I1.30)

J
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Méthodespmtimisation statique

2- V,L(x,u) =20
4- Uj <0

Minimum Maximum

hj(x) <0 |1- V,L(x,) =0 1- V, L(x,u) =0
2- V,L(x,u) <0 2- V,L(x,u) <0
4- Uj =0 4- Uj <0

hj(x) 20 |1- V,L(x,u) =0 1—-V,L(x,u) =0

2—V,L(x,u) <0

4—[1]'20

Tableau 1.3 : Condition de Kuhn-Tucker.

[1.8. Optimisation globale [6]

Minimiser f(x) sous la contrainte € D avec :

* f(x) fonction objectif

* D le domaine réalisable (ou admissible)

Le but de I'optimisation globale c’est de trouwer tel quef (x* ) < f(x), pour toutx € D.

[1.9. Méthodes de I'optimisation

Les méthodes d’optimisations sont classées, selambe de recherche de I'optimum,

en deux grands groupes : les méthodes détermimistes méthodes stochastiques.

[1.9.1. Méthodes déterministes

Ces méthodes peuvent étre subdivisées en plusiasses:

+ Les méthodes heuristiques,

% les méthodes statistiques,




Chapitre I Méthodespmtimisation statique

% les méthodes Branch &Bound,
+ les méthodes mathématiques, et les méthodes didgsi@ge automatique.

Cette classification est illustrée par la figUré.

Simplexe

Méthode

Rosemrock

plans d'experience -
Direction

conjuguée

Méthodes

Méthodes mathematiques
déterministes

Gradient conjugué
Méthodes
Branch&Bound

Quasi-Newton

Methodes Systemes expert
d'apprentissage reseaux de
automatique neurones

Figure. 1I-1 Méthodes d’optimisation déterministes.
[1.9.2. Méthodes stochastiques

Les méthodes d’optimisation stochastiques s’appusur des mécanismes de
transition probabilistes et aléatoires. Cette daratique indique que plusieurs exécutions
successives de ces méthodes peuvent conduire &ésidtats différents pour une méme
configuration initiale d’'un probléme d’optimisatioGes méthodes ont une grande capacité a

trouver I'optimum global du probléme.

Contrairement a la plupart des méthodes déterras)isiles ne nécessitent ni point de
départ, ni la connaissance du gradient de la fonctibjectif pour atteindre la solution

E
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optimale. Elles sont dordre zéro. Cependant, eliesnandent un nombre import:

d’évaluations de la fonction objectLa figure ll.2 présente les méthodes stochastique
plus utilisées.

A

“ METHODES STOCHASTIQUES ]

monte- . ] . ' >
carlo recuit [[ recherche ] methodes ]
simulé

taboue evolutionniste

. - S — 2 ~
Strategie programmatior I i
[mem_] evolutionnist evolution algecr)]reltigglrpeess
defferentielle 9

Figure. Il -2 Méthodes d’optimisation stochastiques

11.10. Méthode d’Alienor [7]

Dans cette section, on présente une méthode d'sptilon globale déterministlLa
méthode d’Aliénorpermet deramener les fonctions de plusiewariable: a des fonctions
d'une seule variableElle a été développée pCherruault et Arthur Gillez en utilisar la

premiere transformation réductribasée sur la spirale d’Archiméde.

Soit le point(x,y) € R? nous allons d’abord passer en coordonnées pc

X =1rcos6@
{y =rsin6 (11.31)

Puis on relie r el par la spirale (Archimede :r = af, avec

{ a est un parametre fixé

I1.32
a = 0 Déstiné a tendre vers 0 ( )

=
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Ainsi les relations deviennent :

{x = a6 cos O (IL.33)

y = ab sin 0

Par conséquent, elles permettent d’exprimeaty en fonction de la variable unique

variabled > 0.

Pour trois variables y, z on relie d’abordc ety par une spirale d’Archiméde d’angi, :

x = ab4 cos 0,
{y = af, sin 6, (11.34)
Puis en relie les deux variabl@setz par une spirale d’Archiméede d’andle
6; = ab cos O
{ zZ=afsinf (I1.35)

Il est claire quer, y , z s’expriment a I'aide dé€. Ainsi, on obtient une courbe paramétrée

h(6) = (hy(8), h2(6), h3(8)) sous la forme :

h,(8) = a?8 cos 0 cos(ab cos )
h,(8) = a?6 cos 0 sin(ab cos 6) (1. 36)
h;(68) = af sin 6

D’une facon générale pour n variabtgsc,, -+, x,, , on relie deux a deux les variables par des

spirales d’Archimede d’anglé; et on aboutit a des relations

x;=h(0), i=1-,n (11.37)
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[1.11. Optimisation globale par la méthode d’Aliena

Considérons une fonctigficontinue sufR™ vérifiant la condition de croissance a I

infini

im  f(x125..%,) = (11.38)

X1 244X

Soit a résoudre le probléme suivant :

Glob min fCer,xg,0, x0) (11.39)

X1, Xn€ H?:l[ai b;]

La transformation permet de remplacer la fonctif)@cl,xz,...,xn) par la nouvelle

fonctionf*(8) donnée comme suit :

£7(6) = f(h1(6),h;(6),+, hn(6)) (I1. 40)

Qui est une fonction d’'une seule variable

Le probléme d’optimisation devient :

Glob.Min f*(0) (I1. 41)

Qui est un probleme de minimisation a une seul@abi. On peut le résoudre simplement a

condition de définiBe[0, 0,4, ]

[1.11.1 Autres transformations réductrices
La transformation 1

Plutét de transformer deux a deux les variableeut envisager des transformations

réductrices du type :

x; =alfsinq;0, i=12,---,n (I1.42)

&
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a Constante fixée.

Pour que cette transformation smitlense il suffit de choisir une suite

ay ... a, trés lentement croissante avec un dernier tegmeerifiant :

Gt <l 11 43
o p= 7n (11.43)

La transformation 2
sina;0 ou cosa;f (I1. 44)

Les parametresa, ...a,—; sont tres proches les un des autres tout enit@rgtune

suite croissante

(@jp1 =a; +¢€) (I1.45)

Le parameétre > 0 est choisi tres petit. Le parametrgest choisit comme suit :

o, = T 1o (IL. 46)
a
La transformation 3
xX; = cos(mine) (11.47)
Avecm > 1
La transformation 4
x; = cos(w;0 + ¢;) (11.48)

ou
* w; > 0 forment une suite croissante, c’est-a-@de< wj, .

|
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@; > 0 croissants et proches les uns des autres.

.
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[1.12. Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné un apercu général’auirmisation statique des
fonctions a plusieurs variables. Nous avons présikest deux types d’optimisation (locale et
globale). Dans le cas de l'optimisation locale, artité les différentes méthodes pour la
recherche de I'optimum.

Concernant I'optimisation globale, on s’est congeti¢ |a classification des différentes
méthodes en deux grands groupes : déterministesoehastiques. Comme exemple de
meéthode d’optimisation globale on a présenté |lahod d’Alienor. Cette méthode repose sur
une suite de transformations réductrices qui pewmeetamener toute fonction de plusieurs
variables a une fonction d’'une seule variable.

Dans le chapitre suivant, on va s’intéresser aidiétde I'influence des matrices de
pondérations sur la valeur finale du critere arofser. Cette étude justifie le recours a

I'optimisation globale pour définir ces matrices.

N
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Chapitre 111 Etude de I'influence des MatricesRimdeération

[11.1. Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'influencerdasices de pondératidvi etN sur la

valeur finale du critere.

La matrice de pondération associée au vecteurodemandeN est une matrice

symétrique définie positive. Elle est liee au text@nergie défini comme suit :
ul(t) Nu(t) > 0,V u # 0;
ul(t) Nu(t) = 0 pouru(t) = 0 uniqguement

La matrice M, quant a elle, est une matrice syiéd;, semi-définie positive. Elle est

liee au terme de poursuite défini comme suit dartaé de la régulatian
xT(t) M x(t) = 0, vV x - xT(t) M x(t) peut étre nulle pour x = 0

Les coefficients de pondération (élément des oedride pondération) reflétent

l'influence de chague composante du vecteur adguehtrice correspondante est associée.

On commence par un rappel sur la commande lingaiaeratique et la forme finale
du critere, puis on montre I'influence des matridespondération sur la valeur du critere a

travers deux exemples illustratifs

l1l.2. Rappel

La commande linéaire quadratique consiste reckenae matrice gaik (matrice de
Riccati) définie positive. Cette derniére dépond ntrices de pondérationsetN. Dans ce
cas, le retour d'état(t) = —Kx(t) stabilise le systéeme et minimise un critére quaglra
c’est-a-dire la somme de I'écart de poursuite ef@ergie de commande. Dans ce qui suit,
on suppose que la condition initiale est non nike,

x(0) # 0 (111 1)

|
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[11.3. Réle des matrices de pondération
[11.3.1. Choix des matrices de pondération

Les matrices de pondération sont généralement iechdiagonales. Au départ, ces
matrices K et N) doivent étre choisies comme des matrices idenijté,. En suite, par
simulation on cherche les bons poids de pondéra@oohaque composant de vecteur soit de

I'erreur ou de commande pour avoir une poursuiteetrégulation souhaitée.

Pour faire une évaluation initiale raisonnableMiest N, l'utilisateur se base sur le
calibrage physique des entrée-sortie correspondamizrenant [8] :

n; = [Supl(ui)]z (II1.2)

m; = [Supl(yi)r (IIL. 3)

Cette regle est appelée méthode de Bryson [8].

Il pourra ensuite raffiner le choix du parametage gssaie et erreur en simulation.

Une autre méthode consiste a générer des mattegmondération qui placent des
pbles en boucle fermé dans une région imposé du q@aplexe et, ce en évitent que les
déplacements des pbles de la boucle ouverte auleebtermée ne soit trop important. Dans
cette optique, Philipe De Larminat a proposé urixchionple pour I'obtention des matrices de
pondération

Tc
M, = lTC f eAt BBTeATtdtl (111 4)
0

N=1

Avec T, spécifie I'ordre de grandeur de la constante dyptedominateur du systeme
en boucle fermé. On vérifie aussi que quelqueBoliés valeurs propres en boucle fermé se

trouvent alors pratiquement toutes a gauche d’emntcale d’abscissTé.

[11.3.2. Réle des matrices de pondération

Le réle des matrices de pondérations est génératernatradictoire, la recherche d’'une
erreur faible impose de prendre des valeurs imptasapour la matricé et des valeurs




Chapitre 111 Etude de I'influence des MatricesRimdeération

faibles pouN. Par contre la recherche de faibles amplitudes [gsucommandes est réalisée
par un choix inverse

v' La matrice de pondératidvi a comme r6le de donner a chaque tdans le cas de la
régulation, ou a chaque errajdans le cas de la poursuite, des poids (coditEje

v' Le rble des matrices de pondération de la commanhdsst d’affecter un poids a
chaque élément de vecteur de la commande

v Le terme e’ (t)Me(t) est lié a la nature du régime transitoire obtenu lpa
minimisation de I'erreue(t) = x4(t) - x(t) entre I'état du systéme a l'instanet
I'état désiré ;
v Le termeu’ (t)Nu(t) est lié a laminimisation de I'énergie de commande ou la
recherche d’'une commande d’amplitude minimale.
[11.3.3. lllustration de l'influence des matrices de pondération

Exemple 1

Soit le probléme linéaire quadratique (LQ) suivant
1 oo
minJ(u(t)) == f Mx?(t) + Nu?(t)dt (111 5)
u(t) 2 )
Sujet a:
1
x(t) = —Ex(t) + u(t) (111. 6)
On suppose que la condition initiale x&)=1.

Pour illustrer I'influence des matrices de pondérgton donne différentes valeurs pddiret

N et on calcule la valeur du critere en utilisarfolanule suivante :
1
] = ExT(O)Kx(O) (1. 7)
x(0) =1 (111.8)

Comme I'horizon de commande est infini et les rasidu modeéle et de pondérations du
critere sont constantes, alors I'équation de Riesatalgébrique dont la forme est




Chapitre 111 Etude de I'influence des MatricesRimdeération

ATK+KA—KBN"IBTK + M = 0 (111.9)

Par conséquent, I'’équation de Riccati est :

~N"K2—-K + M =0 (111. 10)

Par exemple pouvl = 6 etN =1, I'équation de Riccati (111.10) admet deux solu$o K = 2
etK = —3. Comme la solution a retenir doit étre définieithas, alors on pren& = 2. Dans
ce cas la valeur du critere, d’apres (111.7), est :

J=2

Pour illustrer l'influence des matrices de pondérasur la valeur du critére, on a considéré
plusieurs valeurs pouM et N, les résultats obtenus sont resumés dans le tabllda

M N K J
2 2 1 0.5
4 1.464 0.732
4 5 2.623 1.311
8 2.928 1.464
6 1 2 1
4 3.291 1.645

Tableau I11.1 Influence des matrices de pondération

D’apres les résultats du Tableau 1ll.1, on constate le choix des matriced et N
influe sur la valeur du critére finale qu’on petitiser comme une mesure de performance.

Exemple 2

Soit le probléme de la commande optimale suivant :

T
r&itgl](u(t))j (Mx2(t) + ux3(t) + Au?(t))dt (111.11)
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AvecA >0

Sujet a:

%, (8) = x,(¢)

x,(6) = u(t)
=[]

Sous forme matricielle, le probléme s’écrit commig s

tr

min ) (u(©) = | ([xl(t) wolfy [

0

Sujet a:

I:xl(t):l _ 8 é [xl(t)] [O u(t)

%X, (t)

x,(t)

x,(t)

Comme I'horizon et fini, 'équation de Riccati est:

K+ KA+ ATK —KSK+M =0

On pose

K(t) =

La matrice S est :

b d

s= 55 [O] 0 1]

Calculons alors les différents termes de I'équatierRiccati :

KA = [8

-3l

ATK = (KA)T = [0 0]

KSK =

1rp2  pd
Albd  a?

]

+ uT(t)Xu(t)> dt

(111
(111
(111

(111

(111

(111

(111

(111

(111

(111

(111

12)
13)
14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)
21)

22)
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L’équation de Riccati s’écrit donc :

e e 02 e e

Elle est équivalente aux trois équations difféedigs suivantes :

bZ
.7 —~0
a A+n
b+ bd—O
a /1—

2

. d
d+ 2b—7+u=0

(1. 23)

(111. 24)

(111 25)

(111. 26)

Le calcul se présente ensuite de maniere diffésita que I’horizon est fini ou infini.

Puisque les performances dynamiques du systenmaeviennent intéressantes que

lorsqu’on résout le probleme de commande LQ a borimfini, ainsi que les notions de

régime transitoire et permanent ne peuvent avosigigfication que lorsque cet horizon est

infini. Alors, I'équation de Riccati est algébriqueest-a-dire :

KA+ ATK —KSK+M =0

]+[ uljczz ZCZlJr[g 2]=°

Le systeme algébrique qui en résulte a pour saiutio

b? = An
d? = A(2{an + w)
a® = n(2{2n + )

A partir de ces trois équations, on obtient |esiitdts suivants :

a=+ /n(z\/X_n+ )

(111.27)

(111. 28)

(111. 29)
(111. 30)

(111.31)

(111.32)
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Les solutions possibles sont :

Ki(t) =

K,(t) =

+

]

n(2y/2n + u)
+/An

n(2y2n + p)

_An

T

+/In
+ /A(zm + 1)

A

- ’/1(2\/&_77+ y)_

(111. 33)

(111. 34)

(111. 35)

(111. 36)

Les résultats obtenus pour certains choix des ceatiile pondération sont résumées dans le

tableau 1.2
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i
I

(définie négative don
rejetée)

O

5.166 2.449]
2449 4.218

7.14]

—5.166 —2.449]
—2.449 —4.218
(définie négative don

rejetée)

-7.141

11.212  6.480
6.480 10.381

17.27¢

—-11.212 —6.480]
—-6.480 —10.381
(définie négative don

rejetée)

(@)

-17.27¢

11.710 6.928
6.928 13.522

19.54

—-11.710 —6.928]
—6.928 —13.522
(définie négative don

rejetée)

-19.544

Tableau 111.2 Influence des matrices de pondération

On constate d’apres les résultats obtenus queléarvdu critere dépend des matrices

de pondérations choisies.

Ces deux exemples montrent que le choix des matdeegpondérations est important
et influe sur les performances en boucle ferméersilon peut penser a un choix optimal de

ces matrices. Ce probléme constitue la problématiitée dans ce mémoire.
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[11.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le chesxnthtrices de pondération influe
directement sur la valeur finale du critere quaduet a optimiser. En effet, le critere dépend
de la solution de I'équation de Ricatti et cettentlge dépend a son tour des éléments des
matrices de pondération. Des exemples illustratitseté donnés pour corroborer ce constat.

Dans le chapitre suivant, on propose de formelgrbbleme de choix des matrices de
pondération sous forme d’un probleme d’optimisation

.




(gl
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Chapitre IV Optimisation du Choix des Matrices dePondération d’'une Commande LQ

IV.1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons montréaqualeur du critere final a obtenir
dans le cas d'une commande linéaire quadratiquendégmplicitement des matrices de
pondération du critere. Les exemples étudiés omtm@aogque le choix de ces matrices est

important et influe directement sur la qualité dedformances.

Dans ce chapitre, nous allons formuler le probledoe choix des matrices de
pondération sous forme d’'un probléme d’optimisatc@nqui permettra de déterminer des

valeurs des matrices de pondératidnet N d’'une maniere optimale.

IV.2. Position du probleme

Soit le probléeme de commande linéaire quadratiquaidlé comme suit

o0

min Q(x(6), u(6), t) = % f xT(OMx(t) + u'(t) Nu(t)dt (IV. 1)
Sujet a:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

(IV.2)
x(to) = xo

On démontre facilement en utilisant le principendinimum que la loi de commande
optimale est donnée comme suit

u*(t) = —N"1BTKx(t) (IV.3)
Avec K est la solution de I'équation algébrique de Ricsaivante
KA+ ATK —KSK+M =0 (V. 4)

On a montré dans le chapitre précédent que le aesxmatrices de pondératibvhet
N influe sur la valeur du critere final. Dans la s&ttsuivante, on va formuler le probleme du

choix de ces matrices sous forme d’'un problémetdiasation pour faire un choix optimal.
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IV.3. Formulation du probleme du choix des matricesde pondération sous forme d’un

probléme d’optimisation

Pour formuler un probleme d’optimisation, on da#égser :
1. Les variables de décision ou d’optimisation,
2. Le critere (fonction objectif) a minimiser en foiwet des variables d’optimisation,

3. Les contraintes a satisfaire en fonction des visath optimisation.

I\V.3.1. Variables de décision ou d’optimisation

Le probléme consiste a chercher les matrices ddgrationsM et N, par conséquent

les variables d’optimisation sont les élémentsrdagices de pondératiavi etN

IV.3.2. Fonction objectif

Rappelons que la valeur final du critdrest donnée par

] = %xT(O)Kx(O) (IV.5)

avecK est la solution de I'équation algébrique de Ri¢cgar conséquent d’apres I'équation

(IV.5) , le critére sera en fonction des élémerst matrices de pondératidhetN, donc

K =F(M,N) (1v.6)

IV.3.3. Contraintes

On sait bine que I'équation de Riccati admet plusiesolutions mais la solution a

retenir doit étre définie positive, par conséquentloit imposer
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K =F(M,N)>0 (IV.7)

IV.4. Résumer de probléme d’optimisation

En résumé, le probléeme du choix optimal des matritepondération est formulé comme

suit

min F(M,N) (1v.8)

Sujet a
F(M,N) >0 (IV.9)
C’est un probleme d’optimisation avec des conteairu type inégalités qui peut étre
résolu par la méthode de Kuhn-Tucker ou la métlgevariables d’écart. Généralement, la

solution analytique est difficile a obtenir donc procede de maniere numérique en utilisant

des méthodes itératives d’optimisation.

IV. 5. Exemple d’application

Soit le probléeme de commande linéaire quadratiguast :

1 T
Qx@®,u®),t) = 7 j (xf () + ux3 () + u?(1)dt (1v.10)
Sujet a:
X1(t) = x(t)
la® = 1o (V-1

Avec I'état initial
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x(0) = [ﬂ (IV.12)

IV.5.1. Résolution du probleme

L’identification des matrices du systeme et duecatconduit aux matrices suivantes :

a=[3 Yoo=[ m=[p 5] we

Ce qui donne

_ —1p7 _ [0 _ 10 0
S= BN-'B _[1]1[0 1=, 1] (IV. 13)
Pour la solution de I'équation de Riccati, on ppse
_[a b
K= [b d] (IV. 14)
Les calculs conduisent aux résultats suivants:
[0 a
KA= |, b] (IV.15)
T _ r_ [0 O
ATK = (KA)T = [a b] (IV.16)
L% bd
KSK = — V.17
Albd dz] ( )

Puisque I'horizon de commande est infini, alorgjliétion de Riccati est algébrique donnée

comme Suit :

KA+ ATK —KSK+M =0 (V. 18)
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8 Z]+[2 2]_ Z; Zczl]Jr 0 2]=0 (IV.19)

Ce qui est équivalent aux trois équations algéksuivantes :

b2+n=0 (IV. 20)
a— bd=0 (IV.21)
2b—d?+u=0 (IV.22)

On considere le calcul sur I'horizon infini. Nousoas alors

a=b=d=0 (IV.23)

Le systeme algébrique qui en résulte a pour saiutio

b% = 7 (IV. 24)
d? = (2\n+ u) (IV. 25)
a? = n(2n+ p) (V. 26)

La résolution de ces équations par rapport auxeriésrde la matrice de Riccati donne

a= /n(zﬁ+ n) (Iv.27)

b=n (IV.28)

d = (2\/54_ [l) (IV.29)

Alors
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(1V.30)

R RETCN R N
i o |
Jn (2yn+ 1)

Pour déterminer les parameétres optimaux pour ldsigaa M et N, on formule le probleme

d’optimisation comme suit :
IV.5.2. Fonction objectif

La valeur du critere a minimiser qui représentiietion objective est

1
J = 5x5Kxy (IV.31)

1 | (1 + W)

J=501 1]

5l

’ m Jens u>j '
1=5|{neym+ i i+ Jegme [l (v.33)
]=%l‘/n(2\/ﬁ+ M)+2ﬁ+\/ml (IV.34)

IV.5.3. Contraintes

(IV.32)

La solution de I'équation de Riccati doit étre défipositive, par conséquent les déterminants

deK pris en chaines doivent étre positifs

(Iv.35)
[neva+w  va ]
K =
| & [emr)
Les déterminants pris en chaines sont
(IvV.36)

@i+ w| = e =0
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n(2yn + w1 Jn

= [n@fm+ @+ m-nzo (V3D
Jn (2yn+ u)

Onimpose x; = net x, = u, les deux contraintes deviennent :

hy(x) = Jx1(2J71+ X3) =0 (1V.38)
hy () = J %1 (2471 + %) J(z¢x7+ %) =% > 0 v.39)

IV.5.4. Résumé du probleme

Ainsi, le probleme d’optimisation final a résoués donné comme sulit

min | = %l\/ (2% + x;) + 23 + [(2/x + xz)l

Sujet a:
(V. 40)

( hy (x) =\/x1(2\/x_1+ x3) =0
| A2 () = \/xl(z\/x_1+x2)\/(2\/x_1+ Xy) —x, =0

On remarque que le probleme d'optimisation obtesufertement non linéaire sa
résolution analytique est trés difficile don ongoee de le faire numériquement. Néanmoins
avant de procéder a la résolution, on propose dwlisier le probleme en faisant un

changement de variables.
IV.5.5. Simplification du probleme

Pour simplifier le probleme d’optimisation initiadn propose de faire le changement

de variables suivant :

X1 =W (IV41)
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2Jx1+ %, =y,
Et le probléeme prend la forme :
_ 1
min] = =[y,y, + 2y, + y,]

y1.y2 2

Sujet a:
{ h(y)=-y1y, <0
hy(y) = =y1¥,2 + 12 <0

Ce probleme d’optimisation a été résolu avec MATLAB utilisant la fonctioimincon et

les résultats obtenus sont :

y, = —5.5287e — 008
y, = —3.1189

A partir de (IV.41) et (IV.42), on déduit

x; = y? = (—5.5287e — 008)?
x, = y2 = (—3.1189)?
n =x; = 1.5914e — 031

W= x, =9.7274

En résumé, les matrices de pondération sont :

M= [1.59148 - 031 9.7(;74]

N=1

_ [1.2441e —15 3.9892e — 16]
3.9892e — 16 3.1188

(IV.42)

(IV.43)

(IV. 44)
(IV. 44)

(IV. 45)
(IV. 46)
(IV.47)

(IV. 48)

(IV. 49)
(IV.50)

(IV.51)
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A partir de ces résultats, la valeur du critére est :

1
] = 5_x(T)‘]{_xO (IVSZ)
1 1.2441e — 15 3.9892¢ — 16][1
=_ : : IV.53
J 2 [ 1] 3.9892e — 16 3.1188 ] [1] ( )

J = +1.5594 (IV.54)
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IV.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons modélisé le problemectiix des matrices de

pondération d’'une commande linéaire quadratiqus fanme d’un probléme d’optimisation.

On montré que le probleme du choix des matricgsotieération peut se ramener a un
probleme d’optimisation avec contraintes inégalitésrésolution analytique de ce probléme
est difficile vu sa nature non linéaire. On a pspale simplifier le probleme en faisant un
changement de variables. Cette démarche permetédigre la difficulté du probléme

d’optimisation et simplifie sa résolution par dégogithmes numeériques.

L’approche proposée pour déterminer ces matric&e€aillustrée par un exemple

d’application.

|







Conclusion Générale

Le travail réalisé dans ce mémoire s’inscrit dansddre de la commande optimale des
systemes linéaires. On s’est intéressé particafient a la commande linéaire quadratique
dont I'objectif est d’optimiser le choix des ma&scde pondération du critére pour améliorer

les performances en boucle fermée.

Ainsi, aprés avoir présenté des généralités eglmdtats importants sur la commande
linéaire quadratique, nous avons présenté un ageEméral sur les techniques d’optimisation
statique. Puis, on a axé I'étude sur I'intérét doix des matrices du critére quadratique. Des
exemples ont été présentés pour montrer l'influedeees matrices sur la valeur finale du
critéere, par conséquent sur les performances. finJanous avons proposé de formuler le
probleme du choix des matrices de pondération $muse d’'un probleme d’optimisation
statiqgue. L'approche proposée a éteé illustrée pamele d’application dont la solution du

probléme d’optimisation a été effectuée numériqueme

En effet, il a été démontré que la valeur finalecdtere quadratique, dans le cas de
conditions initiales nulles, peut étre expriméefenction des éléments de la solution de
'équation de Riccati. Comme cette solution estfemction des éléments de matrice de
pondération, I'idée consiste a minimiser ce critpgga rapport a ces €éléments tout en
imposant la positivité de la solution. Ceci conditun probleme d’optimisation avec des
contraintes de type inégalité. Ce probleme d’omation fortement non linéaire peut étre
résolu numériguement en utilisant des méthodediditgation adéquates.

L’'approche proposée a été illustrée par un exerdfeplication. Ainsi, on peut
conclure que le choix des matrices de pondératert ptre simplifié en le formulant sous

forme d’'un probleme d’optimisation pour lequelaut chercher la solution globale.

L’approche proposée peut étre améliorée en camsitiéd’autres contraintes de

performances (temps de réponse et dépassement atpaurde robustesse.
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