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Introduction générale

Introduction générale

La description du pendule inversé muni de actionneur et ses capteurs ainsi que les
divers phénomeénes physiques présents lors du éometment, montrent la forte complexité
de son modeéle a cause des nombreuses non linéamigisque la difficulté a modéliser
parfaitement la dynamique du systeme « penduleseve&apteurs- actionneur ». Le contrble
du pendule inversé pour le redressement et lalis&timn devient ardue, car la connaissance
du systeme se révele imprécise et imparfaite [&]ptobléme de la commande du pendule
inversé est fondamentalement le méme que celua d®imande des systemes tels que le
lancement des fusées, la propulsion des missilda stabilisation des satellites. Mais le
pendule inversé a toujours été utilisé pour tdstenouvelles méthodes de commande, car |l
possede plusieurs caractéristiques attrayantest ail@ systeme non linéaire, couplé,

intrinséquement instable, sous actionné et il pEspdusieurs applications pratiques [2].

La commande d’'un pendule inversé se fait gdadrent en deux étapes. Dans la premiéere
étape, il s'agit de redresser le pendule depuiposition basse vers sa position haute en
utilisant des outils de la commande des systemedinéaires. La deuxieme étape est de le
maintenir dans sa position verticale instable disant des lois de commande linéaires [1].
C’est dans le cadre de cette deuxiéme phase qusestice projet de fin d’études, I'objectif
étant de synthétiser des régulateurs par la comenamiux degrés de liberté et la commande
par modele interne, permettant d’un coté de mainte pendule stable dans la position haute
et d’'un autre coté de déplacer le chariot danshdno& désiré sur le rail.

Nous devons, pour ce faire, utiliser deux lg&gurs qui calculent des lois de commande
qui peuvent étre contradictoires. L'un permet dabitiser le systéme qui est instable, et
l'autre permet de faire suivre au chariot la consiglésirée. Les deux lois de commande
délivrées par ces deux régulateurs doivent néarsréine combinées pour n’en faire qu’une
seule commande puisque le systeme pendule-chagigbossede qu’une seule entrée de

commande.
Le présent travail est constitué de trois thegp:

Chapitre |
La premiére partie de ce chapitre est consaarda description du systeme pendule
inversé. Par la suite, nous élaborons le modélenénatique en utilisant le formalisme

d’Euler-Lagrange. Sa modélisation sous I'environeetrMatlab, en utilisant des outils non-
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linéaires est aussi abordée. Les modéles ainsingbtsont utilisés pour permettre la

simulation du systeme.

Chapitre 11

Dans ce chapitre, aprés un rappel sur legmsest lin€aires et non linéaires, la méthode de
commande de redressement du pendule inversé sésanpge, suivie d'une linéarisation
autour des deux points d'équilibre possibles. Nprésenterons ensuite la méthode de
synthése des régulateurs en utilisant le princpdadcommande par modeéle interne. Les
modeles linéaires permettant de contrdler la positlu chariot et I'angle du pendule étant
instables, nous utiliserons une autre structurecammande des systemes instables: la

commande a deux degrés de liberté.

Chapitre 111

La premiére partie du ce chapitre est consaarka description précise des dispositifs de
contrble et commande du banc d’essai expérimehtié son interfacage avec le PC. Ensuite,
nous présenterons les résultats expérimentaux wbtsur le pendule inversé disponible au
laboratoire (L2CSP) a l'université Mouloud Mammeei Tizi-Ouzou.
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-1 Introduction

Nous avons déja presque tous un jour esseygéerience de stabiliser a la verticale un
baton sur notre index. Afin de maintenir ce batanéquilibre, nous devons déplacer notre
index de fagon a contrecarrer en permanence ssculeanent. C'est exactement le méme
défi que propose le systetme du pendule inveAdérs que cet exercice semble assez
simple et instinctif pour 'homme, il sera ceésaire de définir des stratégies précises
pour assurer le maintien automatisé du pendideersé. Bien évidemment, les
performances obtenues grace a un systeme atisénsont de loin supérieures a celles qui
seraient obtenues par ’'homme [4]. Depuis plus@ebs, le pendule inversé est considéré
comme un outil didactique puissant utilisé slda domaine du contrble des systémes.
Nous pouvons dailleurs retrouver plusieurshezches antérieures menées dans de

nombreux services universitaires d’automatique de mécatronique [3].

Un pendule inversé est un pendule simple, radgo® la masse est située en l'air. Le
pendule présente une position d'équilibre instghke I'on cherche a stabiliser en utilisant un
chariot mobile. Plus simplement, une applicationpéadule inverseé est le jeu qui consiste a

faire tenir un balai (sa téte vers le haut) darsalame de la main.

L’étude du pendule inversé a plusieurs intéréts :

> L’homme est un pendule double inversé dont les de@s de rotation principaux sont
les chevilles et les hanches. Quand nous sommegosition debout, nos articulations

travaillent sans arrét pour nous y maintenir.

> Dans le méme ordre d’idée, la robotique utilisgeerre de concept. On voit apparaitre
de moyens de locomotion dotés de deux roues mostEasm méme axe sur lequel on est en
position debout. On accélere en se penchant er avan ralenti en se penchant en arriere, le

systeme est le méme que le pendule inversé. [3]

> Dans le domaine de l'aérospatiale aussi, I'étude pndules inversés a une grande
importance. Par exemple, pour commander et stabllatitude du satellite, le lancement des

fusées ....etc [3].

Dans la premiére partie de ce chapitre ndassad’abord aborder la description générale

du pendule inversé et son intérét dans le domasd'aditomatique. Par la suite, nous
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développerons un modele dynamique qui sera présenteforme d’équations différentielles
déduites a partir du formalisme d’Euler -Lagrangé apnstitue une approche systématique
simple a mettre en ceuvre. Ensuite, nous présest@mrsystéme dans deux circonstances;
premierement la force comme signal d’entrée, den@ment la tension comme signal
d’entrée, lorsque la force est générée par un maeatriqgue. Une implémentation de ces
modéles souMATLAB/SIMULINK sera également présentée ainsi que les différésidtats

de simulation numérique de leurs comportementesle ouverte [1].
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I-2 Description et dispositif de controle et commande du systeme

Ce systeme est un systéme multi variable, coupieinéaire, instable et sous actionné. Il
existe beaucoup d’effets parasites comme le fratdries modes élastiques de la tige et de
'axe, les effets contrecoup des vitesses etilgw®e, ainsi que la saturation d’entrée.

Le but de la commande du pendule inversé eshaintenir en équilibre vertical une tige
en aluminium a l'extrémité de laquelle est montée masse. Cette tige est fixée par une
articulation pivotante sur un chariot qui peut apldcer en glissant le long d’'un rail de

guidage horizontal [2].

Le mouvement de rotation d’'un moteur éleckigest transformé en mouvement de
translation du chariot par lintermédiaire d'uneupe et d’'une courroie crantée. Le
déplacement du chariot dans un sens ou dans l'assige par réaction I'équilibre vertical du
bras du pendule. Le pendule est dit inversé cardsse du balancier est au dessus du chariot.

La figure (1.1) montre les éléments mécaniquescggraux du dispositif [2].

Capteur de position
Pendule P ’ \
\ / JCentre
(_h.unu_l._l \ S.w)it;:ht:f \ .

Poulie \
7 |

[Courroie

| crantée

'\ Moteur

| Rail de guidage

— Pied de la maguette

Fig. I-1 synoptique de banc d’essais du pendulevarsé

Le principe de fonctionnement est trés singpleéhéorie : quand le pendule penche vers la
droite, le chariot doit le rattraper en effectuantmouvement vers la droite et inversement. La

difficulté c’est de régler l'intensité et la fornde la réaction du chariot en fonction de I'angle
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gue le pendule fait avec la vertici Pour contréler le mouvement @hariotun ensemble de

capteurs est installé sur le banc d'e.
I-3  Modélisation du systeme (chari-pendule)

L’ensemble du charigtendule possede deux degrés de liberté dont leslmumées
généralisées sont respectivemex pour le démcement horizontal du chariot 8 pour la
rotation du pendule [2].

La direction positive dg est le sens a droitenenétre et celui de I'angle est le sens

aiguillesd’'une montre en radian (figur.2).

Fig. I-2 Schéma de I'ensemble chariot et pendule invel

Les paametres mécaniqudu systeme charigiendule sont définis avec leur noi dans
le tableau [A-1], vire ’Annexe

Les équations du mouvement du pendule sont détéesenappliquar le formalisme de
Lagrange Cette approche nécessite le calcul du Lagraragi fonction des énergies cinétiq
et potentielledes différents composants du systéme en for des coordonné généralisées,

en se basant sur jeincipe de la conservation de I'énergie mécan

L’équation générale d’Eul-Lagrange est donnée par :

d<6L> oL oD;
- =F (1.1)

a\og) o5 a8, ="
¢ désigne les degrés de liberté. Dans le cas du pgndes deux degrés de liberté sol
position du chariok(t) et I'angle de rotation du pend 6(t), D;: désigne I'énergi dissipee
par frottement,F: la force généraliséelL: représente le Lagrangien, il est dc par

'équation (1.2).
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Le Lagrangien est défini comme étant la diffi€eentre I'énergie cinétique. et I'énergie
potentielleE,, du systeme, 'avantage de ce formalisme réside talimination des efforts

d’interaction, Il s’exprime par :

L=E, —E, (1.2)

[-3-1 Calcule de I'énergie cinétique du sysine

Le systeme en mouvement comporte le charios@uaéplace linéairement sur les rails et
le pendule qui se balance sur son axe de rotati@nergie cinétique du chariot en

mouvement est donnée par :
Egy == M3x? (1.3)
et I'énergie cinétique du pendule est exprimée par

1 1 .
Ecm = E mvcz +E ]92 (|4)

La position du centre de gravité du pendulegar,. a partir de ces coordonnées est

donnée par :

.= (x + Lsin 9)?, +1 cos Hf (1.5)

i,j: étant les vecteurs unitaires du repére plan szl se déplace le pendule.

é
La vitesse du centre de gravité du pendule est :

dr, 2 s =
vc=d—tc=(5c+lcost9 6)i—lsin6 6} (1.6)

En substituant I'équation (1.6) dans I'équatftrdt), I'expression de I'énergie cinétique du

pendule devient :

1 . . . 1 .
E.p= >m (%% + 2%l cos@ O + [>cos* 0 6%+ I*sin?0 6%) + > ]6? (1.7)

)
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Commecos?6 +sin? =1, le termel?6%(cos*6 + sin?0) = 126 et I'équation (1.7)

devient

1 . . 1 .
Eem = 5m (%% + 2xlcos 6 6 + 126%) + 5 Jo? (1.8)
L’énergie cinétique totale de I'ensemble charigbedule est exprimée par :

Ec=E;m+Ecm

1 1 o 1,
Ec =5 Mx2+§m(x2+2xlcose 9+1292)+5192 (1.9)

[-3-2 Calcule de I'énergie potentielle du sgeme

Le chariot étant en mouvement sur un rail Zwnial, son énergie potentielle est nulle,
donc seul le pendule en mouvement possede unei@petgntielle. L’énergie potentielle du

centre de gravité du pendule est donnée par
E, = mglcos 6 (1.10)

Maintenant que les expressions de I'énergiétique E. de I'ensemble chariot-pendule
(Equation 1.9) et I'énergie potentiel du systéEye(Equation [.10) sont établies, on utilise

'équation générale d’Euler-Lagrange pour détermites équations de mouvement de

I'ensemble chariot pendule.

En substituant les équations (1.9) et (1.10) d&wpulation (1.2) on trouve

1 1 . 1,
L=3 Mx2+§m(5c2+2xlcose 9+1292)+§ J6? — mgl cos 6 (1.11)

Pour calculer le modele dynamique de I'ensemnathariot-pendule » on utilise le modele

(I-1) dans laquelle I'expression du Lagrangienaatrtee par I'équation (I-11)

)
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> Pour le degré de liberté(t) = x(t)

Les énergies dissipées par frottements sdiesn(D; = 0) et la force généraliség est la
différence entre la forc@) appliquée sur le chariot et les frottements. uatpn (1.12)

représente le résultat obtenu,

d (aL) o kb (1.12)

dt\ox) ~ox

Ou F : représente la force exercée sur le charidtxetes frottements des roues sur le rail.

La dérivée partielle du lagrangien suivangtt s'écrit
d X
E(Mx+m5c+mlcose 6)—0=F—bx (1.13)

donc, la premiere équation de Lagrange est
(M +m)X +mlcos® 6 —mlsinf 6% =F — bx (1.14)
> Pour le degré de libergt) = 0(t)

Les énergies dissipées par frottements solésn(D, = 0) et la force généraliseg

représente les frottements de I'axe de rotatiopehdule. L’équation (I.15) représente le

résultat obtenu

d<aL) oL —dé (1.15)

dt\gé/) a6

La dérivée partielle du lagrangien suivéuret t s’écrit

d . . . .
E(mlic cos@ +ml*0 + ]6) — (—mlxsin6 0 + mglsind) = —do (1.16)

Donc la deuxiéme équation de Lagrange est :

(ml? + )0 + mlk cos® —mlxsinf O + mixsind  — mglsinf = —dé (1.27)

Finalement, le modéle de connaissance dedmhke « chariot-pendule » est donné par le
systeme d’équations
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. . .._ . '2 —
{hx+bx +mlcos® 8 —mlsin6 6% =F (1.18)

ml¥cos@ + NO +df — mglsinf =0
Oi N=ml*+]J,h=M+m

Le systeme d’équations (1.18) montre la dépecelagui existe entre I'accélération du
chariot ¥ et I'accélération angulaire du penddle Ainsi, lorsqueF = 0 (pas de force
extérieur), si on déplace le pendule de sa positiéquilibre, il ne sera soumis qu’a sa propre
inertie, il se mettrait alors a osciller et, puisde pendule est fixé sur le chariot, ce dernier
commencerai également a se mouvoir [2].

Dans ce modéle nous avons supposé que leothmeut étre déplacé par une force

externe. Celle-ci est générée par un moteur éwetra travers une poulie et une courroie.

[-4 Modélisation du moteur a courant continu
Comme le moteur utilisé pour entrainer le mtarst un moteur a courant continu a aimant

permanent, le flux inducteur est constant. Le sehétactrique et mécanique équivalent de
l'induit est donné par la figure (1-3)

La(t)

3

Jm

—

A
T

V.(t)

R, L,

Figure I-3 Schéma électrique et mécanique de I'indt

bY

La machine a courant continu peut étre moéeélisar le biais d’équations électrique,
électromécanique et meécanique. Ces trois groupésgudtions permettront de mieux

appréhender la machine a courant continu dansosmtidnnement réel.

> Du coté électrique nous pouvons dire que la machineurant continu se définit par

un circuit d’'induit et un circuit inducteur (aimapermanent) ; lI'induit peut étre vu comme
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une résistancB, et une inductancé, en série avec une source de tension commavdée

proportionnelle a la vites<e.

> Du coté mécanique, nous représentons la machimeirard continu par l'inertie de

'induit augmentée de celui de la charge entrainée.

Les parametres de la machine sont définisc &g notion dans le tabledé-2), voire
Annexe.
Les équations régissant le fonctionnement dteur a courant continu a aimant permanent

sont :
L’application de la loi d’Ohm donne I'équatiétectrique de I'induit

dla(t)

Tt + e(t) (1.19)

Vc(t) = Rala(t) + L,

La force contre électro-motrice est représeaté

e(t) = K, Q,,(t) (1.20)

Le principe fondamental de la dynamique perdtrire I'équation mécanique du moteur

en rotation suivante :

dQp, ()
modt

= Cm () = G () — finQm (1) (1.21)

Finalement I'équation du couple s’écrit :

Cm (t) =k 15 (0) (1.22)

&
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I-4-1  Simulation du moteur a courant contiu

SIMULINK est [I'extension graphigue de MATLAB epmettant de représenter les
fonctions mathématiques et les systemes dynamgpuesforme de schémas en blocs.

Les équations (1.19) et (1.21) permettentdastruire le schéma bloc de la vitesse et du
courant d’'induit du moteur a courant continu soalab simulink. Les figure-4) et (I-5)
présentent les schémas simulink de la vitesse efodtant d’'induit suivant les grandeurs

d’entrée et de sortie considérées.

@—»1/Jm W
(fual o 4 () (Do)

Cem wr va

(RIS

fm/Im

Fig. I-4 modéle simulink de la vitesse ¢ri -5 modele simulink du courant d’induit

En utilisant les schémas des figures (I-4)-8) (et sachant queC,,, = K,,, I, on obtient le

schéma simulink de la machine a courant continla digure (I-6).

@_w

Cr

J P> L " :@ o _’®

wr : :
ia em Cr
i ™0
L) O ;
@-}va la Cm  model simulation @—}Va
Va

A4

Va vitesse

model simulation

courant induit E

Modele de la machine a courant continu
Modele Machine

Courant continu

Figure I-6 modéle de la machine a courant continu

-
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Les figures suivantes représentent les résultaenab apres la simulation de la machine a

courant continu avec un couple résistant nul.

4.5
x 10° ]
. |
g i
< © i
= >
= o
@
5 ©2 ]
@]
(@)
0 ‘ ] |
0.096 0.0965
Temps(s) 8
01~ 015 0.2 0.25
Temps(s)

Figure I-7 Variation du courant d’'induit en fonction du temps.

250 N

200+ B

150 B

100 | B

Vitesse (rad/s)

50 B

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Temps(s)

Figure I-8 Variation de la vitesse de rotation erionction du temps
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0.25

0.2 8

Couple(N.m)
o
=
(6)]

o
=
1

0.05f 8

0 i & i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Temps(s)

Figure 1-9 Allure du couple moteur

Les figure (I-7), (I-8) et (I-9) montrent que :

Au démarrage du moteur le rotor absorbe une greadsité de courant pour faire tourner
sa propre inertie, d'ou l'apparition d'un pic deraat, et puis lorsque la machine atteint une
certaine vitesse stable le courant diminue juscgiwadeur proche de zéro comme le montre la

figure I-7.

Le moteur n'atteindra pas une vitesse constdinéetement aprés son démarrage, mais la

vitesse passera par un régime transitoire avasé déabiliser & une valeur constante.

I-5 Modélisation du systeme global (moteur-chaat-pendule)

Le modele (1.18) décrit le régime transitaleel’ensemble pendule-chariot lorsque I'entrée
est une force extérieufe Dans le banc d’essai que nous utilisons, la férest développée
par un moteur a courant continu. Le schéma deglae (I-10) illustre la relation existante
entre le moteur commandé par la tendipet la forceF permettant I'entrainement du chariot

donc le balancement du pendule [2].
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Figure I-10 Relation entre la force mécanique F da tensionV,

Pour déterminer la relation entre la force amégues F et la tensidn et afin de ne pas
rendre plus complexe le modele global de I'ensembkledule-chariot-moteur, on néglige la
dynamique du moteur, par conséquent, I'équatioctrédgie (1.19) devient, en tenant compte

de I'équation (1.20) :

Ve = Rolg + KpQpy (1.23)

et comme la position angulaire d’un point goabue située sur le périmeétre de la poulie

(6,) est transformée en un point linéairpar la relation :

x=r6b, (1.24)

r étant, le rayon de la poulie (r=0.027m).
On obtient :
d d
ax(t) = rﬁe(t) =71 Qp (1) (1.25)

La vitesse angulaire du moteQy, s’exprime donc par rapport a la vitesse du chatiot

par la relation:

Qe % /7 (1.26)

En substituant I'équation (1.26) dans I'équatf1.23), I'expression du courant d’induif

S'écrit:

Vo Kp .
() = 25— (1.27)

a rRa

X
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Le couple produit a I'arbre du moteur (équaiib22)) crée une force qui est donnée par

polm_Kmla (1.28)
r

r

En remplacant I'équation (1.27) dans I'équa(io28), on obtient finalement :

Km Km Kb
F = V. — X 1.2
rR, ¢ T2R, x (129)

-6 Modéle sous Matlab Simulink

Afin de développer le modele simulink de I'emible « moteur-chariot-pendule », nous
utilisons les équations (1.18). Néanmoins, on dgjirimer les dérivées secondesdet x en

fonction des autres grandeurs.

Apres quelques manipulations mathématiquetessystéme d’équations (1.18), on obtient
les deux équations (1.30) et (1.31), ou la grandi@icommande est la force. On a utilisé la
premiere équation de (1.18) pour obtenir I'expressde X puis on la remplacé dans la

deuxiéme équation, cette manipulation nous perragbi la formule (1.30)

b= mgl sinf d 3 ml cos6O
- 272 - 272 - 272
N—ml cos? 6 N—ml cos? 6 h(N—ml cos?0)
(1.30)
m?1?sinf cosf ., bml cos6 )
B m?2[? 0%+ m?2[? x
h(N — cos?0) h(N — cos? 0)

Pour obtenir la formule (1.31)suffit juste de remplacer I'équation (1.30) ddaspremiere

éguation du systeme (1.18) et on obtient :
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L1 v b m2gl?sinf cos@ mld cos@
TR TR m2z m22
h(N — J—cos 6) h(N-— J—cos 0)
m?1? cos?0 7 m313sin6 cos?6 42
- 2]2 - 2]2 .31
h?(N — m-L cos?0) h?(N — ml cos?0) (1-31)
m21%b cos?6 coml .
+ 32 x+ W simnf 0
h?(N — cos? 0)

Il suffit maintenant de réalisé les deux émuret (1.30) et (1.31) sous matlab simulink. On
peut utiliser pour ce faire, les blocs "matlab fomt' associés a un multiplexeur.

Dans notre cas, au lieu d'utiliser des "matlab fam¢ qui sont tres lentes a simuler, nous
avons preféré utiliser des fonctions simples ddabaimulink pour les quelles la simulation
est trés rapide.

En raison de la complexité des équations alsimnous procédons par la simulation des
éléments individuels composant les équations (l1€2Q).31). Pour illustrer la méthode que
nous avons adoptée, considérons par exemple I'étésneant :

m?21?%siné cosO
2]2

l cos? 9) (1.32)

h(N—m

Dans une premiére étape on le décompose aenélfaments : son numérateur, donnée par :

m21?

(m?1%sinf cos) 62 et son dénominateu (N ———cos? 8)

Les figures (1.11) et (1.12) présentent les scaesimulink du numérateur et le dénominateur

t y

Figure 1-11 Schéma simulink du dénominateur

=
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[=iap]
X g
[teta] s

E e
Eul

Figure I-12 Schéma simulink du numérateur

W e [numemizur]

Le schéma final de I'équation mathématique (1.88) :

[denominateur] =

x

Figure [-13 Schéma simulink de I'équation (1.32)

On procéde de la méme maniére pour reaksembdeles de simulation de tous les termes
constituant les équations (1.30) et (1.31). Onefitles schémas simulink des figures (I-14)
et (I-15).

&



Chapitre |

Description et madétion du pendule inversé
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Figure 1-14 Schéma simulink de I'équation (1.30)
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Figure I-15 Schéma simulink de I'équation (1.31)

La simulation des équations (1.30) et (I.81)celle du moteur permettent d’obtenir le

schéma simulink du modéle de I'ensemble « pendhudeiat-moteur », il est illustré par la

figure (I-16).

&
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:
| Cm | | force |
m—> <
Cr
Cm Force
e o
E’ v
Va
theta(0)
Modele Machine Constant
Courant continu
Val
: _>
x(0)
Constantl

Modele du pendule Inverse
avec le chariot

Figure I-16 Schéma de simulation du modéle de hsemble « pendule-chariot-moteur »
* Résultats de simulation

Les figures (I-17) et (I-18) montrent lesukats de simulation obtenus en appliquant a
I'entrée une tension sous forme d’une impulsiomybhtude 0.01v, de durée 0.1s, pour deux

conditions initiales différente$8,, 6,, x,, %] = [1,0,0,0] €t[8,, B4, Xo, %o] =[0,0,0,0]

3.143 : 0.012

3.1425 0.01)
:-?: ~~
3 £ 0.008|
Q@ e}
e 3.142 =
c ey
o S 0.006¢
=] (I ©
2 3.1415 5
2 g 0.004
8 a
o

3.141

0.002
3.1405 : 0 :
0 50 100 0 50 100
Temps(s) Temps(s)

Figure 1-17 Reésultat de simulation du modele notinéaire, avec les conditions initiales

[0, 90' X9, Xo]= [, 0,0, 0]
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6 ‘

Position du pendule(Rad)
o

0 50
Temps(s)

Fig. 1-18 Résultat du simulation du modéle non ti€aire, pour les conditions initiales

[B0, 90: X0, %0]=[0,0,0,0]

Position du chariot(m)

0.15

0.1t

0.05¢

-0.05
0

50
Temps(s)

Les résultats des figures (I-17) et (I-18ustrent la complexité du modéle et elles

montrent que[8,, 8y, X0, %o]= [,0,0,0] est le point d’équilibre stable. La figure (I-17)

montre que lorsque le pendule est initialement dangosition d’équilibre stablé & ),

lorsqu’il en est écarté grace a la tendigril y revient apres le régime transitoire.

La figure (I-18) montre que lorsque le perdast initialement en position instable haut

(6 = 0), il se stabilise aprés un régime transitoire danposition d’équilibre stabl® & ).

Ces résultats sont conformes a ce que 'orenbgn pratique. Il faut noter également une

fois la barre en positior® (= ), le chariot continue a évoluer dans les deux gqaslgue soit

la position initiale du pendule, a cause de I'effetbalancement du pendule.

&
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|.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le g¢osér lequel nous allons travailler c’est-a
dire le pendule inverse. On a utilisé pour ce fére formalisme d’Euler-Lagrange. On a
présenté ses composants, son fonctionnement einsodt important dans I'automatique.
Puis on a développé le modele mathématique Im&aire du systeme du pendule inversé

en considérant le modéle dynamique du moteur.

La simulation avec une impulsion d’entrée anpe de constater la non linéarité et
l'instabilité du systeme. Ces résultats illustrientomplexité de contrbler des systémes sous-

actionnés tel que le pendule inversé.
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[I-1  Introduction

Un des aspects qualitatifs les plus importadés systemes dynamiques est leur
comportement asymptotique, c’est-a-dire le compoetg en régime permanent, ce concept
étant directement lié a la stabilité [2]. Dans wvail, on s’intéresse a la commande du
pendule inversé qui consiste en deux phases: tesggiment et la stabilisation. La phase de
redressement consiste a redresser le pendule dgppasition basse vers sa position haute en
utilisant des outils de la commande des systemaslinéaires. La méthode de commande
basée sur I'énergie est utilisée dans ce cas palander le pendule jusqu'a sa position
supérieure instable. La deuxiéme phase consistaiatenir le pendule dans sa position
verticale instable, c’est la phase de stabilisationutilise pour ce faire des lois de commande
linéaires.

On présente dans ce qui suit un apercu généré sommande par modele interne. Cette
méthode est proposée pour les processus stablestables. Un avantage de la structure est
gue le suivi de consigne et de rejet de perturbgieuvent étre congu séparément. Dans ce
travail, on s’intéresse a régler la structure IM@difiee en mettant lI'accent sur la robustesse
de la structure. Certains processus instablesdeégatypiqgues montre que la structure de
contrble peut étre réglée facilement et obtenibom compromis entre la performance dans le

domaine temporel et de robustesse [8]. Des résuleasimulations sont également présentés.
.2 Rappels
» Définition d’'un Systéme non linéaire

Un systeme linéaire est un systéme dont lerémée de superposition est veérifié. Celui-

ci est résumé par I'équation (11.1).

z=f(Ax+py) = 2f (x) + uf (y) (1.1)

Ou x ety sont des variables d’entréeget 1 sont des scalaires ¢t la fonction reliant les
variables d’entré& ety a la sortiez du systeme. Contrairement aux systéemes linéapear
les systemes non linéaires, le théoreme de supeopos’est pas vérifieé [1]. En effet, soit

'exemple

z = f(x,y) = sin(x) + y* (1.2)
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f(Ax, uy) = sin(Ax) + (uy)? # Asinx + uy? (11.3)

Cette exemple montre qu'a cause des termeudglage entre les variablgsety, le

théoreme de superposition n’est pas applicabdagit la d’un systéme non linéaire.

» Définition d'un systeme linéaire continu

En contrble, un systéme est représenté phtagncontenant le nom du systeme.

e1(t) —»

ex(t) —»

e3(t) —

Systéme linéaire
continue

—> Sl(t)

— S> (t)

— s3(1)

Figure. Il.1 : Représentation d’'un systeme linéaireontinu

Un systéme est dit linéaire si la fonction gléicrit son comportement est elle-méme

linéaire. Cette derniere vérifie alors le princgeeproportionnalité et de superposition.

Un systéme est continu, par opposition a wiesye discret, lorsque les variations des

grandeurs physiques sont définies a chaque insles, sont caractérisées par des fonctions

continues on parle aussi dans ce cas de systenugian@ [9].

« Théoréme de stabilité

Un systéme linéaire continu a temps invareattasymptotiquement stable si et seulement

si les poles de sa fonction de transfert sont éopartie réelle strictement négative.

[1.3 Principe de redressement d’'un pendule invesé

Comme on I'a écrit plus haut, la commandeeadiessement d’'un pendule inversé consiste

a balancer le pendule depuis sa position d’éqeillasse, jusqu’a ce qu’il se retourne et se

met dans sa position inversée haute (d’ou le nom).
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La commande permettant de réaliser cela,@stinéaire et utilise souvent le théoreme de

I'énergie cinétique, comme c’est montré sur laifeg(ll.2).

N (n) (1 (av)

Figure. 1.2 : Principe de redressement d’'un pendg

Initialement le pendule est en position bassern (I). En appliquant une force constante
sur le chariot dans un sens le pendule basculea#ttain angle (II). Quand I'angle est a son
maximum, on applique la force sur le chariot masgl'autre sens (lll). Le pendule va a
nouveau basculer dans l'autre sens, avec un aongldedde premier (lll). Dées qu’il atteint le
maximum on reéinjecte la méme force dans l'autresseme nouvelle fois. On refait cela,

jusqu’a ce que le pendule atteigne sa positioncadetinstable (1V).

Cette phase de commande du pendule ne seebpatee dans ce travail. On s’intéressera
a la deuxieme phase qui consiste a stabiliserddyle dans sa position instable. On utilisera

pour ce faire des régulateurs linéaires.

Néanmoins, le modele du systeme pendule-dhétiamt non linéaire nous aurons besoins
de le linéariser, afin de calculer des régulatdmaires. C’'est ce qui est présenté dans le

paragraphe suivant.
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[I.4 Linéarisation du modeéle autour des points tquilibre

Nous avons vu dans le premier chapitre quedédele de connaissance du systeme chariot-
pendule est donné par le systeme d’équations :

(M +m)i +bx+mlcos® 6 —mlsing 6> =F
(11.4)

ml¥cos® + (mi?>+1)6 + df — mglsin6 = 0

Ce modele est non linéaire en raison, d’'un dége fonctions trigonométriques qu'il
contient, et d'un autre co6té, en raison des preduie deux grandeurs comme le

termeml sin 6 62.

X()
F(s)

régulateurs linéaires, il faut que les relationgeefl etF d’'un coté etx etF de l'autre coté

. 0 .
Pour calculer les fonctions de transfg% et qui permettront de calculer des

soient linéaires. Donc, avant de procéder a I'aseaju modele du systeme, on est obligé de
rendre linéairiser les équations différentiellegl). Le systeme chariot-pendule possede deux
points d’équilibre(6 = ) point d’équilibre stable eB€£0) point d’équilibre instable.

Pour des petites variations @leutour du point d’équilibré,,, le développement en série de
Taylor du premier ordre d’une fonction non linégik@) en négligeant tous les

(6 —6,)™,n = 2) estdonné par :

af

f(0) = £(80) + (6 —60) — , (11.5)

[1.4.1 Linéarisation autour du point d’équilibre instable (©=0)

Si on se limite aux petites variations @eutour du point de fonctionnemeé§ = 0
correspondant a la position verticale du pend@ejdveloppement limité du premier ordre

donné par équations (I1.5) des fonctions non lmedasinus et cosinus donne :

{cos@ ~ cos(0) + 6[—sin(0)] =1 6
sin @ = sin(0) + f[cos(0)] = 0 (11.6)
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En substituant ces linéarisations dans léesys d’equation (11.2), on trouve le systeme
d’équation linéaire :

{ (M + m)¥ +bx+mlf =F (17)

mli + (mli2+ 16 + df — mgld =0

En appliquant la transformation de Laplace au systd’équation linéaire ainsi obtenu et en

supposant que les conditions initiai€8), x(0), 8(0), 8(0) sont nulles, on trouve :

{ (M + m)p*X(p) + bpX (p) + mip®6(p) = F(p) (11.8)

mlp?X(p) + (ml* + Dp*6(p) + dpb(p) — mglé(p) =0

X (p) et6(p) sont respectivement les transformée de Laplacgresieurs(t) et6(t).

Finalement, on trouve les deux fonctions destien:

X(p) a;p? + a;p + ag
G = = 1.9
«(P) F(p) bsp* + b3p3 + byp? + bip (119)
6(p) C2p
G = = 11.10
o) F(p)  bsp® + b3p? + byp + by ( )
Avec

a, =ml*+1
a1 = d
a, = —mgl
by = (M +m)(ml®+ 1) — m?I? (IL.11)

b; = (M +m)d + (ml>+ Db
b, = —(M + m)mgl + db
b =—-mglb

c; = —ml

En remplacant ces parametres par leurs valeurgngumes, on trouve :
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0.1288p* + 0.005p — 0.8123

= .12
Gx(p) 0.3319p* + 0.01959p3 — 2.136p2 — 0.04061p (1-12)
—0.0828p
Go(p) = 0.3319p3 + 0.01959p2 — 2.136p — 0.04061 (11-13)
Qui peuvent étre factorisées sous la forme pol® zédivante :
0.38808 (p + 2.531) (p — 2.492)
Gx(p) = (11.14)
p(p + 2.557) (p — 2.517)(p + 0.01901)

—0.24947p

Go(p) = (11.15)

(p + 2.557)(p — 2.517)(p + 0.01901)

Nous constatons que la fonction de transfertadposition du chariof, (p) présente un
pole instablep = 2.517 et un pble a l'origing = 0. Cela signifie que si on applique une
force constante sur le chariot, il va se déplacetéfiniment, c'est pour cela que les
mouvements du chariot sont limités par des finsalgse aux extrémités du rail.

La fonction de transfert de I'angle du pendiyép) présente également un péle instable
p = 2.517, et le signe négatife du numérateur représenseris de I'angle du pendule, cela
signifie que si on applique une force positivengie du pendule va étre négatif dans le sens
contraire de la forceGy(p) possede aussi un zéro a l'origine, cela sigmjfieen régime
permanant { —» «) l'angle de pendule est égal a zéro, le pendwéemeé a sa position

d’équilibre initiale, §=m) lorsqu’il n’est pas soumis a une force extérieur.

11.4.2 Linéarisation autour de la position d’équilibre stable @=m)
Pour(6=m), le développement limité du premier ordre de laten (11.5) est :

{cos 0 ~ cos(rm) + (m — 6)(—sinm) = —1

sin@ = sin(m) + (mr — ) cosm = —6 (11.16)

La substitution de ces linéarisations darsysteme d’équation (11.4), permet de trouver le

systeme d’équation linéaire :
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{ (M +m)¥ +bx —mlf =F (11.17)

—ml¥ + (mI>+1)6 +d6 + mgld =0

Enfin, I'application de la transformation deflace au systeme d’équation linédltel7)

en supposant queutes les conditions initiales sont nulles, sdurapar :

{ (M + m)p*X(p) + bpX(p) — mip*6(p) = F(p) (11.18)
—mlp*X(p) + (ml* + Dp*8(p) + dpb(p) + mglé(p) =0 '
Finalement, on trouve les deux fonctions de trahsfe
X(p) azp® + a;p +eg
G = = 11.19
<(P) F(p)  byp* + b3p3 + hyp? + hyp ( )
o(p) ep
Go(p) = = (11.20)

F(p)  byp3 + bsp? + hyp + hy

Avec
eo = mgl
h, = (M + m)mgl + db
h, = mglb
e=ml
Les autres parametres sont ceux donnés dangtion (11.11). En remplacant ces

parametres par leurs valeurs numériques, on trouve

0.1288p* + 0.005p + 0.8123

G (p) = I1.21
«(P) 0.3319p* + 0.01959p3 + 2.136p2 + 0.04061p (1-21)

0.0828p
0.3319p3 + 0.01959p2 + 2.136p + 0.04061

Go(p) = (11.22)

Qui peuvent étre factorisées sous la forme pole®:zé
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0.38808 (p? + 0.03882p + 6.306)

11.23
p(p + 0.01901) (p? + 0.04001p + 6.436) (11-23)

Gy (p) =

0.24947p
(p + 0.01901) (p? + 0.04001p + 6.436)

Go(p) = (11.24)

Nous constatons que dans ce cas tous les @gdles(p) et Go(p) ont leur partie réelle
négative, donc ces deux modeles sont stables. Mowstatons aussi que les péles sont
complexes caractéristique de basculement du pemiduka position stable. De plug; (p)
possede un zéro a l'origine qui montre qu’en régpeemanent I'angle revient a sa position

initiale (6=m), bien sur lorsqu’il n’est pas soumis a une fagtrieure.

II.5 Commande par Modéle Interne

Le contrble a modele interne, ou IMC (Interméddel Control), est une structure de
contréle & rétroaction qui est une alternative atryctures classiques de rétroaction de la
sortie. Son avantage principal réside dans le dai la stabilité en boucle fermée est
simplement assurée en choisissant un contréleur $bd@le. De plus, les performances de la
boucle fermée (comme le temps de montée) sonttedimsnt liees aux parametres du

contrbleur, ce qui permet un réglage trés aisé [6].

11.5.1 Structure IMC

Le schéma bloc d'une boucle de régulation B8Creprésenté par la figure (11.3) ou, G(p)
représente la fonction de transfert réelle du systa commander i, (p) représente le
modéle de la fonction de transfer{p) représente la sortie du systeme a commandst, c'e
la grandeur que l'on souhaite contrOlgy..(p) représente I'entrée de référence, c'est la
grandeur de référence que I'on souhaite faire s@iva sortie y(plu(p) représente I'entrée de
commande, c'est la grandeur sur laquelle on peut @gur modifier volontairement
(librement) la sortie y(p)y, (p) représente la grandeur disponible a la sortie ddete, elle
représente I'image de la grandeur a controler y{fp) représente I'entrée de perturbation,
c'est une grandeur qui modifie, de maniére indéErda sortie du systeme. Le contréleur
Cimuc(p) détermine la valeur de I'entrée (de I'actionpe@w) et I'objectif de contrble est

donc de trouverC,-(p) de maniere a conservg(p) aussi proche que possible de la
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consigneg,..r. Notez que le systeme de contr6le complet a imphden est celui entouré en

lignes pointillées, il englobe le controletys,-(p) et le model&s,, (p) [7].

~
y

| |
y%ﬁ@# Cimc (P}
|

A 4

Figure 1.3 : Structure de commande par modele intene

Le signal de rétroaction est :

w(p) = (G(P) — Gu(p))ulp) +d (11.25)

Si le modele est parfaiG(p)= G,,(p)) et qu'il n'y a pas de perturbatiod £ 0), alors
w(p)=0. Ainsi, le systeme de contréle fonctionne en bewelverte. Ceci montre que pour les
systemes stables en boucle ouverte, la rétroaesbruniquement nécessaire a cause des
incertitudes ou de la perturbation. Le signal deoeetionw(p) exprime alors les incertitudes
du processus [6].

La structure de commande par modele internmgteainsi d’associer la simplicité de la
commande en boucle ouverte pour calculer la fona®transfert du contrdleur et I'efficacité
de la boucle fermée pour la régulation de la grande sortie. C’est cette caractéristique qui
est utilisée ici pour calculer la fonction de tri@nsC(p) du contréleur de la structure de

commande classique en utilisant ce principe dettancande par modeéle interne.

Les équations correspondantes au schéma de comubatalé&gure(ll.3) sont :

w() = y(®@) — Vrer(0)
= G(pu(p) — Gr(p)ulp) (11.26)
= (G(p) — Gn(P)ulp)

=
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Commeu(p) = Cruc(p) (yref(p) - w(p)) donc

u®) = Cic (@) (Yrer®) = (GD) = Gu@)u®p)) (1.27)

u@)[1+ CucP)(CP) — G ()] = Ciuc(P)Yrer (D) (11.28)

Par conséquent, la grandeur de commande s’expame p

CIMC(P) »)
1+ Couc @) (G @) — G(p)) ™ P

u(p) = (11.29)

Finalement la grandeur de sontig) s’exprime en fonction de la grandeur de référence

par la relation

G () Cruc(p)
1+ Ciyc(p)(G(p) — G (p))

y(p) = Vrer (D) (1.30)

Lorsque le modéle représente idéalement kisysa commandé@m(p) = G(p)), alors

y(@) = G@)Cipuc @) Yrer (P) (1.31)

Cette relation rappelle de la fonction de sfart entré-sortie obtenue lorsqu’on utilise la
commande en boucle ouverte. C’est cette propriégié gendu cette commande par modéle
interne célébre et cette méme relation qui essé@élpour faire la synthese de la fonction de

transfert du contréleur [7].
[I-5-2 Relation entre le contrdleur par modée interne et le contrdleur standard

Il s’agit ici de trouver la relation permettaie calculer la fonction de transfét{p) du
contrbleur lorsqu’on utilise la structure de comuhastandard de la figure (lI-4-a) et celle du
contréleurC, . (p) lorsqu’on utilise la structure de commande par @émdihterne de la figure
(11-4-b).




Chapitre |l Redressement et stabitisad’'un pendule inversé

yre
\R- o | 6w

Figure 1.4 : Structure de commande standard

En calculant la fonction de transfert en bedefrmée des deux structures de commande de

la figure (11.4), on obtient

> Pour la structure de commande par modéle intemsugposant qué(p) = G,,(p))

y(p)
YTef (p)

= G(p)Cimc(p) (1.32)

> Pour la structure de commande standard

y(p) _ C(p)G(p)
Vrer(®) 1+ C(P)G(p)

(11.33)

En égalant les relatiorf.32) et(I1.33), et en supposant qu&,,(p) = G(p) , on obtient

B C(p)
Cimc(p) = T C)G ) (11.34)
Clp) = Cinc(P) (11.35)

1= Cimc ()G (p)
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Ce sont les équations (11.32) et (11.35) qui sotilisées pour la synthese du contrélélp)

en utilisaient la structure de commande par modétene [7].

[I-5-3 Synthése d&(p) en utilisant le principe de la commande par modelinterne

pour un systeme stable

L'objectif est de calculer la fonction de start C(p) du contrdleur utilisant la structure
standard a l'aide des équations régissant la steude commande par modele interne. Cette

meéthode de synthése est tres simple a mettre erecille se déroule en trois étapes [7].

Etape 1: décomposer la fonction de transfépt(p) du modéle selon la relation (11.36) afin

de garantir la stabilité et la causalité du coewdt;,,-(p)

Gn(P) = Gm" (P)Gm™ () (11.36)

Ou la fonction de transfeit,,” (p) contient tous les zéros instables et I'élémentetiard
(e”™) de G,,(p). G,," (p) doit néanmoins avoir un gain statique égal &1~ (p) est la
partie contenant les zéros stables et le dénonindéess,,,(p). C'est cette fonction de transfert

qui est utilisée pour la synthése du contréleur.

Etape 2: En utilisant I'équatior{ll.32), I'expression du contréleur par modele interne est

alors donnée par

1
Cimc(p) = mH(P) (11.37)

H(p) est un filtre passe bas dont le gain statiquégsita 1. C'est le modéle général que I'on
souhaite imposer au systéme en boucle fermée. llernsgsysteme a commander est stable,

H(p) ala forme générale

1

HP) =Ty

(11.38)

T, est un parametre de synthése, il permet d'impasyriamique de la réponse indicielle et
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r est un nombre entier positif, on le choisit ddesgue le contréleur finalement obtenu soit

causal.

Etape 3: En utilisant I'équatior{ll.35), la fonction de transfert du contrdleur utilisdat

structure standard est obtenue par la relation

C(p) = Cimc ()

S 1- Cimc ()G (p) (11:39)

Il faut noter que dans cette relation, ce mest la fonction de transfef,,” (p) utilisée
pour le calcul deC;,,-(p) qui est utilisée mais celle du modéle com@gi(p) qui contient

donc les zéros instables et les retards éventuels

La stabilité du contréleut(p) est conditionnée par la stabilité du contrél€uy. (p) et du

modeéleG,, (p). Ainsi selon [8],C (p) est stable si seulement si :

1. C;yc eststable

2. CiycG est stable
[I-5-4 Synthése d'un contrdleur pour un systée instable

Dans le cas de la commande d’'un systeme lestab étapes permettant de déterminer le
contréleurC (p) pour un systeme stable peuvent étre utiliséescdtdre, il faut respecter les

conditions de stabilité suivante [8] :

1. Ciyc Stable
2. CiycG stable
3. (1 —=CiycG)G stable

Pour ce faire le filtre a utiliser dans ce nasst pas celui de I'équation (11.38) mais celui
de I'équation (I1.40). Ainsi, le choix dé(p) et I'utilisation de I'’équation (11.37) pour calcule
le contrdleurC,,,(p), permettent de vérifier les conditions 1 et Z;defficienta de H(p) est

guant a lui utilisé pour vérifier la condition 3.
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1+ap

10 =y

(11.40)

Exemple
Soit a contrbler un processus instable ayant comougle la fonction de transfert

1

Le contr6leur IMC permettant d’obterfit(p) de I'équation (11.40) est exprimé par

ap +1

Cimc®@) = (p — 1)(1+—‘L'p)2

(11.42)

Le contrdleur IMC est stable, donc la condition€&) vérifiee.

Le parametrex est calculé de sorte que le numérateur(te- C;,-G) annule la racine

instables d&, a savoir

_(,_aptl _
(= e |1 = (1= s o = 0 (1.43)

Pour vérifier cette condition il faut que= 7 + 27. Dans ce cas, la condition 3, devient :

2

Tp

1-CiycG)G = ——
( IMC) (1+Tp)2

(11.44)

Cette fonction de transfert étant stable, don@lax@&me condition est vérifiée.

-6 Commande a deux degrés de liberté

Lorsque le systeme a commander est instableauw’utiliser la méthode IMC directe |l
est souvent préférable d'utiliser la structure deammande a deux degrés de liberté montrée

par la figure (11.5) ou le contréleuk(p) permet de stabiliser le systeme. Ensuite, lorégue
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systeme est stabilisé, on calcule le contrét&yr) qui permet de faire suivre a la sorgida

consigney,.r .

Yref C(p) Systeme| ¥

v

Cs (p) [

Figure 11.5 : Systéme de commande a deux degrés lileerté

C’est cette structure qui est utilisée powbdiser le pendule inversé et contrbler la

position du chariot.

[I-6-1 commande de la position du chariot

La fonction de transfert reliant la position dbariot X(p)a la forceF(p) qui lui est
appliguée est donnée par I'équation (I1.14) gquesn@appelons ici pour les besoins de calcul
du régulateur stabilisant.

0.38808 (p + 2.531) (p — 2.492)

(P) = S5 2557) (p—2517)(p + 0.0190D)

Afin de simplifier le calcul du régulateur, décomposé, (p) en deux termes. Un terme
composé des pdles et zéro instables qui conseereatactere instable d& (p) et un second

terme constitué de poles et zéro stables qui ggna@meé par un modeéle d’ordre 1.

(p—2492)  0.38808 (p + 2.531)
p (p—2.517) (p + 2.557) (p + 0.01901)

Gx(p) = (11.45)

Afin, de déterminer les parameétres de ce neod&rdre 1, on trace la réponse indicielle

du terme stable, elle donnée par la figure (l1.6).
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y(®)

Temps (sec)

Figure. 11.6 : Réponse indicielle de la partietable de G, (p)

Le gain statique, not&,,, et la constante de temps, nolée sont déterminés a partir de la
figure (11.6), on trouve: G,, = 20.181 et T, = 52.25s. La fonctionG,(p) est donc

approximeéear :

K.(p —z)
G,(p) = X (11.46)
* p(p — 1) +p2)
Avec :

G
K, = =2 = 0.38624

T,

1 0.01914

P2 = T, =Vu.
p, = 2.517
z = 2.492

E
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11-6-1-1 Calcul du contrbleur stabiligant

La fonction de transfert de la boucle intede la figure (11.5), lorsque le systeme a
stabiliser est représenté par le modég(p) de I'équation (11.46) par un contrdleur, noté

Csx(p), est donnée par :

Gy (p)

Gxpi(P) = (11.47)

En utilisant I'expression (11.46) d&.(p), I'expression de la fonction de transfert en beucl

interneG,,;,; (p) est alors :

Kx(p - Z)
p? + (p2 — p)p* — P1p2p + Ky (p — 2)Cx(p)

Gapi(p) = (11.48)

Pour stabilise6,,;(p), on doit donc introduire un régulateur qui puissedifier les

coefficients associés a2 et p. On choisit pour ce faire un régulateur ayanblane :

Csx(p) = Kdepz + Kgixp + pr (11.49)

Dans ce cadgi,,;(p) de I'équation (11.48), devient :

bo(p — 2)
3+ ap?+azp—as

Gxpi(p) = ” (11.50)
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Ky Kpxz
B 1+ KdeZx
D’un autre c6té@,,;(p) étant d’ordre 3, on souhaite que son dénominatgtigcrit sous la
forme :

as

A®) = (P — Por1) (@ — Por2) (@ — Poy3)

(11.51)
=p> +4p® + 220 + A3
Le choix des trois pdles est :
pbfl =pP = —2.517
Dbr2 = —p1 = —0.01914
brz (1.52)
pbf3 = —p1= —2.517
L’identification terme a terme, entres les équati@ih50) et (11.51) donne :
—p; + KK — K, K;i5,2
/11 — P2 P1 x ™ dlx x™d2x (”.53)
1+ K, Kyo
K. K, — K, Kj1,Z —
Az _ X 'px xdlx P1P2 (”.54)
1+ K, Ko
KK,z
Ay = ———— 11.55
3 1+ K Kgox (11.55)

A partir des eéquationgll.55) et (11.54), on deéduit les expressions d€, et Kgiy

respectivement, on trouve :

_ /13(1 + KdeZx)

K. =
P K.z

(11.56)

Kpr — P1P2 — /12(1 + KdeZx)

= .57
Kdlx sz ( )
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En remplacant les expressionsiget K, dans I'équatiorll.54), on déduit I'expression de
Ka2x , €lle est donnée par :
(p2 — p1)z* — A3 — p1p2z — Az — A,2°

Koy = 11.58
dax 13Ky + 1,K, 2z + K, 23 + 1,22K,, (11-58)

En remplacant tous les parametres intervenantldarexpressions (I11.56) a (11.58),

Les valeurs numeriques des paramergK 1, etKg,, sont:

K, = 0.0003
K = —0.0333
ax (11.59)
Kg2x = —2.5955
Dans ce cas, I'expression de la fonction de trangte,; (p) finalement obtenue est :
387.1845(1 — 0.4012
( P) (11.60)

G . =
wiP) = 5 0531 p2 + 64316p + 0.1213

[1-6-1-2 Calcul du régulateur de suivi d consigne

Maintenant que la boucle interne est stabilisédgeaggulateuty, (p), on peut calculer le
régulateur permettant de faire suivre a la posiiodu chariot une référence donnée. Pour ce
faire, on utilise la fonction de transfert donnée péquation (11.60). Néanmoins, celle-ci

étant d’'ordre 3 et comme elle présente un zéraheston I'écrit sous la forme simplifiée

Gopi(1 — 0.4012p)

Gxpi(p) = T+ T, (11.61)
l

Les parametre§,y,; etT,; sont une nouvelle fois déterminés a partir déjpense indicielle

deG,,;(p) de I'équation (11.60) donnée par la figure (11.7).

=
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3500 77777777777777 r - - - - - - -1 - - - - - - T - - - - - - = - - - - = =
3000 i e T -
i e e
2000 R ———_———————-——- [ —

B | | | |
1500 Y Huis R —
1000 - f- L. [ G [ R ]
soo R .

0 | | | |

200 250 300 350 400
Temps (sec)

Figure. I1.7: Réponse indicielle du systéme stabdégG,,;(p) de I'équation (11.60)

A partir de la figur€ll. 7), les valeurs numériques @gy; etTj; sont Ggp; = 3195.2

T,; = 52.7s. Finalements,,,;(p) est approximée par :

3195.2(1 — 0.4012p)
1+52.7p

Gypi (p) =

(11.62)

C’est ce modéle qui est utilisé pour calculer gutéteur de suivi de consigne natgp) .

Le modele de référence choisit est :

H0) = F 5500

Dans ce cas, le contréleQy,-(p) est donnée par

(11.63)

<
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(1+ 52.7p)

C = .
mc(®P) = 31951 1 50p) (11.64)
Donc I'expression du contrdledr (p) est exprimée par :
1+52.7p
Ce(p) = T61042p (11.65)

Le modele du chariat, (p) est représenté par le bloc de simulation suivant :

yref

—>®—> C,.(p) —>®—> G.(p) y

A

v

Csx(p)

Figure. 11.8: Schéma de simulation de la position € chariot

La réponse indicielle de l'association du meddu chariotG,(p) de I'équation (11.14)
avec les régulateurs, (p) et C.(p) des équations (11.49) et (I11.65) est représentze |
figure (11.9) (tres fort). Cette figure montre égalent la réponse indicielle du modéle du

premier ordre (11.63) imposé au suivi de consignes(en pointillées).
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Figure 11.9 : Réponses indicielles du systeme, embcle fermée et du modele de référence

en fonction du temps

La figure (11.9) représente la réponse d’'ustégne de premier ordre, on remarque que le
systeme garde toujours le comportement d’'un systiy@emier ordre, mais avec I'effet des
deux régulateurs, (p) et C,(p) permet respectivement de stabiliser le systénue esuivre

la consigne.

[I-7 Commande de stabilisation du pendule
Rappelons que le modele qui relie la force a lartg rotatiord du pendule est donnée

par :

—0.24947p
(p + 2.557)(p — 2.517)(p + 0.01901)

Go(p) = (11.66)

Dans ce cas aussi, pour simplifier le calcul dwiggur permettant de stabiliser le pendule

on décomposdiy (p) sous la forme :

—p 0.24947
(p — 2.517) (p + 2.557) (p + 0.01901)

Go(p) = (1.67)

La réponse indicielle de la partie stable est derpa la figur€ll. 10)
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Figure. 11.10: Réponse indicielle de la partie stale deGg(p) en fonction du temps

Dans ce cas aussi, cette réponse peut étre ap@®xiar un modéle du premier ordre dont le

gain statique edigy = 5.1322 et dont la constante de tempsEgt= 50s.

Donc le modéle simplifié qui représentg (p) et donné par :

—Ggo P
(p—p1)(A +Tgp)

Go(p) =

La fonction de transfert en boucle fermée du systest :

Go(p)
1+ Gg(p) Cs9(p)

Gebf(P) =

En substitution I'équatiofil.69) dans I'’équatiorill.68) on trouve

(11.68)

(11.69)
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_ Geo
Gony () = T ” (11.70)
ObfAFs = 1—p4T G '
p + (Lo uTo) Tt ), — = F2pCso(P)

Puisque le terme- %pcs(p) contient la variable de Laplage le régulateurCgq(p) doit
6

contenir un intégrateur pour simplifier cette vhl&a Il doit également avoir un numérateur

. . ) . 1-p,T p
du premier ordre afin de pouvoir modifier les tes 9) et——+

To To
deGgpr ().
Par conséquentg (p) a la forme :
K + K;
Cop(p) = 222710 (11.71)
Avec :
K,q : Coefficient de la proportionnalite
Ko : Coefficient d’intégration
Dans ce cadjg,r(p) de I'équation (11.70), devient :
G
Gony(p) = . (1.72)
! 2 1 ((1 =p1Tg) — (GgoKpo) —P1 — (GeoKip) '
p? + T, p+ T

D’un autre cOtéGy, - (p) étant d’ordre 2, on souhaite que son dénominateitiecrit sous la
forme

A®) = (p — por1) (@ — Pos2)

(11.73)
=p*+Ap+ 1,
Le choix des deux péles est le suivant :
Dpr1 = —2.517 (11.74)

du dénominateur
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Ppr2 = 50
L’identification terme a terme, entres le dénomaénatde (11.72) et (11.73) donne :

_ (1 —p1Ty) — (GeoKpe)

A, - (11.75)
(P11~ (GooKig)
A, = ( - ) (11.76)

A partir des équationgll.75) et (I1.76), on déduit les expressions de&,, et Ky

respectivement, on trouve

_ Ang -1+ T9p1

.77
A,Ty +

0 =22 P1 (11.78)
—\4go

En remplacant tous les parametres intervenant @nsexpressions (I11.77) a (I11.78), Les

valeurs numériques des paramekigg etK,, sont

Kpg = —535.9690
K;p = —1.2266 103 (11.79)

Dans ce cas, I'expression de la fonction de trahgig, (p) finalement obtenue est :

~5.132p
50 p% + 2626 p + 6293

Gopr(p) = (11.80)

Le modéle de stabilisation du pendule est reprégaantle bloc de simulation suivant :
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yref

Go(p)

Cse (p)

v

Figure. 11.11: Schéma de simulation de latabilisation du pendule

La réponse indicielle du systéme en boucle ferrséesprésentée par la figure (11.11).

Figure. 11.12: Reponse indicielle du systeme stalisé Go,¢(p) de I'équation (11.80)

D’apres la figure (I1.12), on remarque quiaiement le pendule est a zéro. Lorsqu'une

force extérieure (un échelon) est appliquée suchlariot, I'angle du pendule en régime

permanent est égal a zéro, cela signifie que ldydemrevient a sa position initiale.

&
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[1-8 Conclusion

La premiére partie de ce chapitre a été coésaa la présentation de la commande de
redressement du pendule inverse, en utilisant déks ae la commande des systemes non
linéaires. Dans la deuxiéme partie, nous avonseptésla commande par modéle interne,
ensuite nous avons donné les résultats de simusatibtenus, en utilisant cette méthode pour
stabiliser le pendule inversé. L'intérét de cesragipes réside dans la simplicité de la

synthese des régulateurs et la commande a deugsdegliberté.

Cette méthode est associée a la commande adegués de liberté permettant de stabiliser
les modeles instables du chariot et du pendule.différentes simulations effectuées ont

permis de vérifier la validité de la méthode dépplkee.
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I1I-1 Introduction

Dans une démarche scientifique, chaque étailé€tle évaluée expérimentalement en vue
d’examiner ses performances. La synthese d’'une eomdena deux degrés de liberté et la
commande par modele interne ont été développéescoté pour stabiliser le pendule inversé
et contréler la position du chariot, et 'autre&tangle de rotation du pendule.

Pour illustrer l'efficacité de ces commandéges essais expérimentaux devaient étre
effectués sur un pendule inversé réel. Nous avesayé d'implémenter les régulateurs que
nous avons dimensionné dans le chapitre précédastmalheureusement cette tache n’a pas
abouti. Néanmoins, nous avons utilisé les contréléurnis par le constructeur.

Dans la premiére partie de ce chapitre, narens une description du banc d’essai
expérimental sur lequel seront effectués les esSamuite, les résultats expérimentaux seront
présentés.

[lI-2 Dispositif expérimental

Dans le premier chapitre, lors de la modélisatu systeme chariot-pendule inversé nous
avons considéré que la grandeur de commande étdibrte appliquée sur le chariot,
néanmoins, sur le banc d’essai cette force esni®ysar un moteur a courant continu a
aimant permanent commandé par l'induit. La commahdmoteur est effectuée par un signal
variant entre -5V et+5V. Ce moteur est relié aurichgar l'intermédiaire d’une courroie et
deux poulies, comme le montre la figure IIl.1.

Fig. lll-1 Vue de I'entrainement : moteur, courroie
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Comme on I'a mentionné dans le premier chapjiaur détecter la position du pendule et
celle du chariot, deux capteurs sont installéedesbanc d’essai. Un capteur permet de mesurer
la position du chariot sur le rail. La valeur 0 @capteur indique que le chariot est au milieu du
rail, il indique des valeurs positives lorsque leagot se déplace a droite et des valeurs
négatives lorsqu’il se déplace a gauche. Un deuwxieapteur permet de mesurer I'angle de
rotation du pendule. Il indique la valemrlorsque le pendule est en position d’équilibre bass
Lorsque le pendule bascule dans le sens horacapieur indigue des angles compris entre O
etm, et lorsque le pendule bascule dans le sens ardiraal indique des angles compris entre
 et2m. Ainsi, lorsque le pendule arrive a la positiogglilibre instable haute le capteur
indique 0 oW2Tt.

Les informations délivrées par ces deux capteant conditionnées par une électronique
associéee et les tensions de sortie varient danplage de -5V a +5V. On notera qu’un filtre
passe-bas est intégré dans la chaine de conditr@meale chaque entrée, ce filtre ayant pour
fonction de limiter la largeur de bande des signdaxmesure et d’éviter le repliement du

spectre qui risque de se produire lors de I'op@natiéchantillonnage [1].

De plus, la course du chariot est limitée eefpement a gauche et a droite par deux
butées mécaniques. Deux interrupteurs de fin deseosont placés en avant des butées
meécaniques par sécurité pour le moteur d’entrainerde chariot. Le passage du chariot
entraine la fermeture d’'un interrupteur provoqulantoupure de I'alimentation du moteur

électrique.

l1I-3 Dispositif de commande de puissance

Il permet de délivrer une énergie de sortipadtir d'une énergie d'entrée plus faible et
inversement. A l'arriére de I'armoire on trouve Hifférentes connectiques comme l'indique
la figure(lll.2):

» Connecteur ON / Off : fiche DIN pour connecter tate de I'intercepteur ON/OFF du

moteur.
e Sélecteur 110/220 V
* Fiche d’alimentation 110/220 V
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» Connecteur CN3 : il se branche avec le PL1 de it® bd'adaptation, avec une large
nappe 40 pistes. Les signaux sont ceux des deweurap c’est des signaux digitaux
sur 16 bits.

» Connecteur CN2 : il se branche avec PL3, avec appen20 pistes. Les signaux sont
les tensions de commande du moteur.

e Connecteur CN1 ; il se branche avec la partie mguanLes signaux sont ceux du

moteur.

Connecteur ON / Off
Sélecteur 110/220v

Fiche d’alimentation —§-

Figure Ill.2 Diagramme de connexion du dispositifde contréle et de commande

llI-4 Carte d’acquisition

C’est une carte d’acquisition universelle qui estallée sur le port PCI de la carte mére du
PC de commande et dispose d’'un céable de connegian au dispositif de commande de
puissance. Il permet la commande digitale d'un &yst continu a travers un PC, en

convertissant les signaux analogigues en numerguase-versa.
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Figure 111.3 Vue générale du banc d’essai

IlI-5 Environnement de développement

Ce banc d’essai utilise une approche novatfiogplémentation, qui jouit d’'une flexibilité
accrue et d'une architecture totalement ouvertéte capproche est appelée HIL pour
«Hardware-In the-Loop ». Ou bien « Rapid Prototgpi Avec le « hardware-in the-loop »,
on peut tester directement le contrdleur qu’on athsdtisé en simulation sur le systeme
physique réel, avec un simple PC de développeraeneffet, le banc d’essai n’a besoin que
d’'un PC standard (pour le développement et powolamande, d’'une carte d’acquisition
pour la conversion A/D et D/A, du systeme physiqueommander ainsi que les logiciels

nécessaires, les logiciels utilisés sont :
MATLAB:

Il joue le role de plateforme ou tous les @sittomposants s’exécutent, il fournit plusieurs

routines sophistiquées de calculs numériques.
SIMULINK:

C’est un langage de haut niveau graphique Bagrel on programme avec des objets ou
blocks, ces objets peuvent étre soit des blockslatds ou bien des blocks spécialisés écrit
par l'utilisateur comme des S —functions.
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REAL TIME WORKSHOP:

C’est le programme le plus important, qui géngutomatiquement le code source C++,
optimisé, a partir du modele Simulink. De plus, amle est paramétrable pour plusieurs

targets (cible) d'implémentation.
COMPILATEUR C++ :

Il compile le code généré par real time wodgslde matlab et fait I'édition des liens pour
générer un exécutable qui communique avec la dilileplémentation (target), dans notre
cas, le compilateur est VISUAL C++ 6.0 PRO.

REAL TIME WINDOWS TARGET:

Dans le cas d’'un environnement WINDOWS, e@tmoyau est essentiel, son role est
primordial, il assure le temps réel pour le reguat Car WINDOWS est un OS événementiel
donc il n’est pas temps réel. Il s’exécute commeemice résident dans le niveau zéro (mode
noyau) et intercepte les interruptions matérielmsant WINDOWS. Par la suite, il
communique avec I'exécutable du régulateur etfente avec le systéme physique a travers
la carte d’acquisition, en vue de controler le flde données et de signaux du modéle
(maintenant exécutable) vers le systeme physigweetversgl]. La figure 1ll-4 illustre le

schéma synoptique des différents éléments intentatzms le banc d’essai.

vl wmeocs |F
Poulie

legiciel Matlal
carle Amiplificater
d'agnisition

arglefd)

i Charlof -
positionfx) | pengute

Figure IlI-4 Schéma illustratif des relations exisantes entre les différents modules

Pour stabiliser le systeme pendule-chariot, anutilisé des régulateurs de type
proportionnel intégral et dérivé pour la positiongalaire du pendule et la position
longitudinale du chariot. Le signal de commalift) peut donc étre considéré comme la

somme de deux termes correspondant chacun auxelgodi@sservissement angulaire et
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longitudinale.Le schéma fonctionnel correspondant a la descnigjice nous venons de voir

est donné par la figure (I1I-5).

Xre i

C, 1 isi20°
*
— UL
x
5 v, Pendule+ >
commande -_‘ |8l<20 r
UNL chariot

non linéaire a
de redressement

Uy
Co

Figure llI-5 Schéma fonctionnel de commande du sy&me pendule-chariot

La commande de redressement non linéamegiede ramener le pendule de sa position
d’équilibre stable basse vers la position d’équalinstable haute. Une fois que I'angle est
dans l'intervalle de "-20°" a "+20°", on passeld commande non linéaire a la commande
linéaire en utilisant des contréleursC, etCy . C,: permet de contrdler la position

longitudinale du chariot e€y : permet de contréler la position angulaire du pésca

condition de maintenir 'anglé aux environs dg 20°|. Le contrdleurc, interviendra si

langle | 161 < 20°, dans ce cas en s'intéresse & la positiochdtot tout en maintenant le

pendule vertical.

Puisqu’on n’a pas put mettre en pratique letrébeur théorique, on va utilise€, et Cy

fournie par le matériel, dont les parametres sonhds par :
Kep =7, K, = 0.5, Ky =4

Kgp = 25, KBi = 02, KGd =1.5

llI-6 Essais et résultats expérimentaux
Premier essai:

On positionne le chariot au milieu du raileeppendule dans sa position d’équilibre stable

basse, les conditions initiales sont dori@, 8¢, x¢, Xo]=[m,0,0,0] . On applique une
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référence variable sous forme d’échelons d’ampdisud(0.1m a linstant t=20 s), (-0.1m a

linstant t=30 s) et (0 m a l'instant t=40 s).
(111-6).

sLeésultats obtenus sont illustrés par la figure
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Figure lll-6  Résultats expérimentaux pour le redessement et la stabilisation du

pendule avec une référence variable.
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D’aprés les résultats obtenus dans la figlké,lon constate qu’il y a deux phases de

fonctionnement :

La premiére phase c’est le redressement guir@nce a (t=0s) et qui finit aux environs de
(t=16s). Dans cette phase on remarque que le lmtert du pendule est basé sur un
minimum d’énergie fournie par le moteur appliquélswchariot, ce qui permet au pendule de
quitter sa position d’équilibre stable bas8e=(m) vers la position d’équilibre instable haute

(6 = 2m) comme le montre la figure (111-6-a).

La deuxieme phase c’est la phase de la statidh du pendule dans sa position d’équilibre
instable § = 2m), qui commence aux environs de (t=16s). Suiterafixence variable qui est
appliguée, on remarque que le régulateur permdfrid’ane tres bonne performance de
poursuite comme le montre la figure (llI-6-b) (lgseme suit parfaitement la référence
variable souhaitée), tout en gardant le penduleuaiute sa position d’équilibre instable haute
comme le montre la figure (lll-6-a). Concernantcammande, on remarque la présence de
pics de tension qui sont dds au déplacement duothaarx instants (t=20), (t=30) et (t=40)
(une variation brusque de la référence). Cetteatian nécessite une commande de valeur
importante, comme le montre la figure (l1l-6-c)inadle permettre au systeme de poursuivre la
consigne.

Deuxiéme essai :

On positionne toujours le chariot au milieu chil et le pendule dans sa position
d’équilibre stable basse. Cette fois, on appligdeux perturbations sous forme de force

externe aux instants (t=40s) et (t=45), Les résutant donnés par la figure (l111-7)
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Figure Ill-7 Résultats expérimentaux pour le redessement et la stabilisation avec
deux perturbations externes aux instants t=40s et#5s.

Dans ce cas aussi, il y a deux phases deidoneiment qui sont les mémes que le premier

essai :

On s’intéresse a la phase de la stabilisatiopendule dans sa position d’équilibre instable
haute(6 = 0), qui commence aux environs de (t=18). Comme le redat figure (IlI-7-a).
Suite aux deux perturbations sous forme de forderes qui sont appliquées en tapant
légerement sur le pendule aux instants (t=40s)=el5}§, on remarque que l'effet de ces
perturbations se manifeste sous forme de picsasied les courbes de la figure (lllI-7). Le
régulateur réagit rapidement et corrige cetteupeation et stabilise le systéme aprés (2s) a la
disparition de la perturbation. Ces résultats nasritgue le régulateur est robuste par-rapport

aux perturbations externes.
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[1I-7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le g¢osér lequel nous avons travaillé, c’est a
dire le pendule inversé disponible au laboratoir2CSP) ainsi que son interfacage avec le
PC. Ensuit, nous avons effectué des essais expéame

Les essais expérimentaux montrent que I'apftin de la commande a deux degrés de
liberté sur le pendule inversé a permis de doneebah résultats, notamment en terme de

stabilité, rapidité et robustesse.




Conclusion générale

Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire de fintudés concerne la synthése de lois de
commande a deux degrés de liberté et la commandaqmele interne, I'objectif consiste a la
stabilisation d’'un systeme instable, non linéaB&/O, sous actionne, qui est le pendule

inversé.

Le premier chapitre a été consacré a l'élamradu modele dynamique du pendule
inversé. Le modele obtenu est d'une complexité mambe. En effet, c’est un systeme
instable, non linéaire, SIMO. Cette caractéristid@egualifie d’'un trés bon exemple pour

valider les commandes synthétisées.

Dans le deuxieme chapitre, la méthode de fantande de redressement du pendule
inversé a été présentée afin de balancer le peadute position supérieure. Elle est basée sur
le théoreme de I'énergie cinétique, ensuite nowmsprésenté la méthode a deux degrés de
liberté, et la commande par modéle interne poursketémes stable et instable afin de

maintenir la stabilité du pendule en position haute

Dans le troisieme chapitre, nous avons beaudwmimlifficultés a obtenir des résultats
expérimentaux avec les régulateur que nous avomsrgionné dans le deuxieme chapitre car
le systeme est trés compliqué et non linéaire. Maitlisation des contrbleurs fournis par le
constructeur permet d’avoir des bons résultatamotent en terme de stabilité, rapidité et

robustesse.
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Symbole Quantité Valeur Unité
M masse du pendule 0.2 Kg
m masse du chariot 2.3 Kg
l Demi-longueur du pendule 0.3 m
d Coefficient de frottement de rotation pendule 0.005 Nms/Rad
g Intensité de la pesanteur 9.81 m/ s*
J moment d'inertie du pendule 0.0099 | Kg.m?
b Coefficient de frottement des roues du charjo0.00005 Ns/m

Tableau A.1: Parametres de I'ensemble pendule-chari

Symbole Quantité Valeur Unité
R, Résistance de l'induit 25 H (Q)
L, Inductance de I'induit 251073 | Henry
fm Frottement visqueux 1*107° |Kg.m?/s
K, Constante électrique du moteur 0.05 N/A
K, Constante mécanique 0.05 Nm
I Moment d'inertie du moteur 1.4*107° | Kg.m?

r Le rayon de la poulie 0.027 m

Tableau A.2: paramétres de la machine
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Figure A.l: Systeme complet de commande du pendule inversé
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Résumer :

L’objectif de ce mémoire de fin d’études catsia la stabilisation d’'un systeme instable,
non linéaire, SIMO, sous actionné, qui est le pendwersé. Le travaille effectuer dans ce
mémoire concerne a la modélisation théorique, ield@pement sous Matlab Simulink, la
synthese de lois de commande a deux degrés de&)itercommande par modele interne et

limplémentation.

MOTS CLES: MATLAB, COMPILATEUR C++, SIMULINK, DEUX DEGRES DE
LIBERTE, IMC

Abstract:

The objective of this graduation memory imead stabilizing an unstable system,
nonlinear, SIMO, operated under, which is the iteeérpendulum. Perform works in this
paper relates to the theoretical modeling, devepnMatlab Simulink, the synthesis of

control laws with two degrees of freedom, intermabdel control and implementation.

KEY WORDS: MATLAB, COMPILATEUR C++, SIMULINK, TWO DEGREES OF
FREEDOM, IMC.





