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Introduction générale

La recherche opérationnelle (RO), est une approche quantitative permettant de pro-
duire de meilleures décisions. Elle fournit des outils pour rationaliser, simuler et optimiser
I’architecture et le fonctionnement des systémes industriels et économique. Elle propose
des modelés pour analyser des situations complexes et permet aux décideurs de faire
des choix efficaces. Les problémes d’optimisations du risque de crédit sont des modéles
mathématiques visant & minimiser les pertes ou & maximiser les profits attendues d’une
institution financiére qui préte de I'argent aux emprunteurs.

Ces derniéres années, on a souvent mis 1’accent sur le phénomeéne de risque encouru
dans les activités bancaires et principalement le risque de crédit, il existe plusieurs types
de risques de crédit, par exemple le non-remboursement. Mais dans ces cas il existe des
solutions pour parer a ces difficultés par exemple I’hypothéque.

La Caisse Nationale d’Epargne et de Prévoyance (CNEP-Banque) dont I'activité prin-
cipale est le financement du secteur de ’habitat qui constitue un secteur stratégique et
privilégié de développement économique et social du pays. Le crédit est une assistance
financiére du banquier a I’égard de son client et ¢’est un terme désignant des transactions
en nature ou en espéces effectuées en contrepartie d’'une promesse de remboursement
dans un délai généralement convenu. Toutefois, chaque demande du crédit doit faire 1’'ob-
jet d'une étude et d’un suivi du dossier du crédit pour minimiser les risques que la banque
encourt.

Dans le cadre de notre mémoire de fin d’étude, on a été affecté a la CNEP T-O pour
étudier les crédits (les emprunts), d’un point de vue théorique et pratique. Et pour voir les
voies et moyens afin d’optimiser les crédit (les emprunts). Les crédits (emprunts) ont des
retombées économiques trés importantes pour la banque surtout si la banque en question
pratique d’autres activités comme le commercial ou l'investissement, d’ailleurs c’est le
cas pour la CNEP T-O qui s’est engagée dans la vente d’immobilier et immobilier de
toute sorte, surtout 'opération vente véhicule a ses clients dans le cadre de 'initiative du
président de rapprocher les citoyens aux banques avec les ventes de véhicules a la portée
des citoyens. Pour organiser par exemple : les activités citées ci-dessous, la banque CNEP
doit se doter de nouvelles techniques et technologies pour réussir cette étape cruciale
afin de s’imposer dans le monde économique. Dans ce sens, nous proposons des modéles
économiques en recherche opérationnelle et en informatique pour mener a bien toutes ces
activités.

Ce mémoire est constitué de cing chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons tout
d’abord présenté la CNEP et son historique, a savoir : les crédits et les risques de crédit.
Le deuxiéme chapitre, on a cité les notions de la programmation mathématique tel que
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programmation linéaire, non linéaire, flou et stochastique. Le troisiéme chapitre décrit les
modéles mathématiques utilisés dans la banque. Dans le quatriéme chapitre on trouve les
méthodes de résolutions des modéles cités dans le troisieme chapitre. Le dernier chapitre
aborde les logicieles utilisés pour résoudre les problémes mathématiques.



Chapitre 1

Présentation de l’organisme d’étude
cas CNEP

Introduction

La CNEP Banque Tizi Ouzou est une institution financiére qui joue un role essentiel
dans I’économie locale. Fondée il y a plusieurs années, elle s’est développée pour devenir
I'une des banques les plus importantes de la région. Elle offre une large gamme de services
bancaires aux particuliers et aux entreprises, tels que les opérations bancaires, les crédits
et les ressources humaines entre autre. Cette présentation vise a fournir un apercu détaillé
de la CNEP Banque Tizi Ouzou, y compris son organigramme, leurs activités et les étapes
pour créer un dossier de crédit par exemple.

1.1 Présentation et historique de la CNEP Banque : [1]

La caisse nationale d’épargne et de prévoyance créée le 10 Aout 1964, sous 1'égide
de la loi n°® 64/227 en substitution a la caisse de Solidarité des Départements Communs
d’Algérie (CSDCA).

La structure du systéme financier algérien aprés 'indépendance était dominée par la
spécialisation des institutions financiére qui n’ont pas pu assurer d’une maniére suffisante :

o Le crédit au logement et le crédit hypothécaire
e Le financement du trésor en faveur des collectivités locales
e La récolte de la petite épargne monétaire industrielle

La CNEP a vécu plusieurs changements au cours de son évolution, que nous allons
présenter comme suit :

lére étape (1964-1970) : collecte de I’épargne
Cette période était celle de la mise en place de livret d’épargne. Les deux attributions
principales assignées a la caisse d’épargne de I’époque étaient :

— La collecte de I’épargne

— L’octroi du crédit pour 'achat de logement (préts sociaux)
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2em étape (1971-1979) : encouragement du financement de ’habitat Durant
cette période, l'effort était surtout consacré a ’encouragement du financement de ’habitat
et au développement de la présence de la caisse sur le marché d’épargne.

Au mois d’avril 1971, une instruction a chargé la CNEP de financer les programmes
de réalisation de logements en utilisant les fonds du trésor public. Dés lors, I’épargne
des ménages va connaitre un essor prodigieux. A la fin de 'année 1975 furent vendus les
premiers logements au profit des titulaires de livrets d’épargne.

En 1979, le réseau de la CNEP comptait 46 Agences et bureaux de collecte.

La décennie 1980 : la CNEP au service de la promotion immobiliére

Il s’agit des crédits aux particuliers pour la construction de logements et le finan-
cement de I’habitat promotionnel au profit exclusif des épargnants. La CNEP entreprit
une politique de diversification des crédits accordés notamment en faveur des professions
libérales, des travailleurs de la santé, des coopératives de service et des transporteurs.

La CNEP aprés 1997

A partir de 1997, la CNEP est passée du statut de caisse a celui de banque, sa nouvelle
dénomination est désormais la CNEP banque, a été immatriculée au registre de commerce
en date du 24,/12/2000 sous le numéro 00138291300, aussi tous les dirigeants ont été agrées
par le gouverneur de la banque d’Algérie.

Outre ses 209 Agences d’exploitation, la CNEP Banque a signé depuis longtemps une
convention avec les PTT (actuellement Algérie Poste) pour la distribution de ses produits
via le réseau postal.

Le 31 Mai 2005 : financement des investissements dans I’immobilier L’as-
semblée Générale a décidé, le 31/05/2005, de donner la possibilité & la CNEP Banque
de s'impliquer davantage dans le financement des infrastructures et activités liées a la
construction, notamment pour la réalisation de biens immobiliers & usage professionnel,
administratif, industriel, ainsi que les Infrastructures hoteliéres, de santé, éducatives et
culturelles.

Le 17 juillet 2008 : Repositionnement stratégique de la CNEP Banque

L’assemblée générale ordinaire du 17 juillet 2008 relative au repositionnement straté-
gique de la banque décide d’autoriser au titre des crédits aux particuliers :

- Les crédits hypothécaires prévus par les textes réglementaires en vigueur au sein de la
banque a ’exclusion des préts pour l'achat, le construction, ’extension et ’'aménagement
des locaux a usage commercial ou professionnel

- Pour le financement de la promotion immobiliére, sont autorisés :

— Le financement des programmes immobiliers destinés a la vente ou a la location, y
compris ceux intégrant des locaux commerciaux ou professionnels.

— Le financement de l'acquisition ou de l'aménagement des terrains destinés a la
réalisation de logements.

— Le financement des entreprises

Repositionnement stratégique de la CNEP-Banque Le 17 aott 2011 : Le re-
positionnement stratégique a pour objet de définir le champ d’intervention de la CNEP-
Banque en matiére de financement :

1. Financement de la promotion immobiliére est autorisé :
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- le financement de l'acquisition ou de l'aménagement de terrains destinés a la
réalisation des programmes immobiliers

- le financement de la réalisation d’opérations de promotion immobiliére

- le financement de 'acquisition de biens immobiliers & achever ou & rénover.

2. Financement des entreprises : sont autorisés :

- Le financement des investissements de tous les secteurs d’activité économique y
compris le fonds de roulement nécessaire au démarrage de l'activité

- Les crédits par signature
- Le leasing immobilier
- Les services liés 4 'habitat (bureaux d’études, entreprises d’entretien d’immeubles. . .

1.2 Organisation de la CNEP Banque TIZI OUZOU
2]

La CNEP Banque est gérée par un conseil d’Administration qui comprend outre le
Président Directeur Général nommé par décret et choisi en fonction de sa compétence
en matiére économique et financiére, cinq administrateurs qui représentent les divers
ministeres intéressés a sa gestion, soit :.

— Le ministére de l'intérieur

— Le ministére de ’économie et des finances

— Le ministére des travaux publics

— Le ministére des affaires sociales

— Le ministére des postes et télécommunication

Organigramme de la CNEP Banque est comme suit
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FIGURE 1.1 — Organigrame de la CNEP Banque

1.2.1 Missions et valeurs de la banque CNEP [2]

La banque CNEP a pour mission principale de fournir des services financiers de qualité
a ses clients, tout en favorisant ’épargne nationale et en contribuant au développement
économique du pays. Ses valeurs fondamentales sont I'intégrité, la transparence, I'innova-
tion et la satisfaction client. La banque s’engage a offrir des solutions adaptées aux besoins
de ses clients, a respecter les normes éthiques et & promouvoir des pratiques responsables
dans toutes ses activités.

Définition d’un crédit :

Le crédit, est une opération qui consiste pour un préteur (banque ou organisme finan-
cier), & mettre a disposition d’'un emprunteur une certaine somme d’argent moyennant
un engagement de remboursement a une date déterminée a 1’avance.

Objectif du dossier crédit :

L’objectif principal d'un dossier crédit, est de permettre a la banque d’évaluer la sol-
vabilité et la capacité de remboursement du demandeur. En fournissant des informations
détaillées sur sa situation financiére, le demandeur permet a la banque de prendre une
décision éclairée quant a l'octroi ou au refus du crédit demandé. Le dossier crédit vise
également a garantir la transparence et 1’équité dans le processus de demande de prét,
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en offrant a la banque les éléments nécessaires pour évaluer les risques associés.

Importance de la création d’un dossier crédit :

La création d’un dossier crédit, revét une importance majeure tant pour le deman-
deur que pour la banque. Pour le demandeur, constituer un dossier crédit complet et
bien préparé permet d’augmenter ses chances d’obtenir un crédit. En présentant toutes
les informations demandées de maniére précise et documentée, le demandeur montre sa
capacité a gérer ses finances et a rembourser le prét demandé. Pour la banque, il est pri-
mordial de disposer d’un dossier crédit complet afin de réaliser une évaluation rigoureuse
du risque associé a ’accord d’un crédit.

Cela permet a la banque de prendre ses décisions éclairées et de protéger ses intéréts
financiers.

1.2.2 Présentation du Réseau de Tizi-Ouzou

L’agence réalise un volume d’activité trés important par rapport aux autres agences
de la ville de Tizi-Ouzou, elle est composée d’une direction qui se divise en deux partie :
Front office et Back office, répartie sur plusieurs services.

Front office

Front office est I’ensemble de personnels qui sont chargée de la réception de la clientéle
et ont pour mission de fournir des informations sur les opérations de liquidités, les piéces
nécessaires a fournir et des différentielles orientations sur les crédits hypothécaires.

Elle est composée de quatre (04) sous parties, a savoir :

— Chargeés de la clientéle (particulier et entreprise) : Ce service s’occupe d’ou-
verture du compte et suivi, prospection de la clienteéle, souscription de produits
d’épargnes et du crédit, revenue des comptes inactifs et successions.

— Guichet payeur /caisse Ce guichet assure les opérations transactionnelles, ver-
sement ou bien retrait d’espéce, remise cheque, remise versement déplacé, réception
de la demande de la clientéle.

— Accueil /orientation : Qui a comme charge : Accueil (information et orientation),
distribution des bordereaux, des imprimés et des listes de piéces nécessaires.

— Direction agence : Ayant comme tache : animation commerciale, role éventuel de
conseiller de clientéles entreprises.

Back office

Le Back office est ’ensemble du personnel qui se charge de I’étude et des traitements
des dossiers avec la décision de 1’octroi du crédit

1.2.3 Le processus de traitement d’une demande de crédit

Le processus de traitement d’une demande de crédit bancaire, commence par la ré-
ception et la vérification du dossier du client. Une fois validé le dossier passe par une
phase du traitement qui comprend des consultations, incluant des éléments de vigilance,
interdit chéquier (I.C), consultation web (C.W) et CREM, des simulations. Une fiche
technique est alors élaborée. Le dossier est ensuite soumis au comité de crédit, qui peut
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émettre un avis favorable, ajournement ou rejets. En cas d’avis favorable, I’Agence établit
une convention et en informe le client, incluant les détails de I’assurance nécessaire. Le
client signe la convention, aprés la direction procede a l’enregistrement et a la création
du dossier dans le systéme.

Pour bien comprendre comment créer un dossier crédit, on a visité le département
crédit qui contient deux services : service crédit aux particuliers et service promotionnel
et investissement.

On s’intéresse au service crédit aux particuliers :

Le processus de demande de crédit débute par I'accueil du client au front office de
I’agence, ot les documents nécessaires sont recueillis. Ensuite, le dossier du client est ache-
miné vers le back office pour une analyse approfondie de sa solvabilité et de son historique
de dettes. Une fois le dossier examiné, il est présenté au Comité Crédit Agence (CCA) si
le montant du crédit sollicité est inférieur a 5.000.000 DA (5 millions de dinars). Si tel
est le cas, une décision est prise et le client est enregistré dans le systéme d’information
en vue de la création de son compte. Toutefois, si le montant du crédit dépasse 5.000.000
DA, le dossier est soumis au Comité Crédit Régional (CCR) pour une évaluation plus
approfondie. Enfin, si le montant excéde 20.000.000 DA, le dossier est transmis au Comité
Crédit Central (CCC) pour une décision finale quant a l'octroi du crédit. Ce processus
rigoureux garantit une évaluation minutieuse de chaque demande de crédit, en assurant
la sécurité financiére de la banque tout en répondant aux besoins des clients.

| ———— |

Département I
crédit

e |

Service crédit | Service

aux particuliersi promotion

———

' |
< 5.000.000 DA Back office

> 5.000.000 DA

—] C.CA

> 20.000.000 DA

— CCR

e c.cc

FIGURE 1.2 — Département crédit

1.2.4 Les produits de la CNEP [3]

Afin de réaliser les projets immobiliers, une série de produit a été mise en place par
la CNEP /Banque :

— Les crédits a ’accession
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— L’achat d’une habitation auprés d’'un promoteur
— La vente sur plan (VSP)

— L’achat de terrain

— L’achat d’un local

— Les crédits a la construction

— Achat d’un logement auprés d’un particulier

— Logement social aidé ou participatif (LSP)

1.2.5 Différents risques liés a 'opération de crédit [2]

Le risque de non-remboursement

Le risque de non-remboursement correspond au risque de perte définitive de la créance
d’une banque sur son client. Celui-ci se précise quand la situation financiére commence a
se détériorer et/ou quand le client commence a faire preuve de mauvaise foi vis-a-vis de
son bailleur de fonds. La conséquence de ces deux éléments sera l'incapacité ou le refus
par le client des sommes dont il est redevable vis-a-vis de sa banque

Le risque d’immobilisation

est accentué par le non-remboursement des échéances & bonnes dates par les clients
de la banque ou par une politique inadéquate de transformation des ressources a vue
(dépots) par le banquier en emplois & terme (tels les crédits).

Le risque de taux

Le risque de taux résulte de 1I’évolution divergente du colit des emplois de la banque
avec le cotit de ses ressources. Afin de minimiser ce risque, le banquier doit opter pour des
taux d’intérét variables sur le crédit, directement fonction des ressources de la banque.

Le risque de chance

Ce risque est lié a I’évolution des cours des devises par rapport a la monnaie nationale.
Dans le cas d'une opération commerciale, il sera subi par ’exportateur qui voit le cours
de la monnaie de facturation se déprécier par rapport a4 sa monnaie nationale, et par
I'importateur qui voit la monnaie de transaction s’apprécier par rapport a sa monnaie
nationale. Pour se protéger contre ce risque, le banquier peut faire signer a son client un
engagement de prise en charge du risque de change.



Chapitre 2

Présentation générale de
[’optimisation

Introduction

Ce travail présente une vue d’ensemble des différents sujets abordés dans ce chapitre.
Ce dernier est divisé en trois section principale, la premiére section, intitulée program-
mation linéaire et non linéaire, abordera les définitions, les méthodes de résolution. La
deuxiéme section programmation flou et stochastique, se focalisera sur les principes de la
programmation floue ainsi que sur le modéle stochastique utilisée.

2.1 Programmation linéaire

2.1.1 Définition de 'optimisation :

On général I'optimisation est une branche des mathématiques dans la pratique, on
part d’un probléme concret, on le modélise et on le résout mathématiquement, analy-
tiquement et numériquement.L’optimisation joue un roéle important en recherche opéra-
tionnelle (domaine a la frontiére entre I'informatique, les mathématiques et I’économie
entre autres).

Définition 2.1 : (fonction linéaire) |[21]

Une fonction f : R® — R est dite linéaire si elle s’écrit sous la forme suivante :
f(x) =cde =371, e

¢ : un vecteur de R" constant, indépendant de x. Fonction f : R" — R™ est linéaire
si chacune de ses composantes f; : R — Ri = 1, ..., m est linéaire. Dans ce cas, elle peut
s’écrire f(x) = Az ot A € R™™ est une matrice de constantes.

2.1.2 Définition d’un programme linéaire :

Un probléme de programmation linéaire (PL) consiste a optimiser (maximiser ou
minimiser) une fonction objectif linéaire z dépendante de n variables de décision tout en
vérifiant un ensemble de contraintes linéaires (égalités et /ou inégalités) . 9]

10
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Un programme linéaire est défini par un ensemble de n variables réelles x4, ..., z, et
m contraintes.
2?21 a;jxi(<,> ou =)b;, pouri = 1,2,...,m et une fonction d’optimisation (ob-
jectif)
f:R*—= R
T n
X = (1’1, ,I‘n) = f(X) (‘rlv 71:71) - Zj:l CiT;j
a a 1 by xy
11 in e by -
ou A= S, e=) 0|, b= , =1 .
a a ' ’
nl nn Cn bm T,

2.1.3 Modélisation [4]

Un modele est une construction mathématique utilisée pour représenter certains as-
pects significatifs des problémes du monde réel. Il existe différents types de modéles
mathématique, mais nous nous focaliserons sur les modéles d’optimisation (PL). Il y a
trois composantes principales dans un modéle d’optimisation entre autres :

— Variables : elles représentent les composantes du modéle qui peuvent étre modi-
fiées pour créer des configurations différentes.

— Contraintes : elles représentent les limitations sur les variables.

— Fonction objectif : cette fonction assigne une valeur a chaque configuration
différente. Le terme « objectif » vient du fait que I'objectif est d’optimiser cette
fonction.

2.1.4 Forme d’un programme linéaire :

Générale [9]

z(v) = >0 ¢jxy — (max/min)
(PL) = Z?Zlaij%‘(ﬁ,zou =)b;, i=1,...,m (2.1)
x; >0, Vi=1,...,n

ou
(PL) = z(z) = Z?Zl cjx; — (max/min) (2.2)
> airi(<,>ou=)b, i=1,...,m '

Les ¢; , ai; , b; sont des nombres réels.
canonique (matricielle)

max /min z(z) =z
(PL) = Ar </ >b (2.3)
reR" x>0

11
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Standard

(max /min  z(z) = dz

reR"”

(PL) = Axr=b (2.4)
x>0

beR™ b>0

Remarque 2.1 : Les problémes de minimisation et de maximisation sont équivalents :
min z = —max(—2z) et max(z) = —min(—z).

2.1.5 Domaine de solutions réalisables et solution optimale [5] :

— Solution réalisable : tout vecteur x qui satisfait les contraintes fonctionnelles
et les Contraintes de non négativité est appelé solution réalisable aux modéles de
programmation Linéaire (2.3) et (2.4) .

— Domaine des solutions réalisable :c’est ’ensemble des solutions réalisables du
programme linéaire c’est-a-dire I’ensemble des solutions qui satisfont simultanément
les contraintes fonctionnelles et les contraintes de non négativité pour (2.3) et (2.4).

— Solution optimale : toute solution réalisable qui optimise la fonction objective
pour (2.3) et (2.4).

2.1.6 Propriétés des programmes linéaires

Définition 2.3 : (Hyperplan) [22]
soit a = (ay,as...,a, ) € R" et § € R, avec le vecteur a # 0 alors
H = {x € R"/d'x = } est un hyperplan de R"

Propriété 2.1 :(Ensemble convexe) [22]

Un ensemble C' C R™ est convexe, si seulement si VA, B € C' :

aA+ (1 —a)B e C,Vae|0,1]

Ou bien : C' est convexe si et seulement si le segment reliant tout couple A et B de C'
est dans C' .

12
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Ensemble non convexe
Ensemble convexe

15

FIGURE 2.1 — Figure 2.1

Propriétés 2.2 [22] :
— Soit 57, .95 deux ensembles convexes de R™ alors :
S1+So={xeR"/x=c+d,c € S;,d € Sy} est convexe.
— Soit S C R" convexe alors :

aS = {ax/r € S} est convexe.

— Soit Sy, 55, ..., Sy, des ensembles convexes inclus dans R" : S = (_, S;
S : est un ensemble convexe

2.1.7 Meéthodes de résolution d’un programme linéaire :

Méthode simplexe [23] :

La méthode du simplexe a été développée en 1947 par George Dantzig, elle reste
d’actualité pour résoudre des problémes de grande taille. Cette méthode évolue sur la
frontiére du domaine réalisable de sommet en sommet adjacent, en optimisant la valeur
de l'objectif jusqu’a 'optimum. Un critére d’optimalité simple permet de reconnaitre le
sommet optimal éventuel.

Base et solution de base

Compte tenu du probléme (2.4)
I ={1,2,...,m} Ensemble des indices de lignes.
J=1{1,2,...,n} Ensemble des indices de colonnes.

Base :

C’est une sous matrice Ag d’ordre m extraite de A de déterminant non nul (det(Ap) #
0), les vecteurs colonnes de Ap sont linéairement indépendants (LI), et les variables
associées aux colonnes Apg sont appelées variables de base et les n —m variables restantes
sont appelées variables hors base. Dans ce cas, A et x sont décomposées de la maniére
suivante :

A=|Ap, Agl,z = <5”B>
TH

Az =b < [Ap, Ay (iB) =b = Aprp+Apgrp =0
H

Solution de base :
Une solution réalisable x est dite de base si (n —m) de ses composantes sont nulles, et
aux autres (x;1,Zj2,...,T;m), correspondent m vecteurs (a1, a2, ..., a;mn) de la matrice

13
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de condition A linéairement indépendants. L’ensemble Jg = {j1,j2,...,jm} est appelé
ensemble des indices de base .

Jy = J \ Jp Ensemble des indices hors base.

Autrement dit , Une solution réalisable x = z(.J) est une solution de base ssi :

ry =x(Jy) =0

d@tAB 7é 0 ou AB = A(I, JB) et J](JB) Z 0.

La matrice Ag est appelée la matrice de base :

xj,j € Jp, Les composantes de base.

xj,J € Ju, Les composantes de hors base.

Une solution réalisable de base x est dite non dégénérée si :

Tj > 0,7 € Jp

L’accroissement de la fonction objectif z est égalea :

Az =z2(z) = 2(x) =T — o = Az, (T =2+ Ax)

Construisons le m-vecteur y = y(I), vecteur des potentiels :

y/ — C/AEI

Et le vecteur A = A(J) = (A;,j € J), le vecteur des estimations :

A=y A-{¢
A, =vyaj—c;, jeJ

Théoréme 2.1 [9]

Soit {x, Ap} une solution réalisable de base de départ. L'inégalité Ay = A(Jy) > 0
est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence elle est nécessaire pour 'optimalité
de {z, Ap}.

Algorithme du simplexe [24] (cas maximisation) :

Soit {x, Ag} une solution réalisable de base de départ et supposons que le critére
d’optimalité n’est pas vérifié, c’est-a-dire I'inégalité A; > 0,7 € jy. Pour vérifier on va
Choisirez l'indice :

— Le but de l'itération est de faire rentrer 'indice j, dans la base (autrement dit la
colonne a;y va rentrer dans la base ). Donc il faut trouver un indice j; € Jg, qui
sortira de la base ( & cet indice correspond la colonne aj; € Ap, Et ceci constitue
l'itération qui procéde au passage de la solution de base (pont extréme) x, Ap a la
solution {7, A} sommet voisin ) et tel que z(z) > z(z)

La nouvelle solution de base & sera trouvée de la maniére suivante :
T=x+0l
[ est la direction de changement de x et 6 le pas de cette direction.
0, sijeJy / Jo
L, sij=Jo
— Sur Jp : Z doit étre réalisable , donc elle doit vérifier Az = b et comme Az = b
donc O Al = 0 de cette derniére relation on obtient :

— Sur jg posons : [; = {

lB = l(JB) - —AglAHlH
Delazy =axg+0ly =0ly >0et Tg=xp+0lp :a:j—QAglajo >0

— Si les composantes du vecteur Aglajo < 0 alors z; > 0,V0 > 0, donc on peut
prendre € = oo et on aura une solution infinie.

14
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— Pour avoir Zp > 0, il faut prendre un pas maximal 6° :
QozmianJBGj:min{%/xjoj>0,j€JB}:9j1, Jj1 € JB.

La nouvelle base sera :

Jp = (J\{jo}) U{s} and Ap = (Ap \ {ajo}) U {a;}

Tableau du simplexe [24] [25]
Les différents calculs qu’on aura a effecteur dans les différentes étapes de résolution
seront disposés dans le tableau suivant :

c 1 Ca c3 e Cm Crmt1 U T I eSS
cg | Base b ay Qs as am, Gmt1 clap || an |6
c1 ay by =1 1 0 0 0 Timy1) | --- | Ty |- | 2ln | 0
Cy Qs by = 19 0 1 0 0 o (ma1) | --- | Toj | ... | 220 | O
C3 as by = x3 0 0 1 0 T3 (ma1) | --- | T3j | ... | 230 | O3
Cm A | b = Tom 0 0 0 . 1 Tonmt1) | - | Tmj | -+ | Toon | O |
Z =|cg'rp A; A1 =0|A=0|A3=0|...|A,=0| App1 |...] A;|...] A,

Exemple 2.1 : Soit le programme linéaire suivant :

max z = 10z, + 152,

51 + 229 < 80

1 + 29 < 20 (2.6)
T+ 2x9 < 30

120, 23>0

Transformons le programme (2.6) sous forme standard en ajoutant les variables d’écart
T3, Ty4,T5

(max z = 10z 4+ 1529

5r1 + 2x9 + x3 = 80

1+ X9 + x4 = 20 (2.7)
r1+ 229 + x5 = 30

r; >0, 21=1,...,5

La solution de base de départ estz = (0,0, 80,20,30)" avec Jg = {3,4,5} et Jg =
{1,2}

Le vecteur des potentiels est :

y =cgAz' = (0,0,0) = (0,0,0)

OO
O = O
— O O

Déterminons les vecteur des estimations A :

15
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A =vy'a; —¢
5!
Ay =y'a;—c;=(0,0,0) [ 1] —10=-10
1
2
Ao =ylas — ey =(0,0,0) | 1] —15=—15

2
A3:A4:A5:0,CarAj:OpourjEJB.

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié donc la solution de départ n’est pas optimale.
Initialisation du tableau du simplexe :

C 1015011010
Cg|Base| b | 1 | @9 | 23 | 74 | 5 0;
0 T3 80 | 5 2 1100 |8=+=2=40
0 Ty 20 | 1 1 0] 110 20
0 T 30 | 1 2 0011 15
Aj|-10|-1510 0] 0

La solution de départ n’est pas optimale car :
Hlil’l{Aj < 0} (Al =—10 <0, et AQ =—-15< O)
La variable x5 va entrer en base.

Premiére itération du tableau :
Pour déterminer la colonne qui va sortir de la base, on calculons les 0,7 € Jp

0, = =i xj0j>07 jGJB

T s’
05 = 2 =40
0, =2 =20
05 = 2 =15

minje s, 0; = 03 = 15, donc x5 sort.
D'ou Jg = {3,4,2} et Jy = {1,5}

C 10 |15 0 | O 0
cg | Base | b Ty | T | X3 | T4 | T5 0;
0 T3 50 | 4 011 0] —-1]125
0 Ty 5 % 0]0]1 —% 10
15 o [15] 2 [1]0]0] 5 |30
A;j |25 0100175
Deuxiéme itération du tableau :
La variable x; va remplacer x4 dans la base.
C 1011510 | 0 0
Cp|Base | b | o1 |22 | 23| s | x5 | 0
0 T3 wlo|o0|1[-=8]31]/
10 Ty wl1,0]0|2]|-1|/
15 Ts wjo|1|0|-1]1]/
A; 1001015

16



Présentation générale de l’optimisation

Le critére d’optimalité est vérifié, donc la solution = (10, 10,10,0,0) est optimale
pour programme standard, donc la solution optimale de (2.7) est
2 = (10,10, 10) avec 2% = 250

2.1.8 Initialisation de I’algorithme du simplexe :

Il est impératif d’avoir une solution de base réalisable de départ pour pouvoir utiliser
la méthode du simplexe. Dans plusieurs situations, celle-ci n’est pas toujours facile a
obtenir. La méthode des deux phases et la M-méthode que nous allons exposer dans la
suite de ce chapitre sont des variantes de la méthode du simplexe.

La M-Méthode [24]
Le mathématicien américain Tcharness a proposé cette méthode pour résoudre les
programmes linéaires.
max z = c'x
Soit le probléme : (P){ Az =
r; >0, jg=1,....n
On constitue le probléme (PM) de la maniére suivante :

maxz=cdr— MY " @y

(PM) S [Az]i + 2pyi=b;, i=1,....m
z; >0, j=1,...,n+m

Ou M >> 0 (un nombre positif trés grand).

Le vecteur X = (0,b) = (x; = 0,2,4; = b;, i = 1..m)" est une solution de base
réalisable de (PM). On résout le probléme (PM) par la méthode du simplexe avec une
solution réalisable de base de départ {(0,b), Ag} et on obtient une solution optimale

{XO — (xo’:c%H, 7 =1. m),AOB}

Principe de la M-méthode :
Apreés la transformation de (P) en (PM), a Poptimum nous avons les cas suivants :

1. Si toutes les variables artificielles sont nulles alors la solution est optimale. De plus
si Ajo =0, Vjo € Jy alors on aura une infinité de solutions optimales.

2. Au moins une variable artificielle de la base strictement positive cela implique
contraintes contradictoires.

3. A un certain moment, on ne peut pas améliorer, par manque de pivot. On distingue
deux cas :
-Toutes les variables artificielles sont nulles — solution infinie.
-Au moins une variable artificielle strictement positive — contraintes contradictoires

Exemple 2.2 : Soit a résoudre le probléme suivant :

.
z= =211+ 219y — max

T1+ x9 > 2
(P) x1 >0
201+ 19 > 3
To >0

17
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Le M-probléme correspond a (P) est :

2y = —2x1 4 209 — Mxs — Mxg — max
Ty + Xy — X3+ T5 =2
201 + X9 — x4+ T =3
r; >0, j=1,...,6

Let J = {1,2,...,6}, J = {5,6}, and Jy; = {1,2,3,4}.
Ay = [0](Vecteur)
Ay = ClLAG Ay — Oy

11 -1 0
AIH:<_M7_M) <2 1 0 _1)_(_2727070)

= (=3M, —2M, M, M) — (=2,2,0,0) = (—3M +2,—2M — 2, M, M)

0
0
r=|0| = zy(x)=-5M
2
3
Initialisation :
base 1 Ty T3 | x4 | T5 | T6 b
T 1 1 —-1] 0 110 2
Tg 2 1 0 |—-1]011 3
AN -3M+2 | -2M -2 | M | M| 0|0 |z2y=-5M
ler itération :
base | x1 T T3 Ty T Tg b
Ts 0 1/2 -1 1/2 1 -1/2 1/2
T 1 1/2 0 -1/2 0 1/2 3/2
M M 3 M
2er itération :
base | x1 | T2 | T3 | T4 T T b
T 0|1 |-21]1 2 -1 1
1 110 1 | -1 -1 1 1
A 0|0 |—-6| 4 | M+6|M-—4|2zy=0

3em itération :

base T1 | X2 | T3 Ty Iy T b
xg |21 ]0]-1]0 1 3
T3 1101 1]-1|-1 1 1
A’ 6 0 0 —2 M M + 2 ZM

18
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Impossible de continuer = selon I’algorithme, la valeur de la solution optimale tend
vers +00.

La méthode de deux phases :

Considérons le probléme de la programmation linéaire suivant :

z =cx — max
(P){

Az <b, z; >0, j=1,...,n

Premiére phase
La premiere phase de résolution du probléme P consiste & déterminer une solution de
base réalisable de P . Pour cela, on construit le probléme suivant :

(= 22t Ty — max)
(P) S [Az]; + 2y =b;, i=1,...,m
x>0, 2,020, 2=1,...,m
Ot x,4; sont appelés des variables artificielles .

Le probléme (P') posséde n+m variables et m equations . Le vecteur x = (0,...,0,b1,...,by)
réalisable pour (P’) donc I’ensemble des solutions admissibles de (P’) est non vide .

D’un autre coté, la fonction objectif —> 1" | x,4; < 0, donc le probléeme (P’') admet
une solution optimale X° = (29, 22).

Deuxieme phase Soit {z° 2%} une solution optimale de (P’) avec des variables
artificielles nulles. Alors, on utilise la solution z° avec sa matrice A% comme solution de
base de départ du probléme (P), et ceci constitue la deuxiéme phase. Si 22 +i = 0 pour
tout i et il existe un indice iy tel que a;y € A%, alors pour revenir & la deuxiéme phase,

pour exclure cette colonne de A%.
Exemple 2.3 : Résoudre avec deux phase le probléme suivant :

z2=x1 + 215 + 23
—x1+x2—x3:10
(P)

21’1—1‘2—1‘3:5

;>0 pourj=123
Tout d’abord construisons, le probléme Auxiliaire (pb aux) du probléme initial

Z = —X4 — T5 — Max

-1+ 29 — 23+ x4 =10

(pbaux) 1 2 3 4
2%1—1‘2—1'34‘.1'5:5

z; >0 pourj=1,..,5
x4 et x5 sont des variables artificielles. On a J = {1,2,3,4,5} et Jg = {4,5}.

ler phase
o Initialisation du simplexe

Base al i) I3 Ty | Ty b
ry |—1| 1 | =1|11]0 10
s | 2 | =1 1 |01 5
A" | —=1] 0 0|0 0]z=-15
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/N | -1 /

cy=(-1,-1), Ap'= PR ., Ag=| 1], cy=1(0,00)
2 -1 1 1
-1
cpAp Ay = (-1,-1) [ 1 | = ((=D(=1) + (=D(1) + (=1)(=1)) = (1)
-1
Ay =(-1,0,0) — (0,0,0) = (—1,0,0)
o ler itération :
Base | 73 To T3 Ty | s b
Ty 0 /2 | =1/2 |1 |1/2 25/2
1 1| =1/2] 1/2 0 |1/2 5/2
A 0| —-1/2| 1/2 0 z=—125/2
o 2em itération :
Base | 1 | 22 | 23 | x4 | 5 b
T 0O 1 -121]1 25
1 110 0 1|1 15
Y 0|0 0 1111]1z2=0

Tableau optimal, les variables artificielles sont hors base et z = 0. On a obtenu des

solutions de départ pour le probléme initial.

2em phase
On aborde la 2eme phase sur les variables artificielles :

2 =x1 + T2+ xr3 — max

Base | x1 | 23 | x3 b
T 0]1]-1 25
1 1100 15
A 0] 0|—-3|z2=65
-1
Ay=2 D)L 0 |—-1=-3
-3

Impossible de pivoter par manque de pivot et donc la solution optimale tend vers

I'infini

La conclusion est que max z = +0o0.

Méthode des coupes (GOMORY) :
La méthode des coupes de Gomory est une technique utilisée en Recherche opération-

nelle, pour résoudre des problémes linéaires en nombres entiers. Cette méthode développée
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par Ralph Gomory en 1958, consiste a générer des coupes pour améliorer la relaxation
linéaire d’un probléme.

Algorithme de Gomory [5]

- Etant donné un (PLNE), résoudre le PL correspondant a l'aide d’un algorithme
du simplexe. Si la solution optimale du PL est entiére, elle est également une solution
optimale au PLNE. La résolution est terminée.

- Si une ou plusieurs variables de base dans la solution optimale du PL ne sont pas
entiéres, on doit alors générer a partir d'une des lignes du tableau (celle dont la partie
fractionnaire pour la variable de base correspondante est plus élevée) une contrainte
supplémentaire dite coupe de GOMORY. Cette contrainte est ajoutée au tableau optimal
du PL et on détermine le nouveau tableau optimal a l'aide de la méthode duale du
simplexe.

- Si les variables de bases dans le nouveau tableau optimal sont entiéres, nous avons
obtenu la solution du PLNE. La résolution est terminée.

- Sinon, on doit générer a partir du dernier tableau optimal une nouvelle coupe de
GOMORY, I'ajouter au dernier tableau optimal et trouver la solution optimale a valeurs
entieres.

Régle pour générer la coupe de GOMORY

On choisira, dans le tableau optimal, la variable de base ayant la plus grande partie
fractionnaire et on déduit I’équation de la coupe en exprimant toutes les variables du
tableau en fonction de la valeur xp; de la variable de base. Formellement la coupe de
Gomory est générée comme suit :

Tp; + Z aijrj = b; (2.8)

=
Ou J = j : 7 indice de variable hors base j =1,...,n
Notons par |a| la partie entiére inferieur & a. . Dans ce cas,

«'EBz‘f‘Z Qi Ij‘i‘ZfazJ = [bs] + f(bs) (2.9)

jeJ jeJ

Ou (a) =a—|a] .
Liquation (2.9) est égale a :

:cBH—Z aijle; = b+ f(b; Zf aij)T; (2.10)

jed jeJ
Nous pouvons écrire (2.10) sous forme d’'une inéquation :
vei+ Y lag)z; < [bi] + f(b) (2.11)
jed
Cette inégalité satisfait aussi :
jed

De (.) nous avons :
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rp; = bl — Zaijxj (213)

jed

Nous remplagons (2.13) dans (2.12) nous aurons 'expression la coupe de Gomory

> fla)z; > f(by) (2.14)
jeJ

Exemple 2.4

Soit le probléme linéaire en nombre entier suivant :

max z(z) = x1 + 2x9
201 + 15 < 3
T < 2
r1 €N, 2N

(PLNE)

La forme standard et relaxé de(PLNE)

max z(z) = x; + 223
201 + 9+ 23 =3
To+ 2y =2
2; >0, j=1,...,4

(£)

On a
J=1{1,2,3,4}, Jp=1{3,4}, Ju=A{1,2}

Donc la solution de base réalisable est = (0,0, 3, 2)

Dressons le premier tableau du simplexe du (P,) :

Cp |Base | B | x| o |23 | 24| 0
0 T3 3| 2 1 11013
0 Ty 2 0 1 0 1] 2
z2=0 / Al—-1]-=2[01]0]/

On remarque que la relation A; > 0, Vj € Jy n'est pas vérifiée, donc la solution
réalisable de base initiale n’est pas optimale, on doit alors changer la base de la maniére
suivante :

min (A;/A; < 0,5 € Jy) = Ay = =2

Donc jp = 2, de la la variable x5 va rentrer dans la nouvelle base, et calculons :

6° = minjey,(0;), dou 6° = 2, de la la variable x4 va sortir de la base , et la
nouvelle base est Jp = {2,3}

Dressons le deuxiéme tableau du simplexe pour déterminer la nouvelle solution :
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Cp |Base | B | o1 | 22 | 3| 24 | 0;
0 zs 1] 2]0]1]-1]3
2 T 210 11011/
z=4 / Al-1]0/[0] 2]/

La nouvelle solution de base est x = (0,2,1,0); qui n’est pas optimale, car A; =

-1<0
Dressons le troisiéme tableau du simplexe :

Cg Base | B |z |22 | 23| 24 | 0;

1 w3103 ] 5]/

2 Ty 210110 /
z=9/2| / |[Al0 0|0 |1/2]]/

La solution de la troisiéme itération est optimale pour le (P,) mais pas optimale pour

(PLNE).
Pour cela on exhibe la coupe de Gomory tel que : f; <> ey Jiii
1

11
5 < 573 — 574

En utilisons le dual du simplexe on résout le dernier (P)) :
lére itération :

Cg Base B Ty | To T3 T4 T

1 1 1/2 110 /2 | =1/2| 0

2 T9 2 0|1 0 1 0

0 xs | —1/21 0| 0 | —=1/2] 1/2 1
z2=9/2 / A 01]0 1/2 3/2 | 0
I 7 o 17171 1t 13 1]

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié car 3 z; < 0,5 € Jp on doit faire sortir x5
de la base car minz; = 25 < 0. Et donc : 0; = —=L et mino; = o3.
T55

donc on doit faire rentrer xs dans la base. 2éme itération :

Cg |Base | B|xy |22 | 23| T4 | 25
1 1 O(1]0]0]|-1|1
2 T 2101110 1 0
0 T3 11001 ]-1]-=-2
z=4 / AlO0O|l0]0 1 1

Le critére d’optimalité est vérifié, donc = = (0,2,1,0,0) est la solution optimale du
probléme (P!) avec Z° = 4 et aussi pour le (PLNE).

Méthode de Branch and Bound [26]

— Les méthodes de branch-and-bound sont des méthodes basées sur une énumération
"intelligente" des solutions admissibles d’un probléme d’optimisation combinatoire.

— Idée : prouver 'optimalité d’une solution en partitionnant ’espace des solutions.

— Exemple d’application a la programmation linéaire et non linéaire en nombres en-
tiers utilise toute la puissance de la programmation linéaire ou non linéaire pour

déterminer des bonnes bornes.
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— On appelle relaxation linéaire d’un programme linéaire en nombres entiers le pro-
gramme linéaire obtenu en supprimant les contraintes d’intégrité sur les variables.

Programme en nombre entiers :

max c'x
(P)=< Az <b
z>0,zeN"

Relaxation linéaire :

max c'x
(LP)=<( Az <)
x>0

Propriétés de la relaxation linéaire
— La valeur de la solution optimale de LP est une borne supérieure sur la valeur de
la solution optimale de P.
— La valeur d’une solution admissible de P fournit une borne inférieure sur la valeur
de la solution optimale de P.

— Si la solution optimale de LP est entiére (donc admissible pour P), elle est également
la solution optimale de P.

Branchement
— Si la solution de (LP) n’est pas entiére, soit z; une variable prenant une valeur
fractionnaire x} dans la solution optimale de (LP)
— Le probléeme peut étre divisé en deux sous-problémes en imposant
x; < |zf| oux; > |xf| +1 Ou |z}] est le plus grand entier inferieur a z}

— La solution optimal de LP est la meilleure des solutions optimales des deux sous

max c'x max c'x

Az <b Az <b
problémes(Py; Py) : (Py) = t= (P) = -

z; < |7 x> [x7] +1

x> 0. z > 0.

Exemple 2.5 [26] Soit a résoudre le programme suivant

(max Z = 5r1 + 4z9
T1 + T2 S 5,
(P) = 105[31 + 6372 < 45,

Ty, T2 > 0,

\et x1, Lo sont des entiers.

=3.75 =1.25
(LP) _ X1 y L2 3
2 =923.75,
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X, = a5 Xy = 2 [L-Pg)
Z =23

@r

La solution de (LP;) est une solution admissible de p et donc Z = 23 est une borne
inférieure sur la valeur de la solution optimale de P. Le noeud correspondant peut étre
éliminé vu qu’une solution entiére optimale satisfaisant z; < 3 a été trouvée (solution de
(LPy). La valeur de la solution de LP, Z = 23.75 est une borne supérieure sur la valeur
de la solution optimale de P. Vu que tous les coefficients sont entiers, on peut en déduire
que la valeur de la solution optimale de P est inférieure ou égale a 23. La solution de
(LPy) est donc optimale pour P.

Reégles de branchement

— Il n’y a pas de regle générale pour le choix de la variable de branchement et de la
branche a examiner en premier.

— Ce choix peut avoir un impact important sur le nombre de noeuds & examiner dans
I’arbre de branch-and-bound.

(LP) Ix. =3.75; x; =125

Z = 12375
sy Xy =4
(LP) [.\--_ =;=3 ;3 =2 ‘ (”,:}{.n =Z4=; E;nm ‘
X3 E/ =1
(LP3) ['Y’ :;"'_-5 22‘_5: 0 (LPy) pas de solution

Méthode de BALAS [27]

La méthode de Balas est une méthode arborescente, comme toute autre technique
arborescente (Branch and Bound) cette méthode a des limites au-dela d’une dimension
(coté logiciel). Cette méthode peut étre classée dans la classe des problémes NP-difficile.

Nceeuds de séparation (branching)

Chaque nceud de (sommet) S(;) correspond a une solution partielle. Ce noeud corres-
pond & deux sous-ensembles d’indices pour les variables.

Soient : F'(t) Les sous-ensembles d’indices fixés & 0 ou & 1 pour les variables au niveau
du noeud Sy
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Fo(t) indice de variables fixé a 0

__w
,4-"“"—'/"_

—— 3 F,;(t) indice de variable fixé a 1

F(t)

L(t) Les sous-ensembles d’indices de variables non fixés (libres)
Pour faire le branching on choisira donc une variable telle que j € L(t), & ce moment
on aura deux files :

j=1 Jj=0
1ér file 2éme file

Remarque 2.2 :
Le probléme posé c’est comment choisir sur lequel on fera le branching (séparation).
Pour cela écrivons le probléme sur n’importe quel nceud (sommet) Sy

Ly = Z CjTj + Z cj
)

JEL(?) JER(t

Zaijxjgbi— Z aij:SZ- iE{l,Z,...,m}

JjeL(t) JEF1(t)

Nous appelons I’évaluation S; = jer @ Ci valeurs meilleur pour ce nceud. Sy est un
noeud quelconque de I’arborescence.

les tests sur les noeuds (les sommets S;))
Aprés création d'un nceud S; et son évaluation il faut faire les tests suivants :

1. On abandonne un neceud si I’évaluation (S;) est supérieur ou égale & Ziouve valeur
de la solution provisoire trouvée.

2. x solution obtenu en posant x; = 0 et j € L(t) est solution réalisable pour pl )
comme avec Vi € {1,...,m}, S; > 0 alors le nocud est terminal en en (S;) son
évaluation min Z;.

Décision de séparation au niveau d’un sommet (noeud)
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Comment séparer au niveau d’un sommet ? (Quelle variable de séparation & choisir)
Balas a donné une technique pour minimiser le nombre de branching a effectuer et cela
comme suivant :

Soit deux sous ensemble Q(t) et R(t) définis comme suit :

Qt)={i|S; <0}, i=1,....m

R(t) ={j € L(t) | 3 € Q(t), ai; < 0}

Mesure de proximité
Balas propose pour ses solutions (pour p(t) < 0)

P(t,7) =Y icqu Si = iz min(0, S;)
La proximité d’une solution si on fixe z; a 1 est la suivante :

P(t,j) => o —mymin(0,S; — a;))

€{1,...,m}
Le terme (S; — a;; ) est le second membre.

Si on fixe zj« a1 :

Pour déterminer la variable x;» & choisir pour faire le branching (Séparation) la mé-
thode propose de choisir 'indice j* € R(t)

P(t7j*) = MaX;eR(t) P(ta])

Conclusion :

— P(t,7%) = 0 la solution obtenue pour z;« et j in L(t) est une nouvelle solution
réalisable (nceud terminal).

— En cas d’ex aequo on choisit la variable de cofit faible.

Exemple 2.6

4x1 + 629 4+ 923 + 204 + 5 — TUIN
—x1 + 209 —das — x4 + 35 < —2
¢ 1 — 209t s+ 5 < —1

201 — 5x9 + 223 + x4 — 205 < 1

z; €{0,1}, j=1,...,5
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variables.

(2N (N N ()
Non | |

exls) \ ev(sy)=0

\_/ N i

xz=1 ."'III e x=0 Pas de solution
.-:s——'-j o P

e N S

\réalisable /I ch‘n- /
% 5 n_?illsabli/

Conclusion : avec la méthode de Balas on a trouvé
x7=0, z53=1 a5=1 2;,=0, 2;=0
Et la solution optimal z(z*) = 15.

.

2.2 Programmation non linéaire :

2.2.1 Définition d’'un Programme non linéaire [6] [7]

La programmation non linéaire est une technique d’optimisation mathématique uti-
lisée pour trouver la solution (les solutions) optimale globale (locale) pour un probléme
donné, dont la fonction objective et /ou les contraintes sont linéaire ou pas et a plusieurs

Par exemple :

fonction objective non linéaire sur un sous ensemble convexe ou non convexe.

Le probléme non linéaire s’écrit sous la forme, entre autres :

minmax f(x)
h(z) =0

g(z) <0

r e R"

(2.15)

f:R" =R Ah:R" - RP g:R" — R™, et x € R".

Définition 2.4 : (fonction non linéaire) [21]
Toute fonction qui n’est pas affine est dite non linéaire.

a programmation non linéaire est la recherche d’un optimum d’une
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Définition 2.5 : (fonction affine) [21]

Une fonction f : R” — R est dite affine si elle sécrit f(z) = ¢z +d, ou ¢ € R”
est un vecteur de constantes et d € R. Une fonction f : R™ — R™ est affine si chacune
de ses composantes f; : R" — R ¢ = 1,...,m est affine. Dans ce cas, elle peut s’écrire
f(z) = Az + b, ou A € R™*™ est une matrice et b € R™

Définition 2.6 : (dérivée partielle) [26]

Soit f : R®™ — R une fonction continue. La fonction notée Vif : R® — R", également
9f(x)

notée == est appelée i éme dérivée partielle de f est définie par :

f(@1,e it oy @n) = F(Z1,05Ti5 5 Tn)
- .

hmaﬁ\o

Cette limite peut ne pas exister.

Définition 2.7 : (Gradient) [21]
Soit f : R® — R une fonction différentiable. La fonction notée : Vf : R® — R est
appelée le gradient de f et est définie par :
of (z)

w1
V)= :
of (x)

Oxn,
Exemple : Soit f(x1, 72, 13) = ™ + x2x3 — 117973. Le gradient de f est donné par :

el 4+ 2x1x3 — Tox3
Vf(l’l, L2, xs) = —X1T3
2
X1 — T1T2

Définition 2.8 : (Dérivée directionnelle) [21]

Soit f : R® — R une fonction continue. Soient x € R™ et d € R". La dérivée direc-
tionnelle de f en x dans la direction d est donnée par : lim,_so w., si la limite
existe. De plus, lorsque le gradient existe, la dérivée directionnelle est le produit scalaire
entre le gradient de f et la direction d,i.e. V f(z)d.

Exemple : Soit f(xy, 22, 23) = €' + 22w3 — 112923, et soit d = (dy, dy, d3).

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est :

(dl, dg, dg) . Vf(ml, T, 113'3) = dl(eml + 2.1711’3 — .2?2153) — dgl‘lxg + dg(l‘% — .Tl.TQ).

Définition 2.9 : (fonction différentiable) [21]
Soit f : R™ — R une fonction continue. Si, pour tout d € R", la dérivée directionnelle
de f dans la direction d existe, alors la fonction f est dite différentiable.

Remarque 2.1 : La dérivée partielle = dérivée directionnelle dans la direction des
axes de coordonnées : %f—a(:@ = (Vf(x))e
Avec : ¢; = (0,...,1,...,0)" : le iéme vecteur de la base canonique de R".

Définition 2.10 : (matrice Jacobienne) [21]
soit f : R" — R™ la fonction J(z) : R® — R™™ définie par :

) 0
gr(x) - g (x)
J(x) = : : est appelée matrice Jacobienne
Ofm Ofm
Go(x) - G (o)
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Définition 2.11 : (matrice Hessienne)
Soit f : R® — R deux fois différentiable; la fonction notéeV?f(x) : R* — R"™™

Pfx)  Pfx) . Pf(x)
3.@% O0x10x2 0x10xn
2f@) P . 2f@)
définie par : H(z) = 8”'8“"1 8;"2 6”?“ est appelée matrice hessienne
Pi@)  Pf@ . @)
0xn0x1 Ox,0T2 ox2

Exemple 2.2 : Soit f(.fl)'l, X, .1’3) = e 4+ l’%l'g — X1T2X3
el 4+ 22113 — T9x3
Le gradient de f est donné par : V f(z1,zq, x3) = —2x173
T2 — 1129
La Hessienne de f est donnée par :
el +2x3 —x3 217
H(I) = v2f<l’1, 9, ZL’3) = —2512'3 0 —2.%'1
21’1 — T9 —XT 0
Remarque 2.2 :
La matrice Hessienne est toujours symétrique.
Définition 2.12 :
Soit A une matrice carrée (n x n) symétrique, A est dite :
— Semi définie positive (respectivement semi définie négative) si ’Az > 0 (2’ Az <0
) avec x € R™
— définie positive (respectivement définie negative) 2’ Az > 0 (' Az < 0) avec z € R”
x#0
Définition 2.13 : (fonction convexe) [21]
Une fonction f : R™ — R est dite convexe si pour tout z,y € R" et pour tout A € [0, 1]

Ona: f(Az+ (1= Ay) <Af(z) +(1=N)f(y)

Définition 2.14 : (fonction concave) [21] Une fonction f : R" — R est dite
concave si - f est une fonction convexe, c’est-a-dire si pour tout z,y € R" et pour tout
A€ (0,1 On'a: f(Ax+ (1—A)y) > Af(a) + (1 - N f(y)

Remarque 2.3 :

— Si Hessienne f est définie positive alors f est strictement convexe.

— Si Hessienne f est définie négative alors f est strictement concave.

— Si en utilisant les valeurs propres : Soit \; les valeurs propres de A sont telles que :
- A; > 0 alors A est définie positive.
- A; > 0 alors A est semi définie positive
- A; < 0 alors A est définie négative.
- A <0 alors A est semi définie négative

Définition 2.15 :
Un programme mathématique est un probléme d’optimisation dans R"™ s’écrit sous la
forme suivante :

{min/max f(z) (2.16)

reD
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D={zxeR":g(x)<0, i=1,...,m, hj(z)=0 Ou, j=1,...,p}

gi,hj :R" = Ret f:DCR" =R
On appelle f la fonction objectif et D ’ensemble des solution réalisables (admissibles)
Pour le probléme (2.16) ci-dessus z* € D est un :
— Minimum local si f(z*) < f(z) Vo € V(x)
— Maximum local si f(z*) > f(z) Vo € V(2)
Tel que V(x) le voisinage de x.
— Minimum global si f(z*) < f(x) Vx € D
— Maximum local si f(z*) > f(z) Yz € D

2.2.2 Optimisation sans contraintes [6] [7]

Un probléme d’optimisation sans contraintes s’écrit sous la forme suivante :

{minf(x) (2.17)

z e R"™

Ou f: R™ — R est une fonction continue différentiable.

Les conditions nécessaires du ler ordre (cas minimum)
soit f: R™ — R différentiable, z* est un minimum local ou global alors V f(z*) = 0

Les conditions suffisantes du ler ordre (cas minimum)(cas convexe) Soit f :
R™ — R différentiable et convexe, alors z* est un minimum local (ou global) V f(z*) =0

Les conditions nécessaires du 2éme ordre (cas minimum)
Théoréme soit f : R" — R de classe C? ,est un minimum local (ou global) alors :

— Vf(z*)=0
— H f(z*) = 0 est un semi définie positif (SDP)

Les conditions suffisantes du 2éme ordre (cas minimum)
Théoréme
soit f: R™ — R de classe C? si

— Vi) =0
— H f(z*) est définie positif (DP)

Alors z* est un minimum local (ou global) strict.
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2.2.3 Optimisation avec contraintes [6] [7]

Définition 2.16
On définit le probléme d’optimisation avec contraintes sous la forme suivante :

min f(x)
gi(z) <0,i=1,...,m
hij(z)=0,7=1,...,p
reR"

(2.18)

oﬂgi,hj:R”%Retf:R”—)R
Définition 2.17

Les contraintes sont dites actives au point z° si Vg;(z°) = 0

Qualification des contraintes (QC) [7]
Pour que la qualification des contraintes soit vérifiée en tout point x € D il suffit que
I'une des conditions (1) ou (2) soit réalisée :

1. Toutes les fonctions g;,¢ = 1,...,m et h;,7 = 1,...,p sont linéaires ou affines
(Karlin).
2. Toutes les fonctions g;,© = 1,...,m sont convexe et les h;, 7 = 1,...,p sont linéaires

et il existe z € R™ vérifiant ¢;(z) < 0,i=1,...,m h;(z) =0(j = 1,...,p) (Slater)
Pour que (QC) soit vérifiée en un point z° , il suffit que 'on ait :

3. Les gradients des contraintes actives Vg;(2") , i € {1,...,m}et Vh;(z") , j €
{1,...,p} sont linéairement indépendant (Fiacco-McCormick) .

Définition 2.18 :
Le Lagrangien du programme mathématique (2.18) est défini par :

Lz, A ) = f(2) + 3205 Aigi(@) + 375, pihy(x) avec A; > 0 et p; € R

Les conditions nécessaires de Karush-Kuhn- Tucker (CN du ler ordre) [6]
[7]

Théoréme

On suppose que les fonctions f,g;,t = 1,...,m et h;,j = 1,...,p sont continument
différentiables, et que '’hypothése de (QC) est vérifiée en 2° € D avec :

D={zxeR":g(x)<0,i=1,...,m, hj(z)=0,j=1,...,p}

Alors la condition nécessaire pour que z* soit un optimum local (global) de (2.18) et
qu’il existe des multiplicateurs \* € R et p* € RP tel que :

V(@) + 225 A Vgi(a®) + 3225 1w Vhy(®) = 0

avec
V.L(x*, \*, 11*) =0 (condition d’optimalité)
Agi(z*) =0, i=1,...,m (condition de complémentarité)

X>0, i=1,...,m
gi(z*) <0, i=1,...,m
Lgi(z") <0, i=1....p
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Les conditions nécessaires du 2éme ordre

Théoréme

Soient les fonctions f,g;,i =1,...,met h;,j =1,...,p de classe C* | z* un minimum
local qualifié alors il existe des multiplicateurs \* € R et p* € R? tel que :

— x* Vérifie les CN de KTT
— H,L(x*, \*, u*) est définie positive sur l'espace tangent T'(z*) au point z* du pro-
bléme (2.18) qui est définie par :
T(*)={yeR":Vg(z*)-y<0,i=1,...,met Vhj(z*)-y=0, j=1,...,p}

Alors z* est un minimum local strict.

2.2.4 Cas particulier de la programmation mathématique

Résolution d’un probléme quadratique convexe

La programmation quadratique est une branche de 'optimisation non linéaire, ou la
fonction objectif & minimiser est une fonction quadratique et les contraintes définissant
le domaine des solutions réalisables sont linéaires (et,ou) quadratiques.

Une version du probléme quadratique peut s’écrire comme suit :

minf(z) = 32'Dx+ dz +g
Az =b
Qr <h
x € R"

(2.19)

Ou D est une matrice symétrique d’ordre n, ¢ et x sont des n-vecteurs, A est une (p,n)
matrice avec rang(A) = p, @ est une (m,n) matrice ,rang(A) = m,b est un p-vecteur et
h est un m-vecteur, et g € R.

Méthode de Wolfe (1959) [28]

De multiples approches existent pour résoudre les problémes de programmation qua-
dratique. Parmi celles-ci, on s’intéresse a la méthode la plus classique de Wolfe qui n’est
que la méthode du simplexe légérement modifiée. Le principe de cette méthode est la
résolution du systéme de Kuhn-Tucker et consiste a trouver une solution réalisable pour
un systéme linéaire avec une condition supplémentaire de type x;0; Ot x et 0 sont des
vecteurs de méme dimension.

Algorithme de Wolf [28]
Début
1. Introduire les donnés D, A, b, c
Appliquer les conditions de KKT au probleme
Déterminer les équations de KKT
Détermination des paramétres du programme linéaire.
2. Déterminations des parameétres du programme linéaire
Introduire les variables artificielles
Construire la matrice des contraintes
Construire le vecteur des cofits.
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3. Initialiser le vecteur de solution (x, A, d, v)
Déterminer ’ensemble des indices Jg et Jy
Extraire les éléments de base xg,cp,Ap

4. 4. Calculer le vecteur des potentiels y' = A5
Calculer le vecteur des estimations Ay = y'Ay — ¢y
Si 0 > 0 alors la solution actuelle est optimale
Fin si
Sinon aller & 5

5. Déterminer la variable qui entre en base tout en vérifiant la condition A\;z; = 0,5 =
(1,n)
Déterminer la variable qui sort de la base
Mettre & jour Ap,xp,cp, Jg, Jg et aller en 4
Fin.
Exemple 2.3
Soit a résoudre le probléme non linéaire suivant :

min f(z) = 222 + 2179 + 1225 + 21 + 429
<3
(py={ TS (2.20)
2])1 + X2 < 2

120, 2220

Le probléme sous la forme standard

min f(z) = 222 + 1129 + 1223 + 21 + 429
=3
(p) =TT (2.21)
2.CE1 + X9+ 24 = 2

2; >0, j=1,2,3,4

4y + 29+ 1
Calculons Vf(x) : Vf(z) = x1+281:v2—|—4
0
4 1 0 0
1 24 0 0O
) 2 _
Calculons H : H(z) = V*f(z) = 00 00
0O 0 00

La matrice H(z) = V?f(z) est semi définie positive.

Calculons le Lagrangien L pour le probléme (2.21), \j, 2 € R, §; >0, j=1,...,4

L(x1, 29, T3, T4, M1, Ao, 01, 0o, 03, 04) = 202 + 1109 + 1203 + 11 + 41y + A\ (1) — To + 73 —
3) + Xo(221 + T2 + 14 — 2) — d111 — JoTo — O35 — d4xy

On applique le théoréeme de KKT

VLQC:07 5]'{[‘]‘:0, 5j207 ZL‘jZO,j:17...,4

On obtient
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dri4+ a0+ 14+ X 4+2X—6=0
1+ 240+ 4+ M+ A2 — 02 =0
A —03=0
Ao —0,=0

En remplacant on obtient :

4$1+ZE2+1+53+254—51:O
$1+24$2+4+(53+54—52:O

On les multiplie par -1 on obtient

—4$1—$2+61—53—254:1
—131—24I2+52—(53—54:4

La solution réalisable basique du systéme d’optimalité du probléme quadratique est

le vecteur (z,0) : (x1,22) = (0,0), (d1,92) = (1,4).

2.3 Programmation flou

2.3.1 Définition d’un sous ensemble flou :

En théorie des ensembles, un ensemble flou, introduit par Lotfi Zadeh en 1965, est
une extension des ensembles classiques qui permet de modéliser des concepts imprécis
en attribuant des degrés d’appartenance a leurs éléments. Contrairement aux ensembles
traditionnels ot un élément est soit membre, soit non-membre de I’ensemble, les ensembles
flous permettent de définir des éléments avec un degré d’appartenance compris entre 0 et
1. Ainsi, un ensemble flou peut contenir des éléments de maniére partielle, reflétant ainsi
I'imprécision et 'incertitude inhérentes & de nombreux domaines.

Remarque 2.4 :

On utilise souvent le terme d’ensemble flou au lieu de sous-ensemble flou ou vice versa,
par abus de langage [10] .

Définition 2.19

Soit X un référentiel, on définit un ensemble flou A dans X par la donnée d’une
fonction :

pi: X — [0,1] qui associe & chaque élément x € X, une valeur p Ax) désignant le
degré avec lequel x appartient a A.

Cette fonction est appelée "fonction d’appartenance" de Pensemble flou A.

A sera noté par A = (X, ;) ou A = {(x, p;(z)) z € X} avec :

1 si z€d
pi(X)=<20 si z¢ A
]0,1] pour les cas intermédiaires
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2.3.2 Caractéristiques d’un sous-ensemble flou [8] [9] [10] :

Sous-ensembles de niveau « [§]

Un sous ensemble de niveau a noté A® est ’ensemble {10‘ ={r e X/u;(x) > a} 1l
contient tous les éléments de X qui sont compatibles avec A a un niveau au moins égale
a o.

Sous-ensembles de niveau « strict [8]
Un sous ensemble de niveau « strict noté A% est 'ensemble :

A% = v € X/ps(x) > a}

Support de AN[S] . )
Le support de A noté sup A est la partie de X ou la fonction d’appartenance de A
n’est pas nulle c’est-a-dire :

sup A = {x € X/ 1z > 0}

Hauteur de le: .
La hauteur de A notée Haut A est définie comme suit :

Haut A= SUP[Lj(py; T E€X

Sous-ensemble flou normaliséé :
Un sous-ensemble flou A de X est dite normalisé si sa hauteur est telle que :

Haut A =1

Noyau d’un ensemble flou A [24] :
Le noyau de A noté Noy(A) est un ensemble d’élément de X ot la fonction d’appar-
tenance de A vaut 1 c’est-a-dire :

Noy(A) = {o € X/pu;(x) = 1}

Sous-ensemble flou convexe :
A est dit convexe si quelque soient x; et xo appartenant & X et A € [0,1] on a :

pi(Az1 + (1 = A)wg) > minfug(w1), p5(z2)]

La cardinalité du sous-ensemble A
La cardinalité du sous-ensembleA est définie par :

Al = e mal2)

Exemple 2.4 :
X - {x17x27$37x47x5}

A = {(l’l, 09), (.I‘Q, 1)7 (.173, 05), (I4, 01), (ZE5, 03)}
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sup A = {x1, Ty, 23, 24, 75}
Haut A = Supp p;(z) = 1

A est normalisé car Haut A = 1
A% = {2y, 29, 25}

A5 = {ay, x5}

Al = Y pex pale) = 2.8

Définition Nombre flou [8] [9] :
Un nombre flou est un ensemble flou A convexe et normalisé, de l’ensemble des
nombres réels X = R.

Remarque 2.5 :

Si leNoy(A) est un intervalle de R, on parle alors d’intervalle flou.

Exemple 2.5 :

Nombre réel Nombre flou

v
[
v

FIGURE 2.2 — Comparaison entre un nombre flou et un nombre réel

2.3.3 Opération sur les ensembles flous [11] [12]

Les opérations sur les ensembles flous sont généralement des extensions des opéra-
tions connues sur les ensembles classiques (inclusion, égalité, réunion, intersection et
complément). Elles s’appliquent d’ailleurs aux ensembles classiques lorsque les fonctions
d’appartenance se réduisent a des valeurs de 0 ou 1.

Inclusion Un ensemble flou A est inclu dans un autre ensemble flou B, cela se traduit
par :
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ACB < puz(x) < pz(z),vre X

Egalité o
Deux sous-ensembles flous A et B de X sont égaux si :

pi(w) = pp(x), Vo € X

Complément

Le complément d’un ensemble flou est A un ensemble flou A dont 1a fonction d’ap-
partenance est : pz(r) =1 — p3(x)

Union
L’'union de deux sous-ensembles flous A et B dans X est définie par sa fonction
d’appartenance suivante :

paus) (@) = max(uz(x), pp(e))

Intersection . 3
L’intersection de deux ensembles flous A et B dans X est définie par sa fonction
d’appartenance suivante :

tang) (@) = min{pz(x), ps(r)}

Propriétés de ’'union et de l’intersection :
— Commutativité : AUB=BUA : ANnB=BnNA.
— Associativité : AU(BUC)=(AUuB)UC ; An(BNnC)=(AnB)nC.
— Distributivité : AN (BUC) = (AN B) )
— Les relations de Morgan : AUB=An

— Les lois d’absorption : AU(ANB) = A

Exemple 2.6 :

.{( = {.171, Lo, T3,Ty4, 5(35}

A {(x1,1), (22,0.3), (x3,0.7), (x4,0.4), (x5,0)}
{(21,0.9), (2,0.2), (23,0.1), (4, 0.6), (5,0.5) }
B
B

{(21,0), (22,0.7), (73,0.3), (24,0.6), (x5, 1) }
Livs = }(ml, 1), (22,0.3), (23,0.7), (x4, 0.6), (v5,0.5)}

s e O
I \H\ N ||

Hing = (1‘1, 0. 9) (112, 02), ([L’g, 01), (ZE4, 04), ($5, O)}

2.3.4 Nombre flou de type L-R [13] [9]

Un nombre flou A est de représentation L-R [8] [13] , s'il existe deux fonctions L et
R telle que sa fonction d’appartenance est définie par :

L (m"”) pour x < m, avec a > 0

o

Halr) = {R ($Bm> pour x > m, avec 5 >0
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0 0 0
AnB AUB
0 0 0
Complément Intersection Union

FIGURE 2.3 — Quelques opérations graphiquement

Ou : L et R sont des fonctions dites de référence du nombre flou A vérifiant les
propriétés suivantes :

— L et R fonctions non croissantes sur [0, +00]
— L et R fonctions symétriques : L(z) = L(—xz); R(z) = R(—=z),Vz
— L(0) =R(0) =1

On note A = (m; o B)(L-r)

HA &

m-a m m+ [ X

FIGURE 2.4 — Représentation d’un nombre flou type L-R

2.3.5 Intervalle flou de type L-R [14]

Un nombre flou plat de type L-R ou intervalle flou, est tel qu’il existe m,n € R, avec
m < n de sorte que : pi(z) =1 Vz € [m,n].

Sa fonction d’appartenance est définie par :
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L(m’x) siz<m

«

pilz) =<1 sim<x<n
R(%) sixz>n

Nous désignerons un tel nombre flou A de type L-R par

A = (m7 n, «, 6>(L—R)
Ou : )
« et [ sont les écarts a gauche et a droite de A respectivement, m et n sont les valeurs

modales inférieures et supérieures de A respectivement ou bien la moyenne a gauche et a
droite de A respectivement, [m,n| est le noyau de A.

Hi A
1
L R
a . B
o S e >
m-a m n n+p x

FIGURE 2.5 — Représentation d’un nombre flou plat de type L-R.

Remarque 2.6 :

Il existe plusieurs types de nombres flous de type L-R. Lorsque les fonctions de ré-
férences L et R sont linéaires, on parle alors de nombre flou de type triangulaire ou de
type trapézoidal.

2.3.6 Nombre flou de type triangulaire [15] [16] :

Un nombre flou est dit de type triangulaire noté (a, «, 3) si sa fonction d’appartenance
est définie par : a >0, 8 > 0

roate gig—a<zxr<a

pilz) =141 sizx=a
atbe gGig<zr<a+p

2.3.7 Opérations sur les nombres flous de type triangulaire

Soient A et B deux nombres flous de type triangulaire

Multiplications scalaires [15]
Soit le nombre flou triangulaire A =(a, ay, f1) on obtient :
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FIGURE 2.6 — Représentation d’'un nombre flou triangulaire (a; «; f3)

SiA>0,A€R:A®A=(\a, \ay, \3y)
SiA<0,AER:A®A=(\a,\b1, \vy)
Addition [15] . .
Soit deux nombres flous triangulaires A = (a, a1, £1) et B = (b, ag, f2) On obtient :
A®B=(a+b,ar+ay, B+ b)

Soustraction [15] .

Etant donnée A = (a,y,3,) et B = (a, a1, f1) deux nombres flous triangulaire On
obtient :

—B == (_b7 062,62)
) ) Et
ASB=(a—ba;+ BB+ ay)

Comparaison de deux nombres flous triangulaire
Soient deux nombres flous triangulaire A = (a, oy, 51) et B = (a, a1, 1)

— a=b, ag=ay, [1=7ps
a<b a—ag<b—ay a+p<b+p5

N

IA
T3 O

Nombre flou de type trapézoidal [16]

Un nombre flou est dit de type trapézoidal noté (a”,aV, a, B) si sa fonction d’appar-
tenance est donnée par :

_aL .
gata jfgl —a <z <ad"

pilr) =<1 if al <2z <adV

CLUJ;# if aV <x<a’+ 5

2.3.8 Opération sur les nombres flous de type trapézoidal

Soient A et B deux nombres flous trapézoidaux
Multiplication scalaire [22]

Soit le nombre flou A = (a%,a", ay, 1) de type trapézoidal
On obtient :
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at_-a a* al q.f x

FIGURE 2.7 — Représentation d’un nombre flou trapézoidale

SiA>0,A€eR:A®A=(Aal,\a¥, Ay, ABy)
SiA<0,AER:A®A=(\a", Aa®, = \B1, —Aavy)

Addition [29]

Soient deux nombres flous A = (a*,aV, ay, 1) et B = (b5, 0Y, o, B2) de type trapé-
zoidaux, on obtient : A @ B = (af + bl aV + bV ay + a9, B1 + Bo)

Soustraction [29]

Etant donnée deux nombres flous trapézoidaux A = (a”, aV, ay, B1) et B = (0%, bV, oz, )

On obtient :

~_B = _(bL7bU7OC27ﬁQ> = (_bU7 _bL7527a2>
Ao B = (al—tY,a" —bF ay + B, B + 2)

Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux .
Soient deux nombres flous trapézoidaux A = al,a¥, ay, 1) et B = (b%, b7, ay, Bo)

~ _ A:Bg@aL:bL,aU:bU,Oél:Oég,ﬁlzﬁg
ASB@aLgbL;a’USvaaL_alSbL_azvaU—f_ﬁleU—f_ﬁQ

Remarque 2.7
On note par F(R) 'ensemble des nombres flous de type trapézoidal.

2.3.9 Programmation linéaire floue :

La programmation mathématique floue (PLF), également connue sous le nom de lo-
gique floue, est une branche des mathématiques et de l'informatique qui traite de la
modélisation de l'incertitude. Son origine est I'article de Zadeh et Bellmann publié en
1970, qu’introduisent les concepts des contraintes floues, objectif flou, décision floue. La
programmation floue trouve des applications dans de nombreux domaines tels que le
controle des systémes, la prise de décision, la reconnaissance de formes, 'optimisation, la
robotique, etc. ..

On distingue deux cas :

1. Le cas ou les inégalités (ou les égalités) sont relaxées on parlera de programmation
flexible.

2. Le cas ot les données imprécises sont représentées par des sous-ensembles flous, on
parlera de programmation robuste [26] .
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Définition (2.18) [5] :

Un modele général d'un (PLF) est présenté sous la forme suivante :

minZ = ¢z
z>0 (PLF)
avec A = (d;;)i1,..m, € R”

\ (J=1,...,n

Ou ¢;, a;j, b; sont des nombres flous

Les symboles min et < (inégalité floue appelée aussi inégalité flexible) respectivement
représentent les versions flous de minimiser et < .

1)Programmation flexible [30] :
Un probléme dont 1'objectif et les contraintes sont vaguement définies.

Décision dans un environnement flou

On considére un probléme dont 'objectif et les m contraintes sont vaguement définis,

représentés par des ensembles flous d’'un méme référentiel X dont les fonctions d’ap-

partenance respectives sont pg et pu; pour i = 1,...,m .La décision qui doit satisfaire

I’objectif et les m contraintes est donc représentée par un ensemble flou, intersection de
ces derniers et dont la fonction d’appartenance est up telle que [21] :
pp(z) =min (ur(z)/i =0,1,2,...,m)

La meilleure décision est déterminée par la résolution du probléme suivant :

max(up(x)/x € X) = max{min (yu;(x)/i =0,1,2,...,m) /x € X)}

Résolution d’un programme linéaire flexible [8] [13] [30]
Considérons le programme linéaire flexible suivant [21] [22] [26] :

maxz = c'x
Az 0 b, i=1,..,m (2.22)
x>0

ot f € {<,>,=} et <, >, = sont les versions flexibles de <, >, = respectivement .
La notation-désigne le fait que 1'objectif et les contraintes ne sont pas des impératifs
stricts.

Selon Zimermann, le programme (2.22) peut s’interpréter comme suit : € R} telle
que :

cCx é 20
Ax 0 b, i=1,..,m (2.23)
z >0
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Zp : est une valeur fixée

L’objectif flou et les contraintes floues peuvent étre représentés par les ensembles flous
respectifs Uy et U;,© = 1,..,m dont les fonctions d’appartenance sont respectivement gy
et p;, 1 =1,..,m est définie selon que 6 est <, > ou = comme suit :

0 est é

0 SlAll‘>bl+dZ

(2.24)
Représentation graphique :

(Ax)
»

FIGURE 2.8 — Contraintes du type A;(z) < by,i=1,..,m

6 est =
(1 si A;x = b;
1— Aiz:bi sib, < Ajx < b; +d;
pi(r) =¢1— bi’di i sib;—d; < A < by (2.25)
0 si Ajx > b; +d;, Ajx < by — d;
(i=1,....m

Représentation graphique :

pg (Al

FIGURE 2.9 — Contraintes du type A;(z) = b,i=1,..,m

™

est é

44



Présentation générale de l’optimisation

0

, (2.26)
S1 Az(L’ < b;—d;

Représentation graphique :

i (Ax)

FIGURE 2.10 — Contraintes du type A;(x) > b,i=1,..,m

Remarque 2.8 :

La méthode flexible joue un role identique a la fonction objectif et aux contraintes, on
détermine la fonction d’appartenance de la fonction objectif de la méme maniére que les
contraintes. Pour se faire, il faut fixer un objectif & atteindre et le degré de satisfaction.

Méthode d’agrégation des degrés de satisfaction :

Cette méthode est basée sur le principe d’agrégation de Bellman et Zadeh pour dé-
duire une fonction objectif finale & maximiser. Cette fonction exprime le degré total de
satisfaction.

(@) = min(uo(e), 1 (@), .., 1 (@)

Chercher la solution qui réalise le meilleur degré de satisfaction. La solution optimale
est alors déterminée par résolution du probléme déterministe.

maxgz>o 1D (f )

Qui est équivalent au probléme suivant [14] :

maxz = A
A< pi(x), Yi=0,1,2,....,m
0<A<1

>0

(2.27)

Exemple 2.7 :
On considére le programme flexible suivant :
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—_——

max 2z 5xy — To
-1+ 229 < 5H
3r; +19 <11
120, 222>0

(2.28)

. On détermine les fonctions d’appartenance de I'objectif et des contraintes sachant

que l'objectif n’excéde la valeur zy = 6 et que les écarts de tolérance de 'objectif et

des contraintes sont respectivement dy =2, d; =5, dy =1 :Selon Zimermann,

le programme (2.28) peut s’interpréter comme suit :

5]}1 — $2é6
— 225<5
T eres (2.29)
31‘1 -+ ZL‘QS]_l
1’1%0, 33220
Transformation de ’objectif
1 sl 55(]1 — X2 S 6
po(z) = ¢ 1 —28=22=0 & 6 < By — 39 <8 (2.30)
0 Si bry —ax9 > 8
1 Sibxr; — 29 <6
= ( omdet® g 6 < Bpyp —xy <8 (2.31)
0 Sidxy — a9 > 8
Transformation de la lere contrainte :
1 si — T+ 21’2 <5
pa(z) = ¢ 1 — =200 6 5 <~y 4 225 < 10 (2.32)
0 Si — x4+ 225 > 10
1 si —x1 4229 <5
= q 8=t 6 5 < —ay + 225 < 10 (2.33)
0 si —x1 4 229 > 10
Transformation de la 2eme contrainte :
1 sidr; +xo <11
po(x) = 41— (3zy + 29 —11) si 11 < 3wy + 29 < 12 (2.34)
0 sidx1 4+ xg > 12
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1 sidxry + a9 <11
=< —3r;1 — 2o+ 12 s111 <32 + 129 <12
0 Sidxy + 10 > 12

2. 2) Le probléme déterministe associé a (2.28) est :

7

maxz = \
—5x1+x2+8
A< =R

x1—2x2+10
A <m0

A< —3x1 — 29+ 2

371207 :CQZO; 0§>\§1

maxz = A

220 < —bxy + 29+ 8

SN <z — 229+ 10

A< =311 — 19+ 12

r1>0, 2220, 0<A<1

maxz = \

2\ +5x; — 19 <8
S\ — 1 + 229 < 10
A4 31 + 129 <12

le()a xQZoa OSAS]-

La forme canonique (standard)

(

maxz = A
2A+bxy —x9 + 23 =28
BA — 21 + 229 + 24 = 10
A+ 32+ a9+ 25 =12
Adzg=1

x; >0, j=1,2,3,4,5,6

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Résolution du probléme (2.28) par la méthode du simplexe :
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C 10000 Jo[ 16
Base b A T ) T3 | g | Ty Tg
0| a3 8 | 2 5 |—-1| 1 ,0]0| 0|4
O g |10} 5 | =12 ]0]1]0] 0|2
0| x5 12 ] 1 3 1 70101 0|12
0| s 4 1 0 0O ]0 4]0 4|1
A;l-1fo]o0o]o]o0f0]o0
0| z3 6 | 0 o | =17 11002
0| x4 5|10 -1} 2]0]1]0]|-5
0| o |11 | 0 | 3 17010 1]~-1
1 A 1 1 0 O]0]0]0] 1
Al 0 0 0O]0]0]0] 1

2) Programmation robuste [24] [13] [31] :

Lorsque les coefficients des contraintes sont des données imprécises, 'inégalités rem-
placées par C, on parle alors de la programmation robuste (généralisation d’un probléme
linéaire inexacte).

Programmation linéaire inexacte (Solster) :
Un programme linéaire inexact est un programme de la forme [32] :

maxz = cx
Z; ZO,jzl,...,n

Ou :

(K;); 7 =1,...,n et K sont des ensembles convexes de R",C est 'inclusion entre
ensembles, et + représente ’addition ensembliste, elle est définie comme suit : soient A
et B deux ensembles, alors+B = {a+b,a € Aet b € B}.

Résolution d’un Programme robuste :
Un programme robuste est un programme de la forme : [32]

maxz = cx
10A®L,0A®...dx,®A,C]|B (2.41)
z; >0,7=1,...,n

Ou :

(/Nlj)7j =1,...,n sont des sous-ensembles flous de R .
@ : Addition des ensembles flous.

[C] : Inclusion entre ensembles flous.

On représente 'ensemble des contraintes de (2.40) par :

E:{{xER”/ 04 ST, 0Ad. . ®r,®A[Ch, >0}
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Théoréme [6]
2% € E est optimale pour (2.40) si et seulement siz® € E est optimal pour le pro-
gramme suivant :
max z =z
T1AS + 1 AS + .+ 2, AL C B, Va € [0,1] (2.42)
r;>20,7=1,...,n

Preuve : [24] )
= (CN) zo € E, alors 2YA7 + 29A5 + ... + 20 A7 Cb.

a € [0,1], (20AY + 2945 + ... 4+ 20A>)> C b

a € [0,1], (20AT)™ + (2945)* + ... + (a2 A7)™ C be.

a € [0,1], 2047 + 2945 + ..+ 20 A>e C be,

— (CS) Soit 29 AT + 2JA7* + .. + 20 AT C b (*) .

(2.42) est un programme semi-infini, c¢’est & dire un programme avec une infinité de
contraintes. Si on suppose que les images des fonctions d’appartenance des sous-ensembles
flous sont discrétes et finies, alors on obtient un programme linéaire avec un nombre fini
de contraintes comme suit :

Proposition [32]

Si Im(uflj ={ai,q,...,ap}avec 0 =a; < < ...<aq, <1

Alors

E={zeRa ®A? 2,0 A2 ... @z, ® A, CJb,z > 0}.
Si seulement si
E = {z € R"/x AT 4+ 2y A7 + . 4 2, Aok C 0%, k=1,
x; >0=12...,n}

Cas des nombres flous [8]
a;; de A et b7 B sont des nombres flous dont les ensembles de niveau respectifs sont
des intervalles compacts. Alors, le programme (2.41) s’écrit sous la forme suivante :

maxz = cx
a5y, |y + (@53 dyws + - - + [@Sady, )z C [0y by ]
a%2a5 ey + [a%2a0a]ze + - - - + [aS2ay @, C [by b
.[_21 01)T1 + @95 gy | T2 [ Ggy 70 € [by by | (2.43)
[@(:rfla:fl]xl + [ngza:é]@ +oeeet [Qap ap ]a:n - [éapb

\a:jEO kzl,,p
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Ou :
a2 = (v € R/ta, (1) > o)
at = inf{r € R/pa,; () > ar}
@ = supfar € R/ (x) > o)
ok = {z € R/pa, (2) > an}

i

) inf{x € R/p; (v) > ay}

=(ak)

b = sup{w € R/p, (1) = o)

Remarque [11] :

— a;j et b; sont des nombres flous , donc ce sont des ensembles normalisés de R.

— Les ensembles a; et b;* sont des convexe dans R, donc des intervalles de R.

~Q

— Et par hypothese ;" et Bf"“ sont compact.

— Par conséquent :

Cas des nombres flous de types L-R :
Soit les composante a;jde A et b; de b sont des nombres flous de type L-R [5].
On a:

~Q N TN o ~ap S~ %%
az‘jk = [@z‘jka <a>ijk]7 b;* = [Q@ka (b), ]
Q5 > 0
Ou ﬁij >0

(2.41) Deviendra :

(
max z = CU

D i1 Mgy = My
D i1 gy =Ny
D1 (T =
> i1 Bimy = B
L L >0 Vj=1,2,...,n

Exemple (robuste) : posant a = 0.5 et en utilisant I’algorithme du simplexe, on

trouve la solution optimal du probleme (2.44) :
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max z(X) = x1 + 229
121 + dpmy D b
T > —1
1 >0, x9>0

(2.44)

Sachant que :
a; ={1/0.7,2/0.5,3/0.6,5/0.3}

d» = {5/0.2,3/0.9,1/0.7,2/0.6}

b={6/0.7,1/0.2,-2/0.8,5/0.4}
On aura :
max z(x) = x1 + 229
Tt > -1 '
Ty > 0, T >0
(max z(z) =z, + 225 (max 2(z) =z, + 225
$1+$22—2 $1+$2—$3:—2
1722—1 CL’Q—ZL'5:—]_
L 1'120, [L’QZO L {L'jZO, ]:1,,5

(2.48)

Résolution par simplexe :

C 1L[2]0]0]0]¢#
Base | b | o1 | o | x3 | x4 | 75
0] = [2[-1]-1]1]0]0]/
0 = [6][3][3]0]1]0]2
0 o [ 1[0 [-1]0o]Jo|1]/

Aj[-1]—2]0]0]0
1[ z3 [ 4]0 ]0]1]z]0
0] = [ 2[1 ] 1]0[zs]0
0] = [ 3] 1]0]0]z]1
A;jJ1JofJolz]0

Le critére d’optimalité est vérifié, tous les A; > 0.
La solution optimale du probléme (2.44) est z* = (0.2), et 2* = 4.

\

max z(x) = x1 + 229

—$1—1’2+x3:2,
3I1+31)2+$4:6,

—J]2+ZE5 = 17

o1

j=1,...,5
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2.4 Programmation stochastique :

Dans divers domaines tel que la finance, les sciences humaines, la physique et I'in-
génierie. . .etc. on s’intéresse & de nombreux phénomenes dans lesquels apparait souvent
I'effet d’un hasard, dont ces phénomeénes sont caractérisés par le fait que les résultats des
observations varient d’une expérience a 'autre. En théorie des probabilités on dit qu'un
phénomeéne est stochastique s’il dépend de variable (s) aléatoire (s) et une variable est
dite aléatoire si I’ensemble de ses valeurs dépend du hasard. Un processus est un enchai-
nement ordonné de faits ou de phénomeénes, répondant & un certain schéma et aboutissant
a quelque chose. En finance, les processus stochastiques sont utilisés pour modéliser les
mouvements aléatoires des marchés financiers, tels que les prix des actions, des obliga-
tions et des devises. Les équations différentielles stochastiques, telles que le modéle de
Black-Scholes, sont utilisées pour évaluer les options et les dérivés financiers.

2.4.1 Notion d’espace mesurable [8]

Soit €2 I'espace fondamental, il peut étre fini, infini, dénombrable ou non.

Tribus d’événements

Une familleF' de sous-ensembles de €2 s’appelle tribus si :
QekF.

VA€ F,= A c F, ol Adésigne le complémentaire de A.
VAe F,YBe F,.= AUB € F.

Quel que soit la suite (A, )peny d’éléments de F',on a |, . An € F.

neN

Espace probabilisable
Soit (£, F') un espace probabilisable, une probabilité P est une application de F —
0, 1] Telle que :

P(Q) =1.
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
P (Uier Ai) = Xicr P(A)) ot les (A;)ier sont deux a deux disjoints et / dénombrable,
(Q, F, P) s’appelle espace probabilisé.

Applications mesurables
Soient (2, F') et (E,T) deux espace probabilisable, toute application :
X : Q) — FE est dite mesurable si : VA€ T = X '(A) € F.

2.4.2 Variables aléatoires [15] [12] [17]

Définition 2.19
Soient (€2, A) et (E, F') deux espaces probabilisables et X une application

X:Q—=F
w— X(w).
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X est dit variable aléatoire (v.a) si :
BeF, X YB)e A X }B)={weQ/X(w) € B}.
Donc, I'image réciproque de tout événement par X est aussi un événement.

Propriétés :
Soit X et Y sont deux variables aléatoires alors :

— aX + bY est aussi une variable aléatoire Va,b € R

— % avec Y # 0 est aussi de variables aléatoires

— VY fcontinue, f(X) est aussi une variable aléatoire

2.4.3 Fonction de répartition [15] [17]

On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X, la fonction notée F
définie par :

F:R—[0,1]
F(z) = P(X < ), P est une probabilité

2.4.4 Densité de probabilité [15] [17]

Si la fonction de répartition F' d’une variable aléatoire continue X est dérivable en
tout point x € R, de dérivée f(x), sauf en un nombre fini de points, et si :

Vo € R, P(X <) = F(x) = [*_f(t),dt

On dit que X est une (v.a) absolument continue, appelée la densité de probabilité de
X ou bien la fonction de distribution de X.

Fonction de densité
Soit f une application de R dans R, f est dite fonction de densité si :

— f(z) > 0,Vx € R.
— f est intégrable.
— f_oooo flx)de =1

2.4.5 Lois de probabilité [15] [17]

La loi de probabilité P(x), est une fonction qui associe a chaque valeur x de la variable
aléatoire X sa probabilité P(X = z). On écrit : P(z) = P(X = ) et on l'appelle loi de
probabilité de X.

Variable discréte

Une (v.a) est dite discréte si I’ensemble des valeurs qu’elle prend est soit fini soit infini
dénombrable.

23



Présentation générale de l’optimisation

o Loi uniforme discréte

Soit {x1,...,xn} une partic de R & N éléments. Une variable aléatoire X : Q@ — R
suit une loi uniforme sur{zy,...,zy} si:
— X(Q) =A{z1,...,zn}
— P(X:xl):~~:P(X:xN):%.

La variable aléatoire X admet alors une espérance et une variance données par :

B(X)=11 et V(X) =23

12

Loi de Bernoulli
On appelle v.a indicatrice de I’événement A, la v.a définie par X = 14 :

1 si weAd
0 si weA

Ainsi X(Q2) = {0,1} avec Px(X =0) = P(A) = q et Px(X =1) = P(A) = p. On dit
que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, ce qu’on écrit X ~ B(1,p), de moments
E(X)=pet V(X)=pqg.

Loi de Binomiale
On dit qu’'une variable aléatoire (X : Q — R suit une loi binomiale de paramétres
n>1 etpe€[0,1], ce que 'on note X ~ B(n,p) si :

— X prend ses valeurs dans {0,...,n}
— Pour tout k dans {0,...,n}, ona P(X =k) = (})p*(1 —p) "

X admet une espérance et une variance données par :
E(X)=np et V(X)=np(l-p)

Loi de Poisson
Soit A > 0, On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramétre A,
ce que l'on note X ~ P(A) si :

— X(2)=N
— Pour tout £ > 0; P(X =k) = e—M\k

k!

X admet alors une espérance et une variance E(X) =X et V(X)= A\

Variable continue

Soit X une variable aléatoire continue, alors la loi de X est caractérisée par ’ensemble
des probabilités : P(a < X < b) = fab fx(z)dx.

ol fx(z) sont deux est la densité de probabilité de X et a,b nombres réels infinis (ou
pas).

Loi uniforme
Si a et b sont deux réels, la loi uniforme sur l'intervalle [a,b] est notée (a,b), elle a
pour densité :
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f(x) — {Ta si x € |a, b,

b
0 sinon.

0 six < a,
T sia<zx<b
1 six >b.

Son espérance et sa variance mathématiques :

E(X)=4b et V(X)= 4"

Lol normale

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale de paramétres m € R et o2 avec

o > 0, ce que l'on note X ~ A (m,o? si elle est continue et admet une densité comme
suit :

f() = e exp (- 5552)

oV 2m

Avec x € R
Et sa fonction de répartition définie par :

T z—m?2
F(x):P(ng):ffoog\}ﬂexp(—%( ) > dx
X admet alors une espérance et une variance E(X) =m et V(X) =02
Loi exponentielle

On dit que X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 notée €(\), si la loi de X
a pour densité :

Aexp(—Az) siz >0,
€Tr) =
fx(@) {O six <0
Et sa fonction de répartition définie par :
F(z) =P(X <z)=1-—exp(—Ax)

Son espérance et sa variance
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2.4.6 Les moments d’une variable aléatoire [17]

Espérance

Si X (v. a) discréte, qui prend les valeurs dans {xy, za, ..., x;} I'espérance de X est
définie par : E(X) = S8 2ip(X = ).
Si X est une (v. a) absolument continue de densité f, Uespérance de X est définie par :

B(X) = [ af(z) do
Propriétés de ’espérance

— Soient a et b deux constantes et X une (v. a) :

E(aX +b)=a-E(X)+b
— Soient X et Y deux (v .a) :

E(X+Y)=EX)+ E(®Y)
— Soient X et Y deux (v .a) indépendantes :

EX-Y)=EX)-E(Y)

Variance
La variance de la variable aléatoire X :

V(X) = E[(X - E[X])?]

L’écart type
On appelle I'écart type la racine carrée de la variance est définie par :

La covariance
La covariance de deux (v. a) X,Y notée cov(X,Y) :

cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y)

2.4.7 Définition d’un programme stochastique [9]

Dans un cas général, le probléme linéaire stochastique s’écrit :

"min" Z(w) = d(w)x
Alw)x < b(w) (2.49)
zeT]

Ou (A, ¢, b) dont les paramétres de dimension respective (m xmn), (nx 1) et (mx 1) est
un vecteur aléatoire sur un espace de probabilité (w, F, P) et T} est un polyédre convexe
déterministe, par exemple : T} = {z/x >0, Az <b}.

Nous supposerons que les contraintes sont fournies sous forme d’inégalités (introduc-
tion de variables d’écart) mais ceci sans aucune restriction.

Le symbole " signifie qu’il s’agit d’une optimisation imprécise du point de vue ma-
thématique.
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2.4.8 Les différentes approches
On distingue deux approches de la programmation linéaire stochastique :

— L’approche passive ou "wait and see"

— L’approche active ou "here and now"

L’approche passive ou "wait and see"

Dans cette approche le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires
et résoudre le programme déterministe résultant. Dans ce cas on s’intéresse généralement
a la distribution de probabilité de la valeur optimale ou son espérance mathématique
(et/ou) sa variance.

L’approche active ou "here and now"
Cette approche est basée sur la décision sur x ou stratégie sur x qui est prise a ’avance
avant la réalisation des variables aléatoires.

Critére d’optimisation du probléme équivalent

Cas des objectifs aléatoires

Plusieurs fagons de définir la fonction objective du probléme équivalent peuvent étre
considérées.

Soit : T ={z € R" | A(z) < b, z > 0}.

o Le critére de ’espérance mathématique (E-modéle) ou critére de Bayes
Ce critére consiste a remplacer la variable aléatoire de 'objectif par son espérance
mathématique

{minE(Z(w)) (250

zeT

o Le critére de la variance (V-modéle)
Ce critére consiste a minimiser la variance de 'objectif comme suit :

(2.51)

min 0%(Z(w)) = minz'Vz
zeT

Avec V' est la matrice de covariance du vecteur aléatoire c(w).

o Le critére espérance-variance (E-V modéle)
Ce modéle consiste a minimiser la variance de 'objectif Z(w) tout en réalisant un
niveau de rendement minimum 7, fixé préalablement par le décideur.
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zel (2.52)

Le probleme est de choisir Z; convenable.

o Le critére de risque minimal (P-modéle)

Ce critere est basé sur la maximisation de la probabilité que la valeur de 1'objectif est
au moins égale a un certain niveau w choisi par le décideur, ot ce paramétre u a fixer,
correspond & un niveau de risque a respecter.

max P(c'(w)

2.53
zeT ( )

Le probleme est le suivant : {

La solution de ce probléme, dans le cas gaussien est donnée par le programme frac-
tionnel suivant :

—& x4u
ax ( Vil ) (2.54)
zeT

¢ : Représente I'espérance mathématique du vecteur aléatoire c(w).
V' : La matrice covariance du vecteur aléatoire c(w).
'V : La variance de l'objectif ¢/(w)z.

o Le critére de Katoka [§]
Supposons que « €]0, 1[ donnée, Soit I'interprétation

min u
P(d(w)x <u) =« (2.55)
xeT

Dans le cas gaussien on a :
Pw/d(w)xr <u)=P {w/c’(w)a: —dr/Va'Ve <u— c’x/\/x’V:p} =
o) (u — c’x/\/x’Vx) =
= <u — c’x/\/:c’Vx) =¢Ha)=>u=Cr+ ¢ a)Va'Va

¢ : est la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.
Par conséquent résoudre le probléme (2.55) revient, dans ce cas gaussien, a résoudre
le probléme suivant :
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{min (c’x - ¢_1(a)\/m> (2.56)

zeT

min (cflx + ¢ (a)V x’Vx) est convexe si ¢'(a) > 0 < «a > 1 ce qui revient a

dire, si on revient au probléme (2.56) si P (,L < u) = o > 1;: avoir le minimum de
d(w)x 2

perte avec une probabilité supérieure ou égale a %si a =1 on revient au E-modéle).

Cas de contraintes aléatoires

Dans cette partie nous supposons que 1’objectif est déterministe ou qu’il a été rendu
déterministe en appliquant 1'un des critéres précédents. Mais les contraintes sont stochas-
tiques A(w)z < b(w).

La premiere méthode utilisée pour la résolution d’un tel programme linéaire sto-
chastique consiste a remplacer chacune des variables aléatoires des contraintes par leurs
espérances mathématiques respectives et résoudre le programme déterministe résultant.

Exemple

Soit le programme stochastique suivant :

min 2z, + o
bi(w)ry + 29> 6
bo(w)zy + 29 > 4
120, 2220

(2.57)

Ou by(w) € [2,4] et by(w) € [1,3] suivant des lois uniformes indépendante sur leur
intervalles. En remplagant by (w) et by(w) par leur espérance mathématique avec :

E(b(w)) =2 =3 et E(by(w)) =22 =2

Le probléme déterministe équivalent est :

min 2z, + o
3x1+ 292 2>6
201 + 19 > 4
120, 222>0

(2.58)

La solution optimale est : 27 =2, x5 =0et Z* =4.
Cherchons la probabilité pour que cette solution soit réalisable :

P(by(w)z} + 23 > 6) - P(by(w)a} + 23 > 4) = P(b(w) > 3) - P(by(w) > 2)
= (1= F,(3)- (1= F,(2) =

Ou F;, et Fy, sont les fonctions de répartitions des variables aléatoires respectives
by (w) et by(w).
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La probabilité pour que cette solution soit réalisable est donc faible, ce qui montre le
manque de réalisme d’une telle méthode.

Donc pour la résolution d’un programme linéaire stochastique, on utilise deux modéles
essentiels : Modeéles avec seuil de probabilités sur les contraintes (« chance constrained
programming ») Modéle avec recours.
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Chapitre 3

Les modéles utilisés dans les
techniques bancaires

Introduction

Les modéles mathématiques jouent un role crucial dans le secteur bancaire en offrant
des outils puissants pour la prise de décisions éclairées. Ces modeéles permettent aux ins-
titutions financiéres de mieux comprendre et analyser les risques, de prévoir les tendances
du marché, d’optimiser les opérations et de gérer efficacement les ressources. Leur utilisa-
tion contribue a renforcer la performance des banques et & garantir une prise de décision
stratégique. En outre, ces modéles offrent une plus grande transparence et fiabilité dans
les projets d’investissement et les opérations financiéres.

Définition 3.1 :

Les modéles sont des outils mathématiques qui permettent aux banques d’optimiser
leurs opérations et de prendre des décisions plus éclairées.

Quelques exemples de modéles utilisés dans les techniques bancaires :

1. Modéles de gestion des risques :
eLa gestion des risques est le processus qui permet d’identifier et d’évaluer les
risques en vue d’élaborer un plan visant & minimiser et & maitriser ces risques et
leurs conséquences potentielles pour une entreprise. Les risques représentent une
probabilité de perte ou de dommage.

a. Modéles de Value at Risk (Var) : Ces modeéles estiment la perte maximale
qu’une banque peut subir sur un horizon donné avec un certain niveau de confiance.
Ils sont utilisés pour la gestion du risque de marché et la prise de décisions d’inves-
tissement.

b. Modéles de Monte Carlo : Ces modéles simulent des scénarios aléatoires
pour évaluer le risque de marché et le rendement des portefeuilles d’investissement.

2. Modéles d’optimisation :
a. Modéles de programmation linéaire : Ces modéles permettent d’optimiser
I’allocation des ressources dans un contexte de contraintes. Ils sont utilisés pour la
gestion des portefeuilles d’actifs et la planification financiére.
b. Modéles d’arbres de décision Ces modeéles permettent d’analyser les diffé-
rentes options et de prendre la meilleure décision possible dans un contexte d’in-
certitude
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3. Modéles d’intelligence artificielle :

a. Modéles de robo-advisors : (Un robo-advisor : est une plateforme en ligne
de conseil en investissement financier) Ces modéles permettent aux clients de gérer
leurs finances de maniére automatisée.

b.Modéles d’analyse de sentiment : Ces modéles analysent les opinions des
clients sur les réseaux sociaux et d’améliorer leurs services en conséquence.

3.1 Le modéle d’arbre de décision

En théorie des graphes, un arbre est un graphe acyclique et connexe. Sa forme évoque
en effet la ramification des branches d'un arbre.

Qu’est-ce qu’un arbre de décisions ?

Un arbre de décision est une représentation visuelle d’un algorithme de classification
de données suivant différents critéres qu’on appellera décisions (ou noeuds).

Voici un exemple :

Oui on

FIGURE 3.1 — Exemple d'un arbre de décision pour I’accord d'un pret

Cet arbre de décision permet en fonction de quelques questions de déterminer si une
banque doit préter ou pas au client qui demande un prét.

Ce dernier est tres simplifié mais la plupart des banques utilisent des systémes simi-
laires permettant aux agents une prise de décision experte.

— Un nceud de décision (représenté par un rectangle) (on pose une question)
— Un bloc de fin qui est représenté par une feuille. (On a trouvé la salle)
3.2 Le probléme du Sac & Dos (Knapsack Problem)

3.2.1 Description

Le probléme du sac a dos, aussi noté KP (en anglais, Knapsack Problem) est un
probléme d’optimisation combinatoire. Il modélise une situation analogue au remplissage
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d’un sac a dos, ne pouvant supporter plus d’un certain poids, avec tout ou partie d’un
ensemble d’objets ayant chacun un poids et une valeur. Les objets mis dans le sac & dos
doivent maximiser la valeur totale, sans dépasser le poids maximum.

Exemple

Pour justifier son nom, le probléme se pose lorsqu’un randonneur au moment de
préparer son périple est confronté au probléme de la capacité limitée de son sac a dos.
I1 lui faut donc trancher pour prendre les choses dont il a le plus besoin (maximiser la
valeur) sans dépasser la capacité du sac a dos (15 kg).

3.2.2 Formulation

Etant donné un ensemble de n objets chacun ayant un certain poids a; et une certaine
valeur (cofit) ¢; , et soit b un réel qui représente la charge (poids, volume, capacité)
maximale que I'on peut emporter dans un sac & dos. La formulation du probléme conduit
a un PLNE 0-1 a une seule contrainte :

max Z =) 7| ¢
Z?Zl ajr; <b ,x; = signifiant que I'objet j est choisi x; € {0,1}

3.2.3 Applications

Le probléme du sac a dos est utilisé pour modéliser diverses situations, quelquefois en
tant que sous probléme :

— La sélection d’investissement « Capital Budgeting Problem » de maniére & maxi-
miser le rendement, sans bien stir, dépasser la somme disponible.

— Dans le chargement de bateau ou d’avion « Cargo Loading Problem » : tous les
bagages a destination doivent étre amenés, sans étre en surcharge;

— Dans la découpe de matériaux « Cutting Stock Problem » : pour minimiser les
chutes lors de la découpe de sections de longueurs diverses dans des barres en fer.

— Dans la cryptographie ; plusieurs algorithmes de chiffrement asymétrique sont basés
sur le probléme du sac & dos mais ils ont tous été cassés a ce jour.

3.2.4 Variantes

Le probléme du sac a dos posséde une multitude de variantes dont voici quelques-unes :
Knapsack entier
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S'il existe plusieurs objets de chaque type; soit N; le nombre d’objets de type j, on
obtient un PLNE avec x; € {0,1,...,N,} (ou z; entier si N; < oo) Le probléme ainsi
obtenu est appelé Knapsack entier

Knapsack multi-dimensionnel

On consideére ici que le sac & dos a d dimensions, avec d > 0 (d-KP). Par exemple, on
peut imaginer une boite. Chaque objet a trois dimensions, et il ne faut pas déborder sur
aucune des dimensions. La contrainte est alors remplacée par d contraintes : 2?21 ajxf <
v, Vke{l,...,d}

En pratique, la version multidimensionnelle peut servir a modéliser et résoudre le
probléme du remplissage d'un container dont le volume et la charge maximale sont limités.

Knapsack quadratique

Le probleme de sac & dos quadratique est not¢ QKP. On a ici un gain g;; supplémen-
taire lorsque deux objets (i et j) sont pris simultanément. La fonction objective s’écrit
alors :

max Z =3 5 ¢ry + Yl D Gi Tty

3.3 Modéle de Markovitz

Constitution d’un portefeuille de titre

On suppose que l'on a sélectionné sur les n titres 7T;,7 = 1..n.

Chaque titre a un rendement r;. r; est une variable aléatoire dont la moyenne et la
variance V' (r;) ont été déterminées par une étude statistique. On sait aussi que les 7; sont
des v.a indépendantes les unes des autres.

On veut constituer un porte-feuille de titres en prenant une proportion de chacun de
ces titres. Par exemple supposons 3 titres T, 75, T5.

Dans le porte-feuille on peut décider de mettre 411 de T} ,}l de T5, % de T3 . Cela signifie
que si 'on investit par exemple 1000 Euros dans le porte-feuille, on achétera 250 Euros
de Ti, 250 Euros de Ty et 500 Euros de T3. Ce que rapporte le portefeuille est alors
25011 + 250r9 + 50073 = 1000 * Gfl + irg + %7“3). En désignant par R le rendement du
porte-feuille, on peut poser R = irl + }17“2 + %7’3.

Le rendement du porte-feuille est lui aussi une variable aléatoire composée d’une
combinaison linéaire des v.a. r;. Par exemple le rendement du porte-feuille précédent est
donné par R = irq + 112 + irs.

L’enjeu est de constituer un porte-feuille optimal vis-a-vis du risque, mais garantissant
un rendement moyen p fixé. Le risque est mesuré par la variance du porte-feuille. Rappe-
lons que la variance est la moyenne des écarts (au carré) par rapport a la valeur moyenne.
Donc plus la variance est petite et plus le porte-feuille & des chances de rapporter son
rendement moyen.

On introduit les variables x;, ¢ = 1...n représentant la proportion de titre 7T; choisie
(0 < x; < 1) rendement du porte-feuille est donc R = Y " | x;r;. La valeur moyenne
du rendement du porte-feuille est E(R) = Y !, z;E(r;) et sa variance est V(R) =
Sor (x:)*V(r;), les r; étant des v.a. indépendantes deux a deux il n’y a pas de terme
de la forme z;z;.

Le probleme que I'on a a résoudre est donc :

Minimiser f(z) = >_1  (2;)?V (r;)

sous les contraintes
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— 2 wB(r) +p <0 (1)
_Z?:l T; + 1=0 (2)
—2; <0 pouri=1,...,n (3)

On note S 'ensemble des solutions des conditions (1), (2), (3).

3.4 Choix d’emprunts :

3.4.1 Probléme

M. Chebbah, Le Directeur d’une chaine de cafétéria, désir ouvriére trois nouvelles
cafétéria : une a Tizi Ouzou (C.T), une a Azazga (C.A) et une & DBK (C.D). L’ouverture
de chaque nouvelle cafétéria lui coutera respectivement 2,8 millions, 1,2 million et 1,8
million d’euro pour financer ses projets, il fait appel a trois différentes banques.

C.T CA CcD
CNEP Banque TO 5% 6,5% 6,1%
CNEP Banque AZAZGA 5,29 6,2% 6,2%
CNEP Banque DBK 5,5% 5,8% 6,5%

FIGURE 3.2 — Tableau 3.1 — taux proposés par les banques pour les différent projets

En fonction de 'emplacement de ces cafeterias et des risques évalués, chaque banque
décide de financer au plus 3 millions sur 8 ans et propose des taux différents suivant les
boutiques (tableau 3.1). Déterminer le montant & emprunter a chacune des banques pour
financer chaque boutique de fagcon a minimiser les dépenses totales de M. Chebbah.

3.4.2 Modélisation

Notons z;; montant emprunté a la banque i pour financer la boutique j. Soit Ca et Ba
respectivement le nombre de cafétéria et le nombre de banques acceptant de les financer,n
le nombre dannees sur lequel s’étend le remboursement, Mmax le montant maximal que
chaque banque est préte a financer. Le modelé mathématique est le suivant :

. Ba Ca T;ii
(1) mind 252 D055 Ty
2)Vi=1...C0,: 3P 2y =P
(B)Vi=1...By 3% i < Mpax
(4) 25 =20

L’objectif est de minimiser les dépenses de M. Chebbah, c’est & dire de minimiser la
somme des annuités qu’il aura a verser. Si la somme x;; est empruntée a la banque i pour
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financer la cafeteria j au taux 7T;; pendant n années, I'annuité que M.Chebbah aura a
verser pour cette boutique a la banque i est donnée par la relation (5).

Ty
) =y

Cette annuité est a payer pour toutes les cafétéria j a toutes les banques i pendant n
années. Mais puisque ces annuités sont les mémes chaque année, pour minimiser la somme
des annuités sur les n années, il suffit de minimiser la somme des annuités d’une année.
On obtient donc la fonction objectif (1). Chaque doit étre entiérement financée. Donc les
sommes empruntées pour financer chaque boutique j doit étre égale & son montant P;.
Cette contrainte est traduite par (2). La contrainte (3) indique que chaque banque ne
doit pas financer plus de Mmax et la contrainte (4) est la contrainte de positivité des
variables.

3.5 Campagne publicitaire

3.5.1 Probléme

La PME Pronuevo lance un nouveau produit sur un marché régional et désire en faire
la campagne publicitaire sur plusieurs médias a la fois. Elle s’adresse a une société de
publicité, Régional Pub, spécialisée dans ce type de campagne régionale et lui confie cette
tache pour un budget total de 250 000 Euro. Cette derniére connait bien le marché et
I'impact de diffusion d’une publicité dans une revue locale ou a la radio, ou d’un spot
publicitaire télévisé sur la chaine régionale. Elle prose de s’attaquer au marché pendant
deux mois par six médias différents. Pour chacun des médias, elle connait le cotit de
diffusion et le nombre de personnes sur lequel ce media a un impact. Un indice de qualité
de perception de la campagne est également connu pour media.

La société impose aussi un nombre maximal d’utilisations de chaque média (par
exemple, pas plus de 8 diffusion d’un spot télévisé). Le tableau 3.2 regroupe ces informa-
tions. La société qui lance le produit souhaite que I'impact de la compagne publicitaire
atteigne au moins 100 000 personnes. Quels seront les médias choisis, et dans quelles
proportions pour que l'indice de qualité de perception soit maximal ?

3.5.2 Modélisation

On note n le nombre de médias que 'on pourra utiliser pour cette campagne. Les
constantes c,,, ¢; désignent respectivement le nombre de clients potentiellement atteints,
le cotit unitaire d’utilisation, le nombre maximal d’utilisation et 'indice de qualité de
chacun des médias utilisés. Les variables de décision m; que I’on choisit seront le nombre
d’utilisations de chaque media i pour cette campagne.

Avant tout, la contrainte budgétaire devra étre respectée : la contrainte (2) indique
que la somme des cotts relatifs & chaque média doit étre inférieur au budget alloué B.
Chaque média ne devra pas étre utilise plus que le nombre maximal autorisé (contrainte
(3)). La cible C (nombre minimal de clients) devra étre atteinte, c’est a dire que la somme
des nombres de clients potentiellement atteints pour chaque média doit étre supérieure
aux 100 000 individus vises (contrainte (4)). La fonction objectif (1) doit maximiser la
somme des indices de qualité de chaque média utilisé. Les variables de décision m; doivent
étre entieres, contrainte (5).
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Clients Coiit unitaire

N° | Type de média potentiel | d’utilisation Utilisation maximale Indice de
lement qualité de
atteints perceptio

n
1 | Journal hebdomadaire a diffusion | 13 000 1 600 4 semaines 4
gratuite

2 | Journal mensuelle 1 600 8 100 2 mois T

3 | Journal hebdomadaire non gratuit | 3 000 13 000 8 semaines 8

4 Séquence audio 7 000 10 000 60 diffusions sur 2 mois 3

5 | Placard publicitaire 3000 24 000 4 panneaux sur 2 mois 6

6 | Séquence publicitaire 8 000 50 000 8 diffusions sur 2 mois 9

FIGURE 3.3 — Tableau 3.2 — Données pour la compagne publicitaire

(1) max 3 7, gim;

(2) 2=y cimi < B
B)Vi=1...n:m; <nd;
(4) > ca;m; > C
B)Vi=1...n:m; €N

3.6 Le probléme d’affectation

Le probléme d’affectation est un cas particulier de la programmation linéaire en va-
riable binaires. Il consiste a effectuer m ressources (produits, personnes...etc.) a n activités
(compartiments, taches, etc...) tout en optimisant le cout total de I'affectation.

On peut formuler ce probléme comme suit : Pour m = n

z2(z) = 3L, 25 iy — (min / max)
Z?le’ij:l, izl,...,n
Z?zlxijzla jzl,...,n
Vi,Vj,Iij S {0, 1} ou Ty >0
Une solution réalisable pour le probléme d’affectation dans ce cas est une matrice

carrée de n? éléments, ot :

1 it est associé a j réalisé

0 sinon
T —
! Vi=1,...,n
Vi=1,....,n

Types d’affectation :
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— Affectation en série :
Exemple pratique de la chaine de production : L’exécution des taches est trés in-
fluencée par I’élément (personne) de faible rendement & identifier avec son rende-
ment P, ce qui se traduit par :

. n
Z = min; (§ =1 cija;ij> = Ppnin — max
Sous contrainte :

(2) Z;L:lxijzl Vi=1...n

3) > my=1 Vj=1...n
(4) z;€{0,1} 1<i<n, 1<j<n

Pour résoudre ce probléme on le reformule en probléme linéaires suivant :

Z?:l CijTij 2 Pnin  Vi=1.n
Zzzlxijzl Vi=1...n
Zi:1$ij:1 Vi=1...n

15 €{0,1} 1<i<n, 1<j<n

Pmin—>max

— Affectation en paralléle :
Le modeéle mathématique pour ce cas est le suivant :
Pour le rendement

D ic1 Dy CijTij — max
ZZ:lxijzl \V/Z:L,TL
Yoy rii=1 Vji=1,....n

Qf@'j < {0,1}
1<i:<n, 1<57<n

3.7 Ventes avec affectation de personnel

3.7.1 Probléme

La société line production décide de planifier la production de quatre de ses produits
(P1, P2, P3, P4) sur ses cinq lignes de production. Elle prévoit un profit de 6 Euro
pour les produits P1 et P4, 9 Euro pour P2 et 10 Euro pour le produit P3. Sur les
cing lignes de production, les durées maximales de travail pour la période considérée sont
différentes. Les capacités maximales de travail pour les lignes L1 a L5 sont 4 500 h, 5
000 h, 4 500 h, 1500 h et 2 500 h. le tableau 3.3 donne le temps de travail unitaire (en
heures) nécessaire a la production d’une unité de chacun des produits sur chaque ligne
de production. Quelles devront étre les quantités & produire pour chaque catégorie P1 a
P4 si on cherche & maximiser le gain total 7

Si, par la suite, on autorise un transfert de personnel (et donc d’heures de travail) d'une
ligne a une autre pendant la période considérée, comme le prévoit le tableau 3.4, quel
sera le gain maximal 7 Combien d’heures seront transférées, et dans quelles conditions ?
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Linges L1 L2 L3 L4 L5
P1 1,2 0.8 2,0 0,2 0,8
P2 1,7 1,7 1.5 0,5 1.1
P3 1.3 1.3 1,2 1.0 1.5
P4 0.8 1.2 1.0 0.8 1,0
FIGURE 3.4 — Tableau 3.3 — Temps unitaire de fabrication
Destination L1 L2 L3 L4 L5 Nombre
Origine maximal
d’heures
transérables
L1 = Oui Oui Oui Non 400
L2 Non - Oui Non Oui 800
L3 Oui Oui - Oui Non 500
L4 Non Non Non . Oui 200
L5 Qui Oui Oui Non = 300

FIGURE 3.5 — Tableau 3.4 — Transferts possibles de personnel

3.7.2 Modélisation

Le nombre de produits est noté n, le nombre de lignes L. Le gain du produit ¢ est noté
g; durée de traitement du produit ¢ sur la ligne j , d;; et le nombre maximal d’heures de
travail de la ligne j, m; . Comme toujours en planification de production, une variable g;
désignera la quantité a produire pour le produit ¢ . La modélisation correspondant a la
premiére question est trés simple. L’objectif est de maximiser les gains (ligne (1)) tout
en respectant la capacité maximale de travail de chaque ligne de production (contrainte
(2)). On a donc le modéle simple suivant :

(1) max) ", giqi
(2) Vi=1,.,L:>" dij.gi <my
3) Vi=1,.n:g>0

Si maintenant on peut transférer du personnel d’une ligne a une autre, des variables
h; sont nécessaires. Elles correspondent aux heures de travail effectuées sur la ligne de
production ¢ . . Les variables ¢;; représentent le nombre d’heures de travail transférées de
la ligne i a la ligne j. La contrainte (2’) remplace la contrainte (2) du précédent modéle et
spécifie que le nombre d’heures travaillées est égale a la production fois la durée unitaire
de travail. La contrainte (4) impose I’équilibre entre les heures de travail effectuées sur la
ligne, les heures transférées et le nombre d’heures maximal de travail sur une ligne. On
travaille h; heures équivalant au nombre d’heures disponibles pour cette ligne, augmentée
des heures qui sont transférées depuis d’autres lignes et diminue des heures transférées
vers d’autres lignes (7;; vaut 1 si on peut transférer des heures de la ligne ¢ a la ligne j,
0 sinon). La derniére contrainte (contrainte (5)) est celle qui permet de ne pas transférer
plus d’heures que le maximum ¢m; autorisé.

(1> max Z?:l 9:4;
(27) Vi = 1, Ce ,L . Z?:l dilqi S hl
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(3) Vi=1...n:¢;>0
. L L
(4) VJ =1...L: hj — Zl:l,lezl tlj + ZlZl,lezl tjl =m;
(5) Vj=1...L:Y 0 5yt <tm,
(6) Vj=1...LVl=1...L:t;>0
(7) Vj=1...L:h; >0

3.8 Probléme d’ordonnancement [18] [19] [20]

Définition 3.7 Résoudre un probléme d’ordonnancement consiste a organiser la
réalisation de taches dans le temps : déterminer leurs dates d’exécution et I'ordre dans
lequel elles sont traitées sur ’ensemble des ressources disponibles.

Les données d’un probléme d’ordonnancement : Les différentes données d’un
probléme d’ordonnancement sont les taches, les ressources, les contraintes et les critéres.
Ainsi, étant donnés un ensemble de taches et un ensemble de ressources, il s’agit de pro-
grammer les taches et affecter les ressources de facon a optimiser un ou plusieurs objectifs
(un objectif correspondant & un critére de performance), en respectant un ensemble de
contraintes.

Les taches : Une tache est une entité élémentaire de travail localisée dans le temps
par une date de début et une date de fin d’exécution et qui consomme des ressources avec
des quantités déterminées. Un cotit (ou poids) est attribué a une tache pour estimer sa
priorité, son degré d’urgence, ou son coiit d’'immobilisation dans le systéme. On distingue
deux types de taches :

-les taches morcelables (préemptives) qui peuvent étre exécutées en plusieurs fois,
facilitant ainsi la résolution de certains problémes

-les taches non morcelables (indivisibles) qui doivent étre exécutées en une seule fois
et ne sont interrompues qu’une fois terminées.

On note en général N = {Ji,Jo,...,J,} Densemble des téches, chaque tache est
caractérisée par :

-La durée opératoire de la tache i sur la machine j : (p;;)
-La date de disponibilité de la tache i : (r;)

-La date de début d’exécution de la tache i : (s;)

-La date de fin d’exécution de la tache ¢ : (C)

-La date d’achévement souhaitée de la tache i : (d;)

-Le retard de la tache i : (T; = max(C; — d;,0))

3.8.1 Organisation de la fabrication : Méthode PERT [18]

1. Généralités :
La réalisation d'un projet nécessite souvent une succession de taches auxquelles s’at-
tachent certaines contraintes

- De temps : délais a respecter pour ’exécution des taches;
- D’antériorité : certaines taches doivent étre exécutées avant d’autres;
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- De simultanéité : certaines taches peuvent étre réalises en méme temps;
- De production : temps d’occupation du matériel ou des hommes qui 'utilisent.

Pour présenter ces problémes d’ordonnancement, on peut utiliser la méthode PERT
(Program Evaluation Research Task) qui consiste a mettre en ordre sous la forme d'un
graphe, plusieurs taches qui grace a leur dépendance et a leur chronologie concourent
toutes a la réalisation d’'un projet. Cet outil a été créé en 1957 pour I’'US Navy; et
permet de calculer le meilleur temps de réalisation d’un projet et d’établir le planning
correspondant.

2. Exemples de constructions des hangars

On devait déterminer la durée maximale des travaux nécessaires a la construction des
hangars

Les taches La durée des taches évaluée en jours

A : étude, réalisation et acceptation des plans 4
B : préparation du terrain 2
C : commande de matériaux (bois, briques. 1
ciment, tole, pour le toit)

D : creusage des fondations 1
E : commande portes, fenétres 2
F : livraison des matériaux 2
G : coulage des fondations 2
H : livraison portes, fenétres 10
I : construction des murs, du toit 4
J : mise en place portes et fenétres 1

FIGURE 3.6 — Tableau de la durée des taches évaluées en jours

En répondant aux questions suivantes :

- Quelle(s) tache (s) doit étre terminé immeédiatement avant qu’une autre ne com-
mence ?

- Quelle tache doit suivre une tache déterminée ?

On obtient le tableau suivant

Taches antérieures Taches Taches suivantes
obligatoirement terminées

(=T QH|E DO W
o)

A
A.B
A
C
D.F
F
G
H.I

Pour tracer le réseau PERT :
Un réseau est constitué par des étapes et des taches A, B, C, D...
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Le code de présentation est le suivant :

- On symbolise une étape par un cercle.

- Un arc fléché pour signifier la téache.

Pour représenter un réseau PERT, il existe des regles :

- Chaque téche est représentée par un arc et un seul.

- Deux taches ne peuvent étre identifiées par deux arcs ayant la méme origine et la
méme

- Extrémiteé.

Les taches peuvent étre :

- Successives : elles se déroulent les unes apreés les autres ; séparées par des étapes.

- Simultanés : elles se déroulent en méme temps.

- Convergentes : elles aboutissent & une méme étape

Voila le tracé du réseau PERT

FIGURE 3.7 — Réseau PERT

Marge total :

La marge totale indique le retard maximal que I'on peut admettre dans sa réalisation,
sans allonger la durée optimale du projet. Elle se calcule comme suit : la différence entre
la date au plus tard et la date au plus tot de la tache en question.

MT; : La marge totale de la tache avec MT;, =T} —T;

Marge libre : On note :

ML; : La marge libre de la tache ¢

T; : La date au plus tot de la tache j

ML, =T; ~ T, - d;

Détermination du chemin critique :

Pour déterminer le chemin critique on calcule les marges libres et les marges totales
Chemin critique : les marges libres = 0 et les marges totales = 0
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Taches [ A B C D E F G H i 1
Marges | 4-0- | 4-0- |54 |74 |64 |75 |97 |166 |169- |17-16-
libres | 4=0 | 2= =0 | 1= 2=0  |2=0 |2=0 |10=0 |4= 1=0
Taches | A B C E F H i 7
Marges | 4-0- | 9-0- |84 | 104 |64 | 10-5- | 12-7- | 16-6- | 16-9- | 17-16-
totales | 4=0 | 2= 1= 1=5 |2=0 |2= = 10=0 [1=6 |1=0

Le chemin critique est : (A-E-H-J)

17

17
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Chapitre 4

Les modéles, modéles compléementaires
et résolutions pour la probléematique

Introduction

Les banques font face & une multitude de défis complexes, pour relever ces défis,
elles s’appuient sur une variété de modeles d’optimisation qui permettent de prendre
des décisions éclairées et d’optimiser leurs opérations. Ce chapitre se concentrera sur des
modeéles couramment utilisés dans le secteur bancaire

4.1 Meéthode de résolution des modéles d’ordonnance-
ment

Définition :

Le modéle d’ordonnancement consiste a déterminer 'ordre optimal dans lequel un
ensemble de taches doit étre exécuté. Il s’agit d’un probléme crucial dans de nombreux
domaines bancaires, tel que la gestion des files d’attente, la planification des transactions
et la gestion des portefeuilles de crédit.

Il existe plusieurs méthodes de résolution pour le probléme d’ordonnancement, telles
que les algorithmes (Bellman), (Dijkstra) et (Ford) : pour appliquer I'algorithme de Bell-
man le graphe doit étre sans circuit et pour ’algorithme de Dijkstra les distance doivent
étre positives, on s’intéresse au cas général qui est Ialgorithme de (Ford).

4.1.1 Algorithmes basés sur la théorie des graphes : Algorithme
de Ford [18] [19] [20]

On applique l'algorithme général pour la recherche d’un plus court chemin sur un
réseau quelconque avec d(u) € R

Cet algorithme permet soit :

De mettre en évidence un circuit absorbant si celui-ci existe.

De déterminer une arborescence des plus courts chemins de racine e dans un réseau
s’il ne contient pas de circuit absorbant.

Présentation de I’algorithme
Soit le graphe (réseau) R = (X, U,d) d’entrée e et de sortie s; d : U — R.
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Pour un réseau R quelconque.
Extraire de R une arborescence de racine e réalisable
— Si e n’est pas racine, terminé.
— Si e est racine de R, soit A I'arborescence exhibée, notons 7 (z) longueur du plus
court chemin de e & = dans (X, A) ('arborescence)

1. Chercher un arc u = (4,j) /u ¢ a 'arborescence
0(u) = m(j) —m(i) — d(, ) > 0
— Si un tel arc n’existe pas, terminé, (X, A) est optimale.
— Si un tel arc existe; aller a 2.
2. Tester si (X, AU {u}) contient un circuit,
— Si oui; examiner si ce circuit est absorbant (s’il I'est ; terminée. Le probléme
n’admet pas de solution).
— Sinon aller en 3.
3. Chercher un arc v € A tel que T'(v) = 7 = T'(u)
On pose : A =AU {u}\ {v}
Soit X’ = {{j} U {descendants de j dans I’ arborescence A}}
On pose : 7(y) = m(y) — 0(u) Vy € X’ aller en 1.
Exemple 4.1 :

On reprend le modéle de la construction des hangars :
On exhibe I'arborescence suivante :A-E-H-G-C-F-J-K

On calcule les plus court distance :

m(1)=0
w(2) = —4
w(5) = —6
m(8) = —16
m(9) = —17
m(3) = =5
m(4) = -5
w(6) = =7
(7)) = -9
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L’arborescence est A-E-H-G-C-F-J-K (& partir du graphe)

6(1,3) =7(3) —7w(1) —d(1,3) = —4 0—(-2)=-2

6(3,6) = m(6) —m(3) —d(3,6) = =7 — (=4) — (=1) = =2

6(7,8) = m(8) — m(7) — d(7, )——16—(—9)—(—4) =3

Il n’existe aucun arc u n’appartenant pas a 'arborescence tel 6(u) > 0, d’ou 'arbo-
rescence déja trouvée est optimale.

4.1.2 Modéle mathématique (Modéle de PERT)

Premiérement on doit construire le mode¢le linéaire qui cherche & calculer la durée
minimale du projet en I’absence de toute compression. Le modéle comprend les variables
de décision suivantes :

Soit une tache t et son successeur immédiat ¢'.

D(t) : Instant ot débute la tache ¢ .
D(t') : Instant ou débute la tache t'.
d; : Durée de la tache t.
d(p) : Durée de projet.
L’objectif consiste & minimiser la durée totale du projet :
min(z) = d(p) (d(p) — min)

Les contraintes du modéle se regroupent en deux catégories :
ler cas :
- Si t est prédécesseur immédiate de ¢/, alors ¢’ ne peut démaré avant la réalisation de

D(t)>D(t)+d, (4.1)

2éme cas :
- Si t n’admet aucun successeur, alors :

dip) > D(t)+d, (4.2)

Le modéle linéaire correspondant est :

min(z) = d(p) (d(p) — min)
—D(t)+ D(t') > d; ler cas
—D(t) +d(p) > d; 2éme cas
D(t)>0, DE)>0, dip)>0

(4.3)
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Exemple 4.2 :
D(2)—D(1) >4
D(5)—D(2)>2
D(8) — D(5) > 10
D) —D(8)>1
D(3) —D(1) > 2
D(3)—D(2)>0
D(6)—D(3)>1
D(4)—-D(2)>1
D(6) — D(4) > 2
D(7) — D(6) > 2
D(8)— D(7) >4
D(9) — min

On minimise D(9) et on trouve Z* = 17 ( avec simplexe)

On va adapter le modéle linéaire précédent pour déterminer quelles taches & accélérer
et la période d’accélération de chacune, de fagon a réaliser le projet dans ses délais impartis
en minimisant les cotits d’accélération. Tout d’abord on modélise les variables Acc; > 0.

Ou ¢ est une tache qui peut étre accélérée.

Soit 77 la durée normale du projet (durée minimale du projet sans compression d’au-
cune tache), et Ty la durée minimale du projet aprés I'accélération de certaines Téaches,
avec Ty > Ty, on adopte la fonctionnelle z au nouvel objectif de minimisation des cofits
d’accélération ensuite, si une tache peut étre accélérée on remplace dans les inéquations
(4.1) et (4.2), la durée normale d; de t par sa durée accélérée d, — Accy.

- Si t est prédécesseur immédiate de t' alors :

D(t') > D(t) + (d¢ — Accy)  (4.4)

- Si t n’admet aucun successeur, alors :

d(p) > D(t) + (dy — Acey)  (4.5)

On doit tenir compte des bornes supérieures pour les variables d(p) et Acc,

d(p) < Ty
ACCt S dt - d;

Avec d; : Nouvelle durée de la tache aprés accélérations.
Soient y1, Yo, . . ., Ym les colits d’accélération pour les taches 1,2, ..., m respectivement

min z = y;Accy + yaAccy + ...+ ymAce,,
—D(t) —+ D(t/) + ACCt Z dt
ACCt S dt — dt’

(D(t) >0, D()>0, dp)=>0, Acc;>0

7



Les modeéles, modeéles complémentaires et résolutions pour la problématique

Exemple 4.3 : En utilisant les lois de Kirchoff

X10

Soit le réseau R(X,u,d) tel que :
X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} : 'ensemble de sommet
U={AB,C,D,E,F,G,H,I,J, K} : 'ensemble des arcs

Pour chaque arc, on a associé une variable booléenne z; définie comme suit :

1 sil’arc associé est dans le chemin optimal
€T, =
0 sinon

Afin d’établir notre modéle mathématique, on applique les lois de Kirchoff aux som-

mets de X

tel que z; € {0,1} 1< <11
Les lois de Kirchoff aux sommets de X, donne la fonction objectif dans notre cas est

7, & maximiser.

Z = —4x1 — 209 — 13 — x4 — 25 — 20 — 207 — 1028 — 429 — 2190 — 017 — Max
Les contraintes :
Tr|+ To = 1

$1:£E5+.T3+{E11
Ty = Ts

Ty + Tg = T1o
T3 = Tg

Te + T4 = T7
T7 = X9

33'10:1

To + X1l = T4

On applique les régles de la RO : on trouve le chemin maximum égale 17 (simplexe)
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4.2 Méthode de résolution du modéle d’affectation simple

On peut résoudre le model d’affectation simple par I’algorithme de Stepping Stone :

La méthode de Stepping Stone évolue a partir d’'une solution réalisable de base de
départ vers une solution améliorée, et pour trouver la solution départ on utilise la méthode
de Vogel.

Méthode de Vogel : (Methode adaptée du probléme de transport)

1. Construire la matrice des cofits en incluant les disponibilités et demandes. Ajouter
une destination fictive ou une origine fictive pour que >, a; = >, b;

2. Evaluer la différence entre les deux cotits les plus petits pour chaque ligne et chaque
colonne. Nous obtenons ainsi m différences pour les lignes n différences pour les
colonnes.

3. Choisir la ligne ou la colonne ayant le maximum des différences; faire un choix
arbitraire si le maximum des différences n’est pas unique.

4. Allouer la quantité la plus grande possible (tout en respectant les contraintes) a la
cellule possédant le cotit le plus faible de la ligne ou la colonne obtenue en 3.

5. Rayer la ligne ou la colonne qui est saturée.

6. Retourner a 2. Mais cette fois en effectuant les calculs sur la matrice résultante. La
procédure se termine lorsque toutes les lignes et colonnes sont saturées.

Algorithme et principe de Stepping Stone
A partir de la solution réalisable de base de départ

1. Evaluer pour tous les parcours possibles (les sommes algébriques, cout de parcours
a considérer que les cases hors bases )

2. Si toutes les sommes algébriques > 0 , arréter la solution est optimale

Sinon ajuster la nouvelle solution a partir du parcours ayant la somme algébriques (cout)
minimale (négative) aller a 1.

Remarque : 'ajustement de la nouvelle solution se fait comme par la méthode des
potentiels

Exemple 4.4 :

soit le probléme d’affectation simple suivant :

[15] [T6]) | [9]
13](0) | [13] [6](1)
[o] |14l [[10](0)
[3]1) [ [5]0) [11]

Est-ce que la solution est optimale
On calcule les parcours : on a 9 case hors base donc on aura 9 parcours.
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Case hors Le parcours

(4,3)-(3,3) =(3,4) = (2.4)—=(2.1) =(4.1)

base
(1,1) (1,1)=(1,2) =(4,2) =(4,1)
(1.3) (1,3)>(1,2) —(4.2) —(4.1 )—=(2,1) —»(2.4) —>(3.4) —(3.3)
(1.4) (1.4)-(1,2) =»(4.2) = (4,1)~(2.1) »(2.4)
(2.2) (2,2)-(2,1) —(4.1) —(4.2)
(2.3) (2,3)-(2.4) —(3.4) —(3.3)
(3.1) (3,1)>(2,1) —(2.4) —(3.4)
(3.2) (3.2)-(3.4) =(2,4) = (2,1)=(4.1) —=(4.2)
) ) )
) ) )

(4.4)-(2.4) —=(2,1) =(4.1)

On calcule les couts des parcours (4A;;) Hors Base :

A112011_012+C42—C41:15—6+5—3:11>0
Ajg=c13—Cia+ Cag — a1 + o1 — Cog + 34 — C33 =8
Ajyy=ciy—cia+cap—cy+co —cy=1
AQQ:CQQ—C21—|—C41—C4Q:13—3+3—5:8
A232623—Cg4+034—C33:7—6+10—4:7
Agl2031—021+CQ4—C34:8—3+6—10:1

Agg=cC3p—C3a+Coy—Co+cay1 —C1o=9-10+6-3+3-5=0

Ayz =c43 —C33+C34 —Coa +Co1 —Cs1 =17
Ay =cgqg —Coa+ o1 —Cs1 =5

Solution optimale Z* = 19
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Chapitre 5

Implémentation

Introduction

La programmation informatique est un ensemble d’outils et de techniques permettant
de résoudre des probléemes mathématiques par ordinateurs par exemple, elle sert a trouver
une solution optimale de n’importe quel type de probléme. Le processus de résolution d’un
probléme mathématique exige un grand nombre de calculs donc il est mieux de I'exécuter
par machine. Pour cela on a choisi les logiciels LINGO, VISUEL XPRESS et MATLAB
qui fournissent un environnement de calcul matriciel simple, efficace, interactif permettant
la mise en ceuvre des algorithmes.

5.1 LINGO : Logiciel pour la résolution des programmes
linéaires et non linéaires

Introduction :

Lingo est un logiciel utilisé pour résoudre les modeéles d’optimisation linéaire, entier
et quadratique, il est aussi utilisé pour résoudre les modéles d’optimisation globale non
linéaire. Une des caractéristiques de lingo c’est qu’il offre des outils qui peuvent aider a
I’analyse des modeles en utilisant la méthode du simplexe.

Installation de logiciel :

Pour utiliser cette version de lingo, il est conseillé d’avoir au moins un processeur 486
et 8Mo de mémoire RAM. Il faut aussi prévoir un espace disque dur de 2 Mo pour pouvoir
I'installer.
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Les étapes de l'installation sont :

1. Démarrer Windows
2. Insérer CD-ROM
3. Cliquer sur l'icone setup (Install) dans votre explorateur de Windows

4. Suivre les instructions de 1’écran

Pour plus d’information sur ce logiciel visiter I'adresse web www.lingo.com

Présentation du logiciel « LINGO »

Nous permettons de formuler nos problémes d’optimisation linéaire, non linéaire ou en
nombre entiers par exemples. Grace a ses outils de modélisation, les modéles sont exprimés
de maniére transparente a ’aide de sommes et de variables indicées. La méthode ne différe
guére de la méthode traditionnelle avec crayon et papier par exemple, mais les modeéles
seront plus faciles a réutiliser et mettre a jour. Il posséde quatre solveurs afin de résoudre

les différents types de modéles :
- Solveur direct
- Solveur indirect
- Solveur linéaire
- Solveur non linéaire
- Méthodes de type séparation et évaluation
De plus, LINGO est :
- Un moyen pour confirmer que 'optimum trouvé est I'optimum global.
- Possibilités pour résoudre les problémes plus rapidement.
- Un moyen amélioré pour résoudre beaucoup de types de problémes.
- Un moyen de décomposition si un modéle contient des sous-modéles.

LINGO est livré avec un jeu de solveurs pour l'optimisation linéaire, non-linéaire

convexe ou non convexe), simplifiable, sous contraintes, et en nombre entier.

Nous n’avons méme pas & nous préoccuper du choix du solveur : en effet, LINGO
réinterpréte lui-méme nos formulations et sélectionne automatiquement le solveur adapté

a chaque probléme. Un modéle d’optimisation se compose de trois parties :

1. La fonction objective : ¢’est la formule simple qui décrit exactement ce que le modéle

devrait optimiser.

2. Les variables : ce sont les quantités qui peuvent étre changées pour déterminer la

valeur optimale de la fonction objective.

3. Les contraintes : ce sont les formules qui définissent les limites sur les valeurs des

variables. Les fonctions utilisées dans un modeéle de LINGO sont :
@QFOR - utilisée pour produire des contraintes entre autres.

@ SUM- calcul de la somme.

@QMAX - recherche de maximum.

@MIN - recherche de minimum.

Type de variables dans LINGO : Toutes les variables dans un modele de LINGO
sont considérées non négatives et continus, les fonctions variables d’'un modéle de LINGO

sont :
GIN- toute valeur positive de nombre entiers.
BIN - une valeur binaire (0 ou 1).
FREE - toute valeur positive ou négative réelle.
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BND - toute valeur bornée par des limites indiquées.

La forme générale pour la déclaration d’une variable x , en utilisant les fonctions
variables GIN, BIN, FREE est : fonction (x); La fonction BND inclut les limites infé-
rieures et supérieures des variables, sa forme générale est : BND (limite inférieure, x,
limite supérieure).

Interface du logiciel :
Juste apres la barre des menus LINGO, une fenétre pour saisir le modéle de probléme
a résoudre apparait :

[ g 120 Linge Mol - Linge - 0 X
Fle il LMGO Window Help

Diciaia] 1[via] <] slxo] 2iRima] =] e

FIGURE 5.1 — La barre des menus du logiciel

La barre des outils de LINGO est la suivante :
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Disial@ :|2lel 2] d@lo B¢ Ba 2s= o)

New Sove Cut Post Redo GoToline

I

Szda YRE 2 ' vsol

|

Open  Print Copy Undo Find Match

Parenthesis

FIGURE 5.2 — La barre des outils de Lingo

Matrix Send Tc

Solve Picture Back Tile

Help

VAR HSE 2

Solution Option Close Help

All Topics

FIGURE 5.3 — La barre des outils de Lingo

Signification :

New : ouvrir une nouvelle fenétre.
Open : ouvrir un dossier enregistré.
Save : enregistrer un modeéle.

Print : imprimer la fenétre courante.
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Cut : copier et déplacer le texte sélectionné.

Copy : copier le texte sélectionné.

Past : coller le contenu sélectionné dans le document.

Undo : refaire 'action précédente.

Redo : revenir a ’action suivante.

Find : chercher un document.

Go To Line : déplacer le curseur a un certain nombre de ligne.

Match Parenthesis : trouvez la parenthése étroite qui correspond a la parenthése
ouverte que vous avez choisie.

Solve : résoudre le modéle.

Solution : faire la fenétre de rapport de la solution du modéle courant.
Option : ensemble des options du systéme.

Send To Back : placer la fenétre courante derriére les autres fenétres ouvertes.
Close All : fermer toutes les fenétres ouvertes.

Tile : placer les fenétres ouvertes dans la méme place dans la fenétre de programme

LINGO.

Help Topics : ouvrir le manuel de LINGO.
Help : Ouvrir 'aide de LINGO.
Les étapes de programme :

1 e 115 g Mt - gt - 8 x
el UNGO Windew ey

OleBiS) L@ L Mol Sl imie) 2ol pe

L] Rnt ot i 5T -

FIGURE 5.4 — La page d’accueil de Lingo

Nous cliquons sur l'icone FILE puis NEW (figure 5.4) et I’écran de l'espace de travail
s’ouvre
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. Lingo 13.0 - Lingo Model - Lingo1
File Edt LINGO Window Help

e 7 plolo] Sllme) 2wl v
Open... Ctrl=0
Save Ctrie5
Save As... F5
Close Fé
Print... F7
Print Setup... F8
Print Preview Shift«F8
Log Output.... F9
Take Commands... mm
Export File... >
License...

Database User Info...

Bt Fi0

Exemple d’application : voir exemple de deuxiéme chapitre (exemple 2.1) (2.7)

B uingo 1.0 - Soksion Report - Lingo1
File Edit LINGO Wndow Help
D@  |va || veol: nE B=m e

P
P sohution Report - Lingo? [o e -]

Nonlinear comstraints: 0 -

NONTEIoa:

An(xl) 2 Nonlinear noRZercs:

in(x4) Variable

5.2 Visual Xpress

Définition :

C’est un logiciel simple a utiliser qui comporte un langage de modélisation qui permet
d’écrire les programmes linéaires sous une forme symbolique proche de I’écriture mathé-
matique, permettent ainsi de modifier les données, enlever ou rajouter des contraintes,
comparer deux modeéles similaires, analyser la sensibilité des solutions par rapport aux
données... etc.

Présentation du logiciel :

Pour commencer, il est conseillé d’installer le logiciel Visual Xpress

Pour démarrer il faut double cliquer sur l'icone (figure 5.5), I'espace de travail standard
(figure 5.6) apparait
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Visual Xpress.Ink

FIGURE 5.5 — L’icone Visual Xpress

1< |15 15 ] Wo mosnase suhodiaton found. Sausers Sdwon

FIGURE 5.6 — Interface de Visual Xpress

Nous cliquons sur I'icone File et on aura l'interface suivante

Puis nous cliquons sur new et I’écran de I’espace de travail s’ouvre et on aura 'interface
suivante :
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@ e — <~
= .-

Fis G Opoms  Bas  dieaies  SSuls
Do) i o [wjm] || S| @ w]a]
I

N B et Tt | en L

FIGURE 5.7 — Espace de travail de Visual Xpress

Les étapes du programme :
On saisit notre programme dans I’espace de travail et ’exécution se fera comme suit :

Avant d’exécuter un probléme chargé dans I’éditeur, il faut désigner le sens de 'opti-
misation (MAX ou MIN) dans option/optimiser comme le montre la figure ci-dessous

I“--W&gﬂﬂi_&-a!
e ln

5. i Bdn B e Haly
[ D] 6] 15| e crsatse sthcabon int. Bricht Edbon

D] W Mot 2 Fd]
I J

On va résoudre le probléme linéaire continu avec I'icone Solve LP dans le menu Run
/ Solve LP
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L L R e Rl
G- Fiw Gie Opters [BSet] wincee  theip
0] )] Prusiamm Wisse S —————

Si le probléme linéaire est en nombre entiers, il faut utiliser la commande Run / Solve
Globale

5.3 MATLAB

Définition

Matlab est un environnement de programmation et un langage de calcul numérique
utilisé principalement dans les domaines scientifiques et d’ingénierie. Il permet de ré-
soudre des problémes complexes en manipulant des matrices, en effectuant des calculs
numériques avancés, en créant des visualisations graphiques et en développant des algo-
rithmes. Matlab est largement utilisé pour la modélisation, la simulation et I'analyse de
données, offrant une grande variété d’outils et de fonctions spécialisées pour les applica-
tions techniques et scientifiques.

Description de la fenétre MATLAB
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Barre de titre  Barre de menu  Harre d"outils fermeture

Barre d"ém

FIGURE 5.8 — La fenétre MATLAB

La barre de titre :

La fenétre MATLAB est surmontée par une barre de titre, contenant a sa gauche une
icone a sa droite les trois boutons « mise en icone », « minimisation/maximisation » et
« fermeture ».

La barre du menu : Contient 5 fenétres (en général)

- File (fichier) permet d’obtenir I’éditeur de programme ;

- Edit (Edition) permet de copier/ couper / coller dans la ligne de commande et autre ;

- Debug permet I’exécution d’un programme et autres,

- Window (fenétre) permet le passage aux différentes rubriques du logiciel ;

- Help (aide) accéde au menu d’aide.

La barre d’outils : La barre d’outils qui est souvent des raccourcis de fonctions
contenues dans les menus.

De gauche a droite (entre autre) :

- Ouvrir un nouveau fichier dans I’éditeur.

- Rappeler un ancien fichier dans I’éditeur.

- Couper

- Copier

- Coller

- Annuler

- Appeler 'aide

La fenétre de commande : Elles se divisent en deux zones :

— La zone historique : qui ne peut étre modifiée, mais dont on peut copier des
parties ;
— La zone de commande éditable : la zone de commande permet (comme son

nom l'indique) de taper une commande qui sera accepté a 'aide de la touche <
return > ou <entrée>.
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5.4 les exemples d’applications

5.4.1 Exemple d’affectation simple

Voir exemple 4.4 ;| en utilisant visuel Xpress

MCDEL TT

Beope PG
Lo LW
R e

pCal
X42
H43
X44
CONSTRAINTS

PROFIT:  15*X11 + 6*X12 + 9*X13 + 8%X14 + 3*X21
trl : XI11 + X12 + X13 + X14 = 1
1 + X23 + X24 =1
+ X33 + X34 =1
+ X43 + X44 = 1
+ X31 + x41 = 1
+ X32 + x42 = 1
+ X33 + X43 = 1
+ X34 + X44 = 1
BOUNDS
¥11.ui.l
X12.ui.l
X133
X14.ui.l
®21.ui.l
¥22.ui.l
¥23.ui.l
#¥24 . ui.l
X31.ui.l
X32.ui.l
¥33.ui.l
¥34 . ui.l
Xdlong.d
X421
®43.ui.l
X44.ui.l
END

voir le resultat suivant

13*¥22

T*X23 +

6*X24 + 8*¥31

7

9*X32 + 4*¥33 +

10*%34 +

3*X41 + 5%X42

4

T*X43 + 11+*x44
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Implémentation

X44

CONSTRATNTS

PROFIT: 15*X11 + e*X12 + S*X13 + 8*X14 + 3I*#X21 + 13*X22 + T*X23 + e*XZ24 + 8*X31 + g+
Erl o X1l A X3 AKI3 K14 =01

trll : X21 + X227 + X23 + X249 =1

trlll :-X31 + X322 + X33 + X34 = 1

trldl :"X41 + X427 + X43 + X¥44 = 1

tr2l :X11 + X21 + X31 + ¥X41 = 1

tr22 X122 + X222 + X322 + X42 = 1

Er33 tX13 4 X233 4 X33 4L K4l =_1

trd44 :X14 + X24 + X34 F
— Statighics
Raows: 9 Colurmns: 132 Mon-ernes: 48
BOUNDS Entties: 16 Setz 0 Set Members: 0O
X11 . ui.l .
— Simplex
¥12.umi.l [teration: 8 Objective: 19 Sum of Inf: O
X123 . ui.l
X14 ui.l
— Status
¥21.ui.l LP Optimal
X22 ui.l
X23.ui.l Wigw Log...
X24 ui.l

5.4.2 L’exemple par kirchoff

Voir exemple 4.3 | en utilisant visuel Xpress
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Implémentation

HMODEL. TT
VERIABIEE
Xl
X
X3
X3
%5
A
X7
X8
X3
X10
X111
CONSTRATKTS
PROFIT: -4%*¥] - 2Z*X7
TE1: ¥1 ¢+ X2
TEZ: ¥i:= X5 + X3
TE3: X8 = X5
TE4: ¥8 + X5 = X10
TES: ¥ =Xo
TE&: s + K2 — X7
TRT: X7 = X8
TES: X¥10 =1
TES: X2 + X11 = X4
BOUHRDS
¥l.uwi.l
X2 ui.l
¥F3.uwi.l
¥F4.ui.l
¥o.ui.l
¥o.ui.l
ET.ui.l
8. ui.l
¥9.ui.l
¥10.m2i.1
¥ll.mi.1
ERD

g

- X3 - X4 - 2*X5 - Z*¥e6 - 2*=X7T7 - 10=X3 - 4+*3X% - X100 - 0*=X11
=1
+ Xii
r ———————— — —— e
— Stetizhic
Mows: 10 Colarmas: 2% MonCeoes: I3
Erutiez:  1° Setz: 11 Se:Mzmoers: 0
— 3implex

[teraion: 3 Dbeclive 17

Sum cf Inf; 1

— 3ketus

LF Optirnal

5.4.3 Exemple PERT

Voir Exemple 4.2, en utilisant visuel Xpress

Yigw Log, .
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Implémentation

MODEL TT
VARIABLES

CONSTRATNTS
PROFIT:

trl
tr2
tr3
tr4

trs
tré
=t
trd
tro

trl0
trill

D1
o2
D3
D4
D3
D
D7
D8
Ds

BOUNDS

.
nz.
D3.
D4.
Ds.
D&.
D7.
Da.
0Dg.

END

o2
03
D8
Ds

D3
D3
Da
D4
D

D7 = Dg »= 2
DB = DT »= 4

wi.
wi.
wi.
wi.
wi.
wi.
wi.
wi.
wi.

Ds

= D
- D2
= D3
- D8

= D
- D2
= D3
- D2
= D4

I

A

1

10

IR

IRRRR

89959598559999599
89959598559999599
89959598559999599
89959598559999599
89959598559999599
89959598559999599
89959598559999599
89959598559999599
§99558599999599

s
— Statiztics
Raows: 12 Colurmnz: 118 Mon-<ernes: 23

Enthies: 9 Setz 0 Set Memberz: 00
— Simplex

[teration: 0 Objective: 17 Sum af Inf: 0
— Status

LP Optimal

Wiew Log... Cancel
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Conclusion générale

En conclusion, ce mémoire met en lumiére 'importance cruciale de la recherche opéra-
tionnelle dans toutes les activitées bancaires : les invistissements, gestion du portefeuille
Markovitz, les emprunts, les affectations spécialisées, la théorie des graphes , méthode
d’ordonnancement ... etc. Ces modeéles cités avec leurs extensions s’appliquent pour toutes
les banques en particulier a la Caisse Nationale d’Epargne et de Prévoyance (CNEP-
Banque de Tizi-Ouzou) ou autres. A travers des approches théoriques et quantitatives,
nous avons exploité des outils puissants pour résoudre les modéles cités ci-dessus de ma-
niére équivalente sur les plans théoriques , pratiques et informatique.

Les perspectives offertes par les nouvelles technologies et les outils informatiques entre
autres constituent un atout majeur pour la CNEP, lui permettant d’améliorer ses stra-
tégies aux défis économiques actuels. La mise en ceuvre de ces modéles et méthodes de
résolution discutés tout au long de ce mémoire a améliorer permettra a la banque de
naviguer avec succés dans un environnement financier complexe et hostile , en constante
évolution.

Enfin, il est essentiel pour la CNEP-Banque de continuer & innover et & investir dans la
recherche opérationnelle, garantissant ainsi une gestion efficace de ses activités de crédit
et une meilleure réponse aux besoins de ses clients entre autres. Ce travail ouvre la voie a
de futures recherches et a I’élaboration de pratiques encore plus optimisées pour le secteur
bancaire.
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Résumeé

La recherche opérationnelle (RO) est une approche quantitative essentielle pour amé-
liorer la prise de décision dans les systémes industriels et économiques. Elle utilise des
outils de modélisation pour analyser des situations complexes, notamment en matiére de
risque de crédit, afin de minimiser les pertes ou maximiser les profits des institutions
financiéres, entre autre.

Le mémoire est structuré en cinq chapitres : le premier présente la CNEP et son
historique en matiére de crédits et de risques de crédit ; le deuxiéme traite des concepts de
programmation mathématique; le troisiéme décrit les modéles mathématiques appliqués
dans le secteur bancaire ; le quatriéme aborde les méthodes de résolution de ces modéles ;
et le dernier chapitre se concentre sur les logiciels utilisés pour résoudre des problémes
mathématiques.

Les mots clés : La programmation linéaire, non linéaire, stochastique, flou, ordon-
nancement.
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