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Introduction générale

Les véhicules sans pilotes appelés aussi (UAV) suscitent un intérét particulier pour la
communauté scientifique.

La conception et la réalisation de ces systémes fait appel a plusieurs disciplines a
savoir : I'Informatique, ’Electronique, ’ Automatique, etc.

L’automatique intervient dans la conception de la loi de commande. Cette derniére
doit répondre au cahier de charge qui spécifie les taches a accomplir par le robot.

Avant la synthése de la loi de commande, 'automaticien doit avoir un modéle mathé-
matique adéquat.

Pendant le vol, le drone est soumis a plusieurs perturbations qui peuvent étre exogénes
et endogénes.

Les perturbations exogenes sont dus aux conditions atmosphérique, tandis que les
endogénes sont dus a I’état interne du drone.

Ces perturbations rendent la modélisation fastidieuse et difficile.

Ce travail a pour objectif d’établir un modéle mathématique adéquat au quadrirotor
et de développer une architecture de controle compléte qui lui permettra de fonctionner
en utilisant la commande linéaire quadratique.

Ce mémoire est organisé en quatre parties principales :

Le premier chapitre introduira le quadrirotor et présentera quelques généralités sur le
sujet ainsi qu’une description des différentes configurations des drones hélicoptéres.

Le deuxiéme chapitre traite de la modélisation dynamique du quadrirotor.

La premiére partie dresse une description du systéme et de son principe de vol et

la deuxiéme développe les équations qui régissent le systéme pour enfin aboutir & un
modéle mathématique en vue de commander le systéme.

Le troisiéme chapitre introduira la commande optimale en ses principes et détaillera
I’approche choisie : la commande linéaire quadratique, pour le controle de ’engin.

Le quatriéme chapitre exposera un modéle simplifié pour la linéarisation puis présen-
tera les deux stratégies de commande L(Q utilisées pour la simulation de notre systéme.

les résultats obtenus lors des simulations seront présentés pour finir avec une compa-
raison entre les deux stratégies de commande.



Chapitre 1

(zénéralités sur les drones

1.1 Introduction

L’intérét croissant pour le développement des drones appelé aussi (UAV) Unmanned
Aerial Vehicles, résulte en partie des différentes avancées dans le domaine de la transmis-
sion de données, la miniaturisation des capteurs, 'optimisation des moteurs et le dévelop-
pement de la théorie de commande pour les systémes autonomes. Le drone aérien est un
« aéronef inhabité, piloté a distance, semi autonome ou autonome, susceptible d’emporter
différentes charges utiles le rendant capable d’effectuer des taches spécifiques pendant une
durée de vol pouvant varier en fonction de ses capacités »[1]. Sa conception nécessite une
approche pluridisciplinaire faisant intervenir 'automatique, I’électronique, la mécanique
et ’aérodynamique.

Les premiers drones aériens avaient été concus durant la premiére guerre mondiale
pour des fins purement militaire. Des prototypes d’avions-cibles radio-commandés ont
alors vu le jour mais les résultats n’étaient pas assez concluants. Propulsé par la révolution
électronique et I'informatique, le progrés en matiére de drones n’a cessé de croitre depuis
les années 60 : reconnaissance de cibles, surveillance et collecte de données. Les drones ont
gagné en précision avec 'arrivé du GPS en 1995 pour continuer leur évolution au rythme
du progrés technologique [2].

FIGURE 1.1 — Kettering bug : torpille aérienne expérimentale sans pilote
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Tout comme de nombreuses innovations congues initialement pour le domaine militaire
(satellites, GPS, moteurs a réaction. . .etc.), le drone a aujourd’hui un champ d’application
élargi : opérations de sauvetage, lutte contre les incendies et les inondations, agriculture,
photographie, cinéma, cartographie, topographie et méme livraisons.

1.2 Classification

Il est possible de classer les drones aériens selon plusieurs critéres, nous en citerons
deux [3] :

1.2.1 L’endurance et I’altitude

L’endurance étant le temps que peut passer le drone en vol (’autonomie) Ex : de Haute
Altitude Longue Endurance (HALE), Moyenne Altitude Longue Endurance (MALE)...etc.

FIGURE 1.3 — Drone HALE

1.2.2 La voilure

Nous citerons ici les deux types de voilures les plus répandues :

Voilure fixe (type avion) :

la propulsion et la sustentation sont assurées par deux organes différents (réacteur, et
voilure fixe)
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FIGURE 1.4 — Drone a voilure fixe

Voilure tournante (type hélicoptére) :

« utilisent le méme organe pour la propulsion et la sustentation (un ou plusieurs
rotors). Grace a cette particularité, ce type de drone est capable d’atterrissage et de
décollage vertical, ainsi que de vol stationnaire ou quasi-stationnaire, ouvrant un large
champ a de nouvelles applications » [4].

Quelques exemples de drones aériens a voilure tournante :

— Heélicoptéres conventionnels :

Combinaison d’un rotor principal et d’un rotor a queue

FIGURE 1.5 — Drone hélicoptére conventionnel

— Birotors coaxiaux :
Les moments dus aux rotations de chaque rotor se compensent mutuellement (pas de rotor
de queue) [5].

FIGURE 1.6 — Birotor coaxial

— Multirotors :
Combinaison de plusieurs rotors. La forme la plus commune est le quadrirotor.



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES DRONES 10

T4

FIGURE 1.7 — Multirotor

FIGURE 1.8 — Quadrirotor

1.3 Le quadrirotor : historique et domaines d’applica-
tion

Le quadri rotor est un drone a voilure tournante basé sur quatre rotors placés généra-
lement aux extrémités d’une croix. Il est impératif que deux des quatre hélices tournent
dans le sens des aiguilles d'une montre pendant que les deux autres tournent dans le sens
contraire. Le premier prototype d’hélicoptére non piloté a été construit par le scientifique
francais « Charles Richet ». Bien que la tentative ait échoué, elle a le mérite d’avoir inspiré
un de ses étudiants « Louis Breguet », qui, avec 'aide de son frére Jacques et aprés plu-
sieurs essais supervisés par Richet, a réussi en 1907 a faire voler le premier quadrirotor :
Le « Breguet-Richet Gyroplane No.1 ». En 1923, le quadrirotor congu par Etienne (Eh-
michen réussit un vol stationnaire de cinq minutes [6].

F1GURE 1.9 — Le Breguet-Richet Gyroplane No.1, 1907
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FIGURE 1.10 — Le quadrirotor d’Etienne (Ehmichen, 1932

Ces prototypes ainsi que tous leurs congénéres précurseurs étaient caractérisés par de
faibles performances dynamiques et une taille bien trop grande. Les quadrirotors n’ont
pas cessé d’évoluer depuis. Ils deviennent de pluss en plus communs notamment dans les
applications de loisir mais aussi dans les milieux professionnels et ce grace a leur accessibi-
lité en terme de coiit et de mise en ceuvre, leur agilité, leurs possibilités d’embarquements
(capteurs, caméras...), ainsi que leur capacité a voler en stationnaire et a effectuer des
trajectoires complexes. Ils sont de ce fait privilégiés dans certains domaines tels que :

— Photographie et cinéma : prises de vue aériennes.

— Surveillance, collecte de données, sauvetage et missions dangereuses : les quadriro-
tors peuvent se déplacer dans des milieux hostiles ou difficiles d’accés pour relever
des informations importantes, surveiller, ou aiguiller les sauveteurs ou les scienti-
fiques (incendies, avalanches, noyades, gaz toxiques radiations...).

— Loisirs : les quadrirotors sont les drones aériens les plus utilisés dans ce domaine.

FIGURE 1.11 — Sauvetage en montagne

FIGURE 1.12 — Prise de vue aérienne
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FIGURE 1.13 — Mission de recherche lors d’un incendie

FIGURE 1.14 — Cours d’aéromodélisme

1.4 Conclusion

[’étude des drones quadrirotors a suscité ’attention de plusieurs chercheurs dans le
domaine de 'automatique pendant ces deux derniéres décennies et ce compte tenu de leur

énorme potentiel d’évolution. Dans ce travail nous nous sommes interessés a la commande

des quadrirotors.



Chapitre 2

Modélisation du systéme d’un

quadrirotor

2.1 Introduction

La conception d’un controleur de vol passe avant tout par une étape cruciale qui est
la modélisation. Une compréhension préalable des mouvements du quadrirotor et de sa
dynamique ainsi qu'une maitrise des équations qui régissent la dynamique de son systéeme
sont de rigueur. La pertinence de la commande et des résultats de simulation dépendent
de la précision de la modélisation.

La dynamique du quadrirotor est sujette a des altérations pouvant étre causées par une
multitude d’effets physiques : les effets aérodynamiques, la gravité, les effets gyroscopiques,
les frottements et le moment d’inertie. Ce qui en fait un des systémes volants les plus
complexes [7].

2.2 Description du quadrirotor

Un quadrirotor est un aéronef propulsé par quatre rotors. Ses hélices sont orientées
verticalement et chacune s’enclenche a des vitesses variables. Typiquement, le quadrirotor
a les configurations suivantes ; deux rotors tournant dans le sens des aiguilles d’une montre
et les deux autres tournant dans le sens contraire [8].

Son chassis est la partie la plus importante. C’est 14 que les moteurs, les batteries et
les hélices, entre autres, sont montés. Il doit étre rigide et léger. La carte de commande
agit comme le coeur de I'engin car elle est responsable du controle de chaque moteur
indépendamment, fournissant ainsi I’équilibre & long terme.

Le quadrirotor utilise ses hélices pour s’élever dans les airs, grace a la poussée générée.
Les quatre moteurs sont donc congus pour tourner dans deux directions pour éviter que
I’engin se retourne sur lui-méme. Le quadrirotor est caractérisée par un décollage et atter-
rissage vertical. Afin d’y parvenir, le tangage, le lacet et le roulis doivent étre controlés.
Pour diriger le quadrirotor correctement, il est important que 'on comprenne comment
les différentes vitesses dans le moteur affectent la poussée de I'hélice, le déplacement sur
les axes et comment gagner ou perdre en altitude.

13
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Pour gagner de laltitude, le pilote doit contrer 'attraction gravitationnelle en faisant
tourner les hélices plus rapidement et avec une plus grande force. La descente signifie que
le pilote réduit la vitesse des rotors, réduisant ainsi la force de portance, laissant la force
de gravité prendre sa place pour amener ’engin au sol.

les 4 forces qui affectent le vol (poids, portance, poussée et trainée) sont des considé-
rations importantes.

Les mathématiques sont également utilisées pour calculer la poussée du moteur de
I’engin, tandis que l'aérodynamique de ’avion est utilisée pour la conception de I'hélice
et le mouvement de ’air au-dessus, au-dessous et autour du quadrirotor.

W “
L'"4\ P

O
-0

xS,
N
e

= &=

D
2

FIGURE 2.1 — Sens de rotation des rotors

Avec
D : le sens de rotation des rotors
o : la vitesse de rotation
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2.3 Les mouvements du quadrirotor

La réalisation des six mouvements du quadrirotor implique une variation de la vi-
tesse de chacun des quatre rotors dont nous disposons entrainant ainsi un changement de
poussée produite .

Les mouvements de I'appareil sont couplés : la réalisation d’un mouvements enclenche
systématiquement d’autres mouvements. Le quadrirotor s’incline vers le sens du rotor le
plus lent, il en résulte ainsi une translation le long de cet axe. Par exemple, ’augmenta-
tion de la vitesse du rotor gauche engendre l'inclinaison de I'appareil vers le coté droit.
Par conséquent,I’équilibre entre les rotors qui tournent dans le sens horaire et les ro-
tors qui tournent dans le sens antihoraire est perturbé, ce qui entraine deux mouvements
de rotation : (le roulis et le lacet) qui a leurs tour entrainent un mouvement de transla-
tion sur I'axe Y. Cette caractéristique confére au quadrirotor six degrés de liberté et ce
seulement avec quatre actionneurs (rotors) ce qui classe le quadrirotor parmi les systémes
sous-actionnés |9]. On distingue donc six mouvements possibles 8] :

— Mouvement vertical

— Mouvement de rotation de roulis

— Mouvement de rotation de tangage

— Mouvement de rotation de lacet

— Translations horizontales

Roulis Tangage

Z

FIGURE 2.2 — Les différents mouvements du quadrirotor (Six degrés de libertés)
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2.3.1 Mouvement vertical

Lorsque tous les rotors sont a vitesse égale, ils générent une poussée égale, ce qui permet
a l'appareil de planer. L’augmentation/diminution de la vitesse des rotors provoque un
changement de l'altitude de I’engin en fonction de la poussée totale. Le mouvement du
quadrirotor sur ’axe z peut étre controlé avec les poussées des rotors comme le montre la,
figure ci-dessous.

Ascension F1

N

Tl

v

Descente

z

FIGURE 2.3 — Mouvement vertical

2.3.2 Mouvement de rotation de roulis

Lorsque la vitesse entre les rotors 2 et 4 est variée par rapport a sa valeur nominale,
cela entraine une différence de poussée entre ces deux rotors . Par conséquent, une rotation
de roulis se produit autour de I'axe X au méme moment elle est suivie d’une translation le
long de I'axe Y. Dans le cas ou le changement de poussée survient a un seul rotor I'engin
effectuera une rotation de lacet autour de ’axe Z suite a la perte de ’équilibre des rotors.

Rotation
autour
de l'axe x

FIGURE 2.4 — Mouvement de rotation de Roulis

2.3.3 Mouvement de rotation de tangage

Lorsque la vitesse entre les rotors 1 et 3 est variée par rapport a sa valeur nominale, cela
entraine une faible poussée au sein rotor dont la vitesse est la plus faible. Par conséquent,
une rotation de tangage se produit autour de 'axe Y provoquant une translation le long
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de l'axe X. Dans le cas ou le changement de poussée survient a un seul rotor I’engin
effectuera également une rotation de lacet autour de ’axe Z suite a la perte de ’équilibre
des rotors.

Rotation
autour
de l'axe y

X Y

FIGURE 2.5 — Mouvement de rotation de Tangage

2.3.4 Mouvement de rotation de lacet

Lorsque la vitesse entre les rotors 1,3 et 2,4 est modifiée par rapport & sa valeur
nominale, cela entraine un couple plus élevé au niveau des rotors dont la vitesse est
supérieure, par conséquent, une rotation dans le sens des rotors dont la vitesse est faible.
le mouvement de rotation de Lacet se produit autour de ’axe Z. Pour éviter que d’autres
rotations découlent de cette variation de vitesse, il est préconisé que les vitesses des paires
de rotors sur le méme bras soient égales.

F

Tl

Rotation autour de I'axe z

z

FIGURE 2.6 — Mouvement de rotation de Lacet
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2.3.5 Translations horizontales

Elles sont obtenues en réalisant les rotations appropriées a la translation désirée, rota-
tion de roulis pour une translation sur I'axe Y et rotation de tangage pour une translation
sur 'axe X. Il est nécessaire de suivre les précautions énoncées précédemment pour éviter
une rotation de lacet.

Translation sur l'axe y

X Y
Y Translation sur l'axe x

FIGURE 2.7 — Translations horizontales

2.4 Modéle dynamique du quadrirotor

La modélisation de la dynamique du vol du quadrirotor peut s’avérer difficile et délicate
et cela est du a la dynamique fortement non linéaire du systéme et 'interaction entre les
différents états. Des hypothéses ont été proposées dans la littérature et ce pour simplifier
la réalisation de cette tache [10] :

— La structure constituant le quadrirotor est supposée rigide et symétrique.

— Les hélices sont supposées rigides pour pouvoir négliger ’effet de leur déformation

lors de la rotation.

— Le centre de gravité du quadrirotor et ’origine du repére 1ié a ce dernier coincident.

— Les forces de portance et de trainée sont proportionnelles aux carrés de la vitesse

de rotation des rotors.
Afin d’élaborer le modéle mathématique on utilise deux repéres, un repére fixe lié a la
terre R et un autre mobile lié au centre de masse du quadrirotor R™

Une matrice de transformation T qui contient I'orientation et la position du repére
mobile par rapport au repére fixe permet le passage du repére fixe au repére mobile.

T = [? g] (2.4.1)

Avec R la matrice de rotation de 'objet mobile, ( = [z y 2]T le vecteur de position.
Les angles d’Euler seront exploités pour déterminer les éléments de la matrice de
rotation R.
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2.4.1 Les angles d’Euler

Au début, le repére mobile est confondu avec le repére fixe. Ensuite, le repére mobile
opére trois mouvements de rotation, le premier autour de I’axe X avec un angle de roulis
¢, le second autour de I'axe Y avec un angle de tangage 6, et le dernier autour de 'axe Z
avec un angle de lacet 1.

On suppose que (-5< ¢< J) et(—=5 <0 < J)et (=7 < <)

La matrice R est obtenue comme suit [8] :

cos(yp) sin(y) 0 cos(@) 0 sin(0)| |1 0 0
sin(¢) cos(yp) 0] - 0 1 0 |-]0 cos(¢p) —sin(o)
0 1

R=R.xR,xR, = (¢
0 sin(¢) cos(9)
(2.4

0 —sin(f) 0 cos(6)
2)
[
c(¢).c(0) s(9).5(0).c(vp) — s(¢).c(d) (9).5(0).c()) + s(¢).5(¢)
R=1s(¢).c0) s(¢).5(0).5(¢) = c(1).c(0) c(¢).5(0).5(¢) + 5(¢).c(4)) (2.4.3)
—s(0) s(¢)-c(0) c(¢)-c(0)

1. Avec : c=cos , s=sin
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2.4.2 Vitesses angulaires

Les vitesses de rotation €2y, €2, et (23 posées dans le repére inertiel (fixe) sont exprimées
en fonction des vitesses angulaires gzﬁ 0 et 1/) dans le repére dynamique (mobile) comme
suit :

04 (b 0 0
Q= | = 0] + Ru(@)" 8] + [R(OR()] |0 (2.4.4)
Qs 0 0 (G

Initialement les deux repéres coincident au moment ou a lieu la rotation de roulis, vient
ensuite une rotation de tangage. Le vecteur représentant cette derniére doit étre exprimé
dans le repére fixe, le vecteur 0 est ainsi multiplié par R,(¢) 'et enfin une rotation de
lacet se produit et le vecteur de vitesse @/) est exprimé dans le repére fixe en le multipliant
par [R,(6)Ra(#)] " [11].

Nous aboutirons au développement suivant :

N b -0 0 .—1/‘182'72(9)
Q= 82 = 0| + | Ocos(o) + [Ry(0)R.()] " |0 psin(¢)cos(0)
3 0 Osin(o) zZ)' w‘co.s(¢)cos(9): (2.45)
' ¢ — sin(0)
= |Ocos(¢) — Ysin(¢)cos(f)
eos(¢)cos(8) — Osin() ]
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Les rotations de Roulis et de Tangage opérées par le quadrirotor sont supposées faibles
en amplitude, nous arrivons donc aux approximations suivantes :

cos(¢) = cos(0)
sin(¢) = sin(6)
La vitesse angulaire peut donc étre exprimée ainsi :
0
Q=10 (2.4.6)
(G

1
0

2.4.3 Effets physiques agissant sur le quadrirotor
2.4.3.1 Les forces

Il existe une multitude de forces qui agissent sur le systéme :

— La gravité
Elle est donnée comme suit :

P=m=xg (2.4.7)
Avec :
m : la masse du quadrirotor
g=9.81m/s*

— Les forces de poussées
Engendrées par la rotation des moteurs, les forces de poussées sont orthogonales au plan
des hélices et sont proportionnelles au carrée de la vitesse de rotation des moteurs :

F; = bw? (2.4.8)

Avec:i=1:4
b : le coefficient de portance, il dépend de la forme et le nombre des pales et la densité
de T'air.

— Les forces de trainée
La force de trainée est définit comme la force résistante qu’exerce un fluide sur un objet
lorsque le fluide ou I'objet sont en mouvement I'un par rapport a I'autre, elle agit comme
une force de frottement.

En ce qui concerne hélices :

elle est proportionnelle au carré de la vitesse de rotation des hélices et est formulée
comme suit :

Ty = dw? (2.4.9)
Avec i =1:4
d : le coefficient de drag qui dépend du faconnage des hélices.

Pour ce qui est de la trainée selon les axes :
elle est due au mouvement du corps du quadrirotor
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~Kpe 0 0
0 0 —Kp.

AvecK p1z, Kyiy et Kypioles coefficients de trainée de translation selon l'axe z, vy, z,
respectivement. V' = [l’ U z} "a vitesse linéaire.

2.4.3.2 Les moments

Les différents moments qui agissent sur le quadrirotor sont dus aux forces de poussée,
de trainée et aux effets gyroscopiques.

— Moments dus aux forces de poussée
L’un est le résultat de la différence entre les forces de portance des rotors 2 et 4 lors de la
rotation autour de 'axe X.

qui est exprimé par :

M, = I(Fy — Fy)=1-bw? — wl) (2.4.11)
Avec : [, la longueur du bras entre le centre de masse du quadrirotor et le rotor.

L’autre est le résultat de la différence entre les forces de portance des rotors 1 et 3 lors
de la rotation autour de I'axe Y.
qui est exprimé par :

M, =1(Fs — F})=l-b(wy — w?) (2.4.12)

— Moments dus aux forces de trainée
Un couple réactif est engendré par les couples de trainée de chaque hélice ce qui agit sur
la rotation autour de 'axe Z ce moment est décrit comme suit :

My = d(w? —wi +wi —w}) (2.4.13)

Les moments obtenus par le biais des frottements aérodynamiques sont donnés par :

Kfam(:bQ
M, = | K;4y0? (2.4.14)
Kfazw2
Avec 1 Koz, Kjay, Kyaz les coefficients des frottements aérodynamiques,
@, 0, 1Y les vitesses angulaires.

2.4.3.3 L’effet gyroscopique

La rotation d’un objet engendre un phénomeéne, appelé effet gyroscopique, ce dernier
permet de maintenir le 'objet en équilibre, I'effet augmente avec la vitesse de rotation et
I'objet oppose une résistance a la modification de 'orientation de son plan de rotation.
Nous citerons donc les moments gyroscopiques suivants :

— Moments gyroscopiques du quadrirotor
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Les rotations du quadrirotor sur lui-méme générent ces moments qui sont donnés ainsi :

My = QA J-Q (2.4.15)
Avec : J la matrice d’inertie du systéme.

— Moments gyroscopiques des hélices
Les rotations des hélices sur leurs axes générent ces moments qui sont donnés par :

4 ‘ J,.QQ
My =Y QAT [0 0 (—1)* wi] = |40 (2.4.16)
i=1 0

Avec : J,., I'inertie des rotors.
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2.4.4 Modéle mathématique selon le formalisme de Newton-Euler

Nous favoriserons le formalisme de Newton-Euler au vu de sa réputation dans la mo-
délisation des robots et des systémes articulés, les équations sont alors décrites sous la
forme suivante [10-12] :

C=v
(=F/+F,+F
mi = Iy + B+ I (2.4.17)
R = RS(Q)
JQ = My, + My + M, + My,
Avec :
¢ : le vecteur position du quadrirotor.
m : la masse totale du quadrirotor.
R : la matrice de rotation.
Q) : le vecteur des vitesses angulaires exprimé dans le repére fixe.
J : la matrice d’inertie symétrique.
v:li g 2]
I, 0 0
J=10 I, 0 (2.4.18)
0 0 L,
S(€2) : la matrice antisymétrique du vecteur 2.
0 —Q3 —Oy
SQ)=1(923 0 0 (2.4.19)
Qy O 0
Fy : la force de poussée totale générée par les quatre rotors.
4 T
Ff=Rx [0 0 Y F (2.4.20)
i=1
F; : la force de trainée selon les axes (X, Y, Z).
— Ky 0 0 ' — Ky
F, = 0 — Ky 0 ¢ = |—Kpay (2.4.21)
0 0 — Ky, — K2
F, : la force de gravité.
0
F, = 0 (2.4.22)
My : moment provoqué par les forces de poussée et de trainée.
M,
M;=|M, (2.4.23)
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2.4.4.1 Equations de mouvement de translation

D’apres le formalisme de Newton-Fuler nous avons :

m(=F;+F,+F, (2.4.24)
Les forces sont remplacées par leurs formules (2.4.20), (2.4.21) et (2.4.22) pour aboutir

z c(p)-s(0)-c(¥) + s(¥)-s()| _4 —Kfia 0
m || = |c(9).5(0).5(0) = s(@)c@) | Y Fi+ |=Kpg| — | 0 (2.4.25)
Z c(p).c(0) i=1 — K12 —myg

Nous obtenons alors les équations différentielles du mouvement de translation comme
suit :

(= 3 cl)s(O)ev) + s(w)sle) (S5 - S
= () 5(0)5(6) = sihetv)) (S 1) - K (2.4.26)
2 = Helo)elt) (ZF) BTy

2.4.4.2 Equations de mouvement de rotation

Nous avons :

JQ = My, + My + M, + M, (2.4.27)

Nous effectuerons les remplacements nécessaires pour conduire au résultat suivant :

I, 0 0] [¢ ¢ L, 0 0] [¢ M, K fond? J,60

0 I, 0| |6 =—|6|A|]l0 I, O |0+ |M,|—|Kmpyb?| — |=J0Q

0 0 L| |4 b 0 0 L| |4 M, Kozt 0
(2.4.28)

L = =00 (L, — 1)) — J,Q0 — K 1000? + Ib(wp-w?)
1,0 = —¢(L. — 1) — J,Qb — K apb? + Ib(wi-wp?) (2.4.29)
zZ= _é(lg(fy - [ac) - Kfaz¢2 + lb(w32'w12) + d(wf - w22 + W32 - W42)

Nous pouvons enfin aboutir au modéle régissant la dynamique du quadrirotor :

N e JT_. Kraz | U-
G i A . B oy (2 U

U= 09t — Sy 4

7 i L 2.4.30
i = (clorsleredvyston Ky ( )
= L@l _ K
5 = GOy Kpey g
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Avec :
U, bbb b [w?
Us 0 —b 0 Ib]| |w
= 2.4.31
Ul = =6 0 1 0 |w? (24.31)
U, d —d d —d| |w?
2.4.5 La représentation d’état du systéme
En posant X comme vecteur d’état :
X=[0dp00¢ppriyyz3zT
= [21 @2 T3 T4 T5 T6 T7 Ty Tg T10 T11 T12)
Nous aboutissons au modéle suivant :
( .
Tr1 = T9
.’t2 = C1T4%g + 621322 + CgQZE4 + b1U2
Ty =14
T4 = C4ToTg + C5T4 + CﬁQLEg + boUs
.fil'5 = Tg
jjﬁ = C7T2o%4 + Cgl’% + b3U4 (2 A 33)
j77 = Ig o
g = comg + cos(xl)cos(ac5)sin(7ar;3)+sin(ac1)sin($5) Ul
Tg = T10
jjl() = 10210 + cos(z1)sin(z3)sin(xs)—sin(z1)sin(xs) Ul
m
T11 = Z12
\l"12 — o + COS($12§OS(Z3) U1 —g
Avec :
1 = Iy]_zlzu Cy = — ;‘x, C3 = _%) = Z] xa C5 = — ;‘yay’ Cg = _%07 - Ix[_zly
Cg = K]fzazac _K,,J?Ltmac = - TJ;Ltyyc :_Krj:z7b — 1 b2_i7 b3:i

2.5 Conclusion

Ce chapitre propose une modélisation compléte d’'un quadrirotor. Nous avons com-
mencé par une description du fonctionnement général de I’engin, son principe de fonction-
nement, les différents mouvements qu’il peut effectuer, et les effets physiques qui affectent
le vol. Nous avons par la suite proposé un modéle mathématique décrivant la dynamique
du quadrirotor en utilisant le formalisme de Newton-Euler. Ce qui nous a permis d’éta-
blir un modéle dynamique a partir duquel nous avons confirmé que le quadrirotor est un
systéme sous-actionné, complexe, et fortement non linéaire.



Chapitre 3

Commande optimale

L’objectif de la commande optimale contient deux principales orientations. La premiére
orientation vise une énergie minimale tandis que la deuxiéme cherche a réduire le temps
de convergence du systéme. [’objectif général est de trouver une commande optimale qui
minimise un critére qui varie selon 'orientation adoptée [13-14].

3.1 Formulation mathématique d’un probléme de com-
mande optimale

Soit un systéme a temps continu de représentation d’état :

&= f(x,u,t) (3.1.1)

Avec x : le vecteur d’état, u : le vecteur de commande, t : le temps et & : I'état du
systéme

et de condition initiale x(tg) = xp, o t € R, u € R™ et x € R". Les signauxu etz
sont des fonctions de R vers respectivement R™ et R™. Pour la condition initiale zq et
la commande u, I’équation d’état (3.0.1) définit une trajectoire unique x pour I’état sur
[to, tr]. Celle-ci est fonction de la condition initial =, et de la commande u sur [t ).

Soit un critére :

ty

J(xo,to,u) = O(xs, ty)+ / o(x,u,t)dt (3.1.2)
to
Avec xy = x(ts). Les fonctions 6 et ¢ ainsi que les instants ; et ¢y étant donnés, ce
critére ne dépend que de zo et de u sur[ty,ts]. L’application qui au signal de commande
u associe le critére scalaireJ(xg,to, u) est une fonctionnelle. On peut citer les différents
critéres (problémes) existant dans la littérature :
— Le probléme de Lagrange :

ty
/ Yz, u,t)dt (3.1.3)

— Le probléme de Bolza :
ty

O(xp tr)+ / o(z,u, t)dt (3.1.4)

to

27
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— Le probléme de Mayer
Q(J'f,tf) (315)

En plus de I'équation d’état qui lie les trajectoires de u et de x, les éléments suivants
doivent étre spécifiés :

I'instant final peut étre imposé ou libre ;

la commande peut appartenir & un ensemble u € U # R, ;

des contraintes peuvent exister sur I’état final : xy € X.

Le probléme de la commande optimale consiste alors a trouver la commande « mini-
misant J(zo, to, u) :

U= ng&zJ(xo, to, u) (3.1.6)

3.2 Principe du minimum de Pontriaguine

Le principe du minimum de Pontriaguine peut étre énoncé comme suit.
Soit le systéme d’équation d’état :

&= f(z,u,t) (3.2.1)
et le critére de performance :
ty
J(xo, to, u) = O(xys,tr)+ / o(x,u,t)dt (3.2.2)

to

On définit 'hamiltonien du systéme :

H(z,u,p,t) = o(z,u,t) +p" f(z,u,t) (3.2.3)

ou p est appelé état-adjoint. Le principe du minimum de Pontriaguine énonce que la
trajectoire optimale minimise ’hamiltonien du systéme. Autrement dit :

H(Z,1,p,t) < H(Z,u,p)Vuel, t € [to, /] (3.2.4)

Des équations permettent de résoudre le probléme de commande optimale le long de
la trajectoire optimale. Ces équations sont obtenues en utilisant le calcul des variations.

La solution conduit aux équations canoniques de Hamilton, qui régissent les dyna-
miques de I’état d’une part et de ’état adjoint d’autre part :

— FEtat -
— =1 3.2.5
=i (325)
— Etat adjoint
OH
— = —p 3.2.6
5y = P (3.2.6)

Les équations de transversalité sont obtenues des conditions terminales, en ty,d’une
part et en ¢y d’autre part :
A T'origine
T
(—H(to) + £%) Sto + (p(to) + 22)" dm0 = 0 (3.2.7)

— A Darrivée
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<—H(tf) + %) Sty + (p(tf) + %)Taxf —0 (3.2.8)

Certaines relations additionnelles peuvent étre établie selon la nature du probléme :
— Si aucune contrainte (de type saturation) n’est imposée sur u(t)a 'instant ¢, on a :

OH
—(t) =0 3.2.9
(1) (329)
— Si H n’est pas une fonction explicite du temps, on a :
dH—aH—O (3.2.10)
dt ot -

3.3 Equation d’Euler-Lagrange (calcul des variations)

L’équation d’Euler-Lagrange, particuliérement utilisée en mécanique, peut étre retrou-
vée a partir du principe du minimum.
En notantT’, I’énergie cinétique et U 1’énergie potentielle d’un systéme mécanique, le
systéme évolue en minimisant I'intégrale :
ty
/ (T — U)dt (3.3.1)
to
On a ¢ les coordonnées généralisées du systéme. Soit L(q,q) = T(q,q) — U(q) le

lagrangien, avec le critére :

ty

Haosto,d) = [ Lia. i (33.2)

Soit un systéme dont on commande la vitesse, I’équation d’état du systéme s’écrivant
alors :

q=mu (3.3.3)

L’hamiltonien s’écrit alors :

H(q,4) = L(q,4) +p"q (3.3.4)

Du principe du minimum découle les deux équations suivantes :

OH OL .
0OH OL
55 =5 tp=0 (3.3.6)

En dérivant la seconde équation par rapport au temps puis en remplacant p avec
I'équation (3.0.21) on obtient I’équation d’Euler-Lagrange :

doL 0L

ikl (3.3.7)



CHAPITRE 3. COMMANDE OPTIMALE 30

3.4 Principe d’optimalité de Bellman

Soit le critére :

tf

J(xo,to,u) = O(xy, ty)+ / o(x,u,t)dt (3.4.1)

to

La trajectoire optimale sur [to,t]est @ et le critére optimal :

J(zo,t0) = min J(xo, to, u) (3.4.2)
Ultg,ty]
Soit ¢ € [to, tf]. Le principe d’optimalité de Bellman énonce que la trajectoire optimale
sur [to,t] contient la trajectoire optimale sur [t;,t] avec comme condition initiale z; =
x(t1). Autrement dit :

J(zg) = min (tfl o(x,u, t)dt + j(x1)> (3.4.3)

Ultg,ty],e1 \ o

Ce principe permet d’obtenir une solution optimale en découpant l'intervalle et en
résolvant un probléme récursif.

3.5 Commande linéaire quadratique
La commande linéaire quadratique, dite commande LQ), est une méthode qui permet

de calculer la matrice de gains d’'une commande par retour d’état. Le systéme est linéaire
et la commande quadratique. La commande optimale est un retour d’état.

u 4
D X=AX+Bu ——>
T —
" \\J—__,,

FIGURE 3.1 — Diagramme d’une commande LQ

3.5.1 Commande LQ & horizon fini

Soit le probléme de commande optimale du systéme :
z = A(t)x + B(t)u (3.5.1)
Avec le critére :

ty
J (g, to,u) = %foxf+ / %(xTQ(t):E +u R(t)u)dt (3.5.2)

to
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Les matrices symétriques positives () et R sont dites matrices de pondération, S est
une matrice symétrique avec S > 0.
[’hamiltonien s’écrit alors :

H(z,u,p,t) =p" A(t)x + p" B(t)u + %(mTQ(t)x +u” R(t)u) (3.5.3)

L’hamiltonien, vérifie les conditions suivantes :
— Equation d’état adjoint

p=—75-=—Ap—Qt)x (3.5.4)
— Condition de transversalité
p(ty) = Szy (3.5.5)
— Absence de contrainte sur la commande
QE:BWWHJWM:O (3.5.6)

ou
De l'équation (3.5.6), on déduit :
u=—R(t)B(t)p (3.5.7)
Alors I’équation dynamique du systéme s’écrit :
= A(t)r — B)R™*(t)BT (t)p (3.5.8)

Un systéme matriciel peut étre formé avec les équations (3.5.4) et (3.5.8) et ce systéme
est appelé systéme hamiltonien :

2] =40 -Eomsoat [ 550

Ecrivons p = P(t)x, en s’appuyant sur 1'équation (3.5.5), avec, d’aprés cette derniére,
la condition finale P(t;) = S. L’équation (3.5.4) s’écrit alors :

p=—(AT(P(t) +Q(t))x (3.5.10)

Avec p = Px + Pi et Péquation d’état (3.5.1) du systéme, 'équation (3.5.10) s’écrit :
(P+PA+ATP - PBR'BTP+Q)z =0 (3.5.11)

La solution est alors obtenue en résolvant I’équation (différentielle) de Riccati suivante :

P+PA+ATP - PBR'BTP+Q=0 (3.5.12)

avec la condition finale P(tf) = S.
On montre que la condition :

(P + PA+ A"P — PBR'BTP+Q)z =0 (3.5.13)
s’écrit aussi :
d, r T T
a(m Pz)4+ 2" Qr+u Ru=0 (3.5.14)

Le critére :
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ty
1 1
J(wo,to,u) = FUrSTs+ / 5(acTQ(t)a; +ul R(t)u)dt (3.5.15)
to
S’écrit alors :
1 i
J(xq, to, u) = 3 xySzp— [ L(2" Px)dt (3.5.16)
to

soit avec les conditions de transversalités S = P(ty) :

1
J(Io,to,u) = §$gp<t0)$0 (3517)

Le minimum du critére est donc :

= 5 1
(o) = J (o, to, ) = Sg Plto)wo (3.5.18)

La commande optimale obtenue s’écrit sous forme d’un retour d’état :

u=—K(t)z (3.5.19)

avec

K=—-R'B'P (3.5.20)

3.5.2 Commande LQ & horizon infini

Nous nous intéressons dans cette section aux systémes multivariables linéaires a temps
variant précédents ot le critére est donné par [13] :

o0

(o, to, 1) _% / %(xTQ(t)eruTR(t)u)dt (3.5.21)

to
On peut arriver a montrer que le critére de I'équation (3.5.21) est fini si le systéme est
stabilisable & tout instant ¢ de ce fait on peut démontrer qu’a chaque instant il existe un
K(t). Par ailleurs, sur un horizon infini, I’état final tend vers zéro si le systéme bouclé est
stable.
En ce qui concerne les systémes linéaires a temps invariant, la commande optimale est
exprimée sous forme de retour d’état statique comme suit :
U=-Kzx (3.5.22)

ol

K=—-R'BTP (3.5.23)

P vérifie ’équation algébrique de Riccati qui est décrite par :

PA+ A"P - PBR'B"P+Q =0 (3.5.24)
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3.5.3 Minimisation de ’erreur du vecteur d’état
Soit le critére J, :

ty

J. = / el (t)Qe(t)dt (3.5.25)

to

avec e (t)Qe(t) >0

Le critére de 'équation (3.5.25) représente U'erreur quadratique du vecteur d’état x(¢)

avec e(t) = x4(t) — x(t), x(t) représente le vecteur d’état et x¢(t) le vecteur d’état
désiré.

La condition de ’équation (3.5.25) est réalisable, si et seulement si, la matrice de
pondération ) est définie non négative () > 0).

Le terme quadratique e’ (¢)Qe(t) a été pris en compte afin d’accumuler 'erreur transi-
toire du vecteur d’état. Ce critére permet de mesurer la performance optimale du systéme.

3.5.4 Minimisation de ’énergie du controle

Soit le critére J,, :

Ju = / u” (t)Ru(t)dt (3.5.26)

avec u’ (t)Ru(t) > 0

Le critére de l'équation (3.5.26) représente la sommation de I’énergie quadratique
requise pendant une période déterminée par 0t = t; — ¢o.

La condition de I’équation (3.5.26) est réalisable, si et seulement si, le vecteur d’entrée
u(t) > 0 et la matrice de pondération est symétrique définie positive (R > 0).

Le terme u”(t)Ru(t) permet de mesurer la consommation de l'énergie du systéme.
I’objectif est de trouver le bon compromis entre la minimisation de ce terme tout en
respectant la contrainte de performance.



Chapitre 4

Simulation et résultats

4.1 Introduction

De nombreuses études traitent de la modélisation dynamique et de la commande du
quadrirotor. Le systéme traité dans ce mémoire est complexe et fortement non linéaire.
Ces modéles sont difficiles & utiliser pour application de la commande. Un modéle sim-
plifié est utilisé dans la plupart des travaux qui ont été menés sur la commande [10]. On
utilisera donc le modéle d’état présenté ci-dessous ot le vecteur d’état choisi permettra la
simplification de la synthése du controéleur.

Le chapitre est scindé en deux parties. Dans la premiére partie nous donnerons un
modéle simplifié et facile a linéariser [15]. Dans la deuxiéme partie nous présenterons
deux stratégies de commande a savoir la commande linéaire quadratique centralisée et la
commande linéaire quadratique décentralisée.

4.2 Modéle d’état du systeme

On pose le vecteur d’état X comme suit :

X=lzyzigzo0o]" (4.2.1)
Le vecteur d’entrée est composé comme suit :

ul = [F, 1, 79, Ty] (4.2.2)

Avec (7, 19, Ty) respectivement les moments générés par les rotations de roulis, de
tangage et de lacet.
Le vecteur d’état est partitionné comme suit :

T = n=y 21 =z ¢1:¢ 91=Q 1?1:1?
ro=% |pp=y |n=% |dk=9¢ |lb=0 " |t=1v

Le modéle d’état est donc un systéme multivariable composé de six sous-systémes non
linéaires du 2°ordre :

34
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i’l = X9

By = COS(¢1)SW(91);Sin(%)sin(?ﬁl)Ul

Y =92

o = cos(¢>1)sin(91)sin(;il)fsin(m)smwl)Ul
Z =2y

Gy = —g+ COS(¢137:05(01)U1

P (4.2.3)
G = 700y + 226,00+ LU,

01 = 0,

92 - Iy;z[z 921/)2 + J}w_yPGQQ + iUg

Wy = 1y

Wy = Izljy P20s + iU4

Avec
Jtp : le moment d’inertie total de la rotation des rotors

4.3 Stratégie de commande

On s’intéresse a la stabilisation du quadrirotor en vol stationnaire, on synthétisera
donc un controleur dans le but d’établir une loi de commande permettant a I’appareil de
suivre une trajectoire définie (24, y¢ 2¢) ainsi que le cap (%) .

4.3.1 Commande LQ centralisée

On pose le vecteur d’état X sous cette forme :

o)
0

Y2
0

22

-9

F(z) = b (4.3.1)

By + 20,0
0

szylz P22 + J[T—yp%Q
(2

I.—1
z]z . ¢292
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0 0O 0 0
cos(¢1)sin(01)+sin(¢1)sin(y1) 0 0 0
0 0O 0 0
cos(¢1)sin(01)sin(1)—sin(¢1)sin(¢1) 0 0 0
0 0O 0 0
cos(p1)cos(61) 0 0 0
G(x) = 0 0 0 0 (4.3.2)
0 i 0 0
0 0O 0 0
0 0 i 0
0 0O 0 0
0 0 0 I—lz
1000 0O0O0O0OO0OOUODO
001 00O0O0O0OO0OO0ODOTO
¢= 0O 00O0O1O0O0O0O0OO0ODO0OTO O (4.3.3)
0O 00O0O0OO0OO0OO0OOOODTI1ITO
Le vecteur de sortie & commander est donné comme suit :
Y = (I’l, Y1, %1, wl)
La dynamique compléte du systéme est présentée donc comme suit :
X =F(X)+G(X, QU (43.4)
Y =CX o

On procéde a la linéarisation du systéme autour de son point d’équilibre en résolvant :

X=0=FX)+GX, QU =0 (4.3.5)
On obtient Uy = Uz = Uy = 0 et ¢o = 05 = 1)y = 0 . L’objectif de la commande c’est
de faire en sorte que le quadrirotor suive une trajectoire désirée (z¢, y?, 2) avec un angle
d’orientation (cap) désiré (¢?) autour de I’axe vertical Z.
Donc pour une trajectoire définie nous devons trouver U;de maniére a satisfaire les
équations suivantes :

cos(¢y)sin(0y) + sin(¢y)sin(ihr) =0
cos(¢y)sin(0y)sin(r) — sin(ér)sin(y;) = 0 (4.3.6)
cos(¢y)cos(01)U, =0
Uy =1b(Q2 - Q2) =0
Us =1b(Q2 —Q2) = (4.3.7)
U =1bQ2+Q-02-0})=0
Aprés résolution des équations (4.3.6) et (4.3.7) en posant U; = mg = b(Q2 + Q2 +

Q2 4+ QF) on obtient :
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¢ =0
6, =0
Ulzmg
=0 =0Q=0,=0=1,/m3

Dong, le point d’équilibre est obtenu comme suit : B
X=(2105:10z00000¢;0),2=1,/22 et U= (U;000)

2
On définit les vecteurs d’erreur comme suit :

X=X-X
U=U-U
Y=Y _-Y

L’erreur dynamique linéarisée est posée comme suit :

X = AX + BU
Y=CX

37

(4.3.8)

(4.3.9)
(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)

Avec A = 5E et B = 28U = (X)) les dérivées sont calculées au point d’équilibre et

20
on obtient :

(001 0000 0 000007
000000 0O 0ygO0O00O
000100 0 0O0O0O0DO0
000000 - 00000
000001 0 0O00O00O0
4_ 000000 0 00000
000000 0 10000
000000 0 0O0O0O0O
000000 0 0O0T1O00
000000 0O 0O0O0O0O
000000 0 0O0O0GO01
(000000 0 00000,

0 0 0 07

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

L 0 0 0

B=10 0 0 o0

0 i 0 0

0 0 0 0

0 0 £ 0

0 0 0 0

[0 0 0 £ |

(4.3.13)

(4.3.14)
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L’objectif de la commande LQR est de trouver un retour d’état K de maniére & avoir
une loi de commande U = —K X qui minimise la fonction objective :

o)
t=0

Les matrices ) et R doivent étre choisies de maniére a obtenir la sortie désirée.

Le probléme de commande optimale est réduit a résoudre I’équation algébrique de
Riccati suivante avec des matrice (Q et R données.

La loi de commande optimale est décrite comme suit :

J= (XTQX + UTRU)dt (4.3.15)

N —
|

U*=-K=-R'B"j (4.3.16)

Les matrices ) et R sont posées comme suit, :

01000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 01000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 01000 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 01000 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 15000 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 01000 0 0 0 0 0 0
Q= 0 0 0 0 0 0 01000 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 01000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 01000 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 01000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01000 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1000 |
(4.3.17)
0.1 0 0 0
0 10 0 0
R = 0 0 100 0 (4.3.18)

0 0 0 10

Les matrices Q et R sont généralement obtenues avec la régle de Brysen .

Dans notre cas les matrices Q et R sont obtenues par tdtonnement aprés plusieurs
essais.

Le retour d’état K est obtenu comme suit :

0 0 0 0 387.2083 28.0107 0 0 0 0 0 0
K 0 0  —0.1000 —0.1525 0 0 0.6502 0.1433 0 0 0 0
0.0316 0.0521 0 0 0 0 0 0 02651 00728 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01000 0.1133
(4.3.19)

4.3.2 Commande LQ décentralisée

Le systéme linéaire multivariable peut étre formulé sous sa forme décentralisée comme
suit :

Ty 01 0 0\ /% 0

ol 100 g 0f ]2 01 -~

i | =looo 1]l +1 o | U (4.3.20)
, 000 0/ \4 T
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h 01 0 0\ /th 0
B2 (00 —g 0f | 0] -
ol =00 o 1]la| Tt o]"
Z It 1
b4 00 0 0/ \d L

(-0 D)+ (0)
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(4.3.21)

(4.3.22)

(4.3.23)

On obtient quatre sous-systémes sous forme canonique, on peut appliquer une com-
mande avec une seule entrée sur chaque sous-systéme ce qui facilite la synthése dun
controleur linéaire dans le but d’une poursuite d’une trajectoire définie.

Pour notre simulation nous allons poser les matrices () et R obtenues précédemment
dans (4.3.17) et (4.3.18) comme suit selon les variables d’état et les entrées de la méthode

décentralisée :
r 0.1000 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.1000 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.1000 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.1000 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.1000 0 0 0 0 0
0= 0 0 0 0 0 0.1000 0 0 0 0
= 0 0 0 0 0 0 0.1000 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.1000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.1000 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 15000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 100 0 0
B=119 0 01 o0
0 0 0 10
Le retour d’état K est obtenu comme suit :
1.0000 1.4596 5.5430 1.0439 0 0 0 0 0 0
P 0 0 0 0 —0.1000 —0.1525 0.6502 0.1433 0 0
= 0 0 0 0 0 0 0 0 12.2474  4.9493
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1000 0
0  0.1000 |
(4.3.24)
(4.3.25)
0 0
0 0
0 0
0.1000 0.1133

(4.3.26)
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4.4 Reésultats de la simulation

Les parameétres suivant sont utilisés pour simuler notre systéme :

Paramétres Description
m = 1kg Masse totale du quadrirotor
I, =8.1x 107 | Moment d’inertie le long de 'axe X
I,=8.1x10"% | Moment d’inertie le long de 'axe Y
I, =14.2 x 1073 | Moment d’inertie le long de I'axe Z

b=>54.2x 1076 Coefficient de portance

d=4.1x107° Coefficient de drag
[=0.24m Longueur d’un bras

g = 9.806 m/s Constante de gravitation

TABLE 4.1 — Paramétres du modéle simulé

A Tlissue de plusieurs tests de poursuite de consigne, nous allons présenter les résultats
obtenus dans ce qui suit.

4.4.1 Poursuite d’échelon

En premier lieu nous soumettons notre systéme a une poursuite d’échelon en imposant
une altitude z¢ = 10m en gardant z?, y¢, 1) nulles. Les résultats sont présentés dans les
figure ci-dessous :

Altitude du quadrirotor
12 T T T T T T

T T T
consigne

Igrdecent
Igrecent

Z en metres
o
L

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t en secondes

FIGURE 4.1 — Réponse en position Z pour une consigne de type échelon
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%107 Lacet du quadrirotor
6 T T T T T T T T
consigne
= = =|grdecent
5 e Iqrcent
4H 4
o 3H 4
3
e
9
7
a2 4
1 4
0
»1 1 1 1 L 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

ten secondes
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FIGURE 4.2 — Résultat du lacet pour une consigne de type échelon sur la variable Z

w10 Roulis du quadrirotor
§ T T T T T T T T
1 — |grdecent
! ‘\ = = =lgrcent
! 1
Iy
Yo
'y
[
! v
0 -
1 L.
I
4 1
3
H 1
- 1
g
1l
1
St ]
]
I
1
I
1
|
‘I
IJ
II
!
'
m ! I I I 1 | | I 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ten secondes

FIGURE 4.3 — Résultat du roulis pour une consigne de type échelon sur la variable Z



CHAPITRE 4. SIMULATION ET RESULTATS 42

tangage du quadrirotor
T T T

T T T

Igrcent
Igrdecent | _|

o
]
T
L

theta en deg
s & 5
o S N o
T T T
L L 1

=)

@
T
1

N

"o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ten secondes

FIGURE 4.4 — Résultat du tangage pour une consigne de type échelon sur la variable Z

On constate un léger dépassement au début qui converge vers la consigne trés rapi-
dement ainsi qu'un temps de réponse rapide avec la commande centralisée comparée a la
commande décentralisée. Le systéme reste stable au vu des résultats des angles obtenus.

4.4.2 Poursuite de trajectoires

Nous définissons aprés 5 secondes une trajectoire z%de 0.5 m pendant 10 secondes tout
en gardant l'altitude ¢ donnée précédemment et ensuite une trajectoire y? de 1 m pendant
15 secondes

le lacet est maintenu nul (¢ = 0)

On a obtenu les résultats suivants :

Altitude du quadrirotor
12 T T T T T T T T T
consigne
= |grdecent
— = —Igrcent
10 A
8 1
0
£
o
E 6 4
5|
S
" '[
4 .
2 -
D L 1 1 L 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ten secondes

FIGURE 4.5 — Réponse en position Z pour une poursuite de trajectoire
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Translation axe X du quadrirotor
T T

0.5 T T T T
consigne
= |grdecent
— = —Igrcent
04 b
03+ A
g
@
£ 02 4
=
@
x
[Alg 1
0
.01 I 1 1 L 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ten secondes

FIGURE 4.6 — Réponse en position X pour une poursuite de trajectoire

i Translation axe Y du quadrirotor
T T T T

T T
consigne
09k = Iqrdecent | |
we  wlgreent

08 [ 4

o
o
T
L

Y en metres
o
o
T
1

=

-~
T
L

031 4

0.2 B

0 I L L . L !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ten secondes

FIGURE 4.7 — Réponse en position Y pour une poursuite de trajectoire
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Roulis du quadrirotor
T T T

8
Igrdecent
= = =Igrcent
6 4
4 - -
z - -
&
°
50
E
21 -
4 4
_G - -
8 I 1 1 L 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ten secondes

FIGURE 4.8 — Résultat du roulis pour une poursuite de trajectoire

tangage du quadrirotor
T T T

10 T T T T T T
— grcent

sk e Iqrdecent | |

6 4

4 — -

2+ -

theta en deg
o

10 1 L L | L 1 I L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ten secondes

FIGURE 4.9 — Résultat du tangage pour une poursuite de trajectoire
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g 1013 . . I.Iacet du c!uadrirotolr
——— consigne
----- Igrdecent
Igreent
sH -
|
|
af 4
ool -
1}
T
c
o
w
a 2k | 4
1 \» \ 4
0 | E—
-1 L 1 1 L 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ten secondes

FIGURE 4.10 — Résultat du lacet pour une poursuite de trajectoire

Puis on procéde & 50 secondes a4 un changement de cap de 20 degrés (% = 20°) et
enfin aprés 20 secondes on procéde a une translation de 1 métre selon 'axe X (z¢ = 1m

).

Lacet du quadrirotor
T T T

25
consigne
Igrdecent
— = —Igrcent
20 -
15+ 4
o™
3
10 1
@
o
5F 4
0 4
_5 1 1 1 L 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

ten secondes

FIGURE 4.11 — Réponse en lacet aprés changement de cap et trajectoire de X
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Translation axe X du quadrirotor
T

1.2 T T T T T T T T
consigne
= = =|grdecent
Igrecent
1T 7
I
i
l U
- | -
0.8 I" !
1 1
i 1
| 1
8 06 | I E
@ 1 !
£ I |
5 ' ;
x : { b
| 1
P 1
| 1
| v
f 1
I 1
\
0.2 I 1 1 L 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

ten secondes

FIGURE 4.12 — Réponse en position X aprés changement de cap et trajectoire de X

Translation axe Y du quadrirotor
T T

1 T T T T T
consigne
09k = Iqrdecent | |
- - = —Igrcent
08| 4
0.7 4
0.6 4
g
K
Eo05+ b
]
@
>
04 1
03F 4
02f B
01 F 1
0 . A 1 L L o L o
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t en secondes

FIGURE 4.13 — Réponse en position Y aprés changement de cap et trajectoire de X
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Altitude du quadrirotor
12 T T T T T T T T
consigne
= |grdecent
~—— Igrcent
10
B -
(%1
£
o
E 6 h
s
@
N
4 4
2 o -
0 1 1 1 L 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

ten secondes

FIGURE 4.14 — Réponse en position Z aprés changement de cap et trajectoire de X

Roulis du quadrirotor
8 T T T T T T T T

Igrdecent
= = =Igrcent

Phien deg
o N
T
1

_a 1 1 1 L 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ten secondes

FIGURE 4.15 — Résultat du roulis aprés changement de cap et trajectoire de X
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Tangage du quadrirotor
T T T

20

theta en deg

-20
0

FIGURE 4.16 — Résultat du tangage apres changement de cap et trajectoire de X

Igrcent
~ = ~Igrdecent

L 1 1 L 1 1 1

10 20 30 40 50 60 70 80

ten secondes

100
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Nous observons une poursuite de consigne précise ainsi qu'un temps de réponse rapide

autant pour la commande centralisée que pour la commande décentralisée.

4.4.3 Poursuite d’une consigne sinusoidale

Pour mettre a I’épreuve notre systéme, un signal sinusoidal sera donné en consigne

comme trajectoire a suivre sur I’axe X a 100 secondes, I’altitude z? sera poussée & 30m &

partir de 95 secondes et le cap (¢?) sera maintenu a 20°.
Les résultats suivants sont obtenus :

35

30

25

Z en metres
2 o 5]

o

o

altitude du quadrirotor
T T

&

T T T T T

e e

1 1 1 L 1 L 1

consigne
— — —lgrdecent

Igreent

o

20 40 60 80 100 120 140
ten secondes

160

180

FIGURE 4.17 — Réponse en position Z pour une consigne sinusoidale sur la variable X
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0.8

0.6

0.4

0.2

X en metres

translation axe X du quadrirotor
T T T

consigne
Igrdecent
— — —Igrcent

60 80 100 120 140 160
ten secondes

180

FIGURE 4.18 — Réponse en position X pour une consigne sinusoidale

0.9

0.8

0.7

Y en metres
o
o

<
=

03

0.2

0.1

translation axe Y du quadrirotor

consigne
Igrdecent
B — — —Iqrcent
. L 1 L L -l
40 60 80 100 120 140 160

ten secondes

180
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FIGURE 4.19 — Réponse en position Y pour une consigne sinusoidale sur la variable X



CHAPITRE 4. SIMULATION ET RESULTATS

Lacet du quadrirotor
T T

25 T T T T
consigne
Igrdecent
~-—-~ Igrcent
201 {
|
15 -
@
°
E 0k 4
w
o
s 4
0 -
5 I | 1 1 1 | I 1
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180

ten secondes

FIGURE 4.20 — Réponse en lacet pour une consigne sinusoidale sur la variable X

8 Roulis du quadrirotor
T T T T

Iqrdecent
————— Igrcent

Phi en deg
o ~
T
1

8 1 I L L L L 1 L
[ 20 40 60 80 100 120 140 160 180
ten secondes

FIGURE 4.21 — Résultat du roulis pour une consigne sinusoidale sur la variable X
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20 T T

tangage du quadrirotor
T T

o1

Theta en deg
o
T+
.;

20 1 1 1 L

i

T T T

Igreent
Igrdecent

o 20 40 60 80 100
ten secondes

120 140 160 180

FIGURE 4.22 — Résultat du tangage pour une consigne sinusoidale sur la variable X

Nous observons une poursuite de la trajectoire sinusoidale imposée avec les deux mé-

thodes de commande.

4.5 Comparaison entre les deux méthodes de commande

LQR

Commande LQR centralisée

Commande LQR décentralisée

Systéme rapide et précis
ne présentant pas de dépassement.
Les angles des rotations de tangage résultants
sont petits (amplitudes faibles).

Systéme moins rapide (réponse en altitude Z)
ne présentant pas de dépassement.
Les angles des rotations de tangage résultants
sont importants (amplitudes importantes).

TABLE 4.2 — Tableau comparatif.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé deux stratégies de commande linéaire quadratique
pour la poursuite de trajectoire et la stabilisation du systéme d’un quadrirotor. Nous
avons procédé a la linéarisation du modéle d’état et & I'implémentation d’un retour d’état
en utilisant la commande L(Q) centralisée et décentralisée. Les résultats de la simulation
montrent que les deux commandes adoptées assurent la convergence de la dynamique des
erreurs en boucle fermée et que la poursuite de la trajectoire de référence est bien réalisée.




Conclusion générale

[’étude menée dans ce mémoire s’articule autour de la modélisation et de la commande
d’un drone de type quadrirotor. Nous avons appliqué deux stratégies de commande LQ
dans le but de stabiliser et d’asservir I'appareil. Nous avons réalisé des simulations et
présenté les résultats obtenus.

Le premier chapitre nous a permis de présenter les drones aériens et de les classifier
selon deux critéres. Nous nous sommes ensuite focalisés sur notre objet d’étude, les qua-
drirotors. Nous avons présenté leurs caractéristiques, leur histoire et leurs applications
dans divers domaines

Dans le second chapitre nous avons pu dresser un modéle dynamique de I'appareil
obtenu en utilisant les équations qui régissent son systéme et le formalisme de Newton-
Euler qui décrit la dynamique de rotation et de translation d’un corps rigide. Nous avons
pu aboutir & un modéle d’état fortement non-linéaire.

Lors du troisiéme chapitre nous avons introduit la commande optimale et énoncé ses
principes tout en les définissant. Nous avons abordé la commande LQ et détaillé cette
approche en développant ses équations.

La quatriéme chapitre a porté sur la réalisation d’une commande linéaire quadratique
en utilisant deux stratégies de commande, a savoir la commande centralisée et la com-
mande décentralisée. Pour se faire nous avons procédé a la linéarisation du modéle qui a
été proposé en préambule.

Des simulations ont été réalisées pour pouvoir tester la commande, ces tests ont été
visualisés et observés.

Enfin nous avons comparé les résultats obtenus.
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Resume

Dans ce travail nous avons comme objectif la modélisation d’un drone type quadrirotor et
I'application d’'une commande linéaire quadratique en utilisant deux stratégies a savoir la
commande LQ centralisée et la commande LQ décentralisée.

Des simulations sont réalisées dans le but de vérifier la fiabilité de la commande et du
systeme et les résultats sont donnés.

Mots clés :

drone, quadrirotor, uav, vtol, newton-euler, commande,optimale, linéaire, quadratique, Iq, Igr,
centralisée, decentralisée.
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