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Résumé
La notion de pattern (motif constitué d’une suite de symboles ou de lettres) est largement étudiée
dans la littérature. Dans le cadre de ce travail de these, nous nous sommes interessés aux patterns
apparaissant dans la théorie du langage, les appariements parfaits (perfects matchings) et les
partitions d’ensembles. Les fonctions génératrices algébriques des suites de nombres sont les
principaux outils utilisés dans notre contribution. Nous expliquons comment les nombres et
polynomes de Bell, de Fibonacci et de Fibonacci généralisé peuvent étre utilisés dans la théorie
des patterns pour fournir des formules d’énumération efficaces. Dans la premiere partie de notre
travail, nous nous sommes focalisés sur ’énumération des nombres de mots de longueur arbitraire
contenant des patterns a partir d’'un alphabet fini. Des relations de récurrence et des formules
explicites sont extraites et proposées. De plus, nous revisitons le travail de Bloom et Elizalde sur
I’énumération de I’évitement de patterns dans les appariements parfaits et les partitions afin de

le compléter avec des relations de récurrence et des formules explicites.

Abstract
The notion of pattern is widely studied in the literature. In this paper we focus our attention on
patterns appearing in language theory, perfect matchings and set partitions. Algebraic generating
functions of sequences of numbers are the main tools used in our contribution. We explain how
the Bell, Fibonacci, and generalised Fibonacci numbers and polynomials can be used in the
theory of patterns that provide enumeration formulae. In the first part of our work we are
interested in the enumeration of words of arbitrary length containing patterns from a finite
alphabet. Recurrence relations and explicite formulae are extracted and proposed. Furthermore,
we revisit the work of Bloom and Elizalde on the enumeration of pattern avoidance in perfect
matchings and partitions in order to complete it with some recurrence relations and explicite

formulae.
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Introduction Générale

La théorie du langage formel, la théorie des graphes et les fonctions génératrices
sont toutes des branches des mathématiques discretes. Elles sont étroitement liées, en
particulier dans le domaine de l’analyse combinatoire. La théorie du langage formel
s'intéresse a 1’étude des langages abstraits, qui sont définis par des ensembles de regles
pour la construction et la manipulation de chaines de symboles (ou patterns) tirés d’un
alphabet qui peuvent ou non avoir une structure particuliere. Il s’agit également de
comprendre les propriétés de ces langages, telles que la complexité et I'expressivité, et de
développer des algorithmes et des outils pour les utiliser [1,2]. Son étude permet de mieux
comprendre la structure des langages et leurs mécanismes de génération. La théorie a de
nombreuses applications en informatique, en linguistique et dans bien d’autres domaines,
et joue un role central dans I’étude et la conception des langages de programmation, des
compilateurs, des automates et du traitement du langage naturel [3-7]. La théorie des
graphes est une discipline mathématique qui étudie les graphes, structures composées de
sommets (ou noeuds) reliés par des arétes (ou lignes ou arcs). Ce domaine s’intéresse a
la compréhension des propriétés des graphes, telles que la connectivité et la planarité,
ainsi qu’au développement d’algorithmes et d’outils permettant de les utiliser. La théorie
des graphes a de nombreuses applications dans divers domaines liés aux patterns, a leurs
croisements, imbrication et évitements dans des permutations de partitions d’ensembles

ou d’appariement (ou matchings) [8-13].

Les fonctions génératrices sont, quant a elles, des outils mathématiques algébriques tres
puissants utilisés en analyse combinatoire pour obtenir des formules permettant de re-
présenter et d’énumérer une suite de nombres ou d’objets sous la forme d’une fonction.
Introduites par Abraham De Moivre, en 1730, pour résoudre le probleme de récurrence de

Fibonacci, ces fonctions se présentent sous la forme de séries de puissances formelles, dont
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les coefficients correspondent aux valeurs de la suite recherchée. Les fonctions génératrices
ont montré leur efficacité dans la résolution de problemes de comptage tres compliqués
avec un minimum d’efforts, dans différents domaines des mathématiques, que ce soit en
analyse combinatoire et stochastique qu’en théorie des graphes et du langage [14-17].
En utilisant les outils du calcul et de I'algebre pour représenter un langage formel sous
la forme d’une fonction génératrice, on peut analyser sa structure et ses propriétés. Ils
peuvent étre utilisés pour déterminer le nombre de patterns d'une longueur donnée dans
un langage, pour calculer la fonction génératrice du croisement du langage avec un autre
langage, ou pour analyser le taux de croissance de la complexité d'un langage. L’étude
des langages réguliers, c’est-a-dire ceux qui peuvent étre reconnus par un automate a
états finis, est une application importante des fonctions génératrices dans la théorie du
langage. Ici, les fonctions génératrices sont utilisées pour représenter le langage comme
une fonction rationnelle qui peut étre manipulée a I'aide de la géométrie algébrique et des
techniques d’analyse complexe. Le lien entre ces domaines vient du fait que de nombreux
problemes peuvent étre formulés en termes de langages formels, de graphes ou de fonctions
génératrices. Par exemple, le probleme de la recherche du chemin le plus court entre deux
sommets d'un graphe peut étre formulé comme le probleme de la recherche du chemin
le plus court entre deux chaines de caracteres dans un langage formel [18]. Une autre
partie de la théorie du langage consiste a analyser d’un point de vue mathématique les
mots d'un alphabet donné, comme toute langue écrite, le systeme binaire des ordinateurs,
le code génétique des cellules. Ces mots sont utilisés pour identifier différents types de
modeles dans un ensemble donné de données. Bien qu'un méme ensemble de données
puisse contenir différents modeles, I'identification des mots indicateurs les plus importants
peut nous aider a analyser et a organiser les données de maniere plus efficace. Cela peut
s’avérer particulierement utile dans le domaine des mathématiques, ot 'identification et

la description de modeles sont essentielles pour résoudre des problemes complexes.

Les fonctions génératrices sont aussi tres exploitées dans I’énumération des permutations
simples ou multiples. Ce type de classes de permutation font I'objet d'un intérét de
plus en plus croissant au cours des dernieres décennies. Il s’agit notamment de classes
contenant des patterns linéaires [19], cycliques [20,21] consécutifs [22] et forts [23]. Plus
récemment, les fonctions génératrices ont aussi été utilisées pour dénombrer les évitements
de classes de permutation (ou pattern-avoiding) dans les appariements parfaits (perfect
matchings) [24,25]. En 2013, Bloom et Elizalde ont réalisé une étude sur ces évitements
de patterns dans les appariements parfaits et partitions d’ensemble [15]. Ils ont, entre

autres, donné les fonctions génératrices algébriques et quelques formules explicites des
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nombres #M,(312) et #M, (o, 7) d’appariements parfaits évitant un pattern particulier,
ou une paire de patterns respectivement, ainsi que les nombres # P, (o, 7) de partitions

évitant une paire de patterns.

Dans le cadre de notre travail de these, nous nous sommes essentiellement intéressés aux
deux domaines que sont la théorie de langage et les évitements de patterns. Dans le cadre
de la théorie de langage, notre contribution est dans notre tentative d’apporter quelques
réponses a une question bien précise : Etant donné un alphabet fini et un pattern fini
dans cet alphabet, comment pouvons-nous énumérer les mots d'une taille donnée qui
contiennent ce pattern? Pour ce faire, la ou 'analyse combinatoire de base n’est pas en
mesure de le décrire, nous tirons profit des fonctions géneratrices pour proposer diverses
relations de récurrence et formules explicites pour le dénombrement de ces mots. Nous
exploiterons pour cela les suites de nombres et polynomes généralisés de Fibonacci. Dans
la deuxieme partie de notre travail nous essayerons d’apporter un complément de résultats
a I’étude de Bloom et Elizalde [15] en exploitant les fonctions génératrices et les suites de
polynomes de Bell afin de proposer des relations de récurrence et des formules explicites

dans I’énumération des nombres #M,,(312), #M, (o, 7) et #P, (0, T).

Ce manuscrit comporte principalement 3 chapitres. Dans le premier chapitre, les notions de
base concernant les fonctions génératrices et leurs propriétés sont présentées. Ces fonctions
génératrices sont appliquées aux cas des suites de nombres et polynomes de Fibonacci et
Bell afin de les exploiter dans notre étude. Le deuxieme chapitre est dédié a la premiere
partie de notre travail concernant I’énumération des mots de taille donnée contenant un
pattern a partir d'un alphabet fini. Notre étude, initialement mené dans le cas particulier
d’un alphabet a 2 éléments, est généralisé au cas d’un alphabet de taille arbitraire. Dans
le troisieme chapitre, nous nous intéresserons aux partitions d’ensembles et appariement
parfaits, plus particulierement ceux évitant un pattern donné ou une paire de patterns.
Nous présenterons nos résultats complétant les travaux de Bloom et Elizalde [15] par des
relations de récurrence et formules explicites énumérant les évitements de patterns bien
définis au niveau des appariements parfaits et des partitions. Nous terminerons par une

conclusion générale et quelques perspectives.



Chapitre

Apercu sur les fonctions génératrices

1.1 Introduction

Les fonctions génératrices sont un outil mathématique tres puissant permettant de
déterminer des formules explicites pour des suites de nombres, de fonctions ou de po-
lynomes définies par des relations de récurrence, souvent plus ou moins complexes et
pas du tout intuitives. Ainsi, lorsqu’il devient compliqué de déterminer la relation de
récurrence pour certaines suites de nombres ou de polynomes, les fonctions génératrices
prennent souvent le relai afin de donner des formules plus ou moins simples explicitant
les n’®™¢ nombres de ces suites a travers des séries de puissances dont les coefficients sont
ces nombres que nous recherchons. On peut donc dire qu’une fonction génératrice n’est
qu’une maniere différente d’écrire ces nombres et polynomes. Une représentation imagée
d’une fonction génératrice est celle donnée par Wilf dans son livre référence sur les fonc-
tions génératrices [26]. La fonction génératrice y est décrite comme “une corde a linge sur
laquelle nous accrochons une suite de nombres a afficher”. Dans ce premier chapitre, nous
présenterons un bref apercu sur les fonctions génératrices, leurs propriétés de base ainsi
que leurs applications dans la définition de certaines suites de nombres et de polynomes
généralisés, a savoir les suites et polynomes de Fibonacci et les polynomes de Bell, qui

nous seront tres utiles pour la suite de notre travail.
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1.2 Définition d’une fonction génératrice

La notion de fonction génératrice est donnée par la définition suivante :

Définition 1.1. Soit (a;)jen une suite infinie de nombres réels.

- On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite (a;),en toute fonction g pouvant

s’écrire sous la forme d’une série formelle :
_ 2 J
g(z) =ap+ a1z +az® +-- -+ a2 + -+

- On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (aj)jen toute fonction g
pouvant s’écrire sous la forme d’une série formelle :
2 i

z z
Q(Z):a0+a1ﬂ+a2§+"'+ajﬁ+"'

Dans ce qui suit, on se contentera du terme “fonction génératrice” en parlant d’une fonction
génératrice ordinaire. La fonction génératrice g(z) est considérée comme une série formelle
pouvant donner des relations entre les coefficients a;, sans avoir a étudier sa convergence

au sens analytique, comme il est bien expliqué dans [26].

Exemple 1.1. Dans ce qui suit on donne quelques fonctions génératrices classiques :
1. La fonction génératrice de la suite (3,2, 1,0, ---) est : g(z) =3+ 22 + 2°.
2. La fonction génératrice de la suite (1, 1, 1,1, ---) est  g(z) =1+ 2+ 22+ --- +

2n+...: 1

1-z"

3. La fonction génératrice de la suite (1,—1, 1,—1, --+) est :

g()=1—z2+22 -2+ ()" 4. = L , (1.2.1)
142
4. La fonction génératrice de la suite (1,0, 1,0, 1,---) est :
2, .4 mn, 1

gz)=1+z2"4+2"+---+2 +---:1_722. (1.2.2)

5. La fonction génératrice de la suite (1, a, a®, a3,---) est :

2.2 3.3 n.n 1

g(z)=1+az+a*z"+a’z"+---+a"2"+--- = . (1.2.3)

1—az
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1.3 Propriétés des fonctions génératrices algébriques

1.3.1 Opérations de base

Tout comme pour d’autres objets mathématiques, tels que les entiers et polynomes, il
est important de définir certaines opérations basiques des fonctions génératrices comme
la somme (ou soustraction), la multiplication par un scalaire, le produit, la dérivée,
I'intégrale, ... [26]

La fonction symétrique de la fonction génératrice g (z) est —g (2). Elle est associée a la
suite (—ay, —ag, —as,---). La somme de deux fonctions génératrices est donnée par la

définition suivante.

Définition 1.2. La somme de deux fonctions génératrices g (z) et h(z), associées a deux

suites de nombres (a;) ey €t (bj) ey est la fonction génératrice :

g(2)+h(z) = (a;+b;)2. (1.3.1)

Jj=0

Exemple 1.2. Reprenons les deux suites de nombres dont les fonctions génératrices sont
données par (1.2.1) et (1.2.2) . L’addition des deuz fonctions génératrices associées a ces

suites revient a sommer terme a terme ces deuxr suites :

Cette nouvelle suite de nombres est générée par la fonction génératrice :

4922 B = 2(1+z2+z4+---)—z<1+z2+24+--->
= (2—2)(1+22+z4—|—~~)
2—-z

1— 22
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Cette fonction génératrice n’est autre que la somme des deux fonctions génératrices asso-

ciées auzr deur suites de nombres :

1 1 2—2z

1+z+1—z2_1—22'

Définition 1.3. La multiplication de la fonction génératrice g (z), associées a la suite de

nombres (a;) par un scalaire \ est la fonction génératrice :

jeN?

Ag(2) =) Aajz’. (1.3.2)

320

Exemple 1.3. Considérons a nouveau la suite de nombres générés par la fonction (1.2.2).
En multipliant la fonction génératrice de cette suite par 3, on obtient la fonction généra-

trice :

3
Bg(z):1_22:34-3224-324—1—----

qui générera la suite de nombres (3, 0, 3, 0, 3,- - ) qui n’est autre que le produit du scalaire

3 par chaque terme de la suite (1,0, 1,0, 1,---).

Définition 1.4. Pour une fonction génératrice g(z), associées a la suile de nombres
(aj)jeN .
1. sa dérivée est la fonction génératrice :

dig (2) = Z(] + 1)ay7. (1.3.3)

Jj=0

iéme

est la fonction génératrice :

i;g () =>_ (ﬁ (7 + k>> Qjin? . (1.3.4)

>0 \k=1

2. sa dérivée n

Exemple 1.4. Si ['on dérive la fonction génératrice associée a la suite de nombres
(1, 1,1, 1, --+) on obtient :
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i(1+z+22+---+zn+--~>=d( ! )

soit :

1

1+22+3z2+---+nz”_1+---=72.
(1-2)

La suite de nombres générés par la dérivée de la fonction génératrice de la suite
(1, 1,1, 1, --+) est la suite de nombres (1,2, 3,4, ---). Plus généralement, la dérivée
de la fonction génératrice g (z) de la suite de nombres (ag, ay, as,, as,---) est la fonction

génératrice ¢’ (z) de la suite de nombres (a1, 2as,,3as, - - ).

Définition 1.5. La primitive de la fonction génératrice g(z), associées a la suite de

nombres (a;). .y, €st la fonction génératrice :
j

eNv

/9 (z)dz=co+ ) B ; ¢ constante arbitraire. (1.3.5)
imdtl

Exemple 1.5. Si l'on integre la fonction génératrice associée a la suite de mnombres
(1,1, 1,1, ---) on obtient :

1

/(1+z+22+--~—|—z”+--->dz:/ de.
1—=z
s01t :
L2 L3 Sl |

ctz+—+—5++ +-o=—=In(l-2).

0 2 3 n+1 (1-2)
La suite de nombres générés par la primitive de la fonction génératrice de la suite
(1,1, 1,1, ---) est la suite de nombres ( cg, 1, UL ) Plus généralement, la pri-
mitive de la fonction génératrice g (z) de la suite de nombres (ag, a1, ag,, as,---) est la

. Py . : ap Qg

fonction génératrice g (z) de la suite de nombres (cg, ao, 5 3 )

Nous définissons aussi une autre opération de base des fonctions génératrices qu’est le
produit de convolution de deux fonctions génératrices appelé aussi Produit de Cauchy [26].

Il est donné par la définition suivante.
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Définition 1.6. Soient deux fonctions génératrices g (z) et h(z) associées a deux suites de

nombres (aj)jeN et (bj)jeN. Le produit de convolution, appelé aussi produit de Cauchy, de

ces deux fonctions est définit comme suit :

g(2)-h(z)= (Z ajzj) (Z bjzj> =Y (kj akbj_k> 2, (1.3.6)

Jj=0 Jj=0 J=20

Il s’agit dans ce cas de multiplier tous les coefficients possibles qui font la puissance j.
Ainsi, pour la puissance j = 0, seul le coefficient agbgy est possible. Pour la puissance j = 1,

seuls les coefficients agb; et a1b; sont possibles et ainsi de suite.

Exemple 1.6. Le produit de deux fonctions génératrices identiques générant la suite de
nombres (1, 1, 1,1, ---) est :

=°)(57) - 5(E0)>
= Y (G+1)

>0
= 14+22+32%4---
1

(1—2)"

La fonction génératrice obtenue est bien le produit des deux fonctions génératrices des

suites identiques de nombres :

(5 (57) -

L’addition et la multiplication de fonctions génératrices sont des lois de composition in-

terne. L’ensemble G des fonctions génératrices, muni de ces deux lois, noté (G, +, ), est

un anneau car .

o L’addition de deux fonctions génératrices est commutative : 3,5 (a; +b;) 2/ =
Y0 (b +aj) 2.
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e L’additions de fonctions génératrices est associative : 3,50 (a; + (b; +¢;)) 27 =
Yz ((aj +bj) +¢;) 2.

e Lamultiplication de fonctions génératrices est associative : (ijo a;z’ ) (ijo (Ei:g bkcj_k) 2 )

(ijo (Zi:o akbj*k) Zj) (2120 Cjzj)'

o Il existe un élément neutre I (z) = 3,50 (0) 2/ = 0 pour I'addition de fonctions
génératrices et un élément neutre J (z) = 1435, (0) 27 = 1 pour la multiplication

des fonctions génératrices.

e Toute fonction génératrice ijo a;z’ possede une fonction génératrice opposée

>0 (—a;) 27 par 'addition.

e La multiplication de fonctions génératrices est distributive par rapport a leur
addition : ijo (Zizo ag (bj,k + Cj,k>) Zj = ijo (Zizo (akbj,k + CLij,k)) Zj et
Ym0 (Shoo (0 + cn) @) 77 = Xm0 (Shoo (hajr + cray)) 2.

1.3.2 Inverse d’une fonction génératrice

Nous terminons par énoncer une autre propriété importante concernant l'inverse d’une

fonction génératrice et sa condition d’existence.

Définition 1.7. Soit une fonction génératrice g (z) associée a la suite de nombres (a;) ;cy-

On dit que la fonction génératrice h (z), associée d la suite de nombres (b;) est linverse

JjENY

de g(z) si:

g(2)-h(z)= (Z ajzj) (Z bjzj) =1

>0 >0
La condition d’existence de cette fonction inverse est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.1. Une fonction génératrice g (z), associée a la suite de nombres (aj)jeN,

est inversible si et seulement si ag # 0.
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Preuve. On suppose que la fonction g(z):Zajzj admet wune fonction inverse

) Jj=0
h(z) = b2’ tel que :

j=0
Zajzj ijzj =1.
j=>0 j=0

En appliquant la définition du produit de Cauchy, on obtient :

j .
Z akbj_k 2 = 1,
720 \ k=0

soit :

j .
aobo + Z ( akbj_k) z) =1.
k=0

Jj=1

Par identification, on obtient :

Clobo =1

J
dagbip = 055 >1,
k=0

CLQ?AO.

Réciproqguement, si ag # 0, alors ['identité Zajzj ijzj =1 donne lieu au sys-
Jj=0 Jj=0
teme d’équations :

aobo =1

CL1b0 + CLobl =0

ajb() + CLj_lbl + -+ (Iobj =0

La fonction génératrice g (z) admet une fonction génératrice inverse unique définie par
h(z)= Z bjzj avec les coefficients (b;)

320

jeN vérifiant :
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1
by = —
Qo
a1
bl ::——a§
0 2
by =——+—
’ ag - ag
J
> arbji
b — k=1
j o
O
Exemple 1.7. Si l'on reprend la suite de nombres (1,1, 1,1, --+) ayant pour fonction
1 .
génératrice g (z) = T o vérifie bien que sa fonction inverse est h(z) = ijz] tel
J20
1
queby = —=1,b; = —a—; =—letbj=0pourj>2 Douh(z)=1-zetg(z)h(z)=1.
1.3.3 Décalage des coefficients
Considérons la fonction génératrice g (z), associée & la suite de nombres (a;), . Si I'on

multiplie la fonction g (z) par z, on obtient une nouvelle fonction génératrice :

2g(2) = apz + 12” + a2’ + - =" a;27 T =D "a; 027 =D bRl
Jj=0 j=1 j>1

Ainsi, pour tout j > 1, le j*™ coefficient de la suite de nombres (b;) associée a la

.y jeN’
fonction génératrice zg (z), correspond au (j — 1)"" coefficient de la suite de nombres
(@) jen- associée & la fonction génératrice g (z). On dit que la suite (b)), est équivalente

a la suite (a;). . décalée vers la droite.
J/jeN

Plus généralement, si 'on multiplie la fonction génératrice g (z) par z™, n > 1, la suite
(aj)j cn générée par cette fonction sera décalée vers la droite de n positions. les n premiers

nombres de la nouvelle suite (;) .y générée par z"g (z) seront nuls.
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1.3.4 Coefficient binomial et binomial généralisé

L’exploitation des fonctions génératrices dans la résolution de nombreux probléemes d’énu-
mération nous amenera a appliquer le théoréeme binomial, notamment dans le cas géné-
ralisé ou l'exposant n’est pas un entier positif. Pour tous entiers non négatifs n et j, le

coefficient binomial ordinaire est définit par :

(D B j'(nm—j)v (1.3.7)

Il apparait dans la formule binomiale de Newton :

(t4+y)" =3 <"> iy (1.3.8)

i=0 \J

Pour tout nombre réel «, on définit le factoriel descendant («) i (représentation de Poch-

hammer) donné par la relation suivante :

(a);=ala=1)(a=2)-(a—j+1).

Définition 1.8. Soient le nombre réel a et le nombre entier non négatif j. Le coefficient

binomial généralisé (a) est défini par :
J

(Of> _ (1.3.9)

avec (Oé> =1
0

Exemple 1.8. Quelques valeurs de coefficients binomiauz généralisés sont donnés dans le
tableau (1.1) :

ol
@ 2 | 2| 1
j 1125123/ 3
q 1! 6 | =6 N N
j 8116 | 128

Table 1.1 — Quelques valeurs de (04)
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. . . T K4 , . . . . .
Le coefficient binomial généralisé < | peut s’écrire en fonction du coefficient binomial
J

ordinaire conformément a la proposition suivante.

Proposition 1.2. Soient le nombre réel &« = —n (n réel non négatif) et le nombre entier

n
non négatif 7. Le coefficient binomial généralisé ( .| peut s’écrire :
J
J J

Preuve. La définition du coefficient binomial généralisé permet d’écrire :

<—n) (—=n)(=n—1)(-n—2)---(=n—j+1)

J | J!

_ )+ )(n+2)---(ntj—1)
4!
_ (Y e+t (n+2)(n+1)(n)
7!
(=) (41!
B gl (n—1)!
v n+j5—1
= 1) < j )
On obtient ainsi le résultat désiré. a

Exemple 1.9. Si l'on reprend [’exemple précédent du coefficient binomial généralisé

(voir tableau (1.1)), on retrouvera la méme valeur en exploitant cette derniére pro-

(-1 ()

Apres avoir défini les coefficients binomiaux généralisés, nous pouvons énoncer le théoreme

Prieté :

binomial généralisé comme suit.
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Théoréme 1.1. Soient les nombres réels n et z. Alors :

1+2)° =% <a> ) (1.3.10)

j>0 \J

Preuve. On consideére la fonction génératrice :

9(z)=(1+2)" =Y a2’

J=0

En utilisant la formule de Taylor-Young, le développement limité de g (z), quand z — 0,

est :

Par identification termes a termes, on obtient :

CL]':

a(a—1><a—§?-~<a—i+1> _ (j)

On aboutit ainst au résultat voulu :

(142" =) (Of)zj.

Exemple 1.10. La fonction génératrice de (1 — z)_1/2 peut s’écrire en exploitant le théo-

reme 1.1 du binomial généralisé. En effet, on peut écrire que :

(14277 =%" <_1./2> .

>0\ J

En exploitant la proposition 1.2, on obtient :

(142" =3 (1) (j _%) 2

7>0 J
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En remplacant z par —z, on aboutit a :

u_awzzxﬂﬁc*@a:§@f%}é

§>0 J J

1.4 Nombres et polynémes de Fibonacci

Les nombres et les polynomes de Fibonacci sont des suites d’entiers et de polynomes tres
connus et tres utilisés dans différents domaines des mathématiques, la théorie des nombres
entre autres. On trouve énormément de travaux de recherche en rapport avec les suites
et polynomes de Fibonacci dans la littérature mathématique [27-31]. Ces suites et leurs
fonctions génératrices ont été exploitées dans le cadre de notre travail de these. Nous
aborderons dans ce qui suit quelques notions de base sur ces suites et nous introduirons
leurs fonctions génératrices ainsi que la maniere, parfois différente, d’aboutir a la formule

explicite exprimant ces nombres ou ces polynomes.

1.4.1 Fonction génératrice des nombres de Fibonacci

La suite de nombres de Fibonacci est définie comme suit.

Définition 1.9. La suite des nombres de Fibonacci (Fj)jeN est une suite de nombres satis-

faisant la relation de récurrence, linéaire et homogéene a coefficients constants, suivante :

Fy =0, Fi=1
Iy =kt Fi;j=>2

(1.4.1)

La suite de nombres de Fibonacci obtenue est (0, 1, 1, 3, 5, 8, 13, 21, -- ). Cette suite de
nombres peut paraitre assez complexe et pas vraiment intuitive mais sa fonction généra-

trice est beaucoup plus simple a obtenir. Elle est donnée par le lemme suivant [27]

Lemme 1.1. La fonction génératrice associée a la suite de nombres (Fj)jeN, est :

SR =

320

(1.4.2)

1—2—22
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Preuve. La fonction génératrice peut se développer comme suit :

Y FiZ =Fy+Fz+) F.
J=0 Jj=2
En remplacant les termes de la suite (Fj>j€N par leurs valeurs données par la relation

(1.4.1), celle-ci s’écrit comme suit :

D = 24 ) Fiad £ Fiod

>0 i>2 j>2

= z+ ZszjH + Zszj+2

Jj=1 Jj=0

= z+2) Fpl+22) F2d

j21 J=0

= z+4+z (Zszj—Fo) —l—zZZszj

j=0 7=0
_ A 2 o
Y B 42Y R
Jj=0 j=0
Par conséquent, on peut écrire :
) .
(l—z—z )ZFJZJ =z,
7=0

et aboutir finalement au résultat désiré. O

La fonction génératrice de la suite de nombres de Fibonacci va nous permettre d’aboutir

a la formule explicite (dite Formule de Binet) du j*™° terme de cette suite [32].

Théoréme 1.2. Le j terme de la suite de Fibonacci (Fj)jeN est donné par :
1+v5\  (1-V5Y
(Y- (0] 149

Preuve. Le dénominateur de la fonction génératrice de la suite (Fj)jeN’ donnée par l’équa-

1++5 1—

t = —
9 €l Y2

et o1 — o = —/5. La fonction génératrice peut alors s’écrire comme suit :

1

tion (1.4.2), admet deuz solutions p3 = — telles que 1y = —1
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D e vy
C w(-2)e(-2)

z

(1-2)(1-2)

(@) =)

En exploitant le produit de Cauchy de deux fonctions génératrices, on obtient :

see = (80 (2))

; k j—k
1 1 4
— . . Zj+1
>0 1;)<¢1> (902) )
BEEr )
7>0 \k=0 \ 1 2
J j k
()
k=0 1

1 )j (s@i“ — @%“) it
P1P2 Y1 — P2

Jj+1 j+1

j Y1 — ¥ i+1
= (—1)j+1 () 2’
j=0 \/5

J

- 5 ()

- o (%)

320

(SN

J20
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Le coefficient de rang j de la fonction génératrice est alors donné par :

) (2]

1

7

Fj:

A premiere vue, il ne parait pas évident que les valeurs données par la Formule explicite
de Binet soient bien des entiers positifs. C’est pourtant le cas. Cette formule permet de
calculer plus efficacement les nombres de Fibonacci comparativement a la relation de
récurrence. Elle permet aussi de mettre en évidence la croissance exponentielle de ces
nombres. les vingt premiers nombres de la suite de Fibonacci, ainsi obtenus sont donnés

par le tableau 1.2.

i o |tl2| 34|56 ]| 7| 8 | 9 |10

F; 0|1 1 2 3 D 8 13 21 34

J 11112 13 | 14 | 15 | 16 | 17 18 19 20

F; 55 | 89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181

Table 1.2 — Valeurs des vingt premiers nombres de Fibonacci.

1
Le terme ¢ = vérifie bien la propriété du nombre d’or (¢ = 1 + —). La formule de

Binet s’écrit comme :

_i i B j_¢2j_(_1>j
F=—zlo-a ezﬁ)]—mj :

A partir de cette derniere expression, on pourra facilement démontrer la proposition sui-

vante :

Proposition 1.3. Pour la suite de nombres (F}) on a:

JeEN?
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Si 'on exploitait les valeurs du tableau 1.2, on pourrait remarquer que cette propriété se

vérifie bien pour j > 13.

Ecriture binomiale des nombres de Fibonacci

Une autre formulation des nombres de Fibonacci est donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.2. Le j*¢ terme de la suite de Fibonacci (Fj)jeN est donné par l'écriture bino-

miale suivante :

2]
F = (]_l_l). (1.4.4)

|| désigne la partie entiere du nombre «.

Preuve. On reprend la fonction génératrice des nombres de Fibonacci.

z

Ff=— 2 —2f(2),
jXZ;] / 1—2z—22
ot la fonction f(z) est donnée par :
f(z) = ! = Z(z+z2>i
1— (24 22) =0
= > 21+ 2)".
i>0

7

En appliquant la formule du binome pour (14 z)°, Uezpression de f (z) devient :

o) - Y (Z)““
>0 k=

(Z:) itk

=N

v
o

Il
M\

x>
v

03>

e

En considérant j =1+ k, on obtient :
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() =) Z{((,z‘j)%

<
v
o
—

soit, en considérant | = j —1 :

FE) = ZJ("'Z‘%.

<
4

o

o

i lL\.
IN
—

<.
%
o

. i1
tel que F; = Z (J ) ) La fonction génératrice s’écrit alors comme suit :
o<i<| %]

—=xf(x) = L EEY

oy 2
1 z z >0
= E F}_lzj

j>1

Les termes(]fj) oy Sont les nombres de la suite de Fibonacci décalée
J

(1,1, 3,5,8,13, 21, ---) tel que F Fji1. Lexpression précédente devient alors :

— Y R =Y R,

jz1 J=0

1.4.2 Suite des polyndomes de Fibonacci a une variable

La suite de polynomes de Fibonacci a une variable est définie comme suit.

Définition 1.10. Les polynomes de Fibonacci d une variable (Fj (x));oy sont définis par la

relation de récurrence, linéaire et homogéne a coefficients variables, suivante :

(1.4.5)
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La suite de polynomes de Fibonacci obtenue est (0, 1, x, 2% + 1, 2% + 22, 2* + 322 + 1, ---).
Nous remarquerons que la suite des nombres de Fibonacci n’est qu’un cas particulier de
la suite de ces polynomes pour x = 1 (F; = Fj; (x = 1)). La fonction génératrice de cette

suite de polynomes est donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.3. La fonction génératrice associée a la suite de polynomes de Fibonacci
(£ (7)) ey €8t -

z

fa2) =Y Fa)s = g (1.4.6)

= —-
=0 l—zz—2

Sa démonstration se fait de maniere similaire que pour la fonction génératrice des nombres
de Fibonacci. De méme que pour les nombres de Fibonacci, cette fonction génératrice

permet d’aboutir a la formule explicite de Binet donnant le j*®™°terme de cette suite.

Théoréme 1.3. Le j*™terme de la suite des polynomes de Fibonacci (F; (2));en est donné

par :
1 L+vET 2  (1-VEta?)
PR (. (B | I
Preuve. .

Le dénominateur de la fonction génératrice de la suite (Fj (x)),.y admet deuz solutions

T+ 4+ x? T — 4+ 22
o1 (z) = B S et gy = B tel que o1 () pa(x) = —1 et oy (x) —
o () = —V4 + 22, En suivant le méme raisonnement que pour les nombres de Fibonacci,

on aboutit a :

T) — @%H (@) LI+l

i Z(eol(x)l (@)j(@]ﬁl

—_

720 720 P2 ( 21 ) — 2 ()
_ ]22(:) (—1)*! (‘leH (55)41 i%; (fv)> i+l
- ;( 1y (wji (90)4:;% (I)> r
sy ()
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En remplagant les racines et o par leurs valeurs on obtient :

<1+ VW)J (1 - mﬂ J

Fi(z)2 =
jzzg) ’ \/4+x2§) 2

Le coefficient de rang j de la fonction génératrice est alors donné par :

1
V4 + 22

(1+¢;+7>]‘_<1_¢24w>1

Ecriture binomiale des polynomes de Fibonacci

Comme pour les nombres de Fibonacci, nous pouvons proposer une autre formulation

binomiale des polynomes de Fibonacci donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.4. Le j™° terme de la suite de polynémes de Fibonacci (Fj () ey €st donné

par écriture binomiale suivante :
2
-1 ,
Fi=Y ( J ) P (1.4.8)

Preuve. En suivant le méme raisonnement que pour les nombres de Fibonacci, on a :

ZFj(x)zj - _ z f(x,z2),

_ _ .2
>0 l—2z—2%

tel que :

flx,z) = Z(a:z—l—zQ)i

120

i fi
= Z:cz (1+x) )

1>0
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N
En appliquant la formule du binome pour (1 + — ), et en considérant le changement
x

d’indice j =i+ k, Uexpression de f (z,z) devient :

faz) = X % ( / )x

720 | 4]<icg VT

puis, en considérant | = j — 1 :

!

f(fL’,Z) = go j(x)zj7

- i — )
tel que Fj (z) = Z (‘7 ; )933_2[. La fonction génératrice s’écrit alors comme suit :
1

OglgL /

z ~ .
T A @) = Y E @)

Les termes(F (x))jeN

Nj sont les polynomes de Fibonacci décalés (1, z, x* + 1, 23 + 2z, -+ -)
tel que Fj (v) = Fjyy (v). L'eapression précédente devient alors :

=Y F@)

_ _ 2
l—2z—2 >0

avec Fj (v) = Fj_y () = ) (j B ; B 1) pI—2-1
]

1.4.3 Suite des polynomes de Fibonacci généralisés a deux variables

Ozdemir et Simsek [33] ont réussi a construire des fonctions génératrices pour diffé-
rents types de suite de polyndémes bien connus, entre autres les polynomes de Fibonacci
et de Jacobsthal [34]. Une nouvelle famille de polynomes généralisés a deux variables

G; (z,y; k,u,v) est ainsi définie.



1.4. Nombres et polyndmes de Fibonacci 25

Définition 1.11. Soient les entiers positifs k, u et v et les variables réelles x et y. La famille

de polynomes généralisés a deux variables est définie par les fonctions génératrices :

1
1 — zhz — yugutv

H(z;z,yk,u,v) =Y G (z,y;k,u,v) 2= (1.4.9)

Jj=0

Notons qu’une fonction génératrice est définie pour chaque valeur de k, v et v. Notons
également que nous retrouverons la fonction génératrice des polynomes de Fibonacci a

une variable x dans le cas particulier y =1; k=u=v = 1.

En utilisant l'identité (1.4.9), la formule explicite des polynomes G, est donnée par le
théoreme suivant :
Théoréeme 1.4. le j®™° polynéme de la famille de polynémes généralisés

(G (%, Yk, u,0) e €5 donné par :

late] /.

_ 1 ‘

G (z,y;k,u,0) = 3 <‘7 C(u:U )>y“0$7k_“0k_”c’“. (1.4.10)
c=0

Preuve. FEn suivant le méme raisonnement que précédemment pour les nombres et les

polynomes de Fibonacci, on a :

1 1
1 — $k2’ _ yu2u+v - 1 — (.CITkZ +yu2u+v)’

H (z;2,y; k,u,v) =

tel que :

H (z;z,y; k,u,v) = Z (wkz_i_yuzu-i-v)i

i>0
uutv ¢
R Yz
= Za:’“zl“ (1 + = .
>0 xhz

u utv\

En appliquant la formule du binome pour | 1 + , et en considérant le changement

xkz
d’indice j =m (u+v — 1) +1i, Uexpression de H (z;x,y; k,u,v) devient :
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j—i

puis, en considérant c = ————
u+v—1

- 1 4 4
H (Z, T, k, u, U) — Z Z <] (CU +cv )>yuc$kjuckvckzj'

7200es] 4 | ‘

Comme on a :

H (zx,y; k,u,0) =Y G (2, y:k,u,v) 27,

J=0

on obtient par identification :

gj (:B,y;k,u,v) = Z

c=0

=] —c(ut+v—1)
<j >yucxjkuckvck.
C

1.5 Polynémes exponentiels partiels de Bell

Tout comme les polynomes de Fibonacci, les polynomes de Bell sont tres étudiés dans
la littérature, notamment dans les problemes combinatoires relatifs aux partitions d’en-
sembles et aux permutations des éléments d’ensembles, auxquels nous nous intéresserons
dans la deuxiéme partie de notre travail [35-38]. Les polynomes exponentiels partiels de

Bell sont définis comme suit [39].

Définition 1.12. Les polyndomes exponentiels partiels de Bell By, ;. (x1, 2, -+ , Tp_k4+1), NO-

tés B, i, sont définis par la fonction génératrice :

> xmj’:) (1.5.1)

m>1

P |
ZB“m:m<

n>k



1.5. Polynomes exponentiels partiels de Bell 27

Les polynomes exponentiels partiels de Bell admettent une formule explicite donnant le

(n, k)™ terme de cette suite de polynomes.

Définition 1.13. Le terme de rang (n,k) de la suite de polynémes exponentiels partiels de

Bell (Buk),>, est donné par :

n! k nokEL s N\
Bup=— i 1.5.2
Y Sn%) <k1,kzg,---kn_k+1> 1 (ﬂ) (15.2)

r=1

ol sy, (k) est l'ensemble des valeurs ki, ko, -+, kn_py1, solutions de :

ki+ke+ -+ kpp1=k et ki+2ky+3ks+---+n—k+1)k, 1 =n,

et :

( k ) - Rk
ki ko, ki) Rkl ko pal

Exemple 1.11. Le polynome exponentiel partiel de Bell de rang (3,2) est donné par :

3' T k1 ) k2
Bia= 2, ey iy (1') (2!) ’

sn (k)

avec : ky +ky =2 et ki + 2ky = 3. La seule solution (ky,ks) admises par ces deux

solutions est le doublet (1,1). Par conséquent :

3 a1\ (2o
Bs> =13 (u) (2!) = Sz

Exemple 1.12. Quelques valeurs particuliéres des polynomes B, sont [39] :

e B,i(1,1,1,---) = S(n,k); S(n,k) sont les nombres de Stirling de deuxieme es-

pece donnés par la fonction génératrice exponentielle :

St (£2)

|
n>k n>1 n.
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Les nombres de Stirling de deuxieme espéce correspondent aux nombres de parti-

tions d’ensembles a n éléments en k blocs disjoints.

o B, (0L, =112l =3l ---) = s(n,k); s(n,k) sont les nombres de Stirling de pre-

miere espece donnés par la fonction génératrice exponentielle :

Zsmwﬁjzg(zfolfj.

n>k n>1 n

o B, (0L 11203l ---) =|s(n,k)|; |s(n, k)| sont les nombres de Stirling absolus de

premiere espéce donnés par la fonction génératrice exponentielle :

Zwmwjzg(zﬁ).

n>k n>1 n
Les nombres de Stirling absolus de premiéere espece correspondent aux nombres de
permutations de n éléments se décomposant en k cycles disjoints.
n—1\n!

o B, (11,21,3l,---)=L(n,k); L(n k)= <k: 1>k' sont les nombres de Lah don-

nés par la fonction génératrice exponentielle :

ZL(n,k)j:;(Zz") :

n>k n>1
Les nombres de Lah peuvent s’exprimer en fonction des nombres de Stirling de
premiere et deuzriéme espece comme Suit :

L(nk)=> (=1 s (n,7) S (4, k).

J20

e B, (1,2,3,--) = <Z> En—k ; (Z) E"k sont les nombres tdempotents donnés par

la fonction génératrice exponentielle :
. k
n 2" 2"
> B = (Y ] .
=k (k‘) n! k! <n21 (n— 1)!)

Les polynomes exponentiels partiels de Bell jouent un role important dans la théorie des
fonctions génératrices. Goubi [40] a montré leur apparition dans toute fonction génératrice

de la forme :
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n _ Zn
g (2) =b5+ > (a), b] kBmk—', (1.5.3)
n>1k=1 n:

avec g (2) = Y, 50 bp2" et (o), =a(a—1)---(a =k +1).

Il a exploité cette propriété pour exprimer les nombres F), (a,b) générés par la fonction

génératrice de la forme :

1
(a+0b)z+ abz?

> F,(a,b) 2" = =

n>0

(1.5.4)

et a démontré la formule explicite de ces nombres [40] (Lemme 2, p.62) donnée par :

/2l g -
F,(a,b) = > < , j) (a+ b)""¥ (—ab)’ . (1.5.5)

j=0 \ J

Ce type de fonctions génératrices sera exploité dans le cadre de notre travail.

1.6 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté un bref apercu sur les outils mathématiques
de base de notre étude, que sont les fonctions génératrices et leurs propriétés, mais aussi
les nombres et polynomes généralisés de Fibonacci et les polynomes exponentiels partiels
de Bell. La compréhension de ces notions sera d'une grande utilité dans la suite de ce

manuscrit.



Chapitre

Enumération des patterns dans la

théorie de langage

2.1 Introduction

Les langues (latine, arabe, germanique ou autre), le systeme binaire des ordinateurs, le
code génétique des cellules ont en commun ce que I'on appelle communément un alphabet.
Un alphabet est un ensemble d’éléments pouvant étre des lettres, chiffres ou symboles
permettant de construire des mots au sens linguistique, des combinaisons de bits dans
les mémoires des ordinateurs ou des codons (séquences de nucléotides) pour les codes
génétiques. La théorie du langage a pour principal objectif d’analyser ces alphabets et
ces mots d'un point de vue mathématique et algorithmique. Un alphabet est considéré
comme un ensemble de symboles et un mot défini sur cet alphabet est une suite finie
des symboles issus de I'alphabet. Comme exemples, le mot 11010 est défini sur ’alphabet
{0,1}, le mot ATCG est défini sur I'alphabet {A, U, C,G,T},...

L’apparition de certains motifs ou patterns (suites de lettres, chiffres ou symboles) et
I’énumération de mots ou permutations contenant ces patterns font I'objet d'un intéret
croissant lors de ces dernieres décennies. La premiere partie de ce travail de these s’inscrit
dans cette démarche qui consiste a énumérer, a ’aide d’outils mathématiques pures, les
nombres de mots construits a partir d’'un alphabet donné et contenant un pattern de taille

donnée.

30
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Dans la théorie de langage, considérons 'alphabet E,, = {ai, a9, - ,a,}, de taille m.
Chaque combinaison d’un nombre fini des éléments aq, as, ....., a,, constituant cet alphabet
est un mot. Par exemple x = ajazasas (m = 5) est un mot construit a partir de E5. En
considérant M (E,,) comme ’ensemble de tous les mots construits & partir de ’alphabet
E,,, nous définissons sur M (F,,) la loi de composition suivante : z,y € M (E,,);. v ey =
xy. Par exemple si x = ajasas et y = asa,,, alors x e y = ajasazasa,,. Cette loi de
composition est associative et admet le mot vide v comme unité (z e v = z). Le cardinal
de T'ensemble de tous les mots a construire est #M (E,,) = oco. On appellera M; (E,,)
I’ensemble des mots de taille j (j € N). Cet ensemble est évidemment fini. Dans cet
ensemble, nous cherchons, dans le cadre de notre travail, a déterminer les nombres P {"Jm}

de mots de taille 7 > n contenant le pattern a,,a., - - - a,, . Nous présenterons, dans cette
—_—

n fois
partie, notre contribution a I’énumération de ces nombres, via les fonctions génératrices,

en exploitant les nombres et les polynomes généralisés de Fibonacci. Nous commencerons
par étudier un cas particulier, en déterminant, de différentes manieres, les nombres P [2].2}
a partir d'un alphabet de taille 2, avant d’aborder le cas plus général pour déterminer les

nombres P [”Jm] par deux relations de récurrence et une formule explicite.

2.2 Mots contenant des patterns de taille n = 2

Dans le cas particulier d’un alphabet Ey = {aj, as}, nous cherchons a énumérer les mots
de taille j contenant le pattern asa,. Pour cela, nous considérons I'ensemble G tel que

G = {tous les mots de taille j qui ne contiennent pas le pattern asas}.

Lemme 2.1. Le cardinal de l'ensemble G; est donné par :

#Go =1
4Gy =2 (2.2.1)
#G; =#G; 1 +#G; o 7 2>2

Preuve. L’ensemble Gy = {mot vide} et son cardinal est #Gy = 1. L’ensemble G, =

{a1,as} et son cardinal est #G; = 2.

Si l'on définit, les ensembles G (a1) = {xa1/z € Gj_1} et Gj(az) = {xa1as/ v € Gj_5},

il est facile de remarquer qu’ils forment une partition de G; car :
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Par conséquent #G; = #G,; () + #G; (a2).

Sachant que #G,; (a1) = #G 1 et #G; (az) = #Gj_o, on aboutit au résultat souhaité :

#G; = #G_1 + #Gj_o

Exemple 2.1. Nous illustrerons cette propriété dans le cas de l'ensemble Gy =
{tous les mots de taille 2 qui ne contiennent pas le pattern asas} = {ajay, araz,aza,} tel
que #Go = 3. On vérifie bien que, conformément a la relation (2.2.1), #Go = #G1+#Go.

2.2.1 Relations de récurrence pour P[]

On remarquera que les différents nombres #G;, vérifiant 'équation (2.2.1), constituent
les termes d’une suite de Fibonacci (F});y tel que #G; = Fj.o. Les nombres P [%ﬂ de

mots de taille j contenant le pattern asas sont alors déterminés selon le lemme suivant.

Lemme 2.2. Les nombres P {2j2] sont donnés par la relation suivante :

22 ,
P[ , ] =2 — Fj . (2.2.2)
J

Preuve. Si l'on considére ); comme l'ensemble de tous les mots de taille j construits a
partir de lalphabet Es, il est évident que #Q; = #G; + #G; = 27. De la définition de

lensemble G, nous pouvons écrire :

et par conséquent :
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22 , .
Pl ]:2J—#G]:2]—E+2
J

En combinant la relation (2.2.2) et la relation de récurrence de Fibonacci (1.4.1), nous
aboutissons a une deuxiéme relation de récurrence énumérant les nombres P {212] et don-

née par la proposition suivante.

Proposition 2.1. Les nombres P {Qf} satisfont la relation de récurrence suivante :

P [202} _p [212} —0
Pl =rep i) p[i] 2o

J

(2.2.3)

Avant d’énoncer une troisieme relation de récurrence, nous donnerons la fonction généra-

trice de P [zjz} dans le lemme suivant.

Lemme 2.3. La fonction génératrice des nombres P [2].2} est :

> P

Jj=0

22| . 1 1+2 22
) = — = . 2.2.4
[j]z 1-22 1—2z—22 1-3z2+422+4+22 ( )

Preuve. En utilisant la relation (2.2.1), on pourra écrire :
Z #G2 = Z #Gjp22 — Z #Gja 2.
J=0 j=0 j=0

En multipliant et en divisant par 2%, et par z, chacun des deux termes de droite de la

précédente identité, on obtient :

) 1 ) 1 )
Z #G;2) = 2 Z #Gj+2zj+2 — Z #G’sz”l,

J=0 j=0 j=0

soit :
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Y #GH = 212 Y #G — i Y #G

Jj=20 Jj=2 Jj=21
1 J 1 J
Jj=0 Jj=0
On en déduit que :
; 142
Gizd = ———.
gj# S

D’apres la relation (2.2.2), on peut alors écrire :

P [2],2] =3 (P - #G) A =DV Y #GA

Jj=20 Jj=0 320 Jj=0

Sachant que :

1

S VI =3 (22) = ,
§>0 j>0 1-2z
on peut alors déduire le résultat souhaité :
22| 1 1
ZP[ - ] 7= - = 2°
=0 J 1-2z 1—-—2z2z-2

L’exploitation de cette fonction génératrice nous permet d’énoncer la proposition suivante.
oy 2 2 s . g
Proposition 2.2. Les nombres P [ i } sont donnés par la relation de récurrence :

p{z 2} -1 (2.2.5)
P2l =sp[22]-P[23]—2P[23] =3

Jj—2 Jj—3
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Preuve. La fonction génératrice de l’équation (2.2.4) nous permet d’écrire :

(1—3z+22+223)ZP[2‘2] 2 =22

7>0 J

Cette identité peut s’écrire comme le produit de Cauchy de deux fonctions génératrices :

(];ajzj) <j§>%pl2j2] Zﬂ‘) ;)(Zakpl 22 D ;)bz

avec ag = 1, a1 = =3, a2 = 1, a3 = 2, a; = 0,Vj >4 etby = b =0, by =1,
b; =0, Vj > 3. Par identification terme a terme des deux coté de l'identité précédente,

on obtient :

22
0
bl = CL[)P 212 + alP [202}

bo = aoP %]
)

by = aoP )] + a1 P [* ] + axP [*)]
"]

2
bj=aP [+ P[22 +auP [ 23] +asP 23] >3,

J

On déduit ainst le résultat souhaité :

P2l =0
P|** =0
P27 =1
pPP=sp ] - P A 2P 75 izs

2.2.2 Formule explicite de P [ﬂ

La combinaison de I’équation (2.2.2), donnée par le lemme 2.2, et I’équation (1.4.4), donnée
par le lemme 1.2, conduit au théoreme suivant ou est énoncée la formule explicite des

nombres P [23'2} )
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Théoreme 2.1. La formule explicite énumérant les nombres P [Qjﬂ est donnée par :

P[?ﬂ::?— 3 (j_§+1>. (2.2.6)

! 0si<

Quelques valeurs des nombres P {2].2} obtenus par la formule (2.2.6) sont données dans le

tableau (2.1).

J P [ij]
10 \ 880
40 \ 1099243713480
60 \ 1152917451867309095
80 \ 1208925758308838453094585
100 \ 1267650599300856709303624206201
120 \ 1329227995770887506250308144981420816
140 \ 1393796574907951739244542286640988853390306
160 \1461501637330899708146875376608557771675156250921

Table 2.1 — Quelques valeurs des nombres P [%ﬂ obtenues par la 'équation (2.2.6).

2.3 Mots contenant des patterns de taille n

Nous considérerons dans ce qui suit le cas général d’'un alphabet E,, = {ay,a9, - ,am
) ) )

et nous chercherons a énumérer les mots de taille 5 contenant le pattern a,,a., - - - a,, . En
—_——
n fois

d’autres termes, cela revient a déterminer les nombres P ["jm} pour des valeurs arbitraires
de m, n, et 7. Comme pour le cas particulier, nous énoncerons des relations de récurrence et
une formule explicite des nombres P {"Jm} Mais avant, nous entamerons notre démarche

en déterminant la fonction génératrice de P [n]m} . Nous considérerons pour cela ’ensemble

G; = ( mots de taille j ne contenant pas le pattern a,,a,, - - - an, ¢, tel que :
—_—

n fois

Prjﬂ:#afﬂm—#@. (2.3.1)
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Lemme 2.4. Le cardinal de G; est donné par

m’ ,J<n
#G; = (2.3.2)
(m—=1) i #Gje J=n.

Preuve. Il est évident que pour n > j, tous les mots de G; ne peuvent pas contenir le

pattern G, - - - Q. Leur nombre est m?. Dans le cas contraire, nous considérons les
—_—

n fois
ensembles :
G (ai) = A{za;/z € Gj_1} L1 #Em
G;f (@) = { mots xa,, ne contenant pas le pattern a,ay, -« am ¢,
~—_——
n fois
qui forment une partition de G; car :
G]’ (Cll) U Gj (&2) u---u G]’ (Gmfl) U G; (am) = Gj
Gj(ak)ﬂGj(al;ék)z(b 1§k,l§m—1

G (ap) NG* (ay,) = 0.

j
Par conséquent #G; = 75" #G; (a;) + #G (am) = (m — 1) #G_1 + #G; (am).

Pour déterminer #G (am), nous considérerons les ensembles :

G, (aian) = {zaan/x € Gj_o} L1 #Em
G; (amam) = < mots xa,,a,, ne contenant pas le pattern Ay, -« Qm ¢,
———
n fois

qui forment une partition de G (a,,) car :

Gj (alam) U Gj (azam) U---U Gj (amflam) U G;( (amam) = G;k (am)

G, (aram) NGy (azpam) =0 1<k il<m-1
G, (agam) N G (amanm) = 0

J



2.3. Mots contenant des patterns de taille n

38

Par conséquent #G (am) = S HG (aiam) + #G5 (amam) = (m—1)#G; 5 +
#G5 (amanm) et #G; = (m—1)#G; 0 + (m—1)#Gj 2 + #G (aman), et ainsi de

suite, en appliquant le méme processus, jusqu’a ce que l'on aboutisse a la relation

#Gj=(m—1)#Gj1+ (m—1)#Gja+ ...+ (m— 1) #Gj_n.

2.3.1 Fonction génératrice de P [" "]

La fonction génératrice de #G; est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.3. La fonction génératrice de #G; est :

S #G = Zico 2

3>0 1= (m—=1) 2k
Preuve. On peut écrire :

n—1
Z #szj = Z #szj + Z #szj.
7=0

>0 j>n

En utilisant la relation (2.3.2), on pourra écrire :

n—1 n

S 4G = S )Y S 46,

>0 =0 jzn k=1
1—(mz)"

= 7+(m—1)2ﬂ: N #GT

1L —mz k=1 j>n—k

avec !

n

> X #GET = )
k=1j>n—k k=1
D

On écrit alors :

g

(2.3.3)
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S0~ ey S (S hee ) ey £

>0 mz k=1 7>0 k=1 mz

soit :

[1—(m—1)izk]Z#szj:1_1mzl1—(m—1)zn:zk—z"

>0

k

Pour le deuxieme terme de cette identité, en développant Y }_, 2" et en effectuant la

division euclidienne, on obtient :

[1_< _1; ]Z#Gzﬂ Zz.

7>0

On obtient alors le résultat souhaité, soit :

» >k 2
#G o =
j§>% ’ 1= (m—1)2F

0

En combinants les équations (2.3.1) et (2.3.3), nous déduisons la fonction génératrice

suivante :

| L ko 2"
JZ%P[ J] T1-mz 130, (m— 1)k (2.3.4)

Mieux encore, une autre forme de la fonction génératrice peut étre donnée par le théoreme

suivant.

Théoreme 2.2. La fonction génératrices des nombres P ["]m] a pour erpression :

. 1 1 — an
P . 2.3.5
Z [j ] 1 —mz 1—mz—|—(m_1)zn+1 ( )

7>0
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Preuve. On s’intéresse, en premier lieu, au dénominateur du deuxieme terme de l’équa-

tion (2.3.4). Ce dernier s’écrit comme suit :

n

1-> (m-1)z" = 1—(m—1)<11__z7j1—1>

k=1
1—mz+ (m—1)""

1—-=2
n—1 X 1 — 2n . ' .
Sachant que Y 2" = 1 , Uéquation (2.3.4) s’écrit alors comme suit :
k=0 —F
, 1 1 —
> P [n m] 2 = — & -
= J l—mz 1—mz+(m—1)z

2.3.2 Relations de récurrence de P [”jm}

La premiere relation de récurrence pour les nombres P {"Jm} est donnée par la proposition

suivante.

Proposition 2.4. Les nombres P [njm} sont données par la relation de récurrence sui-

vante :

P l" ,m] = nm | (2.3.6)

Preuve. La démonstration de cette proposition est détaillée dans [41]. En combinant les

équations 2.3.1 et 2.3.2, on écrit, pour j >n :

p [n m] = m/ —(m— 1)zn:#Gj,k
k=1

- mj—(m—l)zmj_h“(m_l)ip[Jﬁ—ﬂﬂ'

k=1 k=1
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On aboutit ainsi au résultat recherché. O

En se basant sur la fonction génératrice (2.3.5), la deuxieme relation de récurrence est

donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.3. Les nombres P ["jm} sont tels que P ["nm} =1,P [?Lﬁ] =2m—1 et, pour
j>n—+2,

_<m_m2)P[_”m ] (2.3.7)

Preuve. Le développement de l’expression de la fonction génératrice (2.3.5) donne :

> r|

n m] , 2" — gt
7=>0

i
J T omzrme2y (m —1) 27t — (m2 — m) 27+2’

et par conséquent,

(1 —2mz +m?2® + (m — 1) 2"t — (m2 — m) z””) ypP [n]m] 2 =" — "t
=0

Cette derniére identité peut s’écrire comme :

avec :ag =1, a; = —2m, ,as = m?, a1 =m —1, appo =m—m?, b, =1, by = —1.

Les autres coefficients a; et b; sont nuls ailleurs. Le produit de Cauchy conduit a :

> (i P U_”H ak) 2 =3 b2,

Jj=0
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tel que :

b[) = CL()P {nom}

bl = CL(]P {n m} + CL1P {nom}

1

bj=aP[" "] +aP [ ]+ aP "] ,0<j<n—1
by =aoP[" "] + P "]+ axP [ 5]
busr = aoP [ 1]+ ar P [" ] + aaP 2] + anaa P " "]

b= 7]+ (5] £ (1] FanP [0 Faap (2] 22

On déduit ainsi le résultat souhaité :

Plr] =Pl =0
PI"] = 0<j<n—1
ij]:

P :Zﬁ: =2m—1

Pl" M =ompP "] —m2P M = (m-1)P[ " | = (m=-m?) P[] >0+

2.3.3 Formule explicite de P {"jm}

Le théoreme suivant énonce la formule explicite permettant I’énumération des nombres

Py

J

Théoreme 2.4. Pour j > n, les nombres P ["Jm} sont donnés par la formule :

o J=nle+ N g e jen(ert _C_L#J T (1),
23( yl y gﬁ( C>u | (2.3.8)
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Preuve. Pour déterminer la formule explicite des nombres P ["jm} , nous ferons appel auz
fonctions génératrices de la famille de polynomes généralisés a deux variables données par
léquation (1.4.9) et la formule explicite de ces polynomes donnée par l’équation (1.4.10).

Nous réécrivons la fonction génératrice de l’équation (2.3.5) comme :

—(1=2")G(2;m;n),

> r|

nm] . 1
j=>0 ‘

Z =
7 1—mz
1

1 —mz+ (m—1)znt1

avec G(z;m;n) =

Nous remarquerons que la fonction G(z;m;n) est équivalente a la fonction génératrice

H (z;x,y; k,u,v) donnée par l’équation (1.4.9) dans le cas particulier ot :

¥ =m
—y*=m—1
ut+v=n+1,

soit :

8
I
P

m

1

(1—-m)=

Yy
ut+v=n+1l.

En introduisant ce changement de variables dans la formule explicite des polynomes géné-

ralisés G; (x,y; k,u,v), générés par H (z;x,y; k,u,v), et donnés par (1.4.10) on obtient :

G; (min) = L:Zi(jzj (j - C”) (1 —m)mi e, (2.3.9)

Sachant que :

(1=2")G(zmin) = (1-2")> G, (m;n) 2

j>0
= > Gj(min) 2! =3 G;(m;n) 2"
j=0 Jj=0
= > Gi(mn)2 =3 G n(m;n) 2
j>0 jzn

n—1

= > G;(min) 2 + 3G, (min) = Gjon (mim)]

Jj=0 jzn
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on peut alors écrire :

ZP[W]zfz : —§gj<m;n>zf—Z[gxm;n)—gj_n(m;n)w

1—mz =n

= > ml — 2 Gj (m;n) 2 = > [G; (m;n) — Gj_pn (m;n)] 27

>0 jzn
n—1

= > [mj - G;(m; n)] DY [mj +Gjon (m;n) — G (m; n)} 2.
j=0 jzn

Par conséquent, on aura, pour j > n :
nm ,
: [ J 1 =m’ +Gj_, (m;n) — G; (m;n),

et finalement, en exprimant en fonction des formules explicites deG; (m;n), on aura l’ex-

pression recherchée :

, lnﬂ L J:izj <j -l 1)) (1 — i -nler)-e_ LZO (j - cn> (1 = e

g

Le tableau (2.2) résume quelques valeurs des nombres P {”]m} énumérés par 'intermé-

diaire de la formule explicite (2.3.8).

i e || e
|
|
|
|

2 1 \ 6 \ 281
3 5 \ 7 \ 963
4 21 \ 8 \ 3217
5 79 \ 9 \ 10547

Table 2.2 — Quelques valeurs des nombres P [zj?’} obtenues par la ’équation (2.3.8).
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2.4 Conclusion

Dans la premiere partie de ce travail, nous nous sommes intéressés a ’exploitation des
fonctions génératrice dans ’énumération des nombres P {”]m} de mots de taille arbitraire

J, contenant le pattern a,,a,, - - - a,, a partir d’'un alphabet de taille m. Nous avons com-
—_—

n fois

mencé par étudier le cas particulier des nombres P [21'2} ol nous avons proposé deux
relations de récurrence, données par les équations (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.5), et une for-
mule explicite, donnée par I’équation (2.2.6). Nous avons ensuite étendu notre étude au
cas général des nombres P [”Jm} pour lesquels nous avons pu proposer 2 relations de
récurrence (équations (2.3.1) et (2.3.7)) et une formule explicite donnée par 1’équation
(2.3.8).



Chapitre

Partitions d’ensembles et appariements

parfaits

3.1 Introduction

Les partitions d’ensemble et appariements parfaits (évitant ou pas certains patterns) sont
une branche des mathématiques qui a connu un intérét particulierement croissant lors de
ces deux dernieres décennies (un apercu est donné dans [42]). Ils constituent une exten-
sion naturelle des permutations (évitant ou pas ces patterns). Depuis les premiers travaux
de Klazar [43,44], 'intérét pour 1’énumération, asymptotique ou exacte, des nombres de
permutations, partitions d’ensemble et /ou appariements parfaits évitant certains patterns
(comme les croisements et imbrications) a été de plus en plus significatif au vu des nom-
breuses contributions recensées dans la littérature [15,19-24]. Nous nous intéresserons dans
la deuxiéme partie de ce travail de these, plus particulierement, aux travaux de Bloom et
Elizalde [15] en rapport avec I’énumération de partitions et appariements parfaits évitant
un certain pattern ou un doublet de patterns. Nous compléterons ces travaux par des
relations de récurrence et une formule explicite en exploitant les fonctions génératrices et

les polynomes de Bell.

Avant d’aborder nos résultats, nous présenterons un bref rappel sur les partitions d’en-
semble et le cas particulier des appariements et leurs représentation dans la théorie des

graphes. Nous définirons les croisements et imbrications que I’on pourrait rencontrer dans

46
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ce type de partitions ainsi que I'évitement de patterns dans ces partitions sur lesquelles

nous appliquerons notre approche pour leurs énumérations.

3.2 Partition d’ensemble et appariement parfait en théo-

rie des graphes

3.2.1 Partition d’un ensemble

Définition 3.1. Une partition P d’un ensemble [n] = {1,2,--- ,n} est un ensemble de
sous-ensembles disjoints et non vides de l’ensemble [n]. Ces sous-ensembles sont appelés

blocs, et leur union donne l’ensemble [n].

e Une facon standard d’écrire une partition avec k blocs est :
P = {BI7BQ7"' 7Bk}7

tel que les blocs By = {iy,ia, - ,ia} Soient ordonnés dans l'ordre croissant de
leurs €éléments minimaux : (i1 € By) < (i1 € By) < --- < (i1 € Bg). A l'in-
térieur de chaque bloc, les éléments sont aussi écrits dans ['ordre croissant :

Bk:{ihi%“'7Z.a}a7f-1<7f-2<"'<ia

o L’ensemble des partitions de [n] est noté P,.

Exemple 3.1. Pour [’ensemble [10] = {1,2,---,10}, [l’ensemble P =
{{1,4,6},{2,3,5},{7,9},{8,10}} est une partition de [10] car :

{1,4,6} U {2,3,5} U {7,9} U {8, 10} = [10]
{1,4,6},{2,3,5},{7,9} et {8,10} disjoints deuz a deu.
Les blocs By = {1,4,6}, By = {2,3,5}, By = {7,9} et B, = {8,10} sont ordonnés dans

Uordre croissant de leurs éléments minimauz (1 < 2 <7 < 8). Les éléments de chaque

bloc sont aussi écrits dans l'ordre croissant (Par exemple pour By, 1 <4 < 6).

Rappelons que le nombre des partitions P a 4 blocs de l’ensemble [10] est donné par le

nombre de Stirling de deuziéme espéce (voir équation (1.5.2)) :
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rl
r=1 r

S(10,4) = Bioa (LL,1,---) = 0 4 Iﬁ(1>m
) — D104 sy Ly by - Al e k17k2’~--k7 .

L’ensemble des partitions P a k blocs de 'ensemble [10] est contenu dans l’ensemble Pio.

En théorie des graphes, il est souvent commode de représenter une partition par un graphe
G (V,E) 2 V sommets représentant les éléments de 1'ensemble [n] et E arcs joignant ces

sommets.

Définition 3.2. Une partition d’un ensemble [n] est représentée par un diagramme linéaire
a n points disposés, et numérotés de maniere croissante de gauche a droite, sur une ligne
horizontale. Tous les sommets i et j, éléments adjacents d’un méme bloc, sont joins par

un arc noté e.

e Pour un bloc By, = {iy,ia,*+ ,i4}, st a > 2, un arc e est représenté par le doublet

(1,7) avec i < j, tel que i est [’extrémité initiale de ['arc et j son extrémité

terminale.

e Pour chaque bloc By = {i1,42, -+ ,ia}, on trace (a—1) arcs
(11,19), (9, 03), -+ , (la—1,1a). Les sommets ig, i3, -+ ,iq,—1 Sont dits sommets tran-
sitoires.

e Pour un bloc By, = {i1}, (a =1), le sommet iy est appelé singleton.

Exemple 3.2. Si l'on reprend l’exemple précédent de l'ensemble [10] = {1,2,--- ,10} et de
la partition P = {{1,4,6},{2,3,5},{7,9},{8,10}}, le diagramme linéaire représentatif
de cette partition est donné par la figure (3.2.1). Les sommets 1,2,7 et 8 sont des extré-
mités initiales. Les sommets 6,5,9 et 10 sont des extrémités terminales. Les sommets 4

et 3 sont des sommets transitoires. Ce diagramme d’arcs ne posséde pas de singleton.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 3.2.1 — Exemple d’un diagramme linéaire d’arcs (graphe) de la partition P =

{{1,4,6},{2,3,5},{7,9},{8,10}}.
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3.2.2 Appariement parfait d’'un ensemble

Définition 3.3. Un appariement parfait M d’un ensemble [2n] = {1,2,---,2n} est une

partition de l’ensemble [2n] en n blocs de 2 éléments :

M = {BluB27"' 7Bn}7 Bk = {Zk7jk}

e Un appariement ne peut étre parfait que si l’ensemble contient un nombre pair

d’éléments.

e L’ensemble des appariements parfaits de [2n| est noté M.,,.

Exemple 3.3. Pour [’ensemble [10] =  {1,2,---,10}, [l’ensemble M =
{{1,2}.{3,6},{4,7},{5,10},{8,9}} est un appariement parfait de [’ensemble [10]

car :

{1,2} U {3,6}U{4,7} U {5,10} U{8,9} = [10]
{1,2},{3,6},{4,7},{5,10} et {8,9} disjoints deuz a deu.

L’ensemble M vérifie les propriétés d’une partition avec 5 blocs, By = {1,2}, By = {3,6},
By ={4,7} ,By = {5,10} et B5 = {8,9}, ordonnés dans l’ordre croissant de leurs éléments
minimauz (1 < 3 <4 <5 < 8) et les éléments de chaque bloc écrits dans 'ordre croissant

(Par exemple pour By, 1 < 2).

Rappelons que le nombre d’appariements parfaits M de l’ensemble [10] est donné par le

nombre de Stirling de deuxiéme espéce (voir équation (1.5.2)) :

()

10! 5
S(10,5) =B 1,11, )= —
( ’ ) 10’5( T ) 51 Sn%%) (k?1,/€2,-..k?6>

Tout comme pour une partition d’ensemble, on peut représenter un appariement parfait

par un graphe.

Définition 3.4. Un appariement parfait d’un ensemble [2n] est représentée par un dia-
gramme linéaire a 2n points disposés, et numérotés de maniére croissante de gauche a
droite, sur une ligne horizontale. Tous les sommets i et j, éléments adjacents d’un méme

bloc, sont joins par un arc e.
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e Pour chaque bloc By, = {i1,i2}, on trace un arc (i1,i2). Les sommets iy et iy sont

dits appariés (ou matched en anglais).

e Pour 'ensemble [2n], il existe n arcs e = (i,]) avec i < j, tel que i est I'extrémité

initiale de l’arc et j est son extrémité terminale.

e Dans un digramme d’arcs pour un appariement parfait, il ne peut exister de sommet

transitoire ou de singleton.

Exemple 3.4. Si l'on reprend ’exemple précédent de ’ensemble [10] = {1,2,--- 10}et de
Uappariement parfait M = {{1,2},{3,6},{4,7},{5,10},{8,9}}, le diagramme linéaire
représentatif de cet appariement parfait est donné par la figure (3.2.2) avec 5 extrémités
mitiales 1,3,4,5 et 8 et autant d’extrémités terminales 2,6,7,10 et 9. Le diagramme ne

posséde aucun singleton ou sommet transitoire.

N TN OO0

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Figure 3.2.2 — Exemple d’un diagramme d’arcs (graphe) de 'appariement parfait M =

{{1,2}.{3,6},{4,7},{5,10},{8,9}}.

3.2.3 Croisements et imbrications d’arcs dans les partitions et les

appariements parfaits

Dans les diagrammes d’arcs (graphes) associés aux partitions d’ensemble et aux apparie-
ment parfaits, il pourrait exister ce que 'on appelle croisements et/ou imbrications. Ces

dispositions particulieres d’arcs sont définies comme suit [10, 11].

Définition 3.5. Dans un diagramme d’arc représentatif d’une partition P d’un ensemble
[n] ou d’un appariement parfait d’un ensemble [2n|, deux arcs ey (i,7) et ey (k, 1) forment :

e un croisement avec e; comme arc initial si 1 < k < j <.

e une imbrication avec eo comme arc intérieur si i1 < k <1 < j.
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Exemple 3.5. Dans le diagramme linéaire d’arcs correspondant a la partition de la figure
(3.2.1), les arcs (1,4) et (3,5), (3,5) et (4,6), (7,9) et (8,10) forment un croisement. Les

arcs (1,4) et (2,3) forment une imbrication.

Dans le diagramme linéaire d’arcs correspondant a [’appariement parfait de la figure
(3.2.2), les arcs (3,6) et (4,7), (3,6) et (5,10), (4,7) et (5,10) forment un croisement.

Les arcs (5,10) et (8,9) forment une imbrication.

Les croisement et imbrications dans les partitions et les appariements parfaits d’ensembles
font l'objet d’une attention particuliere lors des deux dernieres décenies [10,11]. S’il est
maintenant admis que le nombre de partitions (appariements parfaits) d’un ensemble [n]
([2n]) sans croisement (imbrication) est donné par le n’®™¢ nombre de Catalan C,, [26],
l'attention des chercheurs s’est portée sur I’étude des croisements (imbrications) d’ordre
k, correspondant au nombre de paires de croisements (imbrications) d’arcs apparaissant

dans différents types de graphes [8,9,11-13].

3.2.4 Evitement de patterns dans les appariements et partitions d’en-

sembles

Différentes définitions ont été données pour les évitements de patterns dans les partitions
d’ensembles et appariements parfaits [15,45-48]. Nous donnerons les définitions suivantes
données par Bloom [15]. Nous noterons pour cela S,, comme I'ensemble des permutations

de l'ensemble d’éléments {1,2,--- ,n}.

Définition 3.6. ( [15], Définition 5, p.7)

Soient les ensembles d’éléments [2n] et de permutations S,. Un appariement parfait Me
M, évite le pattern T € Sy s’il n’existe pas 2k sommets 1 < i1 < iy < -+ < igp, < 2n tel

que M contienne toutes les paires (ia,igkﬂ,f(a)) avec 1 < a <k.

On notera M, (1) lensemble des appariements parfaits de ’ensemble [2n|, évitant le

pattern T.

Cette définition est une extension des notions d’évitement de k croisements (ou
k—noncrossing en anglais) et d’évitement de k imbrications (ou k—mnonnesting en an-

glais) données par [11,49].
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Exemple 3.6. Considérons l’ensemble des permutations Sg = {123,132, 231,213,312, 321}.

Pour un pattern T € S3, on peut décrire l’ensemble M., (1) comme l’ensemble des apparie-

ments ne contenant pas les paires (z’l,i7_7(1)>, (’ig,i7_7(2)) et <i3,i7_7(3)>. Les différentes
3.

configurations de ces paires sont données dans la figure (3.2.3).

Par exemple, éviter le pattern T = 312, revient a éviter les appariements (1,4), (2,6) et

(3,5) correspondant a la configuration de la figure (3.2.5-¢).

Nous remarquerons aussi que :
o Eviter le pattern T = 123 dans un appariement parfait revient a éviter 3 imbrica-
tions comme le montre la configuration de la figure (3.2.5-a).
o Eviter le pattern T = 321 dans un appariement parfait revient a €viter 3 croisements

comme le montre la configuration de la figure (3.2.3-f).

(a) (b) (c)

12 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

(d) (e) (f)
Figure 3.2.3 — Configurations correspondant au pattern 7 € Ss. (a) 7 = 123. (b) 7 = 132.
(c) 7=231. (d) 7 =213. (e) T = 312. (f) 7 = 321.

Sachant que les appariements parfaits sont des partitions avec des blocs de taille 2, la
définition précédente pour I'évitement de patterns dans les appariements parfaits s’étend

naturellement aux partitions d’ensembles comme suit.
Définition 3.7. ( [15], Définition 6, p.8)

Soient les ensembles d’éléments [n] et de permutations Si. Une partition P€ P, évite
le pattern T € Sy s’il nexiste pas 2k sommets 1 < i1 < iy < --+ < 19, < n tel que P

contienne toutes les paires (ia,ing,T(a)) avec 1 < a <k.

On notera P,, (1) l'ensemble des partitions de l’ensemble [n], évitant le pattern .
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Contrairement aux appariements parfaits, les partitions d’ensembles contiennent des som-
mets singletons et des sommets transitoires. Les blocs singletons ne contribuent pas aux
occurrences d'un quelconque pattern. Pour pouvoir énumérer les partitions évitant un
certain pattern 7 € S, Bloom et Elizalde proposent une transformation P —— Mp qui
associe un appariement parfait Mp a chaque partition P [15]. Nous illustrerons cela dans

I’exemple suivant.

Exemple 3.7. Considérons la partition P = {{1,6,7},{2,5},{3},{4,8}} de l’ensemble
[8] représentée par le diagramme d’arcs de la figure (3.2.4-a) dans lequel les sommets 1,
2 et 4 sont les extrémités initiales et les sommets 7, 5 et 8 sont les extrémités terminales.

Le sommet 6 est transitoire et le sommet 2 est un singleton.

Dans la transformation P — Mp, les sommets singletons sont supprimée (c’est le cas
du sommet 2) et les sommets transitoires sont séparés en deuxr sommets : le premier
comme extrémité terminale suivi du deuxiéme comme extrémité initiale (c’est le cas du

sommet 6). Le diagramme d’arcs de l'appariement Mp correspondant est illustré sur la
figure (3.2.4-b).

(Y e (7
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 4 5 7T 8

6/ 6//

(a) (b)

Figure 3.2.4 — (a) Diagramme d’arc correspondant a la partition P =
{{1,6,7},{2,5},{3},{4,8}}. (b) Diagramme d’arc de lapparie-
ment parfait Mp = {{1,6'},{2,5},{4,8},{6",7}} associé & la partition
P.

Cette nouvelle construction de la partition P préserve les occurrences de tout pattern 7.
Ainsi, la partition P évite le pattern 7 € Sy, si et seulement si Mp évite ce méme pattern.
De plus si P € P,, a x blocs, alors Mp € M,,_,.

3.3 Enumération de #M,,(312) et # M, (0, T)

Dans cette section, nous revisitons le travail de Bloom et Elizalde [15] sur les appariements
parfaitsM,, évitant le pattern 7 € S3 ou une paire de patterns (o,7) € S3. 1l a été

démontré que les patterns 123, 321 et 213 appartiennent a la méme classe d’équivalence
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de Wilf (123 ~ 321 ~ 213) [11,15,50]. Il a aussi été démontré que 231 ~ 312 [51,52]. De
méme, les paires de patterns (o,7) € S2 ont été réparties en 7 classes d’équivalence de
Wilf (voir Tableau 3, p. 25 dans [15]).

Nous nous intéresserons a l’énumération de #.M,,(312), soit de maniere équivalente a
#M,,(231), et & 'énumération de #M,, (o, 7) pour les paires de patterns(o,7) € S7 de
la classe I d’équivalence de Wilf ((123,213) ~ (132,213) ~ (132,231) ~ (132,312) ~
(213,231) ~ (213,312) ~ (231,312) ~ (231,321) ~ (312, 321).

3.3.1 Cas des ensembles M,,(312)

Dans l'identité (2, p.18) de [15], Bloom et Elizalde se sont intéressés a 1’étude des ensembles

M.,,(312). Tls ont montré que leur cardinal était donné par la fonction génératrice :

14362+ (1 — 122)3/2
B 2(1 4 42)2 ’

> #M,(312)2"

n>0

(3.3.1)

Ils ont également proposé le comportement asymptotique des coefficients de cette fonction

génératrice donné par :

3

EM,(312) ~ 5o, (3.3.2)

mnd

Nous proposerons dans ce qui suit notre contribution a cette étude en proposant une
formulation exacte de #M,(312) a travers une relation de récurrence et une formule

explicite.

3.3.1.1 Relation de récurrence pour #M,,(312)

Notre relation de récurrence est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.1. Les ensembles M,,(312) d’appariements parfaits évitant le pattern 312

sont donnés par la relation de récurrence :

#M(312) = M, (312) = 1.

3.3.3
#M.,,(312) + 8#M,,_1(312) + 164#M,,_5(312) = %(37{2)(—12)”. (333)



3.3. Enumération de #M,,(312) et #M,,(,7) 55

Preuve. En exploitant le théoreme du binéme généralisé donné par l’équation (1.3.10),

on peut écrire :

(1-122)"? =" (3/2> (—12)"2"

n>0 \ 1

En reprenant le numérateur de la fonction génératrice donnée par (3.3.1), on peut le

réécrire comme Suit :

14362+ (1 —122)%?
2

(1 + 362 + nzm < 7/z ) 12)%”)

1
2
(2 +362 — 182+ > (37/12> 12)”2") ,

n>2

= 1+9z+22<3/2> —12)"2"

n>2 \ 1

L’expression de l’équation (3.3.1) peut alors se réécrire comme :

n>0 n>0 n>2

(Z anz"> (Z #./\/ln(312)z") =14+92+ - 5 Z (37/12> —12)"z",

avee : Y50 an2" = (1+42)? = 1482+ 1622, soitag =1, a; =8, azs = 16 et a,, = 0 pour
n > 3.

L’identité précédente étant un produit de Cauchy, on a :

2
> Z a#Mk(312)2" =14 92 4 — Z (3/ ) —12)"2"
n>0 k=0 255\ n

Par identification terme a terme des deux coté de l'identité précédente, on obtient :

ap#M,(312) = 1
ao#M1(312) + CL1#M0(312) =9
oM (312) + i #M,,_1(312) + ax#M,(312) = L () (-12)" 0 >2,

En remplacant les coefficients a,, par leurs valeurs, on obtient la récurrence recherchée.l
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En comparant les premiers termes de notre relation de récurrence avec l'identité (3.3.2)
de Bloom-Elizalde, il apparait une surestimation de #.M,(312), pour les faibles valeurs

de n, comme le montre la tableau (3.1).

n | #M,(312) (3.33) 212"
1 1 5.71
2 3 12.11

Table 3.1 — Tableau comparatif entre nos valeurs exactes de #.M,(312) obtenus par
"équation (3.3.3) et les valeurs approximatives de [15].

3.3.1.2 Formule explicite de #M,,(312)

Pour pouvoir comparer encore plus avec I’approximation asymptotique de I'identité (3.3.2)
pour des valeurs élevées de n, la relation de récurrence n’est pas la plus adaptée a cette
comparaison. Nous nous proposons donc de démontrer I'existence d’une formule explicite
donnant la valeur exacte des nombres #M,,(312). Celle-ci est énoncée dans le théoréme

suivant.

Théoréme 3.1. Pour n > 2, les ensembles M,,(312) de appariement parfait évitant le

pattern 312 sont donnés par :

M, (312) = (—4)" (—in IBERYSS (3@ (n—k+ 1)3k> | (3.3.4)

k=2

avec #Mo(312) = M;(312) = 1.

Preuve. En exploitant toujours le théoreme du binome généralisé donné par l’équation

(1.3.10), on peut écrire :

@i = 3 (e

n>0 \ T

La fonction génératrice de l’équation (3.3.1) s’écrit alors comme le produit de Cauchy des

deux fonctions 1+36Z+(§_122)3/2 et (1+4z2)7%

e (o 0 ()

n>2 n>0
-2

= Y zn: ax (n B k) gnkzn,

n>0 k=0
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avec ag = l,a1 =9 et aj, = %(322)(—12)’“; k> 2.

Par conséquent, on obtient :

#M,(312) Zak< _k>4n ‘

Finalement, on aura : #My(312) = 1,#M;(312) = 1 et pour n > 2;

s (o e L O )

k=2

qui peut aussi s’écrire comme :

s~ (34 2) A5 ()

Sachant que (_HQ) = (—=1)"(n+ 1),on aboutit a l’expression finale recherchée :

#M,,(312) = (—4)" <—Zn 1+ ;2 (322) —k+ 1)3k) .

Avec cette formule explicite on pourrait proposer une comparaison plus appropriée de nos
valeurs de #.M,,(312) avec celles asymptotiques de I’équation (3.3.2), comme le montre
le tableau (3.2).

n | #M,(312) =127 [ n | #M,(312) 1o

3 14 527691 | 8 | 2.9990710°  1.130742850340361510°
1 83 308471 | 9 | 2.66899410°  1.010796641664158210"
5 570 2118.95 | 10 | 24513578107  9.320759667055114107
6| 4318 161190.4 | 11 | 2.3098131610°  8.81354940087893110°
7] 35068 131572 | 12 | 2.22297374210°  8.50865053788404710°

Table 3.2 — Tableau comparatif entre nos valeurs exactes de #.M,(312) obtenus par
I'"équation (3.3.4) et les valeurs approximatives de [15].
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3.3.2 Cas des ensembles M, (o0, 7)

Concernant les ensembles M,,(o,7) ((o,7) appartenant a la classe I d’équivalence de
Wilf), Bloom et Elizalde ont aussi montré dans [15] (théoreme 19, p.27) que la fonction

génératrice des cardinaux de ces ensembles est donnée par :

n 4
7%})#J\/ln(aﬂ')z _—34-\/@’

et ont, par la suite, déduit I'expression du cardinal de chaque ensemble donné par :

#Ma(07) = — Jlr : 3 (2:33) (n Z k) (3.3.6)

k=0

(3.3.5)

Dans le théoreme suivant, nous proposons une autre formulation pour ces nombres

#M(o,T) comme suit.

Théoréme 3.2. les ensembles M, (o, T) d’appariements parfaits évitant une paire de pat-

terns de classe I d’équivalence de Wilf, sont tels que #Moy(o,7) =1 et, pour n > 1:
1 n

HM,(o,7) = (=1)" l1 -3 kz:jl gk (122” . (3.3.7)

Preuve. Dans [’équation (3.3.5), sachant que :

4 3= v1-38z
3+vV1-82  2(1+2z)

et que, d’aprés (1.3.10) :

V=S = 3 () e

n>0 \ T

on peut alors écrire :
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4 — /1 -8z
34+v1I-82 2(1+z) ’

)

1
2
|
2
_ ( ;Z 1/2>(—8)"2”> (Z(—l)”z”).

L’identité précédente étant un produit de Cauchy, la fonction génératrice s’écrit comme :

S #Mu(o.7) = 33 (-

n>0 n>0 k=0
avec :ap =1 et a, = %(1/2>(—8)” pour n > 1.

n

Par identification terme a terme des deux coté de l’identité précédente, on obtient :

{#Mo( =1
#Mo(0,7) = (=1)" = i (1)) (=8)F n>1,

On aboutit finalement a #My(o,7) =1 et :

Quelques valeurs des nombres #M,, (o, 7) obtenues par I’équation (3.3.7) sont données
dans le tableau (3.3).

n  #M,(o,1) \ n \ H#M,(0,7)
2 3 6 2307
3 13 7 14589
4 67 8 95235
5) 381 9 636925
Table 3.3 — Quelques valeurs des nombres #M,, (o, 7) obtenus par ’équation (3.3.7).
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Remarque 3.1. La formule explicite (3.3.6) des nombres #M.,(o,7) donnée par [15]
(théoréme 19, p.27) correspond en réalité a notre formule explicite pour les nombre

#M,11(0,7), et apres comparaison on obtient la relation suivante :

kz:] <n —2/?— 1) (n " Z - 1) =(=1)"n [ — ; an <1/{:2> 8’“] . (3.3.8)

k=1

3.4 Enumération de #P, (o, 7)

Nous continuons notre contribution au travail de [15] sur les ensembles de partitions
#Pn(o,T) évitant les patterns (o,7) de classe I d’équivalence de Wilf. en le complétant

avec une relation de récurrence et une formule explicite.

Bloom et Elizalde ont proposé pour ces nombres la fonction génératrice suivante (théoreme
19, p.27 dans [15]) :

2 _ 2 1 — 2
S 4P (o, 7)en = 2 it T AV T B (3.4.1)
= 2(1 — 32 + 322)

3.4.1 Relation de récurrence pour #P, (0, T)

La relation de récurrence pour énumérer #P, (o, 7) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.2. Les ensembles P, (o, T) de partitions d’ensembles évitant la paire de pat-

terns (o, 7) sont donnés par la relation de récurrence :

#Po(0,7) = #Pi(0,7) =1, #Pa(0,7) =4
#Pu(0,7) = 34 Pur(0,7) + 3#Pua(0,7) = =3 (M) (,1_, ) (—6)¥ L.

J J

(3.4.2)

Preuve. Nous considérerons les fonctions génératrices :

1 . )
T aE = L BEF e V-G =) M

n>0 n>0
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La combinaison des identités (1.5.4), (1.5.5) et (1.5.3), pour o = 1/2, conduit a écrire :

[n/2] n—j
F,(3) = Z ( j

=0

Ja,

et

H, =

()L )

Par conséquent, le numérateur de l’équation (3.4.1) s’écrit :

J

2—3z+z2—zZan” = 2—3z+22—Zan”+1

n>0 n>0
= 2-32+42%— ZHn_lz"
n>1
= 2-3z+2"—Hoz— H12* =) _ H,12".

n>3

Sachant que Hy=1 et Hy = =3, on a :

DO | —

1
(2—32+z2—zZan”) = 1—22—|—2z2—§ZHn_1z"

n>0 n>3
= 2 ",
n>0

H,_ z - s .
avec : ag = l,ay = —2,ay = 2, et a, = —~5+. L’équation (3.4.1) s’écrit alors comme

suit :

(1 — 3z + 322) (Z #P, (o, T)z") = > a2

n>0 n>0

L’identité précédente est équivalente a un produit de Cauchy tel que :

(Z bnz"> (Z #Py,(o, T)z") =350 oo #Pnk(o,T)br) = > anz",

n>0 n>0
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avec by =1, by = =3, by =3 et b, = 0 pour n > 3. Par identification, terme a terme, des

deuz coté de [identité précédente, on obtient :

(o, 7)bo = ag
#P1(0,7)bo + #Po(o, 7)b1 = a4
H#Py(0,7)bg + #P1(0, 7)b1 + #Po(0, T)bey = ay
Po(0,7)bo + #Pp_1(0,7)by + #Pr_o(0,7)bs = a, ,n > 3.

4
>

=

Connaissant les coefficients ag, a1, as,a, et by, by, by , on aboutit finalement a la relation

de récurrence suivante :

#Pn(0,7) = 3#Pu-1(0,7) + 3#Py—2(0,7) = —; <1§2) (n _‘;: B 1) (_6)2jfn+1’

avec : #Po(o,7) =1, #P1(0,7) =1 et #Py(o,7) = 4.

3.4.2 Formule explicite de #P, (o, )

Nous énoncerons dans le théoreme suivant la formule explicite donnant les nombres

#Pn(0, 7).

Théoréme 3.3. les nombres #P, (o, T) de partitions d’ensembles évitant une paire de pat-
terns (o,7), de classe I d’équivalence de Wilf, sont tels que #Py(o,7) = #P1(0,7) = 1,
#Py(o,7) =2 et, pourn >3 :

n—1
2

#Pu(o7) = (”;j <—1>f'3”-j—§LzJ (”‘?‘1)<—1>j3n—j

j=0 J

)y

232 ng (" —J2

=0 J

(3.4.3)
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Preuve. On a déja écrit que :

Hn—l

n>0 n>3 n>0

;(2—3,2—1—22—22}[”2”):1—22—1—22'2—2 z”:Zanz",

avee : ay =101 = —2,0, =2 et an = =3 T () (1) (=62

1 7j2—3z+z2—,2’\/1—62’%—22
e
1 — 324 322 2

Le produit de Cauchy pour les fonctions

conduit directement a :

#Pn<0-7 7—) - Zn: Gan_k(?)),
k=0

et finalement a #Po(o,7) = #P1(o,7) =1, #Ps(0,7) =2, et :

HPo(0,7) = Fo(3) — 2F, 1(3) + 2F,(3) — ; S Hy 1 Foi(3).

k=3

Le tableau (3.4) donne quelques valeurs des nombres #F,,_x(3) et #P, (o, T) obtenues par
les équations (1.5.5) et (3.4.3) respectivement.

n ap F,x(3) #Pn(o,T) \ n \ ar  Fo_x(3) #P,(o,7)
0 1 1 1 4 6 9 15
1 -2 3 1 o | 22 0 52
2 2 6 2 6| 90 =27 201
3 2 9 5) 71394 —81 841

Table 3.4 — Quelques valeurs des nombres #P,, (o, 7) obtenus par I’équation (3.4.3).

3.5 Conclusion

Dans cette derniere partie de notre travail de these, nous nous sommes intéressés au
dénombrement combinatoire des nombres d’appariements parfaits #.M,,(312) évitant le
pattern (312) (ou (231)) et #M,, (0, 7) évitant une des 9 paires de patterns (o,7) de

la classe 1 d’équivalence de Wilf donnée par [15]. Nous nous sommes aussi intéressés
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aux nombres de partitions #P, (o, 7) évitant ces mémes paires de patterns (o, 7). Nous
avons basé notre étude sur les résultats déja obtenus par Bloom et Elizalde [15] en la
complétant par une relation de récurrence et une formule explicite pour les nombres
#M,,(312) (équations (3.3.3) et (3.3.4)), la ou Bloom et Elizalde n’ont proposé qu’une
approximation asymptotique, une autre formule explicite pour les nombres #M,,(o,7)
(équation (3.3.7)) et une relation de récurrence et une formule explicite pour les nombres
#P,(0,7) (équations (3.4.2) et (3.4.3)) la ou Bloom et Elizalde n’ont proposé qu'une

fonction génératrice.



Conclusion générale

A Theure de la croissance exponentielle des travaux de recherche en rapport avec le
dénombrement combinatoire en théorie du langage et en théorie des graphes, la recherche
de méthodes mathématiques souples et intuitives pour aboutir a des formules explicites
d’énumérations est devenu un défi majeur dans la littérature. En théorie du langage, De
nombreux travaux en rapport avec I’énumération de mots de taille arbitraire contenant ou
évitant des patterns ont été publiés. En théorie des graphes, d’autres travaux en rapport
avec l'énumération des partitions d’ensembles et appariements parfaits contenant ou
évitant des patterns ou paires de patterns font aussi 'objet d'une attention particuliere
dans la littérature. Le recours aux fonctions algébriques génératrices a permis d’aider a

répondre a certains de ces défis.

Ce travail de these s’inscrit dans cette démarche dans le sens ou il représente une nouvelle
approche pour étudier la facon de déterminer les nombres de mots de longueur finie,
contenant un nombre fini de lettres qui se répetent (pattern) en théorie de langage.
Nous avons aussi montré que notre approche pouvait trouver sa projection dans 1’étude
des appariements parfaits et des partitions d’ensembles finis. Les outils utilisés sont les
fonctions génératrices, notamment celles engendrant les nombres de Fibonacci ainsi que

les polynome de Fibonacci généralisés et les polynomes de Bell.

Dans la premiere partie de ce travail de these, nous nous sommes intéressés au calcul des
nombres P BQ} de mots de taille arbitraire j contenant le pattern asas a partir de I’al-
phabet By = {aj, as}. L’étude a permis de dégager trois relations différentes de récurrence
et une formule explicite. Nous avons réussi a étendre notre étude au cas général de mots

de taille j contenant le pattern a,,a,, - - - a,a partir de Ualphabet E,,, = {aq, a9, ....., an}.
—_——

n fois
Dans ce dernier cas, nous avons énoncé deux relations générales de récurrence et une

65
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formule explicite permettant d’énumérer les nombres P {"]m}

Dans la deuxieme partie de notre travail, nous nous somme projetés dans un autre
domaine des mathématiques qu’est celui des partitions et appariements d’ensembles ou
leurs énumérations via 'usage des fonctions génératrices font ’objet de plus en plus de
travaux dans la littérature. Nous nous sommes particulierement intéressés au travail de
Bloom et Elizalde (2013) sur le dénombrement d’appariement parfaits #.M,,(312) évitant
le pattern (312) ou ceux évitant une paire de patterns d’une classes d’équivalence bien
déterminée (#M,,(o, 7)) ainsi que les nombres #P,, (o, 7) de partions d’ensembles évitant
cette paire de patterns. Notre contribution, dans le cadre de notre travail de these, a été
de compléter les résultats de Bloom et Elizalde par une relation de récurrence et une
formule explicite pour les nombres #M,,(312), la ou Bloom et Elizalde n’ont proposé
qu'une approximation asymptotique. Pour les nombres #M,, (o, 7), nous avons proposé
une formulation explicite. Nous avons enfin pu proposer une relation de récurrence et une

formule explicite pour les nombres #P,, (o, 7).

Notre approche constitue un pas important dans le domaine de I'application de ’analyse
combinatoire a l'aide des fonctions génératrices, aussi bien en théorie de langage qu’en
théorie des graphes. L’apport des fonctions génératrices des nombres et polynomes de
Fibonacci et Bell a été indéniable dans la concrétisation de ce travail de these. Il offre
des perspectives diverses et variées dans les deux domaines des mathématiques, en ce
sens ou 'on pourrait étendre notre approche a des cas plus complexes dans la théorie
de langage avec des alphabets plus ciblés et des patterns bien déterminés. Nous pouvons
aussi nous intéresser a d’autres types de patterns a éviter dans les appariements en élar-
gissant les types, classes et tailles de patterns ou de paires de patterns a éviter dans les
appariements parfaits et partitions d’ensemble, mais aussi dans les partitions contenant

ou évitant certains croisement ou imbrications.
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