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Introduction générale

Les méthodes de Monte-Carlo sont des méthodes d’intégration numérique qui utilisent 1’aléa-
toire. Elles permettent de résoudre de nombreux problémes autrement insolubles comme par
exemple I'évaluation d’intégrales sur des domaines complexes et/ou de grande dimension, le
calcul de fonctionnelles de processus stochastiques ou 'exploration de densités de probabilité
complexes. Les grandes avancées méthodologiques dans le domaine des méthodes de Monte
Carlo sont souvent dues aux physiciens (Metropolis N, Rosenbluth AW, Rosenbluth MN, Teller
AH, Teller E). Néanmoins, ces propositions ne couvrent pas tous les domaines d’application :
la recherche méthodologique autour des méthodes de simulation est donc un axe de recherche
d’actualité en prise avec de nombreux domaines scientifiques (physique statistique, ingéniérie,
statistiques computationnelles, finance,... )

Les algorithmes de Monte-Carlo dépendent de paramétres d’implémentation dont le choix
est crucial pour la convergence de I’algorithme et pour son efficacité. Par exemple, dans les al-
gorithmes de type échantillonnage d’importance, les tirages se font sous une loi instrumentale et
ces points sont ensuite corrigés par un mécanisme de pondération, pour approcher une loi cible.
Dans ce cas, la loi instrumentale est un paramétre d’implémentation. Dans les algorithmes de
type Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC), il s’agit de construire une chaine de Markov
stationnaire, de mesure invariante égale a la loi cible, le choix du noyau de transition dépend
des propriétés d’ergodicité de la chaine et donc l'efficacité de I’échantillonneur.

Choisir des parameétres appropriés est un probléme difficile, qui demande une certaine ex-
pertise de I'utilisateur. En dépit de la facilité d’implémentation des algorithmes de simulation,
cet aspect de la mise en oeuvre est un frein a la large diffusion des méthodes de Monte Carlo.
En conséquence, les nouveaux algorithmes de simulation s’orientent vers des procédures adap-
tatives, c’est-a-dire des procédures itératives au cours desquelles ’algorithme corrige la valeur
des paramétres d’implémentation en fonction de son comportement passé.

La procédure d’adaptation est guidée par la recherche des paramétres d’implémentation qui
optimisent un critére d’efficacité de I’échantillonneur.

Proposer une méthodologie, si possible assez générale pour avoir un domaine d’applica-
tion trés large, est une chose. Vérifier que l'algorithme fait ce pour quoi il a été développé en
est une autre. L’étude de la convergence des méthodes de simulation adaptatives s’avére plus
complexe que celle des échantillonneurs non-adaptatifs. Par exemple, les tirages issus d’une
procédure MCMC adaptative ne sont plus la réalisation d’une chaine de Markov homogéne,
et I’é¢tude de ces algorithmes ne reléve plus seulement de résultats sur I’ergodicité d’'un noyau
de transition. La recherche sur les méthodes de simulation doit donc aussi permettre d’aider
a la compréhension fine du fonctionnement des échantillonneurs pour identifier les parameétres
d’implémentation optimaux ; et permettre d’aider a I’analyse du comportement des algorithmes
proposés.

Le document comporte trois chapitres:
Le premier chapitre comprend quelques notions de base de I’analyse Bayésienne, qui apparait

comme une approche attrayante devant les difficultés théoriques des approches paramétriques
et non paramétriques classiques.



Au chapitre deux, nous introduisons une classe de méthodes de Monte-Carlo utilisant les
chaines de Markov pour contourner les problémes inhérents aux algorithmes. Les méthodes de
Monte-Carlo par chaines de Markov, notée, MCMC selon I’acronyme anglais, consiste a utiliser
une chaine de Markov ayant pour distribution stationnaire la fonction a simuler pour générer
les points nécessaires a 1’approximation.

Dans le troisiéme chapitre, nous verrons ’application des méthodes MCMC a la statistique
Bayésienne.
La mise en oeuvre des principes Bayésiens, en dehors de cas d’école, s’est longtemps heurtée
aux difficultés pratiques de calcul. Les moyens informatiques, dont on disposait avant les an-
nées 1990, n’étaient pas suffisamment puissants. Les problémes réels, avec leurs dimensions et
leurs complexités importantes, faisaient alors la part belle aux méthodes statistiques classiques.
La situation, depuis lors, a subi une véritable révolution . Maintenant on peut affirmer qu’il
n’existe, au moins a priori, aucun contre-argument justifie a 'emploi des méthodes Bayésiennes
quelle que soit la complexité du cas envisagé. On doit ce nouveau paysage scientifique au déve-
loppement de nouveaux outils de calcul: les méthodes MCMC. Nous verrons I'application des
méthodes MCMC a la détection des points de rupture, la détection des points de changement
est un sujet d’intérét pour de nombreuses statistiques appliquées et théoriques, depuis les an-
nées soixante-dix.



Chapitre 1
————

1 L’analyse statistique Bayésienne

1.1 Introduction:

Dans de nombreuses situations d’expériences aléatoires, il semble raisonnable d’imaginer
que le praticien a une certaine idée du phénoméne aléatoire qu’il est en train d’observer. Or,
la démarche statistique classique repose essentiellement sur un principe de vraisemblance qui
consiste a considérer que ce qui a été observé rend compte de maniére exhaustive du phéno-
méne. Mais 'observation ne fournit qu’une image et celle-ci peut étre mauvaise. Certes cet
inconvénient est en général gommé par les considérations asymptotiques et un certain nombre
de théorémes permettent d’évaluer la bonne qualité des estimateurs si le nombre d’observa-
tions est suffisant. L’analyse bayésienne des problémes statistiques propose d’introduire dans
la démarche d’inférence, 'information dont dispose a priori le praticien. Dans le cadre de la
statistique paramétrique, ceci se traduira par le choix d’une loi sur le paramétre d’intérét.

Dans 'approche classique, le modéle statistique est le triplet (X,.4,P,0 € ©).
Le modéle statistique est définie par:

X : I'espace des observations.
©: I'espace des états de la nature (I’espace des paramétres dans le cas d’un probléme
statistique).
A': Pespace des actions ou décisions.
Py : L’ensemble des probabilités.
Ayant un a priori sur le paramétre, modélisé par une densité de probabilité que nous note-

rons 7(6), on "réactualise" cet a priori au vu de ’observation en calculant la densité a posteriori
7(0)z), et c’est & partir de cette loi que 'on méne 'inférence.

On peut alors, par exemple, de maniére intuitive pour le moment, retenir ’espérance ma-
thématique ou encore le mode de cette densité a posteriori comme estimateur de 6.

Le paramétre 6 devient donc en quelque sorte une variable aléatoire, a laquelle on associe
une loi de probabilité dite loi a priori.

On sent bien d’emblée que les estimateurs bayésiens sont trés dépendants du choix de
I’a priori.

Différentes méthodes existent pour déterminer ces lois a priori. On peut se référer a des
techniques bayésiennes empiriques, ot 'on construit la loi a priori sur la base d’'une expérience
passée, usant de méthodes fréquentistes, pour obtenir forme et valeurs de paramétres pour
cette loi. Nous verrons que 'on peut aussi modéliser 'absence d’information sur le paramétre
au moyen des lois dites lois non informatives.

L’approche bayésienne se différencie donc de 'approche classique dans le sens ou le para-
métre 6 n’est plus considéré comme étant totalement inconnu; il est devenu une v.a. dont le
comportement est supposé connu.



1.2 Notions de base

On appelle modéle statistique bayésien, la donnée d’'un modéle statistique paramétré
(X,A,FPp,0 € ©) avec f(z|0) densité de Py et d’une loi 7(#) sur le paramétre.
La démarche de 'analyse bayésienne conduit au calcul d’une loi a posteriori 7(0|z); actuali-
sation de la loi a priori m(f) au vu de I'observation.

L’ensemble des observations est noté X. Dans ce chapitre x = (x1,...2;,...,T,); autrement
dit, on dispose d’un échantillon de taille n. Le cadre statistique dans ce chapitre étant celui de
la statistique inférentielle, les observations x; sont donc considérées comme des réalisations de
variables aléatoires, notées X;.

Définitions

- On entend par information a priori sur le paramétre 6 toute information disponible sur 6
en dehors de celle apportée par les observations.

- L’information a priori sur # est entachée d’incertitude (si ce n’était pas le cas, le paramétre
6 serait connu avec certitude et on n’aurait pas a 'estimer!). Il est naturel de modéliser cette
information a priori au travers d’une loi de probabilité, appelée loi a priori. Sa densité est notée

7(0).

- Le modéle statistique paramétrique bayésien consiste en la donnée d’une loi a priori et
de la loi des observations. On appelle loi des observations, la loi conditionnelle de X sachant
6. Sa densité est notée f(x|0)), que la variable aléatoire X soit discréte ou continue. Si X est
discréte, f(z|f) représente Pr(X = x|0). Dans notre travail, on fera ’hypothése que, sachant 6,
les v.a. X; sont indépendantes et identiquement distribuées. Autrement dit on aura:

n

f(alo) =TT f(xil0).

=1

Indiquons maintenant les autres lois de probabilité qui interviennent en statistique bayésienne.

La loi a posteriori. C’est la loi conditionnelle de € sachant x. Sa densité est notée 7(6|z).
En vertu de la formule de Bayes, on a:

ey = 20O

La loi du couple (0,X). Sa densité est notée h(6,x). On a donc: h(f,x) = f(z|0)m(0).

La loi marginale de X. Sa densité est notée m(x). On a donc: m(x) = [ f(x]0)m(6)d6.

1.3 Théoréme de Bayes

Soient A et B deux événements aléatoires tels que P[B] # 0. La probabilité de A, condi-
tionnellement a la réalisation de B, est par définition exprimée par la relation suivante :



P[A,B]

PIAIB) =

ou P[A,B] est la probabilité que les deux événements A et B aient lieu simultanément.

Puisque P[B,A] = P[A,B], alors les deux probabilités conditionnelles P[A|B] et P[B|A]
sont reliées par:

P[A].P[B|A]
I
Cette équation est une conséquence triviale de la définition de la probabilité conditionnelle, est
appelée Formule de Bayes (ou Théoréme de Bayes) en I'honneur du Révérend Thomas Bayes
(1702 - 1761).
Une version continue de ces résultats, nous donne la distribution conditionnelle de y sachant z
définie par

 fl=]yaly)
o | o) = [ @ | y)g(y)dy

Avec f(z|0) la probabilité des observations conditionnellement & la valeur 6 du parameétre du
modéle statistique qu’on utilise pour leur description. Il s’agit de la vraisemblance des données,
sous le modéle paramétré par 6.

Comme le dénominateur est indépendant de 6, c¢’est uniquement une constante de normalisa-
tion, la formule de Bayes peut s’écrire comme suit :

m(0 | z) o< f(z | O)m(0)

Le passage de la distribution a priori a la distribution a posteriori des paramétres du modéle
statistique, exprimé par la formule de Bayes, peut étre alors interprété comme une mise a jour
de la connaissance, sur la base des observations.

Exemple 1.1. Considérons un n-échantillon i.i.d. X = (X1,...,X,,) de loi exponentielle de pa-
rameétre 0 > 0. (i.i.d. signifie que les v.a. X; sont indépendantes et identiquement distribuées)
La vraisemblance a pour expression :

F(l6) = (1/6)" exp{= Y a1/0}.

On prend une lot a priori de type gamma-inverse sur 0. La densité de cette loi a priori est
donnée par:

7(0) = Fﬁ(;) (1/6)‘”+1 exp{—/3/0}, 6 R, a,F >0
La loi jointe est donc :
Fa) = Fa | O)m(6) = 1o (/0] expl=(5-+ 3 a0}

9



et la prédictive s’écrit

F@) =gy [0 {5+ Y /0 = s e )

) (> iy i + 5)%&'

Ainsi, la loi a posteriori a pour expression :

(Znﬂ Li +ﬁ)n+a tatl _(peTn a
0| z) = == 1/6) ot e= (B4 imy@)/6,
W0 | 2) = S (e

Il s’agit d’une loi gamma inverse de paramétres (n+ a,y . x; + 3).

1.4 Les lois a priori

Le choix des lois a priori est une étape fondamentale dans l’analyse bayésienne. Ce choix
peut avoir différentes motivations. Les stratégies sont diverses. Elle peuvent se baser sur des
expériences du passé ou sur une intuition, une idée que le praticien a du phénoméne aléatoire
qu’il est en train de suivre. Elles peuvent étre également motivées par des aspects de calcula-
bilité. Enfin, ces stratégies peuvent également tenir compte du fait qu’on ne sait rien par des
lois non informatives.

1.4.1 Lois a priori conjuguées

L’approche a priori conjuguée, introduite par Raiffa et Schlaifer en (1961), peut étre consi-
dérée comme un point de départ pour I'élaboration de distributions a priori fondées sur des
informations a priori limitées.

Définition 1.1. Famille conjuguée

Une famille F de distributions de probabilité sur © est dite conjuguée (ou fermée par
échantillonnage) par une fonction de vraisemblance f(z]0), si pour tout 7 € F, la distribution
a posteriori 7(.|x) appartient également a F .

Un exemple trivial d’une famille conjuguée est ’ensemble f( de toutes les lois de proba-
bilité sur ©. [’avantage des familles conjuguées est avant tout de simplifier les calculs. Avant
I’essor du calcul numérique, ces familles étaient pratiquement les seules qui permettaient de
faire aboutir des calculs.

Les lois a priori conjuguées sont généralement associées a un type particulier de lois d’échan-

tillonnage qui permet toujours leur obtention ; Ces lois constituent ce qu’on appelle des familles
exponentielles.

10



Exemples de lois conjuguées :

f(z]0) m(0) m(0]x)
Normale N (6,0%) Normale N (p,72) N(o(c?u + 7%x),00°7?)
Gamma G(n,0) Gamma G(«,0) Gla+n,0+x)
Binomiale B(n,0) Béta Be(a,f3) Be(a+z,0+n —x)
Poisson P(0) Gamma G(a,f3) Gla+z,0+1)
Binomiale Négative Neg(m,0) Béta Be(a,[3) Be(a+m,( + )
Normale N (1,1/6) Gamma G(a,(3) Gla+ 05,6+ (u—12)°/2)
Multinomiale M,,(61,02,...,0,,) | Dirichle D(aq,aa,...,a,) | D(og + 21,00 + Toy..sty + X,)

Une loi conjuguée peut étre déterminée en considérant la forme de la vraisemblance f(x|0)
et en prenant une loi a priori de la méme forme que cette derniére vue comme une fonction du
parameétre. Les lois a priori conjuguées obtenues par ce procédé sont dites naturelles.

Exemples :

e Considérons une loi Pareto de paramétres (6,a).

fa’
f(z]0.a) = ﬁﬂ[aﬂrw[(x)-

Supposons a connu, f(x|0) oc 6e’log(a/x), on pourrait donc prendre une loi a priori de type
gamma.

e Dans le cas d’une loi binomiale négative de paramétre (n,p),
PX=z|p)=Cr . p"1-p"0<p<l zeN.
On voit clairement qu'une loi naturelle conjuguée sera une loi béta puisque:
P(X = [ p)ocp™(1—p)"

Etudions maintenant en détail le cas d’une famille de lois trés importante : la famille des lois
exponentielles.

1.4.2 Cas du modéle exponentiel

On rappelle tout d’abord la définition du modéle exponentiel.

Définition 1.2. Famille exponentielle

On appelle famille exponentielle & s-paramétres, toute famille de loi de distribution P dont
la densité a la forme suivante:

f(l6) = exp | Y n:(0)Ti(x) = B(O) | h(x). (1)
i=1
ou 7;(.) et B(.) sont des fonctions du paramétre 6 et T;(.) sont des statistiques.

11



Exemples :

e Loi exponentielle :
1
fl@]6) =g/ )

6
Ici, s vaut 1, ni(0) = 1/60,T1(x) = 2,B(0) = log et h(z) = 1(,).

1
= exp {——x — log@} L.

e [Loi binomiale

P(X=x|0)=Cr*"(1—-0)""
= C%exp{xlogh + (n — x)log(1 —0)}
= C*exp{zloglf/(1 —6)] + nlog(l —6)}

On a s = 1,m(0) =log(0/(1 —0)),T1(z) = z,B(0) = nlog(l — ) et h(x) = CZ.

n

/BC!
[(a)

En remarquant que: 2% 1e ™ = exp{—8z + (o — 1) log(x), on peut écrire :

l,aflefﬁz.

e Loi Gamma f(x|a,() =

m(a,f) = =0, m(a.f) = a =1, Ti(z) =z, Ty(x) = logz, B(a,3) = log(T'()/5%).

Il est classique d’écrire le modéle exponentiel sous la forme dite canonique en reparamé-
trisant : 7;(0) = 6;.

fw 1 6) = exp [Z OTi(x) — A(O) | hx).

=1

On a le résultat suivant qui donne la forme des lois naturelles conjuguées dans le cas du modéle
exponentiel.

Proposition 1.1. (Christian P. Robert 2006)

- Soit f(z | 0) appartenant a une famille exponentielle. Alors une famille de lois a priori
conjuguée pour f(x | 0) est donnée par:

(0 | 1A) = K(p,A) exp(fp — AA(0)) (2)

ot K(u,\) est une constante de normalisation.
Et la loi a posteriori est de la forme:

m(0 | x) oc exp((p + )8 — (A +1)A(0)).

12



6(0_6)5B

Exemple 1.2. Considérons le modéle P(X =1x)
1l s’agit d’une loi logistique. Elle appartient bien a la famille exponentielle.

On a:

P(X =) = expl(6 — @) — log(1 + )

et la représentation: h(z) =1,0=10, 6], T(z) =[x, —z]
et A(0,3) = log(1 + ¢’=#).

En appliquant la proposition (1.1), on obtient une loi a priori de la forme:

et 0+n2

05 | ) o xp{(8 Bl af =M@ = s

On remarquera que cette loi est impropre. La loi a posteriori aura la forme suivante :

e(m1+z)0+(po+a)8
(1+607ﬁ)>\+1 )

m(0,0 | x) o

1.4.3 Lois a priori subjectives

Précisons tout d’abord que cette démarche n’est pas forcément facile dans la pratique. L’idée
est d’utiliser les données antérieures. Par exemple dans le cadre paramétrique, cela revient a
présenter des valeurs ponctuelles de 6 a 'expert et pour chacune d’entre elles, de lui demander
les chances qu’il lui accorde. Ces distributions sont dites subjectives parce qu’elles sont propre
a 'expert. Elles doivent étre interprétées comme un pari de I'expert.

1.4.4 Lois a priori impropres

La loi a priori peut étre impropre / 7(0)df = +o00. Ce choix de type de loi n’a donc plus

)
d’intérét que calculatoire et s’interpréte difficilement. Nous verrons par la suite que la construc-
tion de lois non informative peut conduire a des lois a priori de ce type.

Exemple 1.3. Considérons la loi 1r+ (), loi uniforme sur R™. Supposons f(x|\) = X exp{—Az}.
La loi a posteriori est: m(A|x) = Aexp{—Az}/ f0+oo e M,

Le dénominateur est égal a T'(2)z? d’ot m(\|x) = [22/T(2)]Nexp{—Az}, une loi gamma de
parametre (2,z).

1.4.5 Lois a priori non informatives

Une loi non informative est une loi qui porte une information sur le paramétre a estimer
dont le poids dans l'inférence est réduit. Certains auteurs la définissent également comme une
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loi a priori qui ne contient aucune information sur ¢ ou encore comme une loi qui ne donne
pas davantage de poids a telle ou telle valeur du paramétre. Par exemple, supposons © un
ensemble fini de taille ¢, une loi a priori non informative pourra étre une loi de la forme:

1 _

On a I'équiprobabilité, les valeurs possibles de 6 se voit attribuer le méme poids.

1.4.6 Lois a priori de Jeffreys
La régle de Jeffreys

— Une méthode proposée par Jeffreys (1961) permet de fabriquer des lois a priori non in-
formative. Cette méthode utilise I'information de Fischer: I(#). L’argument pourrait étre le
suivant. I(0)) représente une mesure de la quantité d’information sur § contenue dans 1’obser-
vation. Plus 1(0) est grande, plus I'observation apporte de I'information. Il semble alors naturel
de favoriser (au sens rendre plus probable suivant 7(6)), les valeurs de 6 pour lesquels () est
grande; ce qui minimise 'influence de la loi a priori au profit de ’observation.

Le choix de ce type de loi conduit ainsi souvent a des estimateurs classiques du type maximum
de vraisemblance.

La régle de Jeffreys consiste donc a considérer des lois a priori de la forme:

2

7(0) = C\/1(0) ou 1(0) = E —% log f(a | 0)] . (3)

dans le cas unidimensionnel.
Rappels sur 'information de Fisher

— Soit un n-échantillon (X7,...,X,,) de loi f(x | 8). On a le résultat suivant. Sous certaines

conditions de régularité, 'estimateur du maximum de vraisemblance 6, de 0 est tel que, pour
1

n assez grand, \/ﬁ(é — ) suit une loi normale centrée, de variance m
Autre résultat important : 'inégalité de Cramer-Rao.
Soit t,,, un estimateur de g(f), alors:

0) +b,(0))°

s g
Bt — g(6))* > SE RS

ou b,(0) = E(t,) — g(f), est le biais.

Si g(f) = 0 et si I'estimateur est sans biais, on a:

1

Var(t,) > nI(0)"

Ces résultats illustrent I'idée que l'information de Fisher se compare a une variance.
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1.4.7 Lois a priori d’entropie maximum

L’entropie est une grandeur bien connue des physiciens comme étant une mesure du désordre.
Dans le cadre de la statistique, elle mesure la quantité d’incertitude inhérente a la loi de pro-
babilité.

Définition 1.3. — Soit © un espace de paramétres discret, soit m une probabilité sur ©. L’en-
tropie de 7 notée &,(m) est définie par:

£(m) = — 3 n(0:) log (6, (4)

S

Convention : si 7(6;) = 0 alors 7(6;) log 7(6;) =0
Exemple 1.4. On considére: © = {0y,...,0,}.
On pose: w(0) =1 si 0 = 0 et m(0) =0 pour tout theta = 0;,i # k.

La loi a priori donne exactement la valeur de 0; Uincertitude est donc ici nulle et E,(m) = 0.

1
Si maintenant w(0;) = — pour tout i alors
q
1,1
E(m) = =) _log(,) = logg.

=1

Ce qui correspond a lincertitude la plus grande. En effet, on peut montrer que: E,(m) < loggq
pour tout ™ non degenere. T est appelee la loi d’entropie mazximum.

Supposons que I'on dispose d’informations a priori concernant 6 telles que 1’on puisse écrire :
q

Eﬁ[gk(‘g)] = ng(ez‘)ﬂ(@') = ug, k=1,....,m. (5)
i=1

Une loi a priori d’entropie maximum est une solution d’un probléme d’optimisation sous la
contrainte (5):

T = Argmaz&, ()

Si w est propre (D m(6;) = 1), on montre que la solution est de la forme:

2(6:) = exp{d> 1, M\egr(6:)}
e exp{ Dl Akgr(6:)}

Exemple 1.5. © = N. Supposons E™(0) =5,m =1. On a: g1(0) =0 et g = 5.
Supposons A\ < 0,

€A10

0 = S

= (1—eM)(eM).
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On reconnait une loi géométrique. On déterminé alors Ay par:

_ e)‘l

3

_ . . )
7 est donc une loi géometrique de parametre 6

Définition 1.4. Si © est continu, on peut proposer la définition suivante de I’entropie :

gim) =~ [l 75 | = = [ w0108 (2G5 )

ou (@) est la loi a priori non informative naturelle pour le probléme.

Comme précédemment, si on dispose d’information a priori du type:
E™[gr(0)] = / ge()m(0)dO = g, k= 1,....,m.
L

la loi a priori du maximum d’entropie est alors donnée par:

#(0:) = m0(0) exp{> 1, Mrgr(0)}
U Joexp{DiL Mg (0)}do’

ol A\ sont des constantes obtenues par la contrainte.

Exemple 1.6. © = R. Supposons que 0 est un paramétre de position. La loi a priori naturel
non informative est alors my(0) = 1.
Si on fize les valeurs de la moyenne et de la variance de la loi a priori a (p,0%), on a E™(0) = u

et g1(0) = 0,0 = p, et E7[(0 — p)°] = 02 et g2(0) = (0 — 1)’ o = 02
La loi du maximum d’entropie est alors:

exp{Mif + o (0 — p)*}
Jo exp{AM0 + Ao (0 — 1)*}do

Calculons Ai,Aa. On montre sans difficultés que M0 + \o(6 — M)Q o A0 — (M1A1/2)\2)]2.

7(0) =

7 est donc une loi normale de paramétres [(11 — A1 /2X\2); —1/2Aq].
On cherche alors Ay et Ay tels que: p— A\ /2Xg = p et o’ = —1/2)\,.

Il vient donc: A\ =0 et Ay = —1/20? d’ot 7(0) est une loi normale de paramétres (u,0?).
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1.5 Les bases de la théorie de la décision
1.5.1 Coiit et Décision

Le probléme général auquel on s’intéresse ici est celui d’un individu plongé dans un environ-
nement donné (nature) et qui, sur la base des observations, est conduit & mener des actions
et & prendre des décisions qui auront un cotdit. Les espaces intervenant dans un modéle de
décision sont:

X : 'espace des observations,

©: l'espace des états de la nature (I’espace des paramétres dans le cas d’un probléme
statistique),

A Tespace des actions ou décisions, dont les éléments sont des images de ’observation
par une application 0 appelée régle de décisions (une statistique (c’est-a-dire
fonction des observations) dans le cas d’un probléme statistique),

D: Tensemble des régles de décisions d, applications de X dans A (les estimateurs
possibles). On note & une action. On a: a = ().

L’inférence consiste a choisir une régle de décision o € D concernant 6 € O sur la base d'une
observation = € X, x et 6 étant liés par la loi f(x|6).

En statistique, la régle de décision est un estimateur, ’action est une estimation (valeur de
I'estimateur au point d’observation z). Pour choisir une décision, on construit une relation de
préférence en considérant une mesure du coit ou perte encourue lorsqu’on prend la décision
d(z) et que I'état de la nature est 6. Pour ce faire on introduit la fonction L, appelée fonction
de coiit (ou de perte) définie de la maniére suivante :

1.5.2 Fonction de perte et risque
Définition 1.5. Fonction cotit (perte)

— On appelle fonction de cout, toute fonction mesurable L de © x A dans R.

L(0,a) évalue le cott d'une décision a quand le paramétre vaut 6. Elle permet donc, en
quelque sorte, de quantifier la perte encourue par une mauvaise décision, une mauvaise évalua-

tion de 6. Il s’agit d’une fonction de 6.
Un cotit négatif correspond a un gain.

1.5.2.1 Risque Fréquentiste

On dira qu’une décision est une bonne décision si elle conduit & un cott nul. Autrement dit,
une bonne décision est solution de I’équation :

L(0,6(x)) = 0.
f étant inconnu, on ne peut évidemment pas résoudre cette équation. Classer les décisions par la
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seule considération du coiit est donc impossible. Celui-ci ne prend pas en compte I'information
apportée par le modeéle f(z]0).
Ces remarques conduisent a considérer la moyenne de la perte, c’est le risque fréquentiste.

Définition 1.6. — On appelle risque fréquentiste le cotit moyen (I’espérance mathématique)
du cotit d’une régle de décision :

R(0.5) = Ey[L(0.6(2))) = / L(0.6(x))  (]6)dz

On peut alors donner la définition suivante :

— On dira que la décision 0, est préférable a do et on note d; < dy si:

R(0,6,) < R(0,5,), Vo € ©.

Cette définition permet d’établir un préordre sur ’ensemble D des décisions. Cependant, ce
préordre est partiel puisqu’il ne permet pas de comparer deux régles de décision telles que:

R(91,51) < R(91,52)6t R(@Q,(Sl) > R(eg,dg), pour 0, et 0, € O.
Définition 1.7. Risque a posteriori
Une fois donnée la loi a priori sur le paramétre et la fonction de perte, le risque a posteriori

est défini par: p(m,0|z) = E™[L(0,0)|x]
= / L(0,6)m(0|x)dd
)

Définition 1.8. Risque intégré

Pour une fonction de perte donnée, le risque intégré est défini par:

r(m,0) = ET[R(6,9)]
R(6,0)m(6)do

S}

Une fois la loi a posteriori sur le paramétre est disponible, le probléme de 'estimation
Bayesienne ponctuelle peut étre exprimé comme un probléme de décision.

1.5.3 Risque de Bayes

Puisque I'approche Bayésienne met & la disposition du statisticien une loi a priori 7(6), on
peut considérer la moyenne du risque fréquentiste. la moyenne du coiit moyen suivant la loi a
priori: ET[R(6,6(X))]. Il ’agit du risque bayésien ou risque de Bayes que ’on note r(m,9)).
On a:

r(m0) = E™[R(0,0)]
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On définit alors le cotit a posteriori p(m,0(z)) comme étant la moyenne du cotit par
rapport a la loi a posteriori:

p(md(x)) = ETIIL(0,6(2))] Z/GL[@ﬁ(x)]ﬂ(@Ix)d@

Il s’agit d’une fonction de z.

On a le résultat suivant:

Proposition 1.2. — Le risque de Bayes r(m,0) est la moyenne du codt a posteriori p(m,0(z))
suivant la loi marginale f(x).

Preuve. r(m,0) :/@/)(L(9,5(x))f(x|9)7r(9)dxd9 or f(z|0)m(0) = w(0|x) f(z)

On a donc:

7“(7r,5):/X/@L(@,é(m))w(ﬂx)d@f(x)dx
= | p(mo(z))f(x)dx

X

1.5.4 Estimateur de Bayes

Comme nous I'avons déja fait remarquer, la prise d’une décision, ici le choix d’un estimateur,
va engendrer un coit que l'on va quantifier a I'aide de la fonction de perte. En pratique, on
cherche une décision qui minimise en moyenne la fonction de coiit.

Définition 1.9. — On appelle estimateur de Bayes associé a un coiit L et & une distribution
a priori 7, toute décision 6™ qui minimise le risque de Bayes r(m,0).
On a:

0" (z) = arg min r(m,d).

Remarquons que d’aprés la proposition (1.2), un estimateur peut également étre défini
comme étant une décision qui minimise la moyenne suivant la prédictive f(z) du coiit a poste-
riori.

Théoréme 1.1. Méthode de calcul (Judith Rousseau (2009))

Si30 € D, r(m,d) <ooet VX € X, §"(X) = arggm’g p(m,0|X), alors 6™(X) est un estima-
S

teur Bayésien.

1.5.5 Fonctions de coiit usuelles
1.5.5.1 colit quadratique

Introduit par Légende en (1805) et Gauss en (1810), ce colt est sans conteste le critére
d’évaluation le plus commun. Fondant sa validité sur I’ambiguité de la notion d’erreur dans un
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contexte statistique (soit erreur de mesure, soit variation aléatoire), il a aussi donné lieu a de
nombreuses critiques, la plus fréquente étant sans doute le fait que le cotit quadratique

L(0,6) = (0 —6)* (6)

pénalise trop fortement les grandes erreurs.

les estimateurs de Bayes associés au cotut quadratique sont les moyennes a posteriori. Ce-
pendant, notons que le colt quadratique n’est pas le seul colt a avoir cette caract éristique.
Les fonctions de cott conduisant & la moyenne a posteriori comme estimateur de Bayes sont
appelées fonctions de cott propres et ont été identifiées par Lindley en (1985) et Hwang et
Pemantle (1994).

Proposition 1.3. (Christian P. Robert 2006)

L’estimateur de Bayes 0™ associé a la loi a priori m et au coit quadratique est la moyenne
a posteriors

_ 04 (l)m(0)do
f, [ (x]0)m(6)do

0"(r) = E7[0]x] (7)

Corollaire 1.1. (Christian P. Robert 2006)
Quand © € RP, l’estimateur de Bayes 6™ associé a 7 et au coit quadratique,

L(6,0) = (0 —0)'Q(0 - 9)

est la moyenne a posteriori, §™(x) = E™[0|z], pour toute matrice Q(p X p) symétrique définie
positive.

Le coit quadratique est particulierement intéressant lorsque l’espace des parameétres est borné
et le choix d’un coit plus subjectif est impossible.

Le tableau ci-dessus représente quelques estimateurs de Bayes du paramétre 6 sous coft
quadratique pour les lois a priori conjuguées des familles exponentielles usuelles.
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Loi de x Loi conjuguée Moyenne a posteriori
Normale N (6,0%) Normale N (y,72) sz—?
: a+z
Poisson P(0) Gamma G(«,0) gii
F;amr‘na G(v.0) Gamma G(«,0) g$£
Binomiale B(n,0) Beta Be(a,f3) o gﬁ}t n
Binomiale Négative Nev(m,d) Béta Be(a,f3) ) i T in
. . : i T L
Multinomiale My (61,...,0x) Dirchlet D(ay,...,ax) W
o+
Normale N (11,1/6) Gamma G(a,3) m

Exemple 1.7. Dans cet exemple nous avions obtenu une loi gamma inverse de parametres
(n+ o, > x; + ) comme loi a posteriori. Or 'espérance mathématique d’une loi gamma

inverse de paramétres (a,b) est égale a on a donc qu’un estimateur de Bayes d™(x) du
a

1’
parameétre 6, sous ’hypothése d’un cott quadratique, est égale a :

5™ (x) = (Z zi+6)/(n+a—1).

Exemple 1.8. Si X ~ P(0) et si w(0), la loi a priori est une loi Gamma de paramétres (a,f3),
la loi a posteriori w(0 | x)) est une loi Gamma de paramétres (o + x,0 + 1) .

Sous Uhypothése d’un coit quadratique, un estimateur de Bayes 0™ (x) de 0 sera l’espérance
a posteriori de 6. Puisque la loi a posteriori est une loi Gamma, ’espérance est le rapport des
parametres et on a:

(o + x)
(B+1)

0" (z) =

1.5.5.2 Coit absolu

Définition 1.10. — La fonction de cott absolue est la fonction définie par:

ko(0 —0(x)) si6>0(x), ki,ka >0
L(0:0(z)) = { ki(6(x) —0) sinon .

Proposition 1.4. (Christian P. Robert 2006)

— Un estimateur de Bayes associé 4 m et au cot absolu, est un fractile d’ordre ko/ (k1 + ko)

de m(0|x).

En particulier, si ki = ko = 1, dans le cas du codt absolu, ’estimateur de Bayes est la
médiane a posteriori, qui est [’estimateur obtenu par Laplace.
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Preuve. EUD[L(0,6(x))] :/@L(f 6(z))m(&|z)dE
oo 8()
:/5 k’g(f—é(x))ﬂ(ﬂx)df—l—/ k1(6(z) = m (€ | x)dg

On remarque que :

7€ | x)d =dF (& | x) = =d(1 — F(& | x)) et on écrit donc:

-
E””[(GM)ﬂz%ﬂf—&@xl—F@|@H£3+lm ko PTUP(6) > €)dg

T A
thu»—@F@|@]w+/j kPO (9 > €)d

—00

+oo
= / ko P (0 < €)dg
d(x)

On dérive par rapport & 6(x), il vient :

9,
04 (x)

p(m,8(z)) = =k PTU(0 > §()) + by PTUD(0 < €) = 0

& —ky(1 — Pl (9 > §(x))) + kP (0 < €) = 0
& (ky + k)P0 (0 < §(z)) — kg = 0

d’ot
k
(9 < g 2
(0<0w) =
o = ks
et le codt est donc mazimisé pour 6 = §(x) tel que P™12)(0 < 6(x)) = T
1+ R

1.5.5.3 Cotit 0-1
Définition 1.11. — On appelle cott 0 — 1, application L définie par:

0 sila décision est bonne

On retrouve en utilisant cette fonction de cott, les résultats de la théorie des tests d’hypo-
théses. Un probléme de test est un probléme de choix (de prise de décision) entre Hy : 6 € ©g

et Hy :0 €06,
On définit donc la décision de la maniére suivante :
d(z) =1: on accepte Ho;
d(z) = 0 : on rejette Hy.(n.b.: ceci ne dépend pas de 6).
On a un espace d’actions de la forme: A = {0,1}.

Soit W la région de rejet c’est-a-dire le sous-ensemble de X qui conduit a rejeter Hy. On
peut construire une fonction de cotit de la maniére suivante : supposons 6 € O,
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si X € W, on prend la décision de rejeter ¢’est-a-dire 6(X) = 0, mais la décision n’est pas
bonne, on va pénaliser et L(6,6(x)) =1,

si X ¢ W, on ne rejette pas, on prend la décision §(X) = 1, la décision est bonne
L(0,0(X)) =0.

Le cout s’écrit donc:

Lwﬁ@»:{l-ﬂ@ 50 € 0,

d(z) sinon.

Ce qu’on peut écrire: L(0,6(x)) = 1(x € W) et on calcule la fonction de risque:

R@@:muwum:/iwm@mmwzguewwe@@

X

On retrouve le risque de premiére espéce.

Proposition 1.5. (Christian P. Robert 2006)
L’estimateur de Bayes associé a m et au coit 0 — 1 est

5 () = { 1 si PO € Oglz)> P(0 ¢ 6Olx)

| 0 sinon.

done 6™ (x) vaut 1 si et seulement si P(0 € Oglz) > 1/2.

1.5.6 Admissibilité et minimaxité

Définition 1.12. Estimateur randomisé

Pour un ensemble de décisions D, on définit D* comme ’ensemble des probabilités sur D.
L’estimateur 0* € D* est appelé estimateur randomisé.

Cette extension est nécessaire au traitement des notions d’admissibilité et de minimaxité.
L’ensemble D* apparait comme complétion topologique de D.
Cependant cette modification de I'espace de décision ne modifie pas les réponses Bayésiennes,
comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 1.2. (Christian P. Robert 2006)

Pour toute distribution a priori m sur ©, le risque de Bayes pour l’ensemble des estimateurs
randomisées est le méme que celui pour [’ensemble des estimateurs non randomisées, soit

inf r(7,0) = inf r(m,0") = r(n)

6eD 6*eD*
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1.5.6.1 Minimaxité

Le critére de minimaxité apparait comme une assurance contre le pire, car il vise & minimi-
ser le colit moyen dans le cas le moins favorable. Il représente aussi un effort fréquentiste pour
éviter de recourir au paradigme Bayésien, tout en engendrant un ordre (faible) sur D*.

Définition 1.13. On appelle risque minimax associé a la fonction de cott L la valeur:

R = 51611Df* Sup R(0,6) = alefg* sup Ep[L(0,0(x))] (8)

et estimateur minimax tout estimateur &y tel que

R= sup £1(,do) (9)

L’estimateur minimax correspond au point de vue de faire le mieux dans le pire des cas, c’est-
a-dire a s’assurer contre le pire. Il est utile dans des cadres complexes mais trop conservateur
dans certains cas ot le pire est trés peu probable. Il peut étre judicieux de voir ’estimation
comme un jeu entre le statisticien (choix de 0) et la Nature (choix de 6), 'estimation minimax
rejoint alors celle de la Théorie des Jeux.

Régle minimaz et stratégie mazxrimin

Une difficulté importante liée a la notion de minimaxité est que les estimateurs minimax
n’existent pas nécessairement. En particulier, il existe une stratégie minimax quand © est fini
et la fonction de cotiit est continue. Plus généralement, Brown (1976) (voir aussi Le Cam, 1986,
et Strasser, 1985) considére I'espace de décision D comme plongé dans un autre espace de ma-
niére telle que ’ensemble des fonctions de risque sur D est compact dans ce grand espace. Dans
cette perspective et sous des hypothéses supplémentaires, il est alors possible de construire des
estimateurs minimax lorsque la fonction de coiit est continue.

Théoréme 1.3. (Christian P. Robert 2006)

Si D C R¥ est convere et compact et si L(0,d) est continue et conveze en tant que fonction
de d, pour chaque 6 € ©, alors, il existe un estimateur minimazx non randomiseé.

Lemme 1.1. (Judith Rousseau (2009)
Le risque de Bayes est toujours plus petit que le risque minimacr,

R= sup r(m) = sup gglf)’r(wﬁ) <R= 5lean* sgp R(0,0)

La premiére valeur est dite risque maximin et une distribution 7* telle que r(7*) = R est ap-
pelée distribution a priori la moins favorable, quand de telles distributions existent. En général,
la borne supérieure r(7*) est atteinte plutot par une distribution impropre pouvant s’exprimer
comme une limite de distributions a priori propres [[,,. Mais ce phénoméne n’empéche pas né-
cessairement la construction d’estimateurs minimax. Quand elles existent, les distributions les
moins favorables sont celles qui ont le risque de Bayes le plus grand, donc aussi les moins intéres-
santes en terme de cotut lorsqu’elles ne sont pas suggérées par 'information a priori disponible.
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Le résultat ci-dessus est assez logique au sens ou l'information a priori ne peut qu’améliorer
Ierreur d’estimation, méme dans le pire des cas.

Un cas particulier interessant correspond a la définition suivante :

Définition 1.14. Un probléme d’estimation est dit admettre une valeur si R = R, c¢’est-a-dire
quand

sup 1n£ r(md) = 61€r}jf* sgp R(6,9)

=

Quand le probléme admet une valeur, certains estimateurs minimax sont des estimateurs de
Bayes correspondant aux lois a priori les moins favorables. Cependant, ils peuvent étre rando-
misés. Par conséquent le principe minimax ne fournit pas toujours des estimateurs acceptables.

D’un point de vue pratique, le lemme suivant fournit des conditions suffisantes de mini-
maxité.

Lemme 1.2. (Christian P. Robert 2006)

Si 0y est un estimateur de Bayes pour mo et si R(0,00) < r(mo) pour tout 0 dans le support
de Ty, 0g est minimaz et wy est la distribution la moins favorable.

1.5.6.2 Admissibilité

Le critére d’admissibilité induit un ordre partiel sur D* en comparant les risque fréquentistes
des estimateurs R(6,0).

Définition 1.15. Estimateur admissible
Soit un modéle paramétrique et une fonction de perte L sur © x D ou D est I’ensemble

des décisions. On dit que 0 € © est inadmissible s’il existe un estimateur 0y qui domine 9,
c¢’est-a-dire tel que pour tout 6,

R(0,0) > R(0,0)

et pour au moins une valeur 6y du paramétre

R(eo,é) > R(¢907(50>

Dans le cas contraire, § est admissible.
Proposition 1.6. (Christian P. Robert 2006)

S’il existe un unique estimateur minimazx, cet estimateur est admissible.
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Notons que la réciproque de ce résultat est fausse, car il peut exister plusieurs estimateurs
minimax admissibles. Par exemple, dans le cas N,(6,1,), il existe des estimateurs de Bayes
réguliers minimax pour p > 5. Quand la fonction de cotit L est absolument convexe (en d), la
caractérisation suivante est aussi possible.

Proposition 1.7. (Judith Rousseau (2009))
Si dg est admissible de risque constant, dg est l'unique estimateur minimaz.
Théoréme 1.4. FEstimateurs Bayésiens admissibles, (Judith Rousseau (2009)

Si lestimateur Bayésien 0™ associé a une fonction de perte L et une loi a priori m est unique,
alors il est admissible

Démonstration : Supposons §™ estimateur bayésien non admissible: D,V0 € ©,R(6,5) >
R(0,00) et 30y € ©,R(00,0) > R(0y,00). En intégrant la premiére inégalité :

/R(@,ég)dﬂ(@) < / R(0,0™)dm(0) = r(m)
e

S}

donc &y est aussi un estimateur bayésien associé & L et 7 et oy # 6™ d’aprés la seconde in-
égalité. Le théoréeme se déduit par contraposée. Ce théoréme s’applique notamment dans le cas
d’un risque fini et d’une fonction de coit convexe. En outre, I'unicité de I'estimateur bayésien
implique la finitude du risque:

r(r) = [ R(0,0")dn(f) < oo (sinon, tout estimateur minimise le risque).
o
Proposition 1.8. (Christian P. Robert 2006)

Si un estimateur de Bayes, 0™, associé a une loi a priori (propre ou impropre) , est tel que
le risque de Bayes,

r(w)z/R(G,é”)w(@)dQ
S}
soit fini, alors 07 est admissible.

Définition 1.16. m-admissibilité

Un estimateur &g est m-admissible si et seulement si

V(579>,R(0,5> S R(9750> = 7T({9 S @7R(975) < R(9750)}> =0
Propriété 1.1. (Christian P. Robert 2006)

Tout estimateur Bayésien tel que 7(7) < oo est m-admissible.
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Démonstration:

Soit 0™ un estimateur bayésien a risque fini. Pour dy tel que VOR(0,0) < R(0,0p), on note
A={0€0O,R(0,) < R(0,0)}. Nous avons alors:

/ R(0.6,)dm(6) — / R(0.67)dm(6) = / (R(0.5) — R(0.6,))dx(6) < 0
C] (S A

si et seulement si 7(A) = 0. Or, comme d"est bayésien et le risque fini, 7(0,09) > 7(6,6™) donc
'intégrale est nulle (positive et négative!), d’ot m(A) = 0: 6™ est m-admissible.

Nous pouvons maintenant énoncer une condition suffisante d’admissibilité des estimateurs
bayésiens.

Théoréme 1.5. Continuité et m-admissibilité, (Judith Rousseau (2009)

Sim >0 sur ©, r(r) < oo pour une fonction de perte L donnée, si 0™ est ’estimateur
Bayésien correspondant eziste et si 0 — R(0,0) est continu, alors 0™ est admissible.

1.5.7 Estimateur du maximum a posteriori MAP

Définition 1.17. On appelle estimateur MAP tout estimateur 6" (x) qui maximise I'informa-
tion sur @ représentée par sa loi a posteriori, ¢’est-a-dire tout estimateur 6™ (x) tel que

d"(z) € arg max 7(0))

Cet estimateur naturel peut s’exprimer comme un estimateur du maximum de vraisemblance
pénalisée au sens classique, il a le grand avantage de ne pas dépendre d’une fonction de perte
et est utile pour les approches théoriques. Ses inconvénients sont les mémes que l'estimateur
du maximum de vraisemblance : non unicité, instabilité (dus aux calculs d’optimisation) et la
dépendance vis-a-vis de la mesure de référence (dominant ©). En outre, il ne vérifie pas la non
invariance par reparamétrisation qui peut apparaitre importante intuitivement.

1.5.8 Tests et intervalles de crédibilité

D’un point de vue statistique, un test soit au sens Bayésien ou classique, peut étre considéré
comme une des deux approches:
-Soit comme un procédé statistique, c’est-a-dire une fonction définie sur ’espace des obser-
vations a valeurs dans un espace a deux points que 'on appelle "accepter” et "rejeter” une
hypothése. Dans ce cas, on peut envisager un probléme de test comme un probléme de décision
avec deux actions possibles.
-Sinon, comme une fagon pour le statisticien de gérer ses doutes relatifs a son modéle statistique.

Comme dans le cas de l'estimation, un test Bayésien se fait aprés avoir calculé la loi a
posteriori.

1.5.8.1 Intervalles de crédibilité
Définition 1.18. Région a-crédible

27



Pour 0 < a < 1, une région a-crédible de 100(1 — )% pour € est un sous-ensemble C' € ©
tel que P™{f € C| X = z} = 1 — «a habituellement C est un intervalle. Il existe une infinité
de région a-crédibles, il est logique de s’intéresser donc a celle qui a un volume minimal. Pour
cela, nous allons introduire la notion d’une région HPD (Highest Posterior Density).

Définition 1.19. Région HPD

Une région HPD est la région C7 définie par

Cr={0m(0| X =x)>h,}

ou hy =sup{h; P7({0,7(6 | x) > h} | z) > 1 —«a}

Les régions HPD peuvent étres calculées numériquement ou approximativement comme elles
peuvent étres calculées par des méthodes de simulation.

1.5.8.2 Le facteur de Bayes

Définition 1.20. Le facteur de Bayes est le rapport des probabilités a posteriori des hypo-
théses nulle et alternative sur le rapport des probabilités a priori de ces mémes hypotheéses, soit :

P06 |x) 70 e Oy)
£ P60 € 0O, | :L‘)/7r(9 € 0)

Ce rapport est une analogue Bayésienne du rapport de vraisemblances des tests classiques,
il évalue la modification de la vraisemblance de I’ensemble © par rapport a celle de ’ensemble
O due a I'observation et peut se comparer naturellement & 1.

En général, le facteur de Bayes dépend de I'information a priori, mais il est souvent proposé
comme réponse Bayesienne “objective”, car il élimine partiellement I'influence du modeéle a priori
et souligne le role des observations. De ce fait, il peut étre per¢u comme un rapport de vraisem-
blance Bayésien, car si my est la loi a priori sous Hy, et 7, la loi a priori sous Hy, Br peut s’écrire:

feo f(x | Op)mo(6)do

B = G [0m 6)de

1.6 Conclusion

Nous renvoyons a Robert (2006) pour des exemples convaincants dans le cadre des modéles
linéaires généralisés, des modéles de capture-recapture, des modéles de mélange, des séries
temporelles... Il existe dans chaque cas une modélisation a priori par défaut et une résolution
algorithme qui permettent de fournir une solution bayésienne de référence pour le probléme
considéré. Bien entendu d’autres lois a priori peuvent étre considérées, le modéle de référence
servant alors a évaluer I'impact de ce choix a priori. Nous voulions simplement communiquer ici
Iidée selon laquelle il est possible de mener une inférence bayésienne sur un probléme réaliste
sans disposer d’une expertise particuliére pour la construction de lois a priori.
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Chapitre 2
————

2 Meéthodes de Monte-Carlo par Chaine de Markov

2.1 Introduction

Les méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov, ou méthodes MCMC, sont une classe
de méthodes d’échantillonnage a partir de distributions de probabilité. Ces méthodes de Monte-
Carlo se basent sur le parcours de chaines de Markov qui ont pour lois stationnaires les distri-
butions a échantillonner.

Certaines méthodes utilisent des marches aléatoires sur les chaines de Markov (algorithme
de Metropolis-Hastings, échantillonnage de Gibbs), alors que d’autres algorithmes, plus com-
plexes, introduisent des contraintes sur les parcours pour essayer d’accélérer la convergence.

Ces méthodes sont notamment appliquées dans le cadre de l'inférence bayésienne.

2.2 Meéthodes de Monte-Carlo

Le terme méthode de Monte-Carlo, désigne une famille de méthodes algorithmiques visant
a calculer une valeur numérique approchée en utilisant des procédés aléatoires, c’est-a-dire des
techniques probabilistes. Le nom de ces méthodes, qui fait allusion aux jeux de hasard pratiqués
a Monte-Carlo, a été inventé en (1947) par Nicholas Metropolis, et publié pour la premiére fois
en (1949) dans un article coécrit avec Stanislaw Ulam.

Les méthodes de Monte-Carlo sont particuliérement utilisées pour calculer des intégrales en
dimensions plus grandes que 1 (en particulier, pour calculer des surfaces et des volumes). Elles
sont également couramment utilisées en physique des particules, ot des simulations probabilistes
permettent d’estimer la forme d’un signal ou la sensibilité d’un détecteur. La comparaison des
données mesurées a ces simulations peut permettre de mettre en évidence des caractéristiques
inattendues, par exemple de nouvelles particules.

2.2.1 Description de la méthode

Supposons que l'on veuille calculer une quantité I. La premiére étape est de la mettre sous
forme d’une espérance I = E(X) avec X une variable aléatoire. Si on sait simuler des variables
X1,Xs,... indépendantes et identiquement distribuées, alors nous pouvons approcher [ par

NXl—i-Xg—i-....-i—XN

I~ ¥ (10)

avec N « grand », sous réserve d’application de la loi des grands nombres. C’est ce type
d’approximation que I'on appelle « méthode de Monte-Carlo ».
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Exemple 2.1. Supposons que l’on cherche a calculer

I = fugye.ug)duy...dug.
[0;1]

Nous posons X = f(Uy,...,Uy) ot les Uy,...Uy, sont des variables aléatoires indépendantes sui-
vant toutes une loi uniforme sur [0,1]. Alors:

[ =E(f(U,...Uy) = E(X).

Nous avons donc réalisé la premiére étape. Tout logiciel de programmation nous permet de si-
muler des variables uniformes sur |0,1]. De plus, des appels successifs de variables uniformes ren-
voient des variables indépendantes. Nous pouvons donc facilement simuler Ul(l),...,chl),U1(2),...,U(§2),...
des variables i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] (nous noterons cette loi U([0,1]) ) et donc X; =
(Ul(l),...,Uél)),Xg = (Ul(Q),...,UC(f),...) sont i.i.d. Le programme |[2.1] fournit un exemple de pro-
gramme approchant [ par une méthode de Monte-Carlo (avec d = 3, n = 1000 itérations,
f(ug; ug; ug) = sin(uy ) sin(usg) sin(ug)).

Programme 2.1 approximation de Monte-Carlo

d=3

n=1000

s=0

for (i in 1:n)

{

u=runif(d,0,1) \# simulation de d variables uniformes indépendantes
s=s+sin(ul1])*\sin(u[2])*\sin(uld])

}

print(s/n)

Si nous cherchons a évaluer une intégrale de la forme
I'= | Q)f(x)dx
Rd

avec f une densité de probabilité (c’est a dire f positive et / f(z)dz = 1), alors nous pouvons
Rd

écrire I = E(Q(X)) avec X de loi de densité f. Nous sommes encore dans la situation ot nous
voulons calculer Pespérance d’une variable aléatoire (si X est une variable aléatoire, alors Q(X)
est une variable aléatoire, & condition que () soit mesurable).

2.2.2 Intégration Monte-Carlo

Une application classique des méthodes Monte-Carlo est le calcul de quantités du type

T = Ep(X)] = / o(2) f(z)dr, (11)
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ot ¢ : RY — R est une fonction donnée et X un vecteur aléatoire de densité f suivant
laquelle on sait simuler. Dans ce contexte, I'estimateur Monte-Carlo de base est défini par

. 1
I, = o Z e(Xi), (12)
=1
ot les X; sont générées de facon i.i.d. selon f. Outre les propriétés de cet estimateur, ce

chapitre explique comment on peut éventuellement améliorer sa précision grace a des techniques
de réduction de variance.

2.2.2.1 Approximation d’une intégrale la par méthode de Monte Carlo

(sur 'intervalle[a,b])

Considérons les fonctions f et () définies sur [a,b].
L’intégrale suivante

= / ’ Q(a)ds

peut s’écrire comme ¢a

I= /abQ(x)dx: /abQ(x)Ez:Zidx
=(b—a) /a: Z?Exc)tda:

I=(b—a) / Q(x)f(x)dz

f est la densité de la loi uniforme sur Ta,b],

1= (b- 2E[QX).

Exemple 2.2. soit ['intégrale I donnée par:

i
I = / dx
o COST

i 1 Tl 1
I=-FE N | = .
4 [COSX} 4 [n cosxz-]

=1

2.2.3 Convergence et intervalles de confiance

Il est clair que Pestimateur I, est sans biais, ¢’est-a-dire que E[.fn] =1.
Mieux, la loi forte des grands nombres assure qu’il est convergent.
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2.2.3.1 Théorémes de convergence

1) Convergence

Proposition 2.1. (Loi forte des grands nombres)

Soit (X, )nsoune suite de variables aléatoires i.i.d., & valeurs dans R (d € N*).
On suppose que E[p(X)] < oo, alors

Zg@ n~>+oo — I.

Rappel: « p.s. » signifie « presque stirement ». Ce théoréme nous dit pourquoi 1’approxi-

mation de Monte-Carlo | Programme(2.1) | est valide (et sous quelles hypothéses).

Exemple 2.3. estimation de 7.

Supposons que (X,Y') suive la loi uniforme sur le carré C' = [0,1] x [0,1]

et que p(z,y) = Liziy2<ay.
En notant D = {(z,y) € R%, * +y* < 1} le quart de disque unité, on a donc

I //ClD(g:,y)dxdy = A\(D) :Z

Simuler des points (X;,Y;) uniformément dans C' est trés facile et la propriété précédente assure
donc que

ZIDXM}/Z Z<:>4><fnL>7r.

n—-+o00 n—+o0o

On dispose donc d’un estimateur Monte-Carlo pour la constante 7. Encore faut-il connaitre
sa precision : c’est tout 'intérét du théoréme central limite.

2) Vitesse de convergence

Proposition 2.2. (Théoréme central limite)
Si E[p(X)?] < oo, alors

Vi, — I) —5— N(0,02),

n—-+o0o

avec 0% = Var(p(X)) = E[p*(X)] — = [ ¢*(x)f(x)dx — I*.

Ainsi, lorsque n est grand, notre estimateur suit & peu prés une loi normale: avec un abus

de notation flagrant, on a I, ~ N (I,0%/n), c’est-a-dire que I, tend vers I avec une vitesse en
O(1/4/n). Plus précisément, le TCL doit permettre de construire des intervalles de confiance.
Cependant, en général, ’écart-type o est lui aussi inconnu, il va donc falloir I'estimer. Qu’a cela
ne tienne, la méthode Monte-Carlo en fournit justement un estimateur a peu de frais puisque
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basé sur le méme échantillon (X7,...,X,,), a savoir .

1 - s
oy = EZSOQ(Xi)—L% njﬁ)UQ (13)
=1

par la loi des grands nombres pour le premier terme et la Proposition (2.1) pour le second.
Le lemme de Slutsky implique donc que

I,—1
— £ L N(0,1).

On n—-4o0o

Vvn

Proposition 2.3. (Intervalles de confiance)

Soit a € (0,1) fizé. Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — o pour I est

Gn G
v Vil

ot Y1 — «/2) désigne le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi normale centrée réduite.

I, -0 (1—a/2)—%;1,+ 071 —-a/2)

Typiquement o = 0.05 donne ®~1(1 — a/2) = qoo75 = 1.96 ~ 2, qui permet de construire
un intervalle de confiance a 95% pour I. Un point de précision en passant : prendre 1.96 plutot
que 2 pour le quantile de la loi normale est tout a fait illusoire si le terme ,,/y/n n’est pas déja
lui-méme de Pordre de 0.01 (c’est-a-dire, pour un écart-type unité, un échantillon de taille au
moins 10000).

o
1

I I I I I
0 200 400 600 800 1000

25 30 35 40

Fi1G. 1 — Estimateur Monte-Carlo de w et intervalles de confiance asymptotiques.
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2.2.3.2 Détermination de la valeur de 7«

Soit un point M de coordonnées (z,y), ou 0 < x < 1 et 0 < y < 1. on tire aléatoirement
les valeurs de x et y entre 0 et 1 suivant une loi uniforme. Le point M appartient au disque

de centre (0,0) de rayon R=1 si et seulement si 2 + y* < 1. La probabilité que le point M

. ) T i TR? ;
appartienne au disque est 1 puisque le quart de disque est de surface o = = 1 et le carré

qui le contient est de surface S = R? = 1: la probabilité qu’un point soit tiré dans le quart de
o 7
disque ou en dehors étant la méme, la probabilité de tomber dans le quart de disque vaut — = —.

S 4

En faisant le rapport du nombre de points dans le disque au nombre de tirages, on obtient
une approximation du nombre 1 si le nombre de tirages est grand.

Fi1c. 2 — Détermination de la valeur de w

2.2.3.3 Détermination de la superficie d’un lac

Cet exemple est un classique en vulgarisation de la méthode de Monte-Carlo. Soit une zone
rectangulaire ou carrée dont les cotés sont de longueur connue. Au sein de cette aire se trouve
un lac dont la superficie est inconnue. Grace aux mesures des cotés de la zone, on connait I'aire
du rectangle. Pour trouver I'aire du lac, on demande a une armée de tirer X coups de canon de
maniére aléatoire sur cette zone. On compte ensuite le nombre N de boulets qui sont restés sur
le terrain, on peut ainsi déterminer le nombre de boulets qui sont tombés dans le lac: X — .
Il suffit ensuite d’établir un rapport entre les valeurs:

super ficieierrain X

superficie. ~— X — N

_— superficie; . = X super ficieierrain

Par exemple, si le terrain fait 1000m?, que ’armée tire 500 boulets et que 100 projectiles sont
tombés dans le lac, alors une estimation de la superficie du plan d’eau est de: 1000 x 100500 =
200.
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F1G. 3 — Détermination de la superficie d’un lac

La qualité de lestimation s’améliore (lentement) en augmentant le nombre de tirs et en
s’assurant que les artilleurs ne visent pas toujours le méme endroit mais couvrent bien la
zone, de maniére uniforme. Cette derniére remarque est a mettre en paralléle avec la qualité
du générateur aléatoire qui est primordiale pour avoir de bons résultats dans la méthode de
Monte-Carlo. Un générateur biaisé est comme un canon qui tire toujours au méme endroit : les
informations qu’il apporte sont réduites.

2.2.4 Reéduction de variance

Nous restons dans le cadre de la section précédente, a savoir l'estimation de l'intégrale
I =E[p(z)].
Son estimation ,, par la méthode Monte-Carlo standard aboutit & une erreur o/y/n. Dés que la
dimension de X est grande ou ¢ irréguliére, les méthodes déterministes ou quasi-Monte-Carlo
ne sont plus concurrentielles et la vitesse en 1/4/n apparait donc incompressible. L’idée est alors
de gagner sur le facteur o, ce qui est précisément I’objet des méthodes de réduction de variance.

Une remarque ¢élémentaire au préalable: pour une précision € voulue sur le résultat, donc
en o/y/n par Monte-Carlo classique, une méthode de réduction de variance permettant de di-
viser la variance o2 par 2 permet de diviser le nombre n de simulations nécessaires par 2 pour
atteindre la méme précision. Si la nouvelle méthode n’est pas plus cotiteuse en temps de cal-
cul, c’est donc la durée de la simulation qui est ainsi divisée par deux. Si la nouvelle méthode
requiert beaucoup plus de calculs, il faut en toute rigueur en tenir compte, par exemple en
définissant 'efficacité d’une technique par

1

Efficacité = .
Complexité x Variance

et en comparant les effcacités des différentes méthodes entre elles.

2.2.4.1 Echantillonnage préférentiel

On souhaite estimer



Si la fonction ¢ prend ses plus grandes valeurs 1a ou la densité f est trés faible, c’est a dire 1a
ou X a trés peu de chances de tomber, et réciproquement, ’estimateur Monte-Carlo classique

. ] —
== wX
n -
=1
est trés mauvais puisqu’a moins de prendre n trés grand, il va estimer environ 0 méme si [
vaut 1.
Exemple 2.4. 1. Evénements rares: la variable X suivant une loi normale centrée réduite, on
veut estimer la probabilité

2

P(X > 6) = E[1xs¢] = e~ 7 dx.

1
13:>6\/%
La commande 1-pnorm(6) montre qu’elle est de 'ordre de 107°. Ceci signifie qu’a
moins de prendre n de l'ordre d’au moins un milliard, on a toutes les chances d’obtenir I, =0.
2. Soit m un réel, X ~ N (m,1) et p(x) = exp(—mz +m?/2). Pour tout m, on a donc

[ = E[p(X)] = /Rgo(q:)f(x)da: _ /R \/12_7Tex22dx _1

Or 95% des X tombent dans 'intervalle [m — 2,m + 2| tandis que o(m) = exp(—m?/2) tend
trés vite vers 0 quand m augmente. Ainsi, dés lors que m est grand, on obtient proche de 0, ce
qui n’est pas une trés bonne approrimation de la valeur cherchée I = 1...

2.2.4.2 Description de la méthode

Lidée de l’échantillonnage préférentiel, ou échantillonnage pondéré, ou importance sam-
pling, est de tirer des points non pas suivant la densité f de X mais selon une densité auxiliaire
g réalisant un compromis entre les régions de [’espace ot ¢ est grande et ou la densité f est
élevée, quitte a rétablir le tir ensuite en tenant compte du fait que la loi de simulation g n’est
pas la loi initiale f. Mathématiquement, il s’agit simplement d’une réécriture de I sous la forme

I =E[p(X)] = / r)dr = / fgy))gﬁ (y)dy —/ (Wey)gy)dy = Elw(Y)e(Y)],

g\y

o Y a pour densité g et w(y) = f(y)/g(y) correspond a la pondération (ou rapport de vrai-
semblance) di au changement de loi. Pour que celui-ci soit bien défini, il faut s’assurer qu’on
ne divise pas par 0, c¢’est-a-dire que g(y) = 0 implique f(y)p(y) = 0. On peut alors voir w(y)
comme la dérivée de Radon-Nikodym de la loi de X par rapport a celle de Y. Ceci supposé, si
l'on sait :

(a) simuler suivant la densité g,

(b) calculer le rapport de vraisemblance w(y) = f(y)/g(y) pour tout y,
Uestimateur par échantillonnage préférentiel prend la forme

i=1

ot les Y;, sont i.i.d. de densité g, les résultats vus pour I, s’appliquent a nouveau ici.
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Proposition 2.4. (Echantillonnage préférentiel)

Si Elw(Y)e(y)| < oo, et B[I,] =1

Si de plus E[w?(Y)p*(Y)] < oo, alors

v, = I) —5— N(0,52),

n—-+o0o
avec
# = Varlo)eV) = [ W)@ ali)dy - 12 = B (X)) -
/ﬁemarque 2.1. Comme précédemment, la variance o2 est naturellement estimée par \

I -
o=~ ()P (Y) - I}
i=1

pour en déduire des intervalles de confiance asymptotiques.

La variance o2 de I, est & comparer a la variance 02 = E[p?(X)] — I2 de I,,. 11 "suffit” donc
de choisir la pondération w, c’est-a-dire la densité instrumentale g, de sorte que le terme
Elw(X)@?*(X)] soit le plus petit possible. La bonne nouvelle, c’est que ce probléme a une
solution explicite, la mauvaise c¢’est qu’elle est tout a fait hors d’atteinte... J

Lemme 2.1. (Loi d’échantillonnage optimale)

Pour toute densité g telle que E[w?(Y)¢*(Y)] < oo, on a

52 = Var(w(Y)e(Y)) > Ellp(X)| - I* = ( / |90(x)!f(fﬂ)d$)2 - ( / s@@)f@)dx)z’

la borne inférieure étant atteinte pour la densité g* définie par

. le(W)lf ()

9" (y) = :

/Iso(y)lf(y)dy

Si ¢ est de signe constant, la variance obtenue avec g* est nulle, ce qui signifie qu'un seul
tirage selon g* suffit! En effet, si Y ~ ¢*, alors

I = w(Y)p(Y) = ;fg))som - [e@ s

Méme si la proposition précédente présente surtout un intérét théorique, on retrouve I'idée
selon laquelle la densité auxiliaire g doit réaliser un compromis entre la fonction a intégrer ¢
et la densité f: autant que possible, g doit mettre du poids 1a ou le produit |¢(x)f(z)| est le
plus élevé.
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2.3 Chaine de Markov

2.3.1 Introduction aux chaines de Markov

Lorsque deux systémes identiques a un instant donné peuvent avoir des comportements
différents dans le futur, on est amené & introduire une suite de variables aléatoires (X;), pour
décrire leurs évolutions: X; servant a définir I’état du systéme étudié a I’'instant ¢. Si le systéme
étudié est une population, I’état du systéme a un instant donné peut étre décrit simplement
par un nombre lorsqu’on s’intéresse uniquement a la taille de cette population, ou par un
ensemble de nombres tels que ’ensemble des positions de chaque individu lorsqu’on s’intéresse
a la répartition spatiale de la population. On va ici se limiter a des systémes dont I’état peut
étre décrit par une variable aléatoire ou un vecteur aléatoire discret. En général I’évolution futur
d’un systéme dépendant au moins de son état présent, les variables aléatoires décrivant I’état
du systéme a chaque instant ne pourront pas étre considérées comme indépendantes. On va
s’intéresser aux situations ou I’évolution future d’un systéme ne dépend du passé qu’au travers
de son état présent et pour simplifier on n’étudiera pas I’évolution du systéme en temps continu,
mais son évolution en une suite infinie d’instants 0 = t) < t; < ... < ¢, < .... On travaillera
donc avec une suite de variables aléatoires discrétes (X,,), oy, chaque variable aléatoire étant a
valeurs dans un ensemble fini ou infini dénombrable noté X que l'on identifiera a {1,...,N} si
X est composé de N éléments et a N* si X' est infini.

2.3.2 Généralités
Soit Xy, X1,...,X,,... une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace de proba-
bilité (€2,.4,P) et a valeurs dans X.

2.3.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1. Formellement, soit X un espace fini ou dénombrable. Ce sera I’espace d’états.
Soit X = {X,,;n > 0} une suite de variables aléatoires a valeurs dans X. On dit que X est une
chaine de Markov si pour tout x1,...,z,11 € X, on a

.

P(Xn—i-l = Tnp+1 | Xl = $17X2 - :CZ:-'-’Xn = xn) = ]P)(Xn—H = Tp+1 | Xn = xn)
~ J/ (. ~ L \H//—/
futur le passé (et le présent) le futur le présent

Cette propriété des chaines de Markov est aussi connue comme propriété de Markov.

Définition 2.2. Soit (X,,), .y une chaine de Markov a valeur dans X'.

La chaine de Markov est dite homogeéne si pour tout (i,5) € X? et tout n € N, la probabilité

de passer a I’état j a l'instant n 4 1 sachant qu’on I’état 7 a I'instant n ne dépendent pas de n :
P(X,1 =j1X, =1) =Q(i,9), pour tout n € N.

Les nombres Q(i,7),(i,j) € X? s’appellent les probabilité de transition de la chaiine de
Markov.

Définition 2.3. Lorsque X = {1,...,N}, la matrice @) représentée par un tableau a N lignes et

N colonnes est appelée matrice de transition de la chaine de Markov (X,,),, :
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Q1) . . . Q(,N)

QIN1) . . . QNN

Que X soit un ensemble fini ou dénombrable, on appllera @ = (Q(4,7)),<(; j <y la matrice
de transition de la chaine de Markove (X,,)

Définition 2.4. La loi de X est appelée la loi initiale de la chaine de Markov. On ’écrira

0 = (P(Xo = 1),P(Xo = 2),...P(Xo = N — 1),P(Xy = N)) si X = {1,...N}.

Comme la i-iéme ligne de la matrice de transition d’une chaine de Markov homogeéne (X,)
définit la loi conditionnelle de X, sachant que {X,,_; =i}, on a la propriété suivante :

n

Définition 2.5. On dit qu’une matrice () de transition(éventuellement infinie) est stochas-
tique ssi tous ses coefficients sont > 0 et si la somme de chaque ligne fait 1:

> Q(i4) =1.
jex
On dit aussi est une matrice markovienne.

Propriété 2.1. Soit (X)), une chaine de Markov homogéne a valeurs dans X de ma-
trice de transition (). La matrice () est une matrice stochastique, c’est-a-dire: pour tout

i,j € X,Q(i,5) > 0 et pour tout i € X7Zje/\,’ Q(i,j) =1.
Démonstration:

Soit i € X. Alors

> Q) ZP (X1 =j|Xo = 1)

JjeEX
= ]P’(”Xn aille quelque part aprés étre allé en 7 ...")

=1
Plus formellement,
> P(Xy = j|Xo =14) =Y E(lx,—;| X =)

J J
=E() x| X0 = 1)
j

leXl:j :1
J

tout le temps car X; est égal & un et un seul des j.
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Doncd P(X; =j| Xo=14)=E(l|Xo=14)=1
J
On va voir que réciproquement, pour toute matrice stochastique ¢ sur un produit £ x F, il
existe une chaine de Markov sur X qui admet ) comme matrice de transition. Mais elle n’est
pas unique, car il faut encore préciser la loi du premier état Xj.

2.3.2.2 Graphe associé 4 une matrice de transition

Pour visualiser ’évolution d’une chaine de Markov homogeéne, il est souvent utile de repré-
senter la matrice de transition () de la chaine de Markov par un graphe orienté : les noeuds du
graphe sont les états possibles pour la chaine de Markov, une fleche allant de I’état ¢ & I'état 7 in-
dique qu’il y a une probabilité strictement positive que le prochain état de la chaine soit I’état j
si elle est actuellement dans 1’état i. On met le poids Q(7,7) a la fleche allant de I'état i a 1’état j.

Théoréme 2.1. (Equation de Chapman-Kolmogorov)
Pour tout état i,j € X, pour tout n,m € N et k € [0,n], on a ’égalité

n+m m n
pi =3 py) (14)

keX

En notation matricielle, on a P"™ = P pm),
Démonstration:
Soient k I’état de la chaine au temps m. On a

Py " = P(Xpam = j1Xo = 9)

= P(Xppm = j, X = k| Xo = i)

keX

—Z Xoim = 5. Xm = k,Xo = 1)
keX P(Xo=1)

_ Z Xosm = §1Xm = k. X = )P(X,, = k| Xo = i)P(Xy = 7)
keX P(Xo =1)

= P(Xnpm = | Xom = k. Xo = )P(X,, = k| Xo = i)
keXx

= P(Xp = k[ Xo = i)P(Xpirn = j| Xpn = k)
keXx

- szk: pkj
kex

Exemple 2.5. Elémentaire de chaine de Markov, & deuz états A et E. Les fleches indiquent
les probabilités de transition d’un état a un autre.
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0.3

A \@

0
0.6

Exemple 2.6. la ligne téléphonique.

On considére une ligne de téléphone. L’état X, de cette ligne a 'étape n est 0 si elle est
libre et 1 si elle occupée. Entre deux instants successifs, il y a une probabilité 1/2 pour qu’un
appel arrive. Si la ligne est occupée et qu’un appel arrive, cet appel est perdu. La probabilité
pour que la ligne se libére entre l'instant n et l'instant (n + 1) est 1/3.

Le graphe de transition de cette chaine de Markov est donné figure 4.
La matrice de transition est la suivante :

r=[i 30

pol=

\@T)
B - s

o=

L)

e
\'\\

F1G. 4 — Graphe de transition de la ligne téléphonique.

Les probabilités de transition en n étapes sont en fait complétement déterminées par les
probabilités de transition en un coup, c’est-a-dire par la matrice de transition. Ceci est explicité
par les équations de Chapman-Kolmogorov, que nous allons voir maintenant.

Notation. La probabilité d’aller de I’état 7 a I’état 7 en n coups est notée

PP =P(X, =] | Xo=1i),

et la matrice de transition en n coups est notée:

pn) — [p(m

K ] 1<ij<M

On adopte aussi la convention P(0) = [, matrice identité de taille M.
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2.3.3 Classification des états

Il existe différents types d’états. Leur classification permet de mieux étudier les propriétés
asymptotiques des chaines de Markov. Maintenant, classifions les états possibles selon diverses
caractéristiques.

2.3.3.1 Caractéres récurrents et transitoires

Les définitions qui suivent sont tirées des ouvrages de Taylor et Karlin (1998) et de Lessard
(2013).

Définition 2.6. Soit i € X', ou X est ’espace des états.
1. Un état ¢ est dit récurrent si, P(In > 1,X,, = 1| Xy = i) = 1. C’est a dire que la proba-
bilité d’un éventuel retour a I’état ¢ vaut 1, sachant que la chaine a commencé a I'état <.

Sinon, on dit que I’état est transitoire.

2. Un état i est récurrent nul si, p;, = E[R;| X, = i] = 0o ou R; = min{r : X, = i}. Sinon,
I’état i est récurrent positif.

Définition 2.7. Soient 7,7 € X et n > 1 un entier.

La probabilité du premier temps de passage a 1’état j, au n-iéme pas, sachant que le pro-
cessus démarre a I’état ¢ est définie par:

Par convention fi(;)) = 0.

Proposition 2.5. La probabilité f;; d’un possible passage de la chaine a l’état j sachant que’elle

démarre a l'état 1 vaut -
fi=Y_ 13
n=1

Démonstration:

fij = P(un possible passage a I’état j| X, = 1)

= P(U{le premier passage a 1 'état j se fait au temps n}| Xy = 1)

n=1

= Z(le premier passage a ’état j se fait au temps n| Xy = 1)

n=1

= Z T i(f)
n=1
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Remarque 2.2. On peut donc affirmer qu'un état ¢ est récurrent
si f;; = 1 et transitoire si f; < 1.

Théoréme 2.2. (1) L'état i est récurrent si seulement siy - Pl = 400.
(2) L’état i est transient si et seulement si Y - Pl < +00.

Ce théoreme se démontre a partir du lemme suivant :
Lemme 2.2. On a E;(N;) =Y P

Démonstration.

n=0

E:(N;) = E; (Z nx_n:i> = Ei(lx_n—) par Fubini-Tonelli,
P

(X —n=0)=) P
n=0
Corollaire 2.1. Soit ¢ un point de E. Alors

Corollaire 2.2. Toute chaine de Markov homogéne sur un espace d’états fini admet (au moins)
une classe récurrente.

2.3.3.2 Classes irréductibles

Définition 2.8. Soient i et j deux états de X. L’état j est accessible depuis I'état 7, noté

1 — 7, si:

™ — P(X, = j|Xo =14) > 0.

ij

dn € Np

On dit que les états ¢ et j communiquent si ils sont tous deux accessibles I’'un de 'autre. On
note i «—— j.

En d’autres termes, on dit que I’état j est accessible depuis I’état ¢ si la probabilité d’atteindre
J en n transitions depuis ¢ est strictement positive.

Définition 2.9. La période d’un état i € X notée d(i) est I'entier définie par:
d(i) = PGCD{n >1:p" > 0}
On dit que i est périodique si d(i) > 1, sinon il est apériodique.
Définition 2.10. Soit C C X une classe d’états.
1. C est dite fermée si Vi€ C, j ¢ C et n > 1, pz(?) = 0.

2. C' est dite irréductible si Vi, € C, i «—— j.
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Une classe d’état est clone fermée si aucun état hors d’elle n’est accessible depuis ses états
intérieurs.
De plus, une chaine de Markov est irréductible si elle n’est formée que d’une unique classe
fermée.

Théoréme 2.3. (Décomposition de l'espace d’états Irwin (2006))
Par la relation d’équivalence «——, il existe une unique partition de [’espace d’états X telle
que

X =TU(UZ,Ck) (15)

ou T est une classe uniquement constituée d’états transitoires et {Cy }x>1 est une suite de classes
wrréductibles fermées d’états récurrents.

Démonstration :

Soit {C}r>1 une suite de classe d’états récurrents pour la relation «—.
Montrons que les C} sont fermées:
On proceéde par I'absurde. Supposons qu’il existe ¢ € C, et j ¢ Cj, tel que p;; > 0.
On a j ne communique pas avec ¢ donc:

Or 7 est un état récurrent, ce qui est contradictoire car si ¢ est récurrent alors:3dn > 1 tel que:

P(X, = i|Xo = i) = 1

D’ou:

P(X, #i¥n>1|Xg=1i) =0

Ainsi, on vient de prouver que toutes les classes irréductibles d’états récurrents sont fermées.
En outre, puisque la relation «<—— est une relation d’équivalence, on a directement la partition
contenant la classe d’états transitoires 1" et la suite des classes irréductibles fermées d’états
récurrents.
Exemple 2.7.

/4 1/4 1/2 0 0

/2 0 0 0 1/2

P = 0 0 0 1 0
0 0 1/2 1/2 0
0 0 1/3 1/3 1/3

Considérons ’espace d’états X = {1,2,3,4,5}. Soit la chaine de Markov de diagramme et
matrice de transition.
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/2
1/4

1/4
1/2 1/2 1

@T

1/2 1/2

F1G. 5 — Diagramme chaine de Markov Fxemple 2.8

La chaine de markov a trois classes d’états {1,2}.{3,4} et {5}. Dans la classe {1,2}, p13 =
1

D25 = 3 # 0. Alors la classe n’est pas fermée, donc transitoire et périodique car

d(1) = d(2) = pged{n > 1 :p?{’) >0 et pgg) > 0} = pged{2,4,6,8,...} = 2.

Dans la classe {3,4}, on remarque que Yn > 1 et Vj # {3,4},p§?) = pi?) = 0. FElle est alors
fermée sur un nombre d’états fini, donc récurrente positive et apériodique car

1
Dans la classe {5}, psq = 3 £ 0. Elle n’est pas fermée, donc transitoire et 2 apériodique car

d(5) = pged{n > 1: p¥ > 0} = pged{1,2,3,..} = 1.

Définition 2.11. Si 7w une probabilité sur X vérifie m(2)Q(z,y) = 7(y)Q(y,z) alors 7 est dite
symétrique (par rapport a ()) ou Q-symétrique.

Lemme 2.3. Si 7w est Q-symétrique, alors elle est Q-invariante.

Démonstration. Pour tout y,

(mQ)(y) = > m(2)Q(z.y),

zeX

(symétrie) = Y m(y)Q(y,x),

reX

=7(y).
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Exemple 2.8. (Marche simple dans Z)

Soit ) noyau de Markov de Z dans Z donné par
1 1
Qr,x+1) = 2 Qr,x—1) = 2 V.

Pour tout z, Q*(z,x) = P(Xy = 2| Xo = z) (o0 (X,) chaine de Markov de transition Q).
Nous avons donc

1
Q2(x’$) > ]P)(XQ = 3;'7X1 =x+ 1‘X0) — (5) > 0.

Par ailleurs, si Q"(z,x) > 0 alors n est pair (on fait forcément un nombre pair de pas pour
aller de x a x). Donc d(x) = 2. Donc le noyau Q) n’est pas apériodique.

Définition 2.12. Soit () un noyau de Markov. Si tous les x de X sont apériodique alors () est
dit apériodique.

Lemme 2.4. Si Q est irréductible, [Jz € X qui est apériodique/= [Q est apériodique].

Théoréme 2.4. Supposons que X est fini et que () est une matrice de transition irréductible,
apériodique et admettant une probabilité invariante .

(1) Il existe deux réels o € [0,1[,M € R, tles que pour tout x,y € X,

|Qn(x7y) - 7T0(?J)| < Ma".

(2) Pour tout x € X et toute fonction f : X — R, si on appelle (X,)n>0 une chaine de
Markov de loi initiale Ty quelconque et de transition Q)

vn+1 (nL—i—l ; f(Xp) — Zﬂo(y)f(y)) e, N(0,77),

n—-4o00
yer

avec une variance 52 < +00.

Remarque 2.3. Dans le cas d'un espace fini ou dénombrable, [ . f(z)r(dz) =
> sex f(x)m(z) pour toute probabilité 7 et toute fonction f.

2.3.4 Loi des X,

Le comportement d’'une chaine de Markov X dépend entiérement de sa matrice de transition
@, et de la position initiale Xy. On appelle pg la loi initiale de X, c¢’est une mesure définie par

po({r}) = P(Xo = ).
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Mesure et notations. Toutes les mesures que 1’on va voir dans ce cours sont sur un espace fini
ou dénombrable X. Cela veut dire qu’elles sont uniquement déterminées par leurs valeurs sur

les singletons: A C X,
w(A) = p({z}).

€A

On note en général abusivement u(x) = p({x}) pour z € X, et ces valeurs déterminent entié-
rement la mesure. On peut aussi noter la mesure comme le vecteur (ou la suite si X" est infini)
de ses valeurs:

n= (N(x)):pe./\f
Par exemple si X a 2 états et que la loi pp de X peut prendre indifféremment les deux valeurs
avec probabilité 1/2,

o = (1/2,1/2).

Connaissant pg et ), on peut calculer directement la loi de X,,.

Proposition 2.6. Pour toute suite {xg,z1,...,2,} dans X, on a
]P)(Xo = $0,X1 = I’l,XQ = iL'Q,...,Xn = l'n)

= 1o(0)Q(xo,21)Q(x1,29)...Q (2 _1,2,)

Démonstration:
On a (en utilisant la propriété de Markov)

]P(XO = [Eo,Xl = IL‘l,XQ = l’g,...,Xn = J,’n)
= (Xn = ZL‘n,...,Xl =T | X() = O)P(XO = .’L’())
= P(X,, = zp,.... X1 =21 | Xo = 0)po(zo)
Xp =, . Xo =129 | Xy = 21,X0 = 0)P(Xy =21 | Xo = x0)po(xo)
Xn = In,...,XQ = T2 ’ X1 == $1,X0 - O)Q(Jfo,JIl)MQ(.To)
Xn = In,...,XQ = T2 | X1 = Il)Q<IO7I1)MQ(Jfo)

en utilisant la propriété de Markov. En utilisant le méme raisonnement, on montre que

P(X, =xp,....Xo =29 | X1 =21) =P(X,, = zp,.... X5 = 23 | Xo = 22)Q(x1,29)
P(Xo = x0,X1 = 21,X2 = 29,...,. X;, = x,) = P(X,, = zp,...,. X3 = 23 | Xo = 22)Q(x1,22)Q(0,21) pto(0)
Par récurrence, on montre la formule proposée.

Pour une méme chaine X, on considére souvent plusieurs lois initiales différentes. Dans ce
cas on précise la loi utilisée en notant
P=P,
dans chaque calcul de probabilité, et 'espérance est alors notée E,. Si la loi est un “Dirac”’u = o,
pour un certain x € X (ce qui veut dire Xy = x p.s.), alors on note plus simplement
P, =P, E, =E,.
Notation . Pour une mesure j et une matrice ¢, on note la mesure

(10Q)(y) = Y Ho()Q(y).

reX
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Cela revient a multiplier (matriciellement) la mesure 11y vue comme un vecteur g = (po(x1),p0(x2),...

par la matrice Q).
Proposition 2.7. Si u est la loi de Xy, alors (p@Q) est la loi de X;.

Démonstration :

Soit y € X.
P(X1=y) =Y P(X;=yXo = 1)

= P(X; =y.Xo = 2)P(Xy=0) = Zu = (1Q)(y).
Proposition 2.8. Pour tout n, la loi de X,, est pQ".

Démonstration :

D’aprés la proposition (2.6), la loi de X; est 1 = u@.
On peut alors “oublier” la variable Xy, et ne considérer que la chaine qui part de X; (formelle-
ment, poser X = X1,X| = X5, etc ...). La matrice de transition est toujours ), par contre la
loi initiale n’est plus pu, c’est .

La loi de X (c’est-a-dire X7) est donc, en réutilisant la proposition (2.6),

pe = (11(Q) = ((pQ) * Q).

Comme le produit matriciel est associatif, ((uQ)* Q) = pu*Q *Q = ux (Q *x Q) = p* Q>
La loi de X, est donc bien p@Q?, comme annoncé. En raisonnant par récurrence, on montre bien

— (114 Q%) % Q = pQP ey b 1 = pQ".
2.3.5 Distribution stationnaire et théoréme ergodique

L’objectif de cette section est de trouver les conditions simples permettant d’approximer
la loi d’une chaine de Markov {Xn}n21 sur une longue période, plus clairement sous quelles
conditions pourrons nous trouver la limite lim X, afin de pouvoir identifier facilement la chaine.

n—oo

2.3.5.1 Distribution stationnaire

Définition 2.13. Un vecteur 7 = {m;},., sur X’ est stationnaire pour la chaine de Markov
X si
(()mi > 0VieXet ) cpm=1,

(it)m; = > ,cx TiFij,¥j € X ou en notation matricielle m = wP.

Une chaine de Markov est donc stationnaire sous [P si pour tout k£,n € N, la distribution du
vecteur aléatoire (X1,Xs,...,X,,) est identique a celle du vecteur (Xg, Xyi1...,X01k)-
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emarque 2.4. La stationnarité de cette distribution se voit en itérant 1’égalité d
'assertion (i),
soit 7P? = (nP)P = 7P = 7.

De la méme maniére, on a 7P" =7 n € N.

Théoréme 2.5. Soit P = pj;;, la matrice de transition m X m d’une chaine de Markov réguliére
sur m états. Alors

® pourn — o0, les puissances P" approchent une matrice de transition P> de la forme

T T2 . Tm—1 Tim

T T2 . Tm—1 Tim
P> =

T T2 . Tim—1 Tm

T T2 . Tm—1 Tm

avec m; >0 etZﬂj =1
j=1
e pour la distribution ™ = (7r1,7r2,...,7rm)T est la seule solution de [’équation

m
E Tipjk = Tk VK c’est-a-dire PTm = .
i=1

obéissant a la condition de normalisation

iﬂj =1
j=1

La distribution m est qualifiée de distribution stationnaire ou d’équilibre associée a la chaine

P.

2.3.5.2 Théoréme ergodique
Théoréme 2.6. (Théoréme ergodique)

Soit Q) un noyau de Markov irréductible (sur X ). Alors, il existe une probabilité QQ-invariante
o et de plus:

(1) 7o est l'unique probabilité Q-invariante.

(2) Tous les états sont récurrents (pour Q).

(3) Si(Xp)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale m quelconque et de transition Q) alors

R s
T 2 F [ f@m(ds),

pour toute fonction f qui est mo-intégrable.

Ce théoreme nous permet d’approcher une intégrale par une moyenne empirique. Ici, la suite des
(X,) nest pas i.i.d. mais est une chaine de Markov. On parle alors de méthode de Monte-Carlo
par chaine de Markov (« MCMC' » pour « Monte Carlo Markov Chain » en anglais).
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2.4 Pratique des méthodes MCMC

L’utilisation intensive des méthodes de simulation MCMC est due a leur adaptabilité pour
une vaste classe de problémes et de modéles mais également a ’amélioration des technologies
informatiques. Les algorithmes sont faciles & implanter et un simple ordinateur de bureau est
suffisant pour mettre en oeuvre la réalisation des simulations. La part la plus importante du
travail, et sans doute une des plus intéressantes, est ’élaboration du schéma de simulation
pour un modéle donné: distribution a priori des paramétres du modéle (Robert, 1992), dis-
tribution candidate pour l'algorithme de Metropolis-Hastings et distributions conditionnelles
pour I’échantillonnage de Gibbs (Robert, 1992) par exemple. Toutefois, un aspect important de
I'implantation de ce type de méthode est qu’il faut utiliser plusieurs réalisations ou simulations
sur un ensemble de données pour obtenir des résultats statistiquement significatifs, étant donné
la nature aléatoire des algorithmes de simulation. Les chaines de Markov sont généralement trés
riches en informations statistiques, plus qu’il n’en faut pour calculer seulement les estimateurs
de type (8)(chapitre 1).

Deux algorithmes MCMC sont présentés dans la section suivante: ’algorithme de Metropolis-
Hastings et I’échantillonnage de Gibbs. Ces méthodes permettent de construire un noyau de
transition en fonction d’une distribution d’intérét donnée telle que les séquences d’échantillons
simulés qui forment une chaine de Markov convergente vers la distribution stationnaire voulue.

2.4.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

La technique de Metropolis-Hastings a été développée par Metropolis et al.(1953), au départ
pour la physique particulaire, et généralisée par Hastings (1970) dans un cadre plus statistique.

L’algorithme de Metropolis-Hastings est un schéma de simulation permettant de générer des
échantillons suivant une distribution de 7 (z) dont une forme analytique est disponible. Cette
méthode a d’abord été utilisée pour la résolution de problémes en mécanique statistique avant
d’étre élargie & un cadre plus général de simulation statistique. Bien que les premiers résultats
sur cette méthode de simulation soient connus depuis les années 1950, son utilisation pratique
n’est devenue possible que depuis une trentaine d’années car elle nécessite de puissants moyens
de simulation informatique.

Schéma de simulation: ’algorithme de Metropolis-Hastings est étudié et présenté dans
de nombreux ouvrages consacrés aux méthodes de simulation MCMC (voir (Robert, 1992)). Le
schéma de simulation est décrit ci-dessous:

2.4.1.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

On se fixe une loi 7 suivant laquelle on aimerait simuler ou dont on voudrait calculer une
intégrale [, f(x)m(dz)). Nous appellerons 7 la loi cible. On se donne un noyau de Markov Q.
Nous appellerons ) le noyau de proposition. Nous allons construire une chaine de Markov
(Xn)nzo-

~ Nous prenons X, = ¢ tel que 7(zg) > 0.

~ Si X,, = z, nous simulons Y,,;; et U, indépendants (et indépendants des simulations

passées) avec

Yoo ~ Q(z,.), Upr ~U([0;1]).
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La variable Y, 1 s’appelle une proposition. Posons, pour tout x,y

7T(y)Q(y,:v))
m(2)Q(z,y) )

Yn—l—l; Si Un+1 S a<Xn7Yn+1)7
X,, sinon.

a(z,y) = min (1,

Alors: X1 = {

Dans le cas ou U, < «a(X,,Y,11), on dit qu’on accepte la proposition, et dans le cas
contraire on dit qu’on refuse la proposition.

Proposition 2.9. La suite aléatoire (X,,)n>0 construite ci-dessus est une chaine de Markov de

transition P avec .
P(z,y)=Q(z,y)o(zy), si 17 Y,

P("E;y):l - Zy;ﬁm P(‘T?y)

La lor m est P-invariante
Démonstration :

Pour tout z, P(X, 1 = z|Xo,...,.X,) = P(X,41 = 2| X,,) (d’aprés la construction ci-dessus).

Donc (X,,)n>0 est bien une chaine de Markov. Calculons, pour tout = # y

PXop1 =y[Xn=2) =PYpr1=y,Un1 < a(X,,,Y511)| X, = 7)
= P(Yo1 = yUnpa < a2,V )| X, = 1)
= P(Yos1 = y.Uni1 < afzy)|X, = 2)
= Q(xy)a(z,y).

Nous en dédusions P(X,, 1 =y|X,, =z)=1— Z P(zy)=1- Z Q(z,y)a(z,y).

yeX y

m(2)P(r,y) = m(2)Q(z,y)a(r,y)

Pour tout x # y,

(on refait le calcul en inversant = et y

= m(y)P(y.x)
Donc 7 est symétrique par rapport a P. D’aprés le lemme , nous avons donc 7P = .

Exemple 2.9. Soit () défini dans l'ezemple @ et ™ une loi sur Z telle que w(x) = Cexp(—\/E)
pour tout x (C' est alors la constante telle que Y, _, m(x) = 1. Le programme | 2.2] fait une si-
mulation d’une marche de Metropolis de noyau de proposition Q) et de loi-cible m. On remarque
qu’il n’est pas nécessaire de connaitre C' pour implémenter ’algorithme
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Programme 2.2 Chain de Metropolis

n=100
f<-function(k)
{
return(exp(-sqrt(abs(k))))
+
liste=c()
x=0
for (k in 1:n)
{
liste=c(liste,x)
v=runif(1,0,1)
if (v<0.5)
{ y=x+1}
else
{ y=x-11}%
u=runif(1,0,1)
alpha=min(1,f(y)*0.5/(£f(x)*0.5))
if (u<alpha)
{ x=y }

2.4.1.2 Algorithme de Metropolis simple

Si Q(x,y) = Q(y,z) pour tout z,y (on dit que le noyau @) est symétrique). Dans la version
originale de I'algorithme de Metropolis, le noyau @ est symétrique. Dans ce cas, « se simplifie

en o(z,y) = min <1,M) pour tout z,y.
m(z)

Proposition 2.10. Si Q) est un noyau de Markov irréductible, symétrique et si m est une
probabilité non constante telle que m(x) > 0 pour tout x, alors la chaine de Markov de Metro-
polis de noyau de proposition Q) et de loi cible m est irréductible, apériodique, de loi invariante 7.

Démonstration :

Pour tout x,y, a(z,y) > 0. De plus,pour tout z,y, il existe P € N et une suite z1,...,z, de X

telle que Q(z,21)Q(x1,22)...Q(xp_1,7,)Q(xpy) > 0.
Donc:

P(x,x1)P(x1,22)...P(xpy) = Q(z,21)(2,21)...Q(2p,y)a(xp,y) > 0.

Pour prouver Papériodicité de P, il suffit de montrer qu’il existe = tel que P(x,z) > 0. Supposons
que P(x,z) =0 pour tout z. Or, pour tout z,
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P(z,x)=1-— Z P(z,y)

YY#£T
=3, Q) — > Qay)(1 — alz,y)
yy#T
=Q(zx)+ Y Qy)(l—alzy))
YyFx

=Q(r,x x —M

- Q)+ 3 Qew (-28)
onc xr,r) — r.xr) = x —M
a Plea) - Qea) = 3 Q 0(1-29)

Fixons x € X. Les deux termes de I’équation ci-dessus sont de signes opposés, ils valent
donc 0. Nous avons donc, pour tout y tel que y # = et Q(x,y) # 0 (il en existe car @ est

irréductible),
(1-22) .

c’est-a-dire m(y) > m(x). Comme 7 n’est pas constante alors il existe y tel que 7(y) > 7(z).
Mais en inversant x et y dans (16), nous avons 7(z) > m(y). Nous aboutissons donc & une
contradiction.

Donc il existe z tel que P(z,z) > 0. Donc le noyau P est apériodique.

Sous les hypothése de cette proposition, nous pouvons appliquer le théoréme vitesse de
convergence.

2.4.2 L’échantillonnage de Gibbs

Cette méthode a été utilisée par Geman S et Geman D (1984) pour générer des observa-

tions a partir d’une distribution de Gibbs (distribution de Boltzmann). Il s’agit d’une forme
particuliére de la méthode de Monte-Carlo par chaine de Markov qui, du fait de son efficacité,
est largement utilisée dans de nombreux domaines d’analyse statistique bayésienne.
Dans la méthode de Gibbs, aprés avoir choisi un point départ, les d composantes du vecteur
de covariables (#) sont générées les unes aprés les autres conditionnellement & toute les autres
composantes. Si m(6 | z) est la densité des d composantes du vecteur 6, conditionnellement
aux données observées (x), nous utilisons alors les densités conditionnelles 7(6; | 09,03,...,04,%),
7(0y 01,0s,...,04,7) et ainsi de suite. A chaque k® étape, la distribution conditionnelle utilise
les valeurs générées les plus récentes parmi toutes les autres composantes. Par la théorie des
chaines de Markov, on a que lorsque k — oo la densité des réalisations obtenues converge vers
7(0 | z). Le schéma de simulation est décrit ci-dessous:

Algorithme d’échantillonnage de Gibbs
1.Fixer k£ = 0.

2. - Générer 0" a partir de (0, | 087,05".....61" )

- Générer 65" a partir de 7(6, | 017 65,61 x)
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k+1) 0§k+1) k) z)

- Générer Gékfll) a partir de m(6;_1 | 6% ey

- Générer 05 A partir de 7(6, | ng“),0&“”,...,0&?”@).
3. Si la convergence est obtenue, alors
- 1.a) retenir § = §+D)
sinon
- 2.b) fixer k =k + 1, et retourner a 1.

Le schéma de simulation est d’autant plus efficace lorsque les distributions conditionnelles

7r1(91|01 7"',9(1'71) ,9(i+1) 7"'a9d)7

sont, simulables rapidement.

Un des points remarquables de I'algorithme de Gibbs est qu’il rend possible la simulation de la
distribution jointe 7(6) = mw(6y,...,04) & partir des distributions conditionnelles 7;(6;|6,;).
Notons que l’échantillonnage de Gibbs s’applique particuliérement bien aux modéles hiérar-
chiques, c’est-a-dire a un modéle bayésien (7(z | 0),7(6)), ou la loi a priori m(#) est décomposée
en distributions conditionnelles

7'('1(9 | 81),7T2<01,02),--',7Td<0d_1 | Qd);

pour des raisons structurelles ou calculatoires. De tels modéles apparaissent naturellement dans
I’analyse bayésienne de structures complexes, ou la diversité des informations a priori et la va-
riabilité des observations nécessitent I'introduction de plusieurs niveaux de lois a priori (Robert,
1992).

Dans le cas particulier a deux composantes par exemple, la distribution jointe s’écrit d’aprés la
formule de Bayes suivant les expressions

7(01,05) = m1 (01 | 02) x 7 (0) = m2(0s | 61) x 72(6;), (17)

ot m(6,) et w%(0;) désignent les distributions marginales. Il s’ensuit alors

WQ(QQ ’ 01) X 7T2(82 | 01) o 7T2<92 | 81)
7T1(91 | 92) 7T1(91 | 62).

' (02) =

Ainsi, il est possible d’exprimer les densités des probabilités des distributions marginales &
partir de celles des distributions conditionnelles, par exemple:

w00 = (f Zae) Hortay
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La densité de la distribution jointe (17) s’écrit donc

7(01,05) = ( / %m) _1772(92 | 6,).

Le cas général pour d composantes nécessite certaines conditions sur les lois conditionnelles.

Exemple 2.10. Considérons une loi jointe de la forme :

f(:v,y) o ngaﬁ—a—l(l _ y)nfx+ﬁfl, r=0,..,n 0<y<l1.

On remarque que l’on peut proposer une loi binomiale de paramétres (n,y) pour f(x | y) et une
loi béta de parameétres x + ayn — x + 8 pour f(y | z).

On peut donc appliquer un algorithme de Gibbs pour obtenir des réalisations de f(x), la loi
marginale de x en simulant alternativement une réalisation x* d’une binomiale de paramétres
ny* ou y* est la valeur courante de y obtenu a [’étape précédente, puis une nouvelle réalisation
x d’une béta de parameétre (z* + a,n — x*).

1l se trouve qu’ici la lot marginale est accessible. En effet,

I'(z+a)l(n—2+ 3)
I'(a+ B +n)

1 1
f(@) o / J(wy)dy o / Cryrrel(1 — )1y o
0 0

La figure (6) donne une représentation de l’histogramme d’un échantillon de taille 2000
simulé par Ualgorithme de Gibbs et de la “vraie” densité f(x) qui est une béta-binomiale pour
n=106, a=2 et [ =4.

0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
1 1 1 1 1
1
1

0.02
1

...

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18

0.00

F1G. 6 — Représentations de l’exacte béta-binomiale et de [’histogramme d’un échantillon de
taille 2000 obtenu par Ualgorithme de Gibbs (séquences de 10 itérations) pour n = 16, o = 2
et 3= 4.
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Dans le cadre bayésien, l'algorithme de Gibbs va permettre d’obtenir une réalisation du
paramétre 6 = (0y,...,0,,) suivant la loi a posteriori w(6 | x) dés que 1’on est capable d’exprimer
les lois
conditionnelles: w(6; | 6; ; ),j # i.

L’échantillonnage de Gibbs consiste a:

Partant d’un vecteur initial §(%) (9 977? )
p) —

A la (p+1)*™ étape, disposant du vecteur 6@
simuler

0t = 76y | 090 0D 1)
egf’“)_ (0 | 61 6P ,...,9,(71),x)

08 =716, | 6P 6% ...0%) ;)

Les itérations successives de cet algorithme générent successivement les états d’une chaine
de Markov {#®) p > 0} a valeurs N®™.
La probabilité de transition de €' vers 6 a pour expression :

K(@.0) =76 09,..,0m) X7l | 61,0s,....0/ )
X7T<03 ’ 9150279/45-'-9,171) X ... X 7T((9m ’ 917---56m71)-

On montre que cette chaine admet une mesure invariante qui est la loi a posteriori. Pour un
nombre d’itérations suffisamment grand, le vecteur € obtenu peut donc étre considéré comme
étant une réalisation de la loi a posteriori.

Exemple 2.11. (Loi normale bivariée)
On désire simuler une loi normale bivariée

(X)Y) =2 ~N(0,A) avec A = ( ; f )
Les lois conditionnelles :

YIX =2~ N(pz,l - p°) et X|Y =y~ N(py.l-p*)

L’implémentation en R

Programme 2.3 Loi normale bivariée

N=20000; a=0.2; bn=40; mu=0;
f=function(x){(1/sqrt (pi*2))*\exp(-(1/2)*(x-mu)~2)}
y=x=numeric(1); y[1]=0.5;
x[1]=rnorm(1,axy[1],1-a~2)

for(i in 2:N){

y[il=rnorm(1,a*x[i-1],1-a"2)
x[i]=rnorm(1,axy[i],1-a~2)}

par (mfrow=c(1,2))

hist (y,breaks=bn,prob=TRUE,main=Distribution de Y")
curve (f,add=TRUE, col=blue" lty=1,lwd=2)

hist (x,breaks=bn,prob=TRUE,main=Distribution de X")
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Exemple 2.12. Modéle Auto-exponentiel de Besag (1974)
Soit une densité f, appelée auto-exponentielle définie comme suit

f(z,29,23) oc exp{—(x1 + 22 + 23 + O121272 + Orx023 + O32123)}

avec 01,025,035 connus :
Toutes les lois conditionnelles sont exponentielles :

X1 | wa,w3 ~ Exp(l + 0129 + O313).
Xy | y,03 ~ Exp(l + 0121 + Oa3).

X3 ‘ To,T1 ~~ Exp(l + 82132 + 831’1).

Nous prenons pour notre cas 01 = 0.1, 0, = 2 et 3 = 20.

Programme 2.4 Modéle Auto-exponentiel

N=20000; a=0.1; b=2; c=20; bn=40;
X1=X2=X3=numeric(1);

X3[1]=X2[1]1=0.5;

for (i in 2:N){ X1[il=rexp(1l,1+a*X2[i-1]+c*X3[i-1])
X2[il=rexp(1,1+a*X1[i-1])+b*X3[i-1]1)
X3[i]l=rexp(1,1+c*X1[i-1])+b*X3[i-1]) }

par (mfrow=c(2,2))

hist (X1,breaks=bn, prob=TRUE,main=Distribuction de X1")
hist (X2,breaks=bn, prob=TRUE,main=Distribuction de X2")
hist (X3,breaks=bn, prob=TRUE,main=Distribuction de X2")
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2.5 Conclusion

L’objet principal de ce chapitre est la présentation des algorithmes basés sur les différentes
méthodes et techniques de Monte Carlo, en plus d’étudier les chaines de Markov.

Nous avons suivi 'ordre chronologique des événements dans I’évolution et 'introduction des
différentes approches d’approximation des intégrales, soit analytiquement, soit numériquement
ou par simulation. Les critiques faites aux deux premiéres approches nous orientent sur 1’ap-
proche simulation dont les méthodes d’échantillonnage préférentiel adaptatif et les méthodes
MCMC TI'emportent sur les autres techniques que nous avons présentées.

Le chapitre suivant est consacrée a 'adaptation et I'implémentation des applications de la
MCMC.
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Chapitre 3
———

3 Application des méthodes MCMC a la statistique Bayé-
sienne

3.1 Introduction

L’émergence des probabilités remonte au 17éme siécle tandis que les premiers travaux de
statistique datent du 18eme siecle avec Bayes et Laplace. Il s’agit alors de statistique bayésienne.
Au cours du 19éme siécle et du 20éme siécle les méthodes fréquentistes supplantent largement
les méthodes bayésiennes. Depuis le début des années 1980, on note un retour trés important
de la recherche et des applications des méthodes bayésiennes. On peut se demander pourquoi il
a fallu attendre si tard pour que la statistique bayésienne revienne au premier plan. La raison
est simple: la statistique bayésienne nécessite souvent des calculs potentiellement lourds ou
infaisable lorsque 'on sort des exemples simples, il a donc fallu attendre que des méthodes de
résolution numérique soient suffisamment performantes pour permettre d’obtenir des approxi-
mations numériques en des temps raisonnables. L’utilisation de méthodes de Monte-Carlo et
MCMC pour approximer numériquement les intégrales a permis de sortir du cadre simple des
lois conjuguées et d’élargir considérablement le spectre d’application des méthodes bayésiennes.

3.2 Application de I’échantillonneur de Gibbs & I’éstimation Bayé-
sienne dans un cas gaussien

Nous nous intéressons a une analyse Bayésienne d’une suite de variables aléatoires Gaus-
sienne, indépendantes et identiquement distribuées.
En utilisant l'algorithme de Gibbs Sampler, nous retrouvons les densités a posteriori de la
moyenne et de la variance.

Présentation du modéle:

Soient X7,...,X,, une suite de variables aléatoires i.i.d. de moyenne p et de variance o2.

Lois a priori:

Supposons que les lois a priori assignées aux paramétres p et o2 sont données respectivement
par:

f(p) < constante sur R
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L’analyse a posteriori:

La fonction de vraisemblance est donnée par:

L(o®|X) o (0%) 2 e i1

La densité jointe a priori est donnée par:

f(uo®) = f(p).f(0%) x =

o2
D’ou la densité jointe a posteriori:

f(no®/X) o (0%)F e =

Les densités a posteriori conditionnelles :

Posons 7 = ;.
Flulra) ~ N(z,—)
nT
a n 2
ol ~ G (5o 2.

2

Le programme sous le logiciel R suivant nous donné les densités de p et 0 obtenues par

I'algorithme de Gibbs.

Programme 3.1 La loi gaussienne

n=30
mu=1
tau=0.5
x=rnorm(n,mu,1/tau)
xbar=mean (x)
s2=mean ((x-mean(x))~2)
s2
T = 1000
taull] =1
for(i in 2:11000) {
mu[i] = rnorm(n = 1, mean = xbar, sd = sqrt(l / (n * tauli - 1])))
tauli] = rgamma(n = 1, shape = n / 2, scale =2/ ((n - 1) * s2 + n * (mul[i] - xbar)~2)
+
mu <- mul[-(1:T)]
tau <- taul-(1:T)]
hist (mu)
hist(tau)
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F1G. 7 — Les distributions de 7 et p obtenues par l’algorithme de Gibbs.

3.3 Application des méthodes MCMC a la détection des points de
rupture

3.3.1 Introduction

L’étude de rupture de modéle est devenue I'un des passages incontournables pour les éco-
nomeétres et les statisticiens. En effet, la stabilité d’un modéle si elle venait a faire défaut doit
étre décelée sinon elle risque de conduire a des résultats erronés et entrainer des interprétations
fausses. Il est donc impératif de s’assurer de la stabilité ou non du modéle étudié. Pour cela, le
statisticien est appelé a faire des tests pour détecter un eventuel changement des paramétres de
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son modele, estimer s’il y a lieu le ou les points de rupture, identifier les paramétres sujets a un
changement et enfin estimer leur amplitude. L’approche bayésienne a été largement sollicitée
dans ce domaine.

3.3.2 Définition d’un modéle de rupture

On dira qu’il y a rupture dans une suite de variables aléatoires X1,X5,...X,, s’il existe un
entier m; (1 < m < n — 1); tel que les variables aléatoires X;,Xs,...,X,, suivent une loi de
probabilité de fonction de répartition Fj(x/60;) et les variables aléatoires X,,11,...,X,, suivent
une autre loi de probabilité de fonction de répartition Fy(x/603), ou 6 et 65 sont des paramétres
inconnus réels ou vectoriels (0, # 63). Le point m est appelé point de rupture ou point de
changement. Dans la litterature anglo-saxonne il est connu sous le nom de shift point ou change
point.

3.3.3 Détection de rupture dans un modéle de poisson

Nous nous intéressons dans cette section aux travaux de Ilker Yildrim (2012). L’auteur
considére une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de poisson ayant subit un chan-
gement a un instant inconnu. Soit Xj,...,X,, cette suite de paramétre A\; pour ¢ = 1 : r et Ay
pourt=7r+1:n.

Le changement concérne le paramétre de la loi, le modéle peut donc s’écrire comme suit:

X, P()\l), i= 1,...,1",
‘ P(Xg), i=r+1,...n.
L’analyse bayésienne :

Les lois a priori assignées par 'auteur aux parameétres r,\;,Ay sont données respectivement
par:

r o Uniforme(1,n)
Ai « Gamma(a,b)

Les lois a posteriori conditionnelles retrouvées par 'auteur sont données par:

log P(A1]n,A2) ~ log Gamma(a + Z z;,r+b).

i=1

log P(A2|n,A1) ~ log Gamma(a + Z xrin —1r+Db).
i=r+1

log(7r|A1,Ag) o (Z xl) log A\ —rA; + < Z xl> log Ay — (n — 1) Aa.

=1 i=r+1
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Simulation MCMC:

Pour détecter le point de la rupture, 'auteur s’intéresse a la densité a posteriori marginale
de 7, dont le mode nous donne le point ou a eu lieu le changement.
Afin de retrouver cette densité, ’auteur utilise I’echantillonneur de Gibbs. Il considére un échan-
tillon de taille n = 50, avec a =2 et b= 1.

Les résultats obtenus sont donnés par le graphe suivant:

?EB L , . 14 1 |
10 20 30 40 50
n

F1G. 8 — Densité a posterior: de r

La figure nous donne la densité a posteriori marginale de r. Nous remarquons que le mode
est égale a 26. Donc nous avons une rupture au point r = 26.

3.3.4 Exemple de rupture sur des données réelles

[Antoch Jaromir, Praha, David Legat, Praha, Application of MCMC To Change Point De-
tection]

Klementinum est un batiment historique dans la partie centrale de Prague ou la température
a été mesurée depuis (1775), grace a une station météorologique, placée dans l'une de ses
tours.Les auteurs s’interessent aux moyennes annuelles de ses températures durant la période
de 1775 a 1992.
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Tour astronomique de Klementinum (2008).

A fin de détecter un éventuel changement dans la moyenne des températures, les auteurs
considérent le modele suivant :

Modeéle: Soit Zi,...,Z N une suite de variables aléatoires de moyenne p; pour ¢ = 1 : Net de
variance o2,

Le modeéle peut donc s’écrire comme suit :

N(MlaO-Z)a 1 S [ S r,
(1) Zi~ { N(p2,0%), r<i<N,

ou 7,1, e et o? sont des paramétres inconnus
Les lois a priori

Les lois a priori proposées par les auteurs sont :

1
On pose v = —.

o
Pour r ~ u[1,N]

mo(r) ~ u[1,N]
mo(p1) ~ N(1.€7)
mo(pa) ~ N(v2,63)
mo(y) ~ Ga(1,1).

Avec vy =1, =95et & =& = 1.
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La densité jointe a priori:

1, 42,7Y,T est donnée par

Flpasr) & expl =3 (1 = 160 = 5 (2 = 1)/ = 7).

La fonction de vraisemblance des Z;

de la séquence Zi,...,Zy pour des valeurs données de parameétres est

r N
f(z15s2n | payy,r) o AN exp (‘% [Z (2 — m)* + Z (zi — M2)2] >;

i=r i=r+1

La densité jointe a posteriori

Par le théoréeme de Bayes, on retrouve la densité a posteriori jointe des paramétres

r N
(/~L1 - V1)2 (M2 - V2)2 Y
St o yrlz 72 exp <_ 262 - 262 -7 9 Z (2 — NI)Q + Z (2 = ,u2)2 )
1 2

=1 i=r+1

Apreés avoir calculer les densités conditionnelles, les auteurs utilisent I’échantillonneur de
Gibbs pour trouver la distribution a posteriori du paramétre r.

Les résultats obtenus sont donnés par la figure suivante :

0.04
|

0.02
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~

1 o / ~ \/ .

I I I T I
1900 1920 1940 1960 1980

F1G. 9 — La densité a posterior: de r.

Les auteurs se sont intéressé, a la distribution a posteriori du paramétre r. Le mode de cette
dérniére nous détérmine le point ou a eu lieu le changement. Nous remarquons que la rupture
s’est produite en 1943.
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Conclusion générale

L’analyse bayésienne constitue un développement important en statistique ces derniéres
années. L’utilisation de méthodes bayésiennes peut présenter certains avantages. En effet, ces
méthodes utilisent des connaissances antérieures, exprimées sous forme de distribution de pro-
babilité, afin de modifier une information nouvelle. L’ utilisation de lois de distributions, et
surtout de leurs propriétés.

Le développement des algorithmes itératifs possédant des propriétés markoviennes a permis
de surmonter cet obstacle dans la mesure ou ceux-ci permettent d’échantillonner a partir de la
distribution a posteriori, sans qu’il soit nécessaire de la spécifier explicitement, et assurent la
convergence en distribution vers la distribution a posteriori. L’échantillonneur de Gibbs (1984)
et 'algorithme de Metropolis-Hastings (1953) sont les algorithmes stochastiques de Monte-
Carlo par Chaine de Markov les plus utilisés dans les méthodes d’analyse bayésienne.

Cependant, 'inférence bayésienne est largement sollicitée et donne de bons résultats dans
beaucoup de disciplines, notamment en physiques, en économie, en finances et en medecine. Les
méthodes Monte Carlo par chaines de Markov apportent une grande souplesse a la méthodologie
bayésienne.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les méthodes de Monte-Carlo, application de bayésienne.

Dans le premier chapitre, nous présentons l'analyse statistique bayésienne, nous montrons
dans ce chapitre la théorie de Bayes, puis les lois a priori, en plus les bases de la théorie de la
décision qui contient l'estimation de Bayes.

Dans le chapitre 2, les méthodes d’estimation Monte-Carlo avec un bref apercu des méthodes
de simulation par chaines de Markov (MCMC). Nous nous intéressons en particulier aux deux
algorithmes qui sont utiles pour ces méthodes: il s’agit de ’algorithme Metropolis-Hastings
et la méthode d’échantillonnage de Gibbs. Cette derniére a été utilisée par Geman et Geman
(84) pour générer des observations a partir d’une distribution de Gibbs . Il s’agit d’une forme
particuliére de méthode de Monte-Carlo par chaine de Markov qui, du fait de son efficacité, est
largement utilisée dans de nombreux domaines d’analyse statistique bayésienne.

Dans le chapitre 3, nous verrons I'application des méthodes MCMC a la détection des points
de rupture, la détection des points de changement est un sujet d’intérét pour de nombreuses

statistiques appliquées et théoriques. depuis les années soixante-dix.

Mots-clés: L’analyse statistique Bayésienne, méthodes de Monte-Carlo par chaine de Mar-
kov, échantillonnage de Gibbs, algorithme de Metropolis-Hastings.
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