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Notations 
 

ACRONYMES  

− LMI : Linear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Linéaire) 

− LTV : Linear  Time variant (Linéaire à temps vairant) 

− LTI : Linear Time Invariant (Linéaire à Temps Invariant) 

− TS : Takagi-Sugeno 

− TS à VDNM :Takagi-Sugeno à Variables de Décision Non Mesurables  

− TS à VDM :  Takagi-Sugeno à Variables de Décision Mesurables 

MATRICES  

− 𝑰𝒏(I) : Matrice identité  

− P > 0, P<0 : Matrice définie positive, respectivement négative 

− 𝑷𝑻 : Matrice transposée 

− 𝑷−𝟏 : Matrice inverse  

− 𝝀𝒎𝒂𝒙(𝑷) , 𝝀𝒎𝒊𝒏(𝑷) :  Valeur  propre maximale, respectivement minimale  

− A : Matrice de commande    

− B : Matrice de commande    

− C : Matrice d’observation.  

ENSEMBLES  

− 𝓡 : Ensemble des nombres réels  

− 𝓡+ : Ensemble  des nombres réels positifs  

− 𝑷 𝑹(𝝀) : Partie réelles de 𝜆 

VARIABLES LIES AU VEHICULE 

− 𝒎 : masse de véhicule  

− 𝑰𝒛 : Moment de d’inertie  

− 𝑯𝟎 : Moment dynamique par rapport à l’origine 

− 𝒂 : longueur des essieux  

− 𝜶𝒇 : Angle de dérive des roues avant 

−  𝜶𝒓 : Angle de dérive des roues arrière  

− 𝒗𝒙(𝒕) : vitesse longitudinale  

− 𝒍𝒇 : Distance entre le centre  de gravité et  l’essieu avant. 



Notations 
 

− 𝒍𝒓 : Distance entre le  centre de gravité  et l’essieu arrière   . 

− 𝜹𝒇(𝒕) : Angle de braquage des roues avant. 

− 𝜷(𝒕) : Angle de dérive au centre de gravité du véhicule. 

− 𝝍(𝒕) : Angle de lacet  

− 𝝍(̇ (𝑡) : vitesse de lacet  

− 𝑭𝒚𝒇 : Efforts latéraux  de contact pneumatique chaussé des roues  avant  

− 𝑭𝒚𝒇 : Efforts  latéraux de contact pneumatique chaussé des roues  arrière  

− 𝑪𝒚𝒇: Coefficient de raideur des roues avant 

− 𝑪𝒚𝒓: Coefficient de raideur des roues arrière  

−  𝝁𝒊(𝝃(𝒕)) : Les fonctions d’activation (pondération) 

− 𝝃(𝒕) : Les variables de de décisions (permisses) 
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    Au cours des deux dernières décennies, les véhicules sont devenus de plus en plus 

indispensables au quotidien de l’homme.  

    Le problème du roulement des véhicules est rendu difficile par les phénomènes de dérive 

lors de leur déplacement, surtout lors du parcourt suivant une trajectoire courbée, ce problème 

risque de dérapage. La majorité des accidents de la route qui provoquent chaque année de 

nombreux décès dans  le monde sont causés par le  problème cité  précédemment.  

    Le souci d’améliorer la sécurité des véhicules, incite de plus en plus à développer des 

systèmes d’aide à la conduite qui sont essentiels dans le contrôle du véhicule sur la route. 

    Ces systèmes nécessitent pour leur élaboration la disponibilité d’un  modèle mathématique 

représentant la dynamique du véhicule. Pour cela il est nécessaire de modéliser le système du 

véhicule.  

   Pour modéliser ce système, nous avons utilisé le formalisme non linéaire, afin de mieux 

représenter le système réel du véhicule. Cependant, l’inconvénient en  adoptant ce formalisme 

est la complexité des modèles obtenus d’un point de vue mathématique,  de plus, ils sont très 

difficiles  à étudier. 

    Dans ce mémoire, nous proposons un modèle mathématique qui représente le système non 

linéaire initial du véhicule. Ce modèle appelé modèle de Takagi-Sugeno (multi -modèles 

Takagi-Sugeno).   

    Les modèles TS sont des modèles non linéaires, leur représentation globale  est assurée par 

l’interpolation de l’ensemble des sous modèles via des fonctions de pondération non linéaires 

traduisant de la contribution de chaque sous modèle. Ils offrent l’avantage d’être facilement 

exploitable d’un point de vue mathématique.  

    L’élaboration des systèmes d’aide à la conduite nécessite la disponibilité des variables liées 

à l’état du véhicule. Mais, ces variables ne sont pas toujours disponibles à la mesure.  Pour 

cela nous avons construit un observateur TS à VDNM, afin d’estimer les variables de la 

dynamique latérale du véhicule.  

 

     Afin de mener à bien les objectifs visés, nous avons organisé notre mémoire  comme suit : 

 

    Au chapitre I, nous avons exposé une étude de l’accidentologie routière, ainsi que les 

causes et les conséquences des accidents par sortie de voie. Par la suite nous avons présenté 

les systèmes d’aide à la conduite, afin de réduire ce type d’accidents. 

    Dans le  chapitre II,  nous avons représenté les différents modèles de la dynamique latérale 

du véhicule. Cela passe par une modélisation du système véhicule pour disposer d’un modèle 
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mathématique représentant le comportement  réel du véhicule.  Le modèle non linéaire obtenu 

est un modèle précis. Mais il est complexe  d’un point de vue mathématique et qui est difficile 

à étudier. 

    Au chapitre III, nous avons  utilisé  le formalisme TS, afin de décrire la dynamique latérale 

du véhicule  de manière précise reflétant le plus fièdelement possible le comportement réel du 

véhicule. Le modèle TS obtenu dans ce chapitre est un modèle non linéaire exploitable et 

simple.  Ce model TS sera utilisé dans le chapitre suivant pour la synthèse d’observateur. 

 

    Dans le  chapitre IV, nous avons construit, un observateur TS à VDNM, afin d’estimer les 

variables non disponibles à la mesures décrivant  la dynamique latérale du véhicule. Pour cela 

nous avons utilisé l’approche 𝐿2  par atténuation de perturbation. 
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I.1.Introduction  

 

     Le véhicule est de nos jours un outil indispensable à la vie moderne.  Si le véhicule est 

utile et indispensable, il est aussi l’une des causes premières de mortalité. 

     Pour cela, nous allons présenter dans ce chapitre, une idée générale sur l’accidentologie et  

les principaux facteurs d’accidents. Par la suite nous allons  présenter les différents systèmes 

d’aide à la conduite.   

I.2. L’accidentologie 

 

    Le terme d’accidentologie a été créé à la fin des années soixante par des chercheurs de 

l’ONSER, l’organisme national de recherche dans le domaine de la sécurité routière qui est 

devenu  l’INRETS [01]. 

 

    En Algérie, Le bilan annuel des services de police établi en zones urbaines, fait état de 

16245 accidents de la circulation routière contre 17 383 accidents enregistrés durant l’année 

2014. Ces mêmes accidents ont ainsi engendré 19337 blessés en 2015 contre 20 717 blessés 

en 2014. En effet, les accidents corporels de la circulation routière ont fait 809 morts en 2015, 

alors qu’en 2014, il a été recensé 828 décès [02].  

     Le bilan des victimes de la route, nous forcer à étudier et chercher les principaux facteurs 

d’accidents.   

 

I.2.1.  Principaux facteurs d’accidents  

 

    Les études réalisées pour déterminer les causes, la nature et les conséquences des accidents 

ont montré que la principale catégorie d’accidents est représentée par les accidents concernant 

un véhicule seul, avec 37% des accidents. 16% de cette catégorie représente un véhicule seul. 

La catégorie des accidents qui concernent des chocs frontaux entre véhicules représente 11% 

des accidents. 

    Un accident de type véhicule seul est le produit d’une relation défectueuse entre le 

conducteur, le véhicule routier et l’environnement routier. Cette catégorie d’accidents est 

connue sous le nom des accidents par sortie de voie. Donc, nous résumons les principaux 

facteurs de ces accidents en deux grandes familles principales : [01] 

− Perte de contrôle du véhicule liée à ses caractéristiques mécaniques, à celles de 

l’infrastructure et aux conditions du trafic et de l’environnement. 
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− Défaillance du conducteur liée à ses propres limites physiologiques (perception de 

l’environnement routier, perte d’attention, fatigue….ect)  et au non-respect des règles 

de conduite. 

     L’étude de l’accidentologie présentée précédemment a montré que le type d’accidents  par 

sortie de  voie représente une grande partie de l’accidentologie globale. C’est pour cela, nous 

avons décidé de nous focaliser sur ce type d’accidents. 

 

 La figure ci-dessous montre effet sous-virage et sur-virage  du véhicule [03] 

 

 

 

  

 

  

 

  

 

 

 

                                     Figure I.1: Sur-virage et sous-virage du véhicule. 

 

Sur-virage : correspond à la dérive du l’arrière du véhicule. 

Sous_virage : correspond à la dérive du l’avant du véhicule.                 

    Afin d’éviter les accidents de type sortie de voie (sur une perte de contrôle ou 

involontaires). Des recherches ont été  développées  sur les systèmes d’aide à la conduite. 
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I.3.  Systèmes d’aide à la conduite  

    Un système d’aide à la conduite (ADAS : Advanced Driver Assistance  System), est 

système qui permet au conducteur d’être assisté sa tâche de conduite en: libérant d'un certain 

nombre de tâches qui peuvent réduire sa vigilance, en tenant compte des cas graves qui 

pourraient conduire à un accident. 

Il existe deux types des systèmes d’aide à la conduite, passive ou active : 

 Système d’aide passive : Les dispositifs de sécurité passive sont des équipements qui 

n’influence pas la dynamique du véhicule tels que, airbag, ceinture de sécurité,…etc. . 

  Système d’aide active : Les dispositifs de sécurité active sont des équipements qui 

influence la dynamique du véhicule tels que : L’ABS (système d’antiblocage des roues 

qui permet d’optimiser la distance de freinage et préserver la contrôlabilité du 

véhicule), les systèmes ESP (Electronique Stability System, permet de contrôler la 

trajectoire), ESC (permet de contrôler le mouvement de rotation de lacet du véhicule), 

ASR (système d’anti-patinage des roues) [04]. 

Ces systèmes de sécurité préventive aident les conducteurs à : 

  Rester sur la voie 

 Garder les distances de sécurité 

 Eviter les dépassements en situation dangereuse 

 Évitez les collisions avec les usagers de la route vulnérables 

 Maintenir   une vitesse sure  

    Pour élaborer ces système d’aide à la conduite, la connaissance des variables liées au 

véhicule et à son environnement est nécessaire ces variables ne sont pas toujours disponibles à 

la mesure quel que soit pour des raisons techniques ou économiques. Pour cela, la synthèse 

d’observateurs est une solution alternative, prouvée et prometteuse, notamment dans le 

contexte du véhicule.  

    Dans ce sens, l’objectif de notre travail est de construire un observateur pour le système 

véhicule. Cependant,  notre système étant fortement non linéaire et complexe, la conception 

d’observateurs s’avère difficile et délicate, utiliser un système linéaire est une solution. 

Néanmoins, pour cela et afin de simplifier la tâche, un modèle linéaire peut être utilisé. Mais, 

puisque la représentation est locale, les estimations vont être affectées. Une représentation NL 
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serait plus précise, cependant, le manque d’approches de synthèse d’observateurs pour les 

systèmes NL limite cette voie.   

I.4. Conclusion  

    Dans ce chapitre, nous avons présenté une idée de l’accidentologie avec une présentation 

des différents facteurs d’accidents, ainsi que le type d’accidents le plus fréquent. Il s’agit des 

accidents par sortie de voie, qui représentent plus de 30% de l’accidentologie globale dans le 

monde.  Pour résoudre ce problème des systèmes d’aide à la conduite ont été développées.  

   Dans le chapitre suivant, nous allons faire une modélisation  de la dynamique latérale du 

véhicule. 
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II.1. Introduction  

      Le véhicule est un système très complexe dont le comportement est fortement non linéaire. Cette 

non-linéarité intervient sur plusieurs points : le contact pneumatique/chaussée, le mouvement des  

amortisseurs et le couplage des efforts, ce qui le rend difficile à modéliser. 

      La modélisation peut être simplifiée pour cibler une application bien définie. Dans ce chapitre, 

nous présentons  la modélisation dynamique latérale  du véhicule. Dans un premier temps, nous 

présentons les différents mouvements et repères nécessaires pour modéliser le véhicule. Dans un 

second temps, nous exprimons les efforts et moments extérieurs agissant sur le véhicule. 

Finalement, nous appliquons les principes fondamentaux de la dynamique pour obtenir un modèle 

de la dynamique latérale du véhicule. 

II.2. Différents mouvements et repères du véhicule   

 

     Pour déterminer le modèle du véhicule, il est nécessaire d’étudier ses différents 

mouvements et les  différents repères associés. 

 

 II.2.1. Mouvements du véhicule  

 

      Il existe trois mouvements de translations et trois mouvements de rotation [05] : 

Les mouvements de rotations sont : 

 

 La rotation d’angle ∅ autours de l’axe longitudinal  𝑂𝑥  appelée mouvement de roulis. 

 La rotation d’angle 𝜃 autour de l’axe transversal 𝑂𝑦  appelée mouvement de tangage. 

  La  rotation d’angle 𝜓 autour de l’axe orthogonal 𝑂𝑧 appelée mouvement de lacet. 

 

Les mouvements de translations sont : 

 

 La translation selon l’axe longitudinale   𝑂𝑥  appelée  Avance.  

 La translation selon l’axe transversale   𝑂𝑦  appelé Ballant.  

 La translation selon l’axe verticale 𝑂𝑧  appelé Pompage. 
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Ces mouvements sont représentés sur la figure (I.1)   

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

                                  Figure II.1: les différents mouvements du véhicule 

                          

II.2.2. Définition des repères    

    

   Pour décrire les mouvements du véhicule nous avons besoins de deux repères particuliers : 

le repère absolu supposé galiléen noté  𝑅𝑎 et le repère lié à la caisse du véhicule noté 𝑅𝑐. Le 

passage entre ces deux repères nécessite  deux repères intermédiaires, le repère  véhicule  𝑅𝑣 

et le repère intermédiaire  𝑅𝑖. Les passages entre les différents repères se décomposent de la 

manière suivante :  

   Le repère véhicule 𝑅𝑣 subit une translation  𝑂𝑎
 𝑂𝑣 et une rotation de lacet d’angle 𝜓 autour 

de l’axe  𝑂𝑎
 𝑍𝑎  par rapport au repère absolu 𝑅𝑎  (voir Figure I.2 (a)), le repère intermédiaire 

𝑅𝑖 qui subit une rotation de tangage d’angle 𝜃  autour de l’axe  𝑂𝑣
 𝑦𝑣 par rapport au repère 

véhicule 𝑅𝑣 (voir Figure II.2 (b)), le repère caisse  𝑅𝑐 effectue une rotation de roulis  𝜙 autour 

de l’axe  𝑂𝑖
 𝑋i par rapport au repère intermédiaire  𝑅𝑖  (voir Figure. II.2 (c)). Ces repères sont 

représentés  sur  la figure (II.2) [06] 

 

 

 

 

 

 

 

     Figure(II.2) :(a) Repère absolu-repère véhicule. (b) Repère véhicule-repère intermédiaire.        

                                              (c)Repère intermédiaire-repère caisse 
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II.3. Changement de repères    

 

 Considérons un point P dans l’espace, nous calculons les transformations des coordonnées du 

point P du repère absolu 𝑅𝑎 vers les repères 𝑅𝑣, 𝑅𝑖 et  𝑅𝑐 [03].    

 

    Le passage de  𝑹𝒂 vers 𝑹𝒗 : Se compose d’une translation( 𝑂𝑎𝑂𝑣)
𝑣   et d’une rotation 

d’angle 𝜓 autour de l’axe 𝑂𝑎𝑍𝑎. La composition de la translation avec la rotation est 

donnée  par: 

             (𝑂𝑎𝑃) 
𝑣  = (𝑂𝑎  𝑂𝑣)

𝑣 +  𝑅𝜓  (𝑂𝑎𝑃)
𝑎    avec :    𝑅𝜓 = (

cos𝜓 sin𝜓 0

− sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1

) . 

    Le passage de  𝑹𝒗 
vers  𝑹𝒊 : Se compose d’une  rotation d’angle θ autour d’axe 𝑂𝑣𝑌𝑣 le 

vecteur  𝑂𝑎𝑃  a pour coordonnées dans ce repère : 

                          (𝑂𝑎𝑃   ) 
𝑖   = 𝑅𝜃  (𝑂𝑎𝑃   )

𝑣  avec :   𝑅𝜃 = (
cos 𝜃 0 − sin 𝜃

0 1 0

sin 𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

)  . 

    Le passage de 𝑹𝒊 vers 𝑹𝒄  :
 Se compose d’une rotation d’angle  ∅ autour d’axe   𝑂𝑖 𝑋𝑖 le 

vecteur 𝑂𝑎𝑃  a pour coordonnées dans ce repère : 

                    (𝑂𝑎𝑃   ) 
𝑐   =  𝑅∅(𝑂𝑎𝑃   )

𝑖       avec :      𝑅∅ = (
1 0 0

0 cos ∅ sin ∅

0 −sin∅ cos ∅

)    .   

 

    L’étape suivante est donc représenter l’évolution du point   𝑂𝑐 en fonction des vitesses et 

vitesse angulaire dans le repère lié à la caisse  𝑅𝑐 . Autrement dit, exprimer les formulations 

de passage du repère 𝑅𝑎 au repère  𝑅𝑐 pour les vitesses du point 𝑂𝑐 . Pour cela, il est considéré 

qu’à l’origine du temps,  𝑂𝑎 ≡    𝑂𝑣 ≡    𝑂𝑖 ≡   𝑂𝑐 . 

 

   Nous considérons à cet effet, un point P sur la caisse du véhicule. Le point P forme des 

vecteurs avec l’origine du repère absolue 𝑅𝑎  et l’origine du repère  caisse  𝑅𝑐 notés (  𝑂𝑎 P) et 

(  𝑂𝑎  𝑂𝑐)  respectivement, voire la figure  (II.3)  

 

Les coordonnées du point P dans le repère  𝑅𝑐 par rapport au repère absolu 𝑅𝑎   nous donne la 

loi de composition suivante.  
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Figure II.3 : Point sur la caisse du véhicule dans le repère absolu et repère lié à la caisse    

 

                                        (𝑂𝑎 𝑃)
𝐶 = (𝑂𝑎 𝑂𝑐)

𝑐 + (  𝑂𝑐 𝑃)
𝐶                                                  (II.1)     

 

    Dans la suite de ce chapitre, le point P est assimilé au centre de gravité du véhicule. 

 

Remarque : La dérivation effectuée dans le repère (fixe) notée (•) et celle effectuée dans le 

repère mobile lié à la caisse, notées ( ˇ ) .la relation existe entre ces deux dérivations  [06] : 

 

                                                  𝑋 ̇ = 𝑋̌ + Ω × X                                                                  (II.2)                                                   

Où : 

Ω : Vecteur vitesse de rotation entre le repère absolu et le repère mobile  

 × : Produit vectoriel. 

 

II.4. La Dynamique du véhicule  

 

     Cette section est dédiée au développement des équations du mouvement du véhicule en 

utilisant les principes fondamentaux de la dynamique dans le repère lié à la caisse 𝑅𝑐 . Des  

hypothèses simplificatrices seront formulées afin de réduire la complexité de la représentation 

et de pouvoir exploiter le modèle. 
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    II.4.1. Calcul de l’accélération d’un point situé sur la caisse du véhicule    

     

  Pour exploiter les principes de la dynamique, il faut disposer de l’expression de 

l’accélération d’un point lié au repère caisse. Pour exprimer l’accélération du point G (le 

centre de gravité) par rapport à 𝑅𝑎, il faut disposer de l’expression de la vitesse absolue au 

point G. Pour cela il suffit de dériver l’expression (II.1) : 

 

                                           (𝑂𝑎𝐺)̇
𝑐 =   (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇

𝑐  + (𝑂𝑐𝐺)̇  𝑐                                                (II.3)          

                     

  D’après la remarque précédente, on obtient : 

 

                                    (𝑂𝑎𝐺)̇
𝑐 = (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇

𝑐 +  (𝑂𝑐ˇ𝐺) 
𝑐   +   Ω  × (𝑂𝑐𝐺)

𝑐                           (II.4)                   

 

L’accélération du point G est obtenue en dérivant une seconde fois l’expression de la vitesse 

(II.4), après des calculs mathématiques [06] .l’expression de l’accélération au point G est 

donné par : 

 

(Γ𝐺) 
𝑐 = ( 𝑂𝑐

ˬ
ˇ 𝐺)

𝑐

+ 2 Ω × (𝑂𝑐ˇ𝐺)
𝑐  + (𝑂𝑎

.̌𝑂𝑐) 
𝑐 + Ω × (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇

𝑐  

                                    +Ω̇ × (𝑂𝑐𝐺)
𝑐 + Ω × Ω × (𝑂𝑐𝐺)

𝑐                                                  (II.5)                          

    

Avec : (Γ𝐺) 
𝑐 =  (𝑂𝑎𝐺)̈

𝑐  = (𝑂𝑎𝑃)̈
𝑐  ,  car  P ≡ G  

   L’expression de  l’accélération au point G déterminée dans un repère mobile 𝑅𝑐  par rapport 

à un repère fixe 𝑅𝑎  .   

 

(𝑂𝑐

ˬ
ˇ 𝐺)

𝑐

 : L’accélération relative 

2 Ω ×  (𝑂𝑐ˇ𝐺) 
𝑐 : l’accélération de Coriolis. 

(𝑂𝑎
.̌𝑂𝑐) 

𝑐+ Ω ×  (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇
𝑐+ Ω̇ × (𝑂𝑐𝐺)

𝑐 + Ω × (Ω × (𝑂𝑐𝐺)
𝑐  ) : l’accélération d’entraînement 
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II.4.2. Equation de la dynamique du véhicule  

 

     Dans cette partie, les principes fondamentaux de la dynamique permettant de  décrire les 

équations de la dynamique du véhicule et sont développés. 

     Le  principe fondamental de la dynamique se traduit par deux équations. La première est 

appelée équation de la résultante dynamique traduit le fait que la somme des forces 

extérieures appliquées au véhicule est égale à sa masse, supposée constante, multipliée par 

son accélération [06] : 

 

                                                    𝑚𝛤𝐺 = ∑𝐹𝑒𝑥𝑡 
                                                                     (II.6)                 

Où : 

𝑚 : La masse du véhicule. 

𝛤𝐺 : L’accélération au point G. 

∑𝐹𝑒𝑥𝑡 
  : La somme des  forces extérieures appliquées au véhicule  

 

La seconde  équation est appelée  équation du moment .Elle exprime similairement l’équilibre 

des moments appliqués [06] : 

 

                                                       𝐻0 = ∑𝑀𝑒𝑥𝑡                                                                   (II.7) 

Où : 

∑𝑀𝑒𝑥𝑡   : Les moments extérieurs agissant sur le véhicule.    

𝐻0 : Moment dynamique au point G qui représente l’effet de rotation au tour de ce point dû  

aux forces agissant sur ce corps rigide. Après calculs, nous obtenons l’expression  du moment 

dynamique suivante [06] : 

 

                          𝐻0 = 𝐼𝛺̌ + 𝛺 × (𝐼𝛺) + 𝑚 (𝑂𝑐𝐺)
𝑐 × [(𝑂𝑎

.̌𝑂𝑐) 
𝑐 + 𝛺 × (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇

𝑐 ]           (II.8) 

 

La quantité 𝐼 représente la matrice d’inertie, supposée constante dans le repère 𝑅𝑐, symétrique 

et définie positive : 

                                                𝐼 = (

𝐼𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧
−𝐼𝑦𝑧 𝐼𝑦 −𝐼𝑦𝑧
−𝐼𝑧𝑥 −𝐼𝑧𝑦 𝐼𝑧

)                                                   (II.9)  
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II.4.3. Équation globales des forces d’inertie et du moment dynamique  

 

     Puisque Les expressions de l’accélération d’un point appartenant à la caisse du véhicule 

(centre de gravité G) et du moment dynamique du véhicule par rapport à l’origine  du repère 

caisse 𝑅𝑐 sont établies, les équations de mouvement au point G, peuvent être exprimées 

comme suit, en utilisant les formules du principe de la dynamique cité ci-dessus en 

remplaçant les formules   (II.8) et (II.5)   par leurs expressions : 

 

{
 

   𝑚[(𝑂𝑐

ˬ
ˇ 𝐺)

𝑐

+  2 Ω ×  (𝑂𝑐ˇ𝐺) 
𝑐 +                                                                                                                

(𝑂𝑎
.̌𝑂𝑐) 

𝑐 + Ω  × (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇
𝑐 + Ω̇ ×  (𝑂𝑐𝐺)

𝑐 +  Ω × (Ω × (𝑂𝑐𝐺)
𝑐  )]   =  ∑𝐹𝑒𝑥𝑡 

                           

 𝐼0 𝛺̌  +  Ω  ×  (𝐼0  Ω)   +    𝑚 (𝑂𝑐𝐺 )
𝑐   ×  [(𝑂𝑎

.̌𝑂𝑐) 
𝑐  +  Ω  × (𝑂𝑎𝑂𝑐)̇ 𝑐  ] =    ∑𝑀𝑒𝑥𝑡                     

   

 

                                                                                                                                            (II.10) 

𝐼0 : Moment d’inertie. 

 

Hypothèses simplificatrices [06] 

 

  Hypothèse 1 :( Hypothèse du véhicule en un seul corps rigide) 

Cette hypothèse consiste à négliger les déformations et les mouvements relatifs de la caisse 

qui sont engendrés par les éléments de suspension. C’est-à-dire la vitesse et implicitement 

l’accélération du centre de gravité G par rapport à l’origine du repère lié à la caisse 𝑂𝑐, sont 

nulles  (𝑂𝑐
ˇ𝐺) 𝑐  = 0 et (𝑂𝑐

ˬ
ˇ 𝐺)

𝑐

= 0. 

    Hypothèse 2 : (Référentiel lié à la caisse  a  pour origine le centre de gravité) 

Le référentiel lié à la caisse  𝑅𝑐 a son origine au centre de gravité du véhicule : (𝑂𝑐 ≡ G) alors 

le vecteur  𝑂𝑐G = 0.  

    Hypothèse 3 : (Absence de mouvements de tangage, roulis et pompage) 

   Avec cette hypothèse les mouvements de tangage, roulis et pompage sont négligés. Le 

mouvement du véhicule est restreint aux translations dans le plan horizontal 𝑂𝑎𝑋𝑎𝑌𝑎 et à la 

rotation autour de l’axe vertical 𝑂𝑎𝑍𝑎. D’après cette hypothèse, le repère lié à la caisse 𝑅𝑐   

coïncide  avec le repère véhicule 𝑅𝑣. Le vecteur des vitesses de translation   𝑣1 devient  𝑣1= 

(𝑣, 𝑢, 0)𝑇 et le vecteur des vitesses de rotation devient  𝑣2 = Ω  =( 0,0, 𝜓̇ ) 𝑇.  
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     Hypothèse 4 : (Vitesse longitudinale constante) 

     Dans cette hypothèse, la vitesse longitudinale 𝑣𝑥 du véhicule dans le repère 𝑅𝑣  et selon 

l’axe OcXc reste constante.  La vitesse transversal  𝑢  peut être représentée par cette relation  

𝑢= 𝑣𝑥 sin (𝛽)  , tel que 𝛽 est l’angle de dérive au centre de gravité. 

     A partir de ces  Hypothèses  simplificatrices, les équations globales des forces d’inertie et 

du moment dynamique (II.10) qui sont liées au mouvement transversal, selon l’axe 𝑂𝑐𝑌𝑐 , et 

au mouvement de lacet autour de l’axe 𝑂𝑐𝑍𝑐 , permettent  de déterminer l’expression globale 

des forces d’inertie et du moment dynamique (équations d’équilibre dynamique). 

                                                                {
𝑚𝑣𝑥  ( 𝛽̇ + 𝜓̇) = ∑𝐹𝑒𝑥𝑡 

 
            

𝐼𝑧  𝜓̈ = ∑𝑀𝑒𝑥𝑡                                
                     (II.11)         

 Où : 

 𝑣𝑥 : La vitesse longitudinale.                                                                                                                                       

𝜓̇ : est la vitesse de lacet. 

𝐼𝑧 : Moment d’inertie. 

     Le contact pneumatique-chaussée du véhicule avec sa surface d’évolution est réalisé au 

niveau de ces quatre roues. Les actions et les réactions qui s’exercent entre le sol et le 

véhicule dépendent de la nature du contact  ainsi que de la force normale sur la surface de 

contact. Pour cela il nécessaire  d’étudier la dynamique de la roue.   

 

𝜇1 = (

𝑥𝑂𝑐
𝑦𝑂𝑐
𝑧𝑂𝑐

)

𝑎

 : Coordonnées du point 𝑂𝑐 dans le repère  𝑅𝑎 . 

𝜇2 = (
  𝜙
   𝜃 
  𝜓
)

𝑎

 : Angles de rotation du repère  𝑅𝑐 vis – à vis du repère  𝑅𝑎 . 

𝜈1 = (
  𝜈
   𝑢 
  𝜔
)

𝑐

 :  Vecteur vitesse  du point 𝑂𝑐 dans  le repère  𝑅𝑎 .  

𝜈2 = (

  𝑝
   𝑞 

  𝜓̇
)

𝑐

 :  Vecteur vitesse de rotation du point  𝑂𝑐  dans le repère  𝑅𝑐 .  
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II.4.4. Dynamique de la roue  

 

Les forces et les moments qui s’exercent sur la roue sont représentés dans la  figure (II.4) [03] 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                    

     

 

          

                              Figure(II.4) : Forces et moments s’exercent sur la roue. 

 

    D’après la  figure (II.4), trois forces et moments différents  sont à mentionner  

La force longitudinale(𝐹𝑥)
𝑟 , la force  transversale (latérale) (𝐹𝑦)

𝑟 et la force normale(𝐹𝑧)
𝑟.De 

même les trois moments qui s’exercent sur la roue sont : le moment de résistance 𝑀𝑥  autour 

de l’axe  𝑂𝑟𝑋𝑟,  le moment de résistance au roulement  𝑀𝑦 autour de l’axe 𝑂𝑟𝑌𝑟 et le moment 

d’auto-alignement  𝑀𝑧  autour de l’axe  𝑂𝑟𝑍𝑟   qui tend à la ramener dans l’axe du véhicule. 

   

II.4.5. Etude des forces extérieures pour la dynamique latérale du véhicule  

    Pour modéliser les forces de contact  pneumatique -chaussée nous avons opté pour  le 

modèle statique linéaire. Ce modèle statique exprime les forces de contact en fonction des 

paramètres tel que l’adhérence. La figure ci-dessous  (II.5) représente Les forces  latérales  

𝐹𝑦
  en fonction de  l’angle de dérive latéral  𝛼 .   
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                        Figure (II.5) : Forces latérales en fonction  de l’angle de dérive 𝛼   .  

     Les forces sont quasi-linéaires et croissantes pour des faibles sollicitations (zone de pseudo 

glissement).Elles peuvent être approchées dans ce cas par leurs tangentes à l’origine. On peut 

définir  l’expression  des  forces latérales par : 

                                                     𝐹𝑦
  =     (

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝛼
)
𝛼=0

 . 𝛼 = 𝐶𝑦 . 𝛼                                       (II.12) 

Où : 

𝐶𝑦 : Coefficient de raideur du pneumatique. 

𝛼 : Angle de dérive. 

   Ces forces  sont non-linéaires avec une tendance à la saturation pour des sollicitations à la 

limite de l’adhérence dans laquelle le véhicule reste toujours contrôlable (zone de pseudo-

glissement et glissement). Elles reprennent une forme quasi-linéaire, décroissante une fois la 

saturation dépassée et qu’on atteint la zone de glissement sans roulement. 
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II.4.6. Les angles de dérive des roues   

    Les roues du véhicule étant respectivement, dans le sens horaire, R1, R2, R3 et R4 , le 

calcul sera développé pour la roue avant gauche, notée R1 sur la (Figure II.6), cette roue 

directrice forme avec l’axe longitudinal du véhicule un l’angle de braquage 𝛿𝑓. Cet angle de 

braquage sera supposé identique pour les deux roues avant du véhicule. Le calcul de l’angle 

de dérive  de la roue gauche 𝛼1 nécessite d’utiliser la  figure (II.6) [06]. 

    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              Figure (II.6) :   Angle de dérive  de la roue gauche 

 

La figure ci-dessus nous permet d’écrire l’égalité ci- dessous  [06] : 

            

                                    tan(𝛿𝑓 − 𝛼1) =
(𝑣𝑅1
𝑦
)𝑣

(𝑣𝑅1
𝑥 )𝑣

=
𝑣𝛽+𝑙𝑓 𝜓̇

𝑣−
𝑎

2
  𝜓̇

                                                    (II.13) 

 

 On obtient finalement  l’expression de  l’angle de dérive 𝛼1 de la roue avant                                          

  

                                  𝛼1 = 𝛿𝑓 − tan
−1

(𝑣𝑅1
𝑦
)𝑣

(𝑣𝑅1
𝑥 )𝑣

 = 𝛿𝑓 − tan
−1 𝑣𝛽+𝑙𝑓 𝜓̇

𝑣−
𝑎

2
 𝜓̇

                                  (II.14) 

                     

Les angles de dérive des trois autres roues R2, R3 et R4 s’obtiennent de la même manière :  
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{
 
 

 
 𝛼2 = 𝛿𝑓 − tan

−1 𝑣𝛽+𝑙𝑓 𝜓̇

𝑣+
𝑎

2
 𝜓̇
      

𝛼3 = − tan−1
𝑣𝛽−𝑙𝑟 𝜓̇

𝑣+
𝑎

2
 𝜓̇
          

   𝛼4 = − tan−1
𝑣𝛽−𝑙𝑟 𝜓̇

𝑣−
𝑎

2
 𝜓̇
            

                                                  (II.15)  

L’expression des angles de dérive sont données par : 

 

                                         {
𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼𝑓 = 𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇

𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼𝑟 = −𝛽 +
𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇     

                                              (II.16)                  

Où : 

 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼𝑓 : les angles de dérive des roues avant. 

𝛼3 = 𝛼4 = 𝛼𝑟 : les angles de dérive des roues arrière. 

𝛿𝑓 : Angle de braquage des roues avant. 

𝛽 : Angle de dérive au centre de gravité du véhicule. 

𝑙𝑓 : Distance entre le centre  de gravité et  l’essieu avant. 

𝑙𝑟 : Distance entre le  centre de gravité  et l’essieu arrière   . 

𝑣𝑥 : La vitesse longitudinale. 

 

II.5. Les modèles de la dynamique latérale du véhicule    

 

  Les seuls mouvements utiliser pour décrit la dynamique latérale du véhicule sont : le 

mouvement de lacet et de dérive. Ce modèle ne comporte que deux roues, l’une placé à 

l’avant et l’autre à l’arrière. 

 

      II.5.1. Le Modèle  linéaire  

 

  Pour déterminer le modèle lacet dérive linéaire, nous avons utilisé les équations d’équilibre 

dynamique de l’équation (II.11) et la figure  (II.7) suivante : 
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                                      Figure(II.7) : modèle bicyclette du véhicule 

 

Nous avons les équations de l’équilibre dynamique (II.11) suivantes : 

 

                                            {
𝑚𝑣𝑥  ( 𝛽̇ + 𝜓̇) = ∑𝐹𝑒𝑥𝑡 

             

𝐼𝑧  𝜓̈ = ∑𝑀𝑒𝑥𝑡                                
                                          (II.17)  

 

En remplaçant les forces latérales et les  moments  agissant sur le véhicule dans l’équation 

(II.17) on obtient : 

                                              {
𝑚𝑣𝑥(𝛽̇ + 𝜓̇) = 𝐹𝑦𝑓 + 𝐹𝑦𝑟

𝐼𝑧 𝜓̈ = 𝑙𝑓𝐹𝑦𝑓 − 𝑙𝑟𝐹𝑦𝑟
                                                  (II.18) 

 

 Après  calculs, on obtient   la forme suivante :       

 

                                                  {
𝛽̇ =

1

𝑚𝑣𝑥
(𝐹𝑦𝑓 + 𝐹𝑦𝑟) − 𝜓̇ 

𝜓̈ =
1

𝐼𝑧
(𝑙𝑓𝐹𝑦𝑓 − 𝑙𝑟𝐹𝑦𝑟)     

                                              (II.19)   

 

En utilisant le modèle linéaire de l’équation (II.12),  les forces  latérales linéaires  sont 

décrites  par les équations linéaires suivantes : 

 

                                                       {
𝐹𝑦𝑓 = 2𝐶𝑦𝑓𝛼𝑓
𝐹𝑦𝑟 = 2𝐶𝑦𝑟𝛼𝑟

                                                             (II.20)  
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 Où : 

𝐶𝑦𝑓 : Coefficient de raideur des roues avant.  

𝐶𝑦𝑟 : Coefficient de raideur des roues arrière. 

 

En remplaçant l’équation des angles de dérive  𝛼𝑓   𝑒𝑡   𝛼𝑟  (II.16),  dans l’équation  (II.20)   

on obtient : 

                                                  {
𝐹𝑦𝑓 = 2𝐶𝑦𝑓(𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇)

𝐹𝑦𝑟 = 2𝐶𝑦𝑟 (−𝛽 +
𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇)     

                                           (II.21) 

 

Afin d’avoir le modèle bicyclette linéaire nous avons remplacé l’équation des forces latérales 

(II.21) dans l’équation (II.19), nous obtenons alors : 

 

                            {
𝛽̇ =

1

𝑚𝑣𝑥
(2𝐶𝑦𝑓(𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇) + 2𝐶𝑦𝑟(−𝛽 +

𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇)  ) − 𝜓̇ 

𝜓̈ =
1

𝐼𝑧
(2𝑙𝑓𝐶𝑦𝑓(𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇) − 2𝑙𝑟𝐶𝑦𝑟(−𝛽 +

𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇) )       

               (II.22)  

 

Après développement : 

 

                         

{
 

 𝛽̇ = (−
2(𝐶𝑦𝑓+𝐶𝑦𝑟)

𝑚 𝑣𝑥
)𝛽 + (

2(𝐶𝑦𝑟𝑙𝑟−𝐶𝑦𝑓𝑙𝑓)

𝑚 𝑣𝑥
2 − 1) 𝜓̇ + (

2𝐶𝑦𝑓

𝑚𝑣𝑥
) 𝛿𝑓     

𝜓̈ = (
2(−𝐶𝑦𝑓𝑙𝑓+𝐶𝑦𝑟𝑙𝑟)

𝐼𝑧
 ) 𝛽 + (

2(−𝐶𝑦𝑓𝑙𝑓
2−𝐶𝑟𝑙𝑟

2)

𝑣𝑥𝐼𝑧
) 𝜓̇ + (

2𝑙𝑓𝐶𝑦𝑓

𝐼𝑧
) 𝛿𝑓   

            (III.23)     

 

Finalement la représentation d’état du modèle bicyclette linéaire est donnée par le système 

suivant : 

 

             (
𝛽̇(𝑡)

𝜓(̈ (𝑡)
) = (

−
2(𝐶𝑦𝑓+𝐶𝑦𝑟)

𝑚 𝑣𝑥
(
2(𝐶𝑦𝑟𝑙𝑟−𝐶𝑦𝑓𝑙𝑓)

𝑚 𝑣𝑥
2 − 1)

2(−𝐶𝑦𝑓𝑙𝑓+𝐶𝑦𝑟𝑙𝑟)

𝐼𝑧

2(−𝐶𝑦𝑓𝑙𝑓
2−𝐶𝑦𝑟𝑙𝑟

2)

𝑣𝑥𝐼𝑧

)(
𝛽(𝑡)

𝜓̇(𝑡)
) + (

2𝐶𝑦𝑓

𝑚𝑣𝑥
2𝑙𝑓𝐶𝑦𝑓

𝐼𝑧

)𝛿𝑓(𝑡)   (II.24)                  
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 II.5.2. Le Modèle non linéaire                  

 

    Il existe différents modèles pour représenter les forces de contact pneumatique- 

chaussées.  Dans notre travail nous avons utilisé  le modèle de  Bakker- pacjka. Ce dernier  

est un modèle  empirique connu sous l’appellation de ‘formule magique [07]. Cette 

formule est  la plus connue et la plus utilisée. Elle permet le calcul des forces latérales, 

longitudinales et le couple d’auto alignement. Le modèle est donné par la formule 

générale suivante :  

 

                           𝑦(𝑥) = 𝐷𝑠𝑖𝑛(𝐶 tan−1(𝐵(1 − 𝐸)𝑥 + 𝐸 tan−1(𝐵𝑥)))                       (II.25) 

Où : 

                                             

                     𝑦(𝑥):(

𝐹𝑥 est  la Force longitudinle                     
 𝐹𝑦 est la forces latérale                               

𝑀𝑧 est le Moment d
′auto − alignement 

) 

 

                                 𝑥: (
α est l′angle de  derive 
λ est le Glissement         

) 

 

Les coefficients de cette formule sont définis par : 

B : Raideur de dérive  

C : Facteur de forme  

E : Facteur de courbure  

D : Facteur de pic  

 

En utilisant la formule de pacejka (II.25), l’expression générale des forces latérales non 

linéaires est données par : 

 

                        𝐹𝑦𝑖 = 𝐷𝑖sin (𝐶𝑖 tan
−1(𝐵𝑖(1 − 𝐸𝑖)𝛼𝑖 + 𝐸𝑖 tan

−1(𝐵𝑖𝛼𝑖)))                          (II.26)   

 

 En remplaçant les efforts latéraux non linéaires dans l’équation (II.19), nous obtenons le 

modèle non linéaire : 
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                                            {
𝛽(̇𝑡) =

1

𝑚𝑣𝑥
(𝐹𝑦𝑓(𝑡) + 𝐹𝑦𝑟(𝑡)) − 𝜓̇(𝑡) 

𝜓̈(𝑡) =
1

𝐼𝑧
(𝑙𝑓𝐹𝑦𝑓(𝑡) − 𝑙𝑟𝐹𝑦𝑟(𝑡))            

                                (II.27)  

 

 L’expression des efforts latéraux non linéaires obtenus par l’utilisation de l’équation (II.26) 

sont donnés par : 

 

                           {
𝐹𝑦𝑓 = 𝐷𝑓sin (𝐶𝑓 tan

−1(𝐵𝑓(1 − 𝐸𝑓)𝛼𝑓 + 𝐸𝑓 tan
−1(𝐵𝑓𝛼𝑓))) 

 𝐹𝑦𝑟 = 𝐷𝑟sin (𝐶𝑟 tan
−1(𝐵𝑟(1 − 𝐸𝑟)𝛼𝑟 + 𝐸𝑟 tan

−1(𝐵𝑟𝛼𝑟)))   
              (II.28) 

 

II.6. Conclusion  

      

    Au début de ce chapitre, nous avons exposé les différents mouvements, repères et les 

changements de repères liés au véhicule. 

    Dans un premier temps, nous avons développé un modèle mathématique qui représente le 

comportement de la dynamique latérale du véhicule, par l’utilisation les principes 

fondamentaux de la dynamique.  En suite des hypothèses simplificatrices sont utilisés, pour 

simplifier les équations globales des forces d’inertie et du moment dynamique afin d’obtenir 

un modèle dérive lacet.  

    Dans un seconde temps, nous avons étudié les forces de contact pneumatique-chaussée    

agissant sur le véhicule. Par la suite nous avons représentés les différents angles de dérives 

des roues avant et arrière du véhicule. 

    A la fin de ce chapitre, nous avons appliqué  les forces latérales linéaires sur les équations 

de l’équilibre dynamique pour obtenir un modèle linéaire. Ensuite nous avons utilisé la 

formule magique de pacjka  qui représente les forces  latérales non linéaires, afin d’obtenir le 

modèle non linéaire de la dynamique latérales du véhicule. 

    Le modèle non linéaire obtenu dans ce chapitre est un  modèle  précis, mais  il est complexe  

d’un point de vue mathématique.  Pour cela le modèle  non linéaire  sera développé dans le 

chapitre suivant.  
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      III.1.Introduction  

    Le modèle linéaire est une approximation du comportement du système, il est relativement 

simple à manipuler, cependant il ne permet la représentation du comportement d’un système 

qu’autour d’un point de fonctionnement donné. En revanche le modèle non linéaire permet de 

décrire le comportement d’un système réel sur une large plage de fonctionnement avec une 

meilleure précision. L’inconvénient principal réside dans la complexité de sa structure, ce qui 

le rend difficilement exploitable. 

    Dans ce chapitre nous allons utiliser un modèle qui tient compte des non-linéarités du 

système offrant une structure simple et exploitable d’un point de vue mathématique. 

    Ce modèle, appelé multi modèle (modèle polytopique ou modèle de Takagi-Sugeno) qui est 

toujours  non linéaire est néanmoins plus  exploitable  et exacte. 

    Les modèles de Takagi-Sugeno (TS) constituent une représentation mathématique très 

intéressante des systèmes non linéaires car ils permettent de représenter tout système non 

linéaire, quelle que soit sa complexité, par une structure simple en s’appuyant sur des modèles 

linéaires interpolés par des fonctions de pondérations non linéaires positives ou nulles et 

bornées. Ils ont une structure simple présentant des propriétés intéressantes les rendant 

facilement exploitables et permettant l’extension de certains résultats du domaine linéaire au 

non linéaires. Cependant, l’inconvénient majeur des modèles TS est le nombre de sous modèles 

nécessaires pour représenter le système initial. 

III.2. Représentation les modèles de Takagi-Sugeno   

 

Un modèle de Takagi-Sugeno est composé d’un ensemble fini de modèles linéaires 

interconnectés grâce à des fonctions non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe 

(III.3) La formulation mathématique des modèles TS est donnée par les équations suivantes 

[08] : 

 

                                { 
𝑥̇(𝑡) = ∑  𝑟

𝑖=1 𝜇𝑖(𝜉(𝑡))(𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡))   

y(t) =   ∑  𝑟
𝑖=1 𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) (𝐶𝑖𝑥(𝑡) + 𝐷𝑖𝑢(𝑡))  

                                      (III.1) 

Où :  

 

 𝑥(𝑡) ∈   ℝ𝑛 est le vecteur d’état.  

𝑢(𝑡) ∈  ℝ𝑛𝑦 représente le vecteur d’entrée. 
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𝑦(𝑡) ∈ ℝ  𝑛𝑦  est le Vecteur  de sortie.  

𝒓 : sous-modèles sont définis par des matrices connues𝐴𝑖 ∈ ℝ
𝑛×𝑛, 𝐵𝑖 ∈  ℝ  𝑛×𝑛𝑢,  𝐶𝑖 ∈ ℝ 

𝑛𝑦×𝑛  

et  𝐷𝑖∈ ℝ 
𝑛𝑦×𝑛𝑦  .  

 𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) : Les fonctions d’activation (pondération) non linéaires. dépendant du paramètre𝜉(𝑡). 

𝜉(𝑡) : Les variables de de décisions (permisses). 

 

La propriété de somme convexe : 

 

         {
 0 ≤ 𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) ≤ 1,    i = 1,… r       

∑ 𝜇𝑖(𝜉(𝑡))
𝑟
𝑖=1 = 1                           

∀t                                              (III.2)  

 

III.3.Méthodes d’obtention d’un  modèle Takagi-Sugeno  

 

    De nombreuses méthodes existent pour l’obtention d’un modèle TS. Le choix d’une méthode 

par rapport à une autre influence grandement le degré de précision du TS représentant le 

système non linéaire initial. 

 

 La première approche repose sur les techniques d’identification. Cette technique est 

utilisée quand le modèle analytique n’est pas disponible ou que celui-ci très complexe à 

mettre en équations [09].  

 La seconde approche repose sur la linéarisation du modèle non linéaire autour de 

plusieurs points de fonctionnement.  Des sous – modèles linéaires sont alors obtenus 

pour chaque zone de fonctionnements [10].      

  

 La troisième approche repose sur le formalisme des secteurs non linéaires. Cette 

technique est basée directement sur la connaissance analytique du modèle non linéaire. 

Contrairement aux deux approches précédentes qui donnent une approximation du 

modèle non linéaire, cette troisième méthode fournit un modèle TS représentant de 

manière exacte le modèle non linéaire initial [11].   

    Remarque : On utilisant l’approche des secteurs non linéaires pour les modèles TS à 

VDNM. Les autres méthodes, comme  l’identification et linéarisation sont utilisées pour les 

modèles  TS à  VDM. 
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     III.4.Approche  des  secteurs non linéaires 

   

    Le principe des transformations par secteurs non linéaires pour l’élaboration d’un modèle TS 

est basé sur l’idée de trouver un secteur global de manière à ce que le système non linéaire soit 

compris entre deux secteurs  tels que :  

 

                                           𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) ∈ [  𝑎1      𝑎2   ]   𝑥(𝑡)                                         (III.3) 

 

La Figure ci-dessous représente le secteur non linéaire global [12]. 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

                                      Figure III.1 : Secteur non linéaire global 

 

    Cependant, Il existe des cas où nous ne pouvons pas trouver des secteurs non linéaires de 

façon globale, dans ce cas des secteurs locaux sont alors considérés, voire la figure ci-dessous. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    

                                                 Figure (III.2) : secteur non linéaire locale  
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Considérons le modèle non linéaire [03] : 

 

                                           {
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))
                                                              (III.4)  

  

Le système (III.4)  peut être réécrit  sous la forme  suivante:  

 

                                         {  
𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐺(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐾(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑢(𝑡)
                      (III.5)   

  

Où F, G, H et K sont des fonctions non linéaires dépendant de x(t) et u(t) et définies sur des 

domaines  de  x(t) et de  u(t).  

 

                                           {
𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝜉(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐺(𝜉(𝑡))𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐻𝜉((𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐾((𝜉𝑡))𝑢(𝑡)
                                        (III.6) 

 

Soit 𝑘 le  nombre de fonctions non linéaires présentes dans le système (III.5) notées 𝑓𝑖,𝑖 = 1. . 𝑘 

 

 Supposons qu’il existe un compact C des variables  𝜉(𝑡) où les non-linéarités sont bornées :          

  

                                                   𝑓𝑖 ∈ [𝑓𝑚𝑖𝑛
𝑖       𝑓𝑚𝑎𝑥

𝑖 ]              𝑖 = 1,… . 𝑘      

 

Le nombre de sous modèle  r est égale    à   2𝑘 . 

Les non-linéarités 𝑓𝑖   peuvent alors s’écrire de la manière suivante   : 

 

                           𝑓𝑖(𝜉(𝑡)) =  𝑓 𝑚𝑖𝑛
𝑖 𝑤0

𝑖  (𝜉 (t))  +  𝑓 𝑚𝑎𝑥
𝑖  𝑤1

𝑖(𝜉(t)                                            (III.7) 

Où : 

                                                  {

𝑤0
𝑖 =

 𝑓 𝑚𝑎𝑥
𝑖 −𝑓𝑖(𝜉(𝑡))

 𝑓 𝑚𝑎𝑥
𝑖 − 𝑓 𝑚𝑖𝑛

𝑖

𝑤1
𝑖 =

𝑓𝑖(𝜉(𝑡))− 𝑓 𝑚𝑖𝑛
𝑖

 𝑓 𝑚𝑎𝑥
𝑖 − 𝑓 𝑚𝑖𝑛

𝑖

                                                             (III.8)                                      

Les fonctions de pondération (d’activation) 𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) , i =1, ..., r  sont obtenues à partir des 

fonctions 𝑤0
𝑖   et 𝑤1

𝑖  par : 

                                         𝜇
𝑖+𝑖0+𝑖1×2+⋯.+𝑖𝑘×2

𝑘−1(𝜉(𝑡))=Π𝑗=1
𝑘   𝑤𝑖𝑗

𝑗
 (𝜉(t))       

                     (III.9)    
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III.5.Transformation des efforts de contact 𝑭𝒚𝒊  par secteurs non linéaires 

 

    Dans l’objectif d’obtenir un modèle simple et précis du véhicule à travers le formalisme TS, 

il est nécessaire de réécrire le modèle non linéaire obtenu dans le chapitre précédent sous forme  

TS, en utilisant l’approche des secteurs non linéaires. 

     

    Pour utiliser le formalisme des secteurs non linéaire, nous avons récrit  les efforts  de contact 

latéraux  𝐹𝑦𝑓 et  𝐹𝑦𝑟 représentés par la formulation magique de Pacejka. Dans l’objectif  d’isoler 

la non linéarité et de  la borner, on réécrit les efforts sous la forme : 𝐹𝑦𝑖 = 𝑓𝑖(𝛼𝑖) 𝛼𝑖.   

 

𝐹𝑦𝑖 = [𝐵𝑖𝐶𝑖𝐷𝑖(1 − 𝐸𝑖)
sin(𝑆𝑖3)

𝑆𝑖3

tan−1(𝑆𝑖2)

𝑆𝑖2
+ 𝐵𝑖𝐶𝑖𝐷𝑖𝐸𝑖

sin(𝑆𝑖3)

𝑆𝑖3

tan−1  (𝑆𝑖2)

𝑆𝑖2

tan−1(𝑆𝑖1)

𝑆𝑖1
]𝛼𝑖                     

                                                                                                                                             (III.10) 

Où :  

            𝑆𝑖1= 𝐵𝑖𝛼𝑖  

          𝑆𝑖2 = 𝐵𝑖(1 − 𝐸𝑖)𝛼𝑖 + 𝐸𝑖 tan
−1(𝑆𝑖1) 

          𝑆𝑖3 = 𝐶𝑖 tan
−1(𝑆𝑖2) 

 

 On a:  lim𝑥⟶0( 
sin(𝑥)

𝑥
) = 1.  

 

 

Le développement  en série de Taylor de la fonction   tan−1 ∀  𝑥 ∈  [-1 +1]   est:  

 

                           tan−1(𝑥) = ∑ (−1)𝑘  
𝑥2𝑘+1

2𝑘+1
= 𝑥 −

𝑥3

3
+
𝑥5

5
−
𝑥7

7
+⋯∞

𝑘=0            (III.11)                

D’où :  

                                  
tan−1(𝑥)

𝑥
= 1 −

𝑥2

3
+
𝑥4

4
−
𝑥6

6
+
𝑥8

8
−⋯                                (III.12)                                     

 

D’après l’équation (III.12),   lim𝑥⟶0 ( 
 tan−1(𝑥)  

𝑥
) = 1  .  

 

Puisque 𝑥 est borné, alors la fonction  ( 
 tan−1(𝑥)  

𝑥
)  est bornée. 
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Dans ce cas on peut dire que la non linéarité  𝑓 (𝛼𝑖) est  bornée. 

 

La fonction 𝑓𝑖 (𝛼𝑖) est continue et bornée pour tout 𝛼 par   𝑀2
𝑖  ≤ 𝑓 (𝛼𝑖)  ≤   𝑀1

𝑖  , en utilisant    

la  formule  (III.7), on peut réécrire la fonction 𝑓𝑖  (𝛼𝑖) par cette expression : 

 

                             𝑓𝑖  (𝛼𝑖) =  𝜇1
𝑖 (𝛼𝑖).𝑀1

𝑖 + 𝜇2
𝑖 (𝛼𝑖).𝑀2

𝑖                                                (III.13)                                              

 

D’après  la formule  (III.8),  les fonctions de pondérations globales sont définies  par : 

 

                          𝜇1
𝑖 (𝛼𝑖) =

𝑓𝑖 (𝛼𝑖)−𝑀1
𝑖

𝑓𝑖
𝑚𝑎𝑥−𝑓𝑖

𝑚𝑖𝑛         ,   𝜇2
𝑖 (𝛼𝑖) =

𝑀2
𝑖−𝑓𝑖 (𝛼𝑖)

𝑓𝑖
𝑚𝑎𝑥−𝑓𝑖

𝑚𝑖𝑛                             (II.14)                             

 

 Finalement, on aboutit  l’expression  TS des efforts  latéraux 𝐹𝑦𝑓 et  𝐹𝑦𝑟   comme suite : 

 

                                            {
𝐹𝑦𝑓 = ∑ 𝜇𝑖

𝑓
(𝛼𝑓) 𝑀𝑖

𝑓
𝛼𝑓 

2
𝑖=1

𝐹𝑦𝑟 = ∑ 𝜇𝑗
𝑟(𝛼𝑟) 𝑀𝑗

𝑟𝛼𝑟 
2
𝑗=1

                                                     (III.15) 

                                                                                                                                                 

Où : 

 𝐹𝑦𝑓 : L’effort latéral TS agissant sur les roues avant. 

𝐹𝑦𝑟 : L’effort latéral   TS agissant sur les roues arrière. 

𝜇𝑖
𝑓
(𝛼𝑓) ,  𝜇𝑗

𝑟(𝛼𝑟) : Sont les fonctions de pondération globales  dépendant de l’angle de dérive  

 𝛼𝑖 .  

 Les paramètres   𝑀𝑖
𝑓
et 𝑀𝑗

𝑟 avec i=1, 2, sont définis par : 

 

𝑀1
𝑓
= 105   .  

𝑀2
𝑓
=   103  .    

𝑀1
𝑟 =  105  . 

𝑀2
𝑟 =    103    .   
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III.6. Le modèle TS correspondant à la dynamique latérale du véhicule   

 

    Pour obtenir le modèle TS du véhicule nous avons introduit les forces latérales TS dans le 

modèle bicyclette du véhicule décrivant les mouvements de lacet et  dérive latérale.  

    Nous rappelons l’expression des équations du modèle bicyclette obtenu dans le chapitre 

précédent  donnée par les formulations suivantes : 

 

                                  {
𝛽(̇𝑡) =  

1

  𝑚𝑣𝑥 
[𝐹𝑦𝑓(𝑡) + 𝐹𝑦𝑟(𝑡)] − 𝜓(̇ 𝑡)        

  𝜓̈(𝑡) =
1

𝐼𝑧
   [𝑙𝑓  𝐹𝑦𝑓(𝑡) − 𝑙𝑟  𝐹𝑦𝑟(𝑡) ]               

                                (III.16)                                                           

                                  

En remplaçant les formules  (III.15) dans le modèle bicyclette (III.16) ci-dessus, l’expression  

du modèle T-S est établie comme suit :  

 

                              {
𝛽̇ =

1

𝑚𝑣𝑥
(∑ 𝜇𝑖

𝑓
(𝛼𝑓)𝑀𝑖

𝑓
𝛼𝑓

2
𝑖=1 + ∑ 𝜇𝑗

𝑟(𝛼𝑟) 𝑀𝑗
𝑟2

𝑗=1 (𝛼𝑟)) − 𝜓 ̇

𝜓̈ =
1

𝐼𝑧
(𝑙𝑓 ∑ 𝜇𝑖

𝑓
(𝛼𝑓)𝑀𝑖

𝑓
𝛼𝑓

2
𝑖=1 − 𝑙𝑟 ∑ 𝜇𝑗

𝑟(𝛼𝑟)𝑀𝑗
𝑟𝛼𝑟

2
𝑗=1 )          

             (III.17)          

                                              

Les formules  deviennent : [08] 

 

                          {
𝛽̇ = (∑ ∑ 𝜇𝑖

𝑓
(𝛼𝑓)

2
𝑗=1  2

𝑖=1 𝜇𝑗
𝑟(𝛼𝑟)

1

𝑚𝑣𝑥
[𝑀𝑖

𝑓
𝛼𝑓 +    𝑀𝑗

𝑟𝛼𝑟]) − 𝜓̇

𝜓̈ = ∑ ∑ 𝜇𝑖
𝑓
(𝛼𝑓)

2
𝑗=1  2

𝑖=1 𝜇𝑗
𝑟(𝛼𝑟)

1

𝐼𝑧
[𝑙𝑓𝑀𝑖

𝑓
𝛼𝑓 − 𝑙𝑟  𝑀𝑗

𝑟𝛼𝑟]           
               (III.18)  

                                                                                                                                                                                                                                         

 Les expressions des angles de dérive  𝛼𝑓 et  𝛼𝑟  étant données par :  

                                                    {
 𝛼𝑓 = 𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇

𝛼𝑟 = −𝛽 +
𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇      

                                                      (III.19)   

                                                                                                                                                                                                       

En les remplaçant dans (III.18) on obtient : 

                                                                                                                                    

  {
𝛽̇ = (∑ ∑ 𝜇𝑖

𝑓
(𝛼𝑓)

2
𝑗=1  2

𝑖=1 𝜇𝑗
𝑟(𝛼𝑟)

1

𝑚𝑣𝑥
[𝑀𝑖

𝑓
(𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇) +  𝑀𝑗

𝑟(−𝛽 +
𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇)]) − 𝜓̇               

 𝜓̈ = ∑ ∑ 𝜇𝑖
𝑓
(𝛼𝑓)

2
𝑗=1  2

𝑖=1 𝜇𝑗
𝑟(𝛼𝑟)

1

𝐼𝑧
[𝑙𝑓𝑀𝑖

𝑓
(𝛿𝑓 − 𝛽 −

𝑙𝑓

𝑣𝑥
𝜓̇) − 𝑙𝑟   𝑀𝑗

𝑟 (−𝛽 +
𝑙𝑟

𝑣𝑥
𝜓̇)]                     

                                                                                                                                                                         

                                                                                                                                             (III.20) 
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    Finalement, la représentation d’état du modèle TS correspondant à la dynamique  latérale  

véhicule est donnée par :  

 

   (
 𝛽̇(𝑡)

𝜓̈(𝑡)
) = ∑  𝜇𝑖

 (𝛽, 𝜓̇, 𝛿𝑓) 
4
𝑖=1

(

 
 
(

−(𝑀𝑖
𝑓
+𝑀𝑗

𝑟)

𝑚𝑣𝑥
   
𝑀𝑗
𝑟𝑙𝑟−𝑀𝑖

𝑓
𝑙𝑓

𝑚𝑣𝑥
2 − 1 

 
𝑀𝑗
𝑟𝑙𝑟−𝑀𝑖

𝑓
𝑙𝑓

𝐼𝑧
−
 (𝑀𝑖

𝑓
𝑙𝑓
2+𝑀𝑗

𝑟𝑙𝑟
2)

𝐼𝑧𝑣𝑥
 

) (
𝛽(𝑡)

𝜓̇(𝑡)
) + (

𝑀𝑖
𝑓

𝑚𝑣𝑥

𝑙𝑓𝑀𝑖
𝑓

𝐼𝑧

)𝛿𝑓(𝑡)

)

 
 

    

                                                                                                                                             (III.21) 

                                                                                                                                                                                                                 

    Notons que les fonctions de pondération 𝜇𝑖
  dépendent des angles de dérive  𝛼𝑖(𝑡) qui sont  

données par l’équation  (III.19). les angles de dérive sont  fonction de l’état du système  𝛽(𝑡) , 

𝜓̇(𝑡)  et  de son entrée  𝛿𝑓(𝑡). La variable de décision (prémisse)  est donc : 

 

                                      𝜉(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = (𝛽(𝑡), 𝜓̇(𝑡), 𝛿𝑓(𝑡)  )                                  (III.22)                                                     

 

  Les fonctions de pondération globales  sont  définies  par : 

 

                                   

{
  
 

  
  𝜇1

  (𝜉 (𝑡)) = 𝜇1
𝑓
(𝛼𝑓(𝑡)) × 𝜇1

𝑟 (𝛼𝑟(𝑡))  

𝜇2
  (𝜉 (𝑡)) = 𝜇2

𝑓
(𝛼𝑓(𝑡))  × 𝜇1

𝑟 (𝛼𝑟(𝑡))  

𝜇3
  (𝜉 (𝑡)) = 𝜇1

𝑓
(𝛼𝑓(𝑡)) × 𝜇2

𝑟 (𝛼𝑟(𝑡))  

 𝜇4
  (𝜉(𝑡)) = 𝜇2

𝑓
(𝛼𝑓(𝑡)) × 𝜇2

𝑟 (𝛼𝑟(𝑡))  

                                       (III.23)     

       

    

Le modèle TS obtenu dans l’équation (III.21) est réécrit comme suit : 

 

                                 {
     𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝜇𝑖

 (𝜉(𝑡)) (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡))  
4
𝑖=1

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)                                                
                                  (III.24) 

Où : 

 

𝑥(𝑡) = [𝛽(𝑡)    𝜓̇(𝑡)]
𝑇

 : Vecteur d’état   . 

 𝑢(𝑡) = 𝛿𝑓(𝑡) : L’entrée du système. 
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𝑦(𝑡) : La sortie du système, 𝑦(𝑡) est considérée linéaire car les instruments de mesure nous 

donnent les mesures directement.    

 

Les matrices   d’état 𝐴𝑖 sont données par : 

 

𝐴1 = 𝐴11 = (

−(𝑀1
𝑓
+𝑀1

𝑟)

𝑚𝑣𝑥

𝑀1
𝑟𝑙𝑟−𝑀1

𝑓
𝑙𝑓

𝑚𝑣𝑥
2 − 1 

𝑀1
𝑟𝑙𝑟−𝑀1

𝑓
𝑙𝑓

𝐼𝑧
−
 (𝑀1

𝑓
𝑙𝑓
2+𝑀1

𝑟𝑙𝑟
2)

𝐼𝑧𝑣𝑥

)   ; 𝐴2 = 𝐴21 = (

−(𝑀2
𝑓
+𝑀1

𝑟)

𝑚𝑣𝑥

𝑀1
𝑟𝑙𝑟−𝑀2

𝑓
𝑙𝑓

𝑚𝑣𝑥
2 − 1 

𝑀1
𝑟𝑙𝑟−𝑀2

𝑓
𝑙𝑓

𝐼𝑧
−
 (𝑀2

𝑓
𝑙𝑓
2+𝑀1

𝑟𝑙𝑟
2)

𝐼𝑧𝑣𝑥

) ;          

𝐴3 = 𝐴12 = (

−(𝑀1
𝑓
+𝑀2

𝑟)

𝑚𝑣𝑥

𝑀2
𝑟𝑙𝑟−𝑀1

𝑓
𝑙𝑓

𝑚𝑣𝑥
2 − 1 

𝑀2
𝑟𝑙𝑟−𝑀1

𝑓
𝑙𝑓

𝐼𝑧
−
 (𝑀1

𝑓
𝑙𝑓
2+𝑀2

𝑟𝑙𝑟
2)

𝐼𝑧𝑣𝑥

)   ;   𝐴4 = 𝐴22 = (

−(𝑀2
𝑓
+𝑀2

𝑟)

𝑚𝑣𝑥

𝑀2
𝑟𝑙𝑟−𝑀2

𝑓
𝑙𝑓

𝑚𝑣𝑥
2 − 1 

𝑀2
𝑟𝑙𝑟−𝑀2

𝑓
𝑙𝑓

𝐼𝑧
−
 (𝑀2

𝑓
𝑙𝑓
2+𝑀2

𝑟𝑙𝑟
2)

𝐼𝑧𝑣𝑥

)  . 

 

Les vecteurs  d’entrées 𝐵𝑖 sont données par : 

 

 𝐵1 = 𝐵11 = (

𝑀1
𝑓

𝑚𝑣𝑥

𝑙𝑓𝑀1
𝑓

𝐼𝑧

) ;   𝐵2 = 𝐵21 = (

𝑀2
𝑓

𝑚𝑣𝑥

𝑙𝑓𝑀2
𝑓

𝐼𝑧

) ;   𝐵3 = 𝐵12 = (

𝑀1
𝑓

𝑚𝑣𝑥

𝑙𝑓𝑀1
𝑓

𝐼𝑧

) ;  𝐵4 = 𝐵22 = (

𝑀2
𝑓

𝑚𝑣𝑥

𝑙𝑓𝑀2
𝑓

𝐼𝑧

) . 

 

 L’équation de la sortie  𝑦(𝑡) est linéaire  sa matrice de sortie est donnée par : C = [0 1]. 

  

     On peut déterminer deux cas de variables de décision. Soit les variables de décision 

(prémisses) sont mesurables (VDM), quand elles dépendent de l’entrée 𝑢(𝑡) et de  la sortie 

𝑦(𝑡) du système, soit les variables de décision sont non mesurables (VDNM) quand elles 

dépendent de l’état  𝑥(𝑡) , qui lui n’est  pas complètement mesurable. 

III.7.Simulation et interprétation  

 

    Pour valider le modèle TS proposé, nous avons effectué des tests de simulation. Pour cela 

nous avons choisi  l’entrée de système en angle de braquage 𝑢(𝑡) = 𝛿𝑓(𝑡) telle que  représentée 

par la figure (III.3)  avec une vitesse longitudinale nominale (constante  𝑣𝑥(𝑡) = 28𝑚/𝑠 ). 
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                      Figure III.3- Entrée appliquée  Angle de dérivé des  roues avant  

 

La figure ci-dessous montre les états du modèle linéaire obtenu dans le chapitre II.II.4) modèle 

linéaire obtenus dans le chapitre II 

 

                                   

  

 

  

                                                                                                                                                             

 

 

 

 

 

 

                                        Figure III.4- les états du model linéaire 

 

La figure (III.5) suivante  montre les états du modèle non linéaire  
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                                  Figure (III.5) - Les états du modèle non linéaire   

 

    La figure ci-dessous montre les états du modèle TS obtenu dans ce chapitre. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

                        

                                            Figure (III.6)-Les états  du modèle TS    
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     Le modèle non linéaire a été validé expérimentalement et c’est ce qui permet d’effectuer la 

comparaison   

   

  La figure suivante sera représenté la comparaison  des états entre les différents modèles  

Obtenus   

   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         

   Figure (III.7)-Comparaison entre les états modèle linéaire, non linéaire et polytopique TS 

 

     D’après les courbes représentées dans la figure (III.7), nous remarquons que les états du 

modèle TS correspondent bien aux  états du modèle non linéaire initial,  Cependant, les états du 

modèle linéaire reflète quant à elle un manque de précision, la correspondance entre les états du 

modèle linéaire et les états du modèle non linéaires et même TS à faible valeur de  l’angle de 

braquage 𝛿𝑓(𝑡)  vue par exemple dans l’intervalle  [7 8]s. 

 

III.8.Conclusion  

 

     Au début de ce chapitre, nous avons représenté les modèles de Takagi-Sugeno et les 

différentes méthodes d’obtention d’un modèle TS, en suite nous avons expliqué le principe de 

l’approche des secteurs non linéaire. 

    Dans ce chapitre, nous avons utilisé l’approche des secteurs non linéaires  afin de  

transformer  les efforts de contact sous forme TS. Par la suite nous avons  remplacé ces efforts 
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dans le modèle dérive lacet, dans l’objectif d’obtenir un modèle TS qui représente la 

dynamique latérale du véhicule. 

          Nous pouvons conclure que la transformation exacte des efforts latéraux en  utilisant 

l’approche des secteurs non linéaires garantit une représentation exacte du système non linéaire 

par le modèle TS, comme le montre les résultats de simulations effectués. 

       Le modèle linéaire est un modèle simple et facile à exploiter d’un point de vue 

mathématique, mais ne représente pas exactement le modèle non linéaire initial (réel), Par 

contre le modèle TS représente  exactement le système non linéaire initial.  

     Le modèle TS à VDNM obtenu dans ce chapitre, sera utilisé dans le chapitre suivant pour la 

synthèse d’observateurs.  Afin de reconstruire les variables décrivant la dynamique latérale non 

disponibles à la mesure.   
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IV.1.Introduction  

 

    En général, pour des raisons techniques et économiques, l’état du système n’est pas 

complètement accessible. En effet, la complexité de la réalisabilité technique ainsi que les coûts 

prohibitifs pour l’implantation de plusieurs capteurs peuvent réduire considérablement le 

nombre d’états mesurés. Dès lors pour la grande majorité des systèmes, la dimension du 

vecteur d’état est supérieure à celle du vecteur de sortie ( 𝑙< n). Cette considération signifie que 

pour tout instant t, le vecteur  𝑥(𝑡) ne peut pas être complétement mesuré ou déduit des sorties. 

Cependant, moyennant des conditions d’existence, l’état peut être reconstruit à l’aide d’un 

observateur. Ainsi, un dimensionnement judicieux d’un observateur doit permettre une 

estimation précise et rapide de la valeur des composantes du vecteur d’état  𝑥(𝑡) .  

 

    L’observateur est un processus  virtuel qui permet de reconstruire l’état non accessible à la 

mesure en se basant sur le modèle mathématique qui représente le comportement  du système et 

en utilisant  ses mesures disponibles comme l’entrée u(t) et la sortie y(t) . 

 

    Les observateurs dans le domaine de l’automatique sont utilisés pour la surveillance, le 

diagnostic ….L’application des observateurs et aussi utilisées dans plusieurs domaines 

professionnels tels que le domaine de  l’industrie (supervision des systèmes industriels), la 

médecine, l’aéronautique, la chimie  ……. ect.   

 

    Dans notre étude sur le système véhicule, l’estimation des variables  d’état  (la dérive latérale 

𝛽 et  la vitesse de lacet  𝜓̇ )  et des paramètres non disponibles à la mesure  est particulièrement 

importante surtout pour l’élaboration des systèmes d’aide à la conduite. Pour cela, la synthèse 

de ces systèmes nécessite la connaissance des paramètres et  des variables liés au véhicule qui 

sont ne  pas directement mesurables. 

 

IV.2.Principe de l’estimation d’état  

    Un observateur ou reconstructeur d’état est un capteur logiciel permettant la reconstruction 

des variables d’état internes d’un système à partir des entrées et des sorties du système réel. 

L’observateur a pour entrées les entrées et les sorties du systèmes réel et pour sorties le vecteur 

d’état estimé [11]. 
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   Soit le système dynamique décrit par les équations d’état suivantes [04]: 

 

                                              {
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))
                                                             (IV.1)        

Où : 

𝑥(𝑡)  ∈  𝑅𝑛  : représente l’état du système. 

𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑛𝑢 : représente l’entrée du système. 

𝑦(𝑡) ∈ 𝑅
𝑛𝑦 : représente la sortie du système. 

𝑓  et  ℎ : sont des fonctions non  linéaires. 

 

L’observateur est représenté par les équations   d’état suivantes : 

 

                                             {
𝑧(̇𝑡) = 𝑔(𝑧(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝑥̂(𝑡) = 𝒞(𝑧(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))
                                                     (IV.2)     

 

On peut aussi représenter la structure générale d’un  observateur par la figure  (IV.1) : 

 

  

 

 

 

 

 

                              Figure IV.1 : Diagramme structurel d’un observateur          

 

L’erreur d’estimation  𝑒(𝑡) = 𝑥̂(𝑡) − 𝑥(𝑡) converge asymptotiquement vers zéro quelques 

soient les conditions initiales du système 𝑥(0) et de l’observateur 𝑧(0)  tel que : 

 

                                                  lim𝑡→∞ ||  𝑥̂(𝑡) − 𝑥(𝑡)    || = 0                                     (IV.3) 

 

Les fonctions 𝑔(𝑧(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) et 𝒞(𝑧(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))  sont à déterminer pour que l’état 

estimé  𝑥̂(𝑡) convergence asymptotiquement  vers  𝑥(𝑡) . 
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    Pour vérifier la reconstruction de l’état à partir des entrées et sorties du système, il est 

nécessaire et important d’étudier l’observabilité du système. Cela revient à établir les 

conditions sous lesquelles l’observateur existe. 

 

IV.3. Observateurs et  Observabilité   des systèmes dynamiques  

 

  IV.3.1.Observateurs et observabilité  des systèmes linéaires 

 

Soit un système linéaire à temps invariant décrit par sa représentation d’état suivante : 

  

                                                       {
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)                 
                                                  (IV.4)          

Où : 

A : Matrice d’état. 

B : Matrice de commande   . 

C : Matrice d’observation. 

 

    Pour étudier l’observabilité d’un système linéaire décrit par sa représentation d’état ci-

dessus, il est nécessaire de vérifier la propriété d’observabilité. Cette propriété est une  

condition de rang de la paire (A, C) indépendantes de l’entrée  𝑢(𝑡).   [13] 

 

                                                𝑟𝑎𝑛𝑔(
 
𝐶
𝐶𝐴
⋮ 

       

      
𝐶𝐴𝑛−1

) = 𝑛                                                            (IV.5) 

 

    Cette condition est suffisante  et  nous permet de garantir l’existence d’un observateur. Une 

fois que cette condition est vérifiée,  on peut dire  que système est observable. Dans ce cas  

l’état de système  𝑥(𝑡) peut être reconstruit par  un observateur à partir  de la connaissance de 

l’entée et la sortie.  Pour cela la synthèse d’observateur des systèmes linéaires à fait l’objet de 

beaucoup travaux. 
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      Les observateurs les plus utilisées  pour les systèmes linéaires : 

 

 Observateur connu sous l’appellation du filtre de Kalman –Bucy : ce dernier est  utilisé 

pour les systèmes  variant  dans le temps (LTV). [14] 

 L’observateur de luenberger : est un observateur utilisé pour les systèmes linéaires 

invariants dans le temps(LTI). Le principe de cet  observateur est d’ajouter au modèle, 

sous forme canonique, un terme de correction entre la sortie et la sortie estimée. [15]    

 

  

                                                                    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

                  Figure IV.2 : Diagramme structurel d’un  observateur de  luenberger  

 

L’observateur de luenberger est décrit par la représentation d’état suivante : 

 

                                             {
𝑥̇̂(𝑡) = 𝐴𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐿  ((𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡))

𝑦̂(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡)                                                       
                         (IV.6) 

Où : 

𝑥̂(𝑡) : L’état estimé. 

L : Le gain de l’observateur. 

 

 On rappelle que  L’erreur d’estimation est donnée par l’équation suivante : 

 

                                                 𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)                                                               (IV.7) 
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 La dynamique de l’erreur d’estimation est alors: 

 

                                               𝑒̇(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) − 𝑥̇̂(𝑡)                                                                 (IV.8) 

                                          

En remplace les équations (IV.4), (IV.6) dans l’équation (IV.8) pour aboutir l’équation 

suivante : 

                                               𝑒̇(𝑡) = (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑒(𝑡)                                                             (IV.9) 

 

    On peut trouver  le gain de l’observateur L qui permet de donner les valeurs propres de la 

matrice (A-LC) à des positions désirées choisies au début à condition que le couple (A, C) soit 

observable.  

 

  IV.3.2.Observateurs des systèmes Non linéaires  

 

      IV.3.2.1.Notion d’observabilité des  systèmes non linéaires  

 

    L’observabilité d’un système assure la reconstruction de l’état initial à partir de la seule 

connaissance des entrées et des sorties disponibles sur un intervalle de temps donné. 

    Un système est dit observable si à partir des mesures des entrées et sorties on peut 

reconstruire l’état initial du système [11]. 

  Pour les systèmes non linéaires, contrairement aux systèmes linéaires, il n’existe pas de 

définition universelle pour l’observabilité. Cependant, on définit des types d’observabilité 

correspondant à des approches locales ou globales, dépendant des entrées ou non [03]. 

 

    Soit le système non linéaire décrit par le système d’équations d’état suivant : 

 

                                                 {
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))
                                                     (IV.10)  
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Le système non linéaire est observable si : 

 

                                              𝑟𝑎𝑛𝑔

(

 
 

𝑑ℎ(𝑥, 𝑢)
𝑑𝐿𝑓ℎ(𝑥, 𝑢)

⋮

𝑑𝐿𝑓
(𝑛−1)ℎ(𝑥, 𝑢)

)

 
 
= 𝑛                                                (IV.11) 

   Avec :            

                                               {
𝑑ℎ(𝑥, 𝑢) = (

𝜕ℎ

𝜕𝑥1
  
𝜕ℎ

𝜕𝑥2
 ⋯ 

𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑛
  )

𝐿𝑓ℎ(𝑥, 𝑢) =
𝜕ℎ

𝜕𝑥 
𝑓(𝑥, 𝑢)

                                            (II.12) 

 

   Où   𝐿𝑓ℎ(𝑥, 𝑢) est la  dérivée de Lie.  

     

   IV.3.2.2.Les approches d’estimation pour la synthèse d’observateur des systèmes NL   

 

    L’estimation d’état des systèmes non linéaires est un problème ouvert et difficile à résoudre. 

Plusieurs approches de synthèse d’observateurs ont été proposés, dans l’objectif d’estimer les 

variables non disponible à la mesure. 

    L’observateur le plus utilisé pour les systèmes non linéaires est le filtre de kalman étendu.       

Le principe de cette technique consiste à utiliser les équations du filtre de kalman au système 

non linéaires en utilisant la formule de Taylor du premier ordre pour linéariser ce système [14]. 

Cependant, la preuve de convergence de cet estimateur  établie dans le cas linéaire ne peut être 

étendue au  cas des systèmes non linéaires. 

    L’observateur à grand gain a l’avantage de générer une erreur d’estimation qui converge 

exponentiellement vers zéro. Elle converge aussi  rapidement que le gain est élevé. Néanmoins, 

la sensibilité au bruit de mesure augmente aussi. Par ailleurs, le changement de coordonnées 

n’est pas toujours évident à établit. [08] 

    Les observateurs à structure variable ont également été proposés.  Le Principe est d’ajouter 

un terme dépendant   de l’erreur de sortie en tant que gain variable  d’une manière à corriger les 

incertitudes   de modélisation. L’avantage des observateurs à structures variables est que ça ne 

demande pas la connaissance du modèle exacte. Mais, une hypothèse structurelle de la fonction  

 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))  dans l’équation (IV.1) est nécessaire et qui se vérifie  difficilement surtout  en 

présence d’incertitudes. D’autre part, le fait que le gain variable change représente un 

inconvénient  à cause au phénomène de chattering. 
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    Les observateurs basés sur une transformation de l’état initial,  ont fait le sujet de beaucoup 

travaux. Le principe est de créer un changement de variables de manière à réécrire l’erreur 

d’estimation sous forme linéaire et dans le but de leur appliquer l’observateur de luenberger.  

Le problème de synthèse d’observateur dans cette approche est l’existence d’une 

transformation d’état. Les inconvénients majeurs à ce type d’approches sont liés à  la catégorie 

de systèmes non linéaires pour lesquels une transformation est possible. Par ailleurs, la mise en 

œuvre est très  difficile. 

 

 IV.3.3.Observateurs des systèmes  Takagi- Sugenu  

 

IV.3.3.1.Représentation  les  observateurs TS  

 

     Dans cette section nous présentons un  plan des principaux travaux  concernant la synthèse 

d’observateurs  pour des systèmes non linéaires représentée par des  modèles TS. 

 

     Soit le modèle TS  d’écrit par la représentation d’état suivante:     

     

                                        {
𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) 

𝑟
𝑖=1  (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡))

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)                                                    
                               (IV.13)    

                                       

L’observateur TS est sous la forme : [11] 

 

                           {
  𝑥̂(̇𝑡) = ∑  𝜇𝑖 

𝑟
𝑖=1 (𝜉(𝑡))  (𝐴𝑖𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝐿𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡))) 

𝑦̂(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡)                                                                                        
        (IV.14) 

Où : 

𝐿𝑖 : sont les matrices  gains de l’observateur. 

 

   La dynamique de l’erreur d’estimation 𝑒̇(𝑡) est représentée par une équation différentielle qui 

dépend des variables de décision 𝜉(𝑡) intervenant dans le modèle TS et cela à travers les 

fonctions de pondération   𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) . 
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IV.3.3.2.Observateurs TS à Variables de Décision Mesurables (VDM) 

 

     Les recherches sur la conception d’observateur d’état TS considèrent souvent que les 

variables de décision sont mesurables.  

     Dans le cas où les variables de décision sont mesurables, l’observateur et le système  

possèdent  les mêmes variables de prémisses,  ce qui fait que la factorisation est  possible via 

les fonctions d’activations du système et de l’observateur. La dynamique de l’erreur 

d’estimation est alors sous la forme suivante: 

  

                                       𝑒̇(𝑡) = ∑  (𝐴𝑖 − 𝐿𝑖𝐶) 𝑒(𝑡)
𝑟
𝑖=1                                                        (IV.15) 

  

     IV.3.3.3.Observateurs TS  à Variable  de Décision Non Mesurable (VDNM) 

 

    Dans la pratique, les variables de décision des modèles TS ne sont pas mesurables 

notamment en utilisation l’approche des secteurs non linéaire. C’est-à-dire que le vecteur des 

variables de décisions n’est  pas disponible à la mesure.   

    Dans le cas où les variables de décision ne sont pas mesurables, elles ne sont plus connues et 

elles doivent être estimées.  L’observateur et le système ne possèdent  plus les mêmes variables 

de prémisses  ce qui fait que la factorisation n’est  plus possible via les fonctions d’activations 

du système et de l’observateur.  La dynamique de l’erreur d’estimation est alors sous la forme 

suivante :  

𝑒̇(𝑡) = ∑ 𝜇𝑖(𝜉(𝑡)) 
𝑟
𝑖=1 (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)) − ∑  𝜇𝑖  

𝑟
𝑖=1 (𝜉(𝑡)) (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝐿𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡)))    

                                                                                                                                             (IV.16)  

      IV.4.Observateur TS pour  la dynamique latérale du véhicule  

 

    Le modèle considéré est un  modèle  bicyclette non linéaire du véhicule qui représente sa 

dynamique latérale obtenue dans le chapitre II : 

 

                                           {
𝛽̇(𝑡) =

1

𝑚𝑣𝑥
(𝐹𝑦𝑓(𝑡) + 𝐹𝑦𝑟(𝑡)) − 𝜓̇(𝑡)

𝜓̈(𝑡) =
1

𝐼𝑧
(𝑙𝑓𝐹𝑦𝑓(𝑡) − 𝑙𝑟𝐹𝑦𝑟(𝑡))            

                                  (IV.17) 
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    En  utilisant  l’approche des secteurs non linéaires afin de  transformer les efforts de contacts 

non linéaires 𝐹𝑦𝑓(𝑡) et  𝐹𝑦𝑟(𝑡) sous forme  TS, le modèle TS obtenu correspondant au modèle 

bicyclette  est comme suit : 

 

                                          {
𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝜇𝑖(𝑥(𝑡)) 

4
𝑖=1  (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡))

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)                                                    
                             (IV.18) 

 

    Les fonctions de pondération 𝜇𝑖(𝑥(𝑡)) dépendent de l’état du système qui  vérifie la 

propriété  de somme convexe : 

                                              {
∑ 𝜇𝑖(𝑥(𝑡)) = 1
4
𝑖=1

0 ≤ 𝜇𝑖(𝑥(𝑡)) ≤ 1
                                                                (IV.19) 

 

    Notre objectif à travers cette section, est de formuler un observateur pour le système véhicule 

(IV.17) représenté par un modèle TS à VDNM  (IV.22). L’observateur proposé est de la forme 

suivant : 

 

                        {
  𝑥̂(̇𝑡) = ∑  𝜇𝑖 

4
𝑖=1 (𝑥̂(𝑡))  (𝐴𝑖𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝐿𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡))) 

𝑦̂(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡)                                                                                        
           (IV.20) 

Où :  

𝑥̂(𝑡) :   L’état estimé. 

𝑦̂(𝑡) : La sortie estimée. 

𝐿𝑖  : Les matrices gains de l’observateur à déterminer.  

 

Dans ce cas,  la dynamique  d’erreur d’estimation est déterminée à partir des équations (IV.18) 

et (IV.20) : 

 

𝑒̇(𝑡) =  ∑ 𝜇𝑖(𝑥(𝑡)) 
4
𝑖=1 (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)) − ∑  𝜇𝑖 

4
𝑖=1 (𝑥̂(𝑡)) (𝐴𝑖𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝐿𝑖𝐶(𝑒(𝑡)))                                  

                                                                                                                                             (IV.21)     

 

     Le modèle TS proposée en (IV.18) est un modèle à VDNM. Pour cela en fait appel à la 

technique   𝐿2, afin d’estimer les variables de décision non disponible à la mesure. 
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  IV.4.1.Observateur 𝑳𝟐 pour l’estimation de la dynamique latérale du véhicule   

 

    Le principe de la synthèse d’un observateur par l’approche 𝐿2 est de réécrire le système TS à 

VDNM sous la forme d’un système perturbé où les perturbations sont bornées [08]. 

 

    Soit le système TS à VDNM  en (IV.18), est réécrit comme suit : 

 

                                 {
𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝜇𝑖(𝑥̂(𝑡)) 

4
𝑖=1  (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡) + ∆(𝑡))

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)                                                                  
                          (IV.22) 

 

Le système (IV.22) est alors à variables de décision mesurable (estimées). 

 

     La perturbation ∆(𝑡) est due à  la  non  disponibilité à la mesure des variables de décision 

qui consiste en une différence variable dans le temps entre les valeurs réelles  𝑥(𝑡) et les 

valeurs estimées  𝑥̂(𝑡).   

Le pseudo perturbation ∆(𝑡)   est exprimée par : 

 

                             ∆(𝑡) = (∑ 𝜇𝑖(𝑥(𝑡)) 
4
𝑖=1 −∑  𝜇𝑖 

4
𝑖=1 (𝑥̂(𝑡))) (𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡))            (IV.23) 

 

    Le fait que les fonctions de pondération soient bornées due à l’état 𝑥(𝑡) implique que la 

pseudo-perturbation ∆(𝑡) le soit également. 

    L’observateur proposé est déjà exprimé par l’équation (IV.20), dans ce cas La dynamique 

d’erreur d’estimation d’état est donnée  comme suit: 

                     

                                  𝑒̇(𝑡) =  ∑ 𝜇𝑖(𝑥̂(𝑡))
4
𝑖=1 ( 𝐴𝑖 − 𝐿𝑖𝐶) 𝑒(𝑡) + ∆(𝑡)                                (IV.24) 

 

Sous les hypothèses que : 

- L’état 𝑥(𝑡) soit  borné. 

- L’entrée 𝑢(𝑡) soit bornée. 

- Les paires ( 𝐴𝑖  , 𝐶) soient  observables. 

- La perturbation ∆(𝑡) Soit bornée. 
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    A Partir de ces hypothèses, des conditions  de stabilité de système  (IV.24) sont formulées 

dans l’objectif d’estimer les états tout en minimisant l’effet de la pseudo- perturbation sur 

l’erreur d’estimation. Par ailleurs, la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation ne peut pas 

être assurée à cause de la présence du terme ∆(𝑡)  en sa qualité de perturbation. 

 

    Notre objectif est de minimiser l’effet de la perturbation sur l’erreur d’estimation en 

minimisant le rapport de transfert entre l’erreur d’estimation 𝑒(𝑡) et la perturbation  ∆(𝑡). On 

peut interpréter  ce transfert comme un taux d’atténuation 𝛾.  

     La minimisation de  taux d’atténuation reviderait à  assurer une meilleure estimation tout en 

minimisant l’effet de la perturbation sur celle-ci.  Cela nous assure que les états convergents 

vers une sphère de petit volume, traduisant le faible effet de la perturbation sur notre système 

TS. 

    Le théorème suivant présente les conditions exprimées sous forme de LMI pour la synthèse 

des gains 𝐿𝑖 de l’observateur proposée en (IV.20) assurant la stabilité de (IV.24) et la 

minimisation de l’effet  de  ∆(t) sur l’erreur d’estimation sous condition que les hypothèses 

précédente  soient vérifiées. 

 

Théorème [IV.1]  [15] s’il existe une matrice symétrique définie positive P, des matrices gains 

𝐾𝑖 ainsi  qu’une  scalaire positif  𝛾 solution au problème d’optimisation suivant : 

 

        𝛾
𝑃,𝐾𝑖

𝑚𝑖𝑛
 (
𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝐾𝑖𝐶 − 𝐶

𝑇𝐾𝑖
𝑇 + 𝐼 𝑃

𝑃 −𝛾𝐼
) < 0          𝑎𝑣𝑒𝑐    𝑖 = 1……4               

                                                                                                                                             (IV.25) 

 

L’erreur d’estimation  (IV.24)  est alors ISS par rapport  à ∆(t) est satisfait l’inégalité 

suivante : 

 

                                       ‖𝑒(𝑡) ‖ ≤ 𝑒
−  

(𝑡−𝑡0)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)𝑒(𝑡0) + 𝛾‖𝛥(𝑡) ‖ ∞                                    (IV.26) 

Où : 

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃) : Valeur propre maximal. 

Les gains de l’observateur en (IV.20)  sont donnés par : 𝐿𝑖 = 𝑃
−1𝐾𝑖  et  Le taux d’atténuation 

du transfert de 𝑒(𝑡) vers   ∆(𝑡) est :  𝛾 = √𝛾.  
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Preuve de convergence [15] 

  

    Suposons que les LMIs du théorème (IV.1) , soient vérifiées. En multipliant (IV.25) à gauche 

et à droite par :    𝑇 = (𝑒𝑇(𝑡) ∆𝑇(𝑡))  et 𝑇𝑇  respectivement. 

 

                        (𝑒𝑇(𝑡) ∆𝑇(𝑡)) (
𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝐾𝑖𝐶 − 𝐶

𝑇𝐾𝑖
𝑇 + 𝐼 𝑃

𝑃 −𝛾𝐼
) (
𝑒𝑇(𝑡)

∆𝑇(𝑡)
)  

    L’expression suivante est  obtenue : 

 

𝑒𝑇(𝑡) (∅𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃∅𝑖)𝑒(𝑡) + 𝑒

𝑇(𝑡)𝑃∆(𝑡) + ∆𝑇(𝑡)𝑃𝑒(𝑡) + 𝑒𝑇(𝑡)𝑒(𝑡) − 𝛾2∆𝑇(𝑡)∆(𝑡) < 0  

                                                                                                                                             (IV.27) 

Où :   

     ∅𝑖 = (𝐴𝑖 − 𝐿𝑖𝐶 ).  

 

     L’expression  précédente  (IV.27)  est multiplier  par  𝜇𝑖(𝑥̂(𝑡)) .Nous pouvons écrire :       

                

                             ∑ 𝜇𝑖(𝑥̂(𝑡))
4
𝑖=1 (𝑒𝑇(𝑡)(∅𝑖

𝑇𝑃 + 𝑃∅𝑖)𝑒(𝑡)) + 𝑒
𝑇(𝑡)𝑃∆(𝑡)                           

                               +∆𝑇(𝑡)𝑃𝑒(𝑡) < −𝑒𝑇(𝑡)𝑒(𝑡) + 𝛾2 ∆𝑇(𝑡)∆(𝑡)                                     (IV.28)    

 

    Cette inégalité précédente (IV.28),  est  équivalent à : 

   

                                            𝑉̇(𝑡) < −𝑒𝑇(𝑡)𝑒(𝑡) + 𝛾2 ∆𝑇(𝑡) ∆ (𝑡)                                     (IV.29)          

Où : 

                                              𝑉(𝑡) = 𝑒𝑇(𝑡)𝑃 𝑒(𝑡) ,   𝑃 = 𝑃𝑇 > 0     

 

𝑉(𝑒(𝑡)) :   équation de lyapunov. 

 

 Sous hypothèse que  (IV.25) soit vérifier, 𝛾2 > 0. Nous pouvons écrire : 

 

                            𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃) ‖𝑒(𝑡)‖
2 ≤ V(t) ≤ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃) ‖𝑒(𝑡)‖

2  , ∀ 𝑒(𝑡) ∈ ℛ2                 (IV.30) 
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Delà, (IV.29)    peut être bornée comme suit :  

 

                                             𝑉̇(𝑡) < − 
1

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)
𝑉(𝑡) + 𝛾2‖∆(𝑡)‖2                                                (IV.31) 

                                                                                                                                          

    le lemme de Gronwall [Gronwall 2001] est donné par   : 

 

                              𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(𝑡0)𝑒
−  

(𝑡−𝑡0)

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃) + 𝛾2 ∫ 𝑒
−  

(𝑡−𝜏)

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)
𝑡

𝑡0
‖Δ(𝜏)‖𝑑𝜏                          

                                          ≤ 𝑉(𝑡0)𝑒
− ( 

𝑡−𝑡0)

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃) + 𝛾2‖Δ(𝜏)‖2
∞

                                           (IV.32)                           

 

Après quelques manipulation mathématique ,l’expression majorant l’erreur d’estimation est : 

   

                                              ‖𝑒(𝑡) ‖ ≤ 𝑒
−  

(𝑡−𝑡0)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)𝑒(𝑡0) + 𝛾‖𝛥(𝑡) ‖ ∞                            (IV.33)    

Où : 

 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃) : Valeur propre maximal. 

 

Ce qui prouve l’ISS (Stabilité au sens de entrée – état) de l’erreur d’estimation par rapport à la 

perturbation  ∆(𝑡) .  

 

   

Remarque :  d’après l’quation (IV.31)   Si   ‖𝛥(𝑡) ‖ ∞ = 0  Alors   ‖𝑒(𝑡) ‖ → 0  quand t → ∞ . 

De plus, la présence de terme de la perturbation   ∆ (𝑡) , l’erreur d’estimation ‖𝑒(𝑡) ‖ est 

bornée par  𝛾‖𝛥(𝑡) ‖ ∞ .  

     La précision de l’estimation est ainsi fixée par la valeur de  𝛾 . Dans ce cas on peut dire que 

l’erreur d’estimation en présence la perturbation  ∆(𝑡), converge dans un volume de 

rayon𝛾‖𝛥(𝑡) ‖ ∞    .    
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    IV.5.Simulation et interprétation  

    Dans cette section nous avons construit  un observateur par atténuation de perturbations 

selon l’approche  𝐿2 .  

 

   Pour estimer  les variables de la dynamique latérale du véhicule tels que  l’angle de dérive  

𝛽(t), cela nécessite la connaissance des gains de l’observateur 𝐿𝑖. Ces derniers sont 

déterminés après résolution du problème d’optimisation du théorème [IV.1]  avec le solveur 

sedumi YALMIP, pour une vitesse longitudinal 𝑣𝑥 = 28 m/s et une entrée en angle de 

braquage 𝑢(𝑡) = 𝛿𝑓(𝑡) représentée en figure  (IV.3). 

  

 

 

 

 

                                          

 

 

                

                                   Figure (IV.3) : Entrée en angle de braquage utilisée 

 

Pour tester la convergence de l’observateur TS proposé, les conditions initaiales ont été 

choisies différentes : 

                                      𝑥(0) = (0.2 0.1)𝑇     et     𝑥̂(0) = (0 0)𝑇      

 

Après la simulation on auras  les  résultas suivants : 

Les matrices gains  𝐿𝑖  sont    : 

 

                                      𝐿1 = (
20.4008
120.0069

)                         𝐿2 = (
106.1414
120.2950

)              

                                      𝐿3 = (
−87.8686
119.8924

)                         𝐿4 = (
−0.5524
120.9508

)            
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La matrice symetrique définit positif est   : 

 

                                                 𝑃 = (
   0.0286 −0.0001
−0.0001   0.0605

) 

 

Le taux d’atténuation du transfert de la perturbation ∆(𝑡) vers 𝑒(𝑡) est   𝛾 = 0.0286 . 

                                            

   Les estimations de l’observateur 𝑥̂(𝑡) sont comparées aux états du système non linéaire 𝑥(𝑡), 

le résulta de simulation est donné en figure  (IV.4) .  

 

 

 

 

 

 

                                         

 

 

 

 

   

        Figure (IV.4)  - Comparaison des états réels et estimés obtenu avec l’observateur 𝐿2  . 

 

Nous  remarquons que  les estimations correspondent bien aux états réels. Cela est dû au fait 

que l’observateur TS construit soit basé sur un modèle TS exacte qui représente exactement le 

modèle non linéaire  initial  du véhicule. 
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                                                  Figure IV.5- L’erreur d’estimation d’état  

 

La figure ci-dessous  représente l’erreur d’estimation d’état 𝑒(𝑡) durant le temps de simulation. 

 

   IV.6.Conclusion  

     Dans ce chapitre, nous avons effectué une présentation générale des observateurs et la 

nécessité de son utilisation, notamment dans le contexte du véhicule. Par  la suite on a expliqué 

le principe d’estimation d’état afin d’estimer les variables non disponibles à mesure. Ensuite, 

nous avons représenté les différents observateurs et l’observabilité des systèmes dynamiques 

(observateurs linéaires, observateurs non linéaires et observateurs TS) avec leurs avantages et 

inconvénients, ainsi les approches d’estimation pour la synthèse d’observateur des systèmes 

non   linéaires. 

    Notre objectif  dans ce chapitre est de construire un observateur TS à VDNM. Afin d’estimer 

les variables de la dynamique latérale véhicule, qui ne sont pas disponible à la mesure. Pour 

cela on fait appel à la technique  𝐿2  par   atténuation de perturbations. 

 

     Pour déterminer les gains  de l’observateur  𝐿𝑖, nous avons utilisé  le théorème [IV.1]  qui 

présente les conditions exprimées sous forme LMIs, pour synthétiser notre observateur en 

assurant la stabilité de la dynamique d’erreur d’estimation  tout en minimisant l’effet de 
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perturbation ∆(t)  sur l’erreur d’estimation sous condition que les hypothèses soient vérifiées. 

Pour résoudre le problème d’optimisation de théorème [IV.1], nous avons utilisé le solveur 

sedumi YALMIP.   

 

    Les résultats de simulation donnent, une bonne correspondance entre les états réels et les 

estimations de l’observateur  𝐿2 , et une convergence vers zéro de l’erreur d’estimation d’état.  

A partir de là, on conclut que, le caractère robuste induit par le taux d’atténuation du transfert 

de la perturbation  vers l’erreur d’estimation 𝑒(𝑡) permet de rejeter la perturbation ∆(𝑡)  qui est 

une différence entre les valeurs réelles et les estimées des fonctions de pondération et 

indirectement des états.    
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    L’objectif de notre projet consiste à proposer des observateurs pour l’estimation des 

variables non disponibles à la mesure pour le système  véhicule, tout en tenant compte de son 

comportement frottement non linéaire. 

    Pour y parvenir, nous sommes amenés d’abord à connaître la constitution de ce système et à 

comprendre son fonctionnement. Pour le faire, il est nécessaire de passer par les étapes 

suivantes. 

     Au début de chapitre II. Nous avons  utilisé les principes fondamentaux de la dynamique 

pour  modéliser la dynamique du véhicule. En suite des hypothèses simplificatrices sont 

utilisés, pour simplifier les équations globales des forces d’inertie et du moment dynamique 

afin d’obtenir  un modèle mathématique, qui représente la dynamique latérale du véhicule, ce 

modèle appelé  modèle dérive- lacet (modèle bicyclette).  

    Dans un seconde temps, nous avons remplacé la formule linéaire des forces latérales de 

contact pneumatique-chaussée 𝐹𝑦𝑓 et 𝐹𝑦𝑟 dans le modèle dérive lacet. Afin d’obtenir le modèle  

linéaire du véhicule. Par la suite nous avons utilisé la formule magique de pacjeka, Pour 

représenter les forces latérales non linéaires. Ces forces  non linéaires sont utilisées par la suite 

pour obtenir le modèle non linéaire du véhicule.  Le modèle non linéaire obtenu est un modèle 

précis, mais  il est très complexe. 

    L’inconvénient majeur des modèles non linéaires réside dans la complexité de leurs 

structures d’un point de vue mathématique, ce qui les rend difficilement exploitables.  Pour cela 

le modèle obtenu dans le chapitre II, a été développé dans chapitre III.    

    Afin d’exploiter la précision de la représentation non linéaire, nous allons proposer une 

forme plus simple et maniable, en utilisant le formalisme Takagi-Sugno (TS) via les 

transformations par secteurs non linéaires. 

 

     Dans le chapitre III, nous avons utilisé l’approche des secteurs non linéaires, pour 

transformer les efforts latéraux non linéaires sous forme TS, par la suite nous les avions 

remplacés dans le modèle dérive- lacet. Afin d’obtenir  un modèle TS.  

 

     Le modèle TS construit est à variables de décision non mesurables, décrit par une somme 

pondérée de modèles linéaires, interpolés par des fonctions de pondérations, vérifiant la 

propriété de somme convexe. 
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     Ce modèle TS obtenu assure une représentation exacte du modèle véhicule initial. Ce qui est 

validé  par des tests de simulation. 

 

     Le modèle TS obtenu est à variable de décision non mesurable. Pour cela il est nécessaire 

d’estimer ces variables. 

     Dans le chapitre IV, nous avons utilisé un observateur 𝐿2 par atténuation de perturbation. 

Afin d’estimer les variables de décision non mesurables, décrivant la dynamique latérale du 

véhicule. 

        Pour déterminer les gains  de l’observateur  𝐿𝑖, nous avons utilisé  le théorème [IV.1]  qui 

présente les conditions exprimées sous forme LMIs, pour synthétiser notre observateur en 

assurant la stabilité de la dynamique d’erreur d’estimation  tout en minimisant l’effet de 

perturbation ∆(t)  sur l’erreur d’estimation sous condition que les hypothèses soient vérifiées. 

 

    La  bonne  correspondance  des états réels et estimés obtenu avec l’observateur 𝐿2  et la 

convergence de l’erreur d’estimation vers zéro.démontré que, le caractère robuste induit par le 

taux d’atténuation du transfert de la perturbation  vers l’erreur d’estimation 𝑒(𝑡) permet de 

rejeter la perturbation ∆(𝑡)  qui est une différence entre les valeurs réelles et les estimées des 

fonctions de pondération et indirectement des états.  

 

 

 

 

   Comme perspective, nous envisagent  de valider expérimentalement le modèle TS obtenu et 

éventuellement  synthétiser   des contrôleurs pour stabiliser le système véhicule.    
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Résumer : 

    L’objectif de notre projet consiste à proposer des observateurs pour l’estimation des 

variables non disponibles à la mesure pour le système véhicule, tout en tenant compte de son 

comportement frottement non linéaire. 

     Pour y parvenir, nous sommes amenés, d’abord à connaitre la constitution de ce système et 

à comprendre son fonctionnement. Pour le faire, nous avons  modélisé la dynamique latérale 

du véhicule, le modèle non linéaire obtenu est un modèle précis, cependant  son inconvénient 

réside dans la complexité  de sa structure mathématique et qui très difficile à étudier. 

   Afin d’exploiter  la précision de la représentation non linéaire, nous allons proposer une 

forme plus simple et maniable, en utilisant le formalisme Takagi- Sugeno (TS) via les 

transformations  par secteurs non linéaires. 

     Le modèle TS obtenu est à variable de décisions non mesurable. Pour cela nous utilisé un 

observateur  𝐿2  par atténuation de perturbation afin d’estimer les ces variables qui ne sont pas 

disponible à la mesure.  

      Comme perspectives, nous envisagent de valider expérimentalement le modèle TS obtenu 

et éventuellement synthétiser des contrôleurs pour stabiliser le système véhicule.    

 

    Les mots clés : 

     Le model dérive lacet  ,  Les modèles  linéaires, les modèles non linéaires,  Les modèles de 

Takagi –Sugeno, les modèles TS à Variables de Décision Mesurables, les modèles TS à 

Variables de décisions Non Mesurable, la dynamique latérale du véhicule, les fonctions de 

pondération (d’activation), l’approche des secteur non linéaires, les Observateur à Variables 

de Décisions Mesurables, Les Observateurs à Variables de Décisions Non Mesurables, la 

fonction de lyapunov, le solveur sedumi YALMIP   Observateur  𝐿2   par atténuation de 

perturbation.  
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